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第一章　函数与极限

一、函数概念

1．确定分段函数的定义域和函数值

思路　由于分段函数是用两个或两个以上的解析表达式表示一个函数，且对于不同的解析表达式，自变量的取值范围又不相同，因此，分段函数的定义域是自变量x各个取值范围之总和．求函数值f（x0
 ）时，要根据x0
 所在的取值范围，用f（x）相应的表达式来求f（x0
 ）．

2．反函数

（1）求反函数的程序：

首先，由已知函数式y＝f（x）解出x，得到关系式x＝f-1
 （y）；

其次，将字母x与y互换，便得到所求的反函数y＝f-1
 （x）．见例1．

（2）函数y＝f（x）与其反函数间有恒等式：y＝f（f-1
 （y）），x＝f-1
 （f（x））．见例2．

3．复合函数y＝f（φ（x））

在f（x），φ（x）和f（φ（x））三个函数中，若已知其二，便可求得其三：

（1）已知f（x）和φ（x），求f（φ（x））的思路：

将f（x）中的x代换以φ（x）即得f（φ（x））．

（2）已知f（x）和f（φ（x））求φ（x）的思路：

将f（x）中的x换以φ（x）得含未知φ（x）的f（φ（x）），令其等于已知f（φ（x））的表达式，从而解出φ（x）．见例3．

（3）已知φ（x）和f（φ（x））求f（x）的思路有二：

变量替换法：令u＝φ（x），求得x＝φ-1
 （u），将其代入f（φ（x））表达式中的x即得f（u），再将u换成x得f（x）．此法具有一般性．见例4解1．

直接表示法：将f（φ（x））的表达式设法表示成φ（x）的函数，然后将式中的φ（x）换成x即得f（x）．见例4解2．

4．判定函数有界性的思路

按函数有界性的定义判定f（x）在区间I
【1】

 上有界，有如下情况（见例7）：

（1）若存在一个正数M，使得

｜f（x）｜≤M（可以没有等号），x∈I；

（2）若存在两个数m和M，且m＜M，使得

m≤f（x）≤M（可以没有等号），x∈I；

（3）若函数f（x）在闭区间［a，b］上是单调增加（减少）的，因

f（a）≤f（x）≤f（b）　（f（b）≤f（x）≤f（a）），x∈［a，b］，

故f（x）在［a，b］上有界；

（4）若函数f（x）在［a，b］上连续，则f（x）在［a，b］上有界．

例1　若函数y＝f（x）与y＝g（x）的图形对称于直线y＝x，且[image: alt]
 求g（x）．

解　依题设，这是求f（x）的反函数．设[image: alt]
 由此式解出x，得

ye2x
 ＋y＝e2x
 －1　或[image: alt]


于是　　　　　　　　　　[image: alt]


例2　设[image: alt]
 求f-1
 （2）．

解　由于x＝f-1
 （f（x）），由此式知，当f（x）＝2时所对应的x即为所求．将2代入已知式的左端，得[image: alt]
 即x＝3，故f-1
 （2）＝3．

例3　已知[image: alt]
 f（φ（x））＝1－x且φ（x）≥0，求φ（x）及其定义域．

解　依题意，[image: alt]
 因φ（x）≥0，有[image: alt]
 由ln（1－x）≥0，即1－x≥1知φ（x）的定义域是x≤0．

例4　已知[image: alt]
 求f（x）及其定义域．

解1　用变量替换法　令u＝lnx，则x＝eu
 ．由已知等式有

[image: alt]
 即　f（x）＝x－ln（1－e2x
 ）．

由1-e2x
 ＞0知，f（x）的定义域是（-∞，0）．

解2　用直接表示法　因

[image: alt]


所以f（x）＝x－ln（1－e2x
 ）．

例5　设[image: alt]
 求f（x）．

分析　这是已知关于f（x）和f（φ（x））的一个等式，求f（x）．解题思路为：

令t＝φ（x），求得x＝φ-1
 （t）．将原等式中的x换为φ-1
 （t），可得到关于f（t）和f（φ-1
 （t））的另一等式．若φ（x）＝φ-1
 （x），由解上述两个等式的方程组可得f（x）．ss

解　令[image: alt]
 可解得[image: alt]
 将其代入原等式，则有

[image: alt]


于是有[image: alt]
 　　　将f（x）和f[image: alt]
 看做未知数，解此线性方程组，可求得[image: alt]


例6　设函数f（x）＝x－［x］，其中［x］是取整函数，试确定：

（1）f（x）的定义域；　　　　　　　　　　　　　（2）f（x）的值域；

（3）f（x）是有界函数；　　　　　　　　　　　　（4）f（x）是以1为周期的周期函数．

解　（1）函数y＝［x］的定义域是（-∞，+∞），y＝x的定义域也是（-∞，+∞），故f（x）的定义域是（-∞，+∞）．

（2）按y＝［x］的意义，任取x∈（-∞，+∞），设n≤x＜n＋1（n＝0，±1，±2，…），则

当x＝n时，x－［x］＝n－n＝0；当x≠n时，x－［x］＜n＋1－n＝1，即0≤x－［x］＜1．由此，f（x）的值域是［0，1）．这表明f（x）表示x的非负小数部分．

（3）f（x）的值域是［0，1），该函数是有界的．

（4）对任意x∈（-∞，+∞），有

f（x＋1）＝x＋1－［x＋1］＝x＋1－（［x］＋1）＝x－［x］＝f（x）．

上式说明f（x）是以1为周期的周期函数．y＝f（x）的图形如图1-1所示．

[image: alt]


图　1-1

例7　设函数f（x）在（-∞，+∞）有定义，证明[image: alt]
 在（-∞，+∞）上是有界函数．

证　对任意x∈（－∞，+∞），都有

（1－［f（x）］2
 ）2
 ＝1－2［f（x）］2
 ＋［f（x）］4
 ≥0，　即　2［f（x）］2
 ≤1＋［f（x）］4
 ，

所以　　　　　　　　　　　[image: alt]


二、用图形的几何变换作图

由已知函数的解析式作出它的图形，一般是采用描点法．这里介绍借助于已知函数图形的几何变换，即通过“平移”、“对称”等作出某些函数的图形．

假设已知函数y＝f（x）的图形，要作出一些与它相关的函数的图形．

1．平移

（1）函数y＝f（x）＋b（b＞0）的图形可由y＝f（x）的图形沿y轴向上平移b个单位得到．

（2）函数y＝f（x）－b（b＞0）的图形可由y＝f（x）的图形沿y轴向下平移b个单位得到．

（3）函数y＝f（x＋a）（a＞0）的图形可由y＝f（x）的图形沿x轴向左平移a个单位得到．

（4）函数y＝f（x－a）（a＞0）的图形可由y＝f（x）的图形沿x轴向右平移a个单位得到．

2．对称

（1）函数y＝-f（x）的图形与y＝f（x）的图形关于x轴对称．

（2）函数y＝f（-x）的图形与y＝f（x）的图形关于y轴对称．

（3）函数y＝-f（-x）的图形与y＝f（x）的图形关于坐标原点对称．

（4）函数y＝｜f（x）｜的图形，是y＝f（x）的图形在x轴上方部分不动，而将在x轴下方部分对称到x轴上方得到．

（5）函数y＝f（｜x｜）的图形，是y＝f（x）的图形在y轴右侧部分不动，再将其右侧部分关于y轴对称到左侧得到．

（6）函数y＝f-1
 （x）的图形与y＝f（x）的图形关于直线y＝x对称．

（7）函数y＝f（a－x）的图形与y＝f（x－a）的图形关于直线x＝a对称．

3．伸长或压缩

（1）函数y＝af（x）（a＞0）的图形，是将y＝f（x）的图形沿y轴方向伸长或压缩a倍得到：a＞1时是伸长，a＜1时是压缩．

（2）函数y＝f（ax）（a＞0）的图形，是将y＝f（x）的图形沿x轴方向伸长或压缩a倍得到：当a＞1时，是压缩；当a＜1时，是伸长．

例1　已知函数y＝x2
 的图形，作函数y＝-x2
 －2x＋1的图形．

解　由于y＝-x2
 －2x＋1＝-（x＋1）2
 ＋2．故将曲线y＝x2
 向左平移一个单位，得到的曲线关于x轴对称后，再向上平移两个单位，便得到曲线y＝-x2
 －2x＋1（图1-2）．

[image: alt]


图　1-2

[image: alt]


图　1-3

例2　已知函数y＝lnx的图形，作下列函数的图形：

（1）y＝ln（-x）；　（2）y＝｜lnx｜；　（3）y＝ln｜x｜；　（4）y＝ln（1－x）．

解　（1）将曲线y＝lnx关于y轴对称得y＝ln（-x）的图形（图1-3）．

（2）曲线y＝lnx在x轴上方部分不动，将在x轴下方部分关于x轴对称便得y＝｜lnx｜的图形（图1-4）．

（3）因[image: alt]
 曲线y＝ln｜x｜有两个分支：曲线y＝ln（-x）与y＝lnx．参阅图1-3．

[image: alt]


图　1-4

[image: alt]


图　1-5

（4）将曲线y＝lnx向右平移一个单位得函数y＝ln（x－1）的图形，再将其关于直线x＝1对称，得函数y＝ln（1－x）的图形（图1-5）．

例3　已知函数y＝cosx的图形，作函数[image: alt]
 的图形．

解　因[image: alt]


将y＝cosx的图形（图1-6（a））沿x轴方向压缩2倍得y＝cos2x的图形（图1-6（b））；所得图形沿x轴向右平移[image: alt]
 得到[image: alt]
 的图形（图1-6（c））；再将所得图形沿y轴方向伸长3倍，可得[image: alt]
 的图形（图1-6（d））．

[image: alt]


图　1-6

三、用极限定义证明数列和函数的极限

1．用定义证明数A是数列｛yn
 ｝的极限的解题思路

首先，把要证明的命题用定义形式写出：

[image: alt]
 ⇔对任给ε＞0，存在正整数N，当n＞N时，都有｜yn
 －A｜＜ε；

其次，在假设不等式｜yn
 －A｜＜ε成立时，用分析法解出n，以确定n与ε的关系，从而找出正整数N．这有两种情况：

（1）直接解不等式｜yn
 －A｜＜ε，求出n与ε的关系，从而找出N，见例1证1；

（2）可采用放大法，以便于求出n与ε的关系．即将｜yn
 －A｜适当放大为φ（n），使放大后的式子φ（n）随n增大而缩小，且使φ（n）小于ε：

｜yn
 －A｜≤｜φ（n）｜＜ε，

只要从｜φ（n）｜＜ε解出n与ε的关系即可．见本节例1证2，例2．

最后，根据第二步的分析，证明第一步所列出的命题．

注　用定义证明极限存在，逻辑推理要严格，但书写过程可简化．例1叙述较详细，以下例题叙述较简化．

2．用定义证明数A是函数f（x）当x→∞时的极限的解题思路

对任意给定的ε＞0，从｜f（x）－A｜＜ε出发，要设法从｜f（x）－A｜中分离出因子｜x｜，以确定｜x｜与ε的关系，从而找出一个正数M．M的找法类似于前述找寻N的方法．见例3．

3．用定义证明数A是函数f（x）当x→x0
 时的极限的解题思路

对任意给定的ε＞0，从｜f（x）－A｜＜ε出发，要设法从｜f（x）－A｜中分离出因子｜x－x0
 ｜，以确定｜x－x0
 ｜与ε的关系，从而找出小的正数δ．这一般有两种情况（下设M＞0）：

（1）｜f（x）－A｜＝M｜x－x0
 ｜＜ε，则[image: alt]
 取[image: alt]
 见例4．

（2）｜f（x）－A｜＝｜φ（x）（x－x0
 ）｜，此时，要设法确定｜φ（x）｜的界限．

因x→x0
 ，不妨设｜x－x0
 ｜＜η（η＞0，自己给定），若此时，有｜φ（x）｜≤M，令

｜φ（x）（x－x0
 ）｜≤M｜x－x0
 ｜＜ε，由此[image: alt]


于是，取[image: alt]
 就可以了．见例5．

例1　用数列极限定义证明[image: alt]


证1　对任意给定的ε＞0，要找一个正整数N，使得当n＞N时，都有[image: alt]
 成立．由于

[image: alt]


要使[image: alt]
 成立，就是使[image: alt]
 成立．即[image: alt]
 即可．

于是，对任意给定的ε＞0，存在[image: alt]
 当n＞N时，都有[image: alt]
 由数列极限定义，即[image: alt]


证2　用放大法．要使[image: alt]
 成立，因[image: alt]
 只要[image: alt]
 即[image: alt]
 即可．

于是，对任意给定的ε＞0，存在[image: alt]
 当n＞N时，都有

[image: alt]
 　即　[image: alt]


注　证1与证2所找到的N是不同的，但这没关系．按数列极限的定义，只要能找到一个正整数N，对任意给定的ε＞0，当n＞N时，有｜yn
 －A｜＜ε即可．

例2　用数列极限定义证明[image: alt]


证　对任意给定的ε＞0，要使[image: alt]
 由于当n＞10时，有

[image: alt]


只要　　　　　[image: alt]
 　即　[image: alt]
 即可．

于是，对任意给定的ε＞0，存在[image: alt]
 当n＞N时，都有

[image: alt]
 　即　[image: alt]


注　例1中证2的放大：[image: alt]
 是无条件放大；而例2中的放大：[image: alt]
 [image: alt]
 是有条件（在条件n＞10时）的放大．由于数列的极限与它的前有限项无关，为了便于求出n与ε的关系，这种放大是可行的．

例3　用函数极限定义证明[image: alt]


证　对任意给定的ε＞0，要使

[image: alt]
 　或　[image: alt]


由于｜x＋1｜＝｜x－（-1）｜＞｜x｜－1，只要

[image: alt]
 　或　[image: alt]
 即可．

于是，对任意给定的ε＞0，存在正数[image: alt]
 当｜x｜＞M时，都有

[image: alt]
 　即　[image: alt]


例4　用函数极限定义证明[image: alt]


证　对任意给定的ε＞0，要使[image: alt]
 当x≠-1时，因

[image: alt]


所以，只要2｜x－（-1）｜＜ε，即[image: alt]
 即可．

于是，取[image: alt]
 当0＜｜x－（-1）｜＜δ时，便有

[image: alt]
 　即　[image: alt]


例5　用函数极限定义证明[image: alt]


证　对任意给定的ε＞0，要使

｜x3
 －8｜＝｜（x－2）（x2
 ＋2x＋4）｜＝｜x2
 ＋2x＋4｜·｜x－2｜＜ε．

因x→2，可使｜x－2｜＜1．此时｜x｜＝｜（x－2）＋2｜≤｜x－2｜＋2＜1＋2＝3，所以

｜x2
 ＋2x＋4｜＜｜x｜2
 ＋2｜x｜＋4＜32
 ＋2×3＋4＝19．

由此，要使｜x3
 －8｜＜ε，只要

｜x3
 －8｜＜19｜x－2｜＜ε，　即　[image: alt]
 即可．

于是，取[image: alt]
 当0＜｜x－2｜＜δ时，都有

｜x3
 －8｜＜ε，　即　[image: alt]


四、用极限的运算法则与重要极限求极限

1．极限运算法则

这里，极限运算法则指的是：无穷小的运算法则，极限的四则运算法则，复合函数的极限法则等．

代数函数（有理函数与无理函数）求极限的一些重要结论及解题思路

（1）有理函数的极限：

[image: alt]


[image: alt]


对上述[image: alt]
 型，先将分母、分子因式分解，分解出公因子（x－x0
 ），约分后，再求极限．见本节例3．

（2）无理函数的极限：

当分式的分母，或分子，或分母与分子同时出现无理式时：

当x→∞时，若呈[image: alt]
 型，分母与分子同除以x的最高次幂，即除以最高阶的无穷大，然后再求极限．见例2（1），（2）．

当x→x0
 时，若呈[image: alt]
 型，可将分母、分子同乘一个因式，恒等变形，变量代换等，使以零为极限的公因子（x－x0
 ）显露出来，约去公因子后，再求极限，或利用已知的极限等式求极限．见例4，例5．

（3）推广：

对有些非代数函数的极限，若呈[image: alt]
 型或[image: alt]
 型，也可按上述思路处理．见例2（3）．

代数函数或非代数函数，若呈∞－∞型，可以通分，乘因子，作倒代换等，将其转化为分式，然后再求极限．见例11．若呈0·∞型，也要化成分式，这将呈[image: alt]
 或[image: alt]
 型，然后再求极限．见例10．

2．用两个重要极限求极限

（1）第一个重要极限公式及推广公式

[image: alt]


该极限的特征：

1°[image: alt]
 型；

2°无穷小的正弦与自身的比，即[image: alt]
 分母、分子方框中的变量形式相同，且都是无穷小．

用该公式求极限的思路：

1°当函数式为[image: alt]
 且为[image: alt]
 型时，若f（x）≠φ（x），设法将f（x）变形使之出现φ（x）．见例7．

2°当函数式出现三角函数且为[image: alt]
 型时，可通过提取公因子，或乘上一个因子，或三角恒等变形，使其出现该形式的极限．见例9．

3°当函数式含arcsinx，arctanx且为[image: alt]
 型时，也可用该极限试算．见例12．

（2）第二个重要极限公式及推广公式

[image: alt]


[image: alt]


该极限的特征：

1°1∞
 型；

2°（1＋无穷小）无穷大
 ，即[image: alt]
 底与指数方框中的变量形式相同，且都是无穷小．

用该公式求极限的思路：

1°当函数式为（1＋φ（x））g（x）
 且为1∞
 型时，若[image: alt]
 设法将g（x）变形使之出现[image: alt]
 见例8（1），（4），例13；如果可能，也可将φ（x）变形使[image: alt]
 见例8（2）．

2°对幂指函数f（x）g（x）
 的极限，若呈1∞
 型，通常有如下计算方法（见例8（3））：

[image: alt]


这里，用了恒等式f（x）g（x）
 ≡eg（x）lnf（x）
 及lnf（x）与（f（x）－1）是等价无穷小．

（3）由两个重要极限推得的常用公式：

[image: alt]


例1　（1）设[image: alt]
 及yn
 （n＝1，2，…）为任意数列，能否断定[image: alt]


（2）设[image: alt]
 由此可否推得[image: alt]
 或[image: alt]


解　（1）不能．例如，对数列[image: alt]
 ，｛yn
 ＝n｝，虽有[image: alt]
 因xn
 yn
 ＝1，显然[image: alt]


（2）不能．例如，取

[image: alt]
 　及　[image: alt]
 （n＝1，2，…），

则[image: alt]
 而[image: alt]
 均不存在．

例2　求下列极限：

[image: alt]


[image: alt]


解　（1）I
【2】

 [image: alt]


　　　　　　[image: alt]


（2）注意到[image: alt]
 分母、分子同除以[image: alt]
 则

[image: alt]


（3）[image: alt]


例3　求[image: alt]


解　[image: alt]


于是　　　　　　[image: alt]


例4　求证[image: alt]
 并求[image: alt]
 （其中α为非零整数，m，n为正整数）．

证　当α为正整数时，令[image: alt]
 则

[image: alt]


当α为负整数时，设α＝-β（β为正整数），则

[image: alt]


令x＝t＋1，则

[image: alt]


例5　求[image: alt]


解1　分子、分母同乘因子[image: alt]
 
【3】

 及分子的共轭因子得

[image: alt]


解2　[image: alt]


例6　求[image: alt]


解　由复合函数的极限法则

[image: alt]


例7　设m，n为正整数，[image: alt]
 求[image: alt]


解　由恒等变形得：[image: alt]


当n＝m时，因xn－m
 ＝1，故[image: alt]


当n＞m时，因x→0时，xn－m
 →0，故[image: alt]


当n＜m时，因x→0时，xn－m
 →∞，故[image: alt]


例8　求下列极限：

[image: alt]


解　[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


例9　求[image: alt]


解　注意到[image: alt]
 所以

[image: alt]


例10　求[image: alt]


解　这是0·∞型．令t＝x－1，则

[image: alt]


例11　求[image: alt]


解　因[image: alt]
 这是∞－∞型．令[image: alt]
 则

[image: alt]


例12　求[image: alt]


解　注意到[image: alt]


[image: alt]


例13　求[image: alt]


解　因[image: alt]
 其中

[image: alt]


所以　　　　　　　　　　　[image: alt]


五、用等价无穷小代换求极限

常用的等价无穷小：当x→0时，有

sinx～x，　　　　sin（sinx）～x，　arcsinx～x，　　　　tanx～x，

arctanx～x，　　　　ln（1＋x）～x，　　　ex
 －1～x，　　　ax
 －1～xlna，

[image: alt]


将上述各等价无穷小代换式中的x换成φ（x），仍适用．例如，当φ（x）→0时，有

ln［1＋φ（x）］～φ（x），[image: alt]


两个无穷小进行阶的比较时，是要根据两个无穷小的高阶、低阶、同阶和等价的定义，这实际是计算两个无穷小比的极限．但必须明确，不是任何两个无穷小都可进行比较，只有两个无穷小比的极限存在或为无穷大时，才可进行比较．

在求两个无穷小之比的极限时，可用等价无穷小来代换，有时须先将函数式恒等变形后，再代换．但在用等价无穷小代换时，一般在乘除运算时可以，而在和差运算时，不要轻易用，因为此时经代换后，往往改变了无穷小之比的“阶”数，而出错误，见本节例5（2）．

例1　当x→0时，[image: alt]
 与x相比是（　　）．

（A）高阶无穷小

（B）低阶无穷小

（C）等价无穷小

（D）同阶但不是等价无穷小

解　选（A）．当x→0时，[image: alt]
 [image: alt]
 即[image: alt]
 为x的高阶无穷小．若计算，则是

[image: alt]


例2　当x→1时，[image: alt]
 与[image: alt]
 相比是（　　）．

（A）高阶无穷小

（B）低阶无穷小

（C）等价无穷小

（D）同阶但不是等价无穷小

解　选（D）．当x→1时，[image: alt]
 而[image: alt]
 由于

[image: alt]


例3　设当x→0时，sin（sin2
 x）ln（1＋x2
 ）是比xsinxn
 高阶的无穷小，而xsinxn
 是比[image: alt]
 高阶的无穷小，则正整数n＝（　　）．

（A）1

（B）2

（C）3

（D）4

解　选（B）．依题意，并用等价无穷代换，有

[image: alt]
 　故　3－n＞0；

[image: alt]
 　故　n－1＞0．

由3－n＞0及n－1＞0知1＜n＜3，即n＝2．

例4　求下列极限：

[image: alt]


解　（1）由当x→0时，[image: alt]
 知，当x→+∞时，[image: alt]
 [image: alt]
 所以[image: alt]


（2）[image: alt]


　　　　[image: alt]


例5　求下列极限：

[image: alt]


解　（1）[image: alt]


（2）注意到（1＋x＋x2
 ）（1－x＋x2
 ）＝1＋x2
 ＋x4
 ，secx－cosx＝secx（1－cos2
 x）．

[image: alt]


注　本例之（2），按下面计算是错误的．当x→0时，ln（1＋x＋x2
 ）～（x＋x2
 ），ln（1－x＋x2
 ）～（-x＋x2
 ），则

[image: alt]


例6　求[image: alt]


解　由于[image: alt]
 且[image: alt]
 而

[image: alt]


所以[image: alt]


注　由本例可知

[image: alt]


六、用单侧极限存在准则求极限

这里所说的单侧极限存在准则是指下述两个极限存在的充分必要条件：

[image: alt]


需用单侧极限存在准则求极限的类型：

1．分段函数在分段点处的极限

（1）分段函数在分段点两侧函数式不同的，必须用单侧极限求极限．见本节例1．

（2）分段函数在分段点两侧用同一函数式表示的，有的也须用单侧极限求极限．见例2．

2．含绝对值符号的函数

须先去掉绝对值符号化为分段函数．见例3（2）．

3．含ax
 （特别当a＝e时）或[image: alt]
 的函数（见例3）

当a＞1时，[image: alt]


特别地，[image: alt]


当0＜a＜1时，[image: alt]


4．含arctanx或arccotx的函数，含arctan[image: alt]
 或arccot[image: alt]
 的函数（见例1，例2）

[image: alt]


5．含偶次方根的函数，含奇次方根的函数（见例4（1））

含偶次方根的函数，提到根式外的因子只能取正号；含奇次方根的函数，提到根号外的因子可取正号，也可取负号．

6．含取整函数y＝［x］的函数

设n是整数，则x→n-
 时，［x］＝n－1；x→n+
 时，［x］＝n．见例4（2）．

例1　设[image: alt]
 判别[image: alt]
 是否存在？

解　由于[image: alt]
 故

[image: alt]
 存在　且　[image: alt]


由于[image: alt]
 故

[image: alt]
 存在　且　[image: alt]


例2　设[image: alt]
 判别[image: alt]
 是否存在？

解　由于[image: alt]
 [image: alt]
 故

[image: alt]
 　[image: alt]
 不存在．

例3　求下列极限：

[image: alt]


解　（1）注意到，当x→-∞时，[image: alt]
 当[image: alt]
 [image: alt]
 故

[image: alt]


从而，所求极限不存在．

（2）因　[image: alt]


故I＝1．

例4　求下列极限：

[image: alt]


[image: alt]


解　（1）[image: alt]


显然，所求极限不存在．

（2）由于

[image: alt]


即所求极限不存在．

七、用夹逼准则和单调有界准则求极限

1．可用两个极限存在准则求极限的函数类型

（1）含有阶乘、乘方形式的数列的极限．见本节例1，例2，例3．

（2）对数列的通项有递推关系的数列求极限时可考虑用单调有界准则．见例4．

（3）数列的通项为n项和的极限：

1°能求出n项和表达式的极限．见本章第八节．

2°不能求出n项和表达式的，用夹逼准则
【4】

 ．见例5．

（4）数列的通项为n个因子乘积的极限：

1°乘积能简化并可写出求极限表示式的．见本章第八节．

2°不能简化的，可考虑用夹逼准则．见例6．

（5）含有取整函数的极限，可考虑用夹逼准则．见例7．

2．使用夹逼准则求极限的解题思路

把求极限的函数式适度地放大和缩小，且放大和缩小后的函数式容易求得相同的极限．所谓适度地放大和缩小，就是必须放大和缩小函数中不改变函数极限的某一项和某个因子．利用该准则计算数列｛yn
 ｝的极限时，是通过对其通项yn
 进行放大和缩小去寻找数列｛xn
 ｝和｛zn
 ｝．放大和缩小函数常用的方法有：

（1）直接放大和缩小．如，直接观察yn
 或经简单推算，见例2；n个正数之和不超过其中最大的数去乘n，不小于其中最小的数去乘n；分母、分子同为正值时，分母放大比值缩小，分母缩小比值放大，见例5；在若干个正数相乘时，略去小于1的因子则放大，略去大于1的因子则缩小等．

（2）用已知不等式放大和缩小，见例6．

3．利用单调有界准则求极限的解题程序

首先，必须判定数列的单调性，判定数列｛yn
 ｝单调性常用的方法
【5】

 如下：

（1）计算差rn
 ＝yn＋1
 －yn
 （n＝1，2，…）．若：rn
 ≤0，则｛yn
 ｝单调减少；若rn
 ≥0，则｛yn
 ｝单调增加，见例3（2），例4．

（2）当yn
 ＞0（n＝1，2，…）时，计算商[image: alt]
 （n＝1，2，…）．若dn
 ≤1，则｛yn
 ｝单调减少；若dn
 ≥1，则｛yn
 ｝单调增加，见例3（1），例4．

（3）记f（n）＝yn
 ．若函数f（x）（x≥1）可导，则当f′（x）≤0时，｛yn
 ｝单调减少；当f′（x）≥0时，｛yn
 ｝单调增加（见第三章第七节）．

其次，判定数列｛yn
 ｝有界，从而得知其极限存在，由此，记[image: alt]


再次，写出数列相邻两项之间的关系式，并在其两端求n→∞时的极限，即得关于A的方程．

最后，解此方程，若能解出A，就得到所求的极限．

例1　设a＞0，证明[image: alt]


证　当a＝1时，[image: alt]


当a＞1时，[image: alt]
 则αn
 ＞0，且

[image: alt]


从而[image: alt]
 因[image: alt]
 由夹逼准则，有[image: alt]
 于是[image: alt]


当0＜a＜1时，[image: alt]
 由前述[image: alt]


综上所述，[image: alt]


注　用同样方法可证明[image: alt]


例2　求极限：

[image: alt]


解　（1）由于[image: alt]
 即[image: alt]
 又因为

[image: alt]


这里，用了极限[image: alt]
 和[image: alt]
 故[image: alt]


（2）当0＜k＜1时，有

[image: alt]
 由[image: alt]
 得[image: alt]


例3　求证：[image: alt]


证　应证明数列单调减少且有下界．

（1）记[image: alt]
 显然yn
 ＞0；由于

[image: alt]
 　即　[image: alt]


且数列｛yn
 ｝单调减少，故由单调有界准则，数列｛yn
 ｝有极限，记[image: alt]
 因

[image: alt]
 　即　[image: alt]
 故A＝0．

（2）记[image: alt]
 显然有yn
 ＞0；对于充分大的n，有[image: alt]
 这时有

[image: alt]


即数列｛yn
 ｝单调减少，由单调有界准则，数列｛yn
 ｝有极限，记[image: alt]
 因

[image: alt]
 　即　0·A＝A，故A＝0．

注　（1）本例也可用数项级数[image: alt]
 收敛的必要条件证明，见第七章第一节．

（2）除例1、例3的极限外，以后还用到下述极限：

[image: alt]


由以上公式知，当n→∞时，无穷大由低阶到高阶的排列顺序为

loga
 n（a＞1），n，nk
 （k＞1），an
 （a＞1），n！，

当x→+∞时，下列函数按无穷大由低阶到高阶的排列顺序为（见第三章第十三节，例3）

loga
 x（a＞1），x，xk
 （k＞1），ax
 （a＞1），xx
 ．

例4　设[image: alt]
 证明数列｛yn
 ｝收敛，并求其极限．

证　由题设知，对一切n，有yn
 ＞0．由于

[image: alt]


所以数列｛yn
 ｝单调减少且有下界，从而极限一定存在．

记[image: alt]
 在[image: alt]
 中，令n→∞，得[image: alt]
 可解得[image: alt]
 即[image: alt]


例5　设[image: alt]
 求[image: alt]


解　由于[image: alt]
 及

[image: alt]
 　有　[image: alt]


而[image: alt]
 由夹逼准则，[image: alt]


注　本例若改为只证明数列｛yn
 ｝收敛，也可用单调有界准则．因yn
 单调增，且[image: alt]
 [image: alt]
 故｛yn
 ｝收敛．

例6　设[image: alt]
 求[image: alt]


解　已知式两端取对数，得

[image: alt]


注意到，当x＞0时，有[image: alt]
 ＜ln（1＋x）＜x
【6】

 由此，有

[image: alt]


又[image: alt]
 其中，

[image: alt]


由夹逼准则，[image: alt]
 于是[image: alt]


注　若本例改为只证明数列｛yn
 ｝收敛，也可用单调有界准则．显然yn
 单调增加．注意到当x≥1时，[image: alt]
 于是

[image: alt]
 即[image: alt]
 　从而　[image: alt]


例7　设[image: alt]
 判别[image: alt]
 是否存在．

解　按取整函数的定义，当[image: alt]
 时，［2x］＝-1；当[image: alt]
 时，［2x］＝0．于是

[image: alt]


故[image: alt]
 不存在．由于2x－1＜［2x］≤2x，而[image: alt]
 由夹逼准则[image: alt]


八、通项为n项和与n个因子乘积的极限的求法

1．数列的通项为n项和且能求出其表达式的极限

解题程序　先求出n项和的表达式，再求极限．

求n项和表达式的方法
【7】

 ：

（1）用公式：用等比数列、等差数列部分和公式，正整数求和、正整数平方求和等公式．见例1，例2．

（2）设法将通项化成可利用上述公式求和的形式．见例2的分母，例3．

（3）分项相消：把通项中的每一项分成两项和，通过正负项相加，消去若干项，得到n项和的表达式．见例1，例4解2．常见的分项式有

[image: alt]
 k，l是正整数．

当a＞1时，[image: alt]
 其中[image: alt]
 
【8】

 ，

[image: alt]


2．数列的通项为n个因子乘积且能写出求极限表示式的极限

解题程序　设法将乘积简化，写出可求极限的表示式，再求极限．

写出可求极限表示式的方法：

（1）把通项中的每个因子合并或拆开，使中间一些因子相约消掉，见例4解1，例5；

（2）分母、分子同乘一个因子，以使乘积简化，见例6；

（3）可取对数，化为n项和的形式，见例4解2．

例1　设[image: alt]
 求[image: alt]


解　因[image: alt]
 且[image: alt]
 所以

　　　　[image: alt]


从而I＝2．

例2　设[image: alt]
 求[image: alt]


解　分子用等比数列求和公式，分母设法写成可用公式求和的形式

[image: alt]


[image: alt]


所以　　　　　　　[image: alt]


例3　设[image: alt]
 求[image: alt]


解　分子可先化成等差数列的部分和

[image: alt]


所以　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


例4　设[image: alt]
 求[image: alt]


解1　注意到[image: alt]
 （k＝2，3，…）．因

[image: alt]
 　故　[image: alt]


解2　取对数，有[image: alt]
 因

[image: alt]


故[image: alt]


例5　设[image: alt]
 求[image: alt]


解　因[image: alt]
 又由分子与分母相约

[image: alt]


故　　　　　　[image: alt]


例6　设｜x｜＜1，[image: alt]
 求[image: alt]


解　[image: alt]


当｜x｜＜1时，　　　　　　　　　[image: alt]


九、确定待定常数、待定函数、待定极限的方法

1．由极限式确定待定常数、待定函数和待定极限

已知函数的极限值或已知函数的极限存在，确定该极限式中未知的常数、未知的某一函数或确定该极限式中隐含的极限，这是常见的一种题型．

解题思路　求解这类问题，一般是从已知极限式成立的必要条件出发去寻求解答．例如

设[image: alt]
 若g（x）是n次多项式，则f（x）也必是n次多项式．见例1（1），例2．

设[image: alt]
 若[image: alt]
 则必有[image: alt]
 且f（x）与g（x）是同阶无穷小．见例1（2）．

设[image: alt]
 若[image: alt]
 则当x→x0
 时，f（x）必是g（x）的高阶无穷小．

设limf（x）g（x）＝A．若limg（x）＝∞，则必有limf（x）＝0．见例3．

2．由函数的连续性确定待定常数

由于函数f（x）在点x0
 的连续性与f（x）在点x0
 的极限密切相关，因此，在讨论函数连续时，也涉及确定常数（见本章第十节例1，本章第十一节例7）和待定极限的问题（见本章第十节例3）．

例1　设P（x）＝a0
 xn
 ＋a1
 xn－1
 ＋…＋an－1
 x＋an
 （a0
 ≠0），且[image: alt]


（1）求n及a0
 ；　　（2）若已知[image: alt]
 求P（x）．

解　（1）由题设知，P（x）必是3次多项式，即n＝3．又a0
 x3
 －x3
 ＝-2x3
 ，即a0
 ＝-1．

（2）由（1），因P（x）＝-x3
 ＋a1
 x2
 ＋a2
 x＋a3
 ，若[image: alt]
 可知a3
 ＝0，a2
 ＝0，且a1
 ＝3，即P（x）＝-x3
 ＋3x2
 ．

例2　已知[image: alt]
 确定式中的α和β．

解　依题设，分母必是2006次多项式，即α－1＝2006，故α＝2007．由二项展开式

[image: alt]


则　　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


例3　确定a，b的值，使[image: alt]


解　I左端
【9】

 [image: alt]
 可知

[image: alt]


例4　当x→0时，若[image: alt]
 与2m
 xn
 为等价无穷小，试确定m和n的值．

解　当x→0时，因[image: alt]
 依题设，应有

[image: alt]


可知n＝4，m＝-1．

例5　已知[image: alt]
 其中a2
 ＋c2
 ≠0，则必有（　　）．

（A）b＝4d

（B）b＝-4d

（C）a＝4c

（D）a＝-4c

解　选（D）．注意到当x→0时，tanx～x，ln（1－2x）～（-2x）；而1－cosx，[image: alt]
 均是x的高阶无穷小，求极限时，都可略去．于是

[image: alt]
 　即　a＝-4c．

例6　设[image: alt]
 且[image: alt]
 存在，求f（x）．

解　因[image: alt]
 存在，可设[image: alt]
 于是，已知式两端求极限，有

[image: alt]
 　即　A＝5＋4A．

由此，故[image: alt]
 [image: alt]


例7　设[image: alt]
 求[image: alt]


分析　已知极限式可写做[image: alt]
 即有[image: alt]
 所求极限为1∞
 型．而[image: alt]
 显然，只要求出[image: alt]
 即可．

解　由[image: alt]
 故

[image: alt]


十、讨论函数的连续性

这里要用到函数f（x）在点x0
 连续、左右连续和间断的概念，以及连续函数的运算性质．

例1　确定常数a，使函数[image: alt]
 在其定义域内连续．

分析　实际上就是确定a，使f（x）在x＝0连续．

解　f（x）的定义域是（-∞，+∞）．

当x≠0时，[image: alt]
 这是初等函数，在其有定义的区间（-∞，0）∪（0，+∞）内连续．因

[image: alt]


故当a＝e时，f（x）在x＝0处连续．于是当a＝e时，f（x）在其定义域内连续．

例2　函数[image: alt]
 在x＝0处（　　）．

（A）左连续

（B）右连续

（C）左、右皆不连续

（D）连续

解　选（B）．由于

[image: alt]


所以　　　　　　　　　　　[image: alt]


例3　求f（0），已知函数f（x）连续，且

[image: alt]


解　由f（x）在x＝0连续知，这是求[image: alt]
 题设可写做：

[image: alt]
 即　[image: alt]


由此　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]
 　故　f（0）＝2．

例4　指出下列函数的间断点及间断点的类型；若是可去间断点，设法使其变为连续．

[image: alt]


解　（1）因　　　　　　　　　　[image: alt]


故f（x）在x＝0处间断，这是可去间断点．改变f（x）在x＝0处的定义，令[image: alt]
 即

f（x）
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 ＝[image: alt]


则f（x）在x＝0就由间断变为连续了．

（2）f（x）在x＝0，x＝-1，x＝1处没有定义，它们都是f（x）的间断点．由于

[image: alt]


所以x＝0是跳跃间断点；

由于[image: alt]
 所以x＝-1是第二类间断点；

由于[image: alt]
 所以x＝1是可去间断点．这时补充f（x）在x＝1处的定义，令[image: alt]
 即

[image: alt]


显然，函数f（x）在x＝1处就连续了．

例5　设f（x）是连续函数，试证明函数F（x）＝｜f（x）｜也是连续函数．

证　因y＝｜u｜是u的连续函数，又u＝f（x）是x的连续函数，由复合函数的连续性，知F（x）＝｜f（x）｜是x的连续函数．

例6　设f（x），φ（x）在（-∞，+∞）内有定义，f（x）是连续函数，且f（x）≠0，φ（x）有间断点，则下列结论正确的是（　　）．

（A）f（φ（x））必有间断点

（B）φ（f（x））必有间断点

（C）φ2
 （x）必有间断点

（D）[image: alt]
 必有间断点

解　选（D）．若[image: alt]
 是连续函数，则φ（x）＝F（x）·f（x）必为连续函数，这与题设矛盾．

（A）的反例：[image: alt]
 在x＝0处间断，但

[image: alt]


在x＝0处连续，且在（-∞，+∞）内连续．

（B）和（C）的反例：[image: alt]
 在x＝0处间断，但φ（f（x））＝φ（x2
 ）＝1，φ2
 （x）＝1在（-∞，+∞）内连续．

例7　设函数f（x），g（x）是连续的，证明max｛f（x），g（x）｝，min｛f（x），g（x）｝也是连续的．其中

[image: alt]


证　由题设，连续函数的四则运算法则及例5可知，函数｜f（x）－g（x）｜是连续的，再由连续函数的四则运算法则知，函数φ（x）及ψ（x）也是连续的．

十一、极限函数及其连续性

1．极限函数的求法

含有参变量的极限多半是下述形式

[image: alt]


其中n是正整数，是极限变量，x是参变量．这可看做是用极限式来定义函数，通常称为极限函数．极限式中的参变量是该函数的自变量．参变量取不同值时，其极限值将不同．

求极限函数的解题思路：

极限函数，一般是分段函数，而参变量划分区间的分界点，正是分段函数的分段点．由此，求这种极限的关键是确定划分区间的分界点．

（1）当φ（n，x）中的项仅为xn
 （一般是为xg（n）
 ，其中g（n）是n的多项式）时，应以｜x｜＝1为分界点，这是因为（见例1，例5，例6）

当n→∞时，若｜x｜＜1，则xn
 →0；若｜x｜＞1，则xn
 →∞．

（2）当φ（n，x）中的项仅为nx
 （一般为ng（x）
 ，g（x）是x的函数）时，应以x＝0为分界点，这是因为（见例2）

当n→∞时，若x＜0，则nx
 →0；若x＞0，则nx
 →+∞．

（3）当φ（n，x）中的项仅为xn
 和an
 （一般是[image: alt]
 和[image: alt]
 其中g1
 （n），g2
 （n）是n的多项式）时，应以[image: alt]
 即｜x｜＝｜a｜为分界点，见例3．这是因为

当n→∞时，若｜x｜＜｜a｜，则[image: alt]
 若｜x｜＞｜a｜，则[image: alt]


（4）当φ（n，x）中的项仅为ag（n，x）
 时，其中g（n，x）是n，x的函数，应以[image: alt]
 即以g（n，x0
 ）＝0之x0
 为分界点，见例4．

求极限函数的解题程序：

（1）根据所给极限式确定极限函数，即分段函数的分段点；

（2）根据参变量的不同取值范围求极限，便可得到极限函数．

2．极限函数的连续性

讨论极限函数连续性的程序，先按前述确定极限函数f（x），然后讨论f（x）的连续性．

由于函数f（x）在点x0
 的连续性与f（x）在x0
 是否有定义有关，所以，要注意f（x）没有定义的点．见例5，例6．

例1　求极限函数[image: alt]


解　以x＝1为分界点．当x＝1时，f（x）＝1/2；

当0≤x＜1时，[image: alt]
 当x＞1时，[image: alt]


例2　求[image: alt]


解　这也是求极限函数，以x＝0为分界点．当x＝0时，I＝0；

当x＜0时，[image: alt]
 当x＞0时，[image: alt]


例3　求极限函数[image: alt]


解　注意到x2n
 ＝（x2
 ）n
 ，应以x2
 ＝e为分界点．

当x2
 ＝e时，[image: alt]


当x2
 ＜e时，[image: alt]


当x2
 ＞e时，[image: alt]


例4　求极限函数[image: alt]


解　因nx＝0时，x＝0，以x＝0为分界点，显然[image: alt]


当x＜0时，[image: alt]
 当x＞0时，[image: alt]


例5　确定极限函数[image: alt]
 的间断点及其类型．

解　令[image: alt]
 可看出，gn
 （x）在x＝0，x＝-1处没有定义，而分别在x＝0，x＝-1的空心邻域内有定义，所以，x＝0，x＝-1是gn
 （x）的间断点，从而也是f（x）的间断点．

以x＝1为分界点．由gn
 （x）的表示式知gn
 （1）＝0．

当n→∞时[image: alt]


综上所述，　　　　　　　　　[image: alt]


由于[image: alt]
 所以，x＝0，x＝-1是f（x）的可去间断点．

又由于[image: alt]
 所以x＝1是f（x）的跳跃间断点．

例6　设[image: alt]
 而[image: alt]
 试求函数f（x）的连续区间和间断点，并考查f（x）在其间断点处的左、右极限．

解　先求f（x）的表达式

[image: alt]


由上式知，f（x）的间断点是x＝1，f（x）的连续区间是（-∞，1）∪（1，+∞）．

在x＝1处的左、右极限分别是

[image: alt]


例7　求函数[image: alt]
 并确定常数a，b的值，使f（x）在（-∞，+∞）内连续．

解　求f（x）时，应以｜x｜＝1，即x＝-1，x＝1为分界点．

当x＝-1时，[image: alt]
 当x＝1时，[image: alt]


当｜x｜＜1时，[image: alt]


当｜x｜＞1时，[image: alt]


综上所述，　　　　　　　[image: alt]


在区间（-∞，-1），（-1，1），（1，+∞）内，f（x）是初等函数，均连续．只要确定a，b，使f（x）在x＝-1，x＝1处连续即可．由函数连续定义，应有

f（-1-
 ）＝f（-1+
 ）＝f（-1），　f（1-
 ）＝f（1+
 ）＝f（1）．

由此，得a－b＝-1，a＋b＝1．解之得a＝0，b＝1．即当a＝0，b＝1时，f（x）在（-∞，+∞）内连续．

十二、用介值定理讨论方程的根

1．证明方程存在实根

若存在x＝x0
 ，使F（x0
 ）＝0，则称x0
 是函数F（x）的零点．函数的零点x0
 又称为方程F（x）＝0的实根．

证明方程存在实根有两类问题：其一是证明在区间（a，b）内根的存在性；其二是证明在区间（a，b）内根的唯一性．

证明方程存在根的解题思路：用连续函数的零点（或根值）定理．

（1）若题设给出方程，首先将方程写成F（x）＝0的形式；然后，设函数F（x），并验证该函数在所给的闭区间［a，b］上连续且F（a）与F（b）异号，即可得到结论．见本节例1．

（2）若题目不是证明方程存在根，而是证明存在ξ∈（a，b），使一含ξ的等式成立，这时，先将欲证的含ξ的等式写成F（ξ）＝0的形式，这相当于证明方程F（x）＝0存在根ξ．这只要作辅助函数F（x）即可．见例2．

（3）零点定理的推广　零点定理中的闭区间［a，b］，可推广至开区间，半开区间和无限区间．见例3．

这里以无限区间（-∞，+∞）为例来说明：设F（x）在（-∞，+∞）内连续．

若[image: alt]
 且A与B异号；

或

若[image: alt]


则总可在（-∞，+∞）内选定一个闭区间［c，d］，使F（c）·F（d）＜0，因而可在［c，d］上应用零点定理．

在开区间（a，b）讨论方程F（x）＝0存在根，若[image: alt]
 和[image: alt]
 异号即可．

（4）零点定理是确定方程F（x）＝0在开区间（a，b）内存在根．若欲证方程F（x）＝0在区间（a，b］，［a，b）和［a，b］上存在根，除用零点定理证明方程在（a，b）内存在根外，对区间的端点还应加以讨论．见例2．

证明方程根的唯一性的解题思路（已证方程F（x）＝0在（a，b）内存在根）有二：

（1）验证函数F（x）在［a，b］上单调；

（2）用反证法，设方程有两个实根，从而导出矛盾．

2．证明f（ξ）＝C

证明函数f（x）在点x＝ξ的函数值f（ξ）等于某一确定的常数C，即f（ξ）＝C，有两种证明思路：

其一，用零点定理．将f（ξ）＝C写成f（ξ）－C＝0，作辅助函数F（x）＝f（x）－C．只要证明方程F（x）＝0存在根ξ即可．

其二，用介值定理．若f（x）在闭区间［a，b］上连续，且最大值与最小值分别为M和m，只要能证明C介于m与M之间，即可得到欲证结论．

例1　试证方程2x
 ＝x2
 ＋1在区间（-1，5）内至少有三个实根．

分析　若令F（x）＝2x
 －x2
 －1，则F（-1）＜0，F（5）＞0．需用观察法在（-1，5）内找出两点x1
 ，x2
 ，假设x1
 ＜x2
 ，只要有F（x1
 ）＞0，F（x2
 ）＜0即可．

证　令F（x）＝2x
 －x2
 －1，则F（x）在［-1，5］上连续．

由于[image: alt]
 F（2）＜0，F（5）＞0，由零点定理知，方程F（x）＝0在区间（-1，1/2），（1/2，2），（2，5）内各至少有一个实根．故方程F（x）＝0，即方程2x
 ＝x2
 ＋1在（-1，5）内至少有三个实根．

例2　设函数f（x），g（x）在区间［a，b］上连续，且f（a）≤g（a），f（b）≥g（b）．证明至少存在一点ξ∈［a，b］，使f（ξ）＝g（ξ）．

证　令F（x）＝f（x）－g（x），由题设知F（x）在［a，b］上连续，且F（a）＝f（a）－g（a）≤0，F（b）＝f（b）－g（b）≥0．

若f（a）≠g（a），f（b）≠g（b），则F（a）＜0，F（b）＞0．由零点定理，至少存在一点ξ∈（a，b），使F（ξ）＝0，即f（ξ）＝g（ξ）．

若f（a）＝g（a）或f（b）＝g（b），则可取ξ＝a或ξ＝b，使f（ξ）＝g（ξ）．

例3　证明方程x3
 ＋px＋q＝0（p＞0）有且只有一个根．

证　（1）先证存在性．令F（x）＝x3
 ＋px＋q，则F（x）在（-∞，+∞）内连续．由于

[image: alt]


即对于不论多大的M＞0，当x充分大时，有

x3
 ＋px＋q＞M，即可取到x＝b，使F（b）＞0；

同理，可取到x＝a，使F（a）＜0．

由于F（x）在闭区间［a，b］上连续，显然存在ξ∈（a，b），使F（ξ）＝0，即ξ是方程F（x）＝0的根．

（2）再证唯一性．需证明函数F（x）单调增加．

在（-∞，+∞）内任取x1
 ，x2
 ，设x1
 ＜x2
 ，因

[image: alt]


故F（x）在（-∞，+∞）上单调增加，从而方程F（x）＝0只有一个根．

注　任一奇数次多项式（或任一奇数次代数方程）至少有一个实根．

例4　设函数f（x）在［a，b］上连续，且a＜c＜d＜b，证明：

（1）存在一个ξ∈（a，b），使得f（c）＋f（d）＝2f（ξ）；

（2）存在一个ξ∈（a，b），使得mf（c）＋nf（d）＝（m＋n）f（ξ）（m，n为正数）．

分析　本例若用介值定理证明可将欲证结论写成

[image: alt]


本例欲用零点定理证明，易想到，应在区间［c，d］上进行；且应作辅助函数

（1）F（x）＝2f（x）－f（c）－f（d）；

（2）F（x）＝（m＋n）f（x）－mf（c）－nf（d）．

证　这里用介值定理证明．由于f（x）在［a，b］上连续，所以f（x）在［a，b］上必有最大值M和最小值N．因c，d∈［a，b］，必有

N≤f（c）≤M，　N≤f（d）≤M．

（1）将上二式相加，得

2N≤f（c）＋f（d）≤2M，　即　[image: alt]


从而由介值定理，在（a，b）内存在一点ξ，使得

[image: alt]
 　即　f（c）＋f（d）＝2f（ξ）．

（2）因m＞0，n＞0，有

mN≤mf（c）≤mM，　nN≤nf（d）≤nM，

于是（m＋n）N≤mf（c）＋nf（d）≤（m＋n）M，即

[image: alt]


从而由介值定理，在（a，b）内存在一点ξ，使得

[image: alt]
 　即　mf（c）＋nf（d）＝（m＋n）f（ξ）．

例5　设函数f（x）在［0，1］上连续，f（0）＝f（1），证明存在x∈［0，1］，使

f（x）＝f（x＋1/2）．

证　令F（x）＝f（x）－f（x＋1/2），x∈［0，1/2］．因F（x）在［0，1/2］上连续，且F（0）·F（1/2）＝［f（0）－f（1/2）］·［f（1/2）－f（1）］＝-［f（0）－f（1/2）］2
 ≤0．

若f（0）＝f（1/2），取x＝0，则有f（0）＝f（0＋1/2）；

若f（0）≠f（1/2），则F（0）与F（1/2）异号，由零点定理，必存在x∈［0，1/2］⊂［0，1］，使F（x）＝0，即f（x）＝f（x＋1/2）．

十三、求曲线的渐近线

求曲线y＝f（x）的垂直渐近线x＝x0
 时，点x0
 可能是f（x）的间断点，也可能是f（x）有定义区间的端点（在端点处无定义）．

曲线y＝f（x）有斜渐近线y＝ax＋b的必要条件是，当x→∞时，f（x）与x是同阶无穷大．

例1　求下列曲线的渐近线：

[image: alt]


解　（1）因[image: alt]
 所以，曲线有水平渐近线y＝0和垂直渐近线x＝0．

（2）因[image: alt]


[image: alt]


所以，曲线有斜渐近线[image: alt]


（3）因[image: alt]
 以及

[image: alt]
 [image: alt]


故曲线有斜渐近线y＝2x－1和y＝2x＋1．

例2　设[image: alt]
 试求常数a，b，并说明该极限式的几何意义．

解　对∞－∞型，若有极限，则这两个无穷大必须是同阶的．由所给极限知，a＝1/5．

可以求得[image: alt]
 即b＝7/5．

所给极限式可写成

[image: alt]


此式的几何意义是，曲线[image: alt]
 有斜渐近线y＝x＋7/5．

习　题　一

1．填空题：

[image: alt]


（2）设[image: alt]
 则[image: alt]
 [image: alt]


[image: alt]


（5）设[image: alt]
 则[image: alt]


2．单项选择题：

（1）满足关系式[image: alt]
 的函数f（x）是（　　）．

（A）-x＋1

（B）x3


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（2）当x→1时，函数[image: alt]
 的极限（　　）．

（A）等于2

（B）等于0

（C）为∞

（D）不存在但不为∞

（3）当x→0时，[image: alt]
 与cosx－1是等价无穷小，则a＝（　　）．

（A）-1

（B）1

（C）-2

（D）-4

（4）若[image: alt]
 则k的取值范围是（　　）．

（A）k＜1

（B）k≥1

（C）k≤2

（D）k＞2

（5）在其定义域内连续的函数是（　　）．

[image: alt]


3．设函数f（x）的定义域是（0，1），试求[image: alt]
 的定义域．

4．已知[image: alt]
 且φ（x）的定义域为（-∞，0），求φ（x）．

5．设[image: alt]


6．以函数y＝2x
 的图形，作下列函数的图形：

（1）y＝-f（x）；　　　（2）y＝f（-x）；　　　　（3）y＝-f（-x）；　　　（4）y＝f-1
 （x）．

7．以函数y＝lnx的图形，作函数y＝ln（3＋2x）的图形．

8．计算下列极限：

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]
 其中a1
 ，a2
 ，…，am
 是m个正数．

9．设[image: alt]
 （n＝1，2，…）．证明数列｛yn
 ｝收敛，并求其极限．

10．设[image: alt]
 求[image: alt]


11．设[image: alt]
 求[image: alt]


12．已知[image: alt]
 确定α和β．

13．已知[image: alt]
 确定a和b．

14．确定c和k，使当x→+∞时，[image: alt]


15．设[image: alt]
 且[image: alt]
 存在，求f（x）．

16．设[image: alt]
 求[image: alt]


17．设[image: alt]
 求[image: alt]


18．讨论函数[image: alt]
 在x＝2的连续性．

19．设f（x）在x＝1连续，且x→1时，[image: alt]
 是有界变量，求f（1）．

20．求[image: alt]
 在区间（0，2π）内的间断点，并判断其类型．

21．设[image: alt]
 确定a，b的值，使F（x）＝f（x）＋g（x）在（-∞，+∞）内连续．

22．求极限函数f（x）：

[image: alt]


23．a，b为常数，讨论函数[image: alt]
 的连续性．

24．设a＞0，b2
 ＜a3
 ，证明方程f（x）＝x3
 －3ax＋2b＝0有三个实根．

25．求曲线[image: alt]
 的渐近线．

注释


【1】
 　用I表示的区间，可以是开区间，也可以是闭区间，也可以是无限区间．以下同．


【2】
 　此处用“I”表示原式，以下均如此．


【3】
 　a3
 －b3
 ＝（a－b）（a2
 ＋ab＋b2
 ）．


【4】
 　若不是求极限，而只是证明极限存在，有时也可用单调有界准则．


【5】
 　这些方法在第七章的第三节还要用到．


【6】
 　此不等式的证明见第三章第五节中例3．


【7】
 　这些方法在第七章第一节还要用到．


【8】
 　可用待定系数法确定α和β．例如，[image: alt]
 其中a＝3，b＝2，c＝-1，α＝1，β＝0．


【9】
 　此处用“I左端”表示已知等式的左端．以下同．


【10】
 　此处的函数与原给函数f（x）已不相同，但从问题的性质出发，此处仍记做f（x）．以下均如此．


第二章　导数与微分

一、用导数定义求导数

1．正确理解导数定义

函数y＝f（x）在点x0
 的导数定义为

[image: alt]


或　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


理解和应用导数定义时应注意下述问题：

（1）（1）式或（2）式的右端是[image: alt]
 型，且极限存在．

（2）f′（x0
 ）是一个数值，它与f（x0
 ）有关．由此，在用（1）式或（2）式计算f′（x0
 ）时，必须先知道f（x0
 ）的值，要特别注意f（x0
 ）＝0的情形．

（3）在比式[image: alt]
 中，分子与分母是相对应的改变量．即分母是自变量x在点x0
 取得的改变量，而分子则是与Δx或（x－x0
 ）相对应的函数y＝f（x）的改变量．由此，（1）式可写做如下一般形式

[image: alt]


在f′（x0
 ）存在的前提下，若Δx→0，又有等式（见例2）

[image: alt]


这里请注意，（1）式与（4）式不是等价的．由（1）式可推出（4）式，但反之则不行．仅知（4）式右边的极限存在，因没有f（x0
 ）的信息，从而不能用（1）式右边的极限，也就得不到f′（x0
 ）．例如，函数

[image: alt]


在x＝0处间断，f′（0）不存在，即极限[image: alt]
 不存在，但有

[image: alt]


2．用导数定义求极限

用导数定义求极限的题型，大致有两种情况：其一是题设所求极限存在；其二是题设函数f（x）可导或f（x）在x0
 处可导．而所求的极限式均与f（x）或f（x0
 ）有关，经恒等变形后，极限式一般可化为公式（3）．见例1，例3，例4（1），例5．

例1　设下列极限存在，试求之：

[image: alt]


解　应用导数表示式（3）．

[image: alt]


此处，当x→0时，只有x2
 →0+
 ，不可能有x2
 →0-
 ，故此处只能得f′+
 （1），而不能得到f′（1）．

例2　设f′（x0
 ）存在，求[image: alt]


解　[image: alt]


例3　设[image: alt]
 且f（x）在x＝0可导，令F（x）＝f（φ（x）），求F′（0）．

解　用（3）式，并注意到[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


例4　设f（0）＝1，f′（0）＝-1，求下列极限：

[image: alt]


解　（1）由于当x→1时，lnx→0且（x－1）～lnx，又由已知条件

[image: alt]


（2）因2x
 f（x）－1＝2x
 f（x）－2x
 ＋2x
 －1，且f（0）＝1，由导数定义

[image: alt]


例5　设函数f（x）可导，且f（x）＞0，求[image: alt]


解　利用对数性质，当n→∞时，有

[image: alt]


于是，由f（x）可导，得

[image: alt]


例6　（1）设[image: alt]


（2）设f（x）＝x（x－1）…（x－999），求f′（0）；

解　用导数表示式（2）．由题设知f（0）＝0．

[image: alt]


例7　设函数f（x）在（-∞，+∞）内有定义，且[image: alt]


（1）问极限[image: alt]
 是否存在？　　　（2）问能否求出f（0）？

（3）若已知f（x）在x＝0处连续，试问f（x）在x＝0处是否可导？若可导，求出f′（0）．

解　（1）由已给极限式知[image: alt]
 即[image: alt]


（2）由于上述极限存在与f（0）是否存在，以及在f（0）存在时，与其值无关，所以不能求出f（0）．

（3）若f（x）在x＝0连续，由上述极限式，应有[image: alt]
 于是，函数f（x）在x＝0可导，且[image: alt]


二、用导数运算法则求导数

在计算函数导数的法则中，复合函数的导数法则是重点，也是难点．

复合函数求导数的思路：

计算复合函数的导数，其关键是分析清楚复合函数的构造，即该函数是由哪些基本初等函数经过怎样的过程复合而成的．求导数时，要按复合次序由最外层起，向内一层一层对中间变量求导数，直到对自变量求导数为止．

关于复合函数y＝f（φ（x））导数记号的意义：［f（φ（x））］′表示y对自变量x的导数；f′（φ（x））表示y对中间变量φ（x）的导数．

求复合函数的导数易出现的错误．看错复合层次（见例6），中间漏层，没有达到对自变量求导和对导数的记号使用不当（见例5）．

例1　求1＋2x＋3x2
 ＋…＋nxn－1
 （x≠1）的和．

解　注意到（xn
 ）′＝nxn－1
 ，有

[image: alt]


例2　试用[image: alt]
 证明下列等式：

[image: alt]


证　将已知式两边对x求导，得

[image: alt]


（1）将上式中，令x＝1便得要证的结果；

（2）将上式中，令x＝-1便得到要证的结果．

例3　设y＝f（x）具有连续的一阶导数，已知f（2）＝1，f′（2）＝1，求［f-1
 （y）］′｜y＝1
 ．

解　依题设，按反函数的导数法则

[image: alt]


例4　若f（x）是可导的奇函数，试证f′（x）是偶函数．

分析　题设：f（-x）＝-f（x）且f′（x）存在；欲证：f′（-x）＝f′（x）．这里要将f（-x）理解为复合函数：f（u），u＝-x．

证　将f（-x）＝-f（x）两端对x求导，得

f′（-x）（-x）′＝-f′（x），　即　-f′（-x）＝-f′（x）或f′（-x）＝f′（x）．这就是要证的等式．

注　用同样方法可证明：

（1）若f（x）是可导的偶函数，则f′（x）是奇函数；

（2）若f（x）是可导的周期函数，则f′（x）是具有相同周期的周期函数．

例5　设[image: alt]


解[image: alt]
 是由y＝u2
 ，u＝secv，[image: alt]
 复合而成．下述三种写法都是正确的：

[image: alt]


下述写法对导数记号的意义理解出现错误：

[image: alt]


这里[image: alt]
 已表示y对x求导数，[image: alt]
 是多写的两个因子，而在求导数时，又出现一次错误：[image: alt]
 没有对x求导，而是对[image: alt]
 求导；[image: alt]
 是对x求导，这里却是对[image: alt]
 求导，前后错了两次，最后的结果倒是对的．

下述写法是错在中间漏层，没求（secv）′

[image: alt]


下述写法是错在求导数时没达到自变量x，没有[image: alt]


[image: alt]


例6　设[image: alt]
 求y′．

解　[image: alt]


　　　[image: alt]


下述答案，是看错复合层次：

[image: alt]


例7　设a≠0，[image: alt]
 f′（x）＝arctan（1－x2
 ），求[image: alt]


解　已知函数可看成[image: alt]
 于是

[image: alt]


求初等函数的导数时，有时，可根据函数的特点，如果可能，则先化简或化成便于求导数的形式，以使求导数过程简化．

例8　求下列函数的导数：

[image: alt]


解　（1）先将函数式化简，则

[image: alt]


（2）注意到函数式中的[image: alt]
 先作变量替换，设[image: alt]
 则[image: alt]


[image: alt]


于是，[image: alt]
 就是由y＝ttant与[image: alt]
 复合而成的函数，从而

[image: alt]


由[image: alt]
 得

[image: alt]


将它们代入上式，并整理得

[image: alt]


例9　已知f（u）可导，求下列函数的导数：

[image: alt]


解　求这种抽象函数的导数，只要分清函数的复合层次即可．

[image: alt]


例10　设f（x）＞0，g（x）＞0且f（x），g（x）对x可导，y＝logg（x）
 f（x），求[image: alt]


解　先用对数的换底公式，然后再求导．

[image: alt]


三、求分段函数的导数

1．分段函数在分段点的导数

设x0
 是分段函数f（x）的分段点，讨论f（x）在x0
 处是否可导或求f′（x0
 ），可用下述两种方法．

（1）用导数定义：直接求f′（x0
 ），或先求f′-
 （x0
 ）和f′+
 （x0
 ），再确定f′（x0
 ）是否存在．

（2）用导函数在x0
 处的左（右）极限确定左（右）导数，即（见本节例5，例6）

[image: alt]


关于上述等式有如下结论：

若函数f（x）在点x0
 的左邻域（x0
 －δ，x0
 ］上连续，在（x0
 －δ，x0
 ）内可导，且[image: alt]
 存在，则[image: alt]


对于函数f（x）在点x0
 处的右导数也有类似结论（证明阅第三章第六节例4）．

注　在函数f（x）的分段点x0
 处，用等式[image: alt]
 确定f′（x0
 ）时，须注意以下两点：

1°f（x）在点x0
 处必须连续．如函数

[image: alt]


虽有[image: alt]
 但f（x）在x＝1处并不可导，原因是f（x）在x＝0处不连续．

2°若[image: alt]
 不存在，不能断定f′（x0
 ）不存在．见例7（3）．

2．分段函数求导数

分段函数f（x）求导数的程序：

（1）在各个部分区间内用导数公式与运算法则求导数；

（2）在分段点x0
 处，可用前述两种方法求导数；

（3）写出f′（x）的表示式．

例1　设函数f（x）＝｜x－a｜φ（x），其中φ（x）在x＝a处连续且φ（a）≠0，试讨论f（x）在x＝a处是否可导．

解　因题设出现｜x－a｜，须先求f′-
 （a）和f′+
 （a）．因f（a）＝0，且φ（x）在x＝a处连续，于是

[image: alt]


f′-
 （a）和f′+
 （a）虽然都存在，但不相等，故f′（a）不存在．

注　若题设是“φ（x）在x＝a处连续且φ（a）＝0”，显然，f（x）在x＝a处可导且f′（a）＝0．

例2　设函数[image: alt]
 则f（x）在（-∞，+∞）内（　　）．

（A）处处可导

（B）恰有一个不可导点

（C）恰有两个不可导点

（D）至少有三个不可导点

解　选（C）．易求出[image: alt]


可以用导数定义求得f′-
 （1）＝0，f′+
 （1）＝3，故f（x）在x＝1处不可导．因为f（x）是偶函数，所以f（x）在x＝-1处也不可导．

也可由函数y＝f（x）的图形（图2-1）知，f（x）在x＝±1处不可导．

[image: alt]


图　2-1

例3　设f（x）在x＝a的某邻域内有定义，可导，且f（a）＝0，求证｜f（x）｜在x＝a可导的充要条件是f′（a）＝0．

证　记F（x）＝｜f（x）｜，注意到f（a）＝0，则

[image: alt]


同样可得　　　　　　[image: alt]


F（x）＝｜f（x）｜在x＝a可导的充要条件是F′-
 （a）＝F′+
 （a），即-｜f′（a）｜＝｜f′（a）｜．由此f′（a）＝0．

例4　设函数[image: alt]


其中g（x）是有界函数，讨论f（x）在x＝0处的连续性与可导性．

解　f（0）＝0，并注意g（x）是有界函数，当x→0时，[image: alt]
 因

[image: alt]


所以f（x）在x＝0处连续．又

[image: alt]


故f（x）在x＝0处可导，且f′（0）＝0．

例5　设[image: alt]
 确定a，b的值，使f（x）在x＝0处可导．

分析　确定两个未知量a和b，须有两个等式．按题设：f′（0）存在，应有f′-
 （0）＝f′+
 （0）且f（x）在x＝0处连续．

解　本例可用导数定义讨论f（x）在x＝0的可导性，这里用导函数在x＝0的左、右极限确定左、右导数．

因f（0）＝1，f（x）在x＝0连续，有

[image: alt]


当x＜0时，f′（x）＝（e-x
 ）′＝-e-x
 ；当x＞0时，f′（x）＝（x2
 ＋ax＋b）′＝2x＋a．由于

[image: alt]


因此，由f′-
 （0）＝f′+
 （0）知a＝-1．故当a＝-1，b＝1时，f（x）在x＝0可导．

例6　设函数f（x）可导且导函数连续，F（x）＝f（x｜x｜），求F′（x）．

解　将F（x）的表达式写成分段函数：

[image: alt]


当x≠0时，　　　　　　[image: alt]


当x＝0时，注意到f（x），f′（x）均连续．因

[image: alt]


故F′（0）＝0．于是

[image: alt]


例7　设函数[image: alt]
 问α为何值时：

（1）f（x）在x＝0处不连续；　　　（2）f（x）在x＝0处连续，但不可导；

（3）f（x）在x＝0处可导，并求f′（x），但f′（x）在x＝0处不连续；

（4）f′（x）在x＝0处连续．

解　（1）当α≤0时，因[image: alt]
 不存在，故f（x）在x＝0处不连续．

（2）当α＞0时，[image: alt]
 处连续．这时

[image: alt]


显然，当α－1≤0，即α≤1时，上述极限不存在．

综上知，当0＜α≤1时，f（x）在x＝0处连续，但不可导．

（3）由（1）式，当α＞1时，[image: alt]
 即f（x）在x＝0可导．这时

[image: alt]


而　　　　　　　[image: alt]


显然，当α－2≤0，即α≤2时，上述极限不存在．

于是，当1＜α≤2时，[image: alt]
 不存在，但f′（0）存在，且f′（0）＝0．

综上知，当1＜α≤2时，f（x）在x＝0处可导，但f′（x）在x＝0处不连续．

（4）由（2）式，当α＞2时，[image: alt]
 即f′（x）在x＝0处连续．

四、高阶导数的求法

1．归纳法或直接法

求出函数的一阶、二阶、三阶等导数后，分析归纳出规律性，从而写出n阶导数的表达式，见本节例5解1．严格地说，应用数学归纳法证明，见例6．

2．分解法或间接法

通过恒等变形将函数分解成易于求出n阶导数的函数或其代数和．

（1）有理分式函数（真分式）：将其分解成部分分式之和，然后用n阶导数公式（见例3）

[image: alt]


（2）三角函数：利用三角恒等式将其化成sin（ax＋b），cos（ax＋b）的代数和的形式，然后用n阶导数公式（见例4）

[image: alt]


3．用莱布尼茨公式

对由两个函数乘积构成的函数，可用莱布尼茨公式．特别是，若其中的每个函数的各阶导数有规律性时，常用莱布尼茨公式．

当两个函数中，有一个因子为次数较低的多项式函数时，由于阶数高于该次数的导数均为零，用莱布尼茨公式时，将有许多项为零，见例2．将商化为积是用莱布尼茨公式的技巧，见例2，例5解2．

4．用函数的幂级数展开式求函数f（x）在点x0
 的n阶导数f（n）
 （x0
 ）（见第七章第六节）

例1　设f（x）＝x（x＋1）·…·（x＋n），求f（n）
 （x）．

解　注意到f（x）是x的n＋1次多项式，可写做

[image: alt]


其中Pn－1
 （x）是x的n－1次多项式，有［Pn－1
 （x）］（n）
 ＝0，故

[image: alt]


例2　设f（x）＝arctanx，求f（n）
 （0）．

解[image: alt]
 即f′（x）（1＋x2
 ）＝1．

记u＝f′（x），v＝（1＋x2
 ）．注意到（1＋x2
 ）的三阶和三阶以上的导数全为零，对上式两端用莱布尼茨公式求n－1阶导数，有

[image: alt]


从而　　　　　　　f（n）
 （0）＝-（n－1）（n－2）f（n－2）
 （0）（n≥2）．

由于f（0）＝0，f′（0）＝1，将n＝2，3，…代入上式，可推得

[image: alt]


例3　设[image: alt]
 求y（n）
 ．

解　因[image: alt]
 用[image: alt]
 的n阶导数公式得

[image: alt]


例4　已知y＝sin6
 x＋cos6
 x，求y（n）
 ．

解　[image: alt]


用cos（ax＋b）的n阶导数公式

[image: alt]


例5　设[image: alt]
 求y（n）
 ．

解1　用归纳法．

[image: alt]


依次类推，[image: alt]


解2　将商化为积，用莱布尼茨公式

[image: alt]


　　[image: alt]


例6　证明等式：[image: alt]


证　用数学归纳法证明．

由于[image: alt]
 即当n＝1时，等式成立；

当n＝k时，假设等式成立，则有[image: alt]


当n＝k＋1时，有

[image: alt]


[image: alt]
 （归纳法的假设）

　　[image: alt]


所以，n＝k＋1时等式成立，因而等式对一切正整数n成立，得证．

例7　设y＝f（x）与y＝g（x）互为反函数，且都二阶可导，若f″（x）＝a［f′（x）］3
 （a≠0），证明：g″（x）＝-a；并验证函数[image: alt]
 满足f″（x）＝a［f′（x）］3
 ．

分析　需将g″（x）用f″（x）表示．

证　由题设，依反函数的导数法则，有

[image: alt]
 　或　f′（g（x））g′（x）＝1，

两端对x求导，得

f″（g（x））［g′（x）］2
 ＋f′（g（x））g″（x）＝0．

由此　　　　　　　　　　　[image: alt]


依题设，有f″（g（x））＝a［f′（g（x））］3
 ，将其代入上式，得

g″（x）＝-a［f′（g（x））·g′（x）］3
 ＝-a．

读者验证f（x）满足f″（x）＝a［f′（x）］3
 ．

五、隐函数求导数

1．隐函数求导数

隐函数求导数的思路：

若由方程F（x，y）＝0确定y为x的函数，这是隐函数形式．有的隐函数可化为显函数，但多数隐函数不能化为显函数．这样，由隐函数求y对x的导数[image: alt]
 一般情况，只能从隐函数形式出发．要把方程F（x，y）＝0中的变量x看做是自变量，而把变量y看做是x的函数．

隐函数求导数的程序：

（1）首先将方程两端同时对x求导数，这就得到一个关于y′的方程；

（2）再由上述方程中解出y′，就得到结果．

2．对数求导法

所谓对数求导法，就是先将所给的显函数y＝f（x）两端取对数，得到隐函数lny＝lnf（x）形式，然后按隐函数求导数的思路求出y对x的导数．

根据对数性质，对数求导法用于下面两种形式的函数为好．

（1）形如y＝f（x）g（x）
 的幂指函数，两端取对数，得lny＝g（x）lnf（x），这就化为积的导数运算．见本节例5，例6．

（2）若干个因子幂的连乘积，如[image: alt]
 形式的函数可看成

[image: alt]


取对数后可化为和、差的导数运算．见例7．

例1　由方程ex
 －xy2
 ＋siny＝0确定y是x的函数，求[image: alt]


分析　在已知方程中，x是自变量，y是x的函数；方程中的y2
 ，siny要看做是x的复合函数，y是中间变量．于是

[image: alt]


解　将方程两端同时对x求导，得

ex
 －（1·y2
 ＋x·2yy′）＋cosy·y′＝0，　解出y′，[image: alt]


注　由隐函数求导数时，在y′在表达式中一般都含有y，这里不要求，往往也不可能将y换成x的表示式．

例2　设lny＝xy＋cosx，求[image: alt]


解　先求当x＝0时，y的值．将x＝0代入原方程，得y＝e．

其次，求出[image: alt]
 方程两端同时对x求导，得

[image: alt]


将x＝0，y＝e代入上式，得[image: alt]


注　[image: alt]
 是一个数值．由于在y′的表达式中一般都含有y，这个y也必须用与x＝0相对应y的值代入，才能求得y′在x＝0时的值．下述结果是错误的：

[image: alt]


例3　设u＝f（φ（x）＋y2
 ），其中x，y满足方程y＋ey
 ＝x，且f（x），φ（x）均可导，求[image: alt]
 [image: alt]


分析　这是复合函数与隐函数求导的综合题，只要将u的表达式中的y看成是由方程y＋ey
 ＝x确定的隐函数即可．

解　[image: alt]


[image: alt]


再由y＋ey
 ＝x确定[image: alt]


[image: alt]


将[image: alt]
 的表达式分别代入[image: alt]
 的表达式中，得

[image: alt]


例4　设[image: alt]


（1）证明（1－x2
 ）y（n＋1）
 －（2n＋1）xy（n）
 －n2
 y（n－1）
 ＝0（n≥1）；

（2）求y（n）
 （0）．

证　（1）所给的函数式可写做[image: alt]


将方程两端对x求导数，得

[image: alt]
 　即　[image: alt]


上式两端对x求n阶导数，并用莱布尼茨公式，得

（1－x2
 ）y（n＋1）
 －2nxy（n）
 －n（n－1）y（n－1）
 －xy（n）
 －ny（n－1）
 ＝0

或　　　　　　　　　　[image: alt]


（2）将x＝0代入（2）式，得

y（n＋1）
 （0）＝n2
 y（n－1）
 （0）　（n≥1）．

注意到y（0）＝0，y′（0）＝1（由（1）式可得），将n＝1，2，…代入上式，可推得

[image: alt]


例5　设[image: alt]
 求[image: alt]


解　[image: alt]


例6　设[image: alt]
 求y′．

解　这是两项和，每一项都是幂指函数．不能直接取对数，应两项分别计算．

　　　　　[image: alt]


幂指函数也可先化为指数函数，然后求导．如：

[image: alt]


例7　设[image: alt]
 求y′．

解　[image: alt]


六、求由参数方程所确定函数的导数

由参数方程[image: alt]
 α≤t≤β，确定函数y＝f（x），其中φ（t），ψ（t）都是t的可导函数且φ′（t）≠0，则y对x的导数公式是

[image: alt]


例1　由方程[image: alt]
 确定y＝f（x），求[image: alt]


解　[image: alt]


例2　设y＝f（x）由[image: alt]
 所确定，求[image: alt]


分析　y＝f（x）由参数方程x＝φ（t），y＝ψ（t）确定，而y＝ψ（t）是隐函数．

解　方程组两边对t求导，得

[image: alt]
 　或　[image: alt]


于是[image: alt]


七、导数几何意义的应用

若函数f（x）在x0
 处可导，则曲线y＝f（x）在其上点（x0
 ，f（x0
 ））处的切线方程和法线方程分别为

当f′（x0
 ）≠0时，y－f（x0
 ）＝f′（x0
 ）（x－x0
 ），[image: alt]


当f′（x0
 ）＝0时，y＝f（x0
 ），　x＝x0
 ．

若函数f（x）在x0
 处不可导：

当[image: alt]
 和[image: alt]
 均存在，但[image: alt]
 时，则曲线y＝f（x）在点（x0
 ，f（x0
 ））存在左切线与右切线，这两条切线不重合，认为曲线在点（x0
 ，f（x0
 ））不可作切线；

当函数f（x）在x＝x0
 处连续，且f′（x0
 ）＝∞时，则曲线y＝f（x）在x＝x0
 处可作切线，切线垂直于x轴，其方程是x＝x0
 ．

例1　求曲线[image: alt]
 在点A[image: alt]
 B（1，-3），C（0，0）各点处的切线方程和法线方程．

解　因[image: alt]
 故y′[image: alt]
 于是，过点A的切线方程和法线方程分别为

[image: alt]


过点B的切线方程和法线方程分别为y＝-3，x＝1；过点C的切线方程和法线方程分别为x＝0，y＝0．

例2　已知曲线[image: alt]
 与y＝alnx＋b在x＝1处垂直相交，求a，b的值．

分析　两曲线垂直相交是指它们在交点处的切线垂直．由此，当x＝1时，两条曲线的纵坐标（即函数值）相等，且切线斜率互为负倒数．

解　[image: alt]
 将x＝1代入两曲线方程和两个导数式，得

[image: alt]
 　即　[image: alt]


例3　求曲线[image: alt]
 在点（1，1）处的切线方程和法线方程．

解　这是由隐函数所确定的曲线．按隐函数求导数，得

2x＋2yy′＝xy′－y，[image: alt]


所求切线方程和法线方程分别为

y－1＝-3（x－1）　和　[image: alt]


例4　过点（-2，4）作曲线[image: alt]
 的切线，求其切线方程．

分析　只要求出切点（x0
 ，y0
 ）即可．若设切点为（x0
 ，y0
 ），则（x0
 ，y0
 ）满足已知曲线方程y＝f（x），且曲线的切线方程为y－y0
 ＝f′（x0
 ）（x－x0
 ），而点（-2，4）满足该方程．

解　易验证点（-2，4）不在已知曲线上，设切点为（x0
 ，y0
 ），则切线斜率为

[image: alt]


切线方程为[image: alt]


点（x0
 ，y0
 ）在已知曲线上，点（-2，4）在其切线上，有

[image: alt]


解方程得[image: alt]
 y0
 ＝2．所求切线方程为x＋y－2＝0．

例5　曲线[image: alt]
 的切线与x轴和y轴围成一个图形，记切点的横坐标为α，试求切线方程和这个图形的面积．当切点沿曲线趋于无穷远时，该面积的变化趋势如何？

[image: alt]


图　2-2

解　先求切线方程，由

[image: alt]


可知过切点P[image: alt]
 的切线方程为

[image: alt]


再求面积．由上述切线方程知，切线与x轴和y轴的交点分别为Q（3α，0）和R[image: alt]
 （图2-2）．于是△ORQ的面积

[image: alt]


最后，考查面积的变化趋势．当切点沿x轴正方向趋于无穷远时，有[image: alt]


当切点沿y轴正方向趋于无穷远时，有[image: alt]


例6　已知f（x）是周期为5的连续函数，它在x＝0的某个邻域内满足关系

f（1＋sinx）－3f（1－sinx）＝8x＋α（x），

其中α（x）是当x→0时比x高阶的无穷小，且f（x）在x＝1处可导，求曲线y＝f（x）在点（6，f（6））处的切线方程．

分析　只要求出f′（6）即可．由于f（x）与f′（x）是周期相同的周期函数，又f（x）在x＝1可导，设法求出f′（1）．

解　因f（x）的连续性及当x→0时，α（x）→0，由

[image: alt]


得　　　　　　　　　　　f（1）－3f（1）＝0，　即　f（1）＝0．

由导数定义，f（1）＝0及题设，又当x→0时，sinx→0，由

[image: alt]


即　　　　　　　　　[image: alt]


得4f′（1）＝8，f′（1）＝2．

由于f（x＋5）＝f（x），所以f（6）＝f（1）＝0，f′（6）＝f′（1）＝2，从而所求切线方程为y＝2（x－6）．

八、微分概念及计算

计算函数y＝f（x）的微分有两种方法：

其一是用微分与导数之间的关系dy＝f′（x）dx；

其二是用基本初等函数的微分公式和微分运算法则．

此处用第二种方法计算微分．

例1　已知函数y＝f（x）在任意一点x处的改变量

[image: alt]
 　且　[image: alt]


又f（0）＝0，求f（1）．

解　先求f（x），再求f（1）．由微分定义及可微与可导的关系知

[image: alt]


从而f（x）＝arctanx＋C．再由f（0）＝0知C＝0，故f（x）＝arctanx，于是[image: alt]


例2　设函数y＝f（x）在点x可微，且f′（x）≠0，在点x自变量的改变量是Δx，函数相应的改变量是Δy，微分是dy，当Δx→0时，不正确的是（　　）．

（A）dy是比Δx较高阶的无穷小

（B）差Δy－dy是比Δx较高阶的无穷小

（C）差Δy－dy是比Δy较高阶的无穷小

（D）Δy与dy是等价无穷小

解　选（A）．由题设知，Δy＝f′（x）·Δx＋o（Δx），且dy＝f′（x）Δx．

对（A），有[image: alt]
 　对（B），有[image: alt]


对（C），有[image: alt]


对（D），有[image: alt]
 　　（B），（C），（D）均正确．

例3　设y＝f（eφ（x）
 ），其中f（u），φ（x）均可微，则dy≠（　　）．

（A）f′（eφ（x）
 ）dx

（B）φ′（x）eφ（x）
 f′（eφ（x）
 ）dx

（C）f′（eφ（x）
 ）deφ（x）


（D）f′（eφ（x）
 ）eφ（x）
 dφ（x）

解　选（A）．由复合函数的微分法，有

dy＝f′（eφ（x）
 ）deφ（x）
 ＝f′（eφ（x）
 ）eφ（x）
 dφ（x）＝f′（eφ（x）
 ）eφ（x）
 φ′（x）dx．

例4　设y＝e-x
 sin2x＋cos2
 x，求[image: alt]


解　[image: alt]


例5　由x2
 y－e2y
 ＝siny确定y＝f（x），求dy．

解　等式两端求微分，得

ydx2
 ＋x2
 dy－e2y
 d（2y）＝cosydy，　2xydx＋x2
 dy－2e2y
 dy＝cosydy，

解出　　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


习　题　二

1．填空题：

（1）设f（x）在x＝2处连续，且[image: alt]
 则f（2）＝＿＿＿＿＿＿＿＿，f′（2）＝＿＿＿＿＿＿．

（2）设f（x）＝tan（1－x）·tan2
 （2－x）·…·tann
 （n－x），则f′（1）＝＿＿＿＿．

（3）设[image: alt]
 则y′＝＿＿＿＿．

（4）设y＝ln（1－x），则y（n）
 ＝＿＿＿＿．

（5）可导函数y＝f（x）的图形与曲线y＝sinx相切于原点，则[image: alt]


2．单项选择题：

（1）设f（x）在x＝0可导，且[image: alt]
 则[image: alt]


（A）1

（B）[image: alt]


（C）3

（D）[image: alt]


（2）设f（x）可导，F（x）＝f（x）（1＋｜sinx｜），则f（0）＝0是F（x）在x＝0可导的（　　）．

（A）充分必要条件

（B）充分条件但非必要条件

（C）必要条件但非充分条件

（D）既非充分条件又非必要条件

（3）设f（x）在x＝0连续，且[image: alt]
 则f（x）在x＝0（　　）．

（A）可导且f′（0）＝0

（B）可导且f′（0）＝a

（C）不可导

（D）不能断定是否可导

（4）设[image: alt]
 则f′（f（x））＝（　　）．

（A）2cos（sin2x）

（B）2cos2x

（C）2cos（2sinx）

（D）2cos（2sin2x）

（5）设y＝f（lnx）且f（x）可导，则dy＝（　　）．

（A）f′（lnx）dx

（B）［f（lnx）］′dlnx

（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


3．设f（x）可导，求[image: alt]


4．设f（x）在x＝a处可导，且f（a）＞0，求[image: alt]


5．设f（x）在［-1，1］上有定义，且满足

x≤f（x）≤x2
 ＋x，　x∈［-1，1］．

证明：f′（0）存在且等于1．

6．求下列函数的导数：

[image: alt]


7．设函数f（x）可导，求下列函数的导数：

[image: alt]


8．y＝｜（x－1）2
 （x＋1）3
 ｜，求y′．

9．求下列函数的n阶导数：

（1）y＝e-2x
 ＋53x
 ；　　（2）y＝sin4
 x＋cos4
 x；　　（3）[image: alt]


10．已知f（x）＝（x2
 －x＋1）ln（1＋2x），求f（n）
 （0），其中n≥3．

11．由[image: alt]
 确定y＝f（x），求f′（0），f″（0）．

12．设[image: alt]
 求[image: alt]


13．求下列函数的导数：

[image: alt]


14．由[image: alt]
 确定y＝f（x），其中f″（t）存在且f″（t）≠0，求[image: alt]


15．由[image: alt]
 确定y＝f（x），求[image: alt]


16．求下列函数的微分：

[image: alt]


17．由方程ln（2x＋y）＝x＋2y＋1确定y＝f（x），求[image: alt]


18．设曲线y＝x3
 ＋ax与y＝bx2
 ＋c都通过点（-1，0），且在该点处有公切线，求a，b，c．

19．已知函数f（x），g（x）在x0
 处皆可导，证明：当x→x0
 时，f（x）－g（x）是x－x0
 的高阶无穷小的充分必要条件是两曲线y＝f（x）与y＝g（x）在x＝x0
 处相交且相切．

20．证明双曲线xy＝a2
 上任一点处的切线与两坐标轴构成的三角形面积都等于2a2
 ．


第三章　微分中值定理与导数应用

一、罗尔定理条件的推广

罗尔定理的条件是：函数f（x）在闭区间［a，b］上连续，在开区间（a，b）内可导，f（a）＝f（b）．该定理的条件可如下推广：

（1）在区间端点连续且f（a）＝f（b）可推广为在区间端点的极限存在且相等，即[image: alt]
 （见本节例1）．

（2）闭区间（有限区间）可推广至无限区间（见本节例2）．

例1　设函数f（x）在区间（a，b）内可导，且[image: alt]
 试证在（a，b）内存在一点ξ，使f′（ξ）＝0．

证　记[image: alt]
 依题设，考虑函数

[image: alt]


因F（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，且F（a）＝F（b），由罗尔定理知，必存在ξ∈（a，b），使F′（ξ）＝f′（ξ）＝0．

例2　设函数f（x）在［a，+∞）上连续，在（a，+∞）内可导，且[image: alt]
 试证在（a，+∞）内至少存在一点ξ，使得f′（ξ）＝0．

证　用变换x＝tant将无限区间转化为有限区间．记A＝arctana，在区间[image: alt]
 上定义函数F（t）：

[image: alt]


显然，[image: alt]


因F（t）在［A，π/2］上连续，在（A，π/2）内可导，且F（A）＝F（π/2），由罗尔定理，在（A，π/2）内至少存在一点η，使F′（η）＝0．

记ξ＝tanη，则ξ∈（a，+∞），且

0＝F′（η）＝f′（tanη）·sec2
 η＝f′（ξ）sec2
 η．

因sec2
 η≠0，故f′（ξ）＝0．

下面再用图形说明：

若在［a，+∞）上恒有f（x）＝f（a），则结论对（a，+∞）内的任一点均成立．

现假设在（a，+∞）内存在一点x0
 ，使f（x0
 ）＞f（a），由题设[image: alt]
 画出最简单的情形如图3-1所示．可以看出，f（x）在区间［x1
 ，x2
 ］上满足罗尔定理的条件，存在ξ∈（x1
 ，x2
 ）⊂（a，+∞），使f′（ξ）＝0．

[image: alt]


图　3-1

注　本例可称为广义罗尔定理．本例的条件若改为：f（x）在（a，+∞）内可导，且[image: alt]
 则结论也成立．本例还可推广为：f（x）在（-∞，+∞）内可导，且[image: alt]
 存在，则存在ξ∈（-∞，+∞），使f′（ξ）＝0．

二、用微分中值定理证明函数恒等式

1．欲证：当x∈I时，有恒等式f（x）＝a

这里所说的恒等式，即对区间I内的任意x，f（x）均等于常数a．用拉格朗日中值定理的推论证明结论．

解题程序：

（1）验证f′（x）＝0，由此推出f（x）＝C（C为常数）；

（2）取区间I内一个特殊值确定常数：若x0
 ∈I，则有f（x0
 ）＝a，即C＝a．

2．欲证两个函数恒等：当x∈I时，有f（x）＝g（x）

若令F（x）＝f（x）－g（x），这就是要证明F（x）＝0，这正是1中a＝0的情形．

例1　试证：当｜x｜＜1时，有[image: alt]


证　对欲证等式左端求导数，得

[image: alt]


故　　　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]
 ｜x｜＜1（C为常数）．

在上式中，令x＝0，左端为[image: alt]
 即[image: alt]
 于是

[image: alt]


例2　设f（x），g（x）在（a，b）内可导，g（x）≠0，且对x∈（a，b），f′（x）g（x）－f（x）g′（x）＝0，证明：存在常数C，使得f（x）＝Cg（x），x∈（a，b）．

分析　这是证明在（a，b）内，[image: alt]
 只需证[image: alt]


例3　已知f（1）＝4，且f（x）满足xf′（x）＋f（x）≡0，求f（2）．

解　令F（x）＝xf（x），则F′（x）＝xf′（x）＋f（x）≡0，所以F（x）＝C．

令x＝1，得C＝4．即xf（x）＝4．于是，2f（2）＝4，f（2）＝2．

三、直接用微分中值定理证明中值等式

所谓“中值等式”，就是要证明的等式不是在区间（a，b）内任一点都成立，而仅在区间内的一点或至少一点成立．下述中值等式，一般须用微分中值定理证明．

若题设函数f（x）或f（x）与g（x）在区间［a，b］上连续，在（a，b）内可导（或题设中隐含这样的条件，题设中若出现初等函数，要注意是否满足上述条件），欲证：至少存在一点ξ∈（a，b）或存在ξ∈（a，b），使一个等式成立，且等式中含有f′（ξ）或f′（ξ）与g′（ξ）等，一般要用微分中值定理．

若欲证：存在唯一一点ξ∈（a，b），使等式成立时，一般尚须用反证法或函数的单调性证明ξ的唯一性．

证明中值等式，有的可直接用微分中值定理，有的须先作辅助函数，然后再用微分中值定理．这里，讲述前一种情况．

直接用微分中值定理证明中值等式的解题思路和程序：

（1）若欲证等式本身就是或可改写做微分中值定理结论的形式，即：

若是

f′（ξ）＝0，　ξ∈（a，b）

或是　　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


或是　　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


则可直接选用相应的微分中值定理．见本节例1，例2．

（2）先将欲证等式恒等变形，使不含ξ的式子分离到左端，含ξ的式子分离到右端；然后观察并设法将左端写做

[image: alt]
 　或　[image: alt]


的形式；若可以写成，则计算f′（ξ）或[image: alt]
 并判断它是否等于左端；若相等，便可用相应的微分中值定理证明．见例3，例4．

（3）若题设f（x）二阶可导，或欲证等式中含f″（ξ）时，需两次用微分中值定理（见例5）．

若欲证：存在ξ，η∈（a，b），且欲证等式中含f′（ξ），f′（η）时，一般也须两次用微分中值定理．这时，可将含ξ的项和含η的项分写在等式两端，分别观察等式两端，以便应用微分中值定理．见例6，例7．

例1　当x≥0时，证明：

[image: alt]


且　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


分析　注意到[image: alt]
 欲证等式正是函数[image: alt]
 在区间［x，x＋1］上用拉格朗日中值定理的结果．

证　取函数[image: alt]
 在［x，x＋1］上由拉格朗日中值定理，得

f（x＋1）－f（x）＝f′（x＋θ（x）（x＋1－x））·（x＋1－x）＝f′（x＋θ（x）），

即　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


为确定θ（x）的取值范围和求θ（x）的极限，由上式解出θ（x），得

[image: alt]


当x≥0时，[image: alt]
 由（1）式知，[image: alt]
 又因

[image: alt]


代入（1）式，即得[image: alt]
 于是有[image: alt]
 由（1）式

[image: alt]


例2　设x1
 ，x2
 ＞0，证明在x1
 与x2
 之间存在ξ，使

x1
 ex2

 －x2
 ex1

 ＝（1－ξ）eξ
 （x1
 －x2
 ）．

分析　欲证等式可写做

[image: alt]
 　或　[image: alt]


注意到[image: alt]
 观察上式左端可知，这正是函数[image: alt]
 与[image: alt]
 [image: alt]
 在区间［x1
 ，x2
 ］（不妨设x1
 ＜x2
 ）上应用柯西中值定理的结论．

例3　设f（x）在区间［0，1］可导，试证存在ξ∈（0，1），使

[image: alt]


分析　等式可写做[image: alt]
 注意到[image: alt]
 又区间是［0，1］，且arctan0＝0，[image: alt]
 所以上式是

[image: alt]


显然，这正是F（x）＝arctanx·f（x）在［0，1］上用拉格朗日中值定理．

例4　设函数f（x）在区间［0，x］上可导，且f（0）＝0．证明在（0，x）内存在一点ξ，使

f（x）＝（1＋ξ）ln（1＋x）f′（ξ）．

分析　要证等式可写做[image: alt]
 注意到f（0）＝0，ln（1＋0）＝0，且[image: alt]
 欲证等式可化成[image: alt]
 这是f（x）和ln（1＋x）在区间［0，x］上应用柯西中值定理．

例5　设f（x）在（a，b）内二阶可导，且f（x1
 ）＝f（x2
 ）＝f（x3
 ），a＜x1
 ＜x2
 ＜x3
 ＜b，则在（x1
 ，x3
 ）内至少存在一点ξ，使f″（ξ）＝0．

证　依题设，f（x）在［x1
 ，x2
 ］，［x2
 ，x3
 ］上均满足罗尔定理的条件，则至少存一点ξ1
 ∈（x1
 ，x2
 ），至少存在一点ξ2
 ∈（x2
 ，x3
 ），使得

f′（ξ1
 ）＝0，f′（ξ2
 ）＝0．

因f（x）在（a，b）内二阶可导，于是f′（x）在区间［ξ1
 ，ξ2
 ］上满足罗尔定理的条件，则至少存在一点ξ∈（ξ1
 ，ξ2
 ）⊂（x1
 ，x3
 ），使得f″（ξ）＝0．

例6　设f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，又a＞0．试证存在ξ，η∈（a，b），使

[image: alt]


分析　等式可写做[image: alt]
 其左端分子是f（x），用拉格朗日中值定理，有f（b）－f（a）＝f′（ξ）（b－a）．这便是f（x）和g（x）用柯西中值定理．

证　f（x）和g（x）＝lnx在［a，b］上用柯西中值定理，存在η∈（a，b），使

[image: alt]


又f（x）用拉格朗日中值定理，存在ξ∈（a，b），使f（b）－f（a）＝f′（ξ）（b－a）．代入上式即可得所证等式．

例7　已知函数f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可导，且f（0）＝0，f（1）＝1．证明：

（1）存在ξ∈（0，1），使得f（ξ）＝1－ξ；

（2）存在两个不同的点η，ξ∈（0，1），使得f′（η）f′（ξ）＝1．

证　（1）令F（x）＝f（x）－1＋x，则F（x）在［0，1］上连续，且F（0）＝-1，F（1）＝1．由连续函数的零点定理知，存在ξ∈（0，1），使F（ξ）＝0，即f（ξ）＝1－ξ．

（2）应用（1）所证，f（x）在［0，ξ］上用拉格朗日中值定理，存在η∈（0，ξ），使得

[image: alt]


f（x）在［ξ，1］上用拉格朗日中值定理，存在ζ∈（ξ，1），使得

[image: alt]


由（2）式与（3）式知f′（η）f′（ζ）＝1．

四、用作辅助函数的方法证明中值等式

解题思路　用罗尔定理证明．这是证明中值等式的一般方法．

解题程序：

（1）将欲证等式中的ξ换作x，将其写成F′（x）＝0的形式．

（2）依据F′（x）选取辅助函数F（x）（这是关键的一步）：

直接观察　依据导数公式和运算法则，由F′（x）的表达式确定F（x）的表达式；

求积分　若由观察难以确定F（x），可由下述积分式确定F（x）：

F（x）＝∫F′（x）dx　（这是第四章学习的内容）．

（3）验证F（x）在给定的区间［a，b］上满足罗尔定理的条件，可推出F′（ξ）＝0．

（4）由F′（ξ）＝0还原到欲证等式．

下面结合例题说明选取辅助函数F（x）的思路　将欲证等式写成F′（x）＝0后，以F′（x）的形式来选取F（x）．

1．选取代数和，即F（x）＝f（x）±g（x）

当F′（x）＝0为f′（x）±g′（x）＝0时（见例1），因

［f（x）±g（x）］′＝f′（x）±g′（x），

故选取　　　　　　　　　　　　F（x）＝f（x）±g（x）．

例1　设f（x）是可导的奇函数，证明：对任意a＞0，存在ξ∈（-a，a），使

[image: alt]


分析　欲证等式可写做[image: alt]
 即[image: alt]


证　令[image: alt]
 因

[image: alt]


依题设，F（x）在［-a，a］上满足罗尔定理的条件，存在ξ∈（-a，a），使

F′（ξ）＝0，　即　[image: alt]


2．选取两个函数的乘积，即F（x）＝f（x）g（x）

当F′（x）＝0为f′（x）g（x）＋f（x）g′（x）＝0时（见例2），因

［f（x）g（x）］′＝f′（x）g（x）＋f（x）g′（x），

故选取　　　　　　　　　　　　F（x）＝f（x）g（x）．

特别地

（1）当F′（x）＝0为xf′（x）＋nf（x）＝0时（见例3），因

［xn
 f（x）］′＝［xf′（x）＋nf（x）］xn－1
 ，　且　xn－1
 ≠0，

故选取F（x）＝xn
 f（x）．

（2）当F′（x）＝0为f′（x）g（x）＋mg′（x）f（x）＝0（m＞1）时（见例4（1）），因

［f（x）（g（x））m
 ］′＝［f′（x）g（x）＋mg′（x）f（x）］（g（x））m－1
 ，　且　（g（x））m－1
 ≠0，

故选取F（x）＝f（x）（g（x））m
 ．

（3）当F′（x）＝0为nf′（x）g（x）＋mg′（x）f（x）＝0（n＞1，m＞1）时（见例4（2）），因

［（f（x））n
 （g（x））m
 ］′＝［nf′（x）g（x）＋mg′（x）f（x）］（f（x））n－1
 （g（x））m－1
 ，

且　　　　　　　　　　　　（f（x））n－1
 （g（x））m－1
 ≠0，

故选取F（x）＝（f（x））n
 （g（x））m
 ．

例2　设f（x）在［0，2π］上连续，且f（0）＝f（2π）；在（0，2π）内f″（x）存在，且f″（x）≠f（x）．试证在（0，2π）内存在一点ξ，使

［f（ξ）－f″（ξ）］tanξ＝2f′（ξ）．

分析　欲证等式可写做

f（x）sinx－f″（x）sinx＝2f′（x）cosx，

即　　　　　　　f′（x）cosx－f（x）sinx＋f″（x）sinx＋f′（x）cosx＝0．

注意到（cosx）′＝-sinx，（sinx）′＝cosx，令F（x）＝f（x）cosx＋f′（x）sinx，因F（0）＝F（2π），在［0，2π］上用罗尔定理．

例3　设f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可导，且f（1）＝0，试证：存在ξ∈（0，1），使

2f（ξ）＋ξf′（ξ）＝0．

分析　欲证等式可写做

2f（x）＋xf′（x）＝0　或　［2f（x）＋xf′（x）］x＝0，

即　　　　　　　　　　　　　　　　［x2
 f（x）］′＝0．

令F（x）＝x2
 f（x）．因F（0）＝F（1）＝0，在［0，1］上用罗尔定理．

例4　设f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可导，f（0）＝0，k为正整数，试证：

（1）存在ξ∈（0，1），使ξf′（ξ）＋kf（ξ）＝f′（ξ）；

（2）对任意x∈（0，1），当f（x）≠0时，对任意正整数m，n，存在一点ξ∈（0，1），使

[image: alt]


分析　（1）欲证等式写做

f′（x）（x－1）＋kf（x）＝0，　即　［f′（x）（x－1）＋kf（x）］（x－1）k－1
 ＝0．

令F（x）＝（x－1）k
 f（x）．因F（0）＝F（1）＝0，在［0，1］上用罗尔定理．

（2）欲证等式写做nf′（x）f（1－x）－mf′（1－x）f（x）＝0．令

F（x）＝（f（x））n
 （f（1－x））m
 ．

因F（0）＝F（1）＝0，在［0，1］上用罗尔定理．

3．选取两个函数的商，即[image: alt]


当F′（x）＝0为f′（x）g（x）－g′（x）f（x）＝0，且g（x）≠0时（见例5），因

[image: alt]


故选取[image: alt]


特别地，当F′（x）＝0为xf′（x）－nf（x）＝0时，因

[image: alt]


故选取[image: alt]


例5　设f（x）在［1，e－1］上连续，在（1，e－1）内可导，且f（1）＝ln2·f（e－1），试证：存在ξ∈（1，e－1），使

f′（ξ）（1＋ξ）ln（1＋ξ）＝f（ξ）．

分析　欲证等式可写做

[image: alt]
 　即　[image: alt]


令[image: alt]
 因F（1）＝F（e－1），则可在［1，e－1］上用罗尔定理．

4．选取F（x）＝f′（x）g（x）－f（x）g′（x）

当F′（x）＝0为f″（x）g（x）－f（x）g″（x）＝0时（见例6），因

［f′（x）g（x）－f（x）g′（x）］′＝f″（x）g（x）－f（x）g″（x），

故选取F（x）＝f′（x）g（x）－f（x）g′（x）．

例6　设f（x）在［0，1］上二阶可导，且f（0）＝f′（0）＝0，试证：存在ξ∈（0，1），使

[image: alt]


分析　注意到［（1－x）2
 ］″＝2，欲证等式写做

f″（x）（1－x）2
 －2f（x）＝0，　即　f″（x）（1－x）2
 －f（x）［（1－x）2
 ］″＝0．

令F（x）＝f′（x）（1－x）2
 ＋2（1－x）f（x）．因F（0）＝F（1）＝0，在［0，1］上应用罗尔定理．

注　注意当f′（x）g（x）－f（x）g′（x）＝0时与当f″（x）g（x）－f（x）g″（x）＝0时选取辅助函数F（x）的区别．

5．选取F（x）＝f（x）eg（x）


当F′（x）＝0为f′（x）＋f（x）g′（x）＝0时（见例7），因

［f（x）eg（x）
 ］′＝［f′（x）＋f（x）g′（x）］eg（x）
 　（eg（x）
 ≠0），

故选取　　　　　　　　　　　　　　F（x）＝f（x）eg（x）
 ．

特别地

（1）选取F（x）＝f（x）eλx
 （λ是常数）：当F′（x）＝0为f′（x）＋λf（x）＝0时．见例8．

（2）选取F（x）＝［f（x）＋λ］eg（x）
 ：当F′（x）＝0为f′（x）＋［f（x）＋λ］g′（x）＝0时，因［f（x）＋λ］′＝f′（x）．见例9．

（3）选取F（x）＝［f（x）＋λx］eg（x）
 ：当F′（x）＝0为［f′（x）＋λ］＋［f（x）＋λx］g′（x）＝0，即

［f（x）＋λx］′＋［f（x）＋λx］g′（x）＝0

时．见例10（2）．

（4）选取F（x）＝f′（x）eg（x）
 ：当F′（x）＝0为f″（x）＋f′（x）g′（x）＝0时．见例11．

例7　设f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可导，且f（1）＝0，试证：存在ξ∈（0，1），使

（2ξ＋1）f（ξ）＋ξf′（ξ）＝0．

分析　欲证等式可写做[image: alt]
 若[image: alt]
 则g（x）＝2x＋lnx．令F（x）＝f（x）e2x＋lnx
 ＝f（x）xe2x
 ．因F（0）＝F（1）＝0，在［0，1］上应用罗尔定理．

例8　设f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，且f（a）＝f（b）＝0，试证：存在ξ∈（a，b），使f′（ξ）＝kf（ξ）．

分析　欲证等式写做f′（x）－kf（x）＝0．

令F（x）＝f（x）e-kx
 ．因F（a）＝F（b）＝0，在［a，b］上用罗尔定理．

例9　设f（x）在［a，b］上有连续的导函数，且存在c∈（a，b），使f′（c）＝0，试证：存在ξ∈（a，b），使

[image: alt]


分析　注意到[image: alt]
 欲证等式写做

[image: alt]


即　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


令[image: alt]


虽有F（a）＝0，但F（b）≠0，且尚找不到x0
 ∈（a，b），使F（x0
 ）＝0，此时尚不能用罗尔定理．注意题设f（x）有连续的导数及f′（c）＝0．应考虑c点．

证　令[image: alt]
 则

[image: alt]


下面就F（c）＝0和F（c）≠0两种情况来讨论．

（1）若F（c）＝0，则F（a）＝F（c）＝0．F（x）在［a，c］上应用罗尔定理，则存在ξ∈（a，c）⊂（a，b），使F′（ξ）＝0，得

[image: alt]
 　即　[image: alt]


（2）若F（c）≠0，F（x）在［a，c］上应用拉格朗日中值定理，有

F（c）－F（a）＝F′（ξ1
 ）（c－a），　即　[image: alt]


因b－a＞0，c－a＞0，由（1）式和（2）式知，F′（ξ1
 ）与F′（c）异号；又F′（x）在［ξ1
 ，c］上连续，由零点定理知，存在ξ∈（ξ1
 ，c）⊂（a，b），使F′（ξ）＝0，即欲证等式成立．

例10　设f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可导，且[image: alt]
 试证：

（1）存在[image: alt]
 使f（η）＝η；

（2）对任意λ，必存在ξ∈（0，η），使f′（ξ）－λ［f（ξ）－ξ］＝1．

分析　（1）令Φ（x）＝f（x）－x，在[image: alt]
 上用零点定理．

（2）欲证等式可写做

［f′（x）－1］－λ［f（x）－x］＝0，　即　［f（x）－x］′＋［f（x）－x］（-λx）′＝0．

令F（x）＝［f（x）－x］e-λx
 ．因F（0）＝F（η）＝0，在［0，η］上用罗尔定理．

例11　设f（x）在［0，1］二阶可导，且f（0）＝f（1）＝0，试证：存在ξ∈（0，1），使

[image: alt]


分析　欲证等式可写做

[image: alt]
 　即　[image: alt]


选取　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


由于[image: alt]
 故取F（1）＝0．

证　按前述选取F（x）．依题设，f（x）在［0，1］应用罗尔定理，存在η∈（0，1），使f′（η）＝0，由此有F（1）＝F（η）＝0．

F（x）在［η，1］上应用罗尔定理，存在ξ∈（η，1）⊂（0，1），使

[image: alt]


即　　　　　　　　　　[image: alt]


6．选取[image: alt]
 （此处涉及定积分内容）

当F′（x）＝0为f′（x）＋f（x）g（x）＝0时（见例12），因

[image: alt]
 　且　[image: alt]


例12　设函数f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，且f（a）＝f（b）＝0，试证：存在ξ∈（a，b），使f′（ξ）＝f（ξ）arctanξ．

分析　欲证等式可写做f′（x）－f（x）arctanx＝0．令[image: alt]
 因F（a）＝F（b）＝0，在［a，b］上用罗尔定理．

注　注意当f′（x）＋f（x）g（x）＝0与当f′（x）＋f（x）g′（x）＝0时，选取辅助函数F（x）的区别．

以上是结合例题说明，如何根据F′（x）（＝0）的形式选取F（x）．读者必须明确，要视F′（x）的形式具体分析．

五、用微分中值定理证明不等式

解题思路　先由拉格朗日中值定理或柯西中值定理得到等式，然后再依据题设条件过渡到不等式．

1．不等式中的函数为初等函数时（见本节例1～例4）

以拉格朗日中值定理为例来说明解题程序：

（1）根据所要证明的不等式恰当地选取函数f（x）和区间［a，b］．

（2）由定理得等式[image: alt]


（3）考查导数f′（x）的符号或有界性，由等式过渡到不等式．根据欲证不等式的需要，常有以下情形：

1°若｜f′（x）｜≤M或m≤f′（x）≤M，x∈（a，b），则由（1）式得不等式

｜f（b）－f（a）｜≤M（b－a）　或　m（b－a）≤f（b）－f（a）≤M（b－a）．

特别地，当｜f′（x）｜≤1或0＜f′（x）≤1，有

｜f（b）－f（a）｜≤b－a　或　0＜f（b）－f（a）≤b－a．

2°当x∈（a，b）时，若f′（x）≥0或f′（x）≤0，则由（1）式得不等式

f（b）－f（a）≥0　或　f（b）－f（a）≤0．

2．不等式中的函数为抽象函数f（x）时

若题设f（x）具有微分中值定理的条件，特别是不等式中含f′（ξ），f″（ξ）时，可考虑从微分中值定理入手．见例5，例6．

例1　证明：当0＜a＜b，且n＞1时，有nan－1
 （b－a）＜bn
 －an
 ＜nbn－1
 （b－a）．

分析　易看出，应是f（x）＝xn
 在区间［a，b］上用拉格朗日中值定理得到等式．

证　令f（x）＝xn
 ，则f（x）在［a，b］上满足拉格朗日中值定理的条件，有

bn
 －an
 ＝nξn－1
 （b－a），　a＜ξ＜b．

因f（x）＝xn
 （n＞1）在［a，b］（a＞0）上单调增加，有an－1
 ＜ξn－1
 ＜bn－1
 ，故得

nan－1
 （b－a）＜bn
 －an
 ＜nbn－1
 （b－a）．

例2　当0＜a＜b时，试证：（a＋b）ea＋b
 ＜ae2a
 ＋be2b
 ．

分析　按题设，应有2a＜a＋b＜2b．欲证等式可写做

a（ea＋b
 －e2a
 ）＜b（e2b
 －ea＋b
 ）．

证　令f（x）＝ex
 ，分别在［2a，a＋b］上和［a＋b，2b］上用拉格朗日定理，有

ea＋b
 －e2a
 ＝eξ
 （b－a），ξ∈（2a，a＋b），e2b
 －ea＋b
 ＝eη
 （b－a），η∈（a＋b，2b）．

因eη
 ＞eξ
 （f（x）为单调增函数），且0＜a＜b，有

a（ea＋b
 －e2a
 ）＜b（e2b
 －ea＋b
 ），　即　（a＋b）ea＋b
 ＜ae2a
 ＋be2b
 ．

例3　试证：当x＞-1，x≠0时，有[image: alt]


分析　因[image: alt]
 且ln1＝0，欲证不等式可写做

[image: alt]


由函数f（x）＝ln（1＋x）用拉格朗日中值定理可得到等式．

证　令f（x）＝ln（1＋x），在0与x（x＞-1）之间用拉格朗日中值定理，有

[image: alt]


当x＞0时，因[image: alt]
 由（2）式得[image: alt]


当x＜0（x＞-1）时，因0＜1＋x＜1＋ξ＜1，有[image: alt]
 由（2）式，也有

[image: alt]


例4　设[image: alt]
 求证：ay
 －ax
 ＞（cosx－cosy）ax
 lna．

分析　即证

[image: alt]


注意不等式的左端，且（ax
 ）′＝ax
 lna，（cosx）′＝-sinx，而｜sinx｜≤1，应用柯西中值定理．

证　设f（t）＝at
 ，g（t）＝cost，依题设在区间［x，y］上应用柯西中值定理，有

[image: alt]


即　　　　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


因ax
 ＜aξ
 ，0＜sinξ＜1，由上式可得ay
 －ax
 ＞（cosx－cosy）ax
 lna．

例5　设f（x）在［a，b］上满足罗尔定理的三个条件，且不恒为常数，证明：在（a，b）内存在ξ1
 ，ξ2
 ，使得f′（ξ1
 ）＞0，f′（ξ2
 ）＜0．

分析　用罗尔定理不可能得到欲证不等式．注意f（x）不恒为常数，必存在c∈（a，b），使

f（c）＞f（a）＝f（b）　或　f（c）＜f（a）＝f（b）（这是题设）．

证　由f（a）＝f（b）且f（x）不恒为常数，所以，存在c∈（a，b），使

f（c）＞f（a）＝f（b）　或　f（c）＜f（a）＝f（b）．

当f（c）＞f（a）＝f（b）时，f（x）分别在［a，c］和［c，b］上应用拉格朗日中值定理，有

[image: alt]
 ξ1
 ∈（a，c）⊂（a，b），

[image: alt]
 ξ2
 ∈（c，b）⊂（a，b）．

当f（c）＜f（a）＝f（b）时，同理可证，f′（ξ1
 ）＜0，f′（ξ2
 ）＞0．

例6　以下四个命题中，正确的是（　　）．

（A）若f′（x）在（0，1）内连续，则f（x）在（0，1）内有界

（B）若f（x）在（0，1）内连续，则f′（x）在（0，1）内有界

（C）若f′（x）在（0，1）内有界，则f（x）在（0，1）内有界

（D）若f（x）在（0，1）内有界，则f′（x）在（0，1）内有界

分析　用拉格朗日中值定理：f（x）－f（a）＝f′（ξ）（x－a）．这是由｜f′（x）｜≤M，推出｜f（x）－f（a）｜≤M（b－a），从而f（x）有界．

解　显然（B）不正确．（A）不正确的反例：[image: alt]
 在（0，1）内连续，而f（x）＝lnx（加上常数C也可）在（0，1）内无界．（D）不正确的反例：[image: alt]
 在（0，1）内有界，而[image: alt]
 [image: alt]
 在（0，1）内无界．

证明（C）正确．由f′（x）在（0，1）内有界，存在M＞0，使得当x∈（0，1）时，｜f′（x）｜≤M．用拉格朗日中值定理，对任意x∈（0，1），存在ξ介于x与[image: alt]
 之间，有

[image: alt]


[image: alt]


即f（x）在（0，1）内有界．

六、用微分中值定理求极限

用微分中值定理求极限的思路　若在极限式中，可看做有因子

f（b）－f（a）　或　[image: alt]


可考虑用拉格朗日中值定理或柯西中值定理，把上述因子转化为f′（ξ）（b－a）或[image: alt]
 然后再求极限．

例1　求[image: alt]


解　设f（x）＝arctanx，在区间[image: alt]
 上，由拉格朗日中值定理，有

[image: alt]


由夹逼准则知，[image: alt]
 于是

[image: alt]


例2　求c的值，已知函数f（x）在（-∞，+∞）内可导，且

[image: alt]


解　注意到题设的第一个极限式及第二个极限式中的因子［f（x）－f（x－1）］．在区间［x－1，x］上用拉格朗日中值定理，有

f（x）－f（x－1）＝f′（ξ）·1，　x－1＜ξ＜x．

于是[image: alt]
 又[image: alt]
 知[image: alt]


例3　求[image: alt]


解　用柯西中值定理．设f（t）＝sint，g（t）＝at
 ，则

[image: alt]
 　ξ介于ax
 与xx
 之间．

因[image: alt]
 由夹逼准则，[image: alt]
 于是

[image: alt]


作为拉格朗日中值定理的应用，在此给出用导函数在x0
 处的左、右极限确定左、右导数的证明．

例4　设函数f（x）在x0
 的左邻域［x0
 －δ，x0
 ］上连续，在（x0
 －δ，x0
 ）内可导，且[image: alt]
 存在，证明：[image: alt]


证　任取x∈（x0
 －δ，x0
 ）．由题设，f（x）在［x，x0
 ］上满足拉格朗日中值定理的条件，因此，至少存在一点ξ∈（x，x0
 ），使得

[image: alt]
 x＜ξ＜x0
 ．

当[image: alt]
 时，[image: alt]
 将上式两边取极限，得

[image: alt]


上式右边[image: alt]
 由题设知其极限存在．按导数定义，上式左边就是f（x）在x0
 的左导数[image: alt]
 所以得到[image: alt]


注　同样可证明[image: alt]


七、确定函数的增减性与极值

1．确定函数f（x）单调增减区间的程序

（1）确定f（x）的连续区间（对初等函数就是有定义的区间）．

（2）求出增减区间的可能分界点：驻点、不可导点．

（3）判别：驻点、不可导点将f（x）的连续区间分成若干个部分区间．假设（a，b）是其中的一个部分区间，当x∈（a，b）时，若f′（x）＞0或f′（x）≥0（f′（x）＜0或f′（x）≤0），等号只在一些点成立，则f（x）在（a，b）内单调增加（减少）．

2．确定函数f（x）极值的程序

（1）确定f（x）的连续区间．

（2）求出可能取极值的点：驻点、不可导点．

（3）判别：

1°设f′（x0
 ）＝0或f′（x0
 ）不存在：当f′（x）的符号在x0
 的左右近旁由正（或负）变负（或正）时，则x0
 是f（x）的极大（或极小）值点；

2°设f′（x0
 ）＝0，若f″（x0
 ）＜0（或f″（x0
 ）＞0），则x0
 是f（x）的极大（或极小）值点．

当f′（x0
 ）＝0，f″（x0
 ）不存在时，只能用上述1°考查；当f′（x0
 ）＝0，f″（x0
 ）＝0时，可用上述1°考查，也可用下述一般方法考查（见本节表1）．

（4）若x0
 是极值点，求出极值f（x0
 ）．

3．确定复合函数极值点的简便方法

设f（x）在区间I内是单调的，则复合函数f（φ（x））与φ（x）有相同的极值点．特别地，当f（x）单调增加时，f（φ（x））与φ（x）有一致的极值点．证明见例1．

4．在闭区间［a，b］上求连续函数f（x）最值的程序

（1）求出f（x）在区间（a，b）内的所有驻点和导数不存在点的函数值；

（2）求出区间端点的函数值f（a）和f（b）；

（3）将这些值进行比较，其中最大（小）者为最大（小）值．

注　（1）若f（x）在连续区间（a，b）内仅有一个极值，是极大（小）值时，它就是f（x）在［a，b］上的最大（小）值．若f（x）在［a，b］上为单调函数，则最大（小）值在区间端点取得．

（2）在开区间、半开区间和无限区间内求f（x）的最值时，对区间的端点应考查单侧极限．若极限值最大或最小，则f（x）在该区间内无最大值或最小值．

5．确定函数增减性、极值，曲线凹凸与拐点的一般方法（表1）

设f（x）在U（x0
 ）内有连续的n阶导数，可按表1确定其增减性、极值、曲线凹凸与拐点．

表　1

[image: alt]


例1　设f（x）单调增加，证明f（φ（x））与φ（x）有一致的极值点．

证　不妨设x0
 为φ（x）的极大值点，则在U（x0
 ）内，当x≠x0
 时，有φ（x）＜φ（x0
 ）．由f（x）单调增加，有f（φ（x））＜f（φ（x0
 ）），即x0
 也为f（φ（x））的极大值点．

反之，设x0
 为f（φ（x））的极大值点，则在U（x0
 ）内，当x≠x0
 时，有f（φ（x））＜f（φ（x0
 ））．因f（x）单调增加，故φ（x）＜φ（x0
 ），即x0
 也为φ（x）的极大值点．于是f（φ（x））与φ（x）有相同的极大值点．

同理可证f（φ（x））与φ（x）有相同的极小值点．综上，f（φ（x））与φ（x）有一致的极值点．

例如，讨论[image: alt]
 的增减性及极值．因[image: alt]
 是单调增加的，故φ（x）＝x3
 －x2
 －x＋1与f（x）的增减性及极值是一致的．

由φ′（x）＝（3x＋1）（x－1）＝0得x＝-1/3，x＝1；又

φ″（x）＝6x－2，φ″（-1/3）＝-4＜0，φ″（1）＝4＞0，

所以，x＝-1/3，x＝1分别是φ（x）的极大值点和极小值点．

对于f（x），[image: alt]
 是极大值，[image: alt]
 是极小值，且在（-∞，-1/3），（1，+∞）内单调增加，在（-1/3，1）内单调减少．

例2　设f（x）在［0，+∞）上连续，f（0）＝0，在（0，+∞）内可导，且f′（x）单调增加，证明[image: alt]


在（0，+∞）内单调增加．

分析　只需证明：当x＞0时，F′（x）＞0．又

[image: alt]
 　需证　[image: alt]


证　由题设，f（x）在［0，x］上应用拉格朗日中值定理，有

[image: alt]


由于f′（x）在（0，+∞）内单调增加，故

[image: alt]


从而F（x）在（0，+∞）单调增加．

例3　设f（x）对x∈（-∞，+∞）满足方程

（x－1）f″（x）＋2（x－1）［f′（x）］3
 ＝1－e1－x
 ．

（1）若f（x）在x＝a（≠1）取得极值，证明它是极小值；

（2）若f（x）在x＝1取得极值，问它是极大值还是极小值．

分析　（1）应由f′（a）＝0推出f″（a）＞0；

（2）应由f′（1）＝0，判别f″（1）的符号．

解　（1）由题设知f′（a）＝0，将x＝a（≠1）代入原方程，有

[image: alt]


由此，当a＞1时，e1－a
 ＜1；当a＜1时，e1－a
 ＞1，故a－1与1－e1－a
 同号，从而f″（a）＞0，f（a）是极小值．

（2）由题设知f′（1）＝0，由f″（x）存在知f′（x）连续．由原方程有

[image: alt]


由极限的保号性，在点1的某邻域内f″（x）＞0，故f″（1）＞0，f（1）是极小值．

例4　设y＝f（x）由方程2y3
 －2y2
 ＋2xy－x2
 ＝1所确定，求y＝f（x）的驻点，并判定其驻点是否为极值点．

解　先由隐函数求导法求出[image: alt]
 再由[image: alt]
 及原方程确定驻点：由[image: alt]
 得y＝x，代入原方程，有

2x3
 －x2
 －1＝0　或　（x－1）（2x2
 ＋x＋1）＝0，

仅有根x＝1．

当y＝x＝1时，3y2
 －2y＋x≠0，故x＝1是驻点．

最后判定：由[image: alt]
 的表达式得（3y2
 －2y＋x）y′＝x－y，两端求导得

[image: alt]


注意到y′｜x＝1
 ＝0，y｜x＝1
 ＝1，由上式得[image: alt]
 所以x＝1是y＝f（x）的极小值点．

例5　设函数f（x）连续，且f′（0）＞0，则存在δ＞0，使得（　　）．

（A）f（x）在（0，δ）内单调增加

（B）f（x）在（-δ，0）内单调减少

（C）对任意的x∈（0，δ）有f（x）＞f（0）

（D）对任意的x∈（-δ，0）有f（x）＞f（0）

解　选（C）．由f（x）连续且[image: alt]
 知，存在δ＞0使得当x∈（-δ，δ）时，[image: alt]
 故当x∈（0，δ）时，f（x）＞f（0）．

例6　设函数f（x）在点x0
 的某邻域内有定义，且

[image: alt]


其中n为正整数，常数k≠0，讨论f（x）在x0
 处是否有极值．

解　由题设及极限的保号性，在x0
 邻近[image: alt]
 与k同号．由此，在x0
 的某邻域内

（1）当n为偶数时，

若k＞0，则f（x）－f（x0
 ）＞0，由极值定义，f（x0
 ）是f（x）的极小值；

若k＜0，则f（x）－f（x0
 ）＜0，f（x0
 ）是f（x）的极大值．

（2）n为奇数时，

若k＞0，当x－x0
 ＜0时，f（x）－f（x0
 ）＜0，当x－x0
 ＞0时，f（x）－f（x0
 ）＞0；

若k＜0，当x－x0
 ＜0时，f（x）－f（x0
 ）＞0，当x－x0
 ＞0时，f（x）－f（x0
 ）＜0．

即n为奇数时，f（x）在x0
 处没有极值．

例7　已知f（x）在x＝0的某邻域内连续，且[image: alt]
 则在x＝0处f（x）（　　）．

（A）不可导

（B）可导，且f′（0）≠0

（C）取得极大值

（D）取得极小值

分析　由于各选择项均与f′（0）是否存在及是否为零有关，因此从求f′（0）入手．

解1　选（D）．

[image: alt]


由此，否定（A）和（B）．在x＝0的某空心邻域内，由[image: alt]
 和1－cosx＞0及极限的保号性知f（x）＞0＝f（0）．可见f（0）是极小值．

解2　由于当x→0时，[image: alt]
 又因f（0）＝0，则

[image: alt]


由例6知，f（x）在x＝0处有极小值．

例8　设f（x）＝ex
 ＋e-x
 ＋2cosx，则x＝0（　　）．

（A）不是f（x）的驻点

（B）是f（x）的驻点，但不是极值点

（C）是f（x）的极小值点

（D）是f（x）的极大值点

解　选（C）．f′（x）＝ex
 －e-x
 －2sinx，f′（0）＝0，否定（A）．又由于

f″（x）＝ex
 ＋e-x
 －2cosx，　f″（0）＝0；

[image: alt]
 （x）＝ex
 －e-x
 ＋2sinx，　[image: alt]
 （0）＝0；

f（4）
 （x）＝ex
 ＋e-x
 ＋2cosx，　f（4）
 （0）＝4＞0，

因此x＝0是极小值点．

例9　设函数f（x）在定义域内可导，y＝f（x）的图形如图3-2所示，则导数y＝f′（x）的图形为（　　）．
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图　3-2
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（A）

[image: alt]


（B）

[image: alt]


（C）

[image: alt]


（D）

解　选（D）．由已知图形看，在（-∞，0）内，函数y＝f（x）单调增加，故必有f′（x）＞0，从而曲线y＝f′（x）应在x轴上方，这就排除了（A）和（C）；而在（0，+∞）内，函数y＝f（x）先增后减再增，故f′（x）应先正后负再正，这就排除了（B）．

例10　设函数f（x）在（-∞，+∞）内连续，其导函数的图形如图3-3所示，则f（x）有（　　）．

（A）一个极小值点和两个极大值点

（B）两个极小值点和一个极大值点

（C）两个极小值点和两个极大值点

（D）三个极小值点和一个极大值点

解　选（C）．曲线与x轴有三个交点，按由小到大的顺序排，第一个交点处、第二个交点处、第三个交点处分别是极大值点（由f′（x）＞0变为f′（x）＜0）、极小值点（由f′（x）＜0变为f′（x）＞0）和极小值点．而在x＝0处，函数f（x）不可导，但x＝0是极大值点（f（x）在x＝0连续，且在x＝0的左侧邻近f′（x）＞0，在x＝0的右侧邻近f′（x）＜0）．

例11　求f（x）＝x3
 －3x2
 ＋2在区间［-a，a］上的最大值与最小值．

分析　由于a不是确定的数，要按a的不同取值分各种情况考虑．解题时，不能按一般解题程序进行．
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图　3-3
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图　3-4

解　由f′（x）＝3x（x－2）＝0得x＝0，x＝2．为求f（x）的最值，参见下表和图3-4．

[image: alt]


（1）先考虑最大值．注意到f（0）＝2是极大值，在（2，+∞）内函数f（x）单调增加且f（3）＝2．所以在［-a，a］上：当a≤3时，最大值与极大值f（0）＝2相同；当a＞3时，最大值是f（a）＝a3
 －3a2
 ＋2．

（2）再考虑最小值．因

f（a）－f（-a）＝（a3
 －3a2
 ＋2）－（-a3
 －3a2
 ＋2）＝2a3
 ＞0，

所以f（a）＞f（-a）．

注意到f（2）＝-2是极小值且f（-1）＝-2，故在［-a，a］上：

当a≤2时，最小值是f（-a）＝-a3
 －3a2
 ＋2；

当a＞2时，最小值也是f（-a）＝-a3
 －3a2
 ＋2．

综上所述，f（x）的最大值是[image: alt]
 最小值是-a3
 －3a2
 ＋2．

例12　设a＞1，f（t）＝at
 －at在（-∞，+∞）内的驻点为t（a），问：a为何值时，t（a）最小？并求出最小值．

解　由f′（t）＝at
 lna－a＝0，得唯一驻点[image: alt]


考查函数[image: alt]
 在a＞1时的最小值．令

[image: alt]
 　得　a＝ee
 ．

当a＞ee
 时，t′（a）＞0；当a＜ee
 时，t′（a）＜0，因此[image: alt]
 为极小值，从而是最小值．

例13　对t取不同的值，讨论函数[image: alt]
 在区间［t，+∞）上是否有最大值或最小值；若存在最大值或最小值，求出相应的最大值点和最大值，或相应的最小值点和最小值．

分析　由于t值可取任何实数，因此首先应弄清f（x）在（-∞，+∞）上的单调性和极值；由于区间［t，+∞）是无限区间，还应研究函数f（x）当x→-∞和x→+∞时的极限．

解　令[image: alt]
 得x＝-2，x＝1．又

[image: alt]
 　f（-1/2）＝0．

于是f（x）的单调性和极值等性态可列表说明如下（表中用“→0”表示f（x）的极限为0）：

[image: alt]


用m（t）和M（t）分别表示f（x）在［t，+∞）上的最小值和最大值．由上表可知：

（1）当t≤-2时，m（t）＝f（-2）＝-1/2，M（t）＝f（1）＝1；

（2）当-2＜t≤-1/2时，[image: alt]
 M（t）＝f（1）＝1；

（3）当-1/2＜t≤1时，无m（t），M（t）＝f（1）＝1；

（4）当t＞1时，无m（t），[image: alt]


注　本例，由于f（-1/2）＝0，必须把t＝-1/2作为t取值的一个分界点．

八、确定曲线的凹凸与拐点

1．确定曲线y＝f（x）的凹凸与拐点的程序

（1）确定函数f（x）的连续区间．

（2）求方程f″（x）＝0的根，f″（x）不存在的点（f（x）在该点连续）．

（3）判别：f″（x）＝0的根和f″（x）不存在的点（若有的话）将连续区间分成若干个部分区间．设（a，b）是其中一个部分区间，当x∈（a，b）时，若f″（x）＞0或f″（x）＜0，则曲线y＝f（x）在（a，b）内凹或凸．

设f″（x0
 ）＝0或f″（x0
 ）不存在，若在点x0
 的左右邻域内f″（x）的符号相反，则点（x0
 ，f（x0
 ））是曲线y＝f（x）的拐点．

2．曲线凹凸与拐点的一般检验法（见本章第七节表1）

例1　设函数y＝f（x）具有二阶导数，且f′（x）＞0，f″（x）＞0，Δx为自变量x在点x0
 处的改变量，Δy与dy分别为f（x）在点x0
 处对应的增量与微分．若Δx＞0，则（　　）．

（A）0＜dy＜Δy

（B）0＜Δy＜dy

（C）Δy＜dy＜0

（D）dy＜Δy＜0

解1　选（A）．因f′（x）＞0，f″（x）＞0，故曲线y＝f（x）单调升且凹，按微分的几何意义（见图3-5）可知（A）成立．

解2　由于

Δy＝f（x0
 ＋Δx）－f（x0
 ）＝f′（ξ）Δx＞0，

x0
 ＜ξ＜x0
 ＋Δx，

又由f″（x）＞0知f′（x）单调增，即f′（ξ）＞f′（x0
 ），而dy＝f′（x0
 ）Δx＞0，故Δy＞dy＞0．
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图　3-5

解3　由题设，曲线y＝f（x）单调升且凹，故有

f（x0
 ＋Δx）＞f（x0
 ）＋f′（x0
 ）Δx

或　　　　　　　　Δy＝f（x0
 ＋Δx）－f（x0
 ）＞f′（x0
 ）Δx（＝dy）＞0．

例2　试证明曲线[image: alt]
 有三个拐点位于同一直线上．

证　曲线所对应函数的连续区间是（-∞，+∞）．
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令y″＝0得[image: alt]


列表判定：

[image: alt]


拐点有三个：[image: alt]
 和C（1，1）．

过点A，B的直线斜率[image: alt]
 过点A，C的直线斜率[image: alt]
 [image: alt]
 所以，点A，B，C在同一直线上．

例3　试证三次曲线y＝f（x）只有一个拐点，设其拐点为A（x0
 ，f（x0
 ）），并证明曲线y＝f（x）关于点A对称．

分析　若A（x0
 ，f（x0
 ））是三次曲线的拐点，将坐标原点平移到点A，只要证出在新坐标系XAY下，曲线方程为Y＝pX3
 ＋qX（奇函数）即可．

证　设

f（x）＝ax3
 ＋bx2
 ＋cx＋d　（a≠0），

x∈（-∞，+∞）．

因f″（x）＝6ax＋2b＝2（3ax＋b），当[image: alt]
 时，f″（x0
 ）＝0．而[image: alt]
 （x）＝6a，[image: alt]
 （x0
 ）＝6a≠0，所以，点（x0
 ，f（x0
 ））是曲线唯一的拐点．

将坐标轴平行移动，使点A（x0
 ，f（x0
 ））为原点，则在新坐标系XAY下（图3-6），曲线方程为Y＋f（x0
 ）＝f（X＋x0
 ）．由于
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图　3-6
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　　　　　　[image: alt]


所以　　　　　　　　　[image: alt]


显然有F（-X）＝-F（X）．这说明曲线Y＝F（X）关于原点A对称，从而曲线y＝f（x）关于拐点A（x0
 ，f（x0
 ））对称．

注　四次曲线可能有两个拐点，也可能没有拐点．

例4　设函数f（x）在Uδ
 （0）内有连续的二阶导数，且f′（0）＝0，试在下述条件下判别f（0）是否为函数f（x）的极值，（0，f（0））是否为曲线y＝f（x）的拐点：

[image: alt]


解　（1）由极限的保号性及已知极限式知，在[image: alt]
 （0）内，[image: alt]
 即f″（x）＞0；因f″（x）在Uδ
 （0）内连续，故曲线y＝f（x）在Uδ
 （0）内凹．又f′（0）＝0，即x＝0是驻点．可知f（0）是f（x）的极小值．

（2）由已知极限式及二阶导数在Uδ
 （0）内连续知，f″（0）＝0．又由极限的保号性及sinx在x＝0两侧近旁异号知，f″（x）在x＝0的两侧近旁异号，故（0，f（0））是曲线y＝f（x）的拐点．

例5　设函数f（x）满足关系式f″（x）＋［f′（x）］2
 ＝x，且f′（0）＝0，则（　　）．

（A）f（0）是f（x）的极大值

（B）f（0）是f（x）的极小值

（C）（0，f（0））是曲线y＝f（x）的拐点

（D）f（0）不是f（x）的极值，（0，f（0））也不是曲线y＝f（x）的拐点

解　选（C）．将x＝0代入已知式中，因f′（0）＝0，得f″（0）＝0．

由[image: alt]
 所以当x→0时，f′（x）是比x的高阶无穷小，从而［f′（x）］2
 是比x2
 的高阶无穷小．此时已知关系式可写成

f″（x）＝x＋o（x2
 ）　（x→0）．

在充分小的Uδ
 （0）内，当x＜0时，有f″（x）＜0；当x＞0时，f″（x）＞0．故（0，f（0））是曲线y＝f（x）的拐点．

九、用图形的对称性确定函数（曲线）的性态

1．关于x轴对称的图形

函数y＝f（x）与y＝-f（x）的图形关于x轴对称．

（1）增减性　在同一区间内，函数y＝f（x）与y＝-f（x）的增减性正好相反．

（2）极值　若点x0
 是函数y＝f（x）的极大（小）值点，f（x0
 ）是函数y＝f（x）的极大（小）值，则点x0
 是函数y＝-f（x）的极小（大）值点，-f（x0
 ）是函数y＝-f（x）的极小（大）值．

（3）凹向　在同一区间内，曲线y＝f（x）与y＝-f（x）的凹向正好相反．

（4）拐点　若点（x0
 ，f（x0
 ））是曲线y＝f（x）的拐点，则点（x0
 ，-f（x0
 ））是曲线y－f（x）的拐点．见例6．

（5）切线斜率　曲线y＝f（x）与y＝-f（x）在点x0
 处的切线斜率互为相反数．见例1及其图3-7．

2．关于y轴对称的图形

函数y＝f（x）与y＝f（-x）的图形关于y轴对称．

（1）增减性　函数y＝f（x）在区间（a，b）内的增减性与函数y＝f（-x）在对称区间（-b，-a）内的增减性正好相反．见例4．

（2）极值　若点x0
 是函数y＝f（x）的极大（小）值点，f（x0
 ）是函数y＝f（x）的极大（小）值，则点-x0
 是函数y＝f（-x）的极大（小）值点，f（-x0
 ）是函数y＝f（-x）的极大（小）值．

（3）凹向　曲线y＝f（x）在区间（a，b）内的凹向与曲线y＝f（-x）在对称区间（-b，-a）内的凹向相同．

（4）拐点　若点（x0
 ，f（x0
 ））是曲线y＝f（x）的拐点，则点（-x0
 ，f（-x0
 ）是曲线y＝f（-x）的拐点．

（5）切线斜率　曲线y＝f（x）在点x0
 处的切线斜率与曲线y＝f（-x）在点-x0
 处的切线斜率互为相反数．见例2及其图3-8．

3．关于坐标原点对称的图形

函数y＝f（x）与y＝-f（-x）的图形关于坐标原点对称．

（1）增减性　函数y＝f（x）在区间（a，b）内的增减性与函数y＝-f（-x）在对称区间（-b，-a）的增减性相同．见例8．

（2）极值　若点x0
 是函数y＝f（x）的极大（小）值点，f（x0
 ）是函数y＝f（x）的极大（小）值，则点-x0
 是函数y＝-f（-x）的极小（大）值点，-f（-x0
 ）是函数y＝-f（x）的极小（大）值．见例5．

（3）凹向　曲线y＝f（x）在区间（a，b）内的凹向与曲线y＝-f（-x）在其对称区间（-b，-a）内的凹向正好相反．见例8．

（4）拐点　若点（x0
 ，f（x0
 ））是曲线y＝f（x）的拐点，则点（-x0
 ，-f（-x0
 ））是曲线y＝-f（-x）的拐点．

（5）切线斜率　曲线y＝f（x）在点x0
 处的切线斜率与曲线y＝-f（-x）在点-x0
 处的切线斜率相同．见例3及其图3-9．

例1　函数y＝f（x）＝-2x3
 ＋3x2
 与y＝-f（x）＝2x3
 －3x2
 的图形见图3-7．
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图　3-7
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图　3-8

例2　函数y＝f（x）＝2x3
 －9x2
 ＋12x－3与y＝f（-x）＝-2x3
 －9x2
 －12x－3的图形见图3-8．

例3　函数[image: alt]
 的图形见图3-9．

例4　设函数f（x）在（-∞，+∞）内可导，对任意的x1
 ，x2
 ，当x1
 ＜x2
 时，有f（x1
 ）＜f（x2
 ），则（　　）．

（A）对任意的x，f′（x）＞0

（B）对任意的x，f′（x）≤0

（C）f（-x）单调增加

（D）f（-x）单调减少

解　选（D）．依题设，f（x）在（-∞，+∞）内单调增加．而函数y＝f（x）与y＝f（-x）的图形关于y轴对称，所以y＝f（-x）在（-∞，+∞）内单调减少．

f（x）单调增加，并不必须要求f′（x）＞0，只要f′（x）≥0，而等号只在一些点成立即可，故（A）不对．

[image: alt]


图　3-9

例5　设函数f（x）在（-∞，+∞）内有定义，x0
 ≠0是f（x）的极大值点，则（　　）．

（A）x0
 必为f（x）的驻点

（B）-x0
 必为-f（-x）的极小值点

（C）-x0
 必为-f（x）的极小值点

（D）对一切x，都有f（x）≤f（x0
 ）

解　选（B）．因函数y＝f（x）与y＝-f（-x）的图形关于原点对称，所以依题设，-x0
 必是-f（-x）的极小值点．

若用筛选法．因极值点未必是驻点，也未必是最大值点，应淘汰（A），（D）．对于（C），可以取

[image: alt]
 　则　[image: alt]


显然，x0
 ＝1是f（x）的极大值点，但-x0
 ＝-1不是-f（x）的极小值点．应淘汰（C）．

例6　设函数f（x）在（-∞，+∞）内连续，x0
 ≠0，f（x0
 ）≠0，且点（x0
 ，f（x0
 ））是曲线y＝f（x）的拐点，则（　　）．

（A）必有f″（x0
 ）＝0

（B）（x0
 ，-f（x0
 ））是曲线y＝-f（x）的拐点

（C）（-x0
 ，f（-x0
 ））不是曲线y＝f（-x）的拐点

（D）（-x0
 ，-f（-x0
 ））不是曲线y＝-f（-x）的拐点

解　选（B）．因y＝-f（x）与y＝f（x）的图形关于x轴对称，所以点（x0
 ，-f（x0
 ））必是曲线y＝-f（x）的拐点．因y＝f（-x）与y＝f（x）的图形关于y轴对称，所以点（-x0
 ，f（-x0
 ））是曲线y＝f（-x）的拐点．因y＝-f（-x）与y＝f（x）的图形关于原点对称，所以点（-x0
 ，-f（-x0
 ））是曲线y＝-f（-x）的拐点．

例7　设函数f（x）＝｜lnx｜，则（　　）．

（A）x＝1是f（x）的极值点，但（1，0）不是曲线y＝f（x）的拐点

（B）x＝1不是f（x）的极值点，但（1，0）是曲线y＝f（x）的拐点

（C）x＝1是f（x）的极值点，且（1，0）是曲线y＝f（x）的拐点

（D）x＝1不是f（x）的极值点，（1，0）也不是曲线y＝f（x）的拐点

解　选（C）．见图1-4．

例8　在（0，+∞）内，若f（x）＝-f（-x）且f′（x）＜0，f″（x）＞0，则在（-∞，0）内有（　　）．

（A）f′（x）＜0，f″（x）＜0

（B）f′（x）＜0，f″（x）＞0

（C）f′（x）＞0，f″（x）＜0

（D）f′（x）＞0，f″（x）＞0

解　选（A）．依题设y＝f（x）的图形关于坐标原点对称，在（0，+∞）内与在（-∞，0），函数的增减性相同，而曲线的凹向相反．

例9　设函数f（x）可能具备以下四款条件：

①可导函数；　　②周期函数；　　③偶函数；　　④奇函数．

若曲线y＝f（x）在其上点（x，y）和点（-x，-y）处的切线斜率相等，则f（x）同时是（　　）．

（A）①与②

（B）①与③

（C）①与④

（D）②与③

解　选（C）．可导的奇函数的图形关于原点对称且处处可作切线．

十、用函数的单调性、极值与最值证明不等式

1．用函数的单调性、极值证明不等式

欲证明当x＞a或在区间（a，b）上，有函数不等式f（x）＞g（x），这里假设f（x），g（x）均可导．其解题程序：

（1）作辅助函数F（x）＝f（x）－g（x）；

（2）由F′（x）讨论F（x）的增减性或极值，进而推出F（x）＞0．

常用的推证思路与方法：

（1）若F′（x）＞0，只要有F（a）≥0或[image: alt]
 即可（图3-10）．见本节例1．

[image: alt]


图　3-10

[image: alt]


图　3-11

若不能直接判定F′（x）的符号，可求二阶导数F″（x）．由F′（a）≥0，F″（x）＞0，可知F′（x）＞0．见例2．

一般情况，若F′（a）＝F″（a）＝…＝F（n－1）
 （a）＝0，而F（n）
 （x）＞0，则有F（x）＞0．见例3．

（2）若F′（x）＜0，只要推出[image: alt]
 或F（b）≥0即可（图3-11）．见例4．

（3）若有唯一的x0
 ∈（a，+∞）或x0
 ∈（a，b），使F′（x0
 ）＝0，且F（x0
 ）是极小值，只要有F（x0
 ）≥0，就有F（x）＞0（图3-12）．见例5．

[image: alt]


图　3-12

[image: alt]


图　3-13

（4）若有唯一的x0
 ∈（a，+∞）或x0
 ∈（a，b），使F′（x0
 ）＝0，且F（x0
 ）是极大值，只要有F（a）≥0，[image: alt]
 或F（a）≥0，F（b）≥0即可（图3-13）．见例6证1．

2．用函数的最值证明不等式

欲证明在区间I上有不等式

m≤F（x）≤M　或　m＜F（x）＜M，

设法求出F（x）在I上的最大值和最小值即可．见例6证2，例8，例9．

3．用不等式变形证明不等式

欲证的不等式若是数值不等式，通常是依待证的不等式或经恒等变形后的不等式，选取变量x，构造一个辅助函数，由证明函数不等式，最后再归结到数值不等式．见例10，例11．

例1　证明：当0＜x＜1时，[image: alt]


证　注意到

[image: alt]


令[image: alt]
 则

[image: alt]
 x∈（0，1）．

所以，当0＜x＜1时，F（x）单调增加，又F（0）＝0，从而F（x）＞F（0）＝0，即

[image: alt]
 　或　[image: alt]


例2　当x＞0时，证明：（1＋x）ln2
 （1＋x）＜x2
 ．

证　令F（x）＝x2
 －（1＋x）ln2
 （1＋x），则

F′（x）＝2x－ln2
 （1＋x）－2ln（1＋x），　x∈（0，+∞）．

因F′（x）的符号不易判定，求二阶导数

[image: alt]


因当x＞0时，ln（1＋x）＜x，可知，当x＞0时，F″（x）＞0．由此知F′（x）在x＞0时单调增加，又F′（0）＝0，则在x＞0时，F′（x）＞0．又因F（0）＝0，于是在x＞0时，F（x）＞0，即

（1＋x）ln2
 （1＋x）＜x2
 ．

例3　当0＜x＜1时，证明：[image: alt]


证　令[image: alt]
 则

F′（x）＝x＋e-x
 －cosx，　F′（0）＝0，　F″（x）＝1－e-x
 ＋sinx，　F″（0）＝0，

[image: alt]
 （x）＝e-x
 ＋cosx＞0，　x∈（0，1）．

由F″（x）＞0，可知F″（x）单调增加，有F″（x）＞F″（0）＝0；由F″（x）＞0推知F′（x）单调增加，且F′（x）＞F′（0）＝0．所以F（x）单调增加，有F（x）＞F（0）＝0，即[image: alt]


例4　证明：当x＞1时，[image: alt]


证　令

[image: alt]


则　　　　　　　　[image: alt]


所以，当x＞1时，f（x），F（x）均单调减少．又[image: alt]
 可知，当x＞1时，f（x）＞0，F（x）＞0．即所证不等式成立．

例5　证明：当x＞0时，（x2
 －1）lnx≥（x－1）2
 ．

证　令F（x）＝（x2
 －1）lnx－（x－1）2
 ，则

[image: alt]


显然，F（1）＝0是F（x）在（0，+∞）内的唯一极值且是极小值，所以当x＞0时，F（x）≥0，即（x2
 －1）lnx≥（x－1）2
 ．

例6　证明：当[image: alt]
 时，[image: alt]


证1　当[image: alt]
 时，显然有sinx＜x．令[image: alt]
 则

[image: alt]


在（0，π/2）内有唯一的极值点且是极大值点．又F（0）＝F（π/2）＝0，所以，当0＜x＜π/2时，F（x）＞0．综上，当[image: alt]
 时，有[image: alt]


证2　不等式可改写为[image: alt]
 令[image: alt]
 则

[image: alt]


又[image: alt]
 故当[image: alt]
 时，有[image: alt]


例7　证明：当x＞0时，[image: alt]


证　令[image: alt]
 则[image: alt]
 注意到[image: alt]
 为判定F′（x）的符号，再令[image: alt]
 则[image: alt]
 [image: alt]
 （x＞0）．由此，g（x）＞g（0）＝0，从而F′（x）＞0．于是F（x）＞F（0）＝0．所证不等式成立．

例8　设0＜x＜1，试证：[image: alt]


证　令[image: alt]
 则（见例2）

[image: alt]


又　　　　　　　[image: alt]


故　　　　　　　　　　　[image: alt]


例9　设0＜x＜1，试证：[image: alt]


分析　注意到xn
 （1－x）2n
 ＝［x（1－x）2
 ］n
 ，若能求得F（x）＝x（1－x）2
 在（0，1）上的最大值M（一定有｜M｜＜1），则等比级数可求和，只要其和[image: alt]
 即可．

证　令F（x）＝x（1－x）2
 ，则F′（x）＝（1－x）（1－3x）．显然，在（0，1）内有唯一驻点[image: alt]
 [image: alt]
 由于F（0）＝F（1）＝0，[image: alt]
 所以F（x）在（0，1）上的最大值是F[image: alt]
 即[image: alt]
 [image: alt]
 于是，当0＜x＜1时，[image: alt]
 证毕．

例10　证明：当0＜a＜b＜π时，bsinb＋2cosb＋πb＞asina＋2cosa＋πa．

分析　若令

F（x）＝xsinx＋2cosx＋πx，　x∈［a，b］，

所证不等式正是F（b）＞F（a）．显然，只要推出F（x）在［a，b］上单调增加即可．

证　令F（x）＝xsinx＋2cosx＋πx，则

F′（x）＝xcosx－sinx＋π，　F′（π）＝0；　F″（x）＝－xsinx＜0，　x∈（0，π）．

所以F′（x）在（0，π）上单调减少，且F′（x）＞F′（π）＝0．于是F（x）在（0，π）上单调增加，从而当0＜a＜b＜π时，F（b）＞F（a），即所证不等式成立．

例11　设b＞a＞0，n＞1为整数，证明：[image: alt]


分析　若令[image: alt]
 只要推出F（b）＞F（a）＝0即可，这只需证明F（x）在区间［a，b］上单调增加．

十一、用函数图形的凹凸证明不等式

解题思路　根据曲线凹凸性定义．

例1　设x＞0，y＞0，x≠y，证明：[image: alt]


分析　不等式可写做[image: alt]
 若设f（t）＝tlnt，按曲线y＝f（t）凹的定义，这只需证明f″（t）＞0．

证　设f（t）＝tlnt，t＞0．由于[image: alt]
 所以，f（t）＝tlnt在区间（x，y）或（y，x），x＞0，y＞0上是凹的，于是

[image: alt]
 　即　[image: alt]


例2　设x＞0，y＞0，0＜α＜β，证明：[image: alt]


分析　记u＝xα
 ，v＝yα
 ，则

[image: alt]


证　令[image: alt]
 则

[image: alt]


于是按曲线y＝f（t）为凹的定义，有

[image: alt]
 　即　[image: alt]


十二、用导数讨论方程的根

关于方程f（x）＝0的根在第一章十二中我们已讨论过．这里将用导数进一步讨论这个问题．

1．判别方程f（x）＝0存在根的解题思路

（1）用连续函数的零点定理．若题设有函数f（x）可导的条件，有时需先用导数的有关知识或微分中值定理，再用零点定理判定方程存在根．见本节例1．

（2）用罗尔定理．欲证方程f（x）＝0存在根，依f（x）作辅助函数F（x），使F′（x）＝f（x）；然后验证F（x）在区间［a，b］上满足罗尔定理的条件，则F′（x）＝f（x）＝0在（a，b）内至少存在一个根．见例2．其实，这就是本章第三节中，用微分中值定理证明中值等式的内容．

用广义罗尔定理也能判别方程存在根．

2．判别方程f（x）＝0实根个数的解题思路

（1）用函数f（x）的导数确定其增减区间、极值及凹凸，以考查曲线y＝f（x）与x轴交点的个数．见例3，例4，例5．

（2）用罗尔定理估计方程根的个数：设f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）可导．

1°若f′（x）在（a，b）内无零点，则f（x）＝0在（a，b）内最多只有一个根．见例6．

2°若f′（x）在（a，b）内有一个（m个）零点，则f（x）＝0在（a，b）内至多有两个（m＋1）个根．

推广　若f（n）
 （x）在（a，b）内无零点，则f（x）在（a，b）内至多有n个根．

3．判别方程根的唯一性

用函数的单调性或反证法．在用反证法时，有时要用到微分中值定理．见例7．

4．整式方程有重根的条件

整式方程f（x）＝0有二重根x＝a的充要条件是f（a）＝f′（a）＝0．

例1　设函数f（x）在区间［0，+∞）上可导，且f′（x）＜k＜0，f（0）＞0，证明函数f（x）在（0，+∞）内仅有一个零点．

分析　由题设，若能推出，存在x1
 ＞0，使f（x1
 ）＜0即可．为此须用到f′（x）＜k＜0，故应先用微分中值定理．

证　由题设，对任意的x＞0，f（x）在区间［0，x］上应用拉格朗日中值定理，存在ξ∈（0，x），有

f（x）－f（0）＝f′（ξ）（x－0）＜kx，　即　f（x）＜kx＋f（0）．

取[image: alt]
 则有[image: alt]


又f（0）＞0，根据连续函数的零点定理，存在η∈（0，x0
 ）使f（η）＝0，即f（x）在[image: alt]
 ⊂（0，+∞）至少存在一个零点．

因f′（x）＜0，所以f（x）在（0，+∞）单调减少，f（x）在（0，+∞）内仅能有一个零点．

例2　设函数f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可导，且f（0）＝0，[image: alt]
 证明方程[image: alt]
 在（0，1）内至少有一个根．

证　依[image: alt]
 令F（x）＝f（x）－arctanx，则F（x）在［0，1］上满足罗尔定理的条件，故在（0，1）内至少存在一点ξ，使F′（ξ）＝0，即[image: alt]
 ξ就是方程[image: alt]
 [image: alt]
 的根．

例3　考查三次方程x3
 ＋x2
 －x＋a＝0实根的个数是怎样随着a的值而变化的，其中把重根当做一个根看待．

分析　考查y＝x3
 ＋x2
 －x＋a的图形与x轴交点的个数，或将原方程变形为-x3
 －x2
 ＋x＝a，考查y＝-x3
 －x2
 ＋x的图形与直线y＝a交点的个数．

解　用后一种解法．令y＝-x3
 －x2
 ＋x，则y′＝-（x＋1）（3x－1）．

y的增减性、极值如下表：

[image: alt]


画出y＝-x3
 －x2
 ＋x的图形（图3-14），由此得出原方程实根的个数：

当[image: alt]
 或a＜-1时，方程有一个实根；当[image: alt]
 或a＝-1时，方程有两个（其中一个是重根）实根；当[image: alt]
 时，方程有三个实根．

[image: alt]


图　3-14

[image: alt]


图　3-15

例4　讨论曲线y＝4lnx＋k与y＝4x＋ln4
 x的交点个数．

解　问题等价于讨论方程ln4
 x－4lnx＋4x－k＝0（x＞0）有几个不同的实根．

令φ（x）＝ln4
 x－4lnx＋4x－k，则当[image: alt]
 时，x＝1．

当0＜x＜1时，φ′（x）＜0，即φ（x）单调减少；当x＞1时，φ′（x）＞0，即φ（x）单调增加，故φ（1）＝4－k为函数φ（x）的最小值．

当k＜4，即4－k＞0时，φ（x）＝0无实根，即两条曲线无交点．

当k＝4，即4－k＝0时，φ（x）＝0有唯一实根，即两条曲线只有一个交点．

当k＞4，即4－k＜0时，由于

[image: alt]


故φ（x）＝0有两个实根，分别位于（0，1）与（1，+∞）内，即两条曲线有两个交点．

例5　设f（x）在（a，b）内二阶可导，且f″（x）＜0；存在x0
 ∈（a，b）使得f′（x0
 ）＝0，f（x0
 ）＞0；又[image: alt]
 求证：f（x）在（a，b）内恰有两个零点．

证　由f″（x）＜0知，在（a，b）上的曲线弧y＝f（x）凸，又由已知条件知，曲线上的点（x0
 ，f（x0
 ））在x轴上方，曲线弧的两个端点（a，A），（b，B）在x轴的下方，所以曲线y＝f（x）与x轴恰有两个交点，这两个交点的横坐标就是f（x）在（a，b）的两个零点（见图3-15）．

例6　设函数f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导．若f′（x）在（a，b）内没有零点，则方程f（x）＝0在（a，b）内最多只有一个根．

证　用反证法．假设f（x）＝0有两个根，设为x1
 和x2
 ，且x1
 ＜x2
 ，即有f（x1
 ）＝f（x2
 ）＝0．在区间［x1
 ，x2
 ］上应用罗尔定理，则存在ξ∈（x1
 ，x2
 ），使f′（ξ）＝0．这与f′（x）在（a，b）内没有零点矛盾．从而f（x）＝0在（a，b）内最多只有一个根．

例7　设在闭区间［0，1］上，有0＜f（x）＜1，f（x）可微且f′（x）≠1，证明在（0，1）内有且仅有一个x，使f（x）＝x．

证　令F（x）＝f（x）－x．由题设F（x）在［0，1］上连续，且F（0）＝f（0）－0＞0，F（1）＝f（1）－1＜0．由零点定理，在（0，1）内至少存在一点x，使

F（x）＝f（x）－x＝0，　即　f（x）＝x．

用反证法证唯一性．假设存在x1
 ，x2
 ∈（0，1），且x1
 ＜x2
 ，使f（x1
 ）＝x1
 ，f（x2
 ）＝x2
 成立，则在区间［x1
 ，x2
 ］上应用拉格朗日中值定理，有

[image: alt]


此与题设f′（x）≠1矛盾．故只能存在唯一的x∈（0，1），使f（x）＝x．

例8　设f（x）是二次以上的整式，试证：

（1）f（x）除以（x－a）2
 时余式是f′（a）x＋f（a）－af′（a）；

（2）f（x）能被（x－a）2
 整除的充要条件是f（a）＝f′（a）＝0．

分析　设f（x）除以（x－a）2
 的商为g（x），余式为px＋q，则

f（x）＝（x－a）2
 g（x）＋px＋q．

按欲证的结果，应用f（a）和f′（a）表示p，q即可．

证　（1）设f（x）除以（x－a）2
 时的商为g（x），余式为px＋q，则

[image: alt]


由此，余式px＋q＝f′（a）x＋f（a）－af′（a）．

（2）由（1）的结果可知，f（x）能被（x－a）2
 整除的充要条件是不论x为何值时，f（x）＝（x－a）2
 g（x），即f′（a）x＋f（a）－af′（a）＝0成立．于是f′（a）＝0，f（a）－af′（a）＝0同时成立，从而f（a）＝f′（a）＝0．

例9　确定α的值，使四次方程x4
 ＋2x3
 －3x2
 －4x＋α＝0有两个重根，并求这时方程的根．

解　令f（x）＝x4
 ＋2x3
 －3x2
 －4x＋α，则f′（x）＝2（x＋2）（2x＋1）（x－1）．显然，f′（x）＝0的根是x1
 ＝-2，[image: alt]
 x3
 ＝1，其中有两个应是f（x）＝0的重根．

由f（-2）＝0得α＝4；由[image: alt]
 得[image: alt]
 由f（1）＝0得α＝4．可知当α＝4时，方程有两个重根，其两个重根是x1
 ＝-2，x3
 ＝1．

例10　设λ是函数[image: alt]
 的极值，求证：方程

ax2
 ＋bx＋c－λ（αx2
 ＋βx＋γ）＝0

有重根．

分析　若令g（x）＝ax2
 ＋bx＋c－λ（αx2
 ＋βx2
 ＋γ），应推出存在x0
 ，使

g（x0
 ）＝g′（x0
 ）＝0．

证　设x0
 是函数f（x）的极值点，则有

[image: alt]


即　　　　　[image: alt]


由于λ是f（x）的极值，由上式得

[image: alt]


或写做

[image: alt]


若设g（x）＝ax2
 ＋bx＋c－λ（αx2
 ＋βx＋γ），则（1）式和（2）式正是g（x0
 ）＝0和g′（x0
 ）＝0，即所给方程有重根x＝x0
 ．

十三、几何与经济最值应用问题

求解最大值与最小值问题的解题程序：

（1）分析问题，建立目标函数．在充分理解题意的基础上，设出自变量与因变量．一般，是把问题的目标，即要求的量作为因变量，把它所依赖的量作为自变量，建立二者的函数关系，即目标函数，并确定函数的定义域．

（2）解极值问题．确定自变量的取值，使目标达到最大值或最小值．

（3）作出结论．即回答题目所提出的问题．

例1　一城市距两条相互垂直的河道分别为64km与27km（见图3-16）．今要在两河之间修一条通过该城的铁路，问如何修法使铁路最短．

解　设铁路与水平河道的夹角为α，铁路长为S．由图3-16知，目标函数

[image: alt]


图　3-16

[image: alt]


由　　　　　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


得[image: alt]
 即[image: alt]
 又

S″＝27（csc3
 α＋cscα·cot2
 α）＋64（sec3
 α＋secα·tan2
 α）＞0　（因α是锐角）．所以，当所修铁路与水平河道的夹角[image: alt]
 时，铁路最短．此时，｜OB｜＝100km，铁路长｜AB｜＝125km．

例2　在椭圆[image: alt]
 位于第一象限的部分上求一点P，使该点处的切线、椭圆及两坐标轴所围图形的面积为最小．

分析　图3-17中阴影部分的面积A＝直角三角形EOF的面积[image: alt]
 为此，需求得椭圆上过点P的切线方程．

[image: alt]


图　3-17

解　设P（x0
 ，y0
 ）为所求的切点，由题设，有

[image: alt]
 　或　[image: alt]


由椭圆方程可求得在点P（x0
 ，y0
 ）处的切线方程为

[image: alt]


令x＝0，得　　　　　[image: alt]


令y＝0，得　　　　　[image: alt]


于是直角三角形EOF的面积[image: alt]
 从而得目标函数

[image: alt]


因　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


故当[image: alt]
 时，所围图形的面积最小．此时[image: alt]
 即所求切点为P[image: alt]


例3　设总成本函数为下述三次函数形式

C＝C（Q）＝aQ3
 ＋bQ2
 ＋cQ＋d．

为使这个函数具有经济意义，对其系数a，b，c，d应如何限制？

分析　总成本函数必须具备两个性质：

（1）单调增加函数，由此边际成本[image: alt]


（2）固定成本非负，即[image: alt]


解　在所给三次函数中，d应表示固定成本，应有C（0）＝d≥0．又

[image: alt]


边际成本函数MC是二次函数且为正，从图形上看，MC曲线应在第一象限（Q≥0）内呈U型且具有正的极小值．我们以此来限制a，b，c．

先求MC的极小值．由

[image: alt]
 　得　[image: alt]


又应有　　　　　　　　　[image: alt]
 　知　a＞0．

从而由[image: alt]
 知b＜0．将[image: alt]
 代入MC函数，有

[image: alt]


为确保边际成本函数MC的最小值（即极小值）为正，除限定a＞0，b＜0外，由（1）式看，还需限定3ac－b2
 ＞0，即应有c＞0，3ac＞b2
 ．

由以上分析知，为使三次总成本函数具有经济意义，对其系数应限制

a＞0，　c＞0，　d≥0，　b＜0，　3ac＞b2
 ．

例4　设平均收益函数和总成本函数分别为

AR＝a－bQ（a＞0，b＞0）；[image: alt]


当边际收益MR＝67，需求价格弹性[image: alt]
 时，其利润最大．

（1）求利润最大时的产量；　　　　（2）确定a，b的值．

解　（1）由总成本函数得边际成本函数MC＝Q2
 －14Q＋100．利润最大时，有MR＝MC，即67＝Q2
 －14Q＋100，解得Q1
 ＝3，Q2
 ＝11．因为

[image: alt]


R＝P·Q＝AR·Q＝aQ－bQ2
 ，

[image: alt]


故当Q2
 ＝11时，满足利润极大时的充分条件，即利润最大时，产量Q＝11．

（2）因边际收益MR与需求价格弹性Ed
 之间有关系式

[image: alt]


将MR＝67，[image: alt]
 代入上式，可得利润最大时的价格P＝89．

由于AR＝a－bQ，MR＝a－2bQ，将MR＝67，P＝AR＝89，Q＝11代入上二式，可得a＝111，b＝2．

例5　一房地产公司有50套公寓要出租．当每套公寓的租金定为每月180元时，公寓可全部租出去．当租金每月增加10元时，就有一套公寓租不出去，而租出去的每套公寓每月要花费20元的维护费．问：每套公寓的租金定为多少时可获得最大收入？

解　设因增加租金而少租出x套公寓，于是可租出去公寓（50－x）套，每套租出去的公寓可获得收入（180＋10x－20）元．从而，房地产公司获得的收入

R（x）＝（50－x）（180＋10x－20）＝8000＋340x－10x2
 ，x∈（0，50）．由R′（x）＝340－20x＝0得x＝17．又R″（x）＝-20＜0（对任意x均成立），所以x＝17是收入函数的极大值点，也是取最大值的点．

因180＋10×17＝350，即当每套公寓的租金定为每月350元时，可获得最大收入．

例6　设某企业的生产函数（或总产量函数）为Q＝g（L），其中Q是产品的产量，L是劳动力数量；需求函数为P＝φ（Q），其中P是产品的价格；劳动力供给函数为W＝ψ（L），其中W为工资率，即每个劳动力所付工资．

（1）该企业以利润最大化为目标，在不考虑固定成本的情况下，试推导出下述关系式

[image: alt]


其中[image: alt]
 为需求价格弹性，[image: alt]
 为劳动力供给弹性，[image: alt]
 为边际产量．

（2）在上述条件下，当企业的收益达到最大时，将有劳动力供给弹性θ＝-1．

解　（1）依题设，企业追求最大利润，在不计固定成本时，利润函数为

π＝R－C＝P·Q－W·L，

其中P＝φ（Q），Q＝g（L），W＝ψ（L），上式以L为自变量．

由极值存在的必要条件，用复合函数的导数法则，有

[image: alt]
 　即　[image: alt]


由反函数的导数，上式可写做

[image: alt]


因边际产量[image: alt]
 并注意Ed
 和θ的表示式，上式便是

[image: alt]


（2）企业的总收益函数为R＝P·Q＝φ（Q）·Q，由极值存在的必要条件，有

[image: alt]
 　即　[image: alt]


因MP＞0，W＞0，由（2）式，当收益最大时，有θ＝-1．

例7　已知厂商的总收益函数和总成本函数分别为

R＝αQ－βQ2
 （α＞0，β＞0），C＝aQ2
 ＋bQ＋c（a＞0，b＞0，c＞0）．

厂商追求最大利润，政府征收产品税．

（1）确定税率t，使征税收益最大；

（2）试说明当税率t增加时，产品的价格随之增加，而产量随之下降；

（3）征税收益最大时的税率t由消费者和厂商各分担多少？

解　（1）用T表示征税收益，则目标函数是T＝tQ．税后总成本函数是

Ct
 ＝aQ2
 ＋bQ＋c＋tQ．

由于[image: alt]
 由[image: alt]
 得[image: alt]
 又

[image: alt]
 　显然，　[image: alt]


故税后，获最大利润的产出水平是[image: alt]
 这时，征税收益函数是

[image: alt]


由[image: alt]
 得[image: alt]
 又

[image: alt]
 （对任何t皆成立），

所以，当税率[image: alt]
 时，征税收益最大．

（2）由总收益函数得产品的价格（也称需求）函数[image: alt]
 税后的价格

[image: alt]


因[image: alt]
 所以，价格随t增加而增加，产量随t增加而减少．

（3）在上述Qt
 的表示式中，当t＝0时（即不纳税），是厂商获最大利润的产量，这时的产量Q0
 和价格P0
 分别是

[image: alt]


于是，消费者承担的税率额是

[image: alt]


而厂商承担的税率额是

[image: alt]


例8　设有一定量的酒，若现时（t＝0）出售，售价为A元；若储藏一个时期（不计储藏费），可高价出售，已知酒的未来售价（称为酒价）y是时间t的函数

[image: alt]


又设资金的贴现率为r，按连续复利计算，为使利润最大，酒应在何时出售？

分析　这里的利润最大，就是使收益的现在值最大．若资金的贴现率为常数r，且收益函数y＝f（t）的增长率Rg
 是单调减少的，使收益的现在值最大的最佳时间是，收益函数的增长率等于资金的贴现率．

[image: alt]


图　3-18

解　由已知条件，销售收益的现在值是

[image: alt]


由于[image: alt]
 即收益的增长率[image: alt]
 [image: alt]
 （见图3-18）．因此由[image: alt]
 得[image: alt]
 又

[image: alt]


故酒应在[image: alt]
 时销售，收益最大，销售收益的现在值是

[image: alt]


例如，若r＝0.1，则t＝25年．显然，贴现率越高，最佳储藏时间越短．

十四、用洛必达法则求极限

应用洛必达法则需注意下列各项：

（1）化简，分离出非未定式．用一次洛必达法则后，若算式[image: alt]
 较繁，必须进行化简；若算式中有非未定式，应将其分离出来，并算出结果．

（2）连续用洛必达法则．将极限式[image: alt]
 化简（若有必要），并分离出非未定式（若存在）后，先观察可否算得极限A或∞，若是，就得到结果；若否，检查是否为[image: alt]
 型或[image: alt]
 型未定式，若是，可再用一次洛必达法则．

（3）洛必达法则失效．若[image: alt]
 或∞，也不是未定式，不能断定极限[image: alt]
 不存在，出现这种情况，说明洛必达法则不能应用于该极限，这时需改用其他方法求极限．洛必达法则失效常见的情况：

1°当x→0时，函数式中含[image: alt]
 或[image: alt]
 当x→∞时，函数式中含sinx或cosx．例如

求[image: alt]
 ，因[image: alt]
 而[image: alt]
 不存在．此题如下求解：

[image: alt]


又如，[image: alt]
 也不能用洛必达法则．

2°多次用洛必达法则，极限式出现循环现象．例如，

[image: alt]


用两次洛必达法则均还原．应改用下法：

[image: alt]


（4）结合其他方法．用洛必达法则求极限时，要注意结合运用以前学过的极限公式和求极限的方法．极限式中含[image: alt]
 （k是正整数）时，可考虑用变量代换[image: alt]


（5）数列的极限可用函数的极限求之（见本节例6，例7（2））．

数列不能求导数，有时，极限[image: alt]
 可改为极限[image: alt]
 可用洛必达法则．

例1　求下列极限：

[image: alt]


解　（1）[image: alt]


　　　　　　　[image: alt]


（2）因[image: alt]
 故

[image: alt]


例2　求极限[image: alt]


解　注意到当x→0时，（ex
 －1）～x，先分离非未定式，并用无穷小代换．

[image: alt]


例3　求证：[image: alt]


证　（1）当k为正整数时，用k次法则，有

[image: alt]


当k为正数时，若x≥1，就有0≤xk
 ≤x［k］＋1
 ，因[image: alt]
 由夹逼准则[image: alt]


[image: alt]


例4　求下列极限：

[image: alt]


解　（1）[image: alt]


　　　　　　[image: alt]


（2）[image: alt]


例5　设f（x）在a的某邻域内二阶可导，且f′（a）≠0，求

[image: alt]


解　依题设，f（x）在x＝a处连续，则[image: alt]
 这是∞－∞型．

　　　　[image: alt]


注　（1）式仍是[image: alt]
 型，但此处不能用洛必达法则，因为题设没有f″（x）连续，因而不能判定[image: alt]
 但f（x）在x＝a处二阶可导，故可用导数定义求（1）式的极限．若题设f（x）有二阶连续导数，则可再用一次洛必达法则．

例6　求[image: alt]


解　因[image: alt]
 其中

　　　　　　　　[image: alt]


故　　　　　　　　　　[image: alt]


例7　设数列｛yn
 ｝满足0＜y1
 ＜π，yn＋1
 ＝sinyn
 （n＝1，2，…）．

（1）证明[image: alt]
 存在，并求该极限；　　（2）计算[image: alt]


证　（1）用数列极限的单调有界准则．依题意，有

[image: alt]
 y2
 ＝siny1
 ＜y1
 ，[image: alt]


类推有　　　　　　　　　0＜yn＋1
 ＝sinyn
 ＜yn
 ，　n＝2，3，…．

即｛yn
 ｝单调减少且有下界，于是极限[image: alt]
 存在，记为A．

令n→∞，对yn＋1
 ＝sinyn
 取极限，得A＝sinA．

可以证明f（x）＝x－sinx在（-∞，+∞）内单调增加，且有唯一零点，所以A＝0．

（2）[image: alt]
 其中

　　　　　　　　　　[image: alt]


例8　设[image: alt]
 其中f（x）具有二阶连续导数，且f（0）＝0，试证：函数g（x）具有一阶连续导数．

证　当x≠0时，[image: alt]
 因f（x），f′（x）均连续，显然g′（x）存在且连续．

现证明，当x＝0时，g′（x）存在且连续．先证g（x）在x＝0处可导．由导数定义

[image: alt]


这里，用到了[image: alt]
 和二阶导数定义．

再由连续的定义证g′（x）在x＝0处连续：

[image: alt]


十五、用泰勒公式求极限

1．常用的带佩亚诺余项的泰勒（麦克劳林）公式

[image: alt]


[image: alt]


2．利用带佩亚诺余项的泰勒公式求极限的思路

若极限[image: alt]
 是[image: alt]
 型未定式，而f（x）或g（x）是若干项的代数和（这时不能用等价无穷小代换），可将f（x）或g（x）表达式中各非幂函数的初等函数，用其适当阶在点x0
 的泰勒公式代换，使原极限转化为关于x－x0
 的有理分式的极限，而这种极限是易求的．

求当x→∞的极限时，可作代换[image: alt]
 考虑t→0时的极限，把待求极限表达式中各非幂函数的初等函数，用其适当阶关于[image: alt]
 的麦克劳林公式代换．

例1　求下列极限：

[image: alt]


解　（1）注意到，当x→0时，分母是x的四阶无穷小，将[image: alt]
 展开到o（x4
 ）即可．由于[image: alt]
 故

[image: alt]


（2）因分母是x3
 ，将ex
 展开到o（x2
 ），sinx展开到o（x3
 ）即可．由于

[image: alt]


故　　　　　　　　　[image: alt]


例2　求下列极限：

[image: alt]


解　（1）当x→∞时，[image: alt]
 注意到极限式中的因子x4
 ，将cos[image: alt]
 展开到o[image: alt]
 因

[image: alt]


故　　　　　　　[image: alt]


（2）注意到极限式中第二项的因子x2
 ．利用ln（1＋t）的麦克劳林公式得

[image: alt]


例3　设f″（x）存在，证明：

[image: alt]


证1　用洛必达法则：

[image: alt]


证2　因f″（x）存在，用二阶泰勒公式：

[image: alt]


将上二式代入欲证等式左端，有

[image: alt]


例4　设o（x3
 ）是当x→0时比x3
 高阶的无穷小，试确定A，B，C的值，使得

ex
 （1＋Bx＋Cx2
 ）＝1＋Ax＋o（x3
 ）．

解1　已知式可写成（ex
 －1）＋（Bex
 －A）x＋Cex
 x2
 ＝o（x3
 ），这就是要在条件

[image: alt]


之下推出A，B，C的值．由洛必达法则

[image: alt]


由（1）式看必有

[image: alt]


由（2）式看必有

[image: alt]


和　　　　　　　　　　　[image: alt]


由（3），（4）和（5）式可解得A＝1/3，B＝-2/3，C＝1/6．

解2　用泰勒公式计算．因为

[image: alt]


　　　　　　　　　　[image: alt]


又ex
 （1＋Bx＋Cx2
 ）＝1＋Ax＋o（x3
 ），所以

[image: alt]


由上式两端x的同次幂系数进行比较，可解得A＝1/3，B＝-2/3，C＝1/6．

习　题　三

1．填空题：

（1）[image: alt]


（2）设在［0，1］上f″（x）＞0，则f′（0），f′（1），f（1）－f（0）由小到大的顺序为＿＿＿．

（3）设n为正奇数，则[image: alt]
 的极值是＿＿＿．

（4）数列[image: alt]
 的最大项是＿＿＿．

（5）曲线[image: alt]
 的拐点是＿＿＿．

2．单项选择题：

（1）当x＜x0
 时，f′（x）＞0；当x＞x0
 时，f′（x）＜0，则x0
 必定是函数f（x）的（　　）．

（A）驻点

（B）极大值点

（C）极小值点

（D）以上均不可选

（2）已知函数f（x）当x＞0时满足f″（x）＋3［f′（x）］2
 ＝xlnx，且f′（1）＝0，则（　　）．

（A）f（1）是f（x）的极小值

（B）f（1）是f（x）的极大值

（C）（1，f（1））是曲线y＝f（x）的拐点

（D）f（1）不是f（x）的极值，（1，f（1））也不是曲线y＝f（x）的拐点

（3）曲线y＝ax3
 ＋bx2
 ＋cx＋d（a≠0）有一拐点，且在此拐点处有一水平切线，则a，b，c之间的关系是（　　）．

（A）a＋b＋c＝0

（B）b2
 －3ac＝0

（C）b2
 －4ac＝0

（D）b2
 －6ac＝0

（4）若3a2
 －5b＜0，则方程x5
 ＋2ax3
 ＋3bx＋4c＝0（　　）．

（A）有唯一实根

（B）有三个不同的实根

（C）有五个不同的实根

（D）无实根

（5）当x→0时，［cos（xe2x
 ）－cos（xe-2x
 ）］与x2
 相比是（　　）．

（A）高阶无穷小

（B）低阶无穷小

（C）同阶非等价无穷小

（D）等价无穷小

3．设函数f（x）在［0，+∞）上可导，且[image: alt]
 证明存在ξ＞0，使[image: alt]


4．设f（x）在［a，b］上取正值且可导，证明存在ξ∈（a，b），使[image: alt]


5．设f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，且f（x）≠0，证明存在ξ，η∈（a，b），使

[image: alt]


6．求不等式[image: alt]
 的解集．

7．求函数f（x）＝xn
 （1－x）m
 （m，n为正整数）的极值．

8．设函数f（x）满足[image: alt]
 且｜a｜≠｜b｜．

（1）求出f（x）并判别其奇偶性；

（2）若c＞0，｜a｜＞｜b｜，b≠0，则a，b满足什么条件时，f（x）方有极大值和极小值？

9．试确定a，b的值，使函数[image: alt]
 仅有两个相异的负值驻点，且有唯一极值点为x＝-2．

10．设二阶可导函数y＝f（x）由方程x3
 －3xy2
 ＋2y3
 ＝32所确定，讨论并求出f（x）的极值．

11．求函数[image: alt]
 在［-1，3］上的值域．

12．确定k的值，使曲线y＝k（x2
 －3）2
 在拐点处的法线通过原点．

13．设f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可导，f（0）＝0，f（x）在［0，1］上不恒为零，试证存在ξ∈（0，1），使f（ξ）f′（ξ）＞0．

14．设函数f（x）在（a，b）内二阶可导，且f″（x）＞0，证明当a＜α＜β＜b时，有

（β－α）f′（α）＜f（β）－f（α）＜（β－α）f′（β）．

15．设x＞0，证明[image: alt]


16．设f（x）在［a，+∞）上二阶可导，且f″（x）＜0，f（a）＞0，f′（a）＜0，证明方程f（x）＝0在（a，+∞）内必有且仅有一个实根．

17．试求曲线y＝x-2
 上点（x，y）处的切线被两坐标轴所截线段的最短长度．

18．设产品的需求函数与供给函数分别为

Qd
 ＝a－bP（a＞0，b＞0），　Qs
 ＝-c＋dP（c＞0，d＞0），

其中，ad＞bc．若厂商以供需一致来控制产量，政府对产品征税，求税率t为何值时，征税收益最大．

19．用洛必达法则求下列极限：

[image: alt]


20．用泰勒公式求下列极限：

[image: alt]



第四章　不定积分

一、原函数与不定积分概念

1．原函数存在的充分条件

在区间I上连续的函数f（x），在该区间上存在原函数F（x）．这是充分条件而非必要条件．见例1．

2．原函数是连续函数

按原函数的定义，若F（x）是f（x）的原函数，则F（x）一定是可导函数，从而F（x）一定是连续函数．

3．分段函数求不定积分的程序

（1）分别在各个部分区间内求不定积分的表达式，积分常数用不同的字母；

（2）由原函数在分段点处的连续性确定不同积分常数之间的关系，最终要用一个字母表示不定积分中的任意常数．

若不是求不定积分，而是求满足特定条件的一个原函数，上述程序（2）就是由原函数在分段点处的连续性确定不同积分常数的取值．

例1　设函数[image: alt]
 试判定：

（1）f（x）在x＝0是否连续？

（2）[image: alt]
 是否是f（x）在（-∞，+∞）内的一个原函数？

解　（1）由于[image: alt]
 不存在，故x＝0是f（x）的间断点．

（2）当x≠0时，[image: alt]


当x＝0时，[image: alt]


综上可知F（x）是f（x）在（-∞，+∞）内的一个原函数．

例2　设∫f′（tanx）dx＝lntanx＋C，求f（x）．

解　已知等式两端对x求导，得

[image: alt]
 　即　[image: alt]


于是　　　　　　[image: alt]


例3　设函数f（x）满足下列条件，求f（x）：

（1）f（0）＝2，f（-2）＝0；　（2）f（x）在x＝-1，x＝5处有极值；

（3）f（x）的导数是x的二次函数．

解　因x＝-1，x＝5为极值点及f（x）的导数是x的二次函数，可设

f′（x）＝a（x＋1）（x－5）＝a（x2
 －4x－5），

于是　　　　　　　　[image: alt]


由f（0）＝2，得C＝2，由f（-2）＝0，有[image: alt]
 解得a＝3．

所求函数　　　　　f（x）＝x3
 －6x2
 －15x＋2．

例4　在区间（-∞，+∞）上，函数f（x）＝sin｜x｜的一个原函数F（x）＝（　　）．

[image: alt]


解　选（D）．注意到

[image: alt]


对（A）：-cos｜x｜＝-cosx是sinx的一个原函数；对（B）：在x≠0时，是f（x）的一个原函数，它在x＝0处不连续；对（C）：是f（x）的不定积分；对（D）：在x＝0处连续，是f（x）的一个原函数．

注　对（C）：当C取某一个固定值C0
 时，它也是f（x）的一个原函数．

例5　求不定积分[image: alt]


解　因1－sin2x＝sin2
 x＋cos2
 x－2sinxcosx＝（sinx－cosx）2
 ，则

I＝∫｜sinx－cosx｜dx．

当[image: alt]
 时，　I＝∫（cosx－sinx）dx＝sinx＋cosx＋C1
 ；

当[image: alt]
 时，　I＝∫（sinx－cosx）dx＝-cosx－sinx＋C2
 ．

由于原函数必须在[image: alt]
 处连续，所以令[image: alt]
 有

[image: alt]


可取[image: alt]
 于是

[image: alt]


例6　已知f（x）的一个原函数是[image: alt]
 求∫xf′（x）dx．

解　由[image: alt]
 得[image: alt]
 于是

[image: alt]


注　对等式∫xf′（x）dx＝xf（x）－∫f（x）dx可用对两端求导数来证明．用此等式，在求∫xf′（x）dx时，就无需先求出f′（x）．

二、被积函数具有什么特征可用第一换元积分法求积分

用第一换元积分法的思路：

第一换元积分法的实质，是将基本积分公式中的积分变量x代换以x的可微函数φ（x）后，公式仍然成立．例如

由公式[image: alt]
 可得公式（见例5）

[image: alt]


可用第一换元积分法的被积函数的特征：g（x）＝f（φ（x））φ′（x）．

从g（x）的表达式可知，被积函数g（x）可看做是两个因子的乘积：其中一个因子是φ（x）的函数f（φ（x））（是积分变量x的复合函数），另一个因子是φ（x）的导数φ′（x）（可以差常数因子），这大致分两种情况：

（1）g（x）具有上述特征，有的g（x）显现该形式；有的g（x）则是隐含该形式，将被积函数简单变形方可看成f（φ（x））φ′（x）形式．见本节例2～例7．

（2）g（x）本身不具有上述特征，但经代数或三角函数恒等变形后，便呈现f（φ（x））φ′（x）形式．见例8～例12．

例1　设f′（x）＝sinx，且f（0）＝-1；又F（x）是f（x）的一个原函数，且F（0）＝0，求：

[image: alt]


解1　用基本积分公式，由已知条件知，f（x）＝-cosx，F（x）＝-sinx．

[image: alt]


[image: alt]


解2　用第一换元积分法．因[image: alt]
 有

[image: alt]


例2　求不定积分[image: alt]


分析　视[image: alt]
 则[image: alt]
 用公式

[image: alt]


解　[image: alt]


下列各积分均用上述公式（1）．

（1）由于d（ex
 sinx）＝（ex
 sinx＋ex
 cosx）dx，所以

[image: alt]


（2）由于[image: alt]
 所以

[image: alt]


例3　求不定积分[image: alt]


分析　视[image: alt]
 则[image: alt]
 用公式

[image: alt]


解　[image: alt]


下列各积分均用上述公式（2）．

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）由于[image: alt]
 所以

[image: alt]


（4）由于[image: alt]
 所以

[image: alt]


例4　求不定积分[image: alt]


分析　视[image: alt]
 则[image: alt]
 用公式

[image: alt]


解　[image: alt]


下列各积分均用上述公式（3）．

（1）由于[image: alt]
 所以

[image: alt]


（2）由于d（sin2
 x）＝2sinxcosxdx＝sin2xdx，所以

[image: alt]


例5　求不定积分[image: alt]


解　注意到[image: alt]
 且[image: alt]


[image: alt]


用上例的方法可求下列各积分：

（1）[image: alt]


（2）由于dxx
 ＝xx
 （1＋lnx）dx，所以

[image: alt]


例6　求不定积分[image: alt]


分析　视[image: alt]
 则φ′[image: alt]
 用公式

[image: alt]


解　[image: alt]


下列各积分用上述公式（4）．

（1）[image: alt]


（2）由于cos2x＝1－2sin2
 x，且dsinx＝cosxdx，所以

[image: alt]


例7　求不定积分[image: alt]


分析　视φ（x）＝x4
 ，则φ′（x）＝4x3
 ，且x8
 ＝（x4
 ）2
 ．用公式

[image: alt]


解　[image: alt]


下列各积分用上述公式（5）．

（1）因[image: alt]
 所以

[image: alt]


（2）因[image: alt]
 且dsin2x＝2cos2xdx，所以

[image: alt]


例8　求不定积分[image: alt]


分析　若被积函数为[image: alt]
 型，则它总可分为[image: alt]
 （这里尚有常数因子）之和．前一式可用第一换元积分法，后一式分下面三种情况：

（1）当Δ＝b2
 －4ac＞0时，将ax2
 ＋bx＋c因式分解，被积函数分项后，用第一换元积分法．如本例．

（2）当Δ＝b2
 －4ac＝0时，将ax2
 ＋bx＋c写成（Ax＋B）2
 ，再用第一换元积分法．

（3）当Δ＝b2
 －4ac＜0时，配方：ax2
 ＋bx＋c＝A2
 ＋（Bx＋C）2
 ，再用第一换元积分法．

解　[image: alt]
 其中

[image: alt]


于是　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


例9　求不定积分∫cos2
 xsin3
 xdx．

分析　对∫sinm
 x·cosn
 xdx型积分，其中m，n为正整数或其中之一为零，分两种情形求积分：

（1）当m和n都是偶数或其中之一为零时，用三角公式

[image: alt]


化被积函数为易于求出积分的函数．

（2）当m或n中至少有一个为奇数时，例如m＝2k＋1（k＝0，1，2，…，l），则

∫sin2k＋1
 x·cosn
 xdx＝∫sin2k
 x·cosn
 x·sinxdx＝-∫（１－cos2
 x）k
 cosn
 xd（cosx）．

显然，被积函数是关于cosx的多项式，可求出结果．

解　[image: alt]


例10　求下列不定积分：

[image: alt]


解　分母有理化后将成为常数．

[image: alt]


例11　求下列不定积分：

[image: alt]


解　（1）分母、分子分别乘e-x
 ；（2），（3）（分母看成1）先将分子有理化，再分项．

[image: alt]


　　　　[image: alt]


例12　求下列不定积分：

[image: alt]


解　（1）由于d（xex
 ）＝ex
 （x＋1）dx，而分子是（x＋1），分母、分子同乘ex
 ，得

[image: alt]


（2）由于d（xln2
 x）＝lnx（lnx＋2）dx，而分子是（lnx＋2），分母、分子同乘lnx，得

[image: alt]


三、第二换元积分法——用变量替换求积分

根据被积函数的特征，可作如下变量替换．

1．根式替换

被积函数含[image: alt]
 由[image: alt]
 令[image: alt]
 见本节例1（1）．

被积函数含[image: alt]
 和[image: alt]
 若k是n和m的最小公倍数，由[image: alt]
 令[image: alt]
 见例1（2）．

被积函数含[image: alt]
 由[image: alt]
 令[image: alt]
 见例1（3）．

2．三角函数替换

被积函数含[image: alt]
 令x＝asint，则[image: alt]
 见例3（1）．

被积函数含[image: alt]
 令x＝atant，则[image: alt]
 见例1（1）．

被积函数含[image: alt]
 令x＝asect，则[image: alt]


被积函数含[image: alt]
 先配方化为[image: alt]
 （A＜0）或[image: alt]
 （A＞0）形式，再用上述替换．见例3（2）．

3．倒替换

被积函数是分式，若分母、分子关于x的最高次幂分别是α和β，当α－β＞1时，可试用[image: alt]
 见例3（1）．

4．指数替换及其推广

被积函数含ex
 ，由ex
 ＝t，令x＝lnt；若含ax
 ，令[image: alt]


被积函数含[image: alt]
 由[image: alt]
 令x＝ln（t2
 [image: alt]
 a）．

例1　求下列不定积分：

[image: alt]


解　令[image: alt]
 则dx＝tdt．

[image: alt]


注　被积函数含（t2
 ＋1）2
 可按含[image: alt]
 来考虑．

（2）令x＝t6
 －3，则dx＝6t5
 dt．

[image: alt]


（3）令[image: alt]
 则[image: alt]


[image: alt]


例2　求不定积分[image: alt]


解　令[image: alt]
 则[image: alt]
 从而

[image: alt]


例3　求下列不定积分：

[image: alt]


解　（1）令x＝2sint，则dx＝2costdt，

[image: alt]


这里，在变量还原时，由x＝2sint，可得[image: alt]


也可用图形（图4-1）作变量还原．由x＝2sint，根据[image: alt]
 作出直角三角形，得[image: alt]


[image: alt]


图　4-1

（2）注意到（5－4x－x2
 ）′＝-4－2x，先将被积函数分项，再将根号内的二次三项式配方：

[image: alt]


例4　求不定积分[image: alt]


解1　由[image: alt]
 令[image: alt]
 则[image: alt]


[image: alt]


解2　由ex
 ＝t，令x＝lnt，则[image: alt]


[image: alt]


四、可用分部积分法求积分的常见类型

1．分部积分法公式的意义

分部积分法公式

∫uv′dx＝uv-∫vu′dx　或　∫udv＝uv-∫vdu

是两个函数乘积求导数公式的逆用．它是将难以计算的积分∫uv′dx转化为易于计算的积分∫vu′dx．

当被积函数可看做是两个函数乘积（不适用第一换元积分法）时，一般用分部积分法．用分部积分法的关键是选取哪一个函数为u，哪一个函数为v′．选取的原则是：

（1）选做v′的函数，应易于计算v；

（2）所选的u和v′，应使积分∫vu′dx较∫uv′dx易于计算；

（3）有的不定积分需要两次（或多于两次）用分部积分法，第一次选做v′（或u）的函数，第二次不能选由v′（或u）所得到v（或u′）做u（或v′），否则第二次运用，被积函数又将复原．

2．可用分部积分法求积分的常见类型

（1）∫xn
 ebx
 dx，∫xn
 sinbxdx，∫xn
 cosbxdx，其中n是正整数，xn
 也可是n次多项式pn
 （x）．选取u＝xn
 ，v′＝ebx
 ，sinbx，cosbx．见本节例2．

（2）∫xn
 lnxdx，∫xn
 arcsinxdx，∫xn
 arctanxdx，其中n是正整数或零，xn
 也可是n次多项式Pn
 （x）．选取u＝lnx，arcsinx，arctanx，v′＝xn
 ．见例3．

当n＝0时，被积函数只是一个因子，如∫arctanxdx．一般情况，当被积函数只有一个因子，而又不适于用换元积分法时，可从分部积分法入手．

（3）∫ekx
 sin（ax＋b）dx，∫ekx
 cos（ax＋b）dx．可设u＝ekx
 ，或设u＝sin（ax＋b），cos（ax＋b）．见例4（2）．

（4）被积函数含有lnf（x），arcsinf（x），arccosf（x），arctanf（x）等函数的积分，一般选取u＝lnf（x），arcsinf（x）等．不过这时往往是换元积分法和分部积分法并用．见例6．

例1　若[image: alt]
 则f（x），g（x）分别为（　　）．

（A）lncosx，tanx

（B）lncosx，-cotx

（C）lnsinx，tanx

（D）ln｜sinx｜，-cotx

解　选（D）．由分部积分法公式知，g′（x）＝csc2
 x，g（x）f′（x）＝-cot2
 x．由此，g（x）＝-cotx，f′（x）＝cotx，从而f（x）＝ln｜sinx｜．

例2　求下列不定积分：

[image: alt]


解　[image: alt]


[image: alt]


例3　求下列不定积分：

[image: alt]


解　（1）[image: alt]


　（2）注意到[image: alt]
 所以

[image: alt]


例4　求下列不定积分：

（1）∫sec3
 xdx；　　　（2）∫e2x
 sin2
 xdx．

解　（1）因dtanx＝sec2
 xdx，所以

[image: alt]


移项得　　　　　　　　　[image: alt]


（2）[image: alt]
 而

[image: alt]


移项得　　　　　　　　　　　[image: alt]


从而　　　　　　　　　　　[image: alt]


本例用了分部积分法后，出现了循环现象，即等式右端又出现了原来的不定积分，但这恰好解决了问题．用分部积分法时，有些题目出现这种情况．

例5　求不定积分∫xex
 sinxdx．

解　记[image: alt]
 于是

　　　[image: alt]


例6　求下列不定积分：

[image: alt]


解　（1）令[image: alt]
 且[image: alt]
 则

[image: alt]


（2）令[image: alt]
 且[image: alt]
 又[image: alt]
 则

[image: alt]


例7　求下列不定积分：

[image: alt]


解　先分项，再用分部积分法．

（1）[image: alt]


（2）注意到d（x＋cosx）＝（1－sinx）dx，

　　　　[image: alt]


注　当被积函数作为整体看，不易求原函数时，可采取先分项，其中一项用分部积分法后，存在相互抵消部分．

例8　试推出下列不定积分的递推公式：

（1）In
 ＝∫sinn
 xdx；　　　（2）In
 ＝∫（arcsinx）n
 dx．

解　用分部积分法．

（1）[image: alt]


移项并整理，得递推公式

[image: alt]


由此，就把计算In
 归结为计算In－2
 ，继续使用，最后归结为计算

I0
 ＝∫dx＝x＋C　或　I1
 ＝∫sinxdx＝-cosx＋C．

（2）令arcsinx＝t，则x＝sint．于是

[image: alt]


五、有理函数的积分——分项积分法

1．真分式的分解

设[image: alt]
 为有理真分式．真分式可用待定系数法化为部分分式之和．确定待定系数有两种方法：

（1）比较系数法：比较恒等式两端x同次幂的系数；

（2）代值法：在恒等式（或先化简）中代入特殊的x值，这种方法有时较为简便．

真分式可化为下述四种类型的部分分式：

[image: alt]


2．真分式的积分

上述四种部分分式之不定积分为

[image: alt]


[image: alt]


其中[image: alt]
 （1）式第一个积分

[image: alt]


（1）式第二个积分可用分部积分法得递推公式

[image: alt]


有理函数的积分，是把真分式分解为部分分式的代数和，然后逐项积分，这种方法也称为分项积分法．见例1．

从理论上讲，任何有理函数都可求得其原函数，而且它们是有理函数、对数函数及反正切函数．但需指出，上述方法具体使用时，计算比较麻烦．因此，对有理函数的积分，最好先充分分析被积函数的特点，或先试算，选择其他简便的方法．见例2．

例1　求下列不定积分：

[image: alt]


解　（1）用代值法确定待定系数．令

[image: alt]


则上式通分之后有

3x2
 －8x－1＝A（x＋2）＋B（x－1）（x＋2）＋C（x－1）2
 （x＋2）＋D（x－1）3
 ．

令x＝1，得-6＝3A，A＝-2；令x＝-2，得27＝-27D，D＝-1；

令x＝0，得-1＝2（A－B＋C）-D，即C-B＝1；

令x＝2，得-5＝4（A＋B＋C）＋D，即C＋B＝1．

由关于B与C的方程组，得B＝0，C＝1．于是

[image: alt]


所求积分　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


（2）令[image: alt]
 则通分之后有

4x＝（A＋B）x4
 ＋（B＋C）x3
 ＋（2A＋B＋C＋D）x2
 ＋（B＋C＋D＋E）x＋A＋C＋E．

比较上式两端同次幂的系数，可得A＝-1，B＝1，C＝-1，D＝2，E＝2．所求积分

[image: alt]


又　　　　　　　　　[image: alt]


故　　　　　　　　[image: alt]


例2　求下列不定积分：

[image: alt]


解　（1）解1　用倒替换，令x＝1／t，则

[image: alt]


解2　[image: alt]


（2）解1　[image: alt]


解2　[image: alt]


（3）因（x4
 ＋3x2
 ＋2）＝（x2
 ＋1）（x2
 ＋2），又2xdx＝dx2
 ，

[image: alt]


六、用解方程组的方法求不定积分

用解方程组求不定积分的思路：

（1）欲求I1
 ＝∫f（x）dx，若能恰当地选择I2
 ＝∫g（x）dx，使得

[image: alt]


①　我们约定，在解题过程中，∫f（x）dx表示f（x）不带任意常数的原函数．

则　　　　　　[image: alt]


这里，I1
 ±I2
 应较容易地求得．见本节例1～例3．

（2）欲求I1
 ＝∫f（x）dx，若令I2
 ＝∫xdf（x），因

I1
 ＋I2
 ＝∫［f（x）dx＋xdf（x）］＝∫d（xf（x））＝xf（x），

若　　　　　　I1
 －I2
 ＝∫［f（x）－xf′（x）］dx＝G（x），

则　　　　　[image: alt]


这里，I1
 －I2
 应较容易求得．见例4，例5．

（3）欲求I1
 ＝∫f（x）dg（x），若令I2
 ＝∫g（x）df（x），因

I1
 ＋I2
 ＝∫［f（x）dg（x）＋g（x）df（x）］＝∫d［f（x）g（x）］＝f（x）g（x），

若　　　　　　　　I1
 －I2
 ＝∫［f（x）g′（x）－g（x）f′（x）］dx＝G（x），

则　　　　　　　　[image: alt]


这里，首先需将不定积分I1
 的被积表达式写成f（x）dg（x）型，其次I1
 －I2
 应较容易地求得．见例6～例8．

例1　求[image: alt]


解　注意到[image: alt]
 则

[image: alt]


于是[image: alt]
 也得到[image: alt]


例2　求[image: alt]


解　注意到I1
 被积表达式的分母是asinx＋bcosx，且

（asinx＋bcosx）′＝acosx－bsinx．

令[image: alt]
 则

[image: alt]


于是　　　　　　　　　[image: alt]


也可得到　　　　　　　　[image: alt]


例3　求[image: alt]


解　注意到sin2
 x＋sinxcosx＝sinx（sinx＋cosx），令[image: alt]
 则

[image: alt]


对I2
 ，令[image: alt]
 则

[image: alt]


于是

[image: alt]


由（1）式

[image: alt]


例4　求I1
 ＝∫cos（lnx）dx．

解　因I1
 ＝∫xdsin（lnx），令I2
 ＝∫xdcos（lnx）＝-∫sin（lnx）dx，则

I1
 ＋I2
 ＝xcos（lnx），　I1
 －I2
 ＝xsin（lnx）．

于是　　　　　　　　　　　[image: alt]


也可得　　　　　　　　　　　[image: alt]


例5　求[image: alt]


解　因[image: alt]
 令[image: alt]
 则

[image: alt]


[image: alt]


于是　　　　　　　　　　　[image: alt]


也可得　　　　　　　　　[image: alt]


例6　求I1
 ＝∫eax
 sinbxdx，I2
 ＝∫eax
 cosbxdx．

解　因[image: alt]
 而

[image: alt]


则aI1
 ＋bI2
 ＝eax
 sinbx，aI2
 －bI1
 ＝eax
 cosbx．于是

[image: alt]


例7　求[image: alt]


解　因[image: alt]
 而

[image: alt]


则[image: alt]
 于是

[image: alt]


例8　求[image: alt]


解　因[image: alt]
 令

[image: alt]


则　　　　　　　　　　　[image: alt]


于是　　　　　　　　　　　[image: alt]


也可得　　　　　　　　　　　[image: alt]


习　题　四

1．填空题：

（1）设[image: alt]
 则f（x）＝＿＿＿．

（2）设F″（x）＝2x，F′（0）＝0，F（0）＝1，则F（x）＝＿＿＿．

（3）设f（x）＝lnx，则[image: alt]
 f′（e2x
 ）dx＝＿＿＿．

（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


2．单项选择题：

（1）在区间（-a，a）上，[image: alt]
 的一个原函数不是（　　）．

[image: alt]


（2）设函数[image: alt]
 则f（x）的一个原函数是（　　）．

[image: alt]


（3）设f′（sin2
 x）＝cos2x＋tan2
 x，则f（x）＝（　　）．

（A）-x2
 －ln｜1－x｜＋C

（B）-x2
 ＋ln｜1－x｜＋C

（C）x2
 －ln｜1－x｜＋C

（D）x2
 ＋ln｜1－x｜＋C

（4）[image: alt]


[image: alt]


（5）设f（x）有一个原函数xlnx，则∫xf（x）dx＝（　　）．

[image: alt]


3．求不定积分∫e-｜x｜
 dx．

4．求下列不定积分：

[image: alt]


5．设[image: alt]
 且f（φ（x））＝lnx，求∫φ（x）dx．

6．求下列不定积分：

[image: alt]


7．求不定积分[image: alt]


8．用下列四种变量替换求[image: alt]


[image: alt]


9．求下列不定积分：

[image: alt]


10．设[image: alt]
 求f（x）．

11．求下列不定积分：

[image: alt]


12．用解方程组的方法求下列不定积分：

[image: alt]


13．设y＝f（x）与x＝φ（y）互为反函数，证明[image: alt]



第五章　定　积　分

一、定积分定义及其几何意义

用定积分定义计算定积分，为计算方便一般是将区间［a，b］分成n等份，每一个小区间的长[image: alt]
 f（ξi
 ）中的ξi
 取小区间端点坐标，先作出积分和[image: alt]
 然后令Δx→0，这时必有n→∞，算出积分和的极限．

例1　用定积分的定义计算定积分[image: alt]


解　将区间［2，4］分作n等分，则分点的坐标为[image: alt]
 （i＝0，1，2，…，n），小区间长度[image: alt]
 取[image: alt]
 （小区间的右端点），作积分和

[image: alt]


于是　　　　　　　　　　　[image: alt]


例2　下列函数中，在区间［-1，3］上不可积的是（　　）．

[image: alt]


解　选（B）．因f（x）在［a，b］上有界是可积的必要条件，而[image: alt]
 即f（x）在［-1，3］上有无穷型间断点x＝0．

（A）在［-1，3］上有界，只有两个间断点x＝-1，x＝3；（C）在［-1，3］上连续；（D）在［-1，3］上有界，只有一个间断点x＝0．

例3　在区间［a，b］上，设f（x）＞0．根据定积分的几何意义，若下式成立

[image: alt]


则（　　）．

（A）f′（x）＞0，f″（x）＞0

（B）f′（x）＜0，f″（x）＜0

（C）f′（x）＞0，f″（x）＜0

（D）f′（x）＜0，f″（x）＞0

解　选（C）．如图5-1所示，[image: alt]
 ＝曲边梯形aABb的面积，

[image: alt]
 ＝梯形aABb的面积，　（b－a）f（b）＝矩形aDBb的面积．

例4　设f（x）在区间［a，b］上连续，且f（x）＞0，f′（x）＞0，其反函数为x＝φ（y）．用定积分的几何意义说明下式成立：

[image: alt]


[image: alt]


图　5-1

解　假设曲线在第一象限内，如图5-2所示．[image: alt]
 表示曲边梯形aABb的面积，[image: alt]
 表示曲边梯形αABβ的面积（令f（a）＝α，f（b）＝β）；而bf（b）表示矩形OβBb的面积，af（a）表示矩形OαAa的面积．显然aABb的面积＋αABβ的面积＝OβBb的面积-OαAa的面积，即上述等式成立．

[image: alt]


图　5-2

[image: alt]


图　5-3

特别地，当a＝0时（图5-3），有等式

[image: alt]


二、确定积分的大小与取值范围

为便于应用，关于定积分的性质，这里作一些补充说明．

（1）保号性　若f（x）在［a，b］上非负、连续，且f（x）≢0，则[image: alt]


（2）比较性质　若f（x），g（x）在［a，b］上连续，且f（x）≤g（x），f（x）≢g（x），则

[image: alt]


（3）积分中值定理　若f（x）在［a，b］上连续，则在［a，b］上至少存在一点ξ，使得

[image: alt]


注　积分中值定理中的ξ是在闭区间［a，b］上取得，我们可以证明，ξ一定也可在开区间（a，b）内取得．如下证明：

对任意x∈［a，b］，记[image: alt]
 则F（x）在［a，b］上满足拉格朗日中值定理的条件，故存在ξ∈（a，b），使得

F（b）－F（a）＝F′（ξ）（b－a），

即　　　　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


积分第一中值定理　设f（x），g（x）在［a，b］上连续，且g（x）＞0（实际上g（x）不变号即可），则在［a，b］上至少存在一点ξ，使得

[image: alt]


积分中值定理是积分第一中值定理当g（x）＝1时的特例．

注　（1）积分第一中值定理中，在“闭区间［a，b］上至少存在一点ξ”，也可改为在“开区间（a，b）内至少存在一点ξ”．

（2）积分第一中值定理的证明如下：

因为f（x），g（x）在［a，b］上连续，且g（x）＞0，由最值定理知，f（x）在［a，b］上有最大值M和最小值m，即m≤f（x）≤M，故

mg（x）≤f（x）g（x）≤mg（x），

于是　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


因此[image: alt]
 由连续函数介值定理，存在ξ∈［a，b］，使

[image: alt]
 　即　[image: alt]


1．比较两个定积分大小的解题思路

（1）若积分区间相同，可根据被积函数的性质或用微分学知识，在该区间上比较两个被积函数的大小．见本节例1．

（2）若积分区间不同，则

1°当积分区间长度和被积函数相同，且被积函数具有单调性时，可利用定积分的几何意义进行比较．见例2（1）．

2°一般情况，可通过变量替换，将积分区间化成相同的，再比较两个被积函数．见例2（2），例3．

（3）可判定定积分是大于零，小于零或等于零进行比较．见例5．

（4）也可先用积分第一中值定理，化简被积函数，再计算定积分的值，进行比较．见例4．

2．证明不等式[image: alt]
 或[image: alt]
 的解题思路

（1）先确定被积函数f（x）在积分区间［a，b］上的界限，再用估值定理或比较性质．确定f（x）的界限的方法有：

1°用微分法求出f（x）在［a，b］上的最值．见例6解1．

2°通过放缩f（x），写出f（x）在［a，b］上的界限．

3°先用积分第一中值定理，再放缩f（x），写出f（x）在［a，b］上的界限．见例6解2．

（2）先放缩被积函数或积分区间，然后通过计算出定积分的值而得到要证的不等式．见例7～例11．

例1　比较下列各对定积分的大小：

[image: alt]


解（1）在区间[image: alt]
 内，sinx≤x，且sinx单调增加，cosx单调减少，故

sin（sinx）≤sinx（sin（sinx）≢sinx），cos（sinx）＞cosx（cos（sinx）≢cosx）．

于是　　　　　　　　　[image: alt]


即I1
 ＜I2
 ．

（2）解1　令[image: alt]
 由于

[image: alt]


故F（x）在［0，1］上单调减少；又F（0）＝0，所以，在［0，1］上，F（x）≤F（0）＝0，即[image: alt]
 且[image: alt]
 于是I1
 ＜I2
 ．

解2　用拉格朗日中值定理．函数f（x）＝ln（1＋x）在区间［0，x］上，由于

[image: alt]
 　即　[image: alt]


由定积分的比较性质，I1
 ＜I2
 ．

例2　判别下列各不等式的正确性：

[image: alt]


解　（1）函数[image: alt]
 在［0，+∞）上单调减少，且[image: alt]
 ＞0．如图5-4所示．又因积分区间长度相同，由定积分的几何意义知曲边梯形的面积A1
 大于曲边梯形的面积A2
 ，即不等式成立．

[image: alt]


图　5-4

（2）被积函数在所考查的积分区间上非单调．用变量替换，将后一个积分的积分区间化为［0，π］．

[image: alt]


因为，当x∈［0，π］时，[image: alt]
 且[image: alt]
 由定积分的比较性质，所给不等式不正确，应将不等号改变方向．

例3　设函数f（x）在［0，1］上连续且单调减少，证明对任给常数α∈（0，1），有

[image: alt]


证　作变换

[image: alt]


因0＜α＜1，0≤x≤1，故αx＜x．又因f（x）单调减，故f（αx）＞f（x）．由定积分的比较性质有

[image: alt]


例4　证明[image: alt]


证　只需证明I2
 －I1
 ≥0．用积分第一中值定理．

[image: alt]


　　　　[image: alt]
 其中[image: alt]


例5　设[image: alt]


[image: alt]


则有不等式关系（　　）．

（A）I2
 ＜I3
 ＜I1


（B）I1
 ＜I3
 ＜I2


（C）I2
 ＜I1
 ＜I3


（D）I3
 ＜I1
 ＜I2


解　选（D）．因sin2
 x，cos2
 x，x2
 是偶函数，[image: alt]
 是奇函数，故[image: alt]
 是奇函数，从而

[image: alt]


例6　估计定积分[image: alt]
 的值所在范围．

解1　令[image: alt]
 因[image: alt]
 故f（x）在［0，1］上的最小值为[image: alt]
 最大值为f（0）＝1．由估值定理有

[image: alt]


解2　用积分第一中值定理．因e-x
 ＞0，故有

[image: alt]


由[image: alt]
 有[image: alt]
 从而有

[image: alt]


注　在估计定积分值所在范围时，用积分中值定理要比用估值定理估计得更精确些．

例7　证明[image: alt]


分析　注意到[image: alt]


证　先放缩被积函数，再计算定积分的值．当x∈［0，1］时，有

[image: alt]


故　　　　　　　　　　　　[image: alt]


即有　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


例8　证明[image: alt]


解　在区间（0，1）上，4＞4－x2
 ＋x3
 ＞4－x2
 ，即[image: alt]
 由于

[image: alt]


由比较性质，得　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


注　若用估值定理证明，易求得被积函数在区间［0，1］上的最大值与最小值分别为[image: alt]
 和1/2．显然，这得不到所要证明的不等式．

例9　证明[image: alt]


证　注意到｜sinx｜≤1且在区间[image: alt]
 上，ex
 ＞e＞0．

[image: alt]


例10　设函数f（x）在［0，1］上存在连续的导数，且f（0）＝0，f（1）＝1，则

[image: alt]


证　注意到［e-x
 f（x）］′＝e-x
 ［f′（x）－f（x）］，且在［0，1］上ex
 ≥1．

[image: alt]


例11　证明[image: alt]


证　因在（0，1）上，[image: alt]
 在[image: alt]
 放大被积函数：

[image: alt]


因［0，1］⊂［0，+∞），缩小积分区间；又在（0，1）上，[image: alt]
 且[image: alt]
 故

[image: alt]


所以，欲证不等式成立．

三、变上限积分定义的函数的性质及其导数

1．变限定积分的性质

设f（x）在［a，b］上连续，x∈［a，b］，则函数[image: alt]
 有如下性质：

（1）F（x）在［a，b］上连续、可导且是函数f（x）在［a，b］上的一个原函数．

（2）F（x）的奇偶性：若f（x）为奇函数，则[image: alt]
 为偶函数[image: alt]
 f（x）的全体原函数∫（x）dx均为偶函数[image: alt]
 ；若f（x）为偶函数，则只有[image: alt]
 为奇函数．

即奇函数的一切原函数皆为偶函数；而偶函数的原函数中只有一个为奇函数．

（3）F（x）的周期性：若f（x）是区间（-∞，+∞）内连续的奇函数，且是以T为周期的周期函数，则F（x）也是以T为周期的周期函数．事实上

[image: alt]


注　若f（x）是周期函数而不是奇函数，则F（x）未必是周期函数．例如，f（x）＝1＋sinx是周期函数，而

[image: alt]


却不是周期函数．

2．变限定积分的导数

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]
 见例2．

（3）[image: alt]
 的导数：

这是由两层变限积分表示的函数，可如下求导数（见例3）：

1°由外层向内层直接对变上限求导数．

2°设[image: alt]
 则[image: alt]
 然后再求导数．

3°也可用分部积分法，先将F（x）化成单层积分，然后再求导数．

（4）[image: alt]
 的导数：

被积函数f（t，x）中，t是积分变量，x是参变量．若含参变量x的部分不能提到积分号前面，可如下求导（例5，例6）：

1°先作变量替换，要去掉被积函数中的参变量x，使x只能在积分限中出现，然后再求导，这是一般方法．

2°若定积分可求出，也可先求出定积分，然后再对参变量x求导．

例1　设函数f（x）在（-∞，+∞）内为奇函数，且可导，则奇函数是（　　）．

[image: alt]


解　选（B）．因[image: alt]
 为偶函数，[image: alt]
 为奇函数．f′（x）是偶函数，sinf′（x）是偶函数，f（sint）是奇函数，[image: alt]
 是偶函数．sint＋f（t）是奇函数，[image: alt]
 是偶函数．

例2　设f（x）为连续函数，φ（x）为可微函数，求[image: alt]


解　注意到（φ（x）－t）f（t）＝φ（x）f（t）－tf（t），则

[image: alt]


例3　设[image: alt]
 求F″（x）．

解1　令[image: alt]
 则[image: alt]
 且F′（x）＝f（x）．于是

[image: alt]


解2　[image: alt]


例4　设[image: alt]
 求[image: alt]


解　[image: alt]
 因

[image: alt]
 　故　[image: alt]


例5　求[image: alt]


解1　令x＋t＝u，则[image: alt]
 于是

[image: alt]


解2　先求定积分，再求导．

[image: alt]


例6　设[image: alt]
 求[image: alt]


解1　令x2
 －t2
 ＝u，则-2tdt＝du．于是[image: alt]


解2　设G（x）为f（x）的某一原函数，则

[image: alt]


于是　　　　　　　　　　　　[image: alt]


四、变限定积分的极限的求法

1．[image: alt]
 型未定式极限的求法

（1）一般方法是用洛必达法则．见本节例1，例4解1，例5．

（2）先用积分中值定理，再求极限．见例3解2，例4解2．

（3）先用变限积分的等价无穷小代换，再求极限．见例2，例3解1．

常用的等价无穷小　由于当x→0时，x～sinx，x～tanx等等，所以当x→0时，有

[image: alt]


由此，也可推出：当x→0时，若φ（x）→0，则有

[image: alt]


2．[image: alt]
 型未定式极限的求法

一般是用洛必达法则（见例6）．

这里需补充说明，对分式的极限，当分母的极限是无穷大时，分子的极限可以不必验证是否为无穷大就可试用洛必达法则求极限．有下述结论：

（1）设函数f（x），g（x）在（a，+∞）内可导，g′（x）≠0，又[image: alt]
 且[image: alt]
 [image: alt]
 （或∞），则[image: alt]
 （或∞）．

（2）设函数f（x），g（x）在（x0
 ，x0
 ＋δ）内可导，g′（x）≠0，又[image: alt]
 且[image: alt]
 （或∞），则[image: alt]
 （或∞）．

例1　若[image: alt]
 求a，b，c的值．

解　由于[image: alt]
 且c≠0，故必有[image: alt]
 从而b＝0．用洛必达法则

[image: alt]


故必有a＝1，从而[image: alt]


例2　讨论函数[image: alt]
 在x＝0处的连续性．

解　注意到，当x→0时，[image: alt]
 因

[image: alt]


故f（x）在x＝0处连续．

例3　设[image: alt]
 当x→0时，f（x）是g（x）的（　　）．

（A）低阶无穷小

（B）高阶无穷小

（C）等价无穷小

（D）同阶但不等价无穷小

解1　选（D）．注意到，当x→0时[image: alt]
 令xt＝u，则

[image: alt]


故f（x）与g（x）是同阶但不等价无穷小．

解2　由积分中值定理，存在ξ介于x3
 与x4
 之间，有[image: alt]
 于是

[image: alt]


例4　设函数f（x）在（-∞，+∞）内有连续的导数，求

[image: alt]


解1　令u＝t＋x，则[image: alt]
 令u＝t－x，则[image: alt]
 [image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


解2　由积分中值定理，存在ξ介于-x与x之间，使

[image: alt]


于是

[image: alt]


[image: alt]
 （因x→0+
 时，有ξ→0，且f′（t）连续）．

例5　设函数f（x）在（-∞，+∞）内连续，且在x≠0时可导，又函数[image: alt]
 [image: alt]


解　由题设，F（x）可导，且

[image: alt]


由二阶导数定义

[image: alt]


注　本例下述写法是错误的．由[image: alt]
 得F″（x）＝f（x）＋f（x）＋xf′（x），从而F″（0）＝2f（0）．这是因为由题设，并不知道f′（0）存在．

例6　求下列极限：

[image: alt]


解　（1）注意到x→+∞时，[image: alt]
 用洛必达法则有

[image: alt]


（2）当x→∞时，[image: alt]


五、变限定积分函数的单调性、极值、凹凸与拐点

由于变限定积分是函数，这与第三章讨论同样问题的解题程序和思路是一致的．这里及以后篇章经常用到以下二式

[image: alt]


例1　设f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导且f′（x）＜0，

[image: alt]


试证：（1）F（x）在（a，b）内单调减少；（2）0＜F（x）－f（x）＜f（a）－f（b）．

证　（1）[image: alt]


由f′（x）＜0知f（x）单调减少，即在（a，b）内，当ξ＜x时，有f（x）＜f（ξ）．又（x－a）＞0，可得F′（x）＜0，即F（x）在（a，b）内单调减少．

（2）因[image: alt]
 又由f（x）单调减少知，f（a）＞f（ξ），f（x）＞f（b），于是有

0＜F（x）－f（x）＜f（a）－f（b）．

例2　设[image: alt]


（1）求F（x）的极大值M；　（2）若把M看做是a的函数，求当a为何值时，M取极小值．

解　（1）由F′（x）＝x2
 －a2
 ＝0得x＝-a，x＝a，又F″（x）＝2x．

当a＞0时，F″（-a）＝-2a＜0，所以极大值

[image: alt]


当a＜0时，F″（a）＝2a＜0，所以极大值

[image: alt]


（2）当a＞0时，[image: alt]
 由[image: alt]
 得a＝1（a＝-1舍）．又[image: alt]
 故当a＝1时M取极小值；当a＜0时，[image: alt]
 因[image: alt]
 无解，此时无极值．

例3　设f（t）＞0且是连续的偶函数，又函数

[image: alt]


试讨论下列问题：

（1）导函数F′（x）的单调性；　（2）当x为何值时，F（x）取得最小值？

（3）若函数F（x）的最小值作为a的函数，它等于f（a）－a2
 －1，求函数f（t）；

（4）曲线y＝F（x）的凹凸性．

解　（1）因x∈［-a，a］，所以

[image: alt]


于是　　　　　　　　[image: alt]


F″（x）＝f（x）＋f（x）＝2f（x）＞0（因f（x）＞0），

故F′（x）在区间［-a，a］内是单调增加函数．

（2）由[image: alt]
 在［-a，a］上为偶函数），得F（x）的唯一驻点x＝0；又F″（0）＝2f（0）＞0，所以当x＝0时，函数F（x）取最小值．

（3）求F（x）在［-a，a］上的最小值．

[image: alt]


由[image: alt]
 令a＝0，得f（0）＝1．上式两端对a求导，得

2af（a）＝f′（a）－2a，　即　[image: alt]


上式两端求不定积分，得ln［f（a）＋1］＝a2
 ＋C，再由f（0）＝1得C＝ln2，于是[image: alt]
 [image: alt]
 故[image: alt]


（4）由（1）知，F′（x）在［-a，a］内单调增加，所以曲线y＝F（x）在［-a，a］内凹．

例4　证明[image: alt]


分析　令[image: alt]
 若能推得F（2）是F（x）的最小值即可．

证　令[image: alt]
 由[image: alt]
 得x1
 ＝0，x2
 ＝2．

由于当x＜2时，F′（x）＜0，当x＞2时，F′（x）＞0，故x＝2是F（x）的极小值点，也是取最小值的点．从而有

[image: alt]


六、由定积分表示的变量的极限的求法

由定积分表示的变量的极限是下述类型：

（1）极限变量含在被积函数中，如[image: alt]


（2）极限变量含在积分限上，如[image: alt]


（3）极限变量既含在被积函数中，又含在积分限上，如，求[image: alt]
 其中

[image: alt]


求这种极限的解题思路：

（1）若定积分易于计算，先求定积分，再求极限．见本节例1．

（2）先用定积分的比较性质或估值定理（在放缩被积函数时，被积函数中的极限变量必须保留），然后再用夹逼准则求极限．见例2，例3解1，例4．

（3）先用积分中值定理去掉积分号，或先用积分第一中值定理简化被积函数（可求定积分），再求极限．见例3解2，例5．

例1　设[image: alt]
 求[image: alt]


解　先求出定积分

[image: alt]


于是[image: alt]


例2　求[image: alt]


解　令[image: alt]
 则[image: alt]
 在［n2
 ，n2
 ＋n］上，f′（x）＜0，即f（x）单调减少．在该区间上用估值定理，有

[image: alt]


因[image: alt]
 故I＝1．

例3　求极限[image: alt]


解1　当0≤x≤1时，有[image: alt]
 于是

[image: alt]
 故I＝0．

解2　由积分第一中值定理，有

[image: alt]


由于[image: alt]
 有界，即[image: alt]
 且[image: alt]
 故I＝0．

例4　设函数f（x），g（x）在［a，b］上连续，且f（x）＞0，g（x）非负，求

[image: alt]


解　由题设，f（x）在［a，b］上存在最大值M（＞0）和最小值m（＞0），又g（x）非负，用估值定理，有

[image: alt]


因[image: alt]
 故[image: alt]


例5　求[image: alt]
 其中f（x）可微，且[image: alt]


解　由积分中值定理，存在x＜ξ＜x＋2，且x→+∞时，ξ→+∞，有

[image: alt]


于是　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


七、求解含积分号的函数方程

这是指未知函数f（x）含在积分号下或在积分限上，求f（x）．

（1）f（x）含在定积分号下，即由含[image: alt]
 型的方程求f（x）的解题思路：对已知等式在［a，b］上再积分．见本节例1，例2．

（2）f（x）含在变限定积分号下，即由含[image: alt]
 型的方程求f（x）的解题思路：从已知等式对变限积分求导数入手，脱掉积分符号，有时需两次求导：

最简单的情形是求导后便得到f（x），见例3．

一般情况是经求导后，得到含f′（x）或含f′（x），f″（x）的等式．由这种等式求f（x），这是解微分方程问题（见第八章第八节）．此处例题均是较为简单的，由直接求不定积分可得f（x）（见例4，例5）．这时，因在f（x）的表示式中含任意常数C，注意题设是否给出或隐含给出（含在所给方程中）确定C的条件．

（3）f（t，x）（t是积分变量，x是参数）含在变限积分号下，即由含[image: alt]
 型的方程求f（x）的解题思路：先作变量替换，消去被积函数中的参数x，就化为上述“（2）”的情形，见例6．

（4）f（t，x）含在定积分号下，即由含[image: alt]
 型方程求f（x）的解题思路：先作变量替换，消去被积函数中的参数x，并将定积分化为变限积分，这就化为上述“（2）”的情形，见例7．

例1　设[image: alt]
 求f（x）．

解1　令[image: alt]
 已知等式分别在区间［0，2］，［0，1］上求积分，得

[image: alt]


由上两式联立解得[image: alt]
 于是[image: alt]


解2　由已知等式知，f（x）＝x2
 －ax＋b，其中a，b是待定常数，将其代入已知等式中可确定a＝4/3，b＝2/3．

例2　设函数f（x）在［-π，π］上连续，且[image: alt]
 求f（x）．

解　记[image: alt]
 已知式两端乘sinx，并在［-π，π］上求积分，则

[image: alt]


故[image: alt]


①　见本章第九节公式5．

例3　已知f（x）为连续函数，且满足

[image: alt]


求f（x）在［0，2］上的最大值与最小值．

分析　先由已知条件求f（x）；再求f（x）的最值．

解　已知等式两端对x求导，得

[image: alt]
 　即　[image: alt]


再求导，得f（2x）·2＝24x2
 －12x，即f（2x）＝3（2x）2
 －3（2x）．所求f（x）＝3x2
 －3x．

由f′（x）＝6x－3＝0得[image: alt]
 因[image: alt]
 f（0）＝0，f（2）＝6，故f（x）在［0，2］上的最大值是f（2）＝6，最小值是[image: alt]


例4　已知[image: alt]
 其中f（x）与g（x）都可微，且互为反函数，求f（x）．

解　已知式两端对x求导，并注意g（f（x））＝x，有

[image: alt]
 　即　[image: alt]


求不定积分，得[image: alt]


由已知式，当f（x）＝1时，有[image: alt]
 故x＝4，从而f（4）＝1．由此可确定上式中的C＝-1．于是所求[image: alt]


例5　求函数f（x），f（x）在（0，+∞）内连续，[image: alt]
 且满足

[image: alt]


分析　本例中x与y是两个独立的变量，即x与y之间没有函数关系．对y求导时，[image: alt]
 应理解为[image: alt]
 而[image: alt]
 应理解为定积分．对x求导时，相应的积分应同样理解．

解　等式两端对y求导，得[image: alt]


令y＝1，因[image: alt]
 有[image: alt]


上式两端再对x求导，得[image: alt]
 从而[image: alt]
 由[image: alt]
 可得[image: alt]
 于是[image: alt]


例6　求满足方程[image: alt]
 的可微函数f（x）．

解　设u＝x－t，则[image: alt]
 已知等式为

[image: alt]


两端求导，得[image: alt]
 且f（0）＝1．

对上式再求导，得f′（x）＝f（x），lnf（x）＝x＋lnC，从而f（x）＝Cex
 ．由f（0）＝1得C＝1．于是所求f（x）＝ex
 ．

例7　函数f（x）连续，且满足[image: alt]


解　令u＝tx，则原方程化为[image: alt]
 上式两端求导，得f′（x）＝-2sinx－xcosx，再积分得f（x）＝cosx－xsinx＋C．

八、属于分段求定积分的种种情况

分段求定积分所出现的情况与解题思路：

（1）在积分区间内，被积函数是分段函数时，要用定积分对区间的可加性：先在各区间段分别计算定积分，然后相加．见本节例1．

（2）被积函数含最大值或最小值符号时，先将最大值或最小值符号去掉，表示成分段函数，再求定积分．见例2．

（3）被积函数含取整函数时，要用定积分对区间的可加性求定积分．见例3．

（4）被积函数含绝对值符号时，先将绝对值符号去掉，表示成分段函数，再求定积分．见例4（1）．

（5）被积函数含偶次方根，开方时一般要取绝对值，即[image: alt]
 然后按（4）所述求积分．见例4（2）．

（6）对变上限x的定积分，先讨论和确定变限x的取值范围．求积分时，下限固定，按上限x的取值范围分别求积分．见例6，例7．

（7）被积函数含参变量时，假设t是积分变量，x是参变量．在求积分时，x是常数，但x又可任意取值．先确定x的可能取值范围，按x的取值范围分别求积分．见例5．

例1　设[image: alt]
 求[image: alt]


解1　[image: alt]


解2　因[image: alt]
 所以

[image: alt]


例2　求[image: alt]


解　因为[image: alt]
 所以[image: alt]


例3　设a＞1，［x］表示不超过x的最大整数，证明：

[image: alt]


并求出[image: alt]
 与上式相当的表达式．

证　[image: alt]


[image: alt]


例4　求下列定积分：

[image: alt]


解　（1）积分区间是［a，b］，积分变量x只能在积分区间内取值．

当a＜b≤0时，[image: alt]


当a＜0＜b时，[image: alt]


当0≤a＜b时，[image: alt]


（2）[image: alt]


解1　[image: alt]


解2　[image: alt]
 （见本章第九节公式3）．

例5　求定积分[image: alt]


分析　t是积分变量，积分区间是［0，1］．被积函数中的x是参变量，求积分时，x可以任意取值，即可有：x≤0，0＜x＜1，x≥1．积分结果是x的函数．

解　当x≤0时，[image: alt]


当0＜x＜1时，[image: alt]


当x≥1时，[image: alt]


例6　求[image: alt]
 的非积分型的表达式．

分析　t是积分变量，由t（t－1）＝0得t＝0，t＝1．积分上限为x，x可以任意取值，即可有：x≤0，0＜x＜1，x≥1．

解　当x≤0时，[image: alt]


当0＜x＜1时，[image: alt]


当x≥1时，[image: alt]


例7　设[image: alt]
 求[image: alt]
 的表达式．

分析　f（x）在［0，2］上有定义，变限积分[image: alt]
 中的x只可在［0，2］上取值．注意求积分时，下限固定．

解　当0≤x≤1时，[image: alt]


当1＜x≤2时，[image: alt]


九、计算、证明定积分的方法

1．用换元积分法

（1）定积分的换元积分法公式

[image: alt]


用定积分换元积分法公式的思路、所适用的情况及技巧与用不定积分换元积分法公式基本一致．这里需说明的是：从右端到左端用该公式时，可以不写出新的积分变量，也无需变换积分限，见本节例1；而从左端到右端用该公式时，需写出新的积分变量，并相应地变换积分限．

（2）常用的变量替换及变量替换公式：

1°不定积分讲过的一些变量替换．见例2，例3．

2°积分区间为［a，b］时，试用变量替换x＝a＋b－u，这时，积分区间仍为［a，b］，有公式1（证明见例22）．

公式1　　　　　　　　　　　[image: alt]


公式1有以下情况：

等式右端可以算出结果，见例4（1）；

等式右端出现循环现象，即又有式[image: alt]
 出现，移项可算得结果，见例5（1）；

两端被积函数相加，即f（x）＋f（a＋b－x）易于积分，这时，有公式2（见例4（2））．

公式2　　　　　　　　　　　[image: alt]


特别地，当f（x）＝f（a＋b－x）时，有公式3（证明见例23）．

公式3　　　　　　　　　　　　[image: alt]


当f（x）＋f（a＋b－x）＝A（常数）时，有公式4（见例6）．

公式4　　　　　　　　　　　　[image: alt]


因为　xf（sinx）＋（π－x）f（sin（π－x））＝πf（sinx），

由公式2可得公式5（见例7）．

公式5　　　　　　　　　　　　[image: alt]


3°积分区间为［a，b］，也可试用变量替换x＝a＋（b－a）t，这时，积分区间化为［0，1］，有公式6（公式证明见例24，应用见例8）．

公式6　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


这时，只要可算出等式右端即可．

4°被积函数含有sinx，cosx时，可试用变量替换x＝π±t，或[image: alt]
 这是因为

[image: alt]


这时，有公式7，8（见例6（2））．

公式7　　　　　　　　　　　[image: alt]


公式8　　　　　　　　　　　　[image: alt]


公式7，公式8均是公式1的特例[image: alt]
 从左端向右端推证，令[image: alt]
 [image: alt]
 ．

2．用分部积分法

（1）定积分的分部积分法公式

[image: alt]


用该公式的思路与不定积分的分部积分法公式是相同的．见例9．

（2）当被积函数为变上限的定积分时，一般要用分部积分法．见例10．

3．递推公式

[image: alt]


4．对称区间上定积分的计算

当积分区间关于坐标原点对称时，其解题思路：

（1）考查被积函数是否具有奇偶性，若具有，用公式9（例13）．

公式9　　　　　　　　　　　　[image: alt]


（2）作变量替换x＝-u，有公式10，11（例14，例15，例16）．

公式10　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


公式11　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


公式9是公式3的特例；公式10是公式1的特例．

5．周期函数的定积分

若被积函数f（x）是以T为周期的连续函数，求定积分时可用下述公式和结论．

公式12　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


公式13　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


公式14　若f（x）为奇函数，则[image: alt]


结论　[image: alt]
 f（t）dt以T为周期的充要条件是[image: alt]
 （证明见例18）．

6．证明两端都是积分表达式等式的解题思路

（1）从被积函数考虑：若等式一端被积函数为f（x），而另一端或其主要部分为f（φ（x）），可作变量替换x＝φ（t）．见例22，例24，例26．

若被积函数含有f′（x）或f″（x），以及为变限定积分时，要用分部积分法．见例28，例29．

（2）从积分区间着眼：若等式两端的被积函数相同或主要部分相同，而积分区间不同，要根据两端积分限之间的关系选择变量替换．见例27．

（3）前面讲述的计算定积分的思路、方法和公式（已经证明的）均适用．

例1　计算下列定积分：

[image: alt]


[image: alt]


解　（1）注意到dcos2
 x＝-sin2xdx，则

[image: alt]


（2）注意到dtanx＝sec2
 xdx，于是

[image: alt]


例2　计算下列定积分：

[image: alt]


解　（1）设x＝t2
 ＋4，则dx＝2tdt．当x＝5时，t＝1；当x＝8时，t＝2．

　　　　[image: alt]


（2）设x＝3sint，则dx＝3costdt．当[image: alt]
 时，[image: alt]
 当[image: alt]
 时，[image: alt]


[image: alt]


（3）设x＝2sect，则dx＝2sect·tantdt．当[image: alt]
 时，[image: alt]
 当x＝-2时，t＝π．

[image: alt]


注　在计算定积分作三角函数变量替换时，要注意三角函数在相应积分区间内的符号．如本例（2），在区间[image: alt]
 内[image: alt]
 而本例（3），在[image: alt]
 内，[image: alt]


例3　计算[image: alt]
 并由此证明：

[image: alt]


解　[image: alt]


　　　　[image: alt]


显然所证等式成立．

例4　计算下列定积分：

[image: alt]


解　（1）令[image: alt]
 则

[image: alt]


（2）注意到积分区间是［0，1］和被积函数分母的特点，用公式2．

[image: alt]


例5　计算下列定积分：

[image: alt]


解　（1）设[image: alt]
 则

[image: alt]


移项得　　　　　　　　　　　[image: alt]


（2）因被积函数中有1＋x2
 ，令x＝tant，则[image: alt]
 于是

[image: alt]


例6　计算下列定积分：

[image: alt]


解　（1）设被积函数为f（x），令x＝2＋4－t，则因f（x）＋f（6－x）＝1，[image: alt]


（2）设被积函数为f（x），令[image: alt]
 因[image: alt]
 则[image: alt]
 从而[image: alt]


注　一般，设f（x）为连续函数，则有

[image: alt]


例7　计算[image: alt]


解　用公式5．

[image: alt]


例8　计算[image: alt]


解　用公式6．设x＝a＋（b－a）t，则

　　[image: alt]


例9　计算[image: alt]


解　[image: alt]
 而

[image: alt]


故[image: alt]


例10　设[image: alt]
 求[image: alt]


解　被积函数为变上限定积分，用分部积分法．

[image: alt]


例11　设[image: alt]
 求[image: alt]


分析　先通过变量替换将被积函数f（t）化为f（2x＋a）．

解　令t＝2x＋a，则

　　[image: alt]


例12　已知[image: alt]
 求[image: alt]


分析　[image: alt]
 需用到已知积分．若令2x＝t，则被积函数的分母将出现t＋2，这时积分区间是［0，π］．

解　[image: alt]


例13　计算下列定积分：

[image: alt]


解　（1）由于｜x｜e-｜x｜
 为偶函数，而xe-｜x｜
 为奇函数，所以

[image: alt]


（2）注意到[image: alt]
 是奇函数，[image: alt]
 是偶函数，有

[image: alt]


例14　计算定积分：

[image: alt]


解　（1）用公式11．因[image: alt]
 所以[image: alt]


（2）解　因[image: alt]
 由公式11得

[image: alt]


例15　证明[image: alt]
 并求其值．

解　用公式11．

[image: alt]


例16　设函数f（x），g（x）在区间［-a，a］上连续，g（x）为偶函数，f（x）满足条件f（x）＋f（-x）＝c，其中c为常数：

（1）证明[image: alt]
 　（2）用（1）中等式计算[image: alt]


解　（1）用公式11，并注意g（x）为偶函数．

[image: alt]


（2）取f（x）＝arctanex
 ，g（x）＝｜sinx｜，a＝π/2．因为

［f（x）＋f（-x）］′＝（arctanex
 ＋arctane-x
 ）′＝0，

故f（x）＋f（-x）＝c．又当x＝0时，c＝π/2，即

f（x）＋f（-x）＝arctanex
 ＋arctane-x
 ＝π/2．

于是　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


例17　计算[image: alt]


解　令cosx＝t，则[image: alt]
 当[image: alt]
 时，[image: alt]
 当[image: alt]
 时，[image: alt]


[image: alt]


这是因为被积函数是奇函数：奇函数（et
 －e-t
 ）与偶函数[image: alt]
 的乘积．

例18　设f（x）是以T为周期的连续函数，证明：[image: alt]
 以T为周期的充要条件是[image: alt]


证　[image: alt]


即　　　　　　　[image: alt]


例19　证明：[image: alt]


分析　函数sinn
 x以2π为周期，n为奇数时，sinn
 x为奇函数，n为偶数时，sinn
 x为偶函数．

证　因sinn
 x以2π为周期，故当n为奇数时，由公式14，[image: alt]


当n为偶数时，由公式9，有

[image: alt]


例20　（1）设函数f（x）在［-π，π］上连续且在x∈［-π，0］时，f（x＋π）＝-f（x），证明：[image: alt]


（2）证明[image: alt]
 其中正整数n和m至少有一个为奇数．

分析　（1）为利用已知条件：f（x＋π）＝-f（x），x∈［-π，0］，需用定积分对区间的可加性；

（2）注意到sinn
 xcosm
 x以2π为周期．

证　（1）[image: alt]


（2）当n为奇数时，sinn
 xcosm
 x以2π为周期且是奇函数，故I＝0．

当m为奇数，n为偶数时，令f（x）＝sinn
 xcosm
 x，则f（x＋π）＝-f（x）．由公式12及（1）的结论得

[image: alt]


例21　设函数f（x）以T为周期且在（-∞，+∞）上连续，证明：

[image: alt]


分析　（1）要证F（x＋T）＝F（x）；

（2）从（1）的等式看，两端除以x，只要证[image: alt]
 即可．

证　（1）按F（x）的定义、定积分及周期函数的性质，并由公式12，

[image: alt]


（2）由（1）所给等式，得[image: alt]
 由于F（x）以T为周期且在（-∞，+∞）上连续，故有界，即存在常数M＞0，使得｜F（x）｜≤M，x∈（-∞，+∞）．于是

[image: alt]
 从而[image: alt]


例22　设被积函数f（x）在给定的积分区间上连续，试证明：

[image: alt]


分析　（1）从被积函数看，等式左端为f（x），而右端为f（a＋b－x），若从左向右推证，应设x＝a＋b－u．

证　（1）设x＝a＋b－u，则dx＝-du．当x＝a时，u＝b；当x＝b时，u＝a．

[image: alt]


（2）等式两端被积函数都有f（φ（b－x）），应先移项，将f（φ（b－x））移到等号一端，等式化为

[image: alt]


显然，这正是（1）中等式的特殊情况，令x＝b－u代入上式右端即得左端．

例23　设函数f（x）在［a，b］上连续，试证：

[image: alt]


分析　从欲证等式两端看，先用定积分对区间的可加性，再令x＝a＋b－u．

证　[image: alt]


注　由此可知，有公式

[image: alt]


当f（x）＝f（a＋b－x）时，

[image: alt]


[image: alt]


例24　设函数f（x）在［a，b］上连续，试证

[image: alt]


证　从等式两端被积函数看，令x＝a＋（b－a）u即可．

例25　证明[image: alt]


证　[image: alt]


例26　设m，n为正整数．

（1）证明[image: alt]


（2）利用上述等式计算[image: alt]


（3）计算[image: alt]


解　（1）由被积函数看，需将x化为1－x．令x＝1－u，则（这是公式1的特例）

[image: alt]


（2）[image: alt]


令t＝x－1，则2－x＝1－（x－1）＝1－t，于是

[image: alt]


（3）设[image: alt]
 用分部积分法，则

[image: alt]


同样方法　　　　　　　　[image: alt]


逐次递推，可得

[image: alt]


而　　　　　　　　　　　　[image: alt]


于是

[image: alt]


注　当n为正整数，a为任意数时，下述积分可用本例之公式计算：

[image: alt]


例27　设函数f（x）在（0，+∞）内连续，试证

[image: alt]


分析　欲证该式，从被积函数看，不易选取变量替换；两端积分区间虽然相同，这里应有上、下限交换过程，从积分限入手选取变量替换．

证　令[image: alt]
 则[image: alt]
 于是

[image: alt]


将等式右端分为两项，其中一项移到等式左端，有

[image: alt]


上式两端除以2，就是要证的等式．

例28　设f（x）在［a，b］上有二阶连续导数，f（a）＝f′（a）＝0，试证

[image: alt]


证　因被积函数有f″（x），用分部积分法．

[image: alt]


例29　设f（x）在积分区间上连续，证明

[image: alt]


分析　因[image: alt]
 用分部积分法，从右向左证（也可从左向右证）．

证　[image: alt]


十、证明有关定积分等式及方程的根

1．需用微分中值定理证明的涉及到定积分的等式

下述情况需考虑用微分中值定理证明

（1）题设有定积分[image: alt]
 也可以是被积函数的部分式，见本节例1，例2）且f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导．欲证的等式中含有f′（ξ）或f″（ξ）．

（2）欲证等式中含有微分中值定理结论的形式（见例5）．其中，要特别注意含有f（ξ）或f（ξ），g（ξ）的情况，它们应理解为是变限积分导数在ξ的值，即[image: alt]
 欲证等式中含[image: alt]
 应理解为是[image: alt]
 见例4．

解题思路与解题程序：

（1）若题设中给出积分中值定理的形式，应从积分中值定理入手去导出微分中值定理的条件．

（2）用微分中值定理证明有关定积分等式与用其证明微分等式，思路与程序基本上是一致的，请再读第三章的第三和四节．

2．讨论涉及定积分的方程的根

这里所讨论的是题设或结论中含有定积分的方程根的问题．解题思路：

（1）请再读第一章的第十二节和第三章的第十二节．

（2）用积分中值定理过渡到非积分式，便于用零点定理或罗尔定理．

例1　设f（x）在区间［0，1］上可微，且满足[image: alt]
 试证：存在一点ξ∈（0，1），使[image: alt]


分析　将欲证等式写成一端为0的形式，并将ξ换为x，有

f（x）＋xf′（x）＝0．

由于被积函数F（x）＝xf（x），显然，上式正是F′（x）＝0，即这就是要推证F（x）在［0，1］上满足罗尔定理．还有对题设条件应注意以下两点：

其一，设f（x）在［0，1］上可微，实际上是设被积函数F（x）＝xf（x）在［0，1］可微；

其二，条件[image: alt]
 这是积分中值定理的形式．

证　令F（x）＝xf（x），则F（x）在［0，1/2］上连续，由积分中值定理，有

[image: alt]


因F（x）在［c，1］内连续且可微，又F（c）＝F（1）＝f（1），由罗尔定理，至少存在一点ξ∈（c，1）⊂（0，1），使

F′（ξ）＝f（ξ）＋ξf′（ξ）＝0，　即　[image: alt]


例2　设f（x）在区间［0，1］上可导，且满足[image: alt]
 试证：至少存在一点ξ∈（0，1），使

f′（ξ）＝（2ξ－1）f（ξ）．

分析　欲证等式可写成（1－2x）f（x）＋f′（x）＝0．因被积函数[image: alt]
 有

[image: alt]


这就是要证F（x）在［0，1］上满足罗尔定理．题设条件与例1完全相同，证法与例1也类似．

例3　设f（x）在［a，b］内二阶可微，且[image: alt]
 试证明：存在ξ∈（a，b），使f″（ξ）＝0．

分析　欲证f″（ξ）＝0，这是对被积函数f（x）两次用罗尔定理．由积分中值定理，存在c∈（a，b），使

[image: alt]


这恰使f（x）可在［a，c］和［c，b］上用罗尔定理，有f′（ξ1
 ）＝0和f′（ξ2
 ）＝0；进而f′（x）可在［ξ1
 ，ξ2
 ］上用罗尔定理．

例4　设函数f（x），g（x）在［a，b］上连续，试证：存在ξ∈（a，b），使

[image: alt]


分析　欲证等式可写成[image: alt]
 注意到

[image: alt]


这正是[image: alt]


证　令[image: alt]
 由于f（x），g（x）在［a，b］上连续，所以F（x）在［a，b］上连续且可导；又F（a）＝F（b）＝0，于是，由罗尔定理，存在ξ∈（a，b），使F′（ξ）＝0，即

[image: alt]


注　本例中，欲证等式中不显含导数，而实际上含导数：[image: alt]
 [image: alt]
 且罗尔定理中的函数是变限定积分．

例5　设[image: alt]
 其中f（x）可微且f（x）＝F（x－a），a≠0，试证：对任意x，在a与a＋x之间存在ξ，使

[image: alt]


分析　从欲证的等式右端看，需在区间［a，a＋x］（或［a＋x，a］）上用拉格朗日中值定理，即

[image: alt]


证　作变量替换，令t＝u－a，则

[image: alt]


其中ξ介于a与a＋x之间．

例6　证明方程[image: alt]
 有且仅有一个实根．

分析　由零点定理证明方程有根；由函数的单调性证明方程仅有一个根．

证　令[image: alt]
 则

[image: alt]


由零点定理知，方程F（x）＝0在[image: alt]
 内有根．

由于[image: alt]
 而[image: alt]
 （等号仅在x＝0时成立）；又因[image: alt]
 故[image: alt]
 于是F′（x）＞0，即F（x）单调增加，从而F（x）＝0仅能有一个实根．

例7　设f（x）在区间［0，π］上连续，且[image: alt]
 试证：在（0，π）内至少存在两个不同的点ξ1
 ，ξ2
 ，使f（ξ1
 ）＝f（ξ2
 ）＝0．

分析　若令[image: alt]
 则F′（x）＝f（x）．由此，要使f（ξ1
 ）＝f（ξ2
 ）＝0，需使F（x）在［0，π］内有三个零点．

证　令[image: alt]
 则有F（0）＝0，F（π）＝0．又因为

[image: alt]


所以存在ξ∈（0，π），使F（ξ）sinξ＝0．因若不然，则在（0，π）内，或F（x）sinx恒为正，或F（x）sinx恒为负，均与[image: alt]
 矛盾．但当ξ∈（0，π）时，sinξ≠0，故F（ξ）＝0．

再对F（x）在［0，ξ］，［ξ，π］上分别用罗尔定理，知至少存在ξ1
 ∈（0，ξ），ξ2
 ∈（ξ，π），使

F′（ξ1
 ）＝F′（ξ2
 ）＝0，　即　f（ξ1
 ）＝f（ξ2
 ）＝0．

注　ξ也可用积分中值定理得到：

[image: alt]
 因sinξ≠0，必有F（ξ）＝0．

十一、证明定积分不等式的方法

关于定积分的不等式问题，在本章第二节已讲述过，这里，再进一步说明这个问题．

1．直接计算定积分推证不等式

含定积分的不等式，若定积分可以计算，可从计算入手，通过放大（缩小）被积函数或积分区间过渡到不等式．见本节例1，例2．

2．用已知不等式证明不等式

如不等式（a－b）2
 ≥0（例2，例7），柯西积分不等式（例8），由曲线凹凸定义及其几何意义给出的不等式（例3）等．

3．用作辅助函数的方法证明不等式

当题设被积函数f（x）在区间［a，b］上连续时，因[image: alt]
 可导，可考虑用此法证明（例4，例5，例7），其解题程序：

首先作辅助函数F（x）．将不等式移项使一端为0，且成为≥0的形式，并把不等式中的积分限b（积分区间的右端点）换成x，若不等式中还有b也换成x，则非零端的表达式即为F（x）．

其次求导数F′（x），要由导数表达式设法确定F′（x）的符号．若F′（x）＞0，表明F（x）在［a，b］上单调增加．

最后计算F（a）（积分区间左端的值）．若F（a）＝0，则有F（b）≥F（a）＝0，即得到所要证的不等式．

注　当然也可以把欲证不等式中的积分限a（积分区间左端点）换成x而得到F（x）．这时，以上运算也应有相应的调整．

4．用积分中值定理证明不等式

当题设被积函数f（x）在［a，b］上连续时，特别是常见的下述两种情况（例4，例6）：

（1）题设给出了积分中值定理的形式；

（2）在证题过程中，要比较两个式子的大小，而其中有一个是定积分，通过积分中值定理可去掉积分号，从而进行比较．

例1　设n为正整数，试证：在［0，+∞）内

[image: alt]


分析　若从计算不等式的左端入手，注意sin2n
 t＞0，且在［0，+∞）上，sin2n
 t≤t2n
 ．

证1　由定积分的可加性及sin2n
 t≤t2
 ，

[image: alt]


其中，当t≥1时，（t－t2
 ）≤0，t2n
 ＞0，故[image: alt]


证2　设[image: alt]
 若可推出函数f（x）在［0，+∞）上的最大值[image: alt]
 [image: alt]
 即可．

因f′（x）＝（x－x2
 ）sin2n
 x，且当0＜x＜1时，f′（x）＞0；当x＝1时，f′（x）＝0；当x＞1时，除去x＝kπ（k＝1，2，…）之外，f′（x）＜0，所以在x＞0时，f（1）是f（x）的唯一极值且是极大值，也是最大值．又sin2n
 t≤t2n
 ，所以

[image: alt]


例2　设φ（x）在区间［0，1］上具有连续导数，且φ（1）－φ（0）＝1，试证：

[image: alt]


证　由不等式［φ′（x）－1］2
 ≥0得［φ′（x）］2
 ≥2φ′（x）－1，由此

[image: alt]


例3　设f（x）在［0，1］内二阶可导，且f″（x）＜0，试证：[image: alt]


分析　由f″（x）＜0知，在［0，1］内曲线y＝f（x）位于其切线的下方．

证　在x＝1/3处，曲线y＝f（x）的切线方程是[image: alt]
 因f″（x）＜0，曲线y＝f（x）凸，由几何意义，在［0，1］内有

[image: alt]
 　即　[image: alt]


两端积分，得

[image: alt]


例4　设f（x）在区间［0，+∞）上连续且单调增加，又0＜a＜b，试证：

[image: alt]


证　作辅助函数，将积分限b及式中的b换成x，并移项得辅助函数

[image: alt]


则　　　　　　　　　　　　[image: alt]


由f（x）单调增加知f（x）＞f（ξ），由此F′（x）＞0，故F（x）单调增加．

由F（a）＝0知，F（b）≥F（a）＝0，原不等式得证．

例5　设f（x），g（x）在［0，1］上的导数连续，且f（0）＝0，f′（x）≥0，g′（x）≥0，试证：对任何a∈［0，1］，有

[image: alt]


证　作辅助函数，令

[image: alt]


则　　　　　　　　F′（x）＝f（x）g′（x）－f（a）g′（x）＝g′（x）［f（x）－f（a）］．

在［a，1］内，因f′（x）≥0，所以f（x）≥f（a），又g′（x）≥0，故F′（x）≥0，且仅有F′（a）＝0，于是F（x）在［a，1］内单调增加．又

[image: alt]


从而F（1）≥F（a）＝0，即对任何a∈［0，1］，原不等式成立．

例6　设f（x）在区间［0，b］上有连续的导数，试证：

[image: alt]


分析　观察不等式右端的第一项，由积分中值定理，有

[image: alt]


再观察不等式左端和右端的第二项，因有等式[image: alt]
 可从此等式入手推证不等式．

证　由积分中值定理，存在ξ∈［0，b］，使[image: alt]
 又

[image: alt]


于是　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


例7　设函数f（x），g（x）在［a，b］上连续，试证：

[image: alt]


证1　由于要证明的不等式中，被积函数出现f2
 （x），g2
 （x）和f（x）·g（x），可以考虑从［f（x）－kg（x）］2
 ≥0入手．因

[image: alt]
 （k为任意实数），

即　　　　　　　　　　　[image: alt]


上式左端是关于k的二次三项式，对任意的k，它的值都不小于零，因此它的判别式必不大于零，即有

[image: alt]


所以　　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


证2　作辅助函数，设

[image: alt]


因　　　　　　　　　　　　[image: alt]


且仅有F′（a）＝0，所以F（x）在［a，b］上单调增加，从而F（b）≥F（a）＝0，原不等式成立．

注　该式称为柯西积分不等式，也称为柯西-施瓦兹不等式．

例8　用柯西积分不等式证明下列各式：

（1）设f（x）在［a，b］上连续，且f（x）＞0，则[image: alt]


（2）设f（x）在［a，b］上有连续的导数，且f（a）＝0，则

[image: alt]


（3）若[image: alt]


证　（1）在柯西积分不等式中，取f（x）为[image: alt]
 g（x）为[image: alt]
 则

[image: alt]


特别在［0，1］上，有[image: alt]


（2）因f′（x）在［a，b］上连续，且f（a）＝0，故[image: alt]
 由柯西积分不等式和定积分的性质，有

[image: alt]


积分　　　　　[image: alt]


（3）设f（x）＝1，[image: alt]
 用柯西积分不等式，有

[image: alt]


由于在［0，1］上，[image: alt]
 将上式两端开平方，有

[image: alt]


又因在区间［0，1］上，[image: alt]
 由定积分的比较性质，有[image: alt]
 结论得证．

十二、用定义法和Γ函数法计算反常积分的值

在高等数学里，收敛的反常积分求值一般有两种方法：定义法和Γ函数法．

1．定义法

用反常积分敛散性定义计算．

（1）计算程序：

首先，计算定积分（理解成变上限或变下限的定积分）．

其次，求变限定积分的极限，若极限存在，则此极限值为反常积分的值；否则反常积分发散．

（2）应注意的一个事实：

定积分的换元积分法和分部积分法也适用于反常积分．一个反常积分经变量替换后可能化为定积分，若求得该定积分的值，显然这就表示该反常积分是收敛的，且所求之值就是该反常积分的值．

2．常用的反常积分

[image: alt]


[image: alt]


3．Γ函数法

用Γ函数或B函数的定义及其性质计算．

假若所给反常积分经过适当地变换后可化成Γ函数或B函数，然后再用Γ函数或B函数的性质算得反常积分．

（1）Γ函数的定义：含参变量α的积分

[image: alt]


称为Γ函数．当α＞0时，该积分收敛．

若令x＝t2
 ，得Γ函数的另一种表现形式

[image: alt]


（2）B函数的定义：含参变量p和q的积分

[image: alt]


称为B函数．当p＞0，q＞0时，该积分收敛．

若令x＝sin2
 t，得B函数的另一种表现形式

[image: alt]


（3）Γ函数与B函数的关系：[image: alt]


例1　计算反常积分[image: alt]


解　取b＞1，计算定积分

[image: alt]


令b→+∞取极限，[image: alt]


注　本题，若如下得出结论将是错误的：由于

[image: alt]


而右端的两个反常积分均发散，所以原反常积分发散．实际上，右端是∞－∞型未定式，按反常积分定义，不能断定这个未定式没有极限．

本例说明：一个反常积分若分成两个发散的反常积分的代数和，不能断定此反常积分发散．但若一个反常积分可分成一个收敛的反常积分和一个发散的反常积分的代数和，可得出此反常积分发散．

例2　计算反常积分[image: alt]


解　[image: alt]


例3　计算反常积分[image: alt]


解　[image: alt]
 这时，[image: alt]
 无需计算，由反常积分收敛与发散的定义知，原反常积分发散．

注　由于我们是通过计算——先计算定积分，再取极限——来判定广义积分的收敛或发散，因此，在计算之前，不能肯定广义积分一定收敛．这样，在计算广义积分时，不能用函数的奇偶性，若盲目地用奇函数这一性质，则

[image: alt]


这成为收敛的，这显然是错误的．

例4　已知[image: alt]
 对任何实数x，求[image: alt]


解　由[image: alt]
 知，[image: alt]
 因

　　　[image: alt]


故　　　　　　　　　　　[image: alt]


例5　试确定常数c的值，使反常积分[image: alt]
 dx收敛，并求出其值．

解　[image: alt]


当c＞1时，因分子中b的方幂最高为1，而分母中b的方幂大于1，从而

[image: alt]


故I＝-∞．

当c＜1时，同样分析，有[image: alt]
 故I＝+∞．

当c＝1时，因[image: alt]
 故原反常积分收敛，且I＝ln2．

例6　计算[image: alt]


解　x＝1是被积函数的瑕点．取ε＞0，则

　　[image: alt]


注　本题下述写法是错误的：

[image: alt]


因为右端的两个反常积分均发散，这是∞－∞型未定式．见例1注．

例7　计算[image: alt]


解　x＝0，x＝1均为被积函数的瑕点．取ε1
 ＞0，ε2
 ＞0，则

　　　[image: alt]


例8　计算[image: alt]


解　x＝1是被积函数的瑕点，并注意式中的绝对值号，则

[image: alt]


故[image: alt]


例9　用Γ函数、B函数计算下列积分：

[image: alt]


解　（1）注意B函数的表现形式（3）式，设x＝t3
 ，则

[image: alt]


（2）注意B函数的表现形式（4）式，

[image: alt]


例10　用Γ函数计算下列反常积分：

[image: alt]
 （n是正整数）；（2）[image: alt]
 （p是正整数）．

解　（1）由Γ函数的表现形式（2）式

　　　[image: alt]


（2）用对数函数与指数函数的关系，可将对数函数化为指数函数．设[image: alt]
 则x＝e-t
 ．于是

[image: alt]


十三、反常积分敛散性的判别方法

判别反常积分敛散性的方法有二：其一是用定义法，即用反常积分敛散性的定义；其二是用判别定理，即通常用的比较判别法和极限（柯西）判别法．这里，就如何使用判别法作几点说明：

（1）设f（x）≥0，且[image: alt]
 （0≤A＜+∞），若p＞1，则反常积分[image: alt]
 收敛．这表明，当x→+∞时，f（x）→0且f（x）与[image: alt]
 相比是同阶或高阶无穷小时，[image: alt]
 收敛．

由此，在使用极限判别法时，应恰当地选取xp
 ，使p＞1，且当x→+∞，[image: alt]
 则[image: alt]
 收敛．

（2）设a是f（x）的瑕点，f（x）≥0，恰当地选取（x－a）p
 ，使0＜p＜1，且当x→a+
 时，[image: alt]
 则反常积分[image: alt]
 收敛．同理，若b是f（x）的瑕点，在0＜p＜1且当x→b-
 时，[image: alt]
 则[image: alt]
 收敛．

（3）由上述还可推出，在用极限判别法判别反常积分的敛散性时，被积函数中的无穷小可用等价无穷小代换．

（4）若对无穷积分难以用比较判别法判别其敛散性，可利用分部积分法提高被积函数分母的x幂次，把其转化为新的无穷积分，然后再判别该无穷积分的敛散性．这个方法也有一定的普遍性．见例3．

例1　若反常积分[image: alt]
 收敛，则p的取值范围是（　　）．

（A）（-∞，2）

（B）（-∞，1）

（C）（-1，+∞）

（D）（1，+∞）

解　选（B）．若反常积分收敛，当x→+∞时，被积函数为无穷小，且

[image: alt]


由极限判别法知，当2－p＞1，即p＜1时，反常积分收敛．

例2　判别下列反常积分的敛散性：

[image: alt]


解　（1）在［1，+∞）内，因[image: alt]
 故

[image: alt]


因p＝4＞1，[image: alt]
 由比较判别法知，原反常积分收敛．

（2）易看出x＝0是瑕点．由于[image: alt]
 故x＝1不是瑕点．

在（0，1］内，被积函数恒负，考虑瑕积分[image: alt]
 因[image: alt]
 取[image: alt]
 [image: alt]
 由于[image: alt]
 由极限判别法，瑕积分[image: alt]
 收敛，从而[image: alt]
 收敛且是绝对收敛．

例3　判别[image: alt]
 是否收敛，是否绝对收敛．

解　由分部积分法有

[image: alt]


因[image: alt]
 而[image: alt]
 收敛，所以，[image: alt]
 收敛，从而[image: alt]
 收敛，故[image: alt]
 收敛，且是绝对收敛．

注　因[image: alt]
 而[image: alt]
 发散，所以这不能判别[image: alt]
 的敛散性．

例4　讨论反常积分[image: alt]
 的敛散性．

解　因x＝0是瑕点，这既是无穷积分又是瑕积分．

[image: alt]


由于当x→0+
 时，sinx～x，所以反常积分I1
 与[image: alt]
 同敛散，而[image: alt]
 收敛，故I1
 收敛．

又[image: alt]
 而[image: alt]
 收敛，由比较判别法知，反常积分I2
 收敛．综上，原反常积分收敛．

例5　讨论反常积分[image: alt]
 （p＞0，q＞0）的敛散性．

解　当p＞0时，x＝0为瑕点；当q＞0时，x＝π/2为瑕点．显然，在（0，π/2）内，被积函数恒正．取α∈（0，π/2），则

[image: alt]


由于当x→0+
 时，cosq
 x→1，且xp
 ～sinp
 x，从而xp
 ～sinp
 xcosq
 x，所以反常积分I1
 当p＜1时收敛；当p≥1时发散．

由于当[image: alt]
 时，sinp
 x→1，且[image: alt]
 从而[image: alt]
 所以反常积分I2
 当q＜1时收敛；当q≥1时发散．

综上，所给反常积分当p＜1且q＜1时收敛．

十四、定积分的几何应用

这里只讲述求平面图形的面积和旋转体的体积．

1．求平面图形面积的解题程序

（1）据已知条件画出草图；

（2）选择积分变量并确定积分限：直接判定或解方程组确定曲线的交点；

（3）用相应的公式计算面积．

注　选择积分变量时，一般情况以计算面积时，图形不分块和少分块为好．

2．求旋转体体积的一个公式

曲线y＝f（x）与直线x＝a，x＝b（0≤a＜b）及y＝0所围图形绕y轴旋转而成的体积

[image: alt]
 （证明见例4）

例1　从抛物线y＝x2
 －1上的点P（a，a2
 －1）引抛物线y＝x2
 的切线，求由曲线y＝x2
 与所引切线围成图形的面积．

分析　如图5-5所示，设切点坐标为（x1
 ，[image: alt]
 ），则x1
 未知．由于切线斜率为[image: alt]
 [image: alt]
 且切线过点（a，a2
 －1），由此可求得x1
 ．

解　设切点为（x1
 ，[image: alt]
 ），因对曲线y＝x2
 ，有y′＝2x，故切线斜率为2x1
 ，则切线方程为

[image: alt]


因切线过点（a，a2
 －1），有a2
 －1－[image: alt]
 ＝2x1
 （a－x1
 ），可解得x1
 ＝a±1．于是，两条切线PR和PQ的切线方程分别为

y＝2（a－1）x－（a－1）2
 ，　y＝2（a＋1）x－（a＋1）2
 ．

[image: alt]


图　5-5

[image: alt]


图　5-6

由此，所求面积

[image: alt]


例2　若曲线y＝cosx（0≤x≤π/2）与x轴、y轴所围图形的面积被y＝asinx，y＝bsinx（a＞b＞0）三等分，求a和b的值．

解　如图5-6．[image: alt]
 由方程组[image: alt]
 得两曲线交点的横坐标[image: alt]
 [image: alt]
 依题设，有

[image: alt]


又由[image: alt]
 得[image: alt]
 代入上式，得

[image: alt]


同理，曲线y＝asinx与y＝cosx交点的横坐标[image: alt]
 由题设

[image: alt]
 　解得　[image: alt]


例3　如图5-7，C1
 ，C2
 分别是曲线[image: alt]
 和y＝ex
 的图像，过点（0，1）的曲线C3
 是一单调增加函数的图像．过C2
 上任一点M（x，y）分别作垂直于x轴和y轴的直线ιx
 和ιy
 ．记C1
 ，C2
 与ιx
 所围图形的面积为S1
 （x）；C2
 ，C3
 与ιy
 所围图形的面积为S2
 （y）．若总有S1
 （x）＝S2
 （y），求曲线C3
 的方程x＝φ（y）．

[image: alt]


图　5-7

解　曲线y＝ex
 又可写成x＝lny．由题设

[image: alt]


因S1
 （x）＝S2
 （y），即

[image: alt]


两端对y求导，得

[image: alt]
 　即　[image: alt]


例4　试证由曲线y＝f（x）与直线x＝a，x＝b（0≤a＜b）及y＝0所围图形绕y轴旋转而成的体积为

[image: alt]


并求由抛物线y＝x（x－a）与直线x＝0，x＝c（a＜c）及y＝0所围图形绕y轴旋转所得体积．

解　如图5-8对区间［a，b］作任意分划，任意取一个分划小区间［x，x＋dx］，其对应的曲边梯形绕y轴旋转的体积可近似看做以｜f（x）｜为高、内半径为x、厚度为dx的圆筒体积，即

[image: alt]


其中（dx）2
 是较dx高阶无穷小（当dx→0时），即体积微元为dV＝2πx｜f（x）｜dx，于是该立体的体积为

[image: alt]


[image: alt]


图　5-8

[image: alt]


图　5-9

利用上述公式，抛物线y＝x（x－a）在区间［0，c］（a＜c）上与x轴所围图形（图5-9）绕y轴旋转所得体积

[image: alt]


例5　设函数f（x）＝x2
 /2，[image: alt]


（1）求两条曲线y＝f（x）与y＝g（x）的切点P坐标；

（2）设曲线y＝g（x）与x轴的交点为A，O为原点，求曲边形OPA的面积；

（3）求曲边形OPA绕x轴旋转一周所得旋转体的体积；

（4）求曲边形OPA绕y轴旋转一周所得旋转体的体积．

解　（1）如图5-10．曲线y＝f（x）＝x2
 /2与[image: alt]
 的切线斜率分别为

y′＝f′（x）＝x，[image: alt]


设切点为P（x0
 ，y0
 ），则（x0
 ，y0
 ）应满足：f（x0
 ）＝g（x0
 ），f′（x0
 ）＝g′（x0
 ），即

[image: alt]


可解得唯一解x0
 ＝1，故切点P的坐标为[image: alt]


[image: alt]


图　5-10

（2）易得曲线y＝g（x）与x轴的交点A的坐标为（3/4，0）．设点P在x轴上的垂足为B，则所求面积

S＝曲边形OPB的面积－曲边形APB的面积

[image: alt]


（3）所求旋转体的体积

Vx
 ＝曲边形OPB旋转所得体积－曲边形APB旋转所得体积

[image: alt]


（4）解1　曲线y＝f（x）与y＝g（x）的方程可分别写做

[image: alt]


设点P在y轴上的垂足为C，则所求旋转体的体积

Vy
 ＝曲边形OAPC旋转所得体积－曲边形OPC旋转所得体积

[image: alt]


解2　用公式[image: alt]
 计算．所求旋转体的体积

[image: alt]


例6　过曲线[image: alt]
 （x≥0）上的点A作切线，使该切线与曲线及x轴所围成的平面图形D的面积S为3/4．

（1）求点A的坐标；　　　　（2）求平面图形绕x轴旋转一周所得旋转体的体积．

解　（1）平面图形D的草图如图5-11所示（切线与x轴的交点坐标未知）．设切点A的坐标为[image: alt]
 曲线过点A的切线方程是

[image: alt]


[image: alt]


图　5-11

或　　　　　　　　　[image: alt]


令y＝0，由上式得切线与x轴交点的横坐标x0
 ＝-2t．于是D的面积

S＝△Ax0
 t的面积－曲边三角形OtA的面积

[image: alt]


由[image: alt]
 可确定t＝1．由此点A的坐标是（1，1）．

（2）因x0
 ＝-2，图形D绕x轴旋转一周所得旋转体的体积

V＝圆锥体的体积－曲边三角形OtA旋转所得体积

[image: alt]


例7　设直线y＝ax与抛物线y＝x2
 所围成图形的面积为S1
 ，它们与直线x＝1所围成的图形面积为S2
 ，并且a＜1．

（1）试确定a的值，使S1
 ＋S2
 达到最小，并求出最小值；

（2）求该最小值所对应的平面图形绕x轴旋转一周所得旋转体的体积．

解　（1）当0＜a＜1时，如图5-12所示．

[image: alt]


令[image: alt]
 得[image: alt]
 又[image: alt]
 则[image: alt]
 是极小值即最小值，其值为[image: alt]


[image: alt]


图　5-12

[image: alt]


图　5-13

当a≤0时，如图5-13所示，

[image: alt]


因[image: alt]
 S单调减少，故a＝0时，S取得最小值，此时[image: alt]


综合上述，当[image: alt]
 时，S1
 ＋S2
 达到最小，最小值为[image: alt]


（2）[image: alt]


例8　求曲线y＝-x2
 ＋2与直线y＝-x所围的图形绕x轴旋转所得旋转体的体积．

分析　由于平面图形OAB与OCB在旋转时，所得旋转体的体积重合（图5-14），所以，所求旋转体的体积可看成是由平面区域D1
 与D2
 部分旋转所成．

[image: alt]


图　5-14

解　由图5-14，

[image: alt]
 ＝2·（曲边梯形OEAF的旋转体积－三角形OAF的旋转体积）

　　[image: alt]


[image: alt]
 ＝三角形OGH的旋转体积－曲边三角形BGH的旋转体积

　　[image: alt]


故　　　　　　　　　　　[image: alt]


十五、积分学在经济中的应用

1．由边际函数求总函数（见例1）

（1）已知边际成本函数[image: alt]
 边际收益函数[image: alt]
 则总成本函数，总收益函数可表示为

[image: alt]


或

[image: alt]


用公式（1）或（2），尚须知道一个确定积分常数的条件．对公式（1），常给出的条件是C（0）＝C0
 ，即产量为0时，总成本等于固定成本C0
 ；公式（2），是R（0）＝0，即销量为0时，总收益为0，这个条件题中一般不给出．

由（3）式和（4）式可得总利润函数

[image: alt]


其中公式（3），（5）中的C0
 是固定成本．

产量（或销量）由a个单位改变到b个单位，总成本的改变量、总收益的改变量用下列公式计算：

[image: alt]


（2）已知总产量Q对时间t的变化率为f（t），则总产量Q表为t的函数为

[image: alt]


确定公式（6）中积分常数的条件一般是Q（0）＝0．

由时刻a到时刻b这段时间内，总产量的改变量是[image: alt]


2．投资和资本形成（见例2）

资本形成就是增加资本总量的过程，若将这过程看成是时间t的连续过程，资本K可表示为时间t的函数K＝K（t），称为资本函数．自然，资本形成率（资本形成的速度）就是资本K对时间t的导数[image: alt]
 又资本总量新增加的部分称为净投资，这样在时间点t的净投资（资本K在时刻t的增量）与资本形成率是相同的，即若以I（t）记净投资函数，则有

[image: alt]


对上式求积分，就由净投资得到资本函数

K＝K（t）＝∫I（t）dt．

若得到一个具体资本函数，尚需知道一个确定积分常数的条件．

若初始（t＝0时）资本是K0
 ＝K（0），则资本函数也可用变上限的定积分表示，即

[image: alt]


也就是说，在任意时刻t，资本总量K等于初始资本K0
 加上从那时刻起所增加的资本数量．

在时间间隔［a，b］上资本总量所追加的部分（即资本形成的总量）就是定积分

[image: alt]


3．现金流量的现在值（见例3～例5）

如果收益（或支出）不是单一的数额，而是在每单位时间内都有收益（或支出），这称为现金流量．

现设第1年末，第2年末，…，第n年末的未来收益流量是R1
 ，R2
 ，…，Rn
 ，若年贴现率为r，则Ri
 （i＝1，2，…，n）的现在值分别是

R1
 （1＋r）-1
 ，R2
 （1＋r）-2
 ，…，Rn
 （1＋r）-n
 ，

这全部收益流量的现在值是和[image: alt]


上面所述，现金流量是离散的情况．若它是连续的，则现金流量R将是时间t的函数R＝R（t）．若t以年为单位，且贴现率为r，按连续贴现计算，则在时间点t年流量R（t）的现在值应是R（t）e-rt
 ，这样，到n年末收益流量的总量的现在值就是如下的定积分

[image: alt]


特别地，当R（t）是常量A（每年的收益不变，都是A，这称为均匀流），则

[image: alt]


假若收益流量R（t）长久持续下去．显然，这种流量的总现在值就是反常积分

[image: alt]


特别地，当R（t）＝A（常量）时，则有

[image: alt]


例1　某厂购进一套生产设备需投资2000万元．该设备投产后，在时刻t的追加成本和追加收益分别为

[image: alt]


试确定该设备在何时停止生产可获最大利润？最大利润是多少？

分析　这里，追加成本是总成本对时间t的变化率，追加收益是总收益对时间t的变化率．而Φ（t）－G（t）应是追加利润．购进设备投资是固定成本．

显然，G（t）是增函数，Φ（t）是减函数，这意味着生产费用逐年增加，而所得收益逐年减少．从图5-15看，该设备所获最大毛利润（尚没去掉固定成本）应是曲边形ABC面积的数值．

[image: alt]


图　5-15

解　由极值存在的必要条件：Φ（t）＝G（t），即

[image: alt]
 　解得t＝8．

又[image: alt]
 显然有Φ′（8）＜G′（8）．

所以该设备生产8年可获最大利润，其值是

[image: alt]


即最大利润是1820万元．

例2　设净投资流量由[image: alt]
 给定，初始资本在t＝0时为35，求：

（1）表示资本存量的资本函数K（t）；　（2）前两年期间积累的资本；

（3）第10年末的资本总量．

解　（1）资本函数：[image: alt]


（2）前两年积累的资本：[image: alt]


（3）第10年末的资本总量：[image: alt]


例3　设某耐用品现售价100000元，首付50％，余下部分分期付款，10年付清，每年付款数相同．若年贴现率为4％，按连续复利计算，每年应付款多少元？

解　这是均匀流量，设每年付款A元，因全部付款的总现在值是已知的，即现售价100000元扣除首付部分：100000－100000×50％＝50000（元）．于是有

[image: alt]


即　　　　　　　　　2000＝A（1－0.6703），　A＝6066.1（元），

每年应付款6066.1元．

例4　某一机器使用寿命为10年，如购进此机器需55000元；如租用此机器每月租金为600元．设资金的年利率为5％，按连续复利计算，问购进机器与租用机器哪一种方式合算．

分析　为比较租金和购进费用，可以有两种计算方法：其一是把10年租金总值的现在值与购进费用比较；其二是将购买机器的费用折算成按租用付款，然后与实际租用费比较．

解1　计算租金流量的总值的现在值，然后与购买机器的费用比较．

每月租金600元，每年租金为7200元，按连续复利计算，第t年租金的现在值为7200e-0.05t
 （连续的贴现公式）．租金流的总值的现在值为

[image: alt]


因为购进费用为55000元，显然，购进机器合算．

解2　将购买机器的费用折算成按每年租用付款，然后与实际租金比较．

设每年付出租金为A元，则第t年租金的现在值为Ae-0.05t
 ，经10年，租金流的总值的现在值为55000元．于是有

[image: alt]


即2750＝A（1－0.6065），可算得A≈6988（元）．

因实际每年租金为7200元，显然，购进机器为好．

例5　一个大型投资项目，初始投资成本5000万元，每年追加投资20万元，投资贴现率为r＝0.05，每年可有均匀收益420万元．求该投资为无限期时的纯收益的现在值．

解　依题设，每年实际均匀收益A＝420－20＝400（万元）．无限期投资的总收益的现在值为

[image: alt]


纯收益的现在值应是总收益的现在值与初始投资成本之差，即为

π－C＝（8000－5000）万元＝3000万元．

习　题　五

1．填空题：

（1）连续函数f（x）满足[image: alt]
 则a＝＿＿＿，f（x）＝＿＿＿．

（2）[image: alt]


（3）设[image: alt]
 则[image: alt]


（4）已知n和k为正整数，则[image: alt]


（5）设k为整数，则[image: alt]


2．单项选择题：

（1）设[image: alt]
 则（　　）．

（A）I1
 ＞I2
 ＞1

（B）1＞I1
 ＞I2


（C）I2
 ＞I1
 ＞1

（D）1＞I2
 ＞I1


（2）设函数f（x）有连续的导数，f（0）＝0，f′（0）≠0，且满足条件：当x→0时，

[image: alt]


与xk
 为同阶无穷小，则k＝（　　）．

（A）1

（B）2

（C）3

（D）4

（3）设函数F（x）在[image: alt]
 有定义，满足F（1）＝1，且

[image: alt]


则F（x）＝（　　）．

[image: alt]


（4）设f（x）在［-π，π］上连续，当[image: alt]
 达到极小时，则a＝（　　）．

[image: alt]


（5）若等式[image: alt]
 则常数b＝（　　）．

（A）2/5

（B）5/2

（C）5

（D）1/5

3．求下列定积分：

[image: alt]


4．求[image: alt]
 在［-1，1］上的最大值．

5．设[image: alt]
 求[image: alt]
 的表达式．

6．计算下列定积分：

[image: alt]


7．计算下列定积分：

[image: alt]


8．计算[image: alt]


9．计算下列定积分：

[image: alt]


10．证明：[image: alt]


11．设函数f（x）在［0，1］上有二阶连续导数，则

[image: alt]


12．设函数f（x）在［0，1］上可导，[image: alt]
 且G（1）＝f（1），试证：至少存在一点ξ∈（0，1），使[image: alt]


13．设函数f（x）在［0，1］上连续，且f（x）＜1，求证：方程[image: alt]
 在（0，1）内有且仅有一个根．

14．设函数f（x）在［a，b］上连续非负且单调增加，试证：

[image: alt]


15．计算下列反常积分：

[image: alt]


16．已知[image: alt]
 证明[image: alt]


17．用Γ函数或B函数计算下列反常积分：

[image: alt]


18．判别下列反常积分的敛散性：

[image: alt]


19．判别[image: alt]
 是否收敛？是否绝对收敛？

20．求由曲线y2
 ＝-4（x－1）与y2
 ＝-2（x－2）所围平面图形的面积．

21．求由曲线[image: alt]
 x轴，y轴所围平面图形绕x轴、绕y轴旋转所得旋转体的体积．

22．设抛物线y＝ax2
 ＋bx＋c过原点，当0≤x≤1时，y≥0；又抛物线与直线x＝1及x轴围成平面图形的面积为[image: alt]
 求a，b，c，使此图形绕x轴旋转一周而成的旋转体体积V最小．

23．若边际收益函数[image: alt]
 证明价格函数是[image: alt]


24．某一设备使用寿命为10年，如购进该设备需要4万元，如租用该设备每月租金500元．设投资年利率为14％，按连续复利计算，问购进与租用哪一种方式合算？


第六章　多元函数微积分

一、二元函数的定义、极限和连续

1．求二元函数的定义域

求二元函数f（x，y）的定义域和函数值的思路与一元函数的同类问题是一致的．二元函数的定义域是Oxy平面上的平面区域．

2．平面区域用二元不等式或不等式组表示

二元方程f（x，y）＝0在几何上表示Oxy平面上的一条曲线，一般情况，这条曲线将Oxy平面分成两个半平面，而不等式f（x，y）≥0（≤0）就表示被曲线f（x，y）＝0所分成的两个半平面之一．由此，Oxy平面上的平面区域一般是用一个不等式f（x，y）≥0（≤0）或由若干个这样的不等式构成的不等式组来表示的．

3．计算二元函数极限的方法

计算二元函数的极限，一般情况比较复杂．通常的做法是，若有可能，就化为一元函数的极限问题，并用其运算法则和方法．例如，极限和四则运算法则，无穷小与有界变量的乘积，等价无穷小代换，两个重要极限，夹逼准则等．

例1　求下列函数的定义域，并画其图形：

[image: alt]


解　（1）由x2
 ＋y2
 －3x＜0得[image: alt]
 由x2
 ＋y2
 －2x≥0得（x－1）2
 ＋y2
 ≥1．于是，函数的定义域（图6-1）

[image: alt]


[image: alt]


图　6-1

[image: alt]


图　6-2

（2）由[image: alt]
 得xy＞0，又-1≤x＋y≤1，于是

D＝｛（x，y）｜xy＞0且-1≤x＋y≤1｝（图6-2）．

例2　设[image: alt]
 求[image: alt]


解　用[image: alt]
 分别代换f（x，y）表达式中的x，y得

[image: alt]


例3　设[image: alt]
 求f（x，y）．

解1　用变量代换的方法．令u＝xy，v＝lny，则x＝ue-v
 ，y＝ev
 ．因

[image: alt]
 故[image: alt]


解2　将f（xy，lny）的解析表示式设法表示成以xy和lny为变量的函数．由于

[image: alt]


将式中的xy与lny分别以x与y代换，得[image: alt]


例4　求下列极限：

[image: alt]


解　（1）当（x，y）→（1，0）时，ln（x＋y）→0，这时ln（x＋y）～［（x＋y）－1］．于是

[image: alt]


（2）当点（x，y）沿曲线y＝kx2
 （k是任意常数）趋于（0，0）时，有

[image: alt]


当k取不同的值时，其极限值不同，所以极限不存在．

（3）因[image: alt]
 所以

[image: alt]


（4）由于[image: alt]
 且当x→+∞时，x2
 e-x
 →0，当y→+∞时，e-y
 →0，故

[image: alt]


例5　讨论函数[image: alt]
 在（0，0）处的连续性．

解　由于f（0，0）＝0，且

[image: alt]


所以，f（x，y）在（0，0）处连续．

例6　讨论函数[image: alt]
 在（0，0）处的连续性．

解　因为f（0，0）＝0，由无穷小与有界变量的乘积[image: alt]
 故f（x，y）在（0，0）处连续．

二、偏导数·高阶偏导数·全微分

1．连续、偏导数存在、可微之间的关系

在一元函数中，连续是可导的必要条件，可导是连续的充分条件；可导与可微是等价的．

在二元函数中，它们之间的关系却与一元函数不同．

（1）连续与偏导数之间没有联系．

函数连续，偏导数可能存在，也可能不存在．例如，本章一中的例5，f（x，y）在（0，0）处连续，可以推出fx
 （0，0）和fy
 （0，0）存在，而例6，f（x，y）在（0，0）处连续，fx
 （0，0）＝0，但fy
 （0，0）不存在．

偏导数存在，函数可能连续，也可能不连续．

例1　[image: alt]
 在（0，0）处连续，fx
 （0，0），fy
 （0，0）存在；

[image: alt]
 gx
 （0，0），gy
 （0，0）存在，但g（x，y）在（0，0）处不连续．

本章第一节中例4（2），如果定义f（0，0）＝0，则f（x，y）在（0，0）处不连续，但fx
 （0，0），fy
 （0，0）存在．

（2）偏导数与全微分之间的关系：

全微分存在，则偏导数一定存在；偏导数存在且连续，则全微分存在，但这是可微分的充分条件，而不是必要条件（见本节例4）．若偏导数存在但不连续时，这时要用全微分定义来检验是否可微（见例4）．

f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）可微⇔当[image: alt]
 时，

Δz－［fx
 （x0
 ，y0
 ）Δx＋fy
 （x0
 ，y0
 ）Δy］是关于ρ的高阶无穷小．

（3）连续与全微分之间的关系：

全微分存在，函数一定连续；但反之则不真．如例1，f（x，y）在（0，0）连续，但在（0，0）处不可微．

2．求偏导数的思路

由偏导数的定义知，求函数f（x，y）的偏导数仍是求一元函数的导数问题，即

[image: alt]


（1）求偏导（函）数时，一般用一元函数的导数公式与运算法则．

（2）求在某定点（x0
 ，y0
 ）处的偏导数时，可采取两种方法：

1°先求偏导（函）数fx
 （x，y），fy
 （x，y），然后将（x0
 ，y0
 ）代入得fx
 （x0
 ，y0
 ），fy
 （x0
 ，y0
 ）．

2°用下述公式

[image: alt]


即求fx
 （x0
 ，y0
 ）时，可先由f（x，y）得到f（x，y0
 ），再求fx
 （x0
 ，y0
 ）．求fy
 （x0
 ，y0
 ）时也如此．见例5．

（3）求分段函数在分段点处的偏导数时，一般用偏导数的定义．

3．高阶偏导数

二阶偏导数是一阶偏导数的偏导数，求二阶偏导数，只要对一阶偏导数再求一次偏导数即可．二阶和二阶以上的偏导数统称为高阶偏导数．

当fxy
 （x0
 ，y0
 ）和fyx
 （x0
 ，y0
 ）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）处连续时，有fxy
 （x0
 ，y0
 ）＝fyx
 （x0
 ，y0
 ）．

4．求函数z＝f（x，y）全微分的思路

按全微分存在的充分条件，若所求fx
 （x，y），fy
 （x，y）连续，则

dz＝fx
 （x，y）dx＋fy
 （x，y）dy．

例2　考虑二元函数f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）处的下面4条性质：

①连续；②两个偏导数连续；③可微；④两个偏导数存在．若用“P⇒Q”表示可由性质P推出性质Q，则有（　　）．

（A）②⇒③⇒①

（B）③⇒②⇒①

（C）③⇒④⇒①

（D）③⇒①⇒④

解　由连续、偏导数存在、偏导数连续及可微之间的关系知，选（A）．

例3　若函数f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）处具有二阶偏导数，则结论正确的是（　　）．

（A）必有fxy
 （x0
 ，y0
 ）＝fyx
 （x0
 ，y0
 ）

（B）f（x，y）在点P0
 处必可微

（C）f（x，y）在点P0
 处必连续

（D）以上三个结论均不对

解　选（D）．因fxy
 （x0
 ，y0
 ）和fyx
 （x0
 ，y0
 ）在点P0
 处未必连续，否定（A）；由二阶偏导数存在知一阶偏导数一定存在，但一阶偏导数在点P0
 处未必连续，否定（B）；一阶偏导数存在，而函数f（x，y）在点P0
 处未必连续，否定（C）．

例4　设函数

[image: alt]


试证其偏导数在点（0，0）的邻域内存在，但偏导数在点（0，0）处不连续，而f（x，y）却在点（0，0）处可微．

证　当（x，y）≠（0，0）时，[image: alt]


当（x，y）＝（0，0）时，[image: alt]


同样可求得fy
 （0，0）＝0．

对[image: alt]
 考虑点（x，y）沿x轴趋于（0，0）．由于

[image: alt]
 　而[image: alt]
 不存在，

所以[image: alt]
 不存在，即fx
 （x，y）在点（0，0）处不连续．而

[image: alt]


所以函数f（x，y）在点（0，0）处可微．

例5　设函数

[image: alt]


（1）求fx
 （0，0），fy
 （0，0）；　（2）求fxy
 （0，0），fyx
 （0，0）；

（3）fxy
 （0，0）与fyx
 （0，0）是否相等，为什么？

解　（1）由f（x，0）＝0，故[image: alt]


由f（0，y）＝0，故[image: alt]


（2）当x2
 ＋y2
 ≠0时，由商的导数法则

[image: alt]


于是fx
 （0，y）＝-y，fy
 （x，0）＝x，从而

[image: alt]


（3）fxy
 （0，0）≠fyx
 （0，0）．因为fxy
 （x，y），fyx
 （x，y）在点（0，0）处不连续．本例说明求高阶偏导数与求导次序有关．

例6　设[image: alt]
 求fx
 （2，1），fy
 （0，1）．

解　为求fx
 （2，1），先确定f（x，1）；为求fy
 （0，1），先确定f（0，y）．依题设，f（x，1）＝（x－2）2
 ，于是fx
 （2，1）＝2（x－2）｜x＝2
 ＝0．同样f（0，y）＝4y2
 ，于是fy
 （0，1）＝8y｜y＝1
 ＝8．

例7　求[image: alt]
 的偏导数．

解　（1）对x求偏导数时，视y为常量，ylnx
 是指数函数．

[image: alt]


对y求偏导数，视x为常量，ylnx
 是幂函数．

[image: alt]


例8　设函数f（u）可微，且[image: alt]
 则z＝f（4x2
 －y2
 ）在点（1，2）处的全微分dz｜（1，2）
 ＝＿＿＿．

解1　先求偏导数，再求全微分．

[image: alt]


于是　　　　　　　　　　　[image: alt]


解2　用复合函数的微分法则．

[image: alt]


例9　由方程[image: alt]
 确定函数z＝f（x，y），求其在点（1，0，-1）的全微分．

解　在已知方程两端求全微分，得

[image: alt]


将x＝1，y＝0，z＝-1代入上式，可得[image: alt]


例10　已知函数F（x，y）可微，且F（x，y）（ydx＋xdy）为函数f（x，y）的全微分，则F（x，y）满足条件（　　）．

（A）Fx
 （x，y）＝Fy
 （x，y）

（B）xFx
 （x，y）＝yFy
 （x，y）

（C）xFy
 （x，y）＝yFx
 （x，y）

（D）-xFx
 （x，y）＝yFy
 （x，y）

分析　由题设知fx
 （x，y）＝yF（x，y），fy
 （x，y）＝xF（x，y）．由F（x，y）可微知，Fx
 （x，y），Fy
 （x，y）存在且连续，从而有fxy
 （x，y）＝fyx
 （x，y）．

解　选（B）．求混合偏导数：

fxy
 （x，y）＝F（x，y）＋yFy
 （x，y），　fyx
 （x，y）＝F（x，y）＋xFx
 （x，y）．

由fxy
 （x，y）＝fyx
 （x，y）可得xFx
 （x，y）＝yFy
 （x，y）．

例11　对函数z＝f（x，y），有[image: alt]
 且f（x，x2
 ）＝1，求f（x，y）．

分析　由[image: alt]
 求f（x，y），这是求原函数问题．

解　由[image: alt]
 两端对y求积分，得z＝f（x，y）＝x2
 y＋y2
 ＋φ（x），其中φ（x）为待定函数．为确定φ（x），再由f（x，x2
 ）＝1，得

x2
 ·x2
 ＋（x2
 ）2
 ＋φ（x）＝1，　即　φ（x）＝1－2x4
 ．

从而f（x，y）＝x2
 y＋y2
 ＋1－2x4
 ．

例12　对函数z＝f（x，y）有fyy
 （x，y）＝2x，且f（x，1）＝0，fy
 （x，0）＝sinx，求f（x，y）．

解　由[image: alt]
 积分得[image: alt]
 其中φ（x）是待定函数．由fy
 （x，0）＝sinx，即

［2xy＋φ（x）］｜y＝0
 ＝sinx，　得　φ（x）＝sinx．

从而　　fy
 （x，y）＝2xy＋sinx，　积分得　f（x，y）＝xy2
 ＋ysinx＋ψ（x），

其中ψ（x）是待定函数．再由f（x，1）＝0，有

f（x，1）＝［xy2
 ＋ysinx＋ψ（x）］｜y＝1
 ＝x＋sinx＋ψ（x）＝0，

即ψ（x）＝-x－sinx．于是f（x，y）＝xy2
 ＋ysinx－x－sinx．

例13　求函数f（x，y），已知f的全微分

df（x，y）＝（x2
 ＋2xy－y2
 ）dx＋（x2
 －2xy－y2
 ）dy．

解　由题设，fx
 （x，y）＝x2
 ＋2xy－y2
 ，fy
 （x，y）＝x2
 －2xy－y2
 ．上二式分别对x，对y积分，有

[image: alt]


其中φ（y）和ψ（x）均是可微函数．由上两式相等，得

[image: alt]
 （C是任意常数），

于是　　　　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


注　本题答案不能没有任意常数C．

三、复合函数的微分法

求复合函数导数的思路：

多元复合函数微分法从一定意义上说，可以认为是一元复合函数微分法的推广．对多元复合函数，因变量对每一个自变量求导数要通过各个中间变量达到自变量．

1．关键是分清复合函数的构造

由于多元函数的复合关系可能出现各种情形，必须根据具体复合关系，按复合函数的思路求导，不能死套某一公式．因此，求复合函数的偏导数，其关键是分析清楚复合函数的构成层次，即分清哪些变量是自变量，哪些变量是中间变量，以及中间变量又是哪些自变量的函数，必要时，函数的复合关系可用图表示．

2．偏导数公式的构成

复合函数有几个自变量，就有几个偏导数（导数）公式；

复合函数有几个中间变量，偏导数（导数）公式中就有几项相加；

对每一个自变量到达因变量有几层复合，该对应项就有几个因子乘积，即因变量对中间变量的导数与中间变量对自变量导数的乘积．例如

（1）一个自变量两个中间变量的全导数公式：

由z＝f（u，v），u＝φ（x），v＝ψ（x）构成的复合函数，复合关系为[image: alt]
 则

[image: alt]


特别地，当z＝f（x，φ（x）），其中y＝φ（x），复合关系为[image: alt]
 则

[image: alt]


上式左端的[image: alt]
 是z关于x的“全”导数，它是在y以确定的方式y＝φ（x）随x而变化的假设下计算出来的；右端的[image: alt]
 是z关于x的偏导数，它是在y不变的假设下计算出来的．

（2）两个自变量两个中间变量的偏导数公式：

由z＝f（u，v），u＝φ（x，y），v＝ψ（x，y）构成的复合函数，复合关系为[image: alt]
 则

[image: alt]


（3）两个自变量一个中间变量的偏导数公式：

由z＝f（u），u＝φ（x，y）构成的复合函数，复合关系为[image: alt]
 则

[image: alt]


3．抽象函数求偏导数

以抽象函数[image: alt]
 为例来说明，这里，外层函数f是抽象函数．

（1）必须设出中间变量．设[image: alt]
 则[image: alt]
 看成是由z＝f（u，v），u＝xy，[image: alt]
 复合而成的函数．

（2）简化偏导数的记号．以f1
 ，f2
 分别表示f（u，v）对第一个、第二个中间变量的偏导数fu
 （u，v），fv
 （u，v）；以f12
 表示f（u，v）先对第一个，再对第二个中间变量的二阶偏导数fuv
 （u，v）．依此类推．

（3）求z对x（或对y）的二阶偏导数时，必须把一阶偏导数fu
 （u，v），fv
 （u，v）或f1
 ，f2
 仍看做是x，y的函数．求再高阶的偏导数时，依此类推．

例1　设z＝f（x，y），x＝y＋φ（y）所确定函数二次可微，求[image: alt]


分析　函数的复合关系是z＝f（x，y），y＝g（x），而后者是由方程x＝y＋φ（y）确定．

解　按一元函数隐函数求导法，将x＝y＋φ（y）两端对x求导，得

[image: alt]
 　即　[image: alt]


于是　　　　　　　　　　　　[image: alt]


求二阶全导数时，f1
 ，f2
 需看做是通过中间变量x，y依赖于自变量x的复合函数，φ′（y）也是x的复合函数．

[image: alt]


[image: alt]


例2　设u＝f（x，y，z）有连续的一阶偏导数，又函数y＝y（x），z＝z（x）分别由[image: alt]
 [image: alt]
 确定，求[image: alt]


分析　u通过三个中间变量x，y，z依赖一个自变量x．由全导数公式

[image: alt]


其中[image: alt]
 可由exy
 －xy＝2求得，[image: alt]
 可由[image: alt]
 求得．

解　由exy
 －xy＝2两端对x求导，得

[image: alt]
 　即　[image: alt]


由[image: alt]
 两端对x求导，得

[image: alt]
 　即　[image: alt]


将[image: alt]
 的表达式代入（1）式，得

[image: alt]


例3　设[image: alt]
 求[image: alt]


解　引入中间变量，令[image: alt]
 则[image: alt]


[image: alt]


例4　设[image: alt]
 求[image: alt]


解　本例可用前例方法求解，这里用一阶全微分形式的不变性，求出微分便可得到偏导数．

[image: alt]


故　　　　　　　　　　[image: alt]


例5　设z＝f（x＋φ（x－y），y），其中f具有二阶偏导数，φ二阶可导，求[image: alt]


解　[image: alt]


注　因没给出二阶偏导数连续，f12
 ·φ′与f21
 ·φ′不能合并．

例6　设[image: alt]
 求[image: alt]


解　u通过三个中间变量依赖于自变量x，u通过两个中间变量依赖于y．

[image: alt]


例7　设[image: alt]
 其中f，g具有二阶连续导数，求[image: alt]


解　这里[image: alt]
 应看成是[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


于是[image: alt]


例8　设函数f（u）在（0，+∞）内具有二阶导数，且[image: alt]
 满足等式

[image: alt]


（1）验证[image: alt]


（2）若f（1）＝0，f′（1）＝1，求函数f（u）的表达式．

解　（1）令[image: alt]
 由求z对x，对y的二阶偏导数方可得到f″（u）．

　　　[image: alt]


式（2）＋式（3）得

[image: alt]
 　即　[image: alt]


（2）由[image: alt]
 得uf″（u）＋f′（u）＝0，即［uf′（u）］′＝0，积分uf′（u）＝C1
 ．

由f′（1）＝1得C1
 ＝1，于是[image: alt]
 再积分得f（u）＝lnu＋C2
 ．由f（1）＝0得C2
 ＝0．故所求f（u）＝lnu．

例9　设[image: alt]
 其中f具有一阶连续偏导数，求dz及[image: alt]


解　因[image: alt]


上式再对y求导得

[image: alt]


[image: alt]


例10　若函数f（x，y）恒满足关系式

f（λx，λy）＝λm
 f（x，y）（λ是正实数，m是常数），

则称f（x，y）为m次齐次函数．试证

[image: alt]


证　令u＝λx，v＝λy，则f（u，v）＝λm
 f（x，y）．

将上式两端看做是λ的函数，对λ求导数，得

[image: alt]
 　即　[image: alt]


该等式对任何λ（λ＞0）都成立，特别取λ＝1时，有

[image: alt]


注　该例所证明的等式，是齐次函数的偏导数所具有的重要性质．特别是对线性齐次函数，即m＝1时，有

[image: alt]


该等式在经济学中有重要应用．

四、隐函数的微分法

1．由方程F（x，y，z）＝0确定z＝f（x，y），求[image: alt]
 的方法（见例1～例3）

（1）按一元隐函数求导．求[image: alt]
 时，将F（x，y，z）＝0中的y视为常量，x视为自变量，z视为x的函数；等式两端对x求导数，得到关于[image: alt]
 的方程，解出[image: alt]
 即可．用类似的方法求[image: alt]


（2）用隐函数求偏导公式（Fz
 （x，y，z）≠0）：

[image: alt]


这时要将F（x，y，z）看做是三个自变量x，y，z的函数．

2．由方程F（x，y，z）＝0确定z＝f（x，y），而y＝φ（x），求[image: alt]
 的方法（见例4）

（1）按一元隐函数求导，将F（x，y，z）＝0中的x视为自变量，y视为x的函数，z视为x的函数；等式两端对x求导，得到关于[image: alt]
 的方程，其中的[image: alt]
 要用φ′（x）表示，解出[image: alt]
 即可．

（2）用隐函数求全导公式：[image: alt]
 这时，要将F（x，y，z）看做是两个自变量x，z的函数，式中的y要视为是x的函数．

3．由方程组[image: alt]
 确定隐函数y＝f（x），z＝φ（x），求[image: alt]
 的解题程序（见例5）

（1）各方程两端对x求导数，得

[image: alt]
 　即　[image: alt]


（2）将[image: alt]
 作为未知量，用克拉默法则解方程组，得

[image: alt]


由于由一个方程或方程组所确定的隐函数有各种情形，以上仅举出常见类型．在求隐函数的偏（全）导数时，应对具体函数做具体分析．

例1　设[image: alt]
 其中函数φ可微，求[image: alt]


分析　这可看做是由方程F（x，y，z）＝0确定z＝f（x，y）．

解1　用隐函数的偏导数公式．令[image: alt]
 因

[image: alt]


所以　　　　　　　　　　　[image: alt]


解2　按一元函数求导数．视z为x的函数，方程两端对x求导数，得

[image: alt]
 　解得　[image: alt]


同样方法可求得[image: alt]


例2　设函数z＝f（x，y）由方程[image: alt]
 所确定，且F（u，v）具有连续偏导数，则

[image: alt]


证1　按一元隐函数求导数．视y为常量，z为x的函数，已知等式两端对x求导数，得

[image: alt]


解出　　　　　　　　　　　[image: alt]


类似地，有[image: alt]
 于是

[image: alt]


证2　用隐函数的求偏导数公式．已知方程左端分别对x，y，z求偏导数得

[image: alt]


故　　　　　　　　　[image: alt]


以下同证1．

例3　设u＝f（x，y，z）有连续偏导数，且z＝z（x，y）由方程xex
 －yey
 ＝zez
 所确定，求du．

分析　三个中间变量，两个自变量，复合关系为[image: alt]
 微分公式为

[image: alt]


解1　用隐函数的导数公式．令F（x，y，z）＝xex
 －yey
 －zez
 ，则

Fx
 ＝ex
 ＋xex
 ，　Fy
 ＝-ey
 －yey
 ，　Fz
 ＝-ez
 －zez
 ，

故[image: alt]
 而

[image: alt]


所以

[image: alt]


解2　直接求微分du．由u＝f（x，y，z）得

[image: alt]


在xex
 －yey
 ＝zez
 两边微分，得

ex
 dx＋xex
 dx－ey
 dy－yey
 dy＝ez
 dz＋zez
 dz，

故[image: alt]
 将该式代入（1）式，并整理可得结果．

例4　设u＝f（x，y，z），φ（x2
 ，ey
 ，z）＝0，y＝sinx，其中f，φ都具有一阶连续偏导数，且[image: alt]
 求[image: alt]


分析　由方程φ（x2
 ，ey
 ，z）＝0确定z＝g（x，y），而y＝sinx．由u＝f（x，y，z）确定的复合关系为[image: alt]


解1　[image: alt]
 且[image: alt]
 为求[image: alt]
 方程φ（x2
 ，ey
 ，z）＝0两端对x求导，得

[image: alt]


于是　　　　　　　　　　　[image: alt]


解2　将φ（x2
 ，ey
 ，z）对x求导，注意式中的y是x的函数得

[image: alt]


将φ（x2
 ，ey
 ，z）对z求导，得φz
 ＝φ3
 ，于是

[image: alt]


从而　　　　　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


例5　设由方程组[image: alt]
 确定y＝f（x），z＝g（x），求[image: alt]


解　各方程两端分别对x求导数，得

[image: alt]
 　即　[image: alt]


解方程组，得[image: alt]


例6　设[image: alt]
 其中f，g具有一阶连续偏导数，求[image: alt]


解　将方程组中的每个方程对x求偏导数，得

[image: alt]


整理得

[image: alt]


由克拉默法则可解得

[image: alt]


五、多元函数极值的求法

1．无条件极值

求函数z＝f（x，y）在其定义域D上的极值，是无条件极值问题．

求函数f（x，y）极值的解题程序：

（1）求驻点（可能极值点）：

方程组[image: alt]
 的一切实数解，即是函数的驻点．

（2）判定：用极值存在的充分条件判定所求驻点P0
 （x0
 ，y0
 ）是否为极值点．

算出二阶偏导数在点P0
 （x0
 ，y0
 ）的值：

A＝fxx
 （x0
 ，y0
 ），　B＝fxy
 （x0
 ，y0
 ），　C＝fyy
 （x0
 ，y0
 ）．

1°若B2
 －AC＜0，

当A＜0（或C＜0）时，则P0
 （x0
 ，y0
 ）是函数f（x，y）的极大值点；

当A＞0（或C＞0）时，则P0
 （x0
 ，y0
 ）是函数f（x，y）的极小值点．

2°若B2
 －AC＞0，则P0
 （x0
 ，y0
 ）不是函数f（x，y）的极值点．

3°若B2
 －AC＝0，则不能判定P0
 （x0
 ，y0
 ）是否为函数的极值点．

（3）求出极值：由极值点求出相应的极值．见例4～例6．

注　（1）驻点不一定是极值点．例如，点（0，0）是函数z＝y2
 －x2
 的驻点，却不是极值点．

（2）在偏导数不存在的点处，函数也可能取得极值．例如，函数[image: alt]
 在点（0，0）处偏导数不存在，但z｜（0，0）
 ＝0是函数的极小值．

（3）B2
 －AC＝0时可能有极值，也可能无极值．例如，函数f（x，y）＝y2
 ＋x3
 和f（x，y）＝（x2
 ＋y2
 ）2
 在驻点（0，0）处，均有B2
 －AC＝0．但易看出，在点（0，0）处，f（x，y）＝y2
 ＋x3
 无极值；而f（x，y）＝（x2
 ＋y2
 ）2
 有极小值．

2．条件极值

求函数z＝f（x，y），（x，y）∈D在约束条件g（x，y）＝0之下的极值，这是条件极值问题，这是在函数的定义域D上满足附加条件g（x，y）＝0的点中选取极值点．

求解条件极值问题一般有两种方法：

（1）把条件极值问题转化为无条件极值问题：

先从约束条件g（x，y）＝0中解出y，即将y表示为x的函数：y＝φ（x）；再把它代入函数z＝f（x，y）中，得到

z＝f（x，φ（x））．

该一元函数的无条件极值就是二元函数z＝f（x，y）在约束条件g（x，y）＝0下的条件极值．

当从条件g（x，y）＝0解出y较困难时，此法就不适用．

（2）拉格朗日乘数法：

解题程序：

1°先作辅助函数（称拉格朗日函数）

F（x，y）＝f（x，y）＋λg（x，y），

其中λ（称拉格朗日乘数）是待定常数．

2°其次，求可能极值点．对辅助函数求偏导数，并解方程组

[image: alt]


一般情况是消去λ，解出x，y，则点（x，y）就是可能极值点．

3°判定可能极值点是否为极值点：

这里不讲述判别的充分条件．对应用问题，一般根据问题的实际意义来判定．

用拉格朗日乘数法解条件极值问题具有一般性，这种方法可推广到n元函数的情形．

3．最大值与最小值问题

在有界闭区域D上连续的函数f（x，y）一定有最大值和最小值．求f（x，y）最值的解题程序：

首先，求出f（x，y）在D内部所有驻点、偏导数不存在点的函数值．一般而言，这是无条件极值问题．

其次，求出f（x，y）在D的边界点上的极值，一般而言，这是以f（x，y）为目标函数，以D的边界曲线方程为约束条件的条件极值问题．

最后，比较，其中函数值最大（最小）者，即为f（x，y）在D上的最大（最小）值．见例7～例11．

这是一般方法，对于应用问题，若已经知道或能够判定函数在区域D的内部确实有最大（或最小）值，此时，若在D内函数仅有一个驻点，就可以断定，该驻点的函数值就是函数在区域D上的最大（或最小）值．

例1　从几何意义上判定下列极值：

（1）求函数z＝x2
 ＋y2
 ＋1的极小值；

（2）在约束条件x＋y－3＝0之下，求函数z＝x2
 ＋y2
 ＋1的极小值．

解　（1）这是无条件极值问题．该函数的定义域D是Oxy平面，这是在函数的定义域内确定函数的极小值点，从而求函数的极小值．

从几何意义上看，z＝x2
 ＋y2
 ＋1是顶点在（0，0，1），开口向上的旋转抛物面．显然，抛物面的顶点是曲面的最低点（图6-3）．

[image: alt]


图　6-3

从极值意义看，点（0，0）是该函数的极小值点，z＝1是其极小值．

（2）这是条件极值问题．由于方程x＋y－3＝0在Oxy平面上是一条直线，这样，就是在Oxy平面上的这条直线上确定函数的极小值点，从而求出函数的极小值．

从几何意义上看，方程x＋y－3＝0在空间直角坐标系下表示平行于z轴的平面．这个极值问题就是要确定旋转抛物面z＝x2
 ＋y2
 ＋1被平面x＋y－3＝0所截得的抛物线的顶点．由图6-3可看出，顶点的坐标是（1.5，1.5，5.5）．

这就是，点（1.5，1.5）是这个条件极值的极小值点，而极小值z＝5.5．

注　由此例知，函数f（x，y）的极值和函数在某条件下的极值是两类不同的问题．从几何上看，函数的极值是曲面z＝f（x，y）在某局部范围内的最高点和最低点．由于g（x，y）＝0在空间直角坐标系下表示母线平行z轴的柱面，函数z＝f（x，y）在约束条件g（x，y）＝0下的极值，是曲面z＝f（x，y）和柱面的交线在某局部范围内的最高点和最低点．

例2　已知函数f（x，y）在点（0，0）的某邻域内连续，且[image: alt]
 则（　　）．

（A）点（0，0）是f（x，y）的极大值点

（B）点（0，0）是f（x，y）的极小值点

（C）点（0，0）不是f（x，y）的极值点

（D）根据所给条件无法判定点（0，0）是否为f（x，y）的极值点

解　选（B）．由于在点（0，0）的某邻域内

[image: alt]


由极限的保号性及题设，在点（0，0）的某空心邻域内，有

f（x，y）－f（0，0）＞0，　即　f（x，y）＞f（0，0）．

由极值的定义知，（0，0）是f（x，y）的极小值点．

例3　设f（x，y），φ（x，y）均为可微函数，且φy
 （x，y）≠0，已知（x0
 ，y0
 ）是f（x，y）在约束条件φ（x，y）＝0下的一个极值点，则下列选项正确的是（　　）．

（A）若fx
 （x0
 ，y0
 ）＝0，则fy
 （x0
 ，y0
 ）＝0

（B）若fx
 （x0
 ，y0
 ）＝0，则fy
 （x0
 ，y0
 ）≠0

（C）若fx
 （x0
 ，y0
 ）≠0，则fy
 （x0
 ，y0
 ）＝0

（D）若fx
 （x0
 ，y0
 ）≠0，则fy
 （x0
 ，y0
 ）≠0

解　选（D）．若令拉格朗日函数F（x，y）＝f（x，y）＋λφ（x，y），依题意，（x0
 ，y0
 ）满足

[image: alt]


因为φy
 （x0
 ，y0
 ）≠0，由（2）式得[image: alt]
 代入（1）式可得

fx
 （x0
 ，y0
 ）φy
 （x0
 ，y0
 ）＝φx
 （x0
 ，y0
 ）fy
 （x0
 ，y0
 ）．

当fx
 （x0
 ，y0
 ）≠0，φy
 （x0
 ，y0
 ）≠0时，上式左端不为零，从而右端也不为零，即fy
 （x0
 ，y0
 ）≠0．

例4　求函数z＝（1＋ey
 ）cosx－yey
 的极值．

解　由方程组[image: alt]
 可解得无穷多个驻点（kπ，coskπ－1），k＝0，±1，±2，…．又

zxx
 ＝-（1＋ey
 ）cosx，　zxy
 ＝-ey
 sinx，　zyy
 ＝ey
 （cosx－2－y）．

当k＝0，±2，±4，…时，驻点为（kπ，0），这时A＝zxx
 ＝-2，B＝zxy
 ＝0，C＝zyy
 ＝-1，B2
 －AC＝-2＜0，A＝-2＜0．所以，驻点（kπ，0）都为极大值点，函数有无穷多个极大值．其值为z＝（1＋e0
 ）coskπ＝2．

当k＝±1，±3，…时，驻点为（kπ，-2）．这时

A＝zxx
 ＝（1＋e-2
 ），B＝zyy
 ＝0，C＝zyy
 ＝-e-2
 ，

B2
 －AC＝（1＋e-2
 ）·e-2
 ＞0，

所以，驻点（kπ，-2）均非极值点．

例5　求函数[image: alt]
 的极值．

解　由方程组[image: alt]
 得驻点（0，0）和x2
 ＋y2
 ＝1．又

[image: alt]


当x＝0，y＝0时，fxx
 ＝2，fxy
 ＝0，fyy
 ＝2．因

（fxy
 ）2
 －fxx
 ·fyy
 ＝-4＜0　且　fxx
 ＝2＞0，

故函数f（x，y）在点（0，0）有极小值，其值f（0，0）＝0．

对满足x2
 ＋y2
 ＝1的所有驻点有

fxx
 ＝-4x2
 e-1
 ，fxy
 ＝-4xye-1
 ，fyy
 ＝-4y2
 e-1
 ．

因（fxy
 ）2
 －fxx
 ·fyy
 ＝0，故不能确定是否为极值．

考虑函数f（t）＝te-t
 的极值：

由f′（t）＝e-t
 （1－t）＝0得驻点t＝1；又f″（t）＝e-t
 （t－2），f″（1）＝-e-1
 ＜0，故f（t）在t＝1时有极大值，其值f（1）＝e-1
 ．

由此知函数[image: alt]
 当x2
 ＋y2
 ＝1时有极大值z＝e-1
 ．

例6　求由方程2x2
 ＋2y2
 ＋z2
 ＋8xz－z＋8＝0所确定的隐函数z＝f（x，y）的极值．

解　隐函数求极值与显函数求极值的方法基本一致．

先求驻点．已知方程分别对x，对y求偏导数，得

[image: alt]


令（3）式，（4）式中的zx
 ＝0，zy
 ＝0得x＋2z＝0，y＝0．将此两个方程与方程2x2
 ＋2y2
 ＋z2
 ＋8xz－z＋8＝0联立，解之得驻点[image: alt]
 y1
 ＝0和x2
 ＝-2，y2
 ＝0．这时[image: alt]
 z2
 ＝1．

判定．分别将（3）式对x求导，（3）式对y求导，（4）式对y求导得

[image: alt]


当[image: alt]
 y1
 ＝0，[image: alt]
 时（这时必有zx
 ＝0，zy
 ＝0），由方程组（5）得[image: alt]
 [image: alt]
 因[image: alt]
 故[image: alt]
 是极大值．

当x2
 ＝-2，y2
 ＝0，z2
 ＝1时，由方程组（5）得[image: alt]
 B＝zxy
 ＝0，[image: alt]
 因B2
 －AC＜0，A＞0，故z＝1是极小值．

例7　求函数f（x，y）＝x2
 －y2
 ＋2在椭圆域[image: alt]
 上的最大值与最小值．

解　先在区域D内部，即在[image: alt]
 时，求函数驻点的函数值．由

fx
 （x，y）＝2x＝0，fy
 （x，y）＝-2y＝0，

得唯一驻点（0，0），这时，f（0，0）＝2．

其次在区域D的边界上，即在椭圆[image: alt]
 上考虑函数的极值．作辅助函数

[image: alt]


将Fx
 ＝2x＋2λx＝0，[image: alt]
 与[image: alt]
 联立可解得四个点（0，2），（0，-2），（1，0），（-1，0）．而相应的函数值

f（0，2）＝-2，f（0，-2）＝-2，f（1，0）＝3，f（-1，0）＝3．

最后，比较可知，最大值为3，最小值为-2．

例8　求函数f（x，y）＝x＋xy－x2
 －y2
 在闭区域D＝｛（x，y）｜0≤x≤1，0≤y≤2｝上的最大值和最小值．

解　在0＜x＜1，0＜y＜2时，由

fx
 （x，y）＝1＋y－2x＝0，　fy
 （x，y）＝x－2y＝0，

得[image: alt]


讨论f（x，y）在D边界上（图6-4）的极值．

[image: alt]


图　6-4

在D的下边界线上，其方程为y＝0，0≤x≤1．这是约束条件．

令F（x，y）＝x＋xy－x2
 －y2
 ＋λy．将方程Fx
 ＝1＋y－2x＝0，Fy
 ＝x－2y＋λ＝0，Fλ
 ＝y＝0联立，可解得[image: alt]


在下面边界线上的端点（0，0）和（1，0），有f（0，0）＝0，f（1，0）＝0．同理可以求出：

在D的上边界线上，其方程为y＝2，0≤x≤1，有[image: alt]
 f（0，2）＝-4，f（2，2）＝-2（（0，2）和（2，2）是边界线上的端点）．

在D的左边界线上，其方程为x＝0，0≤y≤2．此时偏导数Fx
 ＝0，Fy
 ＝0，Fλ
 ＝0的联立方程组无解．

在D的右边界线上，其方程为x＝1，0≤y≤2，有f（1，1）＝0．

比较以上各函数值，f（x，y）在闭区域D上的最大值为[image: alt]
 最小值为-4．

例9　设抛物面z＝x2
 ＋y2
 被平面x＋y＋z＝1所截得一椭圆，求此椭圆上的点到原点的最短矩离．

解　设椭圆上点的坐标为（x，y，z），则它到原点的距离为[image: alt]
 为计算简便，令

u＝d2
 ＝x2
 ＋y2
 ＋z2
 ．

这是条件极值问题，目标函数为上式．因点P既在抛物面z＝x2
 ＋y2
 上，又在平面x＋y＋z＝1上，所以约束条件为x2
 ＋y2
 －z＝0和x＋y＋z－1＝0．令

F（x，y，z）＝x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＋λ1
 （x2
 ＋y2
 －z）＋λ2
 （x＋y＋z－1）．

解方程组

[image: alt]


由前两式的对称性知x＝y，将x＝y代入第4和第5式，得[image: alt]
 两式相加消去z，得2x2
 ＋2x－1＝0．解得[image: alt]
 于是[image: alt]


由问题的几何意义知最大值、最小值存在．所以

当[image: alt]
 时，点P到原点的距离最长，其距离为

[image: alt]


当[image: alt]
 时，点P到原点的距离最短，其距离为

[image: alt]


例10　过椭圆3x2
 ＋2xy＋3y2
 ＝1上任意点作椭圆的切线，试求诸切线与两坐标轴所围成的三角形面积的最小值．

分析　假设过椭圆上的点（a，b）作切线，应先求出切线与坐标轴所围成的面积S．S可看做是a，b的函数，这是目标函数．由于点（a，b）在椭圆上，它应满足椭圆方程，这是约束条件．

解　为求面积，需先求切线．椭圆方程两端对x求导得

6x＋2y＋2xy′＋6yy′＝0，　即　[image: alt]


若设（a，b）为椭圆上任一点，则在点（a，b）处的切线斜率是[image: alt]
 所以切线方程为[image: alt]
 [image: alt]
 它与坐标轴的交点是[image: alt]
 和[image: alt]
 所以，切线与坐标轴所围的面积为

[image: alt]


因为点（a，b）在椭圆上，所以3a2
 ＋2ab＋3b2
 ＝1，从而

[image: alt]


由此，只需求函数f（a，b）＝（3a＋b）（a＋3b）在条件：3a2
 ＋2ab＋3b2
 ＝1下的极值即可．为此，令

F（a，b）＝（3a＋b）（a＋3b）＋λ（3a2
 ＋2ab＋3b2
 －1）．

由　　　　　　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


解得（3a＋5b）（a＋3b）－（5a＋3b）（3a＋b）＝0，即a＝±b．

将a＝±b代入椭圆方程得8b2
 ＝1或4b2
 ＝1．由此得

[image: alt]
 　或　[image: alt]


由所得a，b的值，得S＝1/4或S＝1/2，所以诸切线与坐标轴所围成的三角形面积的最小值是1/4．

例11　利用求条件极值的方法证明：对任何正数a，b，c成立不等式

[image: alt]


证　对正数a，b，c，设a＋b＋c＝ι，则问题就转化为求函数f（a，b，c）＝abc3
 在约束条件a＋b＋c＝ι下的条件极值．

令F（a，b，c）＝abc3
 ＋λ（a＋b＋c－ι）．将Fa
 ＝bc3
 ＋λ＝0，Fb
 ＝ac3
 ＋λ＝0，Fc
 ＝3abc2
 ＋λ＝0，与Fλ
 ＝a＋b＋c－ι＝0联立，解联立方程组得[image: alt]


驻点唯一，f（a，b，c）在该点取最大值，即

[image: alt]


六、多元函数极值在经济中的应用

例1（多种产品的产量决策）　设某工厂生产两种产品，总成本函数、两种产品的需求函数分别为

[image: alt]


为使利润最大，试确定两种产品的产量及最大利润．

解　由题设，总收益函数是

R＝R1
 ＋R2
 ＝P1
 Q1
 ＋P2
 Q2
 ＝（26－Q1
 ）Q1
 ＋（40－4Q2
 ）Q2
 ，

利润函数是

[image: alt]


由极值存在的必要条件和充分条件可求得，产量分别为Q1
 ＝5和Q2
 ＝3时，利润最大，最大利润为π＝120．

例2（价格差别的销量决策）　某工厂的同一种产品分销两个独立市场，两个市场的需求情况不同，设价格函数分别为P1
 ＝60－3Q1
 ，P2
 ＝20－2Q2
 ，厂商的总成本函数为

C＝12Q＋4，　Q＝Q1
 ＋Q2
 ．

工厂以最大利润为目标，求投放每个市场的销量，并确定此时每个市场的价格．

解　依题设，两个市场的收益函数分别为

[image: alt]


利润函数为

[image: alt]


可解得，投放每个市场的销量分别为Q1
 ＝8和Q2
 ＝2时，厂商的利润最大，此时产品的价格分别为P1
 ＝36，P2
 ＝16．

例3（成本差别的产量决策）　一厂商经营两个工厂，生产同一种产品在同一市场销售，两个工厂的成本函数分别为

[image: alt]


而价格函数为

P＝74－6Q，　Q＝Q1
 ＋Q2
 ．

厂商追求最大利润，试确定每个工厂的产出．

解　厂商的收益函数为

[image: alt]


利润函数为

[image: alt]


可求得，每个工厂的产出分别为Q1
 ＝2，Q2
 ＝3时，厂商的利润最大．

例4（利润最大的要素投入决策）　设生产函数为[image: alt]


产品的价格P＝4，而投入的价格PK
 ＝8，PL
 ＝4．

（1）求使利润最大化的投入水平、产出水平和最大利润；

（2）若产品的生产过程为t＝1/2年，贴现率r＝0.06，最大利润为多少？

解　（1）依题设，利润函数

[image: alt]


由极值存在的必要条件，有

[image: alt]


解方程组得K＝16，L＝64．可以验证极值的充分条件满足，故投入K＝16，L＝64时，利润最大．

将K＝16，L＝64分别代入生产函数和利润函数，得到利润最大时的产出水平Q＝128，最大利润π＝512－384＝128．

（2）当[image: alt]
 r＝0.06时，利润函数是

[image: alt]


因利润最大时的投入水平不变，取e-0.03
 ＝0.9704，这时的最大利润为

π＝512×0.9704－384＝113．

例5（成本最低的要素投入决策）　设生产函数和成本函数分别为

[image: alt]


当产量Q0
 ＝64时，求成本最低的投入组合及最低成本．

解　依题意，这是在约束条件[image: alt]
 之下，求成本函数的最小值．作拉格朗日函数

[image: alt]


解方程组[image: alt]


因可能取极值的点唯一，且实际问题存在最小值，故当投入K＝L＝16时，成本最低，最低成本为C＝2×16＋4×16＝96．

例6（产量最高的要素投入决策）　设生产函数和成本函数分别为

[image: alt]
 C＝PK
 K＋PL
 L＝6K＋4L，

若成本预算C0
 ＝72时，试确定两种要素的投入量以使产量最高，并求最高产量．

解　这是在约束条件72＝6K＋4L下，求生产函数的最大值．令

[image: alt]


可以求得当K＝8，L＝6时，产量最高．最高产量

[image: alt]


注　若生产函数和成本函数分别为Q＝AKα
 Lβ
 ，C＝PK
 K＋PL
 L，可以推得：

（1）预计产量为Q0
 时，当

[image: alt]


时，成本最低．

（2）成本预算为C0
 时，当[image: alt]
 时，产量最高．

例7　已知生产函数和成本函数分别为

[image: alt]


当成本预算为M时，试确定两种要素的投入量，以使产量达到最高．

分析　这是在成本约束下求生产函数的最大值．将生产函数改写为

[image: alt]


当α＞0时，[image: alt]
 是Q的递增函数，因此，求得[image: alt]
 的最大值，自然也达到了Q的最大值．

解　令[image: alt]
 即

F（K，L）＝aKα
 ＋bLα
 ＋λ（M－PK
 K－PL
 L）．

解方程组

[image: alt]


由（1）式与（2）式的比，得

[image: alt]
 　或　[image: alt]


由上式得[image: alt]
 令[image: alt]
 并将K的表示式代入（3）式，有

[image: alt]


可解得[image: alt]
 因驻点唯一，且实际问题存在最大值，故两种要素投入分别由上式表示时，产量最高．

注　（1）本例求[image: alt]
 的极值比直接求Q的极值较简单．

（2）本例中的α，也可α＜0，这时[image: alt]
 是Q的递减函数，求[image: alt]
 的最小值将得到Q的最大值．

例8（效用
【1】

 最大的时间决策）　假设消费者可将每天的时间H（H＝24小时）分为工作时间x与休息时间t（x，t均以小时为单位）．若每小时的工资率为r，则他每天的工作收入Y＝rx．如果表示其选择工作与休息时间的效用函数为

U＝atY－bY2
 －ct2
 　（a，b，c＞0）．

（1）为使其每天的效用最大，他每天应工作多少小时？

（2）若按税率s（0＜s＜1）交纳收入税，他每天的工作时间应是多少小时？

解　依题设，H＝x＋t，Y＝rx．

（1）这是以效用函数为目标函数，以H＝x＋t为约束条件的极值问题．作拉格朗日函数，并把效用函数中的Y以rx代入，有

[image: alt]


将方程Fx
 ＝art－2br2
 x＋λ＝0，Ft
 ＝arx－2ct＋λ＝0，Fλ
 ＝x＋t－H＝0联立，可解得

[image: alt]


因驻点唯一，而实际问题有最大值，故每天工作时数为x0
 时，效用最大．

（2）由于征收税率为s（0＜s＜1）的收入税，消费者所交税额为sY，其每天的收入为

Y－sY＝（1－s）Y＝（1－s）rx．

若令rs
 ＝（1－s）r，用rs
 代替（4）式中的r，便可得到纳税后的日工作时数

[image: alt]


七、二重积分的概念与性质

二重积分是定积分的推广：被积函数由一元函数y＝f（x）推广到二元函数z＝f（x，y）；积分范围由x轴上的闭区间［a，b］推广到Oxy平面上的有界闭区域D．二重积分的定义、性质与一元函数的定积分类似．

例1　下列不等式中正确的是（　　）．

[image: alt]


解　选（C）．由二重积分的定义知，在D上，仅当f（x，y）＞0时，有[image: alt]


在D＝｛（x，y）｜｜x｜≤1，｜y｜≤1｝上，显然，f（x，y）＝x－1＞0，f（x，y）＝y－1＞0并不总成立，而f（x，y）＝x＋1≥0（只有x＝-1时，等号成立）总成立．

在D1
 ＝｛（x，y）｜x2
 ＋y2
 ≤1｝上，f（x，y）＝-x2
 －y2
 ≤0．

例2　设[image: alt]
 其中D＝｛（x，y）｜x2
 ＋y2
 ≤1｝，则（　　）．

（A）I3
 ＞I2
 ＞I1


（B）I1
 ＞I2
 ＞I3


（C）I2
 ＞I1
 ＞I3


（D）I3
 ＞I1
 ＞I2


解　选（A）．在积分区域D上，有[image: alt]
 从而

[image: alt]
 （等号仅在D的边界上成立）．

由于三个被积函数在D上连续，根据二重积分的性质可知I3
 ＞I2
 ＞I1
 ．

例3　设D1
 是正方形区域，D2
 是D1
 的内切圆，D3
 是D1
 的外接圆，D1
 的中心点在（1，1）处．记

[image: alt]


则I1
 ，I2
 ，I3
 的大小顺序是（　　）．

（A）I1
 ≤I2
 ≤I3


（B）I2
 ≤I1
 ≤I3


（C）I3
 ≤I1
 ≤I2


（D）I3
 ≤I2
 ≤I1


解　选（B）．因三个二重积分的被积函数一样，均为正值函数，且连续；又D2
 ⊂D1
 ⊂D3
 ，故由二重积分的几何意义可知，I2
 ≤I1
 ≤I3
 ．

例4　设D＝｛（x，y）｜0≤x≤2，0≤y≤4｝，估计[image: alt]
 的值．

解　D（图6-5）的面积是8．由积分中值定理，存在点（ξ，η）∈D，使

[image: alt]


因ln2＝ln（2＋0＋0）≤ln（2＋ξ＋η）≤ln（2＋2＋4）＝3ln2，故

[image: alt]


[image: alt]


图　6-5

例5　设f（x，y）是连续函数，求[image: alt]


解　根据积分中值定理，存在点（ξ，η）∈D，使

[image: alt]


当t→0+
 时，（ξ，η）→（0，0），又f（x，y）连续，于是

[image: alt]


例6　证明[image: alt]


分析　这是一个估计积分值的问题．积分区域D如图6-6，它的面积为2，因此若能推出被积函数的值不超过9/4即可得到所要证的不等式．在推算被积函数值的时候，要注意利用D给出的不等式｜x｜＋｜y｜≤1．

[image: alt]


图　6-6

证　由于

[image: alt]


这里利用了不等式[image: alt]
 所以

[image: alt]


八、在直角坐标系下计算二重积分

1．解题程序与计算公式

解题程序：

（1）画出积分区域D的草图．

（2）将二重积分化为二次积分，选择积分次序，并确定相应的积分上限和下限：

1°根据D的形状选择积分次序，以将D不分块或少分块（必须分块时）为好．见本节例3，例4．

2°根据被积函数f（x，y）选择积分次序，以积分简便或能够进行积分为原则．见例5，例7．特别地，当被积函数仅为x（或y）的函数时，一般应先对y（或x）积分．见例6．

（3）计算二次积分．

将二重积分化为二次积分的思路与公式：

（1）矩形区域D＝｛（x，y）｜a≤x≤b，c≤y≤d｝，则

[image: alt]


特别地，当f（x，y）＝f1
 （x）·f2
 （y）时（见例1），

[image: alt]


（1）式是将矩形区域上的二重积分写成两个定积分的乘积．反之，两个定积分的乘积也可看做是矩形区域上的二重积分．利用这种思路不仅可以证明有关定积分的等式或不等式（见本章第十一节），而且还有下面的应用．

定积分的二次积分解法　当定积分的被积函数或其中一部分易于表为积分限的函数时，可考虑将其化为矩形区域上的二次积分来求解．见例2．

（2）X型区域（图6-7）D＝｛（x，y）｜a≤x≤b，φ1
 （x）≤y≤φ2
 （x）｝，则

[image: alt]


对X型区域D，是先对y后对x积分．在确定积分限时，先确定x后确定y的积分限．

对x的积分限是：区域D的从左到右的最大变动范围的左端点与右端点的横坐标分别是积分下限、上限，或者说区域D在x轴上的投影区间［a，b］是对x积分的区间．

对y的积分限是：在区间（a，b）内，由下向上作x轴的垂线，先交于区域D的边界线y＝φ1
 （x），则它为积分下限；后交于区域D的边界线y＝φ2
 （x），则它为积分上限．

对X型区域D，垂直于x轴的直线x＝x0
 （a＜x0
 ＜b）至多于区域D的边界交于两点．

（3）Y型区域（图6-8）D＝｛（x，y）｜c≤y≤d，ψ1
 （y）≤x≤ψ2
 （y）｝，则

[image: alt]


确定积分限的方法与前述类似．

[image: alt]


图　6-7

[image: alt]


图　6-8

2．D需先分块再计算二重积分的常见情形

（1）D不是X型或Y型区域：当D与平行于坐标轴的直线的交点多于两个，这时，需用平行于坐标轴的直线将D分块，使其部分区域或为X型区域，或为Y型区域．

（2）被积函数含有绝对值符号：为去掉被积函数中的绝对值符号，需用使绝对值中的函数等于零的曲线将D分块．见例17，例18，本章第九节例7．

（3）被积函数的表示式分区域给出：需将D按所给分区域相应地分块．见例19，例20．

3．交换二次积分的积分次序

解题程序：

（1）由给定的二次积分的积分限确定原二重积分的区域D，一般情况要画出D的图形．

（2）由D按新的积分次序确定积分限，并写出二次积分．

交换二次积分次序需注意的是，所给二次积分必须符合二重积分化为二次积分的定限原则：内层积分和外层积分的积分限必须下限小，上限大．若所给二次积分（特别注意内层积分）不符合定限原则，必须用定积分的性质，交换上下限．见例15．

需要交换二次积分次序的常见情形：

（1）交换二次积分次序，可简化计算．

1°先对x（或y）后对y（或x）的积分，而被积函数仅为x（或y）的函数，其原函数又不易求出．

2°按给定的二次积分，内层积分计算较繁，或使外层积分计算较繁．见例16．

（2）按给定的二次积分，内层积分无法计算．见例14，例15．

如被积函数f（x，y）中关于x的函数为[image: alt]
 等因子，由于这些函数的原函数无法用初等函数表示，应先对y积分，后对x积分．

4．用D的对称性与被积函数的奇偶性简化计算

（1）D关于x轴对称，记D1
 ＝｛（x，y）∈D｜y≥0｝，则（见例8，例9，例12，本章第九节例6）

[image: alt]


（2）D关于y轴对称，记D1
 ＝｛（x，y）∈D｜x≥0｝，则（见例9，例12，例13，例17）

[image: alt]


（3）D关于x轴、y轴均对称，记D1
 ＝｛（x，y）∈D｜x≥0，y≥0｝，则

[image: alt]


（4）D关于原点对称，且两对称部分的区域为D1
 和D2
 ，即D＝D1
 ＋D2
 ，则

[image: alt]


（5）D关于直线y＝x对称，记D1
 ＝｛（x，y）∈D｜y≥x｝，则

[image: alt]


例1　设D＝｛（x，y）｜0≤x≤1，0≤y≤1｝，计算

[image: alt]


解　D是矩形区域，并注意到1＋x2
 ＋y2
 ＋x2
 y2
 ＝（1＋x2
 ）（1＋y2
 ），则

　　　　[image: alt]


例2　计算[image: alt]


分析　这是定积分，难以计算．注意到[image: alt]
 则

[image: alt]


这样，可把定积分化为二次积分，交换积分次序后，再积分．

解　[image: alt]


例3　计算[image: alt]
 其中D由直线y＝0，y＝1，y＝x，y＝x＋1所围成．

解　D如图6-9．从D的形状看，应看成Y型区域：

D＝｛（x，y）｜y－1≤x≤y，0≤y≤1｝．

[image: alt]


若D看成X型区域，需用直线x＝0将D分成D1
 和D2
 ，计算较繁琐．

[image: alt]


图　6-9

[image: alt]


图　6-10

例4　计算[image: alt]
 其中D由曲线y2
 ＝2x，x＋y＝4，x＋y＝12所围成．

解　D如图6-10．从D的形状看，先对x积分或先对y积分，D都需分块．若先对y积分，用直线x＝8将D分成D1
 与D2
 ．若先对x积分，需用直线y＝-4，y＝2将D分成三块．选前者，则

[image: alt]


例5　计算[image: alt]
 其中D是由直线y＝x，y＝1，x＝0所围成．

解　D如图6-11．从被积函数看，应先对x积分，后对y积分．

[image: alt]


[image: alt]


图　6-11

[image: alt]


图　6-12

例6　计算[image: alt]
 其中D由曲线y＝x2
 ，y＝0，x＝1所围成．

解　D如图6-12．从D的形状看，看成X型区域或Y型区域均可．由于被积函数仅是x的函数，应先对y积分，后对x积分．

[image: alt]


例7　计算[image: alt]
 D由曲线y＝ex
 ，直线y＝2和x＝0所围成．

解　D如图6-13．对y而言，由于被积函数[image: alt]
 的原函数不能用初等函数表示，应先对x积分．

[image: alt]


[image: alt]


图　6-13

[image: alt]


图　6-14

例8　设D＝｛（x，y）｜（x－R）2
 ＋y2
 ≤R2
 ｝，则[image: alt]


解　D（图6-14）关于x轴对称，被积函数关于y为奇函数，故I＝0．

例9　设[image: alt]
 则[image: alt]


解　显然椭圆区域D关于x轴，y轴均对称．而被积函数

[image: alt]


其中第一项记做φ（x，y），关于y为奇函数，第二项记做g（x，y），关于x为奇函数．于是

[image: alt]


例10　设D＝｛（x，y）｜x2
 ＋y2
 ≤4，x≥0，y≥0｝，f（x）为D上的正值连续函数，a，b为常数，则

[image: alt]


解　依题意，D关于直线y＝x对称，则

[image: alt]


例11　设D＝｛（x，y）｜0≤x≤π，0≤y≤π｝，则[image: alt]


解　填0．因D关于直线y＝x对称，被积函数sin（x－y）＝-sin（y－x），即f（x，y）＝-f（y，x），故I＝0．

例12　计算[image: alt]
 其中D是由曲线y＝x3
 ，直线y＝1，x＝-1围成的平面区域，f是连续函数．

解　用曲线y＝-x3
 将D分成D1
 与D2
 ，则D1
 关于y轴对称，D2
 关于x轴对称（图6-15）．而xyf（x2
 ＋y2
 ）关于x、关于y均为奇函数．

[image: alt]


[image: alt]


图　6-15

[image: alt]


图　6-16

例13　计算[image: alt]
 其中D由曲线y＝x2
 ，y＝4x2
 ，y＝1围成．

解　D如图6-16．D应看两个Y型区域D1
 与D2
 之和．注意到D1
 与D2
 关于y轴对称，被积函数中的x关于x是奇函数，则

[image: alt]


例14　计算[image: alt]


解　按所给二次积分，积分区域D如图6-17．若先对y积分，因被积函数的原函数不是初等函数，必须先交换积分次序再计算．

[image: alt]


[image: alt]


图　6-17

[image: alt]


图　6-18

例15　设[image: alt]


解　[image: alt]
 由于[image: alt]
 的原函数不是初等函数，必须交换积分次序．由所给二次积分，D如图6-18．由D可以看出，二次积分的内层积分不符合定限原则，需先交换上下限．

[image: alt]


例16　计算[image: alt]


解　按所给积分次序，内层积分易求出，但再积分就困难了．应先交换积分次序．D如图6-19．

[image: alt]


[image: alt]


图　6-19

例17　计算[image: alt]
 其中

解　D如图6-20．用曲线y＝x2
 将D分成D1
 与D2
 ，则

[image: alt]


注意到D关于y轴对称，被积函数关于x为偶函数，于是

[image: alt]


[image: alt]


图　6-20

[image: alt]


图　6-21

例18　计算[image: alt]


解　D如图6-21．必须用曲线[image: alt]
 将D分成D1
 与D2
 ，其中，D1
 由直线y＝0，y＝1，x＝0，x＝1和曲线[image: alt]
 围成；D2
 由直线y＝1，x＝1和曲线[image: alt]
 围成．于是

[image: alt]


例19　计算[image: alt]
 其中[image: alt]
 D由直线x＋y＝a，x＋y＝b，y＝0和y＝a＋b（0≤a＜b）所围成．

解　D的图形如图6-22，若先对y积分，考虑到当x≤0，y≤0时，f（x，y）＝0，可用直线x＝0，x＝a将D分成D1
 ，D2
 和D3
 ．于是

[image: alt]


[image: alt]


图　6-22

[image: alt]


图　6-23

例20　设[image: alt]
 且[image: alt]
 求F（t）．

分析　由被积函数的表达式及积分区域（图6-23）的情况，可知F（t）是区域x＋y≤t与三角形区域：0≤y≤2（1－x），0≤x≤1的公共部分的面积．

解　当t≤0时，无公共部分，F（t）＝0；

当0＜t≤1时，[image: alt]


当1＜t≤2时，

[image: alt]


当t＞2时，F（t）＝1．

九、在极坐标系下计算二重积分

1．二重积分选择极坐标的情况

积分区域D为圆域、环域、扇域、环扇域等或其一部分；

被积函数为[image: alt]
 等形式．

极坐标系下的二重积分公式：

[image: alt]


其中D的边界线用极坐标方程表示．

2．二重积分化为二次积分的各种情况

以极点的位置确定二次积分，一般是先对r后对θ积分．

（1）极点O在D的内部（图6-24），D＝｛（r，θ）｜0≤r≤r（θ），0≤θ≤2π｝．

[image: alt]


[image: alt]


图　6-24

[image: alt]


图　6-25

（2）极点在D的外部（图6-25），D＝｛（r，θ）｜r1
 （θ）≤r≤r2
 （θ），α≤θ≤β｝．

[image: alt]


（3）极点在D的边界上．

1°D＝｛（r，θ）｜0≤r≤r（θ），α≤θ≤β｝（图6-26），则

[image: alt]


2°D＝｛（r，θ）｜r1
 （θ）≤r≤r2
 （θ），α≤θ≤β｝（图6-27），则

[image: alt]


[image: alt]


图　6-26

[image: alt]


图　6-27

3．直角坐标系与极坐标系中圆的方程

[image: alt]


[image: alt]


图　6-28

[image: alt]


图　6-29

[image: alt]


图　6-30

[image: alt]


图　6-31

例1　将[image: alt]
 化为极坐标的二次积分，其中

D＝｛（x，y）｜x2
 ＋y2
 ≥1，x2
 ＋y2
 －2x≤0，y≥0｝．

解　D如图6-32．两圆的交点是[image: alt]
 对应的[image: alt]
 D的边界线方程是，r＝1，[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


图　6-32

[image: alt]


图　6-33

例2　设f（x，y）为连续函数，则[image: alt]


[image: alt]


解　选（C）．由题设，[image: alt]
 如图6-33．直线y＝x与圆x2
 ＋y2
 ＝1在第一象限的交点是P[image: alt]


从D的形状看，若先对y后对x积分，必须用直线[image: alt]
 将D分块，这就排除了选项（A）和（B）．若先对x后对y积分，则[image: alt]


例3　设D＝｛（x，y）｜x2
 ＋y2
 ≤a2
 ｝，计算[image: alt]


解　D关于直线y＝x对称．

　　　　[image: alt]


例4　计算[image: alt]


解　由二次积分可得积分域D如图6-34．在极坐标系下

[image: alt]


[image: alt]


图　6-34

[image: alt]


图　6-35

例5　计算[image: alt]
 其中D是由直线x＝-2，y＝0，y＝2以及曲线[image: alt]
 所围成．

解1　D和D1
 如图6-35所示，有

[image: alt]


在极坐标下，[image: alt]
 于是

[image: alt]


从而[image: alt]


解2　D如图6-35．在直角坐标下，[image: alt]


[image: alt]


例6　设D＝｛（x，y）｜x2
 ＋y2
 ≤1，x≥0｝，计算[image: alt]


解　依题意，D如图6-36．因D关于x轴对称，故[image: alt]


记D1
 ＝｛（x，y）∈D｜y≥0｝，在极坐标下，[image: alt]
 于是

[image: alt]


[image: alt]


图　6-36

[image: alt]


图　6-37

例7　计算[image: alt]
 其中D＝｛（x，y）｜0≤x≤1，0≤y≤1｝．

解　D如图6-37所示，将D分块，D＝D1
 ＋D2
 ，其中

[image: alt]


于是　　　　　　　　　　[image: alt]


第一个二重积分记做I1
 ，在极坐标下计算得

[image: alt]


第二个二重积分记做I2
 ，在直角坐标下计算，将D2
 看做X型区域，得

[image: alt]


综上所述，　　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


例7　设D＝｛（x，y）｜x≥0，y≥0，x2
 ＋y2
 ≤1｝，求连续函数f（x，y），f（x，y）满足

[image: alt]


解　令[image: alt]
 已知式两端在D上积分，得

[image: alt]


其中　　　　　　[image: alt]


于是[image: alt]
 从而f（x，y）＝1－2xy－2（x2
 ＋y2
 ）．

十、无界区域上的反常二重积分

设D是无界区域，计算[image: alt]
 的解题程序：

（1）取有界闭区域Dr
 ⊂D，并使得能实现Dr
 →D；

（2）计算[image: alt]


（3）计算极限[image: alt]
 若该极限存在，其值就是[image: alt]


例1　设Da
 ＝｛（x，y）｜｜x｜≤a，｜y｜≤a｝，D表示全坐标平面，计算[image: alt]
 并判别[image: alt]
 的敛散性．

解　Da
 如图6-38，其关于x轴、y轴均对称，又被积函数关于x、关于y均为偶函数，记D1
 ＝｛（x，y）∈Da
 ｜x≥0，y≥0｝，则

[image: alt]


当a→+∞时，Da
 →D．于是

[image: alt]


即所给反常二重积分收敛．

[image: alt]


图　6-38

[image: alt]


图　6-39

例2　设D＝｛（x，y）｜x≥0，y≥0，x＋y≥1｝，计算[image: alt]


解　D如图6-39．这是无界区域．作直线x＋y＝b（b＞1），得Db
 ＝｛（x，y）∈D｜x＋y≤b｝，显然，当b→+∞时，Db
 →D．用直线x＝1将Db
 分成D1
 与D2
 ，则

[image: alt]


于是　[image: alt]


例3　计算[image: alt]
 D是全坐标平面．

解　D是无界区域．取Da
 ＝｛（x，y）｜x2
 ＋y2
 ≤a2
 ｝，则当a→+∞时，Da
 →D．

[image: alt]


[image: alt]


例4　设[image: alt]
 交换二次积分的次序，并把它化为极坐标系下的二次积分．

解　由所给二次积分知，这是无界区域上的二重积分，且

[image: alt]


由此知二重积分的区域D如图6-40．于是

[image: alt]


在极坐标下，D的边界线y＝0，y＝x和y＝1－x的极坐标方程为[image: alt]
 ，r（cosθ＋sinθ）＝1，故

[image: alt]


[image: alt]


图　6-40

十一、证明二重积分或可化为二重积分的等式与不等式

证明时，可从以下几方面思考：

（1）若出现二次积分，可考虑交换积分次序或化为二重积分．见本节例1．

（2）利用二重积分的积分区域D关于直线y＝x对称的性质．见例2～例5．

（3）两个定积分的乘积可转化为二重积分．见例2，例3，例5．常数可表示为定积分，如[image: alt]
 见例5．

（4）定积分与积分变量所用字母无关：[image: alt]
 见例1．

例1　设f（x）在［a，b］上连续，n为大于1的正整数，试证

[image: alt]


分析　等式左端交换积分次序，对x可求积分．

证　[image: alt]


例2　已知函数f（x）在［0，a］上连续，证明

[image: alt]


分析　右端定积分的乘积先化为二重积分，再设法化成左端形式的二次积分．

证　设D＝｛（x，y）｜0≤x≤a，0≤y≤a｝，D关于直线y＝x对称，则

[image: alt]


记D1
 ＝｛（x，y）｜0≤x≤a，x≤y≤a｝（参见图6-11）．记g（x，y）为上式二重积分的被积函数，因g（x，y）＝g（y，x），故

[image: alt]


例3　设f（x）是［0，1］上的连续函数，证明

[image: alt]


证　设D＝｛（x，y）｜0≤x≤1，0≤y≤1｝，注意到D关于直线y＝x对称，且ef（x）－f（y）
 ≥1＋f（x）－f（y），则

[image: alt]


例4　设f（x）是［a，b］上的正值连续函数，试证

[image: alt]


证　因D关于直线y＝x对称，并注意f（x）＞0，f（y）＞0，故

[image: alt]


例5　设f（x），g（x）在［a，b］上连续且是单调减函数，试证

[image: alt]


分析　注意到[image: alt]
 等式两端都可化为矩形区域上的二重积分．

证　令[image: alt]
 即证A≥0．

设D＝｛（x，y）｜a≤x≤b，a≤y≤b｝，D关于直线y＝x对称．因为

　[image: alt]


即

　　[image: alt]


由于f（x），g（x）都单调减少，所以不论x＞y还是x＜y，f（x）－f（y）与g（x）－g（y）总是同号，因而有

［f（x）－f（y）］［g（x）－g（y）］≥0，

于是2A≥0．得证．

特别地，当f（x）＝g（x）时，有

[image: alt]


习　题　六

1．填空题：

（1）[image: alt]


（2）设u＝f（x＋y＋z，xyz），f具有二阶连续偏导数，则[image: alt]


（3）已知xyz＝x＋y＋z，则dz＝＿＿＿．

（4）[image: alt]


（5）设D＝｛（x，y）｜x2
 ＋y2
 ≤R2
 ｝，则[image: alt]


2．单项选择题：

（1）设函数[image: alt]
 在点（0，0）处（　　）．

（A）不连续，偏导数不存在

（B）不连续，偏导数存在

（C）连续，偏导数不存在

（D）连续，偏导数存在

（2）函数[image: alt]


（A）没有驻点

（B）有驻点但没有极值点

（C）有驻点且是极小值点

（D）有驻点且是极大值点

（3）已知（axy3
 －y2
 cosx）dx＋（1＋bysinx＋3x2
 y2
 ）dy为某一函数f（x，y）的全微分，则a，b的值分别为（　　）．

（A）-2和2

（B）2和-2

（C）-3和3

（D）3和-3

（4）设[image: alt]
 其中

[image: alt]


则正确的是（　　）．

（A）I1
 ＜I2
 ＜I3


（B）I3
 ＜I2
 ＜I1


（C）I3
 ＜I1
 ＜I2


（D）I1
 ＜I3
 ＜I2


（5）二次积分[image: alt]


[image: alt]


3．设[image: alt]
 （1）证明f（x，y）在（0，0）连续；（2）求fx
 （0，0），fy
 （0，0）；（3）证明f（x，y）在点（0，0）处不可微．

4．设[image: alt]


5．设f（r）可微，而[image: alt]
 求[image: alt]


6．设[image: alt]


7．设[image: alt]
 求[image: alt]


8．设[image: alt]
 求[image: alt]


9．设u＝f（x－y，y－t，t－z），求[image: alt]


10．设[image: alt]
 f具有连续的二阶偏导数，求[image: alt]


11．设z＝f（x，y）由方程F（x，2x＋y，3x＋y＋z）＝0所确定，求[image: alt]


12．设y＝φ（x），z＝g（x）是由方程F（x，y，z）＝0和z＝xf（x＋y）所确定的函数，其中F和f分别具有一阶连续偏导数和一阶连续导数，求[image: alt]


13．求下列函数的极值：

[image: alt]


14．求由x2
 ＋y2
 ＋z2
 －2x
 ＋2y－4z－10＝0所确定的隐函数z＝f（x，y）的极值．

15．求z＝x＋y＋1在闭区域x2
 ＋y2
 ≤4上的最大值与最小值．

16．设n个正数a1
 ，a2
 ，…，an
 的和等于常数ι，求它们乘积的最大值；并证明这n个正数的几何平均值小于算术平均值，即

[image: alt]


17．某企业的生产函数和成本函数分别为

[image: alt]


（1）若限定成本预算为80，计算使产量达到最高的投入L和K；

（2）若限定产量为120，计算使成本最低的投入L和K．

18．某厂为促销本厂产品需作两种手段的广告宣传，当广告费用分别为x，y（单位：万元）时，销售收益为

[image: alt]


求在下列两种情况下，如何分配两种手段的广告费投入，可使销售收入最大：

（1）不限制广告费的投入额；

（2）限制两种手段的广告投入额为10万元．

19．设[image: alt]
 估计[image: alt]
 的值．

20．交换下列二次积分的次序：

[image: alt]


21．计算[image: alt]


22．求积分[image: alt]
 其中[image: alt]


23．计算[image: alt]
 其中D由直线y＝x，y＝0，[image: alt]
 所围成．

24．设D＝｛（x，y）｜x2
 ＋y2
 ≤1，x≥0｝，计算[image: alt]


25．求函数f（x），已知f（x）在［0，+∞）上连续，且t≥0时，有

[image: alt]


26．设Da
 ＝｛（x，y）｜｜x｜≤a，｜y｜≤a｝，D是全坐标平面．计算[image: alt]
 并判别[image: alt]
 的敛散性．

注释


【1】
 　效用就是商品或劳务满足人的欲望或需要的能力．人们可以在条件允许的限度内，做出恰当的选择，以使效用最大．


第七章　无穷级数

一、用级数敛散性的定义与性质判别级数的敛散性

1．用级数收敛的定义判别级数敛散性的解题思路

设级数[image: alt]
 的部分和Sn
 ＝u1
 ＋u2
 ＋…＋un
 ，则

级数[image: alt]
 的敛散性⇔部分和数列｛Sn
 ｝的敛散性．

（1）先求Sn
 ，再求当n→∞时，Sn
 的极限．求Sn
 的一般方法见第一章第八节．

（2）用数列｛an
 ｝和级数[image: alt]
 之间的关系．

当un
 ＝an
 －an＋1
 时，因[image: alt]
 故有下述结论：

结论1　[image: alt]
 ⇔级数[image: alt]
 收敛，且和S＝a1
 －a．特别地，当[image: alt]
 时，和S＝a1
 ．见例2（1），例3，例4，例5．

结论2　若[image: alt]
 则级数[image: alt]
 一定发散．见例2（2）．

2．用级数的基本性质判别级数的敛散性

解题思路：

（1）假设要判断某一级数的敛散性，可根据级数的基本性质把该级数化成已知其敛散性的级数来讨论，见例6，例7．这就需要熟知某些级数的敛散性．这将随着所学内容的增多而逐步掌握．当前需掌握下述三个最常用级数的敛散性：

等比级数　[image: alt]


P级数　[image: alt]


调和级数　[image: alt]


（2）用级数收敛的必要条件可判定级数发散．若[image: alt]
 则[image: alt]
 一定发散．见例8．

例1　若级数[image: alt]
 的部分和Sn
 ＝arctann，试写出u1
 ，un
 ，级数及其和S．

解　u1
 ＝S1
 ＝arctan1；

[image: alt]


①　公式：[image: alt]


注　un
 也可如下求：当n≥2时，un
 ＝Sn
 －Sn－1
 ，因

[image: alt]


故[image: alt]


例2　判别下列级数的敛散性，若收敛，求其和：

[image: alt]


解　（1）由于[image: alt]
 故级数收敛，且其和

[image: alt]


（2）由于[image: alt]
 且[image: alt]
 故由前述结论2，级数发散．

由前述结论1，可知下列各级数均收敛且易求得其和（见第一章第八节）：

[image: alt]


[image: alt]
 由于

[image: alt]


故　　　　　　　　　　　　[image: alt]


[image: alt]
 （见例1），故

[image: alt]


例3　级数[image: alt]
 当a，b为何值时收敛？

解　因　[image: alt]


故当[image: alt]
 即a＝-2，b＝1时，

Sn
 ＝（ln1－ln2）－［ln（n＋1）－ln（n＋2）］，S＝-ln2．

例4　设[image: alt]
 讨论级数[image: alt]
 的敛散性；若收敛，求其和．

解　由分部积分法（见第五章第九节例26）得

[image: alt]


因[image: alt]
 故级数收敛，且[image: alt]


例5　设有两条抛物线[image: alt]
 和[image: alt]
 记它们交点的横坐标的绝对值为an
 （见图7-1）．

[image: alt]


图　7-1

（1）求这两条抛物线所围成的平面图形的面积Sn
 ；

（2）求级数[image: alt]
 的和．

解　（1）由[image: alt]
 得

[image: alt]
 　故　[image: alt]


因图形关于y轴对称，所以

[image: alt]


[image: alt]


（2）因[image: alt]
 且[image: alt]
 故[image: alt]


例6　设级数[image: alt]
 收敛，试讨论[image: alt]
 的敛散性．

解　[image: alt]
 是[image: alt]
 的加括号级数．若后者收敛，则前者肯定收敛，且其和不变；但前者收敛，后者未必收敛．

当[image: alt]
 收敛，其和为S，且[image: alt]
 时，则[image: alt]
 收敛，且其和不变．证明如下：

记S2n
 ，S2n＋1
 分别为[image: alt]
 的前2n项和与前2n＋1项和，则

[image: alt]


因[image: alt]
 故

[image: alt]


即级数[image: alt]
 收敛，且其和仍为S．

例7　已知[image: alt]
 证明级数[image: alt]
 收敛，并求其和．

解　因[image: alt]
 且[image: alt]
 及[image: alt]
 收敛，故[image: alt]
 收敛，且

[image: alt]


而[image: alt]
 故[image: alt]
 收敛，且[image: alt]


例8　判别下列级数的敛散性：

[image: alt]


解　用级数收敛的必要条件判别．

（1）因[image: alt]
 故级数发散．

（2）[image: alt]
 由洛必达法则，[image: alt]
 因[image: alt]
 故级数发散．

（3）因[image: alt]
 故[image: alt]
 从而级数发散．

注　本例之（3），是利用不等式间接推出[image: alt]
 这也是常用的方法．

二、判别正项级数敛散性的各种方法

判别正项级数敛散性有五种方法：

收敛的基本定理，比较判别法，比值判别法，根值判别法和积分判别法．

设[image: alt]
 是正项级数．

用各种方法判别正项级数敛散性的解题思路：

1．用收敛的基本定理

由于[image: alt]
 收敛⇔其部分和数列｛Sn
 ｝有上界，故若能判别级数的部分和数列｛Sn
 ｝有界或无界则级数收敛或发散．见本节例1（1）和（2）．

2．用比值判别法

通项un
 中含有an
 （a为常数），n！，nn
 ，多个因子连乘时，适用此法．见例4．

若[image: alt]
 或[image: alt]
 不易计算或不存在时，不能用此法．

3．用根值判别法

通项un
 中含以n为指数幂的因子时，适用此法．见例5（2），（3）．un
 中含有n！时，有时也用此法．用此法时常用到下述极限：

[image: alt]


若[image: alt]
 或[image: alt]
 不易计算或不存在时，不能用此法．

4．用比较判别法或极限形式的比较判别法

在比较判别法中，极限形式的比较判别法比非极限形式的比较判别法用起来更方便些．

在用比较判别法判别[image: alt]
 的敛散性时，欲判别它收敛或发散，需先找出一个收敛或发散的正项级数与之比较．这就要凭自己所掌握的有关知识，对所要判别的级数作出初步判断，然后再去寻找作为比较的级数．经常用来作比较的级数有等比级数、调和级数和p级数．

（1）由比较判别法知，若[image: alt]
 收敛且数列｛an
 ｝有0＜an
 ≤M（n＝1，2，…），则[image: alt]
 收敛．事实上，因an
 un
 ≤Mun
 ，而[image: alt]
 收敛，故[image: alt]
 收敛．特别，若[image: alt]
 收敛，且数列｛an
 ｝（an
 ＞0）存在极限，则[image: alt]
 收敛．见例8．

（2）极限形式的比较判别法，实际上是考查当n→∞时两个级数的通项无穷小的阶：

1°若un
 与vn
 是同阶无穷小，则[image: alt]
 与[image: alt]
 同敛散．例如，假设取[image: alt]
 根据p的取值范围就可判定[image: alt]
 的敛散性．见例2（2），例5（1）．

2°若un
 是比vn
 高阶的无穷小，当[image: alt]
 收敛时，则[image: alt]
 收敛；若un
 是比vn
 低阶的无穷小，当[image: alt]
 发散时，则[image: alt]
 发散．

（3）若级数的通项un
 为n的有理分式或无理分式，当分母中n的最高次幂减去分子中n的最高次幂大于1时，则该级数收敛；反之，若小于等于1时，则该级数发散．在具体计算时，多用极限形式的比较判别法，一般取p级数作为比较的级数．见例2．

（4）通项un
 为定积分的级数，判别其敛散性可从两方面考虑：若定积分能算出，可用级数敛散性的定义，见例10之（1）；若定积分难以算出，通常用比较判别法，通过放缩定积分，确定用来比较的级数，见例3，例10之（2）．

5．用积分判别法

设f（x）是区间［1，+∞）上非负单调减少的连续函数，则

[image: alt]
 与[image: alt]
 的敛散性相同[image: alt]
 当a＞1时，对[image: alt]
 f（x）dx，该判别法仍成立[image: alt]
 ．

若利用积分判别法，应根据我们已掌握的无穷区间的积分的敛散性．例如，积分

[image: alt]


在p＞1时收敛；在p≤1时发散．见例7．

6．用等价无穷小代换

基于极限形式比较判别法的实质是无穷小阶的比较，可用等价无穷小代换级数的通项或通项中的部分因子，所得到的新级数与原级数有相同的敛散性．见例2（2），例5（1），例7（2）．

7．证明题，一般用比较判别法（见例11，例12）

例1　设[image: alt]
 收敛，证明下列级数均收敛：

[image: alt]


证　由题设，若以Sn
 ，S分别记[image: alt]
 的前n项和与和，则[image: alt]
 ，且[image: alt]


（1）若以σn
 记[image: alt]
 的前n项和，则

σn
 ＝u1
 ＋u3
 ＋…＋u2n－1
 ＜u1
 ＋u2
 ＋u3
 ＋…＋u2n－1
 ＝S2n－1
 ＜S．

由收敛的基本定理知，该级数收敛．

（2）证1　因[image: alt]
 若以σn
 记[image: alt]
 的前n项和，则

[image: alt]


于是由收敛的基本定理，所给级数收敛．

证2　用极限形式的比较判别法．因[image: alt]
 知[image: alt]
 收敛．

（3）因[image: alt]
 故[image: alt]
 收敛．

（4）因[image: alt]
 故[image: alt]
 收敛．

（5）用比较判别法．因un
 ＞0，有[image: alt]
 由[image: alt]
 收敛知[image: alt]
 收敛，从而[image: alt]
 收敛，故[image: alt]
 收敛．

（6）用比较判别法．因[image: alt]
 由[image: alt]
 和[image: alt]
 收敛，知[image: alt]
 收敛，从而[image: alt]
 收敛．

注　由正项级数收敛的基本定理知，若[image: alt]
 （un
 ≥0，n＝1，2，…）收敛，则由它的一部分项构成的级数一定收敛．

例2　判别下列级数的敛散性：

[image: alt]


解　按通项un
 的形式，用极限形式的比较判别法．

（1）取[image: alt]
 因[image: alt]
 而[image: alt]
 收敛，故原级数收敛．

（2）注意到当n→∞时，[image: alt]
 故[image: alt]
 与原级数敛散性同．因

[image: alt]


而[image: alt]
 当p＞0时收敛，当p≤0时发散，故原级数当p＞0时收敛，当p≤0时发散．

例3　判别级数[image: alt]
 的敛散性．

解　因[image: alt]
 而[image: alt]
 收敛，故原级数收敛．

例4　判别下列级数的敛散性：

[image: alt]


解　（1）因[image: alt]
 由比值判别法，原级数收敛．

（2）因[image: alt]
 故对x≥0，原级数收敛．

例5　判别下列级数的敛散性：

[image: alt]


解　（1）确定k，使得当n→∞时，[image: alt]
 与[image: alt]
 是同阶无穷小．用洛必达法则，

因　　　　　[image: alt]
 　知　[image: alt]


而[image: alt]
 收敛，故原级数收敛．

（2）因[image: alt]
 又对[image: alt]
 用比值判别法或根值判别法：

[image: alt]


或　　[image: alt]


故[image: alt]
 收敛，再由比较判别法，原级数收敛．

（3）因[image: alt]
 其中[image: alt]
 故由根值判别法，原级数收敛．

（4）因[image: alt]
 故由比值判别法，原级数发散．

注　本例（4）不宜用根值法，因[image: alt]
 难以计算．

例6　判别下列级数的敛散性：

[image: alt]


分析　由于[image: alt]
 当正项级数的通项中既含有指数又含有对数时，常用对数性质将其化为p级数，再考查其敛散性．

解　（1）因[image: alt]
 故当lna＞1，即a＞e时，原级数收敛；当lna≤1，即0＜a≤e时，原级数发散．

（2）注意到当n充分大时，有lnlnn＞2．因[image: alt]
 而[image: alt]
 收敛，故原级数收敛．

例7　判别下列级数的敛散性（p＞0）：

[image: alt]


解　（1）令[image: alt]
 则f（x）在［2，+∞）非负单调减少且连续，又[image: alt]
 与[image: alt]
 有相同的敛散性．

因[image: alt]
 在p＞1时收敛，当p≤1时发散，所以由积分判别法，原级数当p＞1时收敛，当p≤1时发散．

（2）当n→∞时，[image: alt]
 则[image: alt]
 与原级数的敛散性相同．令f（x）＝[image: alt]
 则f（x）在［3，+∞）上非负单调减少且连续，又

[image: alt]


由积分判别法，原级数在p＞1时收敛，在p≤1时发散．

例8　设an
 ＞0（n＝1，2，…），且[image: alt]
 试判别[image: alt]
 的敛散性．

解　由题设知，存在M＞0，有0＜an
 ≤M（n＝1，2，…）．记[image: alt]
 当n→∞时，[image: alt]
 由[image: alt]
 收敛知[image: alt]
 收敛，从而[image: alt]
 收敛．

由于an
 un
 ≤Mun
 ，由比较判别法知[image: alt]
 即原级数收敛．

例9　设[image: alt]
 当n→∞时，（　　）．

（A）α与β是等价无穷小

（B）α与β是同阶、但不是等价无穷小

（C）α是比β较高阶的无穷小

（D）α是比β较低阶的无穷小

解　选（C）．因[image: alt]
 考虑级数[image: alt]
 由比值法可知，该级数收敛．从而[image: alt]


例10　设[image: alt]
 （1）求[image: alt]
 的值；

（2）试证：对任意的常数λ＞0，[image: alt]
 收敛．

解　（1）由题设知an
 ＞0．因为

[image: alt]


所以[image: alt]


（2）设tanx＝t，因为

[image: alt]


所以[image: alt]
 由λ＋1＞1知[image: alt]
 收敛，从而[image: alt]
 收敛．

例11　设0≤bn
 ≤an
 ，且[image: alt]
 收敛，证明[image: alt]
 收敛．

分析　注意到[image: alt]
 且当n≥1时，有[image: alt]


证　因n≥1时，有[image: alt]
 而[image: alt]
 收敛，由比较判别法知，所给级数收敛．

例12　设对一切n，有an
 ≤bn
 ≤cn
 ，判别下列结论是否正确．若正确，请证明；若不正确，举出反例．

（1）若级数[image: alt]
 和[image: alt]
 都收敛，则[image: alt]
 收敛；

（2）若级数[image: alt]
 和[image: alt]
 都发散，则[image: alt]
 发散．

分析　[image: alt]
 和[image: alt]
 未必是正项级数，不能直接用比较判别法．由an
 ≤bn
 ≤cn
 ，可推得0≤bn
 －an
 ≤cn
 －an
 ．

解　（1）结论正确．由[image: alt]
 和[image: alt]
 都收敛，知正项级数[image: alt]
 收敛，由比较判别法知[image: alt]
 收敛．

又因bn
 ＝an
 ＋（bn
 －an
 ），且[image: alt]
 和[image: alt]
 都收敛，故[image: alt]
 收敛．

（2）结论不正确．例如，对一切n，有[image: alt]
 而[image: alt]
 和[image: alt]
 都发散，但[image: alt]
 却收敛．

三、判别任意项级数敛散性的方法

1．判别交错级数敛散性的解题思路

设[image: alt]
 为交错级数．

（1）用莱布尼茨判别法可判别交错级数收敛：

若[image: alt]
 且un
 ≥un＋1
 （n＝1，2，…），则交错级数收敛．见本节例1，例2．

如何比较un
 与un＋1
 的大小，见第一章七．

（2）对不满足条件un
 ≥un＋1
 （n＝1，2，…）的交错级数的判别思路：

由于un
 ≥un＋1
 （n＝1，2，…）是判别交错级数收敛的充分条件，并非必要条件，若不满足un
 ≥un＋1
 ，不能断定级数发散，这时可用下述方法判别级数的敛散性：

1°用级数敛散性的定义．见例3（1）．

2°用加括号级数判别．若加括号后的级数发散，则原级数一定发散，见例3（2）；若加括号后的级数收敛，且原级数的一般项以零为极限，则原级数收敛，见例3（3）．

3°把一般项分项来判别．见例3（4）．

4°用交换级数奇偶项的方法判别．见例3（5）．

设级数（Ⅰ）：[image: alt]


　　　（Ⅱ）：u2
 ＋u1
 ＋u4
 ＋u3
 ＋…＋u2n
 ＋u2n－1
 ＋…．

其中级数（Ⅱ）是由级数（Ⅰ）经交换奇偶项得到的．

若[image: alt]
 且级数（Ⅱ）收敛其和为S，则级数（Ⅰ）也收敛其和是S．

事实上，若级数（Ⅰ）、级数（Ⅱ）的前2n项的部分和分别记做S2n
 和σ2n
 ，则S2n
 ＝σ2n
 ，因

[image: alt]


故级数（Ⅰ）收敛，其和为S．

2．用正项级数判别法判别任意项级数（包括交错级数）敛散性的解题思路

设[image: alt]
 为任意项级数，则[image: alt]
 为正项级数．

（1）比较判别法只能判别级数收敛．

若[image: alt]
 收敛，则[image: alt]
 收敛且绝对收敛，见例5（1）；若[image: alt]
 发散，则[image: alt]
 的敛散性不确定，见例4（1）．

（2）比值判别法、根值判别法可判别级数收敛与发散．

对[image: alt]
 若[image: alt]
 或[image: alt]
 当ρ＜1时，它绝对收敛，见例4（2），例5（3）；当ρ＞1时，必有[image: alt]
 从而[image: alt]
 它发散．

3．关于由两个级数的项的和构成的级数的敛散性

设级数（Ⅰ）：[image: alt]
 和（Ⅱ）：[image: alt]
 都是任意项级数，级数（Ⅲ）：[image: alt]


（1）若级数（Ⅰ）和（Ⅱ）都绝对收敛，则级数（Ⅲ）绝对收敛．

（2）若级数（Ⅰ）和（Ⅱ）都条件收敛，则级数（Ⅲ）可能条件收敛，也可能绝对收敛．

例如，[image: alt]
 都条件收敛，则[image: alt]
 [image: alt]
 条件收敛．而级数

[image: alt]


都条件收敛，但[image: alt]
 就绝对收敛．

（3）若级数（Ⅰ）绝对收敛，级数（Ⅱ）条件收敛，则级数（Ⅲ）条件收敛．

例如，[image: alt]
 绝对收敛，[image: alt]
 条件收敛，则[image: alt]
 条件收敛．

例1　判别下列交错级数的敛散性：

[image: alt]


解　（1）记[image: alt]
 因[image: alt]
 由比值判别法，级数发散．

（2）注意到[image: alt]
 记[image: alt]
 则[image: alt]


由于[image: alt]
 故[image: alt]
 即un
 ＞un＋1
 （n＝2，3，…），由莱布尼茨定理，级数收敛．

（3）因[image: alt]
 知[image: alt]
 记[image: alt]
 则[image: alt]


令f（x）＝x－lnx，因[image: alt]
 f（x）在（1，+∞）上单调增加，所以f（n）＝n－lnn单调增加，从而un
 ＞un＋1
 （n＝1，2，…）．由莱布尼茨定理，级数收敛．

例2　判别级数[image: alt]
 的敛散性．

解　因[image: alt]


又当n充分大时，[image: alt]
 故[image: alt]
 从而

[image: alt]


是交错级数．易知，该级数满足莱布尼茨定理的条件，所以级数收敛．

例3　判别下列交错级数的敛散性：

[image: alt]


解　本题均不满足un
 ≥un＋1
 （n＝1，2，…），不能用莱布尼茨判别法．

（1）因[image: alt]
 故用级数敛散性定义判别．由

[image: alt]


故级数收敛且其和[image: alt]


（2）因[image: alt]
 故考虑加括号级数

[image: alt]


而级数[image: alt]
 发散，故原级数发散．

（3）因[image: alt]
 故考虑加括号级数

[image: alt]


而[image: alt]
 收敛，又原级数的一般项当n→∞时以0为极限，故原级数收敛．

（4）因[image: alt]
 故将级数的一般项分项：

[image: alt]


由莱布尼兹判别法知[image: alt]
 均收敛，而[image: alt]
 发散，故原级数发散．

（5）因[image: alt]
 故交换级数的奇偶项：

原级数为[image: alt]


交换后的级数为[image: alt]


显然，后一级数满足莱布尼茨判别法的条件，它收敛．又因为原级数的通项[image: alt]
 0（n→∞），故原级数收敛．

例4　判别下列级数是绝对收敛，条件收敛，还是发散：

[image: alt]


解　（1）因[image: alt]
 这是交错级数．当n→∞时，[image: alt]
 而级数[image: alt]
 发散，从而原级数非绝对收敛．

由于[image: alt]
 且因[image: alt]
 有

[image: alt]


由莱布尼茨定理知，原级数收敛是条件收敛．

（2）因[image: alt]
 可正可负，但其符号并非正负相间，所给级数不是交错级数，是任意项级数．

由于[image: alt]
 而对级数[image: alt]
 由比值判别法，因

[image: alt]


所以[image: alt]
 收敛，从而原级数绝对收敛．

例5　判别下列级数是绝对收敛，条件收敛，还是发散：

（1）[image: alt]
 其中b∈（0，π），级数[image: alt]
 绝对收敛；

（2）[image: alt]
 其中un
 ≠0（n＝1，2，…），且[image: alt]


（3）[image: alt]
 其中正值数列｛an
 ｝单调减少，级数[image: alt]
 发散，x∈（-∞，+∞）．

解　（1）因[image: alt]
 收敛可知[image: alt]
 收敛．又当n→∞时，tan[image: alt]
 用极限形式的比较判别法，由于

[image: alt]


所以原级数绝对收敛．

（2）由[image: alt]
 知un
 ＞0，un
 ＜un＋1
 ，且[image: alt]
 由此，[image: alt]
 且[image: alt]
 由莱布尼茨定理，级数[image: alt]
 均收敛．

由[image: alt]
 且[image: alt]
 发散，故级数[image: alt]
 均发散，从而级数[image: alt]
 发散，即所给级数条件收敛．

（3）因x∈（-∞，+∞）时，cosnx可正可负，这是任意项级数．

因数列｛an
 ｝单调减少且有下界（an
 ＞0，n＝1，2，…），所以[image: alt]
 存在，设其为a，必然有a＞0．否则，若a＝0，由莱布尼茨判别法知，[image: alt]
 收敛，与已知条件矛盾．

由于[image: alt]
 且[image: alt]
 由根值判别法，级数绝对收敛．

例6　试讨论当k取何值时，级数[image: alt]
 发散、收敛、条件收敛、绝对收敛．

解　这是交错级数．记[image: alt]
 当k≤0时，因[image: alt]
 所以级数[image: alt]
 发散．当k＞0时，由洛必达法则知[image: alt]
 故[image: alt]
 又因

[image: alt]


显然，当[image: alt]
 时，（1－klnx）＜0，从而[image: alt]
 所以当n充分大时，数列｛un
 ｝单调减少．由莱布尼茨定理知，当k＞0时，原级数收敛．

取[image: alt]
 由于

[image: alt]


由极限形式的比较判别法，当k＞p＞1时，因级数[image: alt]
 收敛，所以[image: alt]
 收敛，从而原级数[image: alt]
 绝对收敛；当k≤p≤1时，因[image: alt]
 发散，所以[image: alt]
 发散，从而[image: alt]
 非绝对收敛．

综上所述，所给级数，当k≤0时，发散；当k＞0时，收敛．当0＜k≤1时，条件收敛；当k＞1时，绝对收敛．

四、求幂级数收敛半径与收敛域的方法

1．求幂级数收敛半径的方法

（1）对标准型幂级数[image: alt]


[image: alt]


注　当[image: alt]
 不存在时，求收敛半径的方法见例7．

（2）幂级数为[image: alt]
 型时，令y＝x－x0
 ，将其化为[image: alt]
 型，先求该幂级数的收敛半径，再导出原级数的收敛区间．也可将其看成是数项级数，直接用比值判别法或根值判别法确定其收敛区间．见本节例6（1）．

（3）幂级数是缺项级数时，即有的系数an
 为0，可通过变量替换化为标准型或直接用比值判别法或根值判别法去讨论敛散性．见例6（2），（3）．

（4）两个幂级数之和的收敛半径：设幂级数[image: alt]
 与[image: alt]
 的收敛半径分别为Ra
 与Rb
 ，则

[image: alt]


的收敛半径R＝min｛Ra
 ，Rb
 ｝（见例1（2））．

2．求幂级数[image: alt]
 收敛域的程序

（1）求收敛半径R；

（2）用数项级数的判别法判别当x＝±R时级数的敛散性；

（3）写出级数的收敛域．见例5．

3．广义幂级数求收敛半径的方法

（1）通过恰当的变量替换将其化为标准型幂级数，先求幂级数的收敛半径，变量还原求出原级数的收敛区间．见例8（1）．

（2）直接用比值判别法或根值判别法．见例8（2）．

例1　已知幂级数[image: alt]
 的收敛半径为R（≠0，+∞），求下列幂级数的收敛半径R1
 ：

[image: alt]


解　（1）解1　用比值判别法，并注意已知条件[image: alt]
 为使所给幂级数绝对收敛，必有

[image: alt]


即｜x｜＜R．故R1
 ＝R．

解2　直接观察可知R1
 ＝R．若详细解释则是：

由收敛半径的求法知，[image: alt]
 有相同的收敛半径，考查后一幂级数

[image: alt]


显然[image: alt]
 与[image: alt]
 有相同的收敛半径．

（2）分别求[image: alt]
 和[image: alt]
 的收敛半径．

因[image: alt]
 故[image: alt]
 的收敛半径为1．

因[image: alt]
 故[image: alt]
 的收敛半径为R2
 ．于是R1
 ＝min｛1，R2
 ｝．

例2　若幂级数[image: alt]
 在x＞0时发散，在x＝0时收敛，则a＝＿＿＿．

分析　按题设，x＝0是幂级数收敛区间的右端点．

解　因[image: alt]
 而当｜x－a｜＜1时幂级数绝对收敛，即收敛区间是（a－1，a＋1）．由a＋1＝0得a＝-1．

例3　若幂级数[image: alt]
 在x＝2处收敛，则[image: alt]
 在x＝-2处（　　）．

（A）发散

（B）条件收敛

（C）绝对收敛

（D）敛散性不确定

解　选（D）．按题设，幂级数[image: alt]
 在[image: alt]
 时绝对收敛，在[image: alt]
 时，敛散性不确定．而x＝-2满足[image: alt]


例4　证明：对任何x值，[image: alt]


分析　若能证明幂级数[image: alt]
 的收敛半径R＝+∞即可．

解　因[image: alt]
 故R＝+∞．由级数收敛的必要条件，结论得证．

例5　求下列幂级数的收敛域：

[image: alt]


解　（1）因[image: alt]
 故[image: alt]


当[image: alt]
 时，级数为[image: alt]
 这是收敛的交错级数．

当[image: alt]
 时，级数为[image: alt]
 因[image: alt]
 [image: alt]
 且[image: alt]
 发散，该级数发散．

综上所述，幂级数的收敛域为[image: alt]


（2）因[image: alt]
 所以，当c≥b时，收敛半径R＝c；当c＜b时，R＝b．即R＝max｛c，b｝．

当x＝±R时，由于级数的一般项不趋于零，故级数发散．

综上所述，幂级数的收敛域为（-R，R），其中R＝max｛c，b｝．

例6　求下列幂级数的收敛域：

[image: alt]


解　（1）解1　令y＝2x－1，原幂级数化为[image: alt]
 可以求得该级数的收敛半径R＝1；当x＝-1和x＝1时，级数为[image: alt]
 和[image: alt]
 均发散，故该幂级数的收敛域为（-1，1）．由-1＜2x－1＜1，可得0＜x＜1．于是原幂级数的收敛域为（0，1）．

解2　用比值判别法．因

[image: alt]


由｜2x－1｜＜1可确定其幂级数的收敛区间为（0，1）．当x＝0和x＝1时，所得级数均发散，故幂级数的收敛域为（0，1）．

（2）这是缺项的幂级数．令y＝x2
 ，则幂级数化为[image: alt]
 可以求得该幂级数的收敛半径为[image: alt]
 且其收敛域为[image: alt]
 因y＝x2
 ，由[image: alt]
 可解得[image: alt]
 故原幂级数的收敛域为[image: alt]


（3）用比值判别法．因

[image: alt]


由[image: alt]
 得-1＜x＜3．

当x＝-1时，级数为[image: alt]
 当x＝3时，级数为[image: alt]
 均为收敛的交错级数．综上，幂级数的收敛域为［-1，3］．

例7　求幂级数[image: alt]
 的收敛半径．

解　将级数分为两个级数的和．由于[image: alt]
 的收敛半径都为2，故原级数的收敛半径R＝2．

例8　求下列广义幂级数的收敛域：

[image: alt]


解　（1）令[image: alt]
 原级数化为[image: alt]
 因[image: alt]
 所以收敛半径R＝1．即当[image: alt]
 时原级数收敛．可解得x＜0或x＞6．

当x＝0时，原级数化为[image: alt]
 它与调和级数[image: alt]
 有相同的敛散性，因而发散．当x＝6时，原级数化为[image: alt]
 这是收敛的交错级数．

综上所述，原级数的收敛域是（-∞，0）∪［6，+∞）．

（2）用比值判别法．因

[image: alt]


故当｜9x（1－x）｜＜1时，幂级数收敛．当9x（1－x）＝1时，幂级数为[image: alt]
 当9x（1－x）＝-1时，幂级数为[image: alt]
 这时，均因[image: alt]
 故发散．

由-1＜9x（1－x）＜1可解得幂级数的收敛域为

[image: alt]


五、用间接法将函数展开为幂级数

用间接展开法将函数f（x）展开成幂级数，就是利用已知的函数的幂级数展开式求出f（x）的展开式．

常用函数的幂级数展开式：

[image: alt]


[image: alt]


特别地，

[image: alt]


1．将函数f（x）展开成幂级数[image: alt]
 的方法

（1）变量替换法：

若已知[image: alt]
 以变量ax，xm
 （m＞0）等替换x，可得φ（ax），φ（xm
 ）等的幂级数展开式（见本节例1（1））：

[image: alt]


（2）初等变换法：

将欲展开为幂级数的函数经代数恒等变形、三角恒等变形等化为已知其幂级数展开式的函数．常常是先经初等变换再用变量替换．见本节例1（2），（3），（4），（5）．常用到下述恒等变形．

指数函数：ax
 ＝e（lna）x
 ；

三角函数：[image: alt]


对数函数：[image: alt]


有理函数：[image: alt]
 分解成部分分式之和．

（3）逐项求导法和逐项求积分法：

若已知[image: alt]
 且F′（x）＝f（x），则通过对已知幂级数逐项求导可得函数f（x）的幂级数展开式．见例2（1）．

若已知[image: alt]
 且F′（x）＝f（x），则通过已知幂级数逐项求积分可得函数F（x）的幂级数展开式．见例2（2）．

在逐项求积分时，要特别注意，从0到x逐项求积分时，应是（牛顿-莱布尼茨公式）

[image: alt]


而不是　　　　　　　　[image: alt]


逐项求导与逐项求积常是同时运用．见例2（3），（4）．

2．将函数f（x）在x0
 （x0
 ≠0）展开成幂级数[image: alt]
 的思路

一般先用恒等式f（x）＝f（x0
 ＋（x－x0
 ）），然后再设法利用已知的幂级数展开式将f（x0
 ＋（x－x0
 ））展开成（x－x0
 ）的幂级数．这时应用x－x0
 替换已知的幂级数展开式中的x，便得到形式为[image: alt]
 的幂级数．

例1　将下列函数展开成x的幂级数，并求其收敛域：

[image: alt]


解　（1）在（1＋x）α
 的幂级数展开式中，取[image: alt]
 并以-x2
 替换x，得

[image: alt]


由[image: alt]
 展开式的收敛域是（-1，1］知，有-1＜-x2
 ≤1，即所求幂级数的收敛域是（-1，1）．

（2）因3x
 ＝e（ln3）x
 ，在ex
 的幂级数展开式中，以（ln3）x替换x，得

[image: alt]


（3）因ln（1－x－2x2
 ）＝ln（1＋x）＋ln（1－2x）．由ln（1＋x）的幂级数展开式，并以-2x替换x，得

[image: alt]


由-1＜x≤1及-1＜-2x≤1得所求幂级数的收敛域为[image: alt]


（4）因[image: alt]
 由[image: alt]
 的幂级数展开式，并以[image: alt]
 替换x，得

[image: alt]


由-1＜x＜1及[image: alt]
 得所求幂级数的收敛域是（-1，1）．

（5）[image: alt]


将cosx展开式中的x换成2x，得cos2x的展开式，于是

　　　[image: alt]


例2　将下列函数展开成x的幂级数，并求其收敛域：

[image: alt]


解　（1）[image: alt]
 而

[image: alt]


两端求导　　　　　　　　　　　[image: alt]


再求导　　　　　　　　　　　[image: alt]


于是　　　　　　　　　　　[image: alt]


（2）注意到[image: alt]
 由（1＋x）α
 的展开式知

[image: alt]


上式两端从0到x积分，因f（0）＝0，得

[image: alt]


因f（x）在x＝±1处有定义且连续，可以验证上式右端的级数在x＝±1处绝对收敛，故幂级数的收敛域是［-1，1］．

（3）先对f（x）求导，并用[image: alt]
 有

[image: alt]


两端从0到x积分，并注意[image: alt]
 有

[image: alt]


即　　　　　　　　　[image: alt]


因上式右端，在x＝-1时是收敛的交错级数，又f（x）在x＝-1时有定义且连续，所以收敛域是［-1，1）．

（4）解1　由于arctan0＝0，

[image: alt]


如前题类似验证，可知，上式右端级数的收敛域是［-1，1］．又

[image: alt]


可以验证，上式右端级数的收敛域是［-1，1］．于是

[image: alt]


解2　注意到f′（x）＝arctanx，f（0）＝0，则

[image: alt]


例3　求函数f（x）的幂级数展开式，使之满足[image: alt]


分析　ex
 可以展开为幂级数，且[image: alt]
 假设f（x）的幂级数展开式为[image: alt]
 这就是使该级数经逐项积分后等于ex
 －1的展开式．

解　设[image: alt]
 则[image: alt]
 依题设，有

[image: alt]


比较上式两端展开式的系数，得[image: alt]
 于是

[image: alt]


例4　将下列函数在指定点处展开成幂级数，并求其收敛域：

[image: alt]


解　（1）f（x）＝ex
 ＝e2+（x－2）
 ＝e2
 ex－2
 ．用x－2替换[image: alt]
 中的x，得

[image: alt]


（2）[image: alt]


将sinx，cosx展开式中的x换成[image: alt]
 得

[image: alt]


（3）[image: alt]


将[image: alt]
 中的x换为[image: alt]
 将[image: alt]
 中的x换为[image: alt]
 得

[image: alt]
 即-1＜x＜3，

[image: alt]
 即[image: alt]


于是　　　　　　　　　　[image: alt]


六、利用幂级数展开式求函数的n阶导数

用幂级数展开式求函数f（x）在点x0
 处的n阶导数f（n）
 （x0
 ）的思路及表达式：

假设已得到f（x）的幂级数展开式为

[image: alt]


由函数f（x）的幂级数展开式的唯一性，及其展开式为

[image: alt]


比较上述两式同次幂的系数，可得[image: alt]
 于是

f（n）
 （x0
 ）＝an
 n！，　n＝0，1，2，…．

特别地，当x0
 ＝0时，

f（n）
 （0）＝an
 n！，　n＝0，1，2，…．

例1　设f（x）＝arcsinx，求f（n）
 （0）（n＝1，2，…）．

解　先求f（x）的幂级数展开式．因（见本章第五节例1（1））

[image: alt]


上式从0到x积分，并注意f（0）＝0，有[image: alt]
 由此

a2n
 ＝0，　n＝0，1，2，…；

[image: alt]


于是f（1）
 （0）＝1，

[image: alt]


例2　设[image: alt]


解　由sinx的幂级数展开式得

[image: alt]


由此　　　　　　　　　　[image: alt]


于是　　　　　　　　　　[image: alt]


例3　设[image: alt]
 求f（99）
 （1）．

解　由本章第五节例4（3）知，f（x）在x＝1的幂级数展开式为

[image: alt]


于是　　　　　　　　　　[image: alt]


七、求幂级数与数项级数的和

1．求幂级数和函数的解题思路

（1）将所给幂级数化为等比级数[image: alt]
 其中的y一般是x的函数．

这种思路的着眼点是所给幂级数的系数．要通过提出或消去幂级数系数中的多余因子达到目的．消去系数中多余因子的方法主要是求导或积分：

若系数有多余因子[image: alt]
 因（xn
 ）′＝nxn－1
 ，则可逐项求导以消去[image: alt]


若系数有多余因子（n＋1），因[image: alt]
 则可逐项求积分消去（n＋1）．

当得到等比级数的和函数之后，再进行前述运算的逆运算，便得到原幂级数的和函数．

（2）从等比级数（和函数已知）出发化为所给幂级数．

这是上述思路的逆思维．根据所给幂级数恰当地选择等比级数，通过恒等变形、逐项求导、逐项求积分等方法将等比级数化为所给幂级数，从而得到原幂级数的和函数．这种方法无需进行逆运算．

在应用等比级数时，请正确运用下述各式：

[image: alt]


（3）将所给幂级数化为常用函数的幂级数展开式．

这种思路是基于熟悉常用函数的幂级数展开式（因和函数已知），将所给幂级数与它们对照，以找出联系与差别，进而进行转化，然后利用已知的和函数求得所给幂级数的和函数．

（4）从已知和函数的幂级数出发化为所给幂级数．

这是上述思路的逆思维．

（5）通过解微分方程求得幂级数的和函数．

对幂级数进行若干次逐项求导，构造出其和函数所满足的微分方程及定解条件，由解微分方程得到幂级数的和函数．这方面的例题见第八章第八节．

2．求幂级数和函数的一些具体方法和技巧

（1）作必要的变量替换，以简化幂级数的形式．见例2．

（2）将一个幂级数分解成两个幂级数之和，以简化计算．见例3解2．

（3）从幂级数中提出x的整数次幂因子或用x的整数次幂因子乘以幂级数，以达到将幂级数转化为所需要的幂级数的目的．见本节例1解2，例2，例3．

（4）根据需要，对幂级数进行恰当的标号变换．见例4，此处，sinx的展开式不写成

[image: alt]
 而写成[image: alt]


特别需要指出，求幂级数的和函数时，必须先求出该级数的收敛域．

3．数项级数求和的方法

（1）用数项级数收敛的定义．

具体计算方法在本章第一节已讲述．

（2）引入相应的幂级数．

对幂级数[image: alt]
 每取定一个值x0
 就是一个数项级数，因此，为了求数项级数的和，可以引入与其相对应的幂级数．若可以求得幂级数的和函数，数项级数的和也就求得．

假设要求数项级数[image: alt]
 的和，选取幂级数有两条思路：

其一，选取幂级数[image: alt]
 使其满足[image: alt]
 是某一数值，且[image: alt]
 易于求出和函数S（x）．

若[image: alt]
 且x0
 是该幂级数收敛域内的点时，则[image: alt]
 见例5解2，解3，解4和例6．

其二，选取等比级数[image: alt]
 且[image: alt]
 使其满足下述两种情形之一：

1°对[image: alt]
 （收敛域是D1
 ），有[image: alt]


若x0
 ∈D1
 ，则数项级数的和[image: alt]
 见例5解5．

2°对[image: alt]
 （收敛域是D2
 ），有[image: alt]
 见例7．

例1　求幂级数[image: alt]
 的和函数．

分析　所给幂级数与[image: alt]
 对照，有[image: alt]
 另，所给幂级数与等比级数[image: alt]
 对照，多了因子[image: alt]


解1　易求得幂级数的收敛域是［-1，1］．

将所给幂级数化为已知和函数的幂级数．

[image: alt]


解2　将所给幂级数化为等比级数．令所求幂级数的和函数为S（x），即

记[image: alt]
 为消去因子[image: alt]
 逐项求导，则

[image: alt]


由于S（0）＝0，故

[image: alt]


解3　从等比级数[image: alt]
 入手．由于

[image: alt]
 　或　[image: alt]


积分，得　　　　　　　　　　　　[image: alt]
 -1≤x≤1．

例2　求幂级数[image: alt]
 的和函数．

分析　令y＝2－3x，则有[image: alt]
 两次积分可消去幂级数系数中的因子n（n＋1），将所给幂级数化为等比级数．

解　令y＝2－3x，则原级数化为[image: alt]
 该级数的收敛域是（-1，1）．由-1＜2－3x＜1，得原级数的收敛域是[image: alt]


记[image: alt]
 两端积分

[image: alt]


求导，得[image: alt]
 于是

[image: alt]


例3　求幂级数[image: alt]
 的和函数．

分析　两次求导，可消去幂级数系数中的因子[image: alt]
 将所给幂级数化为等比级数．

解1　可以求得幂级数的收敛域是［-1/2，1/2］．记[image: alt]
 为通过求导消去[image: alt]
 等式两端同乘x，则

[image: alt]


[image: alt]


再由逆运算求S（x）：

[image: alt]


[image: alt]


于是　　　　　　　　　　[image: alt]


由于x＝0时，原幂级数为0，故

[image: alt]


解2　由于[image: alt]
 原级数化为

[image: alt]


从已知和函数的等比级数入手．

因[image: alt]
 两端从0到x积分，得

[image: alt]


又　　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


两端从0到x积分，得

[image: alt]


或　　　　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


于是

[image: alt]


当x＝0时，原级数的和为0．

例4　求幂级数[image: alt]
 的和函数，并求级数[image: alt]
 的和．

分析　显然，当x＝π时，幂级数就是求和的数项级数．注意到

[image: alt]


按上式右端幂级数的形式应考虑sinx的展开式．

解　可以求得所给幂级数的收敛域是（-∞，+∞）．因

[image: alt]


即　　　　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


求导得

[image: alt]


于是

[image: alt]


在上式中，取x＝π，得

[image: alt]


例5　求级数[image: alt]
 的和．

解1　用级数收敛的定义．见本章第一节．[image: alt]


解2　选取幂级数

[image: alt]


当[image: alt]
 时，该幂级数就是所给数项级数．因

[image: alt]


又[image: alt]
 故

[image: alt]


解3　选取幂级数[image: alt]
 当x＝1时，就是所给的数项级数．

令[image: alt]
 则

[image: alt]


因为x＝1在幂级数的收敛域内，故所求级数的和

[image: alt]


解4　注意到[image: alt]
 因[image: alt]
 且级数[image: alt]
 收敛，由此，只要求出级数[image: alt]
 的和即可．

为此，取幂级数[image: alt]
 当[image: alt]
 时，就是求和的数项级数．因

[image: alt]


令[image: alt]
 得[image: alt]
 于是[image: alt]


解5　选取等比级数．记[image: alt]


因[image: alt]
 于是

[image: alt]
 　即　[image: alt]


又因[image: alt]
 故[image: alt]


例6　求级数[image: alt]
 的和．

解1　注意到[image: alt]
 有[image: alt]
 于是

[image: alt]


解2　选取幂级数[image: alt]
 当x＝1时，就是所给的级数．因

[image: alt]


在上式中，取x＝1，得[image: alt]


解3　考虑幂级数[image: alt]
 -∞＜x＜+∞．令其和函数为S（x），则

[image: alt]


于是　　　　　　　　　　　[image: alt]


例7　设[image: alt]
 求[image: alt]


解　由[image: alt]
 有

[image: alt]


选取等比级数[image: alt]
 -1＜x＜1，则[image: alt]


在上式中，令[image: alt]
 则

[image: alt]


注　本例也可选幂级数[image: alt]
 当[image: alt]
 时就是[image: alt]


例8　求级数[image: alt]
 的和I．

分析　考虑[image: alt]
 并取x＝π．

解　令题设级数分子为p，分母为q，则

[image: alt]
 于是[image: alt]


习　题　七

1．填空题：

（1）设[image: alt]
 且[image: alt]
 则[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）若幂级数[image: alt]
 在x＝0处收敛，在x＝2处发散，则该级数的收敛域是＿＿＿＿．

（5）级数[image: alt]
 的和S＝＿＿＿＿．

2．单项选择题：

（1）若数列｛bn
 ｝，有[image: alt]
 则当bn
 ≠0时，级数[image: alt]
 （　　）．

（A）发散

（B）收敛，其和为0

（C）收敛，其和为1

（D）收敛，其和为[image: alt]


（2）设级数[image: alt]
 绝对收敛，则[image: alt]
 （　　）．

（A）发散

（B）条件收敛

（C）绝对收敛

（D）敛散性不能判定

（3）幂级数[image: alt]
 的收敛域是（　　）．

（A）［-3，3］

（B）（-3，3］

（C）［-1/3，1/3］

（D）（-1/3，1/3］

（4）在f（x）＝cosx的麦克劳林级数中，若x5
 项和x7
 项的系数分别用a5
 和a7
 表示，则（　　）．

（A）a5
 ＞a7


（B）a5
 ＜a7


（C）a5
 ＝a7


（D）｜a5
 ｜＞｜a7
 ｜

（5）已知级数[image: alt]
 在收敛域内的和函数[image: alt]
 则级数[image: alt]
 的和是（　　）．

[image: alt]


3．判别下列级数的敛散性：

[image: alt]


4．设an
 ＞0，bn
 ＞0，[image: alt]
 …，证明：

（1）若[image: alt]
 收敛，则[image: alt]
 收敛；　　（2）若[image: alt]
 发散，则[image: alt]
 发散．

5．判别下列级数是发散，条件收敛，还是绝对收敛：

[image: alt]


6．证明级数[image: alt]
 收敛．

7．讨论级数[image: alt]
 当a，k为何值时，发散，条件收敛，绝对收敛．

8．求下列幂级数的收敛域：

[image: alt]


9．用x的幂级数表示函数[image: alt]
 在x＝0取值为1的原函数．

10．求幂级数[image: alt]
 的收敛域及和函数．

11．设[image: alt]



第八章　微分方程

一、微分方程的通解和特解

例1　验证函数[image: alt]
 （C是任意常数）是微分方程[image: alt]
 的通解，并求满足初值条件y｜x＝0
 ＝0的特解．

解　将已给函数求导，得

[image: alt]


将y，y′的表示式代入已给方程，有

[image: alt]


这显然是恒等式；又由于已知方程是一阶的，所给函数含一个任意常数，故所给函数是方程的通解．

将x＝0，y＝0代入已给函数，可得C＝0，所以所求特解为[image: alt]


例2　验证下列函数是微分方程y″－y′＝e2x
 cosex
 的解，并说明是通解还是特解（其中C1
 ，C2
 是任意常数）：

（1）y＝C1
 ex
 ＋C2
 －cosex
 ；　　（2）y＝1－cosex
 ；　　（3）y＝C1
 ex
 －cosex
 ．

解　（1）y′＝C1
 ex
 ＋ex
 sinex
 ，y″＝C1
 ex
 ＋ex
 sinex
 ＋e2x
 cosex
 ，将y，y′和y″的表达式代入方程中，有

C1
 ex
 ＋ex
 sinex
 ＋e2x
 cosex
 －（C1
 ex
 ＋ex
 sinx）＝e2x
 cose2x
 ．

显然，y是方程的解．因微分方程是二阶的，又y的表达式中含两个任意的常数C1
 和C2
 ，故y是通解．

（2）在通解y＝C1
 ex
 ＋C2
 －cosex
 中，当C1
 ＝0，C2
 ＝1时，有y＝1－cosex
 ，故这是解，是特解．

（3）在通解y＝C1
 ex
 ＋C2
 －cosex
 中，当C2
 ＝0时，有y＝C1
 ex
 －cosex
 ，故这是解．由于在该解中只含一个任意常数，这不是通解，也不是特解．

二、一阶微分方程的解法

解题思路　先判别方程的类型（必要时需先化简整理）；再按类型确定解题方法．

1．分离变量解法

可分离变量的方程[image: alt]
 用分离变量法求解．见本节例1．

2．齐次方程解法

齐次方程[image: alt]
 通过变量替换y＝vx化为可分离变量的方程求解．见例2．

3．常数变易法求解

一阶线性微分方程[image: alt]
 用常数变易法求解．见例3解1．其通解公式是

[image: alt]


其中第一项y*
 是该方程的一个特解（当C＝0时），第二项yc是线性齐次方程[image: alt]
 [image: alt]
 的通解．

一阶线性方程也可用积分因子法求解（见例3解2）．其求解程序是：

先将方程两端同乘已知函数u（x）＝e∫P（x）dx
 ，得

[image: alt]
 　即　[image: alt]


再将两端积分，得　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


通解为　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


注　关于一阶线性微分方程的一些结论：

（1）若y1
 （x），y2
 （x）分别是方程

y′＋P（x）y＝Q1
 （x），　y′＋P（x）y＝Q2
 （x）

的解，则y＝y1
 （x）＋y2
 （x）是方程y′＋P（x）y＝Q1
 （x）＋Q2
 （x）的解．

（2）若y1
 ，y2
 是方程y′＋P（x）y＝Q（x）的两个不同的解，则

1°y＝y1
 ＋C（y2
 －y1
 ）是该方程的通解（C是任意常数），其中，y2
 －y1
 是y′＋P（x）y＝0的解，yc＝C（y2
 －y1
 ）是y′＋P（x）y＝0的通解；

2°当α＋β＝1时，线性组合αy1
 ＋βy2
 是该方程的解；

3°若y3
 是异于y1
 和y2
 的第三个特解，则比式[image: alt]
 是常数．

4．可化为一阶线性微分方程的方程

（1）关于f（y）和[image: alt]
 的线性微分方程（见例6）：

由于[image: alt]
 因此形如[image: alt]
 的方程可化为

[image: alt]


作变量替换u＝f（y）即可化为一阶线性方程．

（2）关于x和[image: alt]
 的线性方程（见例7）：

在一阶微分方程中，若把y作为x的函数时是非一次幂的，而方程中仅含x的一次幂，且有x与y′（或x与dy）相乘的项，将x作为y的函数，常可化为

[image: alt]


（3）关于f（x），[image: alt]
 的线性微分方程（见例8）：

由于[image: alt]
 因此形如[image: alt]
 的方程可化为

[image: alt]


作变量替换u＝f（x）即可．

（4）伯努利方程y′＋P（x）y＝Q（x）yn
 （n≠0，1）可用两种方法求解（见例9）

1°用yn
 除以方程的两端，令z＝y1－n
 ，则可化为关于z和x的一阶线性微分方程

[image: alt]


2°用常数变易法直接求解．

例1　求微分方程x2
 y′cosy＋1＝0，当x→∞时，[image: alt]
 的解．

解　这是可分离变量的方程．分离变量，并积分得

[image: alt]


得通解　　　　　　　　　　　[image: alt]
 　即　[image: alt]


由x→∞时，[image: alt]
 得[image: alt]
 于是，所求特解[image: alt]


例2　求微分方程[image: alt]
 的通解．

解　方程可化为[image: alt]
 这是齐次方程．

令y＝vx，则y′＝v＋v′x，上式化为[image: alt]
 分离变量，并积分，得

[image: alt]


化简得　　　　　　　　　　1＋4Cxv－C2
 x2
 ＝0，　C≠0．

将[image: alt]
 代入上式，得原方程的通解1＋4Cy－C2
 x2
 ＝0，C≠0．

例3　求微分方程dy－（ycosx＋sin2x）dx＝0的通解．

解1　这是一阶线性非齐次方程

[image: alt]


其中P（x）＝-cosx，Q（x）＝sin2x．用常数变易法求解．

先求齐次方程y′－cosx·y＝0的通解．分离变量，并积分得通解

[image: alt]


再求非齐次方程的通解．设原方程有通解y＝u（x）esinx
 ，则y′＝u′esinx
 ＋uesinx
 ·cosx．将y，y′的表示式代入原方程，得

[image: alt]


积分得　　　　　　　　　　　u（x）＝∫sin2x·e-sinx
 dx＝-2（1＋sinx）e-sinx
 ＋C．

所求通解为　　　　　　　　　　y＝u（x）esinx
 ＝Cesinx
 －2（1＋sinx）．

解2　用积分因子法．

用u（x）＝e∫P（x）dx
 ＝e-∫cosxdx
 ＝e-sinx
 乘方程（1）的两端，得

y′e-sinx
 －cosx·ye-sinx
 ＝sin2x·e-sinx
 ，　即　（ye-sinx
 ）′＝sin2x·e-sinx
 ．

积分得　　　　　　　　　　　　　　ye-sinx
 ＝-2（1＋sinx）e-sinx
 ＋C，

所求通解　　　　　　　　　　　　　　y＝Cesinx
 －2（1＋sinx）．

例4　求微分方程x2
 y′＋y＝（x2
 ＋1）ex
 ，当x→-∞时，y→1的特解．

解　这是一阶线性非齐次方程：[image: alt]
 可以求得通解为[image: alt]


当x→-∞时，ex
 →0，[image: alt]
 由y→1知C＝1．于是所求特解为[image: alt]


例5　已知y1
 ＝tanx－1，y2
 ＝tanx－1＋e-tanx
 是微分方程y′＋P（x）y＝f（x）的两个特解，求P（x），f（x）及方程的通解．

解　由于y2
 －y1
 ＝e-tanx
 是方程y′＋P（x）y＝0的解，所以，它满足该方程．又（e-tanx
 ）′＝-sec2
 xe-tanx
 ，故有

-sec2
 xe-tanx
 ＋P（x）e-tanx
 ＝0，　即　P（x）＝sec2
 x．

因y1
 ＝tanx－1是方程y′＋sec2
 x·y＝f（x）的解，又[image: alt]
 所以，有

f（x）＝sec2
 x＋sec2
 x（tanx－1）＝sec2
 x·tanx．

原方程的通解是

y＝y1
 ＋C（y2
 －y1
 ）＝tanx－1＋Ce-tanx
 （C是任意常数）．

例6　求微分方程[image: alt]
 的通解．

解　方程可写成[image: alt]
 注意到[image: alt]
 即有

[image: alt]


这是关于y2
 ，[image: alt]
 的线性方程，可以求得其通解是

y2
 ＝C（x＋1）－（x＋1）ln（x＋1）－1．

下列方程可化为关于f（y），[image: alt]
 的线性方程：

6xy2
 y′＋2y3
 ＋x＝0　　化为　[image: alt]


　　　　　（2x＋1）y′－4e-y
 ＋2＝0　化为　[image: alt]


　　　[image: alt]
 　化为　[image: alt]


　　　　　　　　　　　　[image: alt]
 　化为　[image: alt]


例7　求微分方程[image: alt]
 的通解．

解　方程可化为[image: alt]
 其中[image: alt]
 Q（y）＝2lny＋1．该方程的通解为

[image: alt]


下列方程可化为关于x和[image: alt]
 的线性方程：

　[image: alt]
 　化为　[image: alt]


y′（x＋y3
 ）＝y　化为　[image: alt]


　　　　　　　　　　[image: alt]
 　化为　[image: alt]


　　（2x－y2
 ）y′＝2y　化为　[image: alt]


例8　求微分方程[image: alt]
 的通解．

解　这不是线性方程．方程可化为

[image: alt]
 　即　[image: alt]


这是关于x2
 和[image: alt]
 的一阶线性微分方程，其通解为

[image: alt]


下列方程可化为关于f（x），[image: alt]
 的线性方程：

　　　　　[image: alt]
 　化为　[image: alt]


　　[image: alt]
 　化为　[image: alt]


　　　　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]
 　化为　[image: alt]


（x3
 ＋ey
 ）y′＝3x2
 　　化为　[image: alt]


例9　求微分方程y′－2xy＝2x3
 y2
 的通解．

解1　这是伯努利方程，其中P（x）＝-2x，Q（x）＝2x3
 ，n＝2．化为线性微分方程求解．

方程两端除以y2
 ，并令z＝y1－2
 ＝y-1
 ，则[image: alt]
 原方程化为[image: alt]
 可以求得[image: alt]
 于是，由z＝y-1
 得原方程的通解[image: alt]


解2　用常数变易法求解．先算出线性齐次方程y′－2xy＝0的通解是[image: alt]


令[image: alt]
 是原方程的解，则[image: alt]
 将y与y′的表示式代入原方程中，并整理，得[image: alt]
 积分得

[image: alt]
 　即　[image: alt]


于是原方程的解为　　　　　　　　　　　　[image: alt]


注　解1和解2所得结果是一样的，因为其中的C是任意常数．

例10　设[image: alt]
 已知微分方程y′－2y＝φ（x），试求在（-∞，+∞）内的连续函数y＝y（x），使之在（-∞，1）和（1，+∞）内都满足所给方程，且满足条件y（0）＝0．

分析　由于φ（x）是分段函数，应在区间（-∞，1）和（1，+∞）内分别求方程的通解；然后利用条件：y＝y（x）在x＝1处连续和y（0）＝0来确定通解中的两个任意常数．

解　这是一阶线性微分方程，由题设和通解公式有

[image: alt]


由y（0）＝0得C1
 ＝1．又y＝y（x）在x＝1处连续，有

[image: alt]


故C2
 ＝1－e-2
 ．于是所求在（-∞，+∞）上的连续函数

[image: alt]


例11　设函数[image: alt]
 且[image: alt]
 求f（x）及an
 ．

分析　注意到

[image: alt]


而　　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


这是求解微分方程f′（x）－f（x）＝ex
 的问题．题设中隐含初值条件f（0）＝0．

解　由题设知，所求f（x）是微分方程f′（x）－f（x）＝ex
 满足初值条件f（0）＝0的特解．

易求得微分方程的通解是f（x）＝ex
 （x＋C）；所求特解为f（x）＝xex
 ．因[image: alt]
 所以

[image: alt]


由此可知，a0
 ＝0，[image: alt]


注　当所求函数是微分方程的特解时，若题设没给出初值条件，要在题设中寻求隐含着的初值条件．

例12　已知fn
 （x）满足

[image: alt]


且[image: alt]
 求函数项级数[image: alt]
 之和．

解　已知条件可写成f′n
 （x）－fn
 （x）＝xn－1
 ex
 ．这是一阶线性微分方程，其通解为

[image: alt]


由条件[image: alt]
 得C＝0．故[image: alt]
 从而[image: alt]


记[image: alt]
 其收敛域为［-1，1），当x∈（-1，1）时，有

[image: alt]


当x＝-1时，[image: alt]
 于是当x∈［-1，1）时，[image: alt]


例13　设函数f（x）（x≥1）可微，且f（x）＞0．将由曲线y＝f（x），两条直线x＝1，x＝β（1＜β＜+∞）以及x轴所围成的图形绕x轴旋转一周所产生的立体体积记为V（β）．若对于适合1＜β＜+∞的一切β，恒有[image: alt]
 且[image: alt]
 求f（x）．

解　由旋转体体积的计算公式和题设，有

[image: alt]


两边对β求导，得

β2
 f′（β）＋2βf（β）＝3f2
 （β），

即　　　[image: alt]
 　或　[image: alt]


这是关于[image: alt]
 的一阶线性非齐次方程．由求解公式可得[image: alt]
 另由题设[image: alt]
 [image: alt]
 知C＝1．于是[image: alt]
 即所求[image: alt]


三、可降阶的二阶微分方程的类型及解法

1．形如y″＝f（x）的方程

对微分方程y″＝f（x）两次积分可得通解．见本节例1．

2．形如y″＝f（x，y′）（不显含y）的方程

令y′＝P＝P（x），可化为关于x和P（x）的一阶方程[image: alt]
 见例2．

3．形如y″＝f（y，y′）（不显含x）的方程

令y′＝P＝P（y），可化为关于y和P（y）的一阶方程[image: alt]
 见例3．

例1　设g（x），φ（x）为已知函数，f（x）为连续函数，且

[image: alt]


试解方程　　　　　　　　　　　　[image: alt]


解　这是形如y″＝f（x）的方程，方程两边从0到x积分，并用条件y′（0）＝0，得

[image: alt]


两边再从0到x积分，并用条件y（0）＝0，得

[image: alt]


即所求的解为　　　　　　　　　y＝xg（x）－φ（x）．

例2　求方程（1＋x）y″＋y′＝ln（x＋1）的通解．

解　这是y″＝f（x，y′）型方程．设y′＝P＝P（x），则y″＝P′，原方程化为

[image: alt]


这是一阶线性方程，可以求得

[image: alt]
 　即　[image: alt]


分离变量并积分，得原方程的通解y＝（x＋C1
 ）ln（x＋1）－2x＋C2
 ．

例3　求方程2（2＋y）y″＝1＋y′2
 的通解．

解　这是y″＝f（y，y′）型方程．令y′＝P＝P（y），则[image: alt]
 将y′，y″的表达式代入原方程，方程化为[image: alt]
 积分并化简得

[image: alt]
 　即　[image: alt]


分离变量并积分，得通解[image: alt]


例4　求方程[image: alt]
 的通解．

分析　注意到y″＝f（y，y′）型方程，该方程可看做[image: alt]
 型，只要将y″按方程y″＝f（y，y′）中的y来处理即可．

解　设[image: alt]
 则[image: alt]
 原方程化为

[image: alt]
 　即　[image: alt]


由P＝0，即[image: alt]
 直接积分得y＝C1
 x2
 ＋C2
 x＋C3
 ．

由[image: alt]
 分离变量并积分得P＝a1
 y″，即[image: alt]
 再次分离变量并积分得[image: alt]
 经直接积分，可得

[image: alt]


故原方程的通解为y＝C1
 x2
 ＋C2
 x＋C3
 或[image: alt]


例5　求微分方程[image: alt]
 满足y（0）＝0，y′（0）＝0，y″（0）＝0的解．

分析　该方程可看做是[image: alt]
 型，按例4求解；也可看做[image: alt]
 型，按y″＝f（x，y′）求解；也可直接求解．

解　按y″＝f（x，y′）型求解．令y″＝P（x），则[image: alt]
 原方程化为[image: alt]
 分离变量，并积分，得

[image: alt]
 　即　[image: alt]


由y″（0）＝0可确定C1
 ＝0．于是有[image: alt]
 两端积分，得

[image: alt]
 由y′（0）＝0，　有[image: alt]


两端再积分得[image: alt]
 由y（0）＝0得所求解[image: alt]


四、用二阶线性微分方程解的性质确定其通解

二阶线性微分方程

y″＋P（x）y′＋Q（y）y＝f（x）．

非齐次线性微分方程

[image: alt]


齐次线性微分方程

[image: alt]


已知齐次微分方程（2）的一个特解y（x），确定其通解的思路与解题程序（见本节例1）：

需找出方程（2）的与y（x）线性无关的另一个解y1
 （x）．因y1
 （x）与y（x）线性无关，则必有[image: alt]
 （x）≠常数，由此

令y1
 （x）＝y（x）u（x），其中u（x）是待定函数，将其代入方程（2），可以得到以u（x）为未知函数的二阶微分方程

yu″＋（2y′＋Py）u′＝0，

其中的y＝y（x）已知．这是不显含u的方程．可求得

[image: alt]


于是方程（2）的通解　　　　　　　　　yC
 ＝C1
 y（x）＋C2
 y（x）u（x）．

特别地，方程（2）有时可用观察法确定其一个特解，然后再用上述思路求其通解．例如

1°当1＋P（x）＋Q（x）＝0时，则有特解y＝ex
 ．

2°当1－P（x）＋Q（x）＝0时，则有特解y＝e-x
 ．见例2（1）．

3°当P（x）＋xQ（x）＝0时，则有特解y＝x．见例2（2）．

例1　设y＝sinx是方程y″cosx－2y′sinx＋3ycosx＝0的一个解，试求该方程的通解．

解　令y1
 ＝u（x）sinx是所给方程的解，其中u（x）是待定函数．将y1
 ，[image: alt]
 代入原方程，化简整理得不含u的方程

u″＋（2cotx－2tanx）u′＝0，

可解得该方程的一个特解u＝-2cot2x．于是[image: alt]
 所求通解是

[image: alt]


也可由公式（3）求得u（x）：

[image: alt]


例2　求下列方程的通解：

（1）xy″＋（2x－1）y′＋（x－1）y＝0；　　（2）（x2
 ＋4）y″－2xy′＋2y＝0．

解　（1）因[image: alt]
 故方程有特解y＝e-x
 ．

令y1
 ＝u（x）e-x
 是方程的解，由公式（3）得

[image: alt]


由此[image: alt]
 所求通解yC
 ＝C1
 e-x
 ＋C2
 x2
 e-x
 ．

（2）因[image: alt]
 故方程有特解y＝x．

令y1
 ＝u（x）·x是方程的解，由公式（3）可求得[image: alt]
 于是所求通解

yC
 ＝C1
 x＋C2
 （x2
 －4）．

例3　已知方程y″－y′＋ye2x
 ＝xe2x
 －1有两个特解[image: alt]
 求其通解．

解　因[image: alt]
 是齐次方程y″－y′＋ye2x
 ＝0的一个解，令y2
 ＝u（x）sinex
 是齐次方程的解．由公式（3）可得u（x）＝-cotex
 ，故y2
 ＝-cotex
 ·sinex
 ＝-cosex
 ．于是原方程的通解是y＝C1
 sinex
 ＋C2
 cosex
 ＋x．

五、二阶常系数线性微分方程的解法

二阶常系数线性微分方程

y″＋py′＋qy＝f（x），　p，q为实数．

非齐次线性微分方程

[image: alt]


齐次线性微分方程

[image: alt]


1．求齐次微分方程（2）通解yC
 的程序

（1）写出其特征方程r2
 ＋pr＋q＝0，并求出两个特征根；

（2）由特征根的情形，写出通解，如表1．

表　1

[image: alt]


2．用待定系数法求非齐次方程（1）特解y*
 的程序

（1）根据方程（1）的自由项f（x）的形式设出待定特解y*
 的形式，如表2；

（2）求出y*
 ′，y*
 ″，将y*
 ，y*
 ′，y*
 ″代入方程（1），得到一个恒等式；

（3）比较等式两端，可得到一个确定待定常数的方程或方程组，由此解出待定常数；

（4）写出方程（1）的特解y*
 ．

表　2

[image: alt]


对二阶方程，不需要表中有*的行；全表也适用于n（≥3）阶方程．

3．非齐次方程（1）的通解y＝yC
 ＋y*


例1　写出下列方程两个线性无关的特解，并求出通解或给定条件下的特解：

（1）y″＋2y′－3y＝0；　　（2）4y″－20y′＋25y＝0；

（3）[image: alt]


解　（1）特征方程是r2
 ＋2r－3＝0，特征根是r1
 ＝-3，r2
 ＝1；两个线性无关的特解是y1
 （x）＝e-3x
 ，y2
 （x）＝ex
 ，通解是y＝C1
 e-3x
 ＋C2
 ex
 ．

（2）特征方程是4r2
 －20r＋25＝0，特征根是[image: alt]
 两个线性无关的特解是[image: alt]
 [image: alt]
 通解是[image: alt]


（3）特征方程是r2
 ＋6r＋13＝0，特征根是r1，2
 ＝-3±2i；两个线性无关的特解是y1
 （x）＝e-3x
 cos2x，y2
 （x）＝e-3x
 sin2x，通解是y＝e-3x
 （C1
 cos2x＋C2
 sin2x）．

为求特解，先将[image: alt]
 y＝0代入通解，有C2
 ＝0，从而y＝C1
 e-3x
 cos2x．又

y′＝-2C1
 sin2x·e-3x
 －3C1
 cos2x·e-3x
 ．

再将[image: alt]
 代入上式，有[image: alt]
 故所求特解为[image: alt]


例2　已知下列二阶常系数齐次线性微分方程线性无关的特解，试写出原方程：

（1）e-x
 ，ex
 ；　　（2）e-2x
 ，xe-2x
 ；　　（3）e2x
 cosx，e2x
 sinx．

分析　由特解可写出特征根r1
 和r2
 ，又r1
 ＋r2
 ＝-p，r1
 r2
 ＝q，所求方程为y″＋py′＋qy＝0．

解　（1）特征根r1
 ＝-1，r2
 ＝1，因r1
 ＋r2
 ＝0，r1
 r2
 ＝-1，所求方程为y″－y＝0．

（2）特征根r1，2
 ＝-2，所求方程为y″＋4y′＋4y＝0．

（3）特征根r1，2
 ＝2±i，所求方程为y″－4y′＋5＝0．

例3　求方程y″＋4y′＋qy＝0的通解，其中q为任意实数．

解　特征方程是r2
 ＋4r＋q＝（r＋2）2
 －（4－q）＝0，需对q进行讨论．

当q＜4时，特征根[image: alt]
 所求通解为[image: alt]


当q＝4时，特征根r1，2
 ＝-2，其通解为y＝（C1
 ＋C2
 x）e-2x
 ；

当q＞4时，特征根[image: alt]
 其通解为[image: alt]


例4　已知二阶常系数线性方程的特征根和右端f（x）的形式如下，试写出待定特解的形式：

（1）r1
 ＝1，r2
 ＝2，f（x）＝Ax2
 ＋Bx＋C；　　　　（2）r1
 ＝0，r2
 ＝1，f（x）＝8x；

（3）r1，2
 ＝-1，f（x）＝e-x
 （Ax＋B）；　　　　　（4）r1，2
 ＝-5，f（x）＝4e-5x
 ；

（5）r1，2
 ＝±2i，f（x）＝Acos2x＋Bsin2x；　　　　（6）r1，2
 ＝2±i，f（x）＝e2x
 （2cosx＋sinx）．

分析　应根据表2，由f（x）的形式及特征根的情形，设出待定特解y*
 的形式．

解　（1）f（x）＝eρx
 P2
 （x），ρ＝0不是特征根，设y*
 ＝ax2
 ＋bx＋c．

（2）f（x）＝eρx
 P1
 （x），ρ＝0是单特征根，设y*
 ＝x（ax＋b）．

（3）f（x）＝eρx
 P1
 （x），ρ＝-1是二重特征根，设y*
 ＝x2
 e-x
 （ax＋b）．

（4）f（x）＝eρx
 P0
 （x），ρ＝-5是二重特征根，设y*
 ＝ax2
 e-5x
 ．

（5）f（x）＝eρx
 （Acosθx＋Bsinθx），ρ±iθ＝±2i是特征根，设y*
 ＝x（acos2x＋bsin2x）．

（6）f（x）＝eρx
 （Acosθx＋Bsinθx），ρ±iθ＝2±i是特征根，设y*
 ＝xe2x
 （acosx＋bsinx）．

例5　求方程y″＋y′－2y＝x2
 e4x
 的通解．

解　先求齐次线性方程的通解．特征根r1
 ＝1，r2
 ＝-2，通解是yC
 ＝C1
 ex
 ＋C2
 e-2x
 ．

再求非齐次线性方程的特解．因f（x）＝x2
 e4x
 ＝eax
 P2
 （x），且α＝4不是特征根，设

y*
 ＝e4x
 （ax2
 ＋bx＋c）．

求出y*
 ′，y*
 ″并代入已知方程有

[image: alt]


比较等式两端x同次幂的系数，得[image: alt]
 特解[image: alt]


所求通解　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


例6　求以y＝C1
 e-x
 ＋C2
 e2x
 ＋sinx为通解的二阶常系数非齐次线性微分方程．

解1　用特解代入法．

先写出齐次方程：由齐次方程的特解y1
 ＝e-x
 和y2
 ＝e2x
 知，齐次方程是y″－y′－2y＝0．

再由非齐次方程的特解确定自由项f（x）：设所求方程为

y″－y′－2y＝f（x）．

将y＝sinx，y′＝cosx，y″＝-sinx代入上式得f（x）＝-3sinx－cosx．于是所求方程是

y″－y′－2y＝-3sinx－cosx．

解2　用通解消去任意常数法．

因y＝C1
 e-x
 ＋C2
 e2x
 ＋sinx，y′＝-C1
 e-x
 ＋2C2
 e2x
 ＋cosx，y″＝C1
 e-x
 ＋4C2
 e2x
 －sinx，消去C1
 ，有

y＋y′＝3C2
 e2x
 ＋sinx＋cosx，　y′＋y″＝6C2
 e2x
 ＋cosx－sinx；

消去C2
 ，得所求方程

y″－y′－2y＝-3sinx－cosx．

例7　写出微分方程y″－2y′＋λy＝xeαx
 的通解形式，其中λ，α是任意实数．

分析　不仅应讨论λ的取值，还应讨论α的取值，因α将决定该方程特解y*
 的形式．

解　特征根[image: alt]


（1）当λ＝1时，特征根r1，2
 ＝1是二重根．

若α＝1，则α是二重特征根，方程的通解形式为y＝（C1
 ＋C2
 x）ex
 ＋x2
 （ax＋b）ex
 ．

若α≠1，则α不是特征根，方程的通解形式为y＝（C1
 ＋C2
 x）ex
 ＋（ax＋b）eαx
 ．

（2）当λ＜1时，则有相异实根[image: alt]


若[image: alt]
 或[image: alt]
 则α是单特征根，方程的通解形式为

[image: alt]


若[image: alt]
 则α不是特征根，方程的通解形式为

[image: alt]


（3）当λ＞1时，特征根为共轭复数[image: alt]
 因α是实数，则通解形式是

[image: alt]


例8　求解方程y″－（α＋β）y′＋αβy＝αeαx
 ＋βeβx
 ，α，β为非零实数．

分析　注意到α，β是方程的特征根，需就α≠β，α＝β进行讨论．

解　当α≠β时，r1
 ＝α，r2
 ＝β是特征根，齐次方程的通解yC
 ＝C1
 eαx
 ＋C2
 eβx
 ．分别求下述方程的特解：

[image: alt]


r1
 ＝α是单特征根．设方程（3）的特解[image: alt]
 将[image: alt]
 代入方程（3），可以求得[image: alt]
 故[image: alt]


r2
 ＝β是单特征根．设方程（4）的特解[image: alt]
 可以求得[image: alt]
 故[image: alt]


于是原方程的通解

[image: alt]


当α＝β时，原方程为y″－2αy″＋α2
 y＝2αeαx
 ．这时，r1，2
 ＝α是二重特征根，可求得其通解

y＝yC
 ＋y*
 ＝（C1
 ＋C2
 x）eαx
 ＋αx2
 eαx
 ．

例9　已知微分方程y″＋（x＋ey
 ）y′3
 ＝0，求以y为自变量，x为因变量的通解．

解　由反函数的导数公式

[image: alt]


将y′，y″的表示式代入原方程并化简，得[image: alt]


r1
 ＝-1，r2
 ＝1是特征根，f（y）＝ey
 ，α＝1是单特征根，可以求得该方程的通解

[image: alt]


例10　设y＝y（x）是方程y″＋py′＋qy＝e3x
 满足条件y（0）＝y′（0）＝0的特解，求[image: alt]


分析　由于y（0）＝y′（0）＝0，可以用洛必达法则．

解　用无穷小代换与洛必达法则，有

[image: alt]


例11　求方程y″＋y＝｜sinx｜在（-π，π）上满足[image: alt]
 的可微解．

解　方程y″＋y＝0的特征根是r1，2
 ＝±i，其通解是yC
 ＝C1
 cosx＋C2
 sinx．

按题设应确定以下两个方程的解：

y″＋y＝sinx（0≤x＜π）满足[image: alt]
 的特解

和　　　　　　　　　y″＋y＝-sinx（-π＜x＜0）的通解．

对方程y″＋y＝sinx，可求得其通解是[image: alt]


由[image: alt]
 可得C2
 ＝1，[image: alt]
 于是满足初值条件的特解是

[image: alt]


对方程y″＋y＝-sinx可求得其通解是[image: alt]


综上所述，　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


因为所求解在（-π，π）上可微，用在x＝0处连续和可微这两个条件来确定C1
 和C2
 ：由函数在x＝0处连续可得[image: alt]
 由函数在x＝0处可微得C2
 ＝0．从而所求可微解为

[image: alt]



*
 六、n阶常系数线性微分方程的解法

n阶常系数线性微分方程

y（n）
 ＋a1
 y（n－1）
 ＋a2
 y（n－2）
 ＋…＋an－1
 y′＋an
 y＝f（x），　a1
 ，a2
 ，…，an
 为实数．

非齐次线性微分方程

[image: alt]


齐次线性微分方程

[image: alt]


对应的特征方程

[image: alt]


特征方程（3）有n个根，n个特征根对应方程（2）的n个线性无关的特解；这n个特解的线性组合就是齐次方程（2）的通解．由特征根确定方程（2）的线性无关特解的情形如表3．

表　3

[image: alt]


由f（x）的常见类型确定非齐次方程（1）的特解y*
 的形式如表2．

例1　求下列方程的通解：

[image: alt]


解　（1）特征方程r3
 －13r2
 ＋12r＝0，特征根r1
 ＝0，r2
 ＝1，r3
 ＝12，故通解

yC
 ＝C1
 ＋C2
 ex
 ＋C3
 e12x
 ．

（2）特征方程r4
 ＋8r2
 ＋16＝（r2
 ＋4）2
 ＝0，特征根r1，2
 ＝r3，4
 ＝±2i．因±2i是二重复根，按表3，对应的特解是cos2x，sin2x，xcos2x，xsin2x，故通解

yC
 ＝（C1
 ＋C2
 x）cos2x＋（C3
 ＋C4
 x）sin2x．

（3）特征方程r5
 ＋3r3
 ＝0，特征根[image: alt]
 因r＝0是三重根，按表3，对应的特解是[image: alt]
 是单复根，对应的特解是[image: alt]
 故通解为

[image: alt]


例2　求下列方程的通解：

[image: alt]


解　（1）特征根r1
 ＝-1，r2，3
 ＝2，故齐次方程的通解yC
 ＝C1
 e-x
 ＋C2
 e2x
 ＋C3
 xe2x
 ．

f（x）＝eαx
 （Acosβx＋Bsinβx），其中α＝0，β＝1．因0±i不是特征根，设非齐次方程特解y*
 ＝acosx＋bsinx．将其代入原方程，可求得a＝7，b＝1．所求通解

y＝yC
 ＋y*
 ＝C1
 e-x
 ＋C2
 e2x
 ＋C3
 xe2x
 ＋7cosx＋sinx．

（2）特征根r1，2
 ＝1，r3，4
 ＝±i，故齐次方程的通解yC
 ＝（C1
 ＋C2
 x）ex
 ＋C3
 cosx＋C4
 sinx．

f（x）＝eαx
 P0
 （x），其中α＝1．因α＝1是二重特征根，设非齐次方程的特解y*
 ＝ax2
 ex
 ．将其代入原方程，可确定[image: alt]
 所求通解

[image: alt]


七、用解微分方程求幂级数的和函数

这里要讲述的是通过求解微分方程可以得到幂级数的和函数．之所以可这样做，是因为幂级数在收敛区间内可以逐项求导和逐项求积分．

解这类题的思路和一般程序：

（1）设幂级数的和函数为y（x），即[image: alt]


（2）对上式两端求一阶导数或二阶导数，可以得到以y（x）为未知函数的一阶或二阶微分方程；

（3）解微分方程得通解；

（4）注意用和函数的初值条件：y（0）＝a或y（0）＝a，y′（0）＝b，确定通解中任意常数．

例1　求幂级数[image: alt]
 的收敛域及和函数．

解　因[image: alt]
 故收敛域为（-∞，+∞）．设[image: alt]
 则

[image: alt]


于是y（x）满足一阶线性微分方程y′（x）－xy（x）＝1．方程的通解是[image: alt]


由所给级数知y（0）＝0，由此确定C＝0．于是[image: alt]


例2　已知级数[image: alt]
 （1）求级数的收敛域；（2）证明级数满足微分方程y″－y＝-1；（3）求级数的和函数．

解　（1）因为[image: alt]
 故级数的收敛域为（-∞，+∞）．

（2）设[image: alt]
 则[image: alt]


[image: alt]


将y，y″代入已知方程得

[image: alt]


显然，级数满足方程．

（3）可以求得方程y″－y＝-1的通解为y＝yC
 ＋y*
 ＝C1
 e-x
 ＋C2
 ex
 ＋1．

由级数y（x）和y′（x）的表达式知y（0）＝2，y′（0）＝0．由此可确定[image: alt]
 于是级数的和函数[image: alt]


八、用微分方程求解函数方程

这里讲述两个问题：

其一，在第五章第七节所讲过的“求解含积分号的函数方程”的继续．这里要补充说明的是，在解微分方程时要特别注意的问题：

（1）是求微分方程的通解，还是求特解；

（2）若是求特解（多数情况如此），初值条件是隐含在所给函数方程中，往往是通过确定变限积分的积分限而得到．见本节例1，例3．若微分方程是二阶的，第二个初值条件往往是由原函数方程求导后所得到的方程来确定．见例1（2），例4．

其二，求解不含积分号也不含未知函数的导数的函数方程．

未知函数所满足的函数方程，既不含积分符号，也不含未知函数的导数，但需要先导出未知函数所满足的微分方程，然后求解微分方程得未知函数．求解这类函数方程的关键是，依题设应判定从求导数入手（例6，例7）：

若题设有未知函数f（x）可导，可对已知等式求导数，也可用导数定义求导数f′（x）；若题设没有未知函数可导，只能用导数定义求导数f′（x）．

解这类函数方程，应特别注意从题设中确定初值条件．

例1　求满足下列方程的连续函数f（x）：

[image: alt]


解　（1）将x＝0代入方程中，有f（0）＝1，这是初值条件．

因f（x）连续，方程两端可对x求导，得f′（x）－3f（x）＝2e2x
 ．这是一阶线性微分方程，通解为f（x）＝Ce3x
 －2e2x
 ．由f（0）＝1可得C＝3．所求函数f（x）＝3e3x
 －2e2x
 ．

（2）原式可写做[image: alt]
 因f（x）连续，上式两端对x求导，得

[image: alt]


再求导，得二阶微分方程f″（x）＋f（x）＝2cosx－xsinx．其通解是

[image: alt]


将x＝0代入原方程和（1）式，得f（0）＝0，f′（0）＝0．由此求得C1
 ＝0，C2
 ＝0．所求函数

[image: alt]


例2　函数f（x）在（0，+∞）内可导，f（0）＝1，且满足

[image: alt]


（1）求导数f′（x）；（2）证明：当x≥0时，e-x
 ≤f（x）≤1．

解　已知方程可写做[image: alt]
 对x求导，得

（x＋1）f″（x）＋（x＋2）f′（x）＝0．

这是y″＝f（x，y′）型方程，令f′（x）＝P＝P（x），方程化为

（x＋1）P′＋（x＋2）P＝0，

分离变量并积分，得P＝Ce-x-ln（x＋1）
 ．

由f（0）＝1及已知等式知f′（0）＝-1，即f′（0）＝P｜x＝0
 ＝-1，由此得C＝-1．于是

[image: alt]


（2）因f（0）＝1，又当x≥0时，[image: alt]
 两端积分得

[image: alt]
 　即　e-x
 ≤f（x）≤1．

例3　求函数f（t），已知f（t）在（0，+∞）上连续，满足方程

[image: alt]


分析　函数f（t）是由二重积分来定义的，且是积分区域D所含参数t的函数．已知方程可理解为含变限积分的函数方程．

解　按区域D及被积函数，选极坐标系，则

[image: alt]


从而　　　　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


这是关于f（t）的一阶非齐次线性方程，通解为

[image: alt]


由已知方程知，当t＝0时，二重积分为0，故f（0）＝1．代入上式得C＝1．所求

[image: alt]


例4　求函数f（x），已知f（0）＝1，f（x）具有二阶连续的导数，且满足

[image: alt]


解　令u＝tx，则[image: alt]
 于是原方程为

[image: alt]
 且f′（0）＝-1．

求导，得微分方程f″（x）＋3f′（x）＋2f（x）＝e-x
 ，通解为

f（x）＝yc＋y*
 ＝C1
 e-x
 ＋C2
 e-2x
 ＋xe-x
 ．

由f（0）＝1，f′（0）＝-1得C1
 ＝0，C2
 ＝1．所求函数f（x）＝e-2x
 ＋xe-x
 ．

例5　求函数f（x），f（x）连续，f（0）＝1，且满足

[image: alt]


解　设u＝tx，则[image: alt]


令[image: alt]
 则y′＝f（x）．原方程化为一阶线性方程[image: alt]
 其通解

[image: alt]
 　于是　[image: alt]


由f（0）＝1得[image: alt]
 从而所求[image: alt]


例6　设[image: alt]
 f（x）可导，且f′（0）＝2，求f（x）．

分析　由题设应从求导数入手，由f′（0）＝2应想到须确定初值条件f（0）的取值．

解1　将x＝0，y＝0代入已知式，有[image: alt]
 可知f（0）＝0．

已知式两端对y求导，得[image: alt]
 将y＝0代入，得

f′（x）＝f′（0）［1＋f2
 （x）］，　即　[image: alt]


积分，得arctanf（x）＝2x＋C．由f（0）＝0知C＝0．所求f（x）＝tan2x．

解2　假设已得到f（0）＝0．由导数定义导出微分方程．由于

[image: alt]


令y→0，等式两端取极限，得微分方程f′（x）＝f′（0）［1＋f2
 （x）］＝2［1＋f2
 （x）］．

例7　设f（x＋y）＝ey
 f（x）＋ex
 f（y），f（x）可微，且f′（0）＝2，求f（x）．

分析　由题设f（x）可微且f′（0）＝2知，应先求f（0）并从求导入手．

解1　在已知式中，令x＝y＝0得f（0）＝0．已知式对y求导，得f′（x＋y）＝ey
 f（x）＋ex
 f′（y）．令y＝0，并注意f′（0）＝2，有微分方程

f′（x）－f（x）＝2ex
 ，

其通解f（x）＝ex
 （2x＋C）．由f（0）＝0得C＝0．所求f（x）＝2xex
 ．

解2　已得f（0）＝0．从导数定义入手．

[image: alt]


令y→0，得微分方程f′（x）＝f（x）（ey
 ）′｜y＝0
 ＋ex
 f′（0），即f′（x）－f（x）＝2ex
 ．以下同解1．

九、微分方程的应用

微分方程应用题的解题思路与解题程序：

1．依据实际问题的意义，建立微分方程

函数y＝f（x）的导数f′（x）是函数f（x）的变化率．一般而言，涉及函数变化率的应用题，多半通过微分方程求解．这里要特别注意由导数的几何意义和经济解释建立微分方程．

用微分方程求解几何应用题多是求曲线方程y＝f（x）．一般情况，可根据题设条件画一草图，再根据下述导数和积分的几何意义：

（1）[image: alt]
 表示过曲线y＝f（x）上点（x，y）处的切线斜率．

（2）[image: alt]
 表示过曲线y＝f（x）上点（x，y）处的法线斜率．

（3）积分[image: alt]
 表示由曲线y＝f（x）（≥0），直线x＝a，x＝x，x轴所围图形的面积．

（4）[image: alt]
 表示（3）中所述图形绕x轴旋转所得的立体体积等等．

用微分方程求解经济应用题多是求经济函数．要理解下述概念的经济解释：

（1）边际概念：经济函数中因变量对自变量的导数．

（2）函数y＝f（x）的弹性[image: alt]
 是函数的相对变化率，如需求函数Q＝φ（P），则需求价格弹性为[image: alt]


（3）函数f（t）的（瞬时）增长率[image: alt]
 是函数的变化率与函数之比．若是负增长，则称为衰减率或贬值率．

将已给出的假设条件用数学符号表示出来，列出等式．有的等式就是微分方程，有的等式，特别对含变限积分的等式，要对变限求导数，方可得到微分方程．

与此同时，需注意是求通解还是求特解（多半是求特解），若是求特解，需从实际问题中确定初值条件．

2．求解微分方程

按微分方程的类型求解．

必要时，可对所得到的解答作出几何解释和经济解释．

例1　设对任意的x＞0，曲线y＝f（x）上的点（x，f（x））处的切线在y轴上的截距等于[image: alt]
 求f（x）的一般表达式．

分析　为利用已知条件：切线在y轴上的截距，需先写出曲线的切线方程．

解　若以（X，Y）表示切线的动点坐标，则曲线y＝f（x）在点（x，f（x））处的切线方程为

Y－f（x）＝f′（x）（X－x）．

令X＝0得在y轴上的截距Y＝f（x）－xf′（x）．由已知条件得

[image: alt]
 　即　[image: alt]


两端求导并化简得二阶方程xf″（x）＋f′（x）＝0或（xf′（x））′＝0．积分两次，得

xf′（x）＝C，　f（x）＝C1
 lnx＋C2
 ．

例2　试在第一象限中求曲线方程y＝f（x），使从这条曲线上任一点C所作纵轴的垂线（垂足为B）与纵轴和曲线本身三者所围的面积ABCD
 等于矩形OBCE的面积的[image: alt]
 （其中O为坐标原点，D为曲线与纵轴的交点，E为点C向横轴所作垂线的垂足）．

分析　如图8-1与8-2所示，由于曲线y＝f（x）的凹向不同，由已知条件将得到两个等式．

[image: alt]


图　8-1

[image: alt]


图　8-2

解　设点C的坐标为（x，y），依题意，由图8-1与图8-2可得

[image: alt]


或　　　　　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


即　　　　　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]
 　或　[image: alt]


两端求导，并化简得方程2xy′＝y或4xy′＝-y．分离变量，积分得所求曲线

[image: alt]
 　或　[image: alt]
 （不合题意，舍去）．

例3　设Oxy坐标平面上，连续曲线L过点M（1，0），其上任意一点P（x，y）（x≠0）处的切线斜率与直线OP的斜率之差等于ax（a＞0）．

（1）求曲线L的方程；

（2）当曲线L与直线y＝ax所围成的平面图形的面积为8/3时，确定a的值．

[image: alt]


图　8-3

解　（1）设L的方程为y＝f（x），因L过点（1，0），有y｜x＝1
 ＝0．又直线OP的斜率[image: alt]
 依题意，有初值问题：

[image: alt]


可解得方程的通解为y＝Cx＋ax2
 ．由y｜x＝1
 ＝0确定C＝-a，于是L的方程为y＝ax2
 －ax．

（2）曲线L与直线y＝ax的交点满足

[image: alt]


解得两个交点（0，0），（2，2a）．L与直线y＝ax所围图形如图8-3所示，其面积

[image: alt]


于是所求a＝2．

例4　设L是一条平面曲线，其上任一点P（x，y）（x＞0）到坐标原点的距离，恒等于该点处的切线在y轴上的截距，且L过点（1/2，0），试求曲线L的方程．

解　曲线L过点P（x，y）的切线方程为Y－y＝y′（X－x）．令X＝0，得该切线在y轴上的截距为Y＝y－xy′．由题设，有一阶齐次方程

[image: alt]
 　解得　[image: alt]


由L过点（1/2，0）知C＝1/2，于是L的方程为y＝1/4－x2
 ．

例5　当x≥1时，函数f（x）＞0，曲线y＝f（x），三直线x＝1，x＝a（a＞1），y＝0所围成的图形绕x轴旋转一周所产生的立体的体积[image: alt]
 又曲线过点[image: alt]
 求曲线y＝f（x）．

分析　由题设知，该旋转体的体积由直线x＝a的位置确定．

解　依题意，由旋转体的体积公式，有

[image: alt]


两端对a求导，有3［f（a）］2
 ＝2af（a）＋a2
 f′（a）．用x代替a，y＝f（x）所满足的方程是

[image: alt]


可解得[image: alt]
 用[image: alt]
 确定C＝-1，于是所求曲线为[image: alt]


例6　设一车间容积为4000m3
 ，空气中CO2
 含量为0.2％，室外新鲜空气中CO2
 含量为0.05％．现以400m3
 /min的速度通风，假设通入新鲜空气与原有空气混合均匀后以同样速度排出，问：20min后，车间内CO2
 含量的百分比是多少？

解　设在时刻t车间内CO2
 含量为x（t）％．现考虑在一小段时间［t，t＋dt］内CO2
 含量的改变量，有下述关系式：

改变的量＝通入的量－排出的量．

在t到t＋dt这段时间内，车间内CO2
 的改变量为4000dx％；而CO2
 的通入量为400dt×0.05％，排出量为400dt×x％，于是有

4000dx％＝400dt×0.05％－400dt×x％，

即　　　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


这是一阶线性微分方程，可解得x（t）＝0.05＋Ce-0.1t
 ．由初值条件，当t＝0时，x＝0.2，得C＝0.15，即有

x（t）＝0.05＋0.15e-0.1t
 ．

将t＝20代入上式得x≈0.07．即通风20min后，车间CO2
 的含量约为0.07％．

例7　设一机器在任意时刻以常数比率贬值．若机器全新时价值10000元，5年末价值6000元，求其在出厂20年末的价值．

解　设机器在时刻t（单位：年）的价值为P，则P＝P（t）．若记k＞0，则-k为贬值率．依题意有

[image: alt]
 　或　[image: alt]


初值条件是P｜t＝0
 ＝1000．

用分离变量法可求得[image: alt]


由P｜t＝0
 ＝10000得P0
 ＝10000．于是价值P与时间t的函数关系为P＝10000e-kt
 ．

确定贬值率-k：由t＝5，P＝6000得e-5k
 ＝3/5．

最后，确定t＝20时，P的值P＝10000e-20k
 元＝10000（e-5k
 ）4
 元＝1296元．

例8　已知某商品的需求价格弹性Ed
 ＝-3，供给价格弹性Es
 ＝2，且当价格P＝1时，需求量和供给量分别为D0
 和S0
 （以D表示需求，S表示供给）：

（1）求该商品在供需平衡时的平衡价格；

（2）若价格P是时间t的函数：P＝P（t），且价格随时间的变化率与超额需求（D－S）成正比，与价格P成反比，又已知P（0）＝P0
 ，试确定价格函数P（t）；

（3）求当t→+∞时，P（t）的极限．

分析　按题目要求，应先确定商品的需求函数和供给函数．

解　（1）依题设Ed
 ＝-3，由需求价格弹性定义，有

[image: alt]
 　即　[image: alt]


从而，lnD＝-3lnP＋lnC．由D｜P＝1
 ＝D0
 得C＝D0
 ．于是需求函数D＝D0
 P-3
 ．

同样可求得供给函数S＝S0
 P2
 ．

令D＝S，即D0
 P-3
 ＝S0
 P2
 ，得平衡价格[image: alt]


（2）由题设有

[image: alt]


分离变量，并积分得

[image: alt]


由P（0）＝P0
 得[image: alt]
 于是

[image: alt]


由此，得价格函数

[image: alt]


（3）因为当t→+∞时，[image: alt]
 →0，故

[image: alt]


习　题　八

1．填空题：

（1）方程y′sinx＝ylny满足[image: alt]
 的特解是＿＿＿＿．

（2）方程y′－y＝cosx－sinx满足条件“当x→+∞时，y有界”的解是＿＿＿＿．

（3）设y1
 是方程y′＋P（x）y＝Q（x）的一个特解，则该方程的通解y＝＿＿＿＿．

（4）已知y*
 ＝x2
 是方程（x－1）y″－xy′＋y＝-x2
 ＋2x－2的一个特解，则该方程的通解y＝＿＿＿＿．

（5）曲线y＝f（x）过点（0，-1/2），其上任一点（x，y）处切线斜率为xln（1＋x2
 ），则曲线方程是＿＿＿＿．

2．单项选择题：

（1）对方程y″－9y＝9，函数[image: alt]
 则（　　）．

（A）y不是方程的解

（B）y是方程的通解

（C）y是方程的特解

（D）y是方程的解，但不是通解，也不是特解

（2）下列方程中，不是一阶齐次方程的是（　　）．

[image: alt]


（3）若方程y″＋py′＋qy＝0的一切解是x的周期函数，应有（　　）．

（A）p＞0，q＝0

（B）p＞0，q＞0

（C）p＝0，q＞0

（D）p＜0，q＜0

（4）设y＝y（x）满足方程y″＋4y′＋4y＝0且y（0）＝2，y′（0）＝0，则[image: alt]
 （　　）．

（A）2

（B）-2

（C）1

（D）-1

（5）设f（x）连续可微，且满足[image: alt]
 则f（x）的表达式＝（　　）．

（A）ln（x＋1）

（B）ln（x＋C）

（C）ex＋1


（D）ex＋C


3．求下列微分方程的通解或特解：

[image: alt]


4．求下列微分方程的通解或特解：

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


5．设f（x）在［0，+∞）上连续，且[image: alt]
 又a＞0，求证方程[image: alt]
 的一切解y（x），均有[image: alt]


6．设y＝ex
 是方程xy′＋P（x）y＝x的一个解，求此方程满足y｜x＝ln2
 ＝0的解．


*
 7．求下列方程的通解：

[image: alt]


8．求方程（cosx－sinx）y″＋2cosx·y′＋（cosx＋sinx）y＝0的通解．

9．已知y*
 ＝3是方程（x2
 －2x）y″－（x2
 －2）y′＋（2x－2）y＝6（x－1）的一个特解，求其通解．

10．求方程y″＋4y′＋3y＝9＋8ex
 ，当x→-∞时，y→3的特解．

11．求方程y″＋2λy′＋λ2
 y＝ex
 的通解，其中λ为实数．

12．求方程y″＋λ2
 y＝sinx（λ＞0）的通解．


*
 13．求下列方程的通解：

[image: alt]


14．已知函数y（x）在区间（-1，1）上的幂级数展开式为

[image: alt]


求y（x）的表达式．

15．求函数f（x），f（x）连续，且满足

[image: alt]


16．求可微函数f（x），f（x）满足[image: alt]


17．曲线L的切线与切点与原点的连线相交成[image: alt]
 角，求此曲线方程．

18．已知某商品的需求价格弹性[image: alt]
 又当Q＝0时，P＝100，试将价格P表为需求Q的函数．


第九章　差分方程

一、差分及差分方程的概念

函数yt
 ＝f（t）的一阶差分，记做Δyt
 ，定义为

Δyt
 ＝yt＋1
 －yt
 ．

函数yt
 ＝f（t）的n阶差分，记做Δn
 yt
 ，定义为

[image: alt]


例1　证明差分的运算法则：

[image: alt]


证　用差分定义证明．

[image: alt]


注　（1）当yt
 ＝C（常数）时，因Δyt
 ＝0，由差分的乘法运算法则可得Δ（Cyt
 ）＝CΔyt
 ．

（2）差分的加法运算法则：Δ（yt
 ±zt
 ）＝Δyt
 ±Δzt
 ．请读者自证．

（3）由本例知，差分的四则运算法则与微分的四则运算法则类似．

例2　证明：yt
 ＝2t
 的任意阶差分均等于该函数本身．

分析　本例要证明：对任意正整数n，有Δn
 （2t
 ）＝2t
 ．用数学归纳法证明．

证　当n＝1时，Δ（2t
 ）＝2t＋1
 －2t
 ＝2t
 ，结论正确；

假设当n＝k时，结论正确，即Δk
 （2t
 ）＝2t
 ；

当n＝k＋1时，Δk＋1
 （2t
 ）＝Δ（Δk
 （2t
 ））＝Δ（2t
 ）＝2t
 ，故此时结论正确．

由数学归纳法知，对任意正整数n，有Δn
 （2t
 ）＝2t
 ．

例3　设函数f（x）二阶可导，h＞0为常数，分别称

[image: alt]


为f（x）的步长为h的一阶和二阶差分．证明

[image: alt]


分析　按二阶差分定义，推出[image: alt]
 的表达式，并计算等式右端的二重积分．

证　按差分定义

[image: alt]


而　　　　　　　　　　　[image: alt]


故等式成立．

例4　差分方程Δ3
 yt
 －yt＋3
 ＋yt
 ＝t2
 ＋2t＋3的阶数是＿＿＿＿．

解　从形式上看所含差分的最高阶数是三阶，但若将其化成以函数值形式表示的方程，注意到

Δ3
 yt
 ＝yt＋3
 －3yt＋2
 ＋3yt＋1
 －yt
 ，

原方程为-3yt＋2
 ＋3yt＋1
 ＝t2
 ＋2t＋3．由于未知函数下标的最大差数是1，这是一阶差分方程．

例5　将差分方程yt＋3
 ＋yt＋2
 －5yt＋1
 ＋yt
 －4＝0化成以函数差分表示的形式．

分析　由函数差分的定义知，函数yt
 ＝f（t）的各点的函数值yt＋k
 ＝f（t＋k）（k＝1，2，…，n）可用yt
 及其各阶差分表示出来：

[image: alt]


其中[image: alt]
 k＝1，2，…，n．

解　将所给方程中的yt＋1
 ，yt＋2
 ，yt＋3
 用yt
 及其各阶差分的表示式代入，并整理化简，得

Δ3
 yt
 ＋4Δ2
 yt
 －2yt
 －4＝0．

二、一阶常系数线性差分方程的解法

一阶常系数非齐次线性差分方程为

[image: alt]


与方程（1）相对应的一阶常系数齐次线性差分方程为

[image: alt]


方程（1）或方程（2）的特征方程和特征根分别为λ＋a＝0和λ＝-a．

求非齐次方程（1）的通解的解题程序：

（1）由特征根写出齐次方程（2）的通解yC
 （t），

yC
 （t）＝C（-a）t
 ，　其中C是任意常数．

（2）用待定系数法求非齐次方程（1）的特解y*
 （t）．

根据f（t）的形式，由表1确定待定特解的形式．将待定特解代入已知方程，由所得恒等式得到待定系数，从而得到y*
 （t）．

表　1

[image: alt]


对一阶方程，不需要表中有*的行；全表也适用于n（≥2）阶方程．

（3）根据非齐次线性差分方程解的结构定理写出方程（1）的通解：

yt
 ＝yC
 （t）＋y*
 （t）．

例1　求差分方程yt＋1
 －yt
 ＝3t
 （t＋1）的通解．

解　这是一阶常系数非齐次线差分方程，特征根λ＝1，齐次方程通解为yC
 （t）＝C·1t
 ＝C．

f（t）＝3t
 （t＋1）＝ρt
 P1
 （t），ρ＝3不是特征根，设非齐次方程的特解

y*
 （t）＝3t
 （B0
 ＋B1
 t）．

将其代入所给方程，有

3t＋1
 ［B0
 ＋B1
 （t＋1）］－3t
 （B0
 ＋B1
 t）＝3t
 （t＋1），

可解得[image: alt]
 于是[image: alt]
 所求通解

[image: alt]
 （C是任意常数）．

例2　求差分方程yt＋1
 －ayt
 ＝ebt
 （a，b为常数，a≠0）的通解．

解　由于a，b没给出具体数，可看做是含参数a，b的方程．

特征根λ＝a，f（t）＝ebt
 ＝（eb
 ）t
 ＝ρt
 P0
 （t）．

当ρ＝eb
 ≠a时，设特解y*
 （t）＝B（eb
 ）t
 ．将其代入原方程，可得[image: alt]


当ρ＝eb
 ＝a时，设特解y*
 （t）＝Bt（eb
 ）t
 ．将其代入原方程，可得[image: alt]


综上所述，所求通解

[image: alt]


例3　求差分方程yt＋1
 ＋2yt
 ＝2t
 cosπt的通解．

解　特征根λ＝-2．f（t）＝2t
 cosπt＝ρt
 （acosθt＋bsinθt），ρ＝2，θ＝π（a＝1，b＝0）．令

δ＝2（cosπ＋isinπ）＝-2．

因δ＝-2是特征根，设特解

y*
 （t）＝2t
 t（Acosπt＋Bsinπt）．

将其代入原方程，有

2t＋1
 （t＋1）［Acosπ（t＋1）＋Bsinπ（t＋1）］＋2·2t
 t（Acosπt＋Bsinπt）＝2t
 cosπt，

而　　　　　　　　　　　　cosπ（t＋1）＝-cosπt，　sinπ（t＋1）＝-sinπt，

上式化简为-2Acosπt－2Bsinπt＝cosπt，可解得[image: alt]
 B＝0．于是y*
 （t）＝-2t－1
 tcosπt．

从而所求通解

yt
 ＝yC
 （t）＋y*
 （t）＝C（-2）t
 －2t－1
 tcosπt　（C为任意常数）．

例4　求差分方程yt＋1
 ＋4yt
 ＝3sinπt满足条件y0
 ＝1的特解．

解　先求差分方程的通解，再求满足初值条件的特解．

特征根λ＝-4．f（t）＝3sinπt＝ρt
 （3sinπt＋bcosπt），ρ＝1，θ＝π（b＝0）．令

δ＝cosπ＋isinπ＝-1．

因δ＝-1不是特征根，设特解y*
 （t）＝Acosπt＋Bsinπt．将其代入原方程，有

Acosπ（t＋1）＋Bsinπ（t＋1）＋4Acosπt＋4Bsinπt＝3sinπt，

即　　　　　　　　　　　-Acosπt－Bsinπt＋4Acosπt＋4Bsinπt＝3sinπt，

可解得A＝0，B＝1，于是y*
 （t）＝sinπt，通解

yt
 ＝yC
 （t）＋y*
 （t）＝C（-4）t
 ＋sinπt．

将y0
 ＝1代入上式，有1＝C．所求特解yt
 ＝（-4）t
 ＋sinπt．

例5　已知差分方程（a＋byt
 ）yt＋1
 ＝cyt
 ，其中a＞0，b＞0，c＞0，又知y0
 ＞0．

（1）试证对所有的t＝1，2，…，yt
 ＞0；

（2）试证代换[image: alt]
 可将已知方程化为关于zt
 的线性差分方程，并由此求出原方程的通解；

（3）求方程（2＋3yt
 ）yt＋1
 ＝4yt
 满足条件[image: alt]
 的特解，并考查当t→+∞时，yt
 的极限．

证　（1）用数学归纳法证明．因y0
 ＞0，a＞0，b＞0，c＞0，将t＝0代入原差分方程有

[image: alt]


设t＝k时，有yk
 ＞0，则t＝k＋1时，可推出

[image: alt]


由归纳法知，对t＝1，2，…，都有yk
 ＞0．

（2）由yt
 ＞0，原方程可变形为[image: alt]
 由代换[image: alt]
 可得

[image: alt]


显然，这是关于zt
 的线性方程，其通解为

[image: alt]


于是，原方程的通解为

[image: alt]


当初值为y0
 时，可求出任意常数A，故其解可表示为

[image: alt]


（3）由已知，a＝2，b＝3，c＝4，[image: alt]
 故方程（2＋3yt
 ）yt＋1
 ＝4yt
 的特解为

[image: alt]


显然，当t→+∞时，[image: alt]


三、二阶常系数线性差分方程的解法

形如下式为二阶常系数线性差分方程：

非齐次线性方程

[image: alt]


齐次线性方程

[image: alt]


求非齐次方程（1）通解yt
 的解题程序：

（1）写出特征方程λ2
 ＋λa＋b＝0，并求出两个特征根．

（2）由特征根的情形，按表2写出齐次方程（2）的通解．

表　2

[image: alt]


（3）用待定系数法求非齐次方程（1）的特解y*
 （t）．

以f（t）的形式按照表1设出待定特解y*
 （t）的形式；将其代入方程（1），由所得到的恒等式确定待定常数，从而得到y*
 （t）．

（4）根据非齐次线性差分方程解的结构定理写出方程（1）的通解

yt
 ＝yC
 （t）＋y*
 （t）．

例1　求差分方程yt＋2
 －yt＋1
 －6yt
 ＝3t
 （5t＋6）的通解．

解　特征方程为λ2
 －λ－6＝0，特征根为λ1
 ＝-2，λ2
 ＝3．由表2，齐次方程的通解

yC
 （t）＝C1
 （-2）t
 ＋C2
 3t
 ．

f（t）＝3t
 （2t＋1）＝ρt
 P1
 （t），因ρ＝3是单特征根，故设非齐次方程的特解

y*
 （t）＝3t
 t（B0
 ＋B1
 t）．

将其代入差分方程，有

3t＋2
 （t＋2）［B0
 ＋B1
 （t＋2）］－3t＋1
 （t＋1）［B0
 ＋B1
 （t＋1）］

-6·3t
 t（B0
 ＋B1
 t）＝3t
 （5t＋6），

化简，整理得

30B1
 t＋33B1
 ＋15B0
 ＝5t＋6．

由此，[image: alt]
 于是[image: alt]
 所求通解为

[image: alt]
 （C1
 ，C2
 为任意常数）．

例2　求差分方程yt＋2
 －8yt＋1
 ＋16yt
 ＝4t
 的通解．

解　特征方程λ2
 －8λ＋16＝0，特征根λ1
 ＝λ2
 ＝4．

f（t）＝4t
 ＝ρt
 P0
 （t），因ρ＝4是二重特征根，设非齐次方程的特解y*
 （t）＝Bt2
 4t
 ．将其代入原方程，可得[image: alt]
 于是所求通解

[image: alt]


例3　求差分方程yt＋2
 －2yt＋1
 ＋2yt
 ＝3＋5t满足y0
 ＝0，y1
 ＝1的特解．

解　先求原方程的通解，再由初值条件确定所求特解．

特征方程为λ2
 －2λ＋2＝0，特征根λ1，2
 ＝1±i．依表[image: alt]
 由tanω＝1知[image: alt]


f（t）＝3＋5t＝ρt
 P1
 （t），因ρ＝1不是特征根，设非齐次方程的特解y*
 （t）＝B0
 ＋B1
 t．将其代入原方程，可得B0
 ＝3，B1
 ＝5．于是原方程的通解

[image: alt]
 （C1
 ，C2
 是任意常数）．

将y0
 ＝0，y1
 ＝1分别代入上述通解中，可得方程组

[image: alt]


解得C1
 ＝-3，C2
 ＝-4．于是所求特解

[image: alt]


例4　求差分方程[image: alt]
 的通解．

解　特征根λ1，2
 ＝±i．依表2，r＝1，ω＝π/2．

[image: alt]
 因[image: alt]
 令[image: alt]


由于δ＝i是单特征根，设原方程的特解[image: alt]
 将其代入原方程，并注意到

[image: alt]


有　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


由此，A＝-1，B＝1/2．于是所求通解

[image: alt]


例5　求差分方程yt＋2
 ＋4yt＋1
 ＋4yt
 ＝2t
 sinπt的通解．

解　特征根λ1
 ＝λ2
 ＝-2．f（t）＝2t
 sinπt，由表1知，ρ＝2，θ＝π．令

δ＝2（cosπ＋isinπ）＝-2．

因δ＝-2是二重特征根，设原方程的特解

y*
 （t）＝2t
 t2
 （Acosπt＋Bsinπt）．

将其代入原方程，并注意到

cosπ（t＋2）＝cosπt，　sinπ（t＋2）＝sinπt，

　cosπ（t＋1）＝-cosπt，　sinπ（t＋1）＝-sinπt，

可得到等式8Acosπt＋8Bsinπt＝sinπt．由此，A＝0，B＝1/8．于是所求通解

yt
 ＝yC
 （t）＋y*
 （t）＝（C1
 ＋C2
 t）（-2）t
 ＋2t－3
 t2
 sinπt　（C1
 ，C2
 为任意常数）．

例6　求差分方程yt＋2
 －yt
 ＝sinβt（β是实常数）的通解．

解　特征根λ1
 ＝-1，λ2
 ＝1．f（t）＝sinβt，由表1，ρ＝1，θ＝β，令

δ＝cosβ＋isinβ．

（1）当β＝kπ时（k＝0，±1，±2，…），sinβ＝0，δ＝1或δ＝-1，设特解

y*
 （t）＝t（Acosβt＋Bsinβt）．

将其代入原方程，注意到cos2β＝1，sin2β＝0，可得2Acosβt＋2Bsinβt＝sinβt．由此，A＝0，B＝1/2．

（2）当β≠kπ时，δ≠±1，这时设特解y*
 （t）＝Acosβt＋Bsinβt．将其代入原方程，化简整理得

（Acos2β＋Bsin2β－A）cosβt＋（Bcos2β－Asin2β－B）sinβt＝sinβt，

由此得方程组　　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


可解得[image: alt]
 
【1】

 ．

综上所述，原方程的通解为

[image: alt]


其中C1
 ，C2
 为任意常数．

例7　求差分方程yt＋2
 －2cosα·yt＋1
 ＋yt
 ＝1的通解，其中α∈［0，π］为常数．

解　特征方程为λ2
 －2cosα·λ＋1＝0，特征根为

[image: alt]


f（t）＝1＝ρt
 P0
 （t），ρ＝1．

（1）当cosα－1＝0时，即cosα＝1，这时λ1
 ＝λ2
 ＝1．齐次方程的通解为

yC
 （t）＝C1
 ＋C2
 t．

因ρ＝1是二重特征根，设特解为y*
 （t）＝Bt2
 ，代入原方程可解得B＝1/2．原方程的通解为

[image: alt]


（2）当cosα＋1＝0时，即cosα＝-1，这时λ1
 ＝λ2
 ＝-1．齐次方程的通解为

yC
 （t）＝（C1
 ＋C2
 t）（-1）t
 ．

因ρ＝1不是特征根，特解应为y*
 （t）＝B，代入原方程，可求得B＝1/4．原方程的通解为

yt
 ＝（C1
 ＋C2
 t）（-1）t
 ＋1/4．

（3）当cosα－1≠0，cosα＋1≠0时，特征根λ1，2
 ＝cosα±isinα．

因r＝1，[image: alt]
 即ω＝α，故齐次方程的通解为

yC
 （t）＝C1
 cosαt＋C2
 sinαt．

因ρ＝1不是特征根，特解为y*
 （t）＝B形式．可求得[image: alt]
 原方程的通解为

[image: alt]


综上所述，方程的通解为

[image: alt]



*
 四、n阶常系数线性差分方程的解法

形如下式为n阶常系数线性差分方程：

非齐次线性方程

[image: alt]


齐次线性方程　　　　　　　　　　　[image: alt]


特征方程　　　　　　　　　　　　　[image: alt]


求n阶非齐次方程（1）的通解的解题程序与求二阶非齐次方程的解题程序相同．由于特征方程（3）有n个根，由表3可得到齐次方程（2）的相应的n个线性无关的特解，它们的线性组合就是方程（2）的通解．由表1可求出非齐次方程（1）的特解．

表　3

[image: alt]


例1　求差分方程yt＋3
 －4yt＋2
 ＋9yt＋1
 －10yt
 ＝-2t
 的通解．

解　特征方程λ3
 －4λ2
 ＋9λ－10＝（λ－2）（λ2
 －2λ＋5）＝0，特征根λ1
 ＝2，λ2，3
 ＝1±2i．由表3，对λ2，3
 而言，[image: alt]
 tanω＝2，于是齐次方程的通解为

[image: alt]


f（t）＝-2t
 ，由表1，ρ＝2是单特征根，设非齐次方程的特解y*
 （t）＝Bt2t
 ．将其代入原方程，可求得[image: alt]
 故[image: alt]
 所求通解

[image: alt]


例2　求差分方程yt＋4
 －2yt＋2
 ＋yt
 ＝8的通解．

解　特征方程λ4
 －2λ2
 ＋1＝（λ2
 －1）2
 ＝0，特征根λ1
 ＝λ2
 ＝1，λ3
 ＝λ4
 ＝-1．由表3知，齐次方程的通解yC
 （t）＝C1
 ＋C2
 t＋（C3
 ＋C4
 t）（-1）t
 ．

f（t）＝8，由表1，ρ＝1是二重特征根，设非齐次方程的特解y*
 （t）＝Bt2
 ．将其代入原方程，可解得B＝1．于是所求通解

yt
 ＝yC
 （t）＋y*
 （t）＝C1
 ＋C2
 t＋（C3
 ＋C4
 t）（-1）t
 ＋t2
 ．

习　题　九

1．填空题：

（1）若yt
 ＝3t
 是差分方程yt＋1
 ＋ayt
 ＋3yt-1
 ＝0的一个解，则a＝＿＿＿＿；

（2）设y1
 （t）＝et
 ，y2
 （t）＝tet
 是方程yt＋2
 ＋a（t）yt＋1
 ＝f（t）的两个解，则该方程的通解可表示为＿＿＿＿；

（3）差分方程yt＋2
 ＋8yt＋1
 ＋15yt
 ＝5t
 sinπt的待定特解形式是y*
 （t）＝＿＿＿＿．

2．单项选择题：

（1）下列等式不是差分方程的是（　　）．

（A）3Δyt
 －yt
 ＝3

（B）3Δyt
 ＋3yt
 ＝t

（C）Δ2
 yt
 ＝0

（D）yt
 ＋yt－2
 ＝et


（2）设yt＋2
 －2yt＋1
 ＋4yt
 ＝f（t），下列正确的是（　　）．

（A）当f（t）＝t2
 时，已知方程有待定特解形式y*
 ＝t（B0
 ＋B1
 t＋B2
 t2
 ）

（B）当f（t）＝2t
 t时，已知方程有待定特解形式y*
 （t）＝2t
 t（B0
 ＋B1
 t）

（C）当[image: alt]
 时，已知方程有待定特解形式[image: alt]


（D）当[image: alt]
 时，已知方程有待定特解形式[image: alt]


3．求下列差分方程的通解或满足初始条件的特解：

[image: alt]


4．求下列差分方程的通解或满足初始条件的特解：

[image: alt]


5．求差分方程yt＋3
 ＋yt＋2
 －8yt＋1
 －12yt
 ＝15－18t的通解．

注释


【1】
 　解方程时，用到三角公式：sin2β＝2sinβcosβ，sin2
 2β＋cos2
 2β＝1，1－cos2β＝2sin2
 β．


习题参考答案与解法提示

习　题　一

1．（1）　[image: alt]
 　（2）[image: alt]
 不存在；　（3）0；　（4）1；　（5）0．

提示　（3）[image: alt]


　　　（5）[image: alt]


2．（1）（C）；　（2）（D）；　（3）（C）；　（4）（D）；　（5）（B）．

提示　（2）x→1时，[image: alt]
 不存在，也不为∞；　（5）定义域是（0，+∞）．

3．x＞1且x≠2，3，…．　提示　x∈（-∞，0）∪［1，＋∞）时，[image: alt]
 x＞0且x≠1，2，3，…时，[image: alt]


4．[image: alt]
 　提示　先求f（x），再求φ（x）．　5．[image: alt]


8．（1）[image: alt]
 　（2）ln2；　（3）[image: alt]
 　（4）[image: alt]
 　（5）2；　（6）[image: alt]
 　（7）1；　（8）[image: alt]
 　（9）[image: alt]


（10）A＝max｛a1
 ，a2
 ，…，am
 ｝．

提示

（1）[image: alt]
 　（2）[image: alt]


（3）cosx＋cos2
 x＋…＋cosn
 x－n＝（cosx－1）＋（cos2
 x－1）＋…＋（cosn
 x－1）；

（4）[image: alt]
 　（5）[image: alt]


（6）[image: alt]
 　（7）[image: alt]


（8）[image: alt]


（9）[image: alt]
 时，[image: alt]


（10）令A＝max｛a1
 ，a2
 ，…，am
 ｝，则0＜[image: alt]
 ≤An
 （i＝1，2，…，m），所以

[image: alt]


9．[image: alt]
 　提示[image: alt]
 yn＋1
 －yn
 ≤0，｛yn
 ｝单调减少且有下界．

10．[image: alt]
 　提示　先求和[image: alt]
 再求极限．

11．1．　提示[image: alt]


12．α＝1，β＝2013021．　提示　x＋…＋x2006
 －2006＝（x－1）＋…＋（x2006
 －1）．

13．a＝1，b＝-2．　提示[image: alt]


14．[image: alt]
 　提示　x→+∞时，[image: alt]


15．x2
 －2x．　16．6．　提示　x→0时，[image: alt]


17．[image: alt]
 　提示[image: alt]
 　　18．x＝2是f（x）的跳跃间断点．

19．3．　提示[image: alt]


20．[image: alt]
 为第二类（无穷型）间断点；[image: alt]
 为可去间断点．

提示[image: alt]


21．a＝1，b＝2．　提示　[image: alt]


22．[image: alt]


23．a＋b＝1时，f（x）在（-∞，+∞）内连续；a＋b≠1时，x＝1是跳跃间断点．

24．提示　由a＞0，b2
 ＜a3
 有[image: alt]
 故

[image: alt]


即　　　　　　[image: alt]


可得[image: alt]


25．y＝x－2和y＝eπ
 x－2eπ
 ．

习　题　二

1．（1）0，3；　（2）-tan2
 1·tan3
 2·…·tann
 （n－1）；　（3）[image: alt]


（4）[image: alt]
 　（5）2．

提示　（5）[image: alt]
 而f′（0）＝（sinx）′｜x＝0
 ＝1．

2．（1）（A）；　（2）（A）；　（3）（B）；　（4）（D）；　（5）（D）．

提示　（2）只需讨论φ（x）＝f（x）｜sinx｜在x＝0是否可导．可算得[image: alt]
 　（4）f（x）＝sin2x．

3．[image: alt]
 　　4．[image: alt]
 　提示　参见本章第一节例5．

5．提示　由已知不等式知f（0）＝0．

当x＜0时，[image: alt]
 当x＞0时[image: alt]
 由夹逼准则知，

[image: alt]


6．[image: alt]


7．（1）3n（x2
 ＋33x
 ln3）（x3
 ＋33x
 ）n－1
 ·f′（（x3
 ＋33x
 ）n
 ）；

（2）[image: alt]


8．[image: alt]


9．（1）（-1）n
 2n
 e-2x
 ＋3n
 lnn
 5·53x
 ；　（2）[image: alt]
 　（3）[image: alt]


10．（-1）n－1
 （n－3）！（7n2
 －17n＋8）2n－2
 （用莱布尼茨公式）

11．e－e4
 ；e3
 （3e3
 －4）．（x＝0时，y＝e2
 ）．　12．[image: alt]


13．（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


14．[image: alt]
 　15．[image: alt]


16．[image: alt]


17．[image: alt]
 　18．a＝b＝-1，c＝1．

19．提示　必要性：由[image: alt]
 推出f（x0
 ）＝g（x0
 ），f′（x0
 ）＝g′（x0
 ）；

　充分性：由f（x0
 ）＝g（x0
 ），f′（x0
 ）＝g′（x0
 ），推出[image: alt]


20．提示　设（x0
 ，y0
 ）为曲线xy＝a2
 上任一点，则有x0
 y0
 ＝a2
 ，[image: alt]


将Y＝0代入切线方程有X＝2x0
 ；将X＝0代入切线方程有Y＝2y0
 ．三角形的面积

[image: alt]


习　题　三

1．（1）[image: alt]
 　（2）f′（0）＜f（1）－f（0）＜f′（1）；　（3）极大值f（0）＝1；　（4）[image: alt]
 　（5）（4，0）．

提示　（1）在[image: alt]
 上用拉格朗日中值定理；

（2）f（x）在［0，1］上用拉格朗日中值定理，且f′（x）在［0，1］上是增函数；

（3）[image: alt]
 　　（4）考虑[image: alt]
 的增减性．

2．（1）（D）；　（2）（C）；　（3）（B）；　（4）（A）；　（5）（C）．

提示　（1）题干没给出f（x）在x0
 连续的条件；

（2）f″（x）＝xlnx－3［f′（x）］2
 （x＞0），且f′（x），f″（x）在x＞0时连续．

[image: alt]


在U（1）内，f″（x）与x－1同号．故在x＝1的两侧近旁，f″（x）变号．

（3）由y′＝3ax2
 ＋2bx＋c＝0，y″＝6ax＋2b＝0可得．

（4）令f（x）＝x5
 ＋2ax3
 ＋3bx＋4c，则[image: alt]
 且[image: alt]
 [image: alt]


（5）用cosx的麦克劳林公式，[image: alt]


　f（x）＝cosx在区间［xe-2x
 ，xe2x
 ］上用拉格朗日中值定理也可．

3．[image: alt]
 在［0，+∞）上用罗尔定理，需证[image: alt]


4．提示　F（x）＝lnf（x）在［a，b］上用拉格朗日中值定理．

5．提示　等式是[image: alt]
 左端分子用拉格朗日中值定理，有f（b）－f（a）＝f′（ξ）（b－a）；对f（x），g（x）＝ex
 再用柯西中值定理．

6．（-∞，0）．　提示　令[image: alt]
 则f（0）＝0．问题就是确定使f（x）＜f（0）的区间．由[image: alt]
 f′（0）＝f″（0）可知f（x）在（-∞，+∞）单调增加．

7．n为偶数，f（0）＝0是极小值；m为偶数，f（1）＝0是极小值；[image: alt]
 是极大值．

8．（1）[image: alt]
 奇函数；

（2）当ab＜0时，f（x）有极值，极值点是[image: alt]
 当[image: alt]
 时，若a＞0，f（x）有极小值；若a＜0，f（x）有极大值．当[image: alt]
 时，若a＞0，f（x）有极大值；若a＜0，f（x）有极小值．

9．a＝4，b＝5．　提示　令x1
 ＝-2，x2
 ＝ξ为驻点，必有f′（x）＝（x＋2）（x－ξ）2
 ＝x3
 ＋ax2
 ＋bx＋2．

10．仅有极小值f（-2）＝2．　提示　由[image: alt]
 得驻点x＝-2，此时y＝2．

11．[image: alt]
 　提示　考虑f（x）的最小值与最大值构成的区间．

12．[image: alt]
 　提示　拐点为（1，4k）和（-1，4k）．

13．提示　[image: alt]
 在［0，a］（a∈（0，1））上用拉格朗日中值定理．

14．提示　f（x）在［α，β］上用拉格朗日中值定理，且f′（x）在［α，β］上单调增加．

15．提示　证1：设[image: alt]
 用柯西中值定理；

证2：令[image: alt]
 证F（x）≥-1，即F（x）的最小值为-1；

证3：令[image: alt]
 用单调性，证F′（x）＞0．

16．提示　在［a，+∞）上，由f′（x）单调减少，且f′（x）＜f′（a）＜0知f（x）单调减少，又f（a）＞0．在［a，x］上用拉格朗日中值定理，存在ξ∈（a，x），使

f（x）－f（a）＝f′（ξ）（x－a）＜f′（a）（x－a），　即　f（x）＜f（a）＋f′（a）（x－a）．

由于f′（a）＜0，当x充分大时，有f′（a）（x－a）＜-f（a），即f（x）＜0．于是存在b＞a，使f（b）＜0．故f（x）＝0在（a，+∞）有且仅有一个实根．

17．最短长度[image: alt]
 　提示　曲线y＝x-2
 在点（x，y）处的切线方程为Y－x-2
 ＝-2x-3
 （X－x），切线在x轴与y轴上的截距分别为[image: alt]
 和3x-2
 ．切线被两坐标轴所截线段长度ι的平方

[image: alt]


求ι的最小值等价于求[image: alt]
 在（-∞，0）与（0，+∞）内的最小值．

18．[image: alt]


19．（1）[image: alt]
 　（2）[image: alt]
 　（3）4；　（4）[image: alt]
 　（5）[image: alt]
 　（6）[image: alt]


提示　（1）∞-∞型；　（2）1∞
 型；　（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


20．（1）[image: alt]
 　（2）[image: alt]
 　提示　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


习　题　四

1．（1）[image: alt]
 　（2）[image: alt]
 　（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


提示　（3）f′（e2x
 ）＝e-2x
 ；　（4）令x－1＝t．

2．（1）（D）；　（2）（B）；　（3）（A）；　（4）（D）；　（5）（B）．

提示　（2）f（x）的原函数在x＝1处应连续；　（3）[image: alt]


（4）[image: alt]
 　（5）I＝x·xlnx－∫xlnxdx．

3．[image: alt]


4．（1）[image: alt]
 　（2）ln｜secx＋tanx｜－sinx＋C；　　（3）ln｜1＋sinx｜＋C．

提示　（1）4＋x2
 ＝4＋2x2
 －x2
 ；　　　（2）tan2
 x＝sec2
 x－1；　　（3）1＝sec2
 x－tan2
 x．

5．2ln（x－1）＋x＋C．

提示　[image: alt]


6．（1）ln｜1＋sinxcosx｜＋C；　（2）[image: alt]
 　（3）[image: alt]


（4）[image: alt]
 　（5）[image: alt]
 　（6）[image: alt]


（7）[image: alt]
 　（8）[image: alt]


（9）[image: alt]


提示　（1）cos2x＝cos2
 x－sin2
 x＝（sinxcosx）′；　（2）[image: alt]


（3）[image: alt]
 　（4）[image: alt]
 　（5）[image: alt]


（6）[image: alt]
 　（7）[image: alt]


（8）[image: alt]
 　（9）令x＝lnt．

7．[image: alt]
 　　提示　[image: alt]


8．（1）[image: alt]
 　（2），（3）[image: alt]
 　（4）[image: alt]


9．（1）[image: alt]
 　（2）-cotxlnsinx－cotx－x＋C；

（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]
 　（6）[image: alt]


提示　（1）[image: alt]
 　（2）I＝-∫lnsinx·dcotx；　（3）[image: alt]


（5）[image: alt]
 　（6）[image: alt]


10．[image: alt]
 　提示　令3x＋1＝t，则[image: alt]


11．（1）[image: alt]
 　（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


提示　（1）[image: alt]
 　（2）令[image: alt]


（3）[image: alt]


12．（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


提示　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


13．提示　将[image: alt]
 dx＝φ′（y）dy代入[image: alt]
 中．

习　题　五

1．（1）[image: alt]
 　（2）0；　（3）ln2
 x；　（4）[image: alt]
 　（5）0．

提示　（1）在已知等式中，令[image: alt]
 可得a＝1；对等式求导，可得[image: alt]


（2）[image: alt]
 　（3）[image: alt]


（4）｜sinnx｜以[image: alt]
 为周期，[image: alt]
 　（5）令x＝π－t，则I＝-I，于是I＝0．

2．（1）（B）；　（2）（D）；　（3）（A）；　（4）（B）；　（5）（B）．

提示　（1）在[image: alt]
 内，x＜tanx≤1，[image: alt]
 单增，[image: alt]
 而[image: alt]
 　（2）由洛必达法则[image: alt]


（3）在已知式中，令y＝1，则[image: alt]


（4）[image: alt]
 由F′（a）＝0，F″（a）＝2π＞0知．

（5）[image: alt]


3．（1）-10；　（2）[image: alt]
 　（3）[image: alt]


提示　（2）[image: alt]
 　（3）分别求：当a＜b≤0，当a＜0＜b，0≤a＜b时定积分的值．

4．φ（-1）＝e＋e-1
 ．提示[image: alt]


[image: alt]
 提示　在x＜1时，1≤x≤8时和x＞8时分别求积分．

6．（1）[image: alt]
 　（2）[image: alt]
 　（3）[image: alt]


提示　（1）[image: alt]
 　（2）令x2
 ＝sint；　（3）令x＝-lnsint．

7．（1）[image: alt]
 　（2）[image: alt]
 　（3）[image: alt]
 提示　（1）令[image: alt]
 用公式2；

（2）设被积函数为[image: alt]
 　（3）[image: alt]


8．[image: alt]
 提示　[image: alt]


9．（1）[image: alt]
 　（2）πsin1．　提示　（1）[image: alt]


（2）arccosx＋arccos（-x）＝arccosx＋（π－arccosx）＝π．

10．提示　令x2
 ＝t．　11．提示[image: alt]


12．提示[image: alt]
 η∈［0，1］，令F（x）＝x2
 f（x），则F（η）＝η2
 f（η）＝G（1）＝f（1）＝F（1），对F（x）在［η，1］上用罗尔定理．

13．提示　令[image: alt]


14．提示　令[image: alt]
 则有

[image: alt]


15．（1）[image: alt]
 　（2）π．提示　（1）用分部积分法；　（2）x＝0，x＝2是瑕点．

[image: alt]


16．提示[image: alt]


17．（1）[image: alt]
 　（2）[image: alt]
 提示　（1）令t＝3x；　（2）令[image: alt]


18．（1）收敛；　（2）收敛；　（3）收敛．　提示　（1）[image: alt]


（2）[image: alt]
 　（3）[image: alt]


19．收敛且绝对收敛．提示[image: alt]
 且[image: alt]


20．[image: alt]
 　提示[image: alt]
 或[image: alt]


21．[image: alt]
 Vy
 ＝π．提示　[image: alt]
 （y＝0是瑕点）或[image: alt]


22．[image: alt]
 提示　抛物线过原点c＝0．由题设

[image: alt]
 知[image: alt]


又[image: alt]
 由[image: alt]
 得[image: alt]
 且[image: alt]


23．提示　求出收益函数，便可得价格函数．

24．租用合算；全部租金的现在值是32289元；购进相当于每年付出7433元．

习　题　六

1．（1）0；　　（2）f11
 ＋（x＋z）yf12
 ＋xy2
 zf22
 ＋yf2
 ；　（3）[image: alt]


（4）[image: alt]
 　（5）[image: alt]


提示　（1）[image: alt]


（4）[image: alt]
 　（5）[image: alt]


2．（1）（B）；　　（2）（B）；　　（3）（B）；　　（4）（D）；　　（5）（D）．

提示　（2）有驻点（1，-2）；　　（3）已知fx
 （x，y）和fy
 （x，y），由fxy
 （x，y）＝fyx
 （x，y）确定．

（4）在D上，ln3
 （x＋y）≤［sin（x＋y）］3
 ≤（x＋y）3
 ．

3．（2）fx
 （0，0）＝0，fy
 （0，0）＝0．

4．[image: alt]


5．f′2
 （r）．　提示[image: alt]
 　6．dx－dy．　　7．eax
 sinx．

8．[image: alt]


9．0．　10．[image: alt]
 　提示　先求[image: alt]
 简单．

11．[image: alt]
 　12．[image: alt]


13．（1）极小值f（0，0）＝1，极大值[image: alt]
 　（2）无极值．

14．极小值z｜（1，-1）
 ＝-2，极大值z｜（1，-1）
 ＝6．

15．最小值[image: alt]
 最大值[image: alt]


16．当[image: alt]
 时，最大值为[image: alt]


提示　求函数f（a1
 ，a2
 ，…，an
 ）＝a1
 ·a2
 ·…·an
 在条件a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ＝ι的极值．

17．（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


提示　（1）生产函数可改写为[image: alt]
 令

[image: alt]


（2）约束条件20[image: alt]
 可化为[image: alt]
 令

[image: alt]


18．（1）x＝8万元，y＝7万元；（2）x＝5万元，y＝5万元．　提示　（1）无条件极值；（2）条件极值．

19．[image: alt]
 　提示　当（ξ，η）∈D时，[image: alt]
 D的面积是[image: alt]


20．（1）[image: alt]


（2）[image: alt]
 　提示　（2）内层积分先交换上下限．

21．2．　提示　先交换积分次序．　22．[image: alt]
 　提示　先交换积分次序．

23．[image: alt]
 　提示　用直线[image: alt]
 将D分块．

[image: alt]


24．[image: alt]
 　提示　[image: alt]


25．f（x）＝2x＋1．　提示　等式左端先用极坐标简化．

26．I（a）＝2（2a－1－e-2a
 ）；[image: alt]
 发散．

习　题　七

1．（1）A－S；　（2）0；　（3）e－1；　（4）［0，2）；　（5）-π/4．

提示　（1）[image: alt]


（4）当｜x－1｜＜｜0－1｜＝1时绝对收敛；当｜x－1｜＞｜2－1｜＝1时，发散．

（5）选[image: alt]


2．（1）（D）；　（2）（C）；　（3）（A）；　（4）（C）；　（5）（B）．

提示　（1）求出Sn
 ；　（2）[image: alt]


（5）[image: alt]


3．（1）收敛；　（2）发散；　（3）收敛；　（4）p＞1收敛，p≤1发散；　（5）a＞1收敛，a≤1发散；

（6）p＞1收敛，0＜p≤1发散．

提示　n→∞时：[image: alt]


（4）积分判别法；

（5）[image: alt]
 且[image: alt]


（6）[image: alt]
 与[image: alt]
 是同阶无穷小．

4．提示　由题设可推出[image: alt]
 或[image: alt]


5．（1），（2）条件收敛；　（3），（4）绝对收敛．

提示　（2）[image: alt]
 因[image: alt]
 且[image: alt]
 又[image: alt]
 发散；

（3）[image: alt]
 而[image: alt]
 收敛；　（4）[image: alt]


6．提示　n为偶数时，un
 ＞0；n为奇数时，un
 ＜0．原级数可记做[image: alt]


[image: alt]


7．当｜a｜＞1，k为任意实数时，当a＝1且k≤1时，发散；当｜a｜＜1，k为任意实数时，当｜a｜＝1且k＞1时，绝对收敛；当a＝-1且k≤1时，条件收敛．

8．（1）（-5，5］；　（2）（-∞，+∞）．

9．[image: alt]
 　提示　当x≠0时，[image: alt]
 是[image: alt]
 的可去间断点．

[image: alt]


10．S（x）＝2x2
 arctanx－xln（1＋x2
 ），　｜x｜≤1．　11．[image: alt]


习　题　八

1．（1）[image: alt]
 　（2）y＝sinx；　（3）[image: alt]
 　（4）C1
 x＋C2
 ex
 ＋x2
 ；

（5）[image: alt]


提示　（2）通解y＝Cex
 ＋sinx；　（4）y1
 ＝x，y2
 ＝ex
 是齐次方程的解；

（5）[image: alt]


2．（1）（D）；　（2）（D）；　（3）（C）；　（4）（A）；　（5）（A）．

提示　[image: alt]


（3）y″＋qy＝0的特征根是[image: alt]
 其通解[image: alt]
 是周期函数；

（4）方程的通解[image: alt]
 均收敛，且[image: alt]
 故

[image: alt]


（5）f（0）＝0得C＝1．

3．（1）2（x－arctanx）＋y2
 －lny2
 －1＝0；　（2）[image: alt]


（3）[image: alt]
 　（4）y2
 －x2
 ＝y3
 ．

提示　（1）可分离变量的方程；　（2）令[image: alt]
 原方程可化为[image: alt]
 　（3），（4）齐次方程．

4．（1）[image: alt]
 　（2）[image: alt]
 　（3）（1－x2
 ）y-3
 ＋x3
 ＝C；

（4）[image: alt]
 　（5）x＝cosy（C－2cosy）；　（6）x4
 ＝y2
 （2lny＋1）．

提示　（1）一阶线性方程；　（2）方程化为［y′＋（1－ex
 y）］2
 ＝0；

（3）方程化为[image: alt]


（5）方程化为[image: alt]
 　（6）方程化为[image: alt]


5．[image: alt]
 　　　6．[image: alt]
 提示　P（x）＝xe-x
 －x．


*
 7．（1）[image: alt]
 　（2）ey
 ＋C1
 ＝（x＋C2
 ）2
 ；　（3）y＝C1
 x（lnx－1）＋C2
 ．

8．yC
 ＝C1
 e-x
 ＋C2
 cosx．　提示　y＝e-x
 是其解．　9．y＝C1
 ex
 ＋C2
 x2
 ＋3．　提示　y＝ex
 是齐次方程的解．

10．y＝3＋ex
 ．　提示　通解y＝C1
 e-x
 ＋C2
 e-3x
 ＋3＋ex
 ．

11．[image: alt]


12．[image: alt]


13．（1）y＝C1
 ex
 ＋C2
 cosx＋C3
 sinx－（x2
 ＋3x＋1）；　（2）[image: alt]


14．[image: alt]
 　提示　y（x）满足方程[image: alt]


15．[image: alt]


提示　由已知式得方程f″（x）＋f（x）＝ex
 ．

16．f（x）＝2＋Cx．　提示　由已知式得方程[image: alt]


17．[image: alt]
 　提示　如17题图，
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17题图
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又[image: alt]
 代入上式可得微分方程
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18．[image: alt]
 　提示　[image: alt]
 P｜Q＝0
 ＝100．

习　题　九

1．（1）-4；　（2）Cet
 （1－t）＋et
 ；　（3）5t
 t（Acosπt＋Bsinπt）．　　2．（1）（B）；　（2）（C）．

3．（1）yt
 ＝t2
 －t；　（2）[image: alt]


（3）[image: alt]
 　（4）yt
 ＝C（-1）t
 －tsinπt．

4．（1）[image: alt]
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