




《北京大学数学教学系列丛书》编委会

名誉主编：姜伯驹

主　　　编：张继平

副　主　编：李　忠

编　　　委：（按姓氏笔画为序）

　　　　　　王长平　刘张炬　陈大岳　何书元

　　　　　　张平文　郑志明

编委会秘书：方新贵

责任编辑：刘　勇






内容简介

本书是高等院校随机过程课程的教材．全书共分七章，内容包括：概率统计、泊松过程、更新过程、离散时间马尔可夫链、连续时间马尔可夫链、布朗运动和应用举例．每小节配有练习题，每章配有总习题，书末附有习题答案或提示，供读者参考．本书对实际应用中常见的随机过程作了较为系统的介绍，有许多新的简明讲法，方便读者更好地理解随机过程的概念和主要定理．

本书叙述严谨、举例丰富，精选的例题反映了应用随机过程的特点，例如：候车问题、排队问题、系统维修问题、互联网的PageRank问题、生灭过程、简单的传染病模型等．本书在介绍随机过程的同时也介绍了随机过程参数估计的基本方法，为的是方便实际工作者的应用．本书在定理的叙述和证明上尽量降低难度和避免复杂的数学推导，同时兼顾理论体系的完整．

本书可作为综合大学数学、统计学专业本科高年级随机过程课程的教材或教学参考书，也可作为综合大学、高等师范院校、理工科大学和财经院校研究生随机过程课程的教材或教学参考书．学习本书的先修课程是高等数学、概率论与数理统计．

作者简介

何书元　博士、北京大学数学科学学院教授，从事应用随机过程、时间序列分析和概率极限定理的教学和科研工作．主讲课程有概率论、概率统计、应用随机过程、应用时间序列分析和极限定理等．兼任教育部数学与统计学教学指导委员会委员、全国统计教材编委会委员．

本书的ppt文件请到

http://cn.math.pku.edu.cn/teachers/hesy/index.htm下载．


北京大学数学教学系列丛书

随机过程



何书元　编著





































[image: 图片]



　图书在版编目（CIP）数据



　随机过程／何书元编著.－北京：北京大学出版社，2008.11

　（北京大学数学教学系列丛书）

　ISBN 978-7-301-12902-9



　I．随…　Ⅱ．何…　Ⅲ．随机过程－高等学校－教材　Ⅳ．O211.6



　中国版本图书馆CIP数据核字（2007）第166895号













　书　　　名：随机过程

　著作责任者：何书元　编著

　责任编辑：刘　勇

　标准书号：ISBN 978-7-301-12902-9/O·0737

　出　版　者：北京大学出版社

　地　　　址：北京市海淀区成府路205号　100871

　网　　　址：http://www.pup.cn

电　　　话：邮购部62752015　发行部62750672　编辑部62752021　出版部62754962

　电子信箱：zpup@pup.pku.edu.cn

　印　刷　者：北京大学印刷厂

　发　行　者：北京大学出版社

　经　销　者：新华书店

　　　　　　　890mm×1240mm　A5　10.875印张　300千字

　　　　　　　2008年11月第1版　2010年9月第2次印刷

　印　　　数：4001—8000册

　定　　　价：20.00元


序　　言

自1995年以来，在姜伯驹院士的主持下，北京大学数学科学学院根据国际数学发展的要求和北京大学数学教育的实际，创造性地贯彻教育部“加强基础，淡化专业，因材施教，分流培养”的办学方针，全面发挥我院学科门类齐全和师资力量雄厚的综合优势，在培养模式的转变、教学计划的修订、教学内容与方法的革新，以及教材建设等方面进行了全方位、大力度的改革，取得了显著的成效．2001年，北京大学数学科学学院的这项改革成果荣获全国教学成果特等奖，在国内外产生很大反响．

在本科教育改革方面，我们按照加强基础、淡化专业的要求，对教学各主要环节进行了调整，使数学科学学院的全体学生在数学分析、高等代数、几何学、计算机等主干基础课程上，接受学时充分、强度足够的严格训练；在对学生分流培养阶段，我们在课程内容上坚决贯彻“少而精”的原则，大力压缩后续课程中多年逐步形成的过窄、过深和过繁的教学内容，为新的培养方向、实践性教学环节，以及为培养学生的创新能力所进行的基础科研训练争取到了必要的学时和空间．这样既使学生打下宽广、坚实的基础，又充分照顾到每个人的不同特长、爱好和发展取向．与上述改革相适应，积极而慎重地进行教学计划的修订，适当压缩常微、复变、偏微、实变、微分几何、抽象代数、泛函分析等后续课程的周学时．并增加了数学模型和计算机的相关课程，使学生有更大的选课余地．

在研究生教育中，在注重专题课程的同时，我们制定了30多门研究生普选基础课程（其中数学系18门），重点拓宽学生的专业基础和加强学生对数学整体发展及最新进展的了解．

教材建设是教学成果的一个重要体现．与修订的教学计划相配合，我们进行了有组织的教材建设．计划自1999年起用8年的时间修订、编写和出版40余种教材．这就是将陆续呈现在大家面前的《北京大学数学教学系列丛书》．这套丛书凝聚了我们近十年在人才培养方面的思考，记录了我们教学实践的足迹，体现了我们教学改革的成果，反映了我们对新世纪人才培养的理念，代表了我们新时期的数学教学水平．

经过20世纪的空前发展，数学的基本理论更加深入和完善，而计算机技术的发展使得数学的应用更加直接和广泛，而且活跃于生产第一线，促进着技术和经济的发展，所有这些都正在改变着人们对数学的传统认识．同时也促使数学研究的方式发生巨大变化．作为整个科学技术基础的数学，正突破传统的范围而向人类一切知识领域渗透．作为一种文化，数学科学已成为推动人类文明进化、知识创新的重要因素，将更深刻地改变着客观现实的面貌和人们对世界的认识．数学素质已成为今天培养高层次创新人才的重要基础．数学的理论和应用的巨大发展必然引起数学教育的深刻变革．我们现在的改革还是初步的．教学改革无禁区，但要十分稳重和积极；人才培养无止境，既要遵循基本规律，更要不断创新．我们现在推出这套丛书，目的是向大家学习．让我们大家携起手来，为提高中国数学教育水平和建设世界一流数学强国而共同努力．

张继平

2002年5月18日

于北京大学蓝旗营


前　　言

概率论通过对简单随机事件的研究，逐步进入复杂随机现象规律的研究，它是研究随机现象规律的有效方法和工具．作为概率论的后续课程，本书进一步介绍相关随机变量的统计规律和基本理论．

和其他的数学课程类似，多做练习是理解随机过程的基本概念和掌握其理论与方法的基础．本书每小节后面都配有适量的练习题供读者练手．每章的后面配有更多的习题供选择使用．习题的选择注意了对基本训练的要求，但更多考虑的是对应用问题的描述和解决．习题附有参考答案，供读者参考．

为了书的完整和方便读者阅读，本书在第一章列出了概率统计的基本知识，供读者复习和查阅．这部分内容供教师选择使用．本书介绍了随机过程的基本统计推断方法，包括区间估计和假设检验．这样的章节被打上*
 供选择使用．如果不考虑统计推断的内容，则只需要初等概率论和高等数学的知识就可以学习本书，否则应当具备数理统计的基础知识或阅读本书的§1.4，§1.6和§1.7．

泊松过程的理论结果已经十分完整，只在数学上证明这些结论会使得有关章节干净利落，但是会增加读者理解定理内涵的难度．鉴于泊松过程的定理都有明确的实际背景和意义，所以在讲述定理前本书尽量通过举例使得读者能够想到定理的成立．

更新过程的理论已经完善，只是部分定理的数学证明比较复杂．为了从这些复杂的理论证明中解脱出来，本书略去了一些纯技术性的数学推导，通过描述性的语言帮助读者理解定理的成立．

马氏链的理论体系近乎完善，但是部分定理的证明也存在技术性过强的问题．鉴于本书的目的和课时的限制，我们只能介绍规则马氏链的理论和方法．即使这样，少数定理的证明也会遇到比较复杂的情况．感谢何声武教授的《随机过程引论》一书．当我们遇到因课时限制而不能给出完整证明的地方，就请有兴趣的读者去参考他的书了．当然，本书会在更简单一些的情况下给出相应定理的证明．

尽管布朗运动的背景明确，但是首次接触它时常会遇到不易理解的地方．本书只介绍布朗运动的基本概念和性质．通过花粉在液体表面受到水分子的碰撞而运动的轨迹引入布朗运动，引导读者从花粉的运动行为猜想布朗运动轨迹的可能性质．然后再考虑数学的证明．

本书主要介绍泊松过程、更新过程、离散时间马氏链、连续时间马氏链和布朗运动．前第二至第五章和不带*
 的部分是本书的主要内容．每周4学时的课程可以讲完上述五个随机过程，但要略去部分带*
 的内容．每周3学时的课程很难讲完这五个随机过程，除了略去部分带*
 的内容，从中选择四个随机过程就可以了．可供选择的方法如下：

第二章→第三章→第四章→第五章

第二章→第三章→第四章→第六章

第二章→第四章→第五章→第六章

本书的写作尽量做到符合时代精神．和已有的同类教材比较，本书的理论体系较为完整，定理的证明较为轻松，全部正文尽量避免繁琐的数学推导，通过易懂的实例阐明重要的概念和定理．

为了用数学公式清楚地表达复杂的随机现象，熟练掌握条件概率公式的使用是非常重要的．在阅读本书时，应当注意条件概率的公式及其使用方法．

由于作者水平有限，书中难免不妥之处，请读者不吝指教．

何书元

北京海淀蓝旗营

2008年2月
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第一章　概率统计

本书所涉及的数集和函数都是高等数学中描述的数集和函数，不再赘述．本章仅列出概率统计方面的基本知识，以便查阅．


§1.1　事件与概率

通常把按照一定的想法去做的事情称为试验（experiment），把试验的可能结果称为样本点（sample point），称样本点的集合为样本空间（sample space）．对于一个特定的试验，以后总用Ω表示样本空间，用ω表示样本点，这时
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在概率论中，事件是样本空间Ω的子集．在实际问题中人们往往并不需要关心Ω的所有子集，只要把关心的子集称为事件就够了．但事件是Ω的子集，必须满足以下三个条件：

（a1）Ω是事件；

（a2）若A是事件，则[image: 0478010001]
 是事件；

（a3）若Aj
 是事件，则[image: 0478010002]
 是事件．

由上面的条件（a1），（a2），（a3）知道，如果A，B是事件，则A∪B，A∩B，A－B，[image: 0478010003]
 都是事件．于是，事件经过有限次集合运算所得结果还是事件．

对于事件A，若用P（A）表示事件A发生的概率，则P（A）满足以下条件：

（b1）非负性：对于任何事件A，P（A）≥0；

（b2）完全性：P（Ω）＝1；

（b3）可列可加性：对于互不相容的事件A1
 ，A2
 ，…，有
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对于样本空间Ω和概率P，用F表示全体事件时，称三位一体的（Ω，F，P）为概率空间（probability space）．

下面是概率P的基本性质：

（1）P（φ）＝0．

（2）有限可加性：如果A1
 ，A2
 ，…，An
 互不相容，则
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（3）单调性：如果B[image: 0478010004]
 A，则P（A）－P（B）＝P（A－B）≥0．

（4）加法公式：P（A∪B）＝P（A）＋P（B）－P（AB）．

（5）次可加性：


（6）条件概率公式：当P（A）>0时，有P（B|A）＝P（AB）/P（A）．

（7）条件概率是概率：对已知的正概率事件A，定义条件概率PA
 （B）＝P（B|A），B∈F.则PA
 是概率，（Ω，F，PA
 ）是概率空间．当P（AB）>0时，有

[image: 图片]


（8）乘法公式：

P（B1
 B2
 …Bn
 ）＝P（B1
 ）P（B2
 |B1
 ）…P（Bn
 |B1
 B2
 …Bn－1
 ）．

当P（A）>0时，将P换成PA
 就得到

P（B1
 B2
 …Bn
 |A）＝P（B1
 |A）P（B2
 |B1
 A）…P（Bn
 |B1
 B2
 …Bn－1
 A）．

（9）全概率公式：如果事件A1
 ，A2
 ，…互不相容，则当
 或者
 时，有
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[image: 图片]


（10）概率的连续性：如果[image: 0478010005]
 ，则有


 ，
 ．

（11）Borel-Cantelli引理：若
 ，则

P（有无穷个Aj
 发生）＝0.


§1.2　随机向量及其分布

随机变量X是定义在样本空间Ω上的函数，使得对于R＝（－∞，∞）的子集A，{X∈A}是事件．

对于随机变量X，称F（t）＝P（X≤t）为X的分布函数．分布函数是单调不减的右连续函数．用F（t－）表示F在t的左极限，有
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如果X表示生物的（或仪器的使用）寿命，则P（X>x）是该生物（或仪器）到t时还存活（或工作）的概率，因而称[image: 0478010006]
 为寿命X的生存函数（survival function）．于是
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如果F（t）是X的分布函数，非负函数．f（s）使得对所有的t，有
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则称f（s）为F或X的密度函数，称X是连续型随机变量．这时对于（－∞，∞）的子集A，有
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如果X1
 ，X2
 ，…，Xn
 都是随机变量，则称X＝（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）是随机向量．称Rn
 上的n元函数
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是X＝（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）的分布函数．

本书中所有的随机变量都定义在同一个概率空间（Ω，F，P）上这样，随机向量X＝（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）是定义在同一个Ω上的多元函数．对每个ω∈Ω，
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是实数向量，称为X的一次观测或一次实现．

对于随机向量X＝（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ），如果有Rn
 上的非负函数f（x）＝f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ），使得对Rn
 的任何子立方体
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有
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则称X是连续型随机向量，称f（x）是X的联合密度．这时，可以证明对于Rn
 的任何子区域D，（2.3）成立．

定理2.1　设X＝（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）有联合分布函数F（x）＝F（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ），F（x）在Rn
 的开区域D中有连续的n阶混合偏导数．定义
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若下面的条件（a），（b）之一成立，

（a）P（X∈D）＝1；　　　


则f（x）是X的联合密度．

对于随机向量X＝（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ），Y＝（Y1
 ，Y2
 ，…，Ym
 ），定义
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以后用X～f（x）表示X有联合密度f（x），用Y～g（y）表示Y有联合密度g（y）．

定理2.2　设X～f（x），则

（1）Xj
 有密度函数
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并且X1
 ，X2
 ，…，Xn
 相互独立的充分必要条件是
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（2）当Y～g（y）时，X和Y相互独立的充分必要条件是
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（3）当X，Y都是离散型随机向量时，X和Y相互独立的充分必要条件是对所有的x，y，有
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定理2.3（Fubini定理）　设D是Rn
 的子区域，g（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）是D上的非负函数或是满足条件
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的函数，则对区域D上的n重积分
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可以进行累次积分计算，且积分的次序可以交换．

定理2.4　设数列{aj
 }绝对可和：
 ，函数列{hj
 （s）}一致有界：
 ．对于c∈[a，b]，如果
 ，则
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§1.3　数学期望及其计算


　　A．数学期望

设X有离散的概率分布
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若P（X≥0）＝1或级数[image: 0478010007]
 收敛，则称
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为X的数学期望或均值．

设X是有密度函数f（x）的随机变量，若P（X≥0）＝1或
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则称
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为X的数学期望或均值．

设f0
 （s）是非负函数，如果随机变量X的分布函数F（x）可以分解成
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其中
 是仅在每个xj
 （j≥1）处有跳跃高度P（X＝xj
 ）＝F（xj
 ）－F（xj
 －）的阶梯函数，则称X有混合分布．如果X非负或
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则称X的数学期望存在，并且定义X的数学期望为
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对于任何右连续的单调不减阶梯函数G（x），用G（x－）表示G在x的左极限，则G（x）－G（x－）是G在x的跳跃高度．设G仅在每个xj
 （j≥1）处有跳跃．对另外的函数g（x），若
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则称g（x）在[a，b]上关于G可积，并定义积分
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按照上面的积分定义，如果X的数学期望存在，则可以把X的数学期望表示成
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这里“≡”表示“定义成”．

积分（3.4）有如下的基本性质：

（1）若g（t），h（t）都在[a，b]上关于G可积，则有
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（2）若g（t）在[a，b]上关于G，F可积，则有
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（3）设Fn
 （t）＝P（Xn
 ≤t），若[image: 0478010008]
 对t<∞成立，则对于非负函数g（t），有
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注　本书中所有的积分符号[image: 0478010009]
 都表示在闭区间[a，b]上的积分．


　　B．条件概率和条件数学期望

设Y＝（Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 ）是随机向量，A是随机事件．如果g（y）＝P（A|Y＝y），则定义
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并且称P（A|Y）是已知Y时A的条件概率，简称为条件概率．条件概率有如下的基本性质：
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（3.6）说明，对事件A的条件概率再求数学期望就得到A的概率．

设Y＝（Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 ）是随机向量，X是随机变量，E|X|<∞．如果g（y）＝E（X|Y＝y），则定义
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并且称E（X|Y）是已知Y时X的条件数学期望．

条件数学期望有如下的基本性质：设E（|X|）<∞，E（|Z|）<∞h（y1
 ，y2
 ，…，yn
 ）是实函数，则

（1）E[E（X|Y）]＝E（X）；

（2）当X与Y独立时，有E（X|Y）＝E（X）；

（3）当Z与（X，Y）独立时，有E（XZ|Y）＝E（Z）E（X|Y）；

（4）当Z＝h（Y）时，有E（XZ|Y）＝ZE（X|Y）；

（5）对于常数a，b，有E（aX＋bZ|Y）＝aE（X|Y）＋bE（Z|Y）．

结论（1）说明，对X的条件数学期望再求数学期望就得到X的数学期望．


　　C．数学期望的计算公式

在不引起混淆的情况下，为了符号的简洁，以后可以将数学期望符号E后面的括号（·）省略．例如可以把E（X）简写成EX，把E（X2
 ）简写成EX2
 等．

设随机变量X有分布函数F（x）和生存函数[image: 0478010010]
 （x）＝1－F（x），则有以下结果：

（1）当X只取非负整数值时，有
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（2）如果P（X≥0）＝1，则有
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（3）如果E|g（X）|<∞，P（A）>0，则
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其中I[A]是事件A的示性函数，也可用IA
 表示，即
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进一步设X有密度函数f（x）时，有

[image: 图片]


（4）对于随机事件B，有全概率公式
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（5）若随机变量Y的数学期望EY存在，则有全概率公式
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对于有联合分布F（x）的随机向量X＝（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ），有全概率公式
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特别当X有联合密度f（x）时，有
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（6）对于随机变量T，已知T＝t的条件下，Pt（A）＝P（A|T＝t）是概率．对于任何事件A，B，有
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（7）当Y的数学期望EY存在时，用E（Y|T＝t）表示已知T＝t时Y的条件数学期望，则对于任何n维向量X及其在条件T＝t下的分布函数Ft
 （x），有
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（8）在（7）的假设下，对任何离散型随机变量X及其概率分布pj
 ＝P（X＝xj
 ），j＝1，2，…，有
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注　概率Pt
 （A）只是表示已知T＝t的条件下事件A的发生概率，在本书中都有明确的意义．所以无论P（T＝t）＝0与否，本书总把Pt
 （·）视为概率．

（3.7）只是表示已知T＝t发生，又知A发生就等价于已知{T＝t}∩A发生，所以是正确的．对非负随机变量Y，由结果（2）和（5）可以证明（3.8）如下：
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　　D．概率不等式

定理3.1（马尔可夫（Markov）不等式）　对随机变量X和常数ε>0，有
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作为定理3.1的直接推论，取α＝2，用X－EX代替X就得到切比雪夫（Chebyshev）不等式：
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其中Var（X）表示随机变量X的方差．

定理3.2（内积不等式）　设EX2
 <∞，EY2
 <∞，则有
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并且，不等式（3.11）中的等号成立的充分必要条件是有不全为零的常数a，b，使得aX＋bY＝0 a.s.，这里a.s.表示几乎处处成立或以概率1成立．


§1.4　总体，样本与次序统计量


　　A．总体与样本

在统计学中，我们把所要调查对象的全体叫做总体（population），

把总体中的成员叫做个体（individual）．当我们关心总体的某个指标时，称这个指标为参数．

当y1
 ，y2
 ，…，yN
 是总体的全部个体时，总体均值是
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总体方差是
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总体标准差是总体方差的开平方[image: 0478010011]
 ．总体均值、总体方差和总体标准差都是参数．

当X是从总体中随机抽样得到的个体时，X是随机变量，X的分布就是总体的分布．如果对总体进行有放回的随机抽样，则得到独立同分布的，且和X同分布的随机变量X1
 ，X2
 ，…，Xn
 .在统计学中称X1
 ，X2
 ，…，Xn
 是来自总体X的样本（sample）．在进行统计分析时，为了强调X1
 ，X2
 ，…，Xn
 是随机变量，也称X1
 ，X2
 ，…，Xn
 是来自总体X的随机变量．例如，称X1
 ，X2
 ，…，Xn
 是来自总体X的随机变量时，意指X1
 ，X2
 ，…，Xn
 独立同分布，且和X同分布；称X1
 ，X2
 ，…，Xn
 是来自总体ε（λ）的随机变量时，意指X1
 ，X2
 ，…，Xn
 独立同分布都服从参数为λ的指数分布ε（λ）．

从总体的定义知道，如果随机变量Y与总体X独立，则Y与来自总体X的样本独立．


　　B．次序统计量

将随机变量X1
 ，X2
 ，…，Xn
 从小到大重新排列就得到次序统计量
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这时

X（1）
 ＝min{X1
 ，X2
 ，…，Xn
 }是最小值；

X（2）
 ＝是第2个最小值；

…………

X（n－1）
 ＝是第2个最大值；

X（n）
 ＝max{X1
 ，X2
 ，…，Xn
 }是最大值

例4.1　设X有密度函数h（x），X1
 ，X2
 ，…，Xn
 是来自总体X的样本，则次序统计量X（1）
 ，X（2）
 ，…，X（n）
 有联合密度
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特别地，当X在（0，a）上服从均匀分布时，次序统计量（X（1）
 ，X（2）
 ，…，X（n）
 ）有联合密度
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§1.5　特征函数和概率极限定理


　　A．特征函数

如果ξ，η是随机变量，
 ，则称
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是复值随机变量．如果Eξ，Eη存在，则定义Z的数学期望为
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对随机变量X，因为sin（tX），cos（tX）的数学期望都存在，所以定义
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由（5.2）定义的函数φ（t）称为X的特征函数．可以证明随机变量的特征函数可以唯一决定该随机变量的分布函数．所以，随机变量的特征函数和分布函数相互唯一决定．

例5.1　用φ（t）表示X的特征函数，通过计算可以得到：

（1）如果X～ε（λ），则φ（t）＝（1－it/λ）－1
 ；

（2）如果X～N（μ，σ2
 ），则φ（t）＝exp（iμt－σ2
 t2
 /2）；

（3）如果X1
 ，X2
 ，…，Xn
 是来自总体X的随机变量，则Y＝X1
 ＋X2
 ＋…＋Xn
 有特征函数
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（4）如果Xi
 有特征函数φi
 （t），X1
 ，X2
 ，…，Xn
 相互独立，则Y＝X1
 ＋X2
 ＋…＋Xn
 有特征函数φY
 （t）＝φ1
 （t）φ2
 （t）…φn
 （t）．


　　B．概率极限定理

设{Xn
 }是随机序列，X是随机变量或常数．如果
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则称Xn
 几乎处处收敛到X或以概率1收敛到X，记做Xn
 →X a.s

定理5.1（强大数律）　如果{Xj
 }是独立同分布的随机序列，μ＝EX1
 ，则
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定理5.2（中心极限定理）　设随机序列{Xj
 }独立同分布，有共同的数学期望μ和有限方差σ2
 ，样本均值[image: 0478010012]
 和样本方差[image: 0478010013]
 分别定义为
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则
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都依分布收敛到标准正态分布，即对任何x，当xn
 →x时，
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这里Φ（x）是标准正态分布的分布函数．

定理5.3（单调收敛定理）　设0≤ξ1
 ≤ξ2
 ≤…，并且ξn
 →X a.s.，则
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对非负随机变量X1
 ，X2
 ，…，有
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对于非负函数列{hj
 （s）}和分布函数F（x），有
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定理5.4（有界收敛定理）　设随机序列{ξn
 }有界：|ξn
 |≤Ma.s.，n≥1．如果ξn
 →X a.s.，则
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又设函数列{hn
 （t）}有界：|hn
 （t） |≤M.如果对t∈（a，b），hn
 （t）→h（t），则在有限区间[a，b]上，有
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例5.2　设随机变量X≥0 a.s.，μ＝EX，定义随机变量
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则当m→∞时，[image: 0478010014]
 ．

证明　当m→∞时，Xm
 单调上升趋于X，于是[image: 0478010015]
 ．


§1.6　参数估计


　　A．最大似然估计

定义6.1　设离散型随机变量X1
 ，X2
 ，…，Xn
 有联合分布

p（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ;θ）＝P（X1
 ＝x1
 ，X2
 ＝x2
 ，…，Xn
 ＝xn
 ），

其中θ＝（θ1
 ，θ2
 ，…，θm
 ）是未知参数，给定观测数据x1
 ，x2
 ，…，xn
 后，称θ的函数

[image: 图片]


为似然函数，称L（θ）的最大值点[image: 0478010016]
 为θ的最大似然估计（MLE）．

定义6.2　设随机向量X＝（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）有联合密度f（x；θ）其中θ是未知参数．得到X的观测值x＝（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）后，称θ的函数

[image: 图片]


为似然函数，称似然函数L（θ）的最大值点[image: 0478010017]
 为参数θ的最大似然估计．


　　B．抽样分布的上α分位数

设正数α∈（0，1）．对Z～N（0，1），有唯一的zα
 使得P（Z≥zα
 ）＝a；对ξn
 ～x2
 （n），有唯一的[image: 0478010018]
 使得[image: 0478010019]
 zα
 和[image: 0478010020]
 分别称为N（0，1）和X2
 （n）的上α分位数．

对于上α分位数，容易验证（参考图1.6.1.，1.6.2）：

[image: 图片]


对某些固定的α，可以查附录C2和C3的表得到[image: 0478010021]
 ．z0.025
 ＝1.96和z0.05
 ＝1.645是两个最常用的上分位数．在图1.6.1和1.6.2中，横轴是随机变量的取值，纵轴是密度函数值．

[image: 图片]


图1.6.1　α＝0.05，zα
 ＝1.645

[image: 图片]


图1.6.2　α＝0.05，[image: 0478010022]



§1.7　置信区间和假设检验

设X1
 ，X2
 ，…，Xn
 是来自总体X的样本，X＝（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ），θ是未知参数，[image: 0478010023]
 是两个统计量．对于给定的α∈（0，1），如果有

[image: 图片]


则称[image: 0478010024]
 为参数θ的置信度为（1－α）的置信区间（confidence interval）．

置信度又称为置信水平（confidence level），置信区间的右端点[image: 0478010025]
 又称为置信上界，置信区间的左端点[image: 0478010026]
 又称为置信下界．由于[image: 0478010027]
 （X）和[image: 0478010028]
 （X）都是随机变量的函数，因而是随机变量．但是给定样本观测值x＝（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ），就得到了一个具体的闭区间[[image: 0478010029]
 ]，我们以（1－α）的概率保证未知参数[image: 0478010030]
 ．很明显，在相同的置信度下，置信区间的长度越小越好．

例7.1　设随机变量X有数学期望μ，方差σ2
 <∞，X1
 ，X2
 ，…，Xn
 是来自总体X的样本．对于较大的n，μ的置信水平为1－α的近似置信区间为

[image: 图片]


其中　　　　　　　　　　　　　　　　　


分别是样本均值和样本标准差．

设X1
 ，X2
 ，…，Xn
 是来自总体X的样本，θ是X的未知参数，但是已知θ∈θ0
 ＋θ1
 ，这里θ0
 ，θ1
 是互不相交的参数集合．为判断θ∈θ0
 是否成立，作假设检验，其中

原假设H0
 :θ∈θ0
 ，备择假设H1
 :θ∈θ1
 ．

设W是一个事件，当W发生就否定H0
 时，称W为检验的拒绝域．设α是（0，1）中的常数．如果对一切的θ∈θ0
 ，有

[image: 图片]


则称拒绝域W的检验水平或显著性水平是α．

显著性水平α控制否定H0
 时，犯错误的概率小于等于α．

例7.2　设随机变量X有数学期望μ，方差σ2
 ，X1
 ，X2
 ，…，Xn
 是来自总体X的样本，μ0
 是已知常数．对于较大的n，

原假设H0
 :μ＝μ0
 ，备择假设H1
 :μ≠μ0


的显著性水平为α的近似的拒绝域是

[image: 图片]


如果|z|≥zα/2
 发生，则称检验是显著的，这时否定H0
 犯错误的概率不超过α．

在例7.2中，称P＝2Φ（－|z|）为检验的P值，φ（x）是N（0，1）的分布函数．P值越小，数据提供的否定H0
 的证据越充分．如果检验的显著性水平α是事先给定的，当P值小于等于α，就要否定H0
 .


§1.8　随机变量举例


　　A．两点分布

如果X只取值0或1，概率分布是

[image: 图片]


则称X服从两点分布，记做X～B（1，p）．这时EX＝p，Var（X）＝p（1－p）．


　　B．二项分布

设某试验成功的概率为p，q＝1－p.将该试验独立重复n次时，用X表示成功的次数，则X的概率分布为

[image: 图片]


此时称X服从二项分布，记做X～B（n，p）．

如果Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 是来自总体B（1，p）的样本，则

（1）ξn
 ＝Y1
 ＋Y2
 ＋…＋Yn
 ～B（n，p）．

（2）Eξn
 ＝np，Var
 （ξn
 ）＝npq.

（3）p的最大似然估计是[image: 0478010031]
 ．

（4）用[image: 0478010032]
 估计p时，对于较大的n（一般要求min
 －
 ），或min{p，q}n>5），近似地有

[image: 图片]


这时，在置信度1－α下，p的近似置信区间为

[image: 图片]


对于已知的p0
 ∈（0，1），在检验水平α下，

原假设H0
 :p＝p0
 ，备择假设H1
 :p≠p0


的水平为α的近似拒绝域是

[image: 图片]


检验的P值是P＝2Φ（－|z|），其中



　　C．几何分布

甲向一个目标独立重复射击，每次击中目标的概率是p＝1－q>0．用X表示他首次击中目标时的射击次数，则X的概率分布为

[image: 图片]


这时称X服从几何分布，且有EX＝1/p，Var（X）＝q/p2
 ．

公式P（X<∞）＝1说明，他一直射击下去，一定可以击中目标．由此可见，只要单次试验中事件A发生的概率p>0，将试验独立重复进行下去时，必然遇到A发生．

设X1
 ，X2
 ，…，Xi
 独立同分布，有共同的几何分布（8.5）．将Si
 ＝X1
 ＋X2
 ＋…＋Xi
 视为第i次击中目标时的射击次数时，Si
 有数学期望i/p，方差iq/p2
 ，并服从负二项分布：

[image: 图片]



　　D．泊松分布

如果随机变量X有概率分布

[image: 图片]


则称X服从参数是λ的泊松分布，简记为X～p（λ），这里λ是正常数．

若X1
 ，X2
 ，…，Xn
 相互独立，Xi
 ～p（λi
 ），则

（1）EXi
 ＝λi
 ，Var
 （Xi
 ）＝λi
 ；

（2）X1
 ＋X2
 ＋…＋Xn
 ～p（λ1
 ＋λ2
 ＋…＋λn
 ）．


　　E．指数分布

如果X有密度函数

[image: 图片]


则称X服从参数为λ的指数分布，记做X～ε（λ）．

设X～ε（λ），则

（1）EX＝1/λ，Var（X）＝1/λ2
 ，特征函数
 ；

（2）P（X>t）＝e－λt
 ，t≥0；

（3）当X1
 ，X2
 ，…，Xn
 相互独立，Xi
 ～ε（λi
 ）时，有

[image: 图片]


（4）非负随机变量Y服从指数分布的充分必要条件是EY>0，并且对任何s，t>0，有

[image: 图片]


用[image: 0478010035]
 （Y>t）表示Y的生存函数时，条件（8.8）等价于

[image: 图片]


通常称（8.8）为无后效性或无记忆性．性质（4）说明非负随机变量只要有无后效性，就一定服从指数分布（参考习题1.8）．

例8.1　设随机变量T1
 ，T2
 ，…相互独立，Tk
 ～ε（λk
 ），
 ，则

（1）P（W＝∞）＝1的充分必要条件是
 ；

（2）P（W＝∞）只能取值1或者0．

证明　如果P（W＝∞）>0，用单调收敛定理（见定理5.3）得到

[image: 图片]


如果[image: 0478010036]
 ，则有

[image: 图片]


再利用ETk
 ＝1/λk
 和

[image: 图片]


得到E exp（－W）＝0．于是exp（－W）＝0 a.s.，即W＝∞ a.s.．这就证明了（1）．上述推导也说明只要P（W＝∞）>0，就有（8.9），从而有P（W＝∞）＝1．这就证明了（2）．


　　F．正态分布

设μ是n维常数列向量，B是n×m常数矩阵，ε1
 ，ε2
 ，…，εm
 是来自总体N（0，1）的随机变量，ε＝（ε1
 ，ε2
 ，…，εm
 ）T.如果

[image: 图片]


则称X服从n元正态分布，记做X～ N（μ，∑）．其中∑＝BBT是X的协方差矩阵．关于正态分布有以下结论：

（1）X＝（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）T～N（μ，∑）的充分必要条件是对任何常数a1
 ，a2
 ，…，an
 ，线性组合[image: 0478010037]
 服从正态分布；

（2）当X～N（μ，∑）时，其分量X1
 ，X2
 ，…，Xn
 相互独立的充分必要条件是它们互不相关，即Cov（Xi
 ，Xj
 ）＝0，j≠i.






习　题　一

1.1　当P（AB）>0时，推导公式PA
 （C|B）＝P（C|AB）．

1.2　当P（A）>0时，推导乘法公式

P（B1
 B2
 …Bn
 |A）＝P（B1
 |A）P（B2
 |B1
 A）…P（Bn
 |B1
 B2
 …Bn－1
 A）．

1.3　推导全概率公式：如果事件A1
 ，A2
 ，…，互不相容，B[image: 0478010038]
 [image: 0478010039]
 或者[image: 0478010040]
 ，则有[image: 0478010041]
 当P（A）>0，还有

[image: 图片]


1.4　设非负随机变量X有分布函数F（x），X1
 ，X2
 ，…是来自总体X的随机变量，则无论EX＝[image: 0478010042]
 xdF（x）是否有限，总有

[image: 图片]


1.5　设X1
 ，X2
 ，…是来自总体X的随机变量，μ＝EX，σ2
 ＝Var（X）<∞．对于和总体X独立的取非负整数值的随机变量N，当[image: 0478010043]
 时，计算
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1.6　设X是非负随机变量，X1
 ，X2
 ，…，Xn
 是来自总体X的样本，k≤n.

（a）计算E（X1
 ＋X2
 ＋…＋.Xk
 |X1
 ＋X2
 ＋…＋Xn
 ＝t）；

（b）如果U在[0，t]上均匀分布，且与X1
 ，X2
 独立，计算

[image: 图片]


1.7　设X～ε（λ），X1
 ，X 2
 ，…是来自总体X的随机变量，和总体X独立的随机变量N服从均值为1/p的几何分布（8.5）．求
 的分布．

1.8　设f（x），g（x）是右连续函数，a，b为常数．

（a）如果f（x＋y）＝f（x）＋f（y），x，y>0，则f（x）＝ax，x≥0；

（b）如果g（x＋y）＝g（x）g（y）>0，x，y>0，则g（x）＝ebx
 ，x≥0．


第二章　泊松过程

随机变量X是定义在样本空间Ω上的函数，当x是X的观测值时，存在Ω中的ω使得x＝X（ω）．

随机向量（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）是定义在样本空间Ω上的n元函数．当（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）是（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）的观测值时，存在ω使得（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）＝（X1
 （ω），X2
 （ω），…，Xn
 （ω））．这时称（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）是（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）的一次观测或一次实现．

同时研究更多的随机变量时，就要引入随机过程的概念．注意，所有的随机变量都定义在相同的概率空间（Ω，F，P）上．


§2.1　计数过程和泊松过程

把现在记为0时刻．对于t≥0，用Xt
 表示t时的气温，Xt
 是随机变量．随机变量的集合{Xt
 }称为随机过程．随着时间的推移，可以观测到气温的一条记录曲线{xt
 }，这条曲线称为随机过程{Xt
 }的一次实现或一条轨迹．


　　A．随机过程和随机序列

设T是（－∞，∞）的子集，如果对于每个t∈T，Xt
 是随机变量，则称随机变量的集合{Xt
 |t∈T}是随机过程，称T为该随机过程的指标集．将t视为时间时，如果对于每个t∈T，都得到了Xt
 的观测值xt
 ，则称{xt
 |t∈T}是{Xt
 |t∈T}的一次观测或一次实现．这时有Ω中的ω，使得

[image: 图片]


反之，对于ω∈Ω，称xt
 ＝Xt
 （ω）是Xt
 的观测值，称

[image: 图片]


是{Xt
 |t∈T}的一次观测或一次实现．当T＝[0，∞）或T＝（－∞，∞）时，{Xt
 |t∈T}的一次实现就是一条曲线，所以又称为一条轨迹或一条轨道．随机过程的一条轨迹就是该随机过程的一次观测或一次实现．

对于任何正整数m和T中互不相同的t1
 ，t2
 ，…，tm
 ，称

[image: 图片]


的联合分布为随机过程{Xt
 |t∈T}的一个有限维分布，称全体有限维分布为该随机过程的概率分布．

如果随机过程{Xt
 |t∈T}和随机过程{Yt
 |t∈T}有相同的有限维分布，则称它们同分布．同分布的随机过程有相同的统计性质．

如果从随机过程{Xt
 |t∈T1
 }中任选出的（Xt1
 ，Xt2
 ，…，Xti
 ）和从{Yt
 |t∈T2
 }中任选出的（Ys1
 ，Ys2
 ，…，Ysj
 ）独立，则称这两个随机过程独立．

如果对每个n≥0，Xn
 是随机变量，则称{Xn
 |n＝0，1，…}是随机序列，简记为{Xn
 }．随机序列是随机过程的一个特例．


　　B．计数过程

用N（t）表示时间段[0，t]内某类事件发生的个数，则N（t）是随机变量．由于N（t）记录了时间段[0，t]内发生的事件数，所以称{N（t）；t≥0}是计数过程（counting process）．以后把{N（t）；t≥0}简记成{N（t）}．

计数过程满足如下的条件：

（a）对t≥0，N（t）是取非负整数值的随机变量；

（b）对t>s≥0，N（t）≥N（s）；

（c）对t>s≥0，N（t）－N（s）是时间段（s，t]中的事件发生数；

（d）{N（t）}的轨迹是单调不减右连续的阶梯函数．

对确定的ω∈Ω，用N（t，ω）表示N（t）在ω处的取值时，{N（t，ω）}是计数过程{N（t）}的一条轨迹，它是随时间的推移，对所发生的事件的一条记录曲线．

计数过程是非常广泛的一类过程，举例如下：N（t）是[0，t]内进入某所大学的汽车数，开进一辆汽车等于发生一个事件；N（t）是[0，t]内收到的手机短信数，收到一个短信等于一个事件发生；N（t）是[0，t]内商场经理收到的商品质量的投诉数，每收到一起投诉等于发生一个事件；N（t）是[0，t]内股票市场上买卖成交的次数，每一笔成交等于一个事件发生．

对于计数过程{N（t）}，用N（s，t]表示区间（s，t]内发生的事件数，则有

[image: 图片]


如果在互不相交的时间段内发生事件的个数是相互独立的，则称相应的计数过程{N（t）}具有独立增量性．用数学的语言讲，具有独立增量性等价于对任何正整数n和

[image: 图片]


随机变量

[image: 图片]


相互独立．具有独立增量性的计数过程被称为独立增量过程．

如果在长度相等的时间段内，事件发生个数的概率分布是相同的，则称相应的计数过程具有平稳增量性．具体来讲，平稳增量性等价于对任何s>0，t2
 >t1
 ≥0，随机变量

N（t1
 ，t2
 ]和N（t1
 ＋s，t2
 ＋s]同分布．

具有平稳增量性的计数过程被称为平稳增量过程：

计数过程是平稳增量过程时，在长度相等的时间段内，事件发生的个数是同分布的．

用N（t）表示一块放射性物质在[0，t]内放射出的a粒子数，则{N（t）}是计数过程．{N（t）}具有独立增量性和平稳增量性，从而是独立增量过程和平稳增量过程．


　　C．泊松过程

定义1.1　称满足下面条件的计数过程{N（t）}是强度为λ的泊松过程：

（a）N（0）＝0;

（b）{N（t）}是独立增量过程；

（c）对任何t，s≥0，N（s，t＋s]服从参数为λt的泊松分布，即
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其中的正常数λ称为泊松过程{N（t）}的强度．

性质（1.4）说明泊松过程是平稳增量过程，而且时间段（s，s＋t]中发生事件的个数服从泊松分布．

设{N（t）}是强度为λ的泊松过程，容易计算

[image: 图片]


于是
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是单位时间内事件发生的平均数．λ越大，单位时间内平均发生的事件越多．这正是称λ为泊松过程的强度的原因．

例1.1　上海证券交易所开盘后，股票买卖的依次成交构成一个泊松过程．如果每10分钟平均有12万次买卖成交，计算该泊松过程的强度λ和1秒内成交100次的概率．

解　用{N（t）}表示所述的泊松过程，10分钟内的平均成交次数是
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于是λ＝12000次/分钟．

用{N1
 （t）}表示以秒为单位的泊松过程时，强度是λ1
 ＝λ/60＝200．于是1秒内成交100次的概率是

[image: 图片]


若要计算5秒内成交次数大于k＝1050次的概率，则要计算
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要把这个概率值计算出来，需要使用近似算法（见§2.5的例5.1）．

泊松过程最早由法国科学家Poisson研究，并以他的名字命名．泊松过程是应用最广的计数过程，许多具有独立增量性和平稳增量性的计数过程，只要在同一时刻没有两个或两个以上的事件同时发生，都是泊松过程．

泊松过程的定义1.1有使用简单的优点，但是在判断一个计数过程是否为泊松过程时，使用下面的等价定义1.2更有效．

定义1.2　设λ>0是常数．如果计数过程{N（t）}满足以下条件（a），（b），（c），则称它是强度为λ的泊松过程：

（a）N（0）＝0;

（b）{N（t）}是独立增量过程，有平稳增量性；

（c）普通性：对任何t≥0，当正数h→0时，有
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从（1.6）容易得到
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定理1.1　定义1.1和定义1.2等价．

证明　先由定义1.2推导定义1.1．设{N（t）}满足定义1.2，只需证明（1.4）成立．

对确定的正数t，将区间（0，t]进行n等分，每段长为t/n，等分点是

[image: 图片]


用Yj
 ＝N（tj－1
 ，tj
 ]表示第j个区间（tj－1
 ，tj
 ]中的事件数，则Y1
 Y2
 ，…，Yn
 独立同分布，并且
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对非负整数k，引入事件
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则有[image: 0478010044]
 ，An
 ∩Bn
 ＝φ．当n→∞时，
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所以用
 得到

[image: 图片]


再由定义1.1推导定义1.2．只需证明（1.6）．用Taylor公式得到
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例1.2　用N（t）表示某放射物在t秒内放射出的α粒子数．{N（t）}满足定义1.2中的条件（a），（b），（c），从而是泊松过程．如果对这块放射性物质放射α粒子的情况进行了n＝2608次观测，每次观测7.5秒，一共观测到10094个α粒子释放出．则每1秒平均观测到
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个α粒子．通常以[image: 0478010045]
 作为泊松过程{N（t）}的强度λ的估计，即可以认为泊松过程{N（t）}的强度是0.516．也就是说每秒钟平均观测到0.516个α粒子．

图2.1.1是在计算机上模拟产生的该泊松过程的一次实现，观
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图2.1.1　λ＝0.516，t＝45秒

测时间是45秒．图中横轴是观测时间t，纵轴是N（t）的取值．


练　习　2.1

（1）对于强度为λ的泊松过程{N（t）}，t0
 ＝0<t1
 <t2
 ≤tm
 和有界函数g，是否有下式成立？
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（2）设{N（t）}是强度为λ的泊松过程，0≤s<t，验证在条件N（t）＝n下，N（s）服从二项分布B（n，s/t）．

（3）对于泊松过程{N（t）}，计算
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（4）在某高速公路段上超速的汽车流形成平均每小时3辆的泊松过程，用T表示监测雷达记录n辆超速汽车所用的时间，计算P（T>t）．

（5）设Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 是来自泊松总体p（λ）的随机变量，An
 ＝{有k个Yj
 ＝1，其余的Yj
 ＝0;1≤j≤n}，计算P（An
 ）．


§2.2　泊松呼叫流

设{N（t）}是强度为λ的泊松过程．定义S0
 ＝0．用Sn
 表示第n个事件发生的时刻，简称为第n个到达时或第n个呼叫时．由于呼叫时S1
 ，S2
 ，…依次到达，所以又称{Sj
 }是泊松过程{N（t）}的呼叫流．

设{Sj
 }是泊松过程{N（t）}的呼叫流．从下图可以看出{N（t）≥n}和{Sn
 ≤t}都表示[0，t]内至少有n个呼叫，{N（t）＝n}和{Sn
 ≤t<Sn＋1
 }都表示[0，t]内恰有n个呼叫．于是得到
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（2.1）是泊松过程及其呼叫流的最基本关系式．

例2.1　设{Sj
 }是泊松过程{N（t）}的呼叫流，对于0＝s0
 <s1
 <s2
 <…和i＝1，2，…，定义
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则A1
 ，B2
 ，A3
 ，B4
 ，…相互独立，并且从图
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可以看出：
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而且有
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　　A．呼叫流的概率分布

先计算Sn
 的密度函数．利用（2.1）得到Sn的分布函数
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Fn
 （t）连续，在（0，∞）中可导，求导数得到Sn
 的密度函数
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这时称Sn
 服从参数为n，λ的Gamma分布，记做Sn
 ～Γ（n，λ）．

为了得到（S1
 ，S2
 ，…，Sn
 ）的联合密度，先做一点准备．设F（x，y）＝P（X≤x，Y≤y），G（x，y）＝P（X>x，Y≤y），则从
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知道在混合偏导数存在的地方有
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将上述结论一般化就得到下面的引理．

引理2.1　设F（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）是X＝（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）的联合分布函数，
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则在Gk
 存在n阶连续混合偏导数的区域内，F存在n阶连续混合偏导数，并且
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*
 证明　对于k作归纳法．容易验证当k＝1时结论成立．设（2.5）对于k成立，由

[image: 图片]


得到
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上式两边先对x2k＋1
 求偏导数，然后对其他的xj
 求偏导数，交换求导数的次序后得到（2.5）对于k＋1成立．

下面讨论（S1
 ，S2
 ，…，Sn
 ）的联合分布．对于任何0<s1
 <s2
 <…<sn
 ，利用例2.1的符号和结论得到，对n＝2k－1，
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G（s1
 ，s2
 ，…，sn
 ）在开区域D＝{（s1
 ，s2
 ，…，sn
 ）|0<s1
 <s2
 <…<sn
 }中连续，并有连续的n阶混合偏导数
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由于P（（S1
 ，S2
 ，…，Sn
 ）∈D）＝1，所以从引理2.1和§1.2定理2.1知道g（s1
 ，s2
 ，…，sn
 ）是（S1
 ，S2
 ，…，Sn
 ）的联合密度．对于n＝2k也可作相同的推导．

现在把上面的结果总结在下面的定理中．

定理2.2　设{Sj
 }是强度为λ的泊松过程的呼叫流，则对n≥1，

（1）（s1
 ，S2
 ，…，Sn
 ）有联合密度
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（2）Sn
 服从Γ（n，λ）分布，有密度函数
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　　B．等待间隔Xn
 的分布

设{Sn
 }是泊松过程{N（t）}的呼叫流，引入
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则Xn
 是第n－1个事件发生后，等待第n个事件发生的等待间隔，称为第n个等待间隔．

从定理2.2（2）知道X1
 ＝S1
 有密度函数λe－λt
 （t>0），所以X1
 服从参数是λ的指数分布ε（λ）．为了得到Xn
 ＝（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）的联合分布，先给出下面的引理（参考[1]的§3.5定理4.3）．

引理2.3　设S＝（S1
 ，S2
 ，…，Sn
 ）有联合密度g（x），
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是S的函数，D是Rn
 的区域使得P（X∈D）＝1．如果有D上的n维向量值函数s（x），使得

（a）对x∈D，有{X＝x}＝{S＝s（x）}；

（b）s（x）是D到其值域的可逆映射，有连续的n阶混合偏导数，并且
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则X有联合密度
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有了以上的预备，我们证明以下定理．

定理2.4　泊松过程{N（t）}的等待间隔X1
 ，X2
 ，…是来自指数总体ε（λ）的随机变量．

证明　只需要对任何正整数n，证明X1
 ，X2
 ，…，Xn
 相互独立，都服从ε（λ）分布．由于（S1
 ，S2
 ，…，Sn
 ）是连续型随机向量，所以Xj
 ＝Sj
 －Sj－1
 是连续型随机变量，满足P（Xj
 >0）＝1．引入
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有P（X∈D）＝1．对于x∈D和sj
 ＝x1
 ＋x2
 ＋…＋xj
 ，1≤j≤n，有

（a）{X＝x}＝{S＝s}；

（b）s＝s（x）是D到其值域An
 ＝{s|0<s1
 <…<sn
 }的可逆映射，混合偏导数连续并满足

[image: 图片]


根据引理2.3得到X的联合密度
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其中fj
 （xj
 ）＝λe－λxj
 （xj
 >0）是Xj
 的边缘密度．从§1.2的定理2.2知道结论成立．


　　C．到达时刻的条件分布

用N（t）表示放射物V在t秒内释放出的α粒子数．{N（t）}满足定义1.2中的条件（a），（b），（c），从而是强度为λ的泊松过程．已知N（t）＝1时，S1
 是这个α粒子的释放时刻．对s∈（0，t），有
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这说明已知（0，t]内有一个粒子释放出的条件下，释放的时刻S1
 在[0，t]中均匀分布．

已知N（t）＝n时，设想把V瓜分成m块，每个小块在（0，t]内至多释放出一个粒子，显然m≥n.根据上面的分析，已知第i个小块在（0，t]内释放粒子的条件下，这个粒子的释放时间在[0，t]内均匀分布，而且无论是哪n个小块释放了粒子，这n个释放时间是相互独立的．现在用U1
 ，U2
 ，…，Un
 表示这n个释放时间，则U1
 ，U2
 ，…，Un
 独立同分布且在[0，t]内均匀分布，其次序统计量（U（1）
 ，U（2）
 ，…，U（n）
 ）等于已知N（t）＝n时的（S1
 ，S2
 ，…，Sn
 ），记做
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对于事件A和随机向量S，U，这里和以后用U＝S|A表示U等于已知A发生后的S.

对于一般的泊松过程{N（t）}，可以把N（t）设想成某块放射物在（0，t]内释放的粒子数．上面的分析说明在条件N（t）＝n下，[0，t]中的这n个事件的发生时刻，在不考虑先后次序时，是独立同分布且在[0，t]中均匀分布的．下面是数学的推导．

对于n＝1，2，…，引入
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定理2.5　在条件N（t）＝n（>0）下，Sn
 ＝（S1
 ，S2
 ，…，Sn
 ）有联合密度
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证明　由定理2.2知道Sn＋1
 ＝（S1
 ，S2
 ，…，Sn＋1
 ）有联合密度
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对于sn
 ∈An
 ，利用（2.1）得到条件分布函数
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Hn
 （sn
 ）在An
 上有连续的n阶混合偏导数．从P（Sn
 ∈An
 |N（t）＝n）＝1和§1.2定理2.1知道对于Hn
 （sn
 ）依次求偏导数得到Sn
 ＝（S1
 ，S2
 ，…，Sn
 ）的条件联合密度
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现设U在[0，t]上均匀分布，U1
 ，U2
 ，…，Un
 是来自总体U的随机变量，则它们的从小到大次序统计量（U（1）
 ，U（2）
 ，…，U（n）
 ）有联合密度（参考§1.4例4.1）
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注意，（2.11）和（2.8）是一致的．所以已知[0，t]内有n个事件发生的条件下，以V1
 ，V2
 ，…，Vn
 表示这n个事件的发生时刻时，V1
 ，V2
 ，…，Vn
 的次序统计量（S1
 ，S2
 ，…，Sn
 ）和（U（1）
 ，U（2）
 ，…，U（n）
 ）同分布．据此我们说在条件N（t）＝n下，不考虑先后次序时，[0，t]中的这n个事件的发生时刻V1
 ，V2
 ，…，Vn
 是独立同分布的且在[0，t]中均匀分布的，或者称这n个发生时刻是在[0，t]中均匀混乱的．

设乘客按泊松过程到达公交车的始发站，t时开出的公交车将[0，t]内到达的乘客全部运走．如果车上有n个人，均匀混乱性说明：在这n个乘客中任选一人时，他的到达时刻在[0，t]中均匀分布并和其他的到达时间独立．

设X，Y是随机变量，A是随机事件．如果在A发生的条件下，X的条件分布与Y的分布相同，即P（X≤x|A）＝P（Y≤x），x∈R，则称X|A和Y同分布．（2.10）和（2.11）表明（S1
 ，S2
 ，…，Sn
 ）|N（t）＝n和（U（1）
 ，U（2）
 ，…，U（n）
 ）同分布．

下面用X～u[a，b]表示随机变量X在区间[a，b]上均匀分布．

例2.2　设U～u[0，t]，U1
 ，U2
 ，…，Un
 是来自总体U的随机变量，h（s）是实函数，则

（1）
 和
 同分布；

（2）
 和
 同分布；

（3）当Eh（U）存在时，


证明　（1）因为
 和
 U（n）
 ）同分布，所以
 和
 同分布．

（2）同理得
 和
 同分布．

（3）同分布的随机变量有相同的数学期望，所以有
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对常数a，在上面的例子中还容易计算出
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　　D．简单呼叫流

如果{Yj
 }是来自指数总体ε（λ）的随机变量，就称
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是简单呼叫流．定理2.4说明泊松过程的呼叫流{Sn
 }是简单呼叫流．简单呼叫流又称为泊松流．

设{ξn
 }是简单呼叫流，认为每个呼叫时刻ξn
 有一个事件（呼叫）发生，相应的计数过程记做{M（t）}．下面说明{M（t）}是强度为λ的泊松过程．由于M（t）＝m的充分必要条件是恰有m个{ξj
 ≤t}发生，于是可以用简单呼叫流{ξn
 }将计数过程{M（t）}表达出来：
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这里I[A]是事件A的示性函数．

对于强度为λ的泊松过程{N（t）}及其呼叫流{Sn
 }，也有
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从{ξn
 }和{Sn
 }同分布知道对n≥1和0≤t1
 <t2
 <…<tn
 ，
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同分布．由{N（t）}满足定义1.1知道{M（t）}也满足定义1.1，所以也是强度为λ的泊松过程．

当汽车按强度为λ的泊松过程通过时，称它的通过时刻是强度为λ的汽车流．当旅客按强度为λ的泊松过程到达时，称他的到达时刻是强度为λ的旅客流．当电话交换台按强度为λ的泊松过程收到呼叫时，称呼叫时刻是强度为λ的呼叫流．这些都是简单呼叫流．

例2.3　汽车按照强度为λ的泊松流通过广场，第i辆汽车通过时造成的空气污染为Di
 .Di
 随着时间的推移而减弱，经过时间s污染减弱为Di
 e－as
 ，其中正常数a是扩散常数．假设D1
 ，D2
 ，…是来自总体D的随机变量，且与泊松流独立．计算[0，t]内通过的汽车在t时造成的平均污染．

解　用{N（t）}表示所述的泊松过程，用Si
 表示第i辆汽车的通过时间．[0，t]内通过了N（t）辆汽车，造成t时的污染是

[image: 图片]


注意Di
 和N（t），Si
 独立，利用例2.2的结论得到
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于是　　　　　　　　　　　　　　


最后得到
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容易看出，ED（t）和强度λ，单辆汽车的平均污染ED成正比．因为D（t）是a的减函数，所以ED（t）是也a的减函数．扩散常数a越大，平均污染ED（t）越小．

另外，对于充分大的t，空气污染稳定在λED/a处．


练　习　2.2

（1）对于强度为λ的泊松过程{N（t）}，用N（t－）表示区间[0，t）内发生的事件数，则

（a）N（t）－N（t－）＝0a.s.；

（b）N[s，t]＝N（t）－N（s－）是闭区间[s，t]内发生的事件数；

（c）N[s，t]＝N（s，t]a.s.

（2）对于强度为λ的泊松过程{N（t）}及其呼叫流{Sn
 }，有
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（3）设{N（t）}是泊松过程，EN（t）＝λt，{M（t）}是计数过程如果对任何整数n≥1和0≤t1
 <t2
 <…<tn
 ，
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同分布，验证{M（t）}是强度为λ的泊松过程

（4）对于n＝2k，验证
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（5）在例2.2中，当Eh（U）存在时，证明
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§2.3　年龄和剩余寿命

一个使用寿命服从指数分布ε（λ）的部件一旦失效后马上被换上同型号的备用部件继续工作．用N（t）表示（0，t]中更换的部件数，则{N（t）}是强度为λ的泊松过程．通常称更换部件的时刻为呼叫时刻．用{Sn
 }表示相应的泊松流．

当N（t）＝n时，Sn
 是t时前最后一次呼叫时刻，Sn＋1
 是t时后第一次呼叫时刻．无论N（t）取何值，SN（t）
 是t时前的最后一次呼叫时刻，SN（t）＋1
 是t时后的第一个呼叫时刻，可以用下图把
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它们表示出来，于是
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定义
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A（t）是t时服役的部件的使用年龄，R（t）是t时服役的部件的剩余寿命．以后将A（t）简称为年龄，将R（t）简称为剩余寿命．

定理3.1　在上面的定义下，有如下的结果：

（1）R（t）～ε（λ）；

（2）


（3）A（t）和R（t）独立．

证明　（1）对v≥0有{R（t）>v}＝{N（t，t＋υ]＝0}．于是P（R（t）>v）＝e－λv
 ，即R（t）～ε（λ）．

（2）由于A（t）≤t，所以对u≥t，P（A（t）≤u）＝1．对于u<t，从{A（t）>u}＝{N[t－u，t]＝0}和练习2.2（1）知道
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这说明（2）成立．

（3）对u，v≥0，从N[t－u，t]和N（t，t＋v]独立得到A（t）和R（t）独立．

定理3.1（1）说明剩余寿命R（t）也服从指数分布ε（λ）．该性质是由指数分布的无记忆性决定的（参考§1.8E）．

指数分布ε（λ）的数学期望是λ－1
 ．如果用X（t）表示t时服役的部件的使用寿命，则有
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于是，t时服役的部件的平均使用寿命比同型号备用部件的平均使用寿命EX1
 ＝λ－1
 要长．

注意A（t）的分布函数在t处有一个跳跃高度e－λt
 ，用定理3.1（2）得到：当t→∞时，
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所以有
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（3.2）说明，如果泊松过程在无穷远之前就开始了，则t时服役的部件的平均使用寿命是同型号备用部件的平均使用寿命的两倍．

发生上述现象并不足为怪．因为实际使用寿命长的部件在t时被遇到的概率比实际寿命短的部件被遇到的概率要大．看下面的例子．

例3.1　北京前门的公交车总站，每6分钟发出一辆开往颐和园的公交车．由于随机因素的干扰，汽车到达圆明园站时，两车之间的间隔时间成为独立同分布，服从指数分布的随机变量．设乘客甲等可能地到达车站候车，计算

（1）他在前门候车时的平均候车时间；

（2）他在圆明园站候车时的平均候车时间．

解（1）用T表示甲到达前门站的时间．对于任何长度为6分钟的发车间隔（0，6]，已知T∈（0，6]时，T在（0，6]中均匀分布．所以平均候车时间是3分钟．

下面的示意图表示在前门站的等间隔发车，到达时刻T等可能地落在任何发车间隔内．
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（2）根据题意，公交车按照强度为λ的泊松过程{N（t）}到达圆明园站．由于这路公交车都要经过圆明园站，所以平均每6分钟停靠一辆，即有EN（6）＝6λ＝1．于是λ＝1/6．按照剩余寿命的定义，在t时到达的乘客的候车时间为R（t）．从R（t）～ε（λ）知道平均候车时间为ER（t）＝6（分钟）．

下面的示意图表示公交车在圆明园站的到达不再是等间隔的，甲的到达时刻T落在间隔较大的区间内的概率更大．
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在我们的生活经验中，到公交车总站候车时，总感觉候车时间会少一些；在离开总站较远的车站候车时，会感觉候车的时间更长一些．例3.1解释了出现这一现象的内在原因．

例3.1的结果告诉我们，市内公交车的始发站和终点站距离太远时，会延长乘客的平均候车时间和降低公交车的平均利用率．


练　习　2.3

（1）利用定理3.1验证SN（t）
 和SN（t）＋1
 的分布函数分别为
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（2）对t>0，证明P（A（t）>0）＝1．

（3）设公交车按平均每5分钟一辆的泊松过程到达第m站．

（a）求始发站的平均发车间隔；

（b）求t时刻到达第m站的乘客的平均候车时间．


§2.4　泊松过程的汇合与分流

设{N（t）}是计数过程，则对每个t，N（t）是随机变量．以后把{N（t）}中的任何有限个随机变量构成的向量X称为{N（t）}的随机向量．

回忆随机过程相互独立的概念：设{N1
 （t）}和{N2
 （t）}是两个计数过程．如果{N1
 （t）}的任何随机向量X1
 和{N2
 （t）}的任何随机向量X2
 独立，则称这两个计数过程相互独立．

容易理解，m个计数过程相互独立是指在各计数过程中任取一个随机向量，就得到m个相互独立的随机向量．

再回忆我们用N（s，t]＝N（t）－N（s）表示时间段（s，t]中发生的事件数．


　　A．泊松过程的汇合

在某长途汽车站，乘A线的旅客按强度为λ1
 的泊松过程{N1
 （t）}到达，乘B线的旅客按强度λ2
 的泊松过程{N2
 （t）}到达，设这两个泊松过程相互独立．这里和以后把相约的到达视为一次到达．用N（t）表示[0，t]内该车站的旅客到达总次数，{N（t）}也应当具有独立增量性和普通性，于是应当是泊松过程．单位时间内的平均到达次数是以上两个泊松过程的到达次数之和，所以{N（t）}的强度应当是λ＝λ1
 ＋λ2
 ．我们来证明这个结论．

定理4.1　设{N1
 （t）}和{N2
 （t）}是相互独立的、强度分别为λ1
 和λ2
 的泊松过程，则

[image: 图片]


是强度为λ＝λ1
 ＋λ2
 的泊松过程．

证明　只需要验证定义1.2的（a），（b）和（c）．因为{N1
 （t）}和{N2
 （t）}满足定义1.2的（a），（b）和（c），所以有

（a）N（0）＝N1
 （0）＋N2
 （0）＝0＋0＝0．

（b）独立增量性和平稳增量性：对任何正整数n和0＝t0
 <t1
 <…<tn
 ，由{N1
 （t）}和{N2
 （t）}的独立增量性知道随机变量
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相互独立．于是
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相互独立．说明{N（t）}是独立增量过程．

又因为N1
 （t1
 ，t2
 ]和N1
 （t1
 ＋s，t2
 ＋s]同分布，N2
 （t1
 ，t2
 ]和N2
 （t1
 ＋s，t2
 ＋s]同分布，所以N（t1
 ，t2
 ]＝N1
 （t1
 ，t2
 ]＋N2
 （t1
 ，t2
 ]和
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同分布．说明{N（t）}是平稳增量过程．

（c）普通性：设λ＝λ1
 ＋λ2
 ．当正数h→0，利用（1.6）和（1.7）得到
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于是得到
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作为上述定理的推论可以得到下面的结果．

定理4.2　设{Nj
 （t）}（j＝1，2，…，m）是相互独立的，强度分别为λj
 的泊松过程，则
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是强度为λ＝λ1
 ＋λ2
 ＋…＋λm
 的泊松过程．

定理4.2描述的性质被称为泊松过程的可加性


　　B．泊松过程的分流

下面还是把相约的到达视为一次到达．设旅客按照强度为λ的泊松过程到达长途汽车站，每次到达的旅客乘A线的概率是p，乘B线的概率是q＝1－p，且与其到达时间独立，也与其他的到达行为独立．用N1
 （t）表示[0，t]内乘A线的旅客到达次数，用N2
 （t）表示[0，t]内乘B线的旅客到达次数．因为旅客前往A线还是B线是他们事先决定的，与其他旅客的行为无关，所以前往A线的旅客流与前往B线的旅客流是独立的，也就是说计数过程{N1
 （t）}和{N2
 （t）}应当是相互独立的．从问题的背景也能够想到{N1
 （t）}，{N2
 （t）}是相互独立的泊松过程．用λ1
 和λ2
 分别表示它们的强度时，还应当有λ＝λ1
 ＋λ2
 ．

下面用数学符号把上面的叙述表达出来．设{N（t）}是强度为λ的泊松过程．引入独立同分布的随机变量
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则有
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如果已知[0，t]内有N（t）＝n次到达，则[0，t]内有[image: 0478010046]
 次到达是前往A线的．当[0，t]内有N（t）次到达时，有
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次到达是前往A线的．同理有

[image: 图片]


次到达是前往B线的．

这里和以后对a<b，总规定
 ．对于k<0或k>n，总规定[image: 0478010047]
 ．

定理4.3　设{N（t）}是强度为λ的泊松过程，{Yj
 }是独立同分布的随机序列，服从两点分布（4.2），计数过程{N1
 （t）}和{N2
 （t）}分别由（4.3）和（4.4）定义．如果{Yj
 }与{N（t）}独立，则{N1
 （t）}和{N2
 （t）}相互独立，分别是强度为λ1
 ＝λp和λ2
 ＝λq的泊松过程．

定理的证明见附录A中的A1．

在定理4.3中，N1
 （t）和{N2
 （t）}被称为N（t）的分流过程．旅客按强度为λ的泊松过程到达长途汽车站后，分别按强度λ1
 ＝pλ的泊松过程分流到A线和强度λ2
 ＝qλ的泊松过程分流到B线．

如果考虑乘A线的旅客以概率pi
 前往Ai
 线，则可以进一步把泊松过程{N1
 （t）}再进行分流．于是得到下面的定理．

定理4.4　设旅客按强度为λ的泊松过程到达某长途汽车站，每次到达的旅客以概率pi
 前往Ai
 线，且前往哪个线路与到达时间独立，也与其他的到达行为独立．用Ni
 （t）表示[0，t]内前往Ai
 线的到达次数时，{Ni
 （t）}是强度λi
 ＝pi
 λ的泊松过程．当p1
 ＋p2
 ＋…＋pn
 ＝1时，这n个泊松过程是相互独立的．

定理4.4描述的性质被称为泊松过程的可分解性．

例4.1　汽车按泊松流驶向立体交叉桥A.经过调查知道，由东面每分钟平均驶入6辆汽车，由南面每分钟平均驶入6.5辆汽车，由西面每分钟平均驶入9辆汽车，由北面每分钟平均驶入8.5辆汽车．在桥A上，每辆车向左或向右转向行驶的概率是0.3，直行的概率是0.35，调头行驶的概率是0.05．计算各个方向上，离开立交桥的汽车流的车流强度．

解　用{N1
 （t）}表示由东面驶入的汽车流．根据题意，每分钟平均驶入EN1
 （t，t＋1]＝6辆汽车．所以泊松过程{N1
 （t）}的强度是λ1
 ＝6（辆/分钟）．

根据泊松过程的可分解性，东面驶入的车流{N1
 （t）}分流给东、南、西、北的分流强度分别是0.05λ1
 ，0.3λ1
 ，0.35λ1
 ，0.3λ1
 ．完全类似地可以列出其他方向汽车流的分流情况，列入下面的分流表：
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表中最后一行中的λE
 ＝7.95是向东驶出立交桥的车流强度，是λE
 所在列的各分流强度之和；λS
 ＝7.80是向南驶出立交桥的车流强度，是λS
 所在列的各分流强度之和；λW
 ＝7.05是向西驶出立交桥的车流强度，是λw所在列的各分流强度之和；λN
 ＝7.20是向北驶出立交桥的车流强度，是λN
 所在列的各分流强度之和．所有的分流都是泊松流．

利用例4.1中制作分流表的方法，可以对更加复杂的问题做出解答．

例4.2　从t＝0开始，客户按强度为λ的泊松流点击一个网站．每个客户点击后的浏览时间是相互独立的，有共同的分布函数G（t）．用N1
 （t）表示t时已经离线的客户数，用N2
 （t）表示t时在线的客户数，则N1
 （t），N2
 （t）是两个相互独立的泊松随机变量，分别有数学期望
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其中[image: 0478010048]
 ．

证明　对于一个客户来讲，用S表示他进入网站的时间，用A表示他t时已经离线，用Y表示他的在线时间．对于s≤t，有P（A|S＝s）＝P（Y≤t－s）＝G（t－s）．已知S≤t时，S在[0，t]内均匀分布．于是得到
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每个在[0，t]内进入网站的人在t时离线的概率是p，在线的概率是q，与其他客户的行为独立．用{N（t）}表示所述的泊松过程，利用二项分布得到
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于是得到
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分别对j，k求和，就得到边缘分布
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这说明N1
 （t），N2
 （t）是相互独立的泊松随机变量，分别有数学期望λtp和λtq，即有
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所以（4.5）成立．

用bG
 ＝inf{s|G（s）＝1}表示G（t）的右端点，用μG
 表示G（t）的数学期望．当t≥bG
 时，
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这说明t≥bG
 后，在线的客户平均数稳定在EN2
 （t）＝λμG
 .在（bG
 ，bG
 ＋t]中离线的客户数
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有数学期望
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请读者进一步考虑{N3
 （t）}是否是泊松过程（参考习题2.24）．


　　C．复合泊松过程

讨论旅客按照强度为λ的泊松过程到达长途汽车站时，我们把相约的到达视为一次到达．如果第i次到达的旅客数是Zi
 时，[0，t]内到达了多少旅客呢？

如果已知[0，t]内有N（t）＝n次到达，则[0，t]内到达的旅客数是[image: 0478010049]
 当[0，t]内有N（t）次到达，称[0，t]内到达的旅客数
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为复合泊松过程．EM（t）是[0，t]内平均到达的旅客数，Var（M（t））是[0，t]内到达的旅客数的方差．

设{Zj
 }相互独立，有共同的数学期望μ＝EZj
 和有限方差σ2
 ＝Var
 （Zj
 ），并且和{N（t）}独立．下面计算EM（t）和Var
 （M（t））．

已知N（t）＝n时，M（t）有条件数学期望
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于是得到E（M（t）|N（t））＝N（t）μ．再求数学期望得到
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M2
 （t）有条件数学期望
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所以有
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两边再求数学期望，利用EN（t）＝Var（N（t））＝λt，EN2
 （t）＝λt＋（λt）2
 ，得到
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最后得到
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在上面的计算中，我们只需要Zi
 的数学期望和方差有限．于是得到如下的结论．

定理4.5　设{N（t）}是强度为λ的泊松过程，{Zj
 }是相互独立的随机序列，有共同的数学期望μ＝EZj
 和方差σ2
 ＝Var（Zj
 ），并且和{N（t）}独立，复合泊松过程{M（t）}由（4.6）定义，则

（1）EM（t）＝λtμ；

（2）当σ2
 <∞时，Var
 （M（t））＝λt（σ2
 ＋μ2
 ）．

例4.3　在上海证券交易所，宝钢股份的交易流是强度为λ（笔/分钟）的泊松流．设第j笔交易量是Zj
 手，如果{Zj
 }是来自总体Z的随机变量，μ＝EZ，σ2
 ＝Var（Z）．计算宝钢股份一小时内的交易量的数学期望和标准差．

解　用{N（t）}表示所述的强度为λ的泊松过程．60分钟的交易量为
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根据定理4.5，一小时的平均交易量为EM（60）＝60λμ（手），交易量的标准差是
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练　习　2.4

（1）设{N1
 （t）}和{N2
 （t）}是两个随机过程．如果对于任何n≥1和0≤t1
 <t2
 <…<tn
 ，随机向量

（N1
 （t1
 ），N1
 （t2
 ），…，N1
 （tn
 ））和（N2
 （t1
 ），N2
 （t2
 ），…，N2
 （tn
 ））

独立，则这两个计数过程相互独立．

（2）设{Yi
 }相互独立，都服从两点分布B（1，p）．又设{Yi
 }与强度为λ的泊松过程{N（t）}独立．定义
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计算N1
 （t）和N2
 （t）的概率分布．

（3）设{N（t）}是强度为λ的泊松过程，T是和该泊松过程独立的随机变量．当T服从参数为β的指数分布时，

（a）求N（T）的概率分布；

（b）计算EN（T）．

（4）在有很多鱼的湖中钓鱼时，渔夫平均每小时钓到两条鱼．如果渔夫每天的钓鱼时间T在3至8小时内均匀分布，他平均每天钓多少条鱼？方差是多少？



*
 §2.5　泊松过程的参数估计


　　A．用N（t）估计λ

设N（t）是强度为λ的泊松过程．由N（t）的概率分布
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知道基于观测n＝N（t）的似然函数是

[image: 图片]


对数似然函数是
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从l'（λ）＝0得到λ的最大似然估计n/t.

一般情况下，[0，t]内发生了N（t）个事件，λ的最大似然估计是
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由于EN（t）＝λt，所以E[image: 0478010050]
 ＝λ．这说明[image: 0478010051]
 是无偏估计．

对于每个t>0，有正整数n使得n－1<t≤n成立．这时
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利用独立增量性和平稳增量性知道
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是独立同分布的随机变量N（j－1，j]的和．利用强大数律得到
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于是从（5.3）得到
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说明[image: 0478010052]
 是λ的强相合估计．

再利用独立增量性和平稳增量性知道
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是独立同分布的随机变量，其部分和
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的数学期望和方差都是λt.从中心极限定理知道对于较大的λt，
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近似成立．

给定置信水平1－α，用zα/2
 表示标准正态分布的α/2上分位数：φ（zα/2
 ）＝1－α/2．利用P（|ξ|≤zα/2
 ）≈1－α，对于较大的λt，可以得到λ的置信水平为1－α的近似置信区间
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其中a＝t2
 ，[image: 0478010053]
 ，c＝N2
 （t）．

实际上，|ξ|≤zα/2
 当且仅当
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（5.8）与g（λ）≡aλ2
 －bλ＋c≤0等价．g（λ）是开口向上的抛物线，当且仅当λ属于区间（5.7）时g（λ）≤0．于是

[image: 图片]


这就证明了λ的置信水平为1－α的近似置信区间是（5.7）．

定理5.1　设{N（t）}是强度为λ的泊松过程，则由（5.2）定义的最大似然估计λ是λ的强相合无偏估计．对于较大的t，λ的置信水平为1－α的近似置信区间是（5.7）．

例5.1　上海证券交易所开盘后，在10:00至10:30之间一共有36万次成交．假定在这段时间内股票的成交构成一个泊松流，以秒为时间单位．

（1）估计泊松流的强度λ；

（2）在置信水平0.95下，计算强度λ的置信区间；

（3）当λ＝200时，计算5秒内的成交次数大于1050次的概率．

解　（1）因为在t＝30×60秒内有N（t）＝36万次成交，所以λ的最大似然估计是
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（2）对于置信水平1－a＝0.95，查附录C2得到zα/2
 ＝1.96．容易计算出（5.7）中的

[image: 图片]


将a，b，c代入（5.7）得到置信区间[199.9846，200.0154]．

（3）因为每秒钟平均有200次交易，所以从（5.6）知道
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近似成立．于是
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　　B．用Sn
 估计λ

在实际问题中如果可以观测到第n个发生时刻Sn
 ＝sn
 ，从定理2.2（2）知道λ的似然函数
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对数似然函数是
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由l'（λ）＝n/λ－sn
 ＝0，得到λ的最大似然估计λ＝n/sn
 .实际问题中观测到Sn
 ，最大似然估计是[image: 0478010054]


[image: 0478010055]
 不是λ的无偏估计（见练习2.5（1）），但是是λ的强相合估计，因为从强大数律得到n→∞时，
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于是有[image: 0478010056]


下面再计算λ的置信区间．利用定理2.2容易计算出η＝2λSn
 的密度函数
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这正是2n个自由度的x2
 分布的密度函数，于是η＝2λSn
 ～x2
 （2n）．用[image: 0478010057]
 表示x2
 （2n）分布的上a/2分位数，利用
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得到λ的置信水平为1－α的置信区间
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其中的[image: 0478010058]
 可以查附录C3得到．


　　C．复合泊松过程的参数估计

对于由（4.6）定义的复合泊松过程
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得到观测值M（t）后，利用EM（t）＝λtμ，得到μ＝EM（t）/λt.如果有了λ的最大似然估计[image: 0478010059]
 ，则可以用
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作为μ的估计．关于[image: 0478010060]
 的强相合性，只介绍下面的定理．

定理5.2　设{N（t）}是强度为λ的泊松过程，{Zj
 }是独立同分布的随机序列，与{N（t）}独立，则复合泊松过程{M（t）}是独立增量过程和平稳增量过程，并且当E |Zj
 |<∞时，[image: 0478010061]


因为定理5.2的证明类似于定理4.3的证明，所以略去．


练　习　2.5

（1）对于[image: 0478010062]
 ，验证[image: 0478010063]


（2）假设观众按照强度为λ的泊松过程到达艺术馆参观，每次到达的人数是独立同分布的随机变量，相互独立．已知周日的参观人数有方差800，周三的参观人数有方差700．现在周日有200人参观了艺术馆，周三有280人参观了艺术馆，这两天的泊松强度有无显著的差异？



*
 §2.6　非时齐泊松过程

设泊松过程{N（t）}有强度λ，则（s，t]内发生的事件数N（s，t]＝N（t）－N（s）服从泊松分布．其数学期望λ（t－s）是强度λ与时间起点s及终点t围成的图形的面积（见图2.6.1）．
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图2.6.1　EN（s，t]＝λ（t－s），s＝2.2，t＝5.1，λ＝3.3

在许多实际问题中，泊松过程的强度λ并不是常数，而是随着时间t的变化而变化的．例如某段公路上的汽车流，在高峰时间强度会大一些，在其他时间强度会小一些；火车站到达的旅客流在日间的强度更大一些；办公电话收到的呼叫流在日间和夜间的强度也是不同的．非时齐泊松过程就可以更准确地描述这样的计数过程．


　　A．非时齐泊松过程

定义6.1　如果计数过程{N（t）}满足以下条件：

（a）N（0）＝0；

（b）独立增量性：{N（t）}是独立增量过程；

（c）非齐普通性：对任何t≥0，当正数h→0时，有
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则称{N（t）}是非时齐泊松过程，称λ（t）是{N（t）}的强度函数．

这里非时齐（nonhomogeneous）是指强度函数随时间t变化，也就是说关于时间不是整齐的．和这个定义比较，还可以把以前的泊松过程称为时齐（homogeneous）泊松过程．因为当强度函数λ（t）是常数时，非时齐的泊松过程简化为时齐的泊松过程，所以也可以把非时齐的泊松过程简称为泊松过程．泊松过程是否时齐，只要看强度函数是否为常数．

容易理解，当强度函数λ（t）变化平缓时，在较小的时间段内可以用强度函数λ（t）在这段时间中的平均代替λ（t），从而在小时间段中，可视{N（t）}为时齐的泊松过程．例如对于较小的时间段（s，t]中，可以将汽车流视为时齐的泊松流，这时的强度λ是原非时齐泊松过程的强度函数λ（t）在（s，t]上的平均：
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用
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表示λ（t）与时间起点s及终点t围成的图形的面积（图2.6.2），有如下的定理．

定理6.1　设{N（t）}是强度函数为λ（t）的泊松过程，则（s，t]内发生的事件数N（s，t]＝N（t）－N（s）服从数学期望为m（s，t]的泊松分布，即
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仿照定理1.1的证明可以得到本定理的证明，不再赘述．
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图2.6.2　EN（s，t]＝m（s，t]，s＝2.2，t＝5.1

设泊松过程{N（t）}有强度函数λ（t），事件按照{N（t）}依次发生．对a>0，在时刻a重新计数时，得到的计数过程是
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定理6.2　设泊松过程{N（t）}有强度函数λ（t），则对于任何a>0，计数过程（6.4）是泊松过程，有强度函数[image: 0478010064]
 ．

证明　容易看出定义6.1的条件（a）和（b）成立．下面验证（c）．
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注　非时齐泊松过程的其他性质见习题2.14和2.15.


　　B．强度函数的估计

很多实际问题中，非时齐泊松过程的强度函数λ（t）是周期函数．例如，公路上的汽车流，超市的顾客流，车站的乘客流，电话的呼叫流，交通事故的计数流，等等．假设强度函数λ（t）有周期d，要估计强度函数在t0
 的值时，我们可以取一个适当的小区间（s，t]＝[image: 0478010065]
 ，从中值定理知道
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这时
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相互独立，有共同的概率分布（6.3）．得到观测值
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后，λ0
 的似然函数是

[image: 图片]


其中2[image: 0478010066]
 ＝t－s.对数似然函数是
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由l'（λ0
 ）＝0，得到λ0
 的最大似然估计
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不难看出E[image: 0478010067]
 ，所以[image: 0478010068]
 是λ0
 的无偏估计．利用强大数律得到

[image: 图片]


所以[image: 0478010069]
 是λ0
 的强相合估计．

因为
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对于较大的n，利用中心极限定理得到
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近似成立．

从

[image: 图片]


等价于[image: 0478010070]
 ，其中
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知道在置信水平1－α下，λ0
 （或λ（t0
 ））的近似置信区间是

[image: 图片]


例6.1　一位交通局的退休干部每天记录10:00至10:10之间路过他家楼下由东向西的出租车数量，得到了下面数据：

13　9　19　16　15　20　20　17　16　20

20　8　15　23　25　15　18　19　15　22

12　17　19　15　14　16　18　17　22　10.

以分钟为时间单位，估计10:00至10:10之间这段路上出租车流的平均强度λ0
 ．计算λ0
 的置信水平为0.95的置信区间．

解　用kj
 表示第j次观测到的出租车数，n＝30，2[image: 0478010071]
 ＝10．利用公式（6.6）计算出最大似然估计
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对1－α＝0.95，查附录C2得到zα/2
 ＝1.96．用（6.7）计算置信区间时，

[image: 图片]


将上面的数代入（6.7），得到置信水平0.95下，λ0
 的置信区间是

[1.5425，1.8363]．

例6.2　国内航班的飞机在起飞前30分钟开始登机，开始登机6分钟后仍然有旅客陆续到达登机口．根据对于n＝50个正点起飞的波音737航班的随机调查，得到了从开始登机后的第5分钟至35分钟的平均到达人数，列在下面表中．其中[image: 0478010072]
 是时间段（5，k]内50个航班的平均到达人数（相约的到达认为是一人到达）．
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认为登机旅客按照非时齐的泊松流到达时，对于t∈（5，35]绘出强度函数λ（t）的估计图形．估计时间段（30，35]内仍有旅客到达的概率．

解　用Nj
 （t）表示第j个航班从登机开始到t时的到达人数，根据所给的条件，{Nj
 （t）}（j＝1，2，…，n）是相互独立的非时齐的泊松过程，有相同的强度函数λ（t）．用

[image: 图片]


作为λ（t）在时间段（k－1，k]内的平均的估计，则有

[image: 0478010073]


计算结果如下表所示：
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将（k，λ（k））绘在坐标系中，得到图2.6.3．这是对λ（t）的估计图形．
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图2.6.3　例6.2中的[image: 0478010074]
 （k）的图形

下面计算在（30，35]内仍有旅客登机的概率．

用Aj
 表示（j－1，j]内有人到达登机口，则
 表示（30，35]中有人到达．从[image: 0478010075]
 得到

[image: 图片]


也就是说由于旅客登机问题造成原本正点起飞的航班延误5分钟以内的概率大约是18.39%．


习　题　二

2.1　设U1
 ，U2
 ，…，Un
 独立同分布，都在（0，1）上均匀分布，（U（1）
 ，U（2）
 ，…，U（n）
 ）是从小到大次序统计量．定义Xj
 ＝I[Uj
 ≤p]，j＝1，2，…，n，Sn
 ＝X1
 ＋X2
 ＋…Xn
 .

（a）计算P（Sn
 ≥k）；

（b）计算P（U（k）
 ≤p）；

（c）验证公式


2.2　设强度为λ的泊松过程{N（t）}的第j个到达时间是Sj
 ，对于j≤n计算E（Sj
 |N（t）＝n），对于j≤N（t）计算E（Sj
 |N（t））．

2.3　设{N（t）；t≥0}是强度为λ的泊松过程．

（a）对t>s≥0，计算P（N（t）＝n|N（s）＝m）；

（b）给出几乎处处极限


（c）给出极限


2.4　实验室共有m台计算机，每台计算机等待被病毒感染的时间是相互独立的，服从均值为1/λ指数分布．假设计算机一旦被感染可以很快被修复（修复时间忽略不计）．

（a）给出一个计数过程记录[0，t]内被病毒感染的计算机总次数；

（b）[0，t]内平均有几台次计算机被病毒感染？

2.5　设有
 条线段，其中有mj
 条的长度是xj
 ，x1
 ，x2
 ，…，xn
 互不相同．将所有线段连接起来得到长度为
 的线段．在该线段上任取一点，用X表示该点所在线段的长度．

（a）计算μ1
 ＝EX；

（b）计算所有线段的平均长度μ2
 ；

（c）验证μ1
 >μ2
 ，并解释其原因．

2.6　设钻井需要1500小时．假设钻头的寿命服从参数是λ的指数分布，求需要钻头数的概率分布．

2.7　设火灾发生的累积次数是强度为λ的泊松过程{N（t）}，发生第j次火灾后保险公司需要支付的赔付金为Yj
 ，μ＝EYj
 <∞．用W（t）表示[0，t]内保险公司支付的赔付金总数．如果{Yj
 }与火灾的发生时刻独立，计算E[W（t）|N（t）]和EW（t）．

2.8　设小卧车按强度为λ的泊松过程通过一雷达测速站，卡车按强度为μ的泊松过程通过该雷达测速站，这两个泊松过程是相互独立的．

（a）从t时开始，计算等待下一辆车到达平均需要的时间；

（b）已知下一辆通过的是小卧车时，期望等待这辆小卧车多长时间；

（c）已知下一辆通过的是卡车时，期望等待这辆卡车多长时间；

（d）计算下一辆汽车是小卧车的概率．

2.9　乘客按照每分钟2人的泊松流到达车站候车，公交车每5分钟到达一辆．用W表示时间（0，5]内到达的乘客的候车时间之和．当t＝0时有车到达，计算EW．

2.10　对于简单呼叫流{Sj
 }，在条件Sn
 ＝t下，计算
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的联合密度．如果不考虑先后次序，这n－1个事件的发生时刻是如何分布的？

2.11　展览馆开馆后观众按每小时9次的简单呼叫流到达．假设每次到达只有一位观众，

（a）要接待完n个观众，展览馆每天平均售票多长时间？

（b）如果每天售票8小时，展览馆每天平均接待多少观众？

2.12　公交车从停车场开出后，第i站上车的人数Ni
 是均值为λi
 的泊松随机变量．第i站上车的乘客以概率pij
 在第j站下车．假设所有乘客的行动相互独立，计算

（a）第j站下车人数的数学期望；

（b）第j站下车人数的概率分布；

（c）第i站的下车人数和第j站下车的人数的联合分布．

2.13　设非时齐泊松过程{N（t）}有恒正的强度函数λ（t）和数学期望m（t）＝EN（t），则

[image: 图片]


是强度为1的泊松过程．

2.14　设非时齐泊松过程{N（t）}有强度函数λ（t）和m（t）＝EN（t）>0，用S1
 表示第一个事件的发生时刻，则

（a）已知N（t）＝1时，g（s）＝λ（s）/m（t），s∈[0，t]，是S1
 的概率密度函数；

（b）当Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 是来自总体密度为g（s）的随机变量，次序统计量（Y（1）
 ，Y（2）
 ，…，Y（n）
 ）有联合密度
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（c）已知N（t）＝n时，[0，t]内的依次到达时刻（S1
 ，S2
 ，…，Sn
 ）与（Y（1）
 ，Y（2）
 ，…，Y（n）
 ）|司分布，

（d）在条件N（t）＝n下，[0，t]中的这n个事件是如何发生的？

2.15　从t＝0开始，图书馆按照均值为m（t）的非时齐泊松过程每次借出一本书．每本书在馆外流通的时间是相互独立的，有共同的分布函数F（t）．用X（t）表示t时在馆外的图书数，计算EX（t），Var（X（t））．

2.16　从t＝0开始，汽车按照强度为λ的泊松流驶入京沪高速路，车速是独立同分布的随机变量，有共同的分布函数G（t）．在时刻t，用X表示从北京驶往上海且位于公路段[a，b]的汽车数，计算X的概率分布．

2.17　设h（s）是非负函数，对强度为λ的泊松流S1
 ，S2
 ，…，有
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2.18　乘客按照强度为λ的泊松过程到达车站候车，公交车每隔5分钟将候车的乘客全部送走．为了缩短高峰时刻的乘客候车时间，预备在两次发车时间中加发一班车（将候车乘客全部运走）．请设计加车的时间使得乘客的平均候车时间最短．

2.19　汽车流按照强度为λ的泊松过程在交通网络中运行（图2.19）．图中所标的数字是各路段泊松流的强度．请填补没有标注的泊松流的强度．
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题2.19图（交通流量图）

2.20　人造卫星按照强度为λ的泊松流路过靶场上空．如果试射一枚导弹需要的时间为s，计算在时刻t发射的导弹不被卫星监测的概率．

2.21　汽车按照强度为λ的泊松流通过广场，车流中的3/5是卧车，1/5是公交车，1/5是运输车．卧车通过时造成的空气污染来自总体D1
 ，公交车通过时造成的污染来自总体D2
 ，货车通过时造成的污染来自总体D3
 ．所有Di
 随着时间的推移而减弱，经过时间s污染减弱为Di
 h（s）．假设所有的车辆造成的污染是相互独立的，也与汽车流独立．计算[0，t]内通过的车辆对广场造成的平均污染．

2.22　保险公司的赔付按强度为λ的泊松流发生，赔付数是来自总体V的随机变量．该保险公司的保费及其投资收益按强度为μ的泊松流发生，收益数是来自总体U的随机变量．假设赔付，收益及两个泊松流是相互独立的．计算保险公司在[0，t]内的平均收益．

2.23　设公路上同方向行驶的车辆之间的距离服从均值为0.1千米的指数分布，求5千米的公路上有50至59辆车的概率．

2.24　从t＝0开始，顾客按强度为λ的泊松流到达有无穷个服务员的服务站．服务员对每个顾客的服务时间是独立同分布的，有公共的分布函数G（t），且与所有的到达时刻独立．用N1
 （t）表示[0，t]内离开服务站的顾客数，则

（a）{N1
 （t）}是以λG（t）为强度函数的非时齐泊松过程；

（b）设bG
 ＝inf{s|G（s）＝1}<∞，用μG
 表示G（t）的数学期望．说明t>bG
 以后，服务站的输出过程
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是强度为λ的泊松过程．


第三章　更新过程

按照§2.2的定理2.4，当计数过程{N（t）}的等待间隔X1
 ，X2
 ，…是来自指数总体ε（λ）的随机变量时，{N（t）}是泊松过程．在实际问题中，还有很多计数过程，其等待间隔是独立同分布的随机变量，但并不服从指数分布，人们称这样的计数过程为更新过程（renewal process），称等待间隔X1
 ，X2
 ，…为更新间隔．

例如电子石英钟使用一节电池驱动，每当电池的电量用尽后换上用同型号的电池．用N（t）表示（0，t]中电池的更换次数，{N（t）}是更新过程．这里的更新间隔是电池的使用寿命加上石英钟的停摆时间．

许多大型设备的某些易损部件也需要用同型号的部件进行更新，用N（t）表示（0，t]中某个特定部件的更换次数，{N（t）}是更新过程．在实际问题中，设备部件的损坏有时会导致设备的整体停工，造成更大的损失．为了避免损失，往往在部件没有损坏前就要更新部件．容易理解，如果部件的剩余寿命随着使用时间的推移不断减少，使用寿命就不具备无后效性，从而不服从指数分布．这时的更新过程就不是泊松过程．

尽管更新间隔不是指数分布的，泊松过程的一些统计性质在更新过程中也得到体现，只是具体的表现形式有所不同．


§3.1　更新过程

设X是非负随机变量，来自总体X的随机变量X1
 ，X2
 ，…是更新过程{N（t）}的第1，2，…个更新间隔．定义
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Sn
 是第n个更新的发生时刻．根据计数过程和到达时间的关系，知道有关系式
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注意N（t）也是集合{n|Sn
 ≤t，n≥1}中元的个数，所以有关系式
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其中#
 A表示集合A中的元素个数，I[A]是A的示性函数．

以下总约定更新间隔X1
 ，X2
 ，…是来自非负总体X的随机变量，
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分别是总体X的分布函数和数学期望．无特殊说明时，本章以后的随机变量都是非负的．


　　A．极限定理

由于N（t）是[0，t]中的更新次数，所以对于充分大的t，t/N（t）近似等于[0，t]中的平均等待间隔μ．当t→∞，应当得到t/N（t）→μ，从而得到
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为了在数学上证明（1.4），先做一点必要的准备．

根据强大数律，当n→∞时，
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所以有
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更新过程N（t）是计数过程，所以是t的单调不减函数．当t→∞时，N（t）的极限等于它的子序列N（Sn
 ）的极限．于是得到

[image: 图片]


（1.6）式说明更新次数随着时间的延长而无限的增加．以后把（1.6）记成N（∞）＝∞ a.s.．

按照§2.3，SN（t）
 是[0，t]内的最后一次更新时刻，SN（t）＋1
 是（t，∞）中的第一个更新时刻，所以有

[image: 图片]


于是得到
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令t→∞，利用（1.5）和（1.6）得到
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于是从（1.8）得到（1.4）．

（1.4）表明以概率1，N（t）和t/μ是同阶无穷大．或者说在几乎处处的意义下，N（t）的发散速度是t/μ．下面定理1.1中的（2）和（3）给出了N（t）的依概率增加速度．

定理1.1　设更新间隔X1
 ，X2
 ，…有数学期望μ>0，则

（1）当t→∞时，N（t）/t→1/μa.s.．

（2）定义[image: 0478010076]
 ．如果σ2
 ＝Var（X）∈（0，∞），则对任何实数x，
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其中Φ（x）是N（0，1）的分布函数．

（3）对于较大的t，在置信水平0.95下，N（t）的近似置信区间是
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证明　只需要证明（2）和（3）．用[a]表示小于等于a的整数．

引入rt
 ＝λt
 ＋xσt
 ，n　n（t）＝[rt
 ]＋1，有
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根据§1.5定理5.2知道只要再证明
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实际上，当t→∞时，有
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于是有
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最后由z0
 .025
 ＝1.96得到（3）．

置信区间（1.9）说明，对于较大的t，我们以大约95%的把握保证N（t）满足
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　　B．更新函数

对于更新过程{N（t）}，人们自然关心数学期望EN（t），以便备足部件随时更新．人们称[0，t]中的平均更新次数
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为更新过程N（t）的更新函数．下面讨论更新函数的性质．

设更新间隔X1
 ，X2
 ，…的分布函数是F（t）＝P（X1
 ≤t），到达时刻Sn
 的分布函数是
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对于n，m≥0，利用Sn
 和Sn＋m
 -Sn
 独立得到
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这就得到对于任何m，k≥1，
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利用单调收敛定理（§1.5定理5.3）和（1.3）得到
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再利用（1.13）得到Fn
 （t）≤Fn
 （t），从而得到
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从（1.15）知道，如果更新间隔Xi
 是无界随机变量，即对所有的t<∞，F（t）＝P（Xi
 <t）<1，则m（t）<∞总成立．

下面证明对于一切t≥0，更新函数m（t）<∞．也就是说，无论部件的质量如何，只要平均使用寿命μ>0，在有限的时间内平均只需要有限次更新．

对于确定的t，总有m使得Fm
 （t）＝P（Sm
 ≤t）<1．这时对于任何正整数n，有整数k，r使得n＝km＋r，1≤r≤m.利用（1.12）和（1.13）得到
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于是得到
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下面是更新函数的基本性质．

定理1.2　对Fn
 （t）＝P（Sn
 ≤t），更新函数m（t）有如下的性质：

（1）对于t≥0，m（t）<∞；

（2）[image: 0478010077]
 是单调不减的右连续函数；

（3）当t→∞时，m（t）→∞；

（4）m（0）＝F（0）/[1－F（0）]．

证明　只需要证明（2），（3）和（4）．首先，从（1.14）知道m（t）＝[image: 0478010078]
 成立．由于Fn
 （t）单调不减，所以m（t）也单调不减．对任何t≥0，ε>0，由m（t）<∞知道有M使得
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分布函数Fn
 右连续，所以当n→∞时，
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由ε的任意性知道m（t＋1/n）→m（t）．

（3）对于任何大数M，由[image: 0478010079]
 和
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得到结果．

（4）由于更新间隔是非负的随机变量，所以
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再从（2）得到
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　　C．更新流

类似于把泊松过程称为泊松流，在实际问题中，人们也称更新过程{N（t）}的更新时刻
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为更新流．称事件按更新流{Sj
 }发生，意指事件按更新过程{N（t）}发生．

泊松过程是具有独立增量性和平稳增量性的计数过程．容易想到，更新过程如果具有平稳增量性和独立增量性就可能是泊松过程．下面的例子给出了肯定的回答．

例1.1　用{Xj
 }表示更新过程{N（t）}的更新间隔．如果{N（t）}具有独立增量性和平稳增量性，且P（X1
 ＝0）＝0，则{N（t）}是泊松过程．

证明　只要证明X1
 服从指数分布．对s，t>0，由
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知道X1
 具有无记忆性，所以服从指数分布（参考§1.8E）．

例1.2　单行道上汽车按更新流{Sj
 }驶过，单位是秒．如果行人横穿该公路需要a秒钟，计算在t＝0时到达的行人平均等待多少时间才能横穿公路．

解　用Y表示该行人的等待时间．已知S1
 ＝s>a时，EY＝0．已知S1
 ＝s≤a时，第一辆车在S1
 ＝s时刻驶过后，他白等了s秒，需要在s时重新开始等候．这说明对s≤a，Y|X1
 ＝s和s＋Y同分布．从上面的分析得到
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设F（x）是S1
 的分布函数．利用全概率公式（§1.3C（5））得到
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其中
 表示（a，∞）上的积分．于是得到平均等候时间
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练　习　3.1

（1）证明P（所有的更新间隔有限）＝1．

（2）设更新间隔Xj
 有密度函数f（t）．

（a）证明到达时刻Sn
 是连续型随机变量，从而有密度函数fn
 （t）；

（b）定义{N（t）}的更新密度[image: 0478010080]
 ，证明
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（3）设更新过程{N（t）}的更新间隔服从两点分布B（1，p）．计算P（N（k）＝j），并说明N（k）≥k.

（4）指出以下哪些等式成立，对于不成立的举出反例：

（a）{N（t）<n}＝{Sn
 >t}；

（b）{N（t）≥n}＝{Sn
 ≤t}；

（c）{N（t）>n}＝{Sn
 <t}；

（d）{N（t）≤n}＝{Sn
 ≥t}．

（5）证明更新函数m（t）和更新间隔的分布函数相互唯一决定


§3.2　更新定理

前面已经证明了结论
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由于m（t）＝EN（t），所以自然想到有
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数学上证明（2.1）还需要一些准备知识．


　　A．停时

为了解停时的含义，先看一个例子．一投资人在2006年4月17日以每股10.5元的开盘价购买了1000手中集集团的股票，他决心在该股票上涨到每股12.5元时停止持有该股票（卖出股票）．用Y0
 表示该股票当日的最高成交价，这是第0日的最高成交价．从次日算起，对于n≥1，用Yn
 表示第n个交易日中集集团的最高成交价，则Yn
 是随机变量，{Yn
 }是随机序列．设投资人在第T个交易日卖出股票，则

{T＝n}表示他在第n个交易日卖出股票；

{T≤n}表示他在前n个交易日卖出股票；

{T>n}表示他在第n个交易日还继续持有该股票．

因为上海证券交易所规定买入的股票不能在当天卖出，所以T是取正整数值的随机变量，描述投资人卖出股票的时间．要看投资人到第n个交易日是否卖出了股票，即是否有T≤n，只要看前n天的最高价格Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 就够了．这时我们说随机事件{T≤n}由随机向量（Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 ）唯一决定．

随机变量T描述的是投资人停止持有股票的时间．对于正整数n，{T≤n}由随机向量（Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 ）唯一决定，所以称T是随机序列{Yn
 }的一个停止时间，简称为停时（stopping time）．

下面定义中的{Yn
 }可以是{Yn
 |n≥0}，也可以是{Yn
 |n≥1}．

定义2.1　设{Yn
 }是随机序列，T是取正整数值的随机变量，如果对任何正整数n，随机事件{T≤n}由（Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 ）唯一决定，则称T是{Yn
 }的停时．

在定义2.1中，事件{T≤n}由（Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 ）唯一决定的含义是通过观测（Y1
 ，Y2，…，Yn
 ）就能够确定{T≤n}是否发生．如果观测到（Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 ）后还不能确定{T≤n}是否发生，T就不是{Yn
 }的停时．

用数学的语言讲，随机事件{T≤n}由（Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 ）唯一决定的含义是指可以用随机变量Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 把事件{T≤n}表示出来．在上面的例子中，
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由于
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所以，只要T是{Yn
 }的停时，则{T＝n}和{T>n}都可以由（Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 ）唯一决定．看下面的例子．

例2.1　继续用Yn
 表示第n个交易日中集集团的最高交易价，用T表示投资人停止持有该股票的时间．

（1）解释随机变量YT
 和向量（Y0
 ，Y1
 ，…，YT
 ）的含义；

（2）用Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 表示出{T≤n}，{T＝n}和{T>n}．

解　（1）由于T是卖出股票的交易日，所以YT
 是成交价首次大于等于12.5元那天的最高成交价．这是有明确含义的随机变量．（Y0
 ，Y1
 ，…，YT
 ）表示卖出股票的那个交易日之前的最高成交价的情况，这个随机向量的维数也是随机变量，但是有明确的实际含义．

（2）解答如下：
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例2.1中，遇到了下标是随机变量的随机向量（Y0
 ，Y1
 ，…，YT
 ），这类维数也是随机变量的随机向量在实际中往往都有明确的含义．

定理2.1（瓦尔德（Wald）定理）设随机变量Y1
 ，Y2
 ，…有相同的数学期望μ，[image: 0478010081]
 ，T是取非负整数值的随机变量， ET<∞，定义
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（1）如果对于任何j，{T≤j}和Yj＋1
 独立，则EST
 ＝μET；

（2）如果{Yn
 }相互独立，T是{Yn
 }的停时，则EST
 ＝μET.

证明　（1）先设{Yj
 }是非负的随机序列．用I[T≥j]表示事件{T≥j}的示性函数，则I[T≥j]＝1－I[T≤j－1]与Yj
 独立，且
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在（2.3）两边求数学期望，利用单调收敛定理和§1.3C（1）得到
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对于一般的{Yj
 }，引入非负随机变量
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则[image: 0478010082]
 ．从（2.3）得到
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因为I[T≥j]与[image: 0478010083]
 分别独立，[image: 0478010084]
 ，所以上面两个求和项的数学期望都有限．最后得到
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（2）由（1）直接推得


　　B．基本更新定理

下面回到更新过程的讨论．用X1
 ，X2
 ，…表示更新过程N（t）的更新间隔．

例2.2　用SN（t）＋1
 表示t以后的第一个更新时刻．

（1）对于任何t，T＝N（t）＋1是X1
 ，X2
 ，…的停时；

（2）当μ＝EX1
 <∞时，有ESN（t）＋1
 ＝μ（m（t）＋1）；

（3）如果所有的Xj
 有界：|Xj
 |≤M，则m（t）/t→1/μ．

证明　（1）对任何n≥1，事件
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由
 唯一决定，所以T是X1
 ，X2
 ，…的停时．

（2）利用ET＝m（t）＋1<∞，EXj
 ＝μ，SN（t）＋1
 ＝ST
 和瓦尔德定理得到ESN（t）＋1
 ＝μET＝μ（m（t）＋1）．

（3）用SN（t）
 表示更新过程在t以前的最后一次更新时刻，则有SN（
 t）≤t<SN（
 t）＋1
 ．因为Xj
 有界，所以有SN（
 t）＋1
 －M≤SN（
 t）于是得到
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求数学期望后得到
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上式除以m（t），用m（t）→∞得到t/m（t）→μ．于是得到结论（3）．

定理2.2（基本更新定理）如果平均更新间隔μ＝EX1
 <∞则更新函数m（t）满足
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证明　从t<SN（t）＋1
 得到（2.4）的右半边不等式成立，从而有
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只需要再证明
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对于正整数M和j＝1，2，…，引入随机变量


 及其数学期望[image: 0478010085]
 ．

用[image: 0478010086]
 和[image: 0478010087]
 分别表示以[image: 0478010088]
 为更新间隔的更新过程和更新流，用[image: 0478010089]
 表示更新函数．由于[image: 0478010090]
 ，所以
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从而得到[image: 0478010091]
 用例2.2（3）得到
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令M→∞，得到μM→μ（参考§1.5例5.2），从而得到（2.6）．

基本更新定理表明更新函数m（t）和t/μ是同阶无穷大：
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　　C．布莱克威尔定理

在基本更新定理中，如果更新函数严格单调上升，有连续的导函数m′（t），利用洛必达法则得到
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于是对任何非负常数a<b，利用中值定理知道有ct
 使得
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在一般的情况下，m（t）是[0，t]中的平均更新次数．因为μ是平均更新间隔，所以对充分大的t，t/μ也近似等于[0，t]中的平均更新次数，也就是说对充分大的t有
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从而得到
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令t→∞，形式上也得到（2.7）．

定义2.2　如果随机变量X只在正常数d的倍数上取值：
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则称X是格点随机变量．如果d是使得（2.8）成立的最大正数，则称d是X的周期．

如果X是有周期d的非负格点随机变量，更新间隔{Xj
 }来自总体X，则所有的Xj
 都是格点随机变量，从而到达时刻Sn
 也都是格点随机变量．这时更新只可能在t＝nd处发生（见下图）．当n充
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分大时，可以理解有
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于是得到
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令n→∞，形式上得到
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注意，m（nd）－m（nd－d）＝EN（nd－d，nd]是（nd－d，nd]中的平均更新次数，从而是t＝nd处的平均更新次数．

从以上分析可以得到下面的布莱克威尔（Blackwell）定理．数学的严格证明可参考[3]．

定理2.3（布莱克威尔定理）设μ＝EX1
 是更新过程的平均更新间隔．

（1）如果X1
 不是格点随机变量，则对b>a≥0，当t→∞时，
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（2）如果格点随机变量X1
 有周期d，则当t→∞时，
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　　D．关键更新定理

设h（t）是[a，b）上的函数，如果[image: 0478010092]
 ，则称h（t）在[a，b）上可积，或称h（t）是[a，b）上的可积函数．对于[0，∞）上的可积函数h（s），当M→∞时，有
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设h（t）是[0，∞）上的非负函数．对于a>0，用[image: 0478010093]
 分别表示h（t）在[（n－1）a，na]中的上确界和下确界．如果对a>0，[image: 0478010094]
 且
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则称h（t）直接黎曼可积．

如果能将[0，∞）分成有限段的并，使得h（t）在各段上有界且单调可积，则h（t）直接黎曼可积．直接黎曼可积函数是[0，∞）上的可积函数（参考[3]）．

引进直接黎曼可积的定义是为了介绍下面的关键更新定理（key renewal theorem），这是更新过程中最重要的极限定理之一．

定理2.4（关键更新定理）设μ＝EX1
 <∞是平均更新间隔．如果X1
 不是格点随机变量，则对[0，∞）上的任何直接黎曼可积函数h（s），有
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*
 证明　只对更新密度m′（t）连续有界的情况给出证明（参考练习3.1（2））．设[image: 0478010095]
 从定理2.2和洛必达法则知道m′（t）→μ－1
 ．对于充分大的t，有M>0使得
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于是当t→∞时，得到
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在上式左端令t→∞，然后右端令M→∞，最后令ε→0，知道上式左端趋于0．

一般情况下的证明可参考[3]的§4.2定理3.3．在使用关键更新定理时，验证h（t）在[0，∞）上直接黎曼可积有时是一件麻烦的事情．为了方便以后的应用，再给出下面的推论．

推论2.5　设μ＝EX1
 <∞，X1
 不是格点随机变量，则对[0，∞）上单调不增的非负函数h（t），有
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证明　因为h（s）是单调不增的非负函数，所以它在[0，∞）中可积时，必然直接黎曼可积，这时结论成立．下面对[0，∞）上的积分等于无穷的h（s），验证
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对n≥1，定义
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则有hn
 （s）≤h（s）．hn
 在[0，∞）上单调不增非负可积，于是得到
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令n→∞得到（2.9）．


练　习　3.2

（1）一个系统由r个部件并联而成，各部件独立工作，部件的失效时刻称为系统的更新时刻．如果第i个部件的使用寿命是来自指数总体ε（λi
 ）的随机变量，失效的部件可以在瞬时被更换．证明系统的更新按泊松流发生，并计算该泊松流的强度．

（2）探险家不幸落入漆黑的溶洞，有两条路供随机选择：沿第一条路摸索2小时可以走出溶洞，沿第二条路摸索1小时返回原地．

回到原地后只能再次进行随机选择．用T表示他走出溶洞所用的时间，试用更新间隔和停时描述T，并计算他走出溶洞平均需要的时间．

（3）设{Yi
 |i≥1}独立同分布，且P（Yi
 ＝1）＝p，P（Y＝－1）＝1－p.定义X0
 ＝0，Xn
 ＝Y1
 ＋Y2
 ＋…＋Yn
 .称{Xn
 }是直线上从原点出发的简单随机游动：质点每次向右移动一步的概率是p，向左移动一步的概率是1－p.对于正整数a，用Ta
 表示质点首次到达a的时刻：Ta
 ＝inf{n|n>0，Xn
 ＝a}．

（a）验证Ta
 是{Yi
 |i≥1}的停时；

（b）用瓦尔德定理验证ETa
 <∞的充分必要条件是p>0.5．

（4）在对更新过程{N（t）}进行记录时，每个事件都以概率p被漏记．问记录下来的计数过程是否为更新过程？如果是，求更新间隔的分布和原更新间隔分布之间的关系．

（5）证明：当μ＝∞时，定理2.2的结论也成立．


§3.3　更新方程和分支过程


　　A．卷积及其性质

为了方便地得到更新方程的性质，先学习一点卷积的基本知识．在§1.3A中已经规定用
 表示闭区间[a，b]上的积分．

当自变元在（－∞，0）中变化时，本节所有函数的取值都是0．

设非负随机变量X，Y独立，分别有分布函数F（x），G（x），则U＝X＋Y有分布函数
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人们称F*G（t）为F，G的卷积（convolution）．由于X＋Y＝Y＋X，所以有
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再设Z≥0，有分布函数H，和X，Y独立，则X＋Y＋Z＝U＋Z有分布函数（F*G）*H.利用（X＋Y）＋Z＝X＋（Y＋Z），得到（F*G）*H＝F*（G*H）．于是可以把（F*G）*H写成F*G*H.

现在设h（t）是[0，∞）上的局部有界函数（指在任何有限区间[0，b）上有界的函数），G（t）是[0，∞）上单调不减的右连续函数，也称
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为h，G的卷积．令t＝0时得到h*G（0）＝h（0）G（0），并且有
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所以h*G（t）也是[0，∞）上的局部有界函数．对于另外的[0，∞）上单调不减的右连续函数H，可以定义（h*G）*H（t）．下面证明
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由于只需要对每个固定的t证明（3.3），所以无妨设G，H分别是Y，Z的分布函数，Y，Z独立．这就得到
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另一方面，U＝Y＋Z有分布函数G*H，所以又有
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于是（3.3）成立．

这样也可以把（3.3）中的括号省去，得到
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如果{Xi
 }是独立同分布的非负随机变量序列，有共同的分布函数F（x），则用

[image: 图片]


表示Sn
 ＝X1
 ＋X2
 ＋…＋Xn
 的分布函数时，有
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于是称Fn
 （t）是F的n重卷积．对任何使得i＋j＝n的非负整数i，j，可以看出有公式

[image: 图片]


另外，只要μ＝EX1
 >0，由强大数律得到Sn
 →∞ a.s.，所以对任何t<∞，

[image: 图片]


下面总结卷积的基本性质．

定理3.1　设F（t）是非负随机变量X的分布函数，h（t）是[0，∞）上的局部有界函数，G，H是[0，∞）上单调不减的右连续函数，则对t≥0，有

（1）G*H（t）＝H*G（t）；

（2）h*（G＋H）＝h*G＋h*H；

（3）h*G*H（t）＝（h*G）*H（t）＝h*（G*H）（t）；

（4）[image: 0478010096]
 ；

（5）已知F（t）时，方程h（t）＝h*F（t）只有零解h　0;

（6）m（t）＝F（t）＋m*F（t），其中[image: 0478010097]
 是更新函数（参考（1.14））．

证明　只需要证明（5）和（6）．对于任何取定的t，从卷积的定义知道
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于是反复用h（t）＝h*F（t）得到
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再证明（6），根据单调收敛定理（见§1.5定理5.3），得到
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　　B．更新方程

下面讨论更新方程．仍用{N（t）}表示更新间隔为{Xi
 }的更新过程．设h（t）是已知的局部有界函数，F（t）是更新间隔Xi
 的分布函数．未知函数B（t）满足的方程
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称为更新方程．

定理3.2　更新方程（3.5）有唯一的局部有界解
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其中m（t）＝EN（t）是更新函数．

注意（3.5）的等号右边有未知函数B（t），而（3.6）式等号右边的函数都是已知的．


*
 证明　因为由（3.6）定义的B（t）满足
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所以是局部有界函数．下面验证它满足（3.5）．用m（t）＝F（t）＋m*F（t）得到
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所以由（3.6）定义的B（t）是（3.5）的解．如果B1
 （t）也是（3.5）的局部有界解，则局部有界函数b（t）＝B（t）－B1
 （t）满足
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从定理3.1（5）知道b（t）恒等于0，所以局部有界解是唯一存在的．

下面是定理3.2的应用．


　　C．分支过程

一种生物的个体在寿终时以概率pi
 分裂成i个后代．所有后代独立存活，寿终时又以概率pi
 分裂成i个后代．如果这种生物的寿命是来自总体T的随机变量，我们关心随着时间t的推移，生物总数的平均增长情况．

先考虑一个生物的分裂问题．将这个生物的降生时刻记为零时刻，用X（t）表示t时刻该生物的后代数目．{X（t）}被称为分支过程（branching process）．我们讨论EX（t）的增长速度．用Y表示以{pi
 }为概率分布的随机变量，则每个生物寿终时平均分裂成
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个生物．

例3.1　对于分支过程{X（t）}，设X（0）＝1，用T1
 表示第一个个体的寿命．如果P（T1
 >0）＝1，则有
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证明　用Y1
 表示第一个个体寿终时分裂出的后代数．已知T1
 ＝s>t≥0时，t时只有一个个体，故X（t）＝1．已知T1
 ＝s≤t时，如果在s时刻该个体分裂成了i个个体，则Y1
 ＝i.这i个个体独立生存，并且从s开始计时，经过t－s时间，这i个个体的平均后代数为iEX（t－s）．于是对0<s≤t，用§1.3的结果（8）得到
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用G（y）＝P（Y≤y）表示Y的分布函数．μY
 ＝EY≤1表明每个个体的平均后代数不大于1．这样的生物群体最终一定会消亡（参考§4.7定理7.1），不必讨论．下面讨论μY
 >1的情况．

例3.2　对于分支过程{X（t）}，用M（t）＝EX（t）表示t时单一个体的后代平均数，假设生物的寿命T不是格点随机变量，有分布函数F（x）＝P（T≤x）和数学期望μY
 >1，且F（0）＝0，则有
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其中α是方程
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的唯一解．

证明　首先不难看到
 是α的单调连续函数，φ（0）＝1>1/μY
 ，φ（∞）＝0<1/μY
 ，故（3.8）有唯一解α．

用T1
 表示第一个个体的寿命．利用全概率公式和（3.7）得到
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其中[image: 0478010098]
 在上式两边同时乘以e－αt
 ，得到更新方程
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其中
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是概率分布函数，使得dG（s）＝μY
 e－αs
 dF（s）．从定理3.2得到
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其中[image: 0478010099]
 （s）是更新函数．再利用关键更新定理（见定理2.4）和[image: 0478010100]
 ，得到
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其中
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于是得到
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例3.2表明只要μY
 >1，M（t）＝EX（t）和eαt
 有相同的增长速度，也就是说分支过程的平均增长速度是指数阶的．

禽流感是禽流行性感冒的简称，被国际兽疫局定为甲类传染病．2005年冬至2006年春，许多国家爆发了禽流感．由于我国新疆地处东非至西亚的候鸟迁徙线上，所以禽流感灾情普遍严重．据报道，2006年初为控制疫情的蔓延，在吐鲁番的一个疫点周围的3千米范围内就扑杀家禽5千只；在新源县的某疫点周围3千米范围内扑杀家禽11.8万只．根据前面对分支过程的分析知道，禽流感传播的速度是指数阶的．所以为了有效控制疫情的发展，必须对疫点及其周围的家禽进行扑杀和疫情消毒．


练　习　3.3

（1）设{Xi
 }是相互独立的随机变量，其中{X2j
 }来自非负总体U，{X2j＋1
 }来自非负总体V.设U～F（t），V～G（t）．用{N（t）}表示以{Xi
 }为更新间隔的更新过程．设EU＋EV<∞，计算

[image: 0478010101]
 　　　[image: 0478010102]


（2）设X和X1
 是非负随机变量，{Xj
 |j≥2}相互独立和X同分布，且和X1
 独立．称以{Xj
 }为更新间隔的更新过程{ND
 （t）}为延迟更新过程．对延迟更新过程计算mD
 （t）＝END
 （t），并推导更

新方程

[image: 图片]


其中G（x），F（x）分别是X1
 ，X的分布函数．

（3）已知更新过程的更新间隔是来自总体X的随机变量，X～u（0，b）．观测到更新流S0
 ，S1
 ，…，Sn
 后，计算b的矩估计和最大似然估计．

（4）已知更新过程的更新间隔是来自总体X的随机变量，μ＝EX，σ2
 ＝Var（X）<∞．对于较大的n，观测到更新流S0
 ，S1
 ，…，Sn
 后，在置信度0.95下，计算μ的近似置信区间．


§3.4　开关系统


　　A．开关系统

电冰箱压缩机工作时的耗电量是0.8kW/h，但是压缩机并不是总处于工作状态．冰箱刚开始使用时，压缩机进入工作状态；工作U1
 小时后压缩机进入休息状态，休息V1
 小时后进入工作状态；工作U2
 小时后压缩机进入休息状态，休息V2
 小时后进入工作状态；……；工作Ui
 小时后压缩机进入休息状态，休息Vi
 小时后进入工作状态；……．

如果把冰箱视为一个工作系统，则称Ui
 为系统的第i个开状态时间，称Vi
 为系统的第i个关状态时间．由于系统只有开关两个状态，所以称为开关系统．

系统处于开状态的耗电量为0.8kW时，我们关心这个系统在一周，或一个月中的平均耗电量．如果同时有2000个系统在运行，我们还关心在同一时刻有多少个系统处于开状态．

可以理解，冰箱在运行一段时间后，可以认为压缩机处于开状态的时间{Ui
 }是相互独立的，也可以认为压缩机处于关状态的时间{Vi
 }是相互独立的．为了理论上分析的方便，假设（Ui
 ，Vi
 ）（i＝1，2，…）是来自总体（U，V）的随机向量，或者等价地说（Ui
 ，Vi
 ）（i＝1，2，…）是独立同分布的随机向量，和（U，V）同分布．这时，开状态序列{Ui
 }是来自总体U的随机变量，关状态序列{Vi
 }是来自总体V的随机变量，但是Ui
 和Vi
 不必独立．

用“t时开”表示t时刻压缩机处于开状态．对于很小的t（比如t＝0.01h），t时系统处于开状态的概率P（t）＝P（t时开）很大．但是对于充分大的t，系统处于开状态的概率P（t）与t的关系就不明显了．这就提示我们，当t很大时，P（t）会稳定下来．也就是说当t→∞时，P（t）的极限应当存在．

引入更新间隔Xi
 ＝Ui
 ＋Vi
 （i≥1）．称以{Xi
 }为更新间隔的更新过程{N（t）}为交替更新过程．

在前n次更新中，系统处于开状态的比例是
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再引入X＝U＋V，则{Xi
 }是来自总体X的随机变量．设
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利用强大数律得到
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所以t充分大时，“t时开”的概率P（t时开）会收敛到
 下面我们证明这个结论．

用[image: 0478010103]
 表示U1
 的生存函数，用Fn
 （x）＝P（Sn
 ≤x）表示Sn
 的分布函数，则F（x）＝F1
 （x）．

定理4.1　如果X1
 不是格点随机变量，μU，μV
 是正数，则
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*
 证明　对于t>0，利用{N（t）＝0}＝{X1
 >t}得到

[image: 图片]


对于n≥1和s∈[0，t]，在条件Sn
 ＝s下，Sn＋1
 ＝s＋Xn＋1
 >t发生时，有{t时开}＝{Un＋1
 >t－s}，如下图所示．这表明：对
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s≤t，有
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事件{N（t）＝n}（n＝0，1，…）构成完备事件组．利用全概率公式和§1.3（3.5）得到
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X1
 不是格点随机变量，[image: 0478010104]
 是单调不增函数，积分
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所以当t→∞时，用[image: 0478010105]
 和关键更新定理得到
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最后得到
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对于b>a≥0，为了研究时间段（a，b]中开状态的平均长度，引入
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则
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是[0，t]中开状态时间的长度，
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是（a，b]中开状态时间的长度，EW（a，b]是（a，b]中开状态的平均长度．从（4.3）知道
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是（a，b]中的黎曼可积函数，

定理4.2　如果μU
 ，μV
 是正数，X1
 不是格点随机变量，则
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证明　因为{N（t）}在（a，b]中只有有限次更新，所以U（t）的每条轨迹都是（a，b]中的阶梯函数，只有有限个跳跃点，从而是黎曼可积函数．按黎曼积分的定义，将（a，b]进行n等分，用
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表示等分点，则有


 ，其中


因为ξn
 有界：|ξn
 |≤b－a，所以用有界收敛定理（§1.5定理5.4）得到
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把a，b分别换成a＋t，b＋t，得到
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其中的h（t）有界，
 ，所以再用有界收敛定理得到
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例4.1　设开关系统的平均更新间隔是0.24h，在开状态耗电0.8kW/h，在关状态的耗电忽略不计．

（1）运行了10天的系统在下一周中的平均耗电量是多少？

（2）如果这个系统的μU＝0.03h，μV
 ＝0.21h，系统在下一周中的平均耗电量是多少kW？

解　相对于平均更新间隔0.24h，10天已经足够长了．按照定理4.2，以后的一周中，系统处于开状态的平均时间为
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（1）工作时耗电0.8kW/h，所以一周的平均耗电是
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（2）将μU
 ＝0.03h，μV
 ＝0.21h代入上面的公式，得到一周的平均耗电量为
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例4.2　一个住宅小区有2000台冰箱．设每台冰箱的开关时间分别有数学期望μU
 ＝0.03，μV
 ＝0.21．在时刻t，

（1）计算处于开状态冰箱数ξ的数学期望μ和标准差σ；

（2）在置信度0.95下，计算处于开状态的冰箱数ξ的置信区间．

解　t时任何一台冰箱处于开状态的概率是
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对m＝2000和i＝1，2，…，m，引入
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则ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξm
 相互独立，有共同的数学期望p和方差p（1－p）．

（1）t时处于开状态的冰箱数是ξ＝ξ1
 ＋ξ2
 ＋…＋ξm
 ，要计算的数学期望是
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标准差是
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（2）由中心极限定理知道近似地有
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于是从
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得到ξ的置信度为0.95的置信区间
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也就是说，以0.95的概率保证，t时处于开状态的冰箱数在221和279台之间．

在上面的叙述中，如果把“冰箱”说成“系统”，则得到开关系统的相应结论．


　　B．多个状态的系统

设一个系统有r个工作状态．系统在一开始处于状态1，在状态1工作U11
 时间后进入状态2，在状态2工作U12
 时间后进入状态3，……，在状态r－1工作U1，r－1
 时间后进入状态r，在状态r工作U1r
 时间后完成一次循环，重新进入状态1；在状态1工作U21
 时间后进入状态2，在状态2工作U22
 时间后进入状态3，……，在状态r－1工作U2，r－1
 时间后进入状态r，在状态r工作U2r
 时间后完成一次循环，重新进入状态1；……．

可以看出Uij
 是第i次循环处于状态j的工作时间长度．引入
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认为
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是来自总体X的随机向量．对于j＝1，2，…，r，当j确定后，{Uij
 |i＝1，2，…}是来自总体Uj
 的随机变量．

引入更新间隔
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和以{Xi
 }为更新间隔的更新过程{N（t）}，称{N（t）}为有r个状态的更新过程．这时{Xi
 }是来自总体X＝U1
 ＋U2
 ＋…＋Ur
 的随机变量．

用μi
 ＝EUi
 表示一个循环中系统处于第i个状态的平均长度，有以下的结论．

定理4.3　如果X不是格点随机变量，数学期望μ＝EX∈（0，∞），则
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*
 证明　当j＝1时，把状态1称为开状态，把其余的状态统称为关状态．这相当于在开关系统中
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利用定理4.1得到（4.5）．

当j＝r时，把状态1，2，…，r－1都称为开状态，把状态r称为关状态．这相当于在开关系统中
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利用定理4.1得到（4.5）．

当1<j<r时，对i＝1，2，…，引入
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则Xi
 ＝Ui
 ＋Wi
 ＋Vi
 .将{N（t）}视为有U，W，V三种状态的工作系统，则有

P（t时处于状态U）＋P（t时处于状态W）＋P（t时处于状态V）＝1．

利用刚证完的结果得到
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练　习　3.4

（1）计算机有三种状态：正常工作→带病毒工作→被维修．设正常工作时间是来自总体Y1
 的随机变量，带病毒工作时间是来自总体Y2
 的随机变量，维修时间是来自总体Y3
 的随机变量．对于非格点的Y1
 ＋Y2
 ＋Y3
 和充分大的t，计算t时计算机处于各种状态的概率．

（2）一个系统有r个部件并联而成，只要一个部件工作，系统就可以运行．当系统停止工作后，将所有的部件统一更新，更新部件占用的时间忽略不计．用{N（t）}表示这个更新过程，当所有部件的使用寿命是来自总体ε（λ）的随机变量，计算

（a）更新间隔的密度和平均更新间隔；

（b）[image: 0478010106]


（3）装修一套毛坯房需要m道工序，第i道工序平均需要μi
 天．一个小区有3000套房正在陆续进入装修，装修队来自相互独立的装修公司．估算处于第i道装修工序的房屋在所有装修的房屋中的比例．


§3.5　年龄和剩余寿命

本节利用关键更新定理讨论更新过程中t时服役部件的年龄和剩余寿命的分布．

用非负随机变量X表示交叉路口的信号灯的使用寿命．则t时服役的信号灯的更新时刻为t以前的最后一次更新时刻SN（t）
 ，寿终时刻是t之后的第一次更新时刻SN（t）＋1
 ．仍然称A（t）＝t－SN（t）
 为该信号灯的使用年龄，简称为年龄，称R（t）＝SN（t）＋1
 －t为该信号灯的剩余使用寿命，简称为剩余寿命．

如果X服从参数为λ的指数分布，相应的更新过程就是强度为λ的泊松过程，这时的年龄A（t）和剩余寿命R（t）独立（参考§2.3定理3.1）．由指数分布的无后效性知道R（t）服从参数为λ的指数分布．对于很大的t，A（t）也近似服从参数为λ的指数分布，于是这只信号灯的使用寿命
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随机大于更新间隔X，它的平均使用寿命大约是平均更新间隔的2倍：
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以上结论的推导利用了指数分布的无后效性．严格说来信号灯的使用寿命并不服从指数分布，所以用更新过程来描述它更加合适．由于这时的更新间隔不服从指数分布，所以对于充分小的s，s时服役的信号灯的剩余寿命和t（t>s）时服役的信号灯的剩余寿命的分布应当是不同的．取s＝1小时，t＝500小时就可以理解这一点．由于在公路上使用信号灯的时间已经很久了，这相当于更新过程在很久以前就开始了，所以研究现在服役的信号灯还能工作多长时间，只需要研究t→∞的极限
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同理，要想知道正在服役的信号灯的年龄的分布，只需要研究极限
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下面对于更新间隔为X1
 ，X2
 ，…的更新过程{N（t）}研究年龄和剩余寿命的极限分布．

用F（y）表示更新间隔Xi
 的分布函数：
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用μ＝EXi
 表示Xi
 的数学期望．下面设μ∈（0，∞）．


　　A．年龄A（t）的分布

设一个工作系统的某易损部件有独立同分布的使用寿命X1
 ，X2
 ，…．部件损坏后立即更新．相应的更新过程是{N（t）}．对于固定的y>0，设每个部件的试用期为y，试用期后进入工作期．让我们把试用期称为开状态，把工作期称为关状态．一个部件的使用寿命如果小于y，则只有开状态，没有关状态．

用数学符号表示出来：第i个部件的试用期是Ui
 ＝min（y，Xi
 ），工作期是Vi
 ＝Xi
 －Ui
 .可以看出（Ui
 ，Vi
 ）（i＝1，2，…）是独立同分布的随机向量序列，Xi
 ＝Ui
 ＋Vi
 .对于{N（t）}来讲，t时为开状态的充分必要条件是t时的服役部件的年龄4（t）≤y，即有

{A（t）≤y}＝{t时是开状态}．

根据定理4.1，如果Xi
 不是格点随机变量，则
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因为
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所以有
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也就是说，对于较大的t，年龄A（t）的分布函数可以用
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近似，其中μ＝EXi
 .


　　B．剩余寿命R（t）的分布

如果认为易损部件在寿终前的y小时进入异常状态，并把异常状态称为关状态，把异常状态之前的正常状态称为开状态，则第i个部件的关状态时间长为Vi
 ＝min（y，Xi
 ），开状态时间长为Ui
 ＝Xi
 －Vi
 .

可以看出（Ui
 ，Vi
 ）（i＝1，2，…）也是独立同分布的随机向量序列，Xi
 ＝Ui
 ＋Vi
 .{N（t）}是以{Xi
 }为更新间隔的更新过程．对于{N（t）}来讲，t时是关状态的充分必要条件是t时服役部件的剩余寿命R（t）≤y，即

{R（t）≤y}＝{t时是关状态}．

根据定理4.1，如果Xi
 不是格点随机变量，则
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因为
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所以得到
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也就是说，对于较大的t，剩余寿命R（t）的分布函数也可以用
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近似，其中μ＝EXi



　　C．t时服役部件的寿命分布

t时服役部件的寿命是该部件在t时的年龄和剩余寿命之和：

[image: 图片]


对于确定的y>0，为了得到XN（t）＋1
 的极限分布，利用示性函数I[.]定义

[image: 图片]


由此可以看出（Ui
 ，Vi
 ）（i＝1，2，…）是独立同分布的随机向量．利用I[Xi
 >y]＋I[Xi
 ≤y]＝1，得到Xi
 ＝Ui
 ＋Vi
 .用{N（t）}表示以{Ui
 }为开状态，以{Vi
 }为关状态的开关系统．对于更新过程{N（t）}来讲，一个部件的使用寿命≤y时，这个部件就一直处于关状态，否则一直处于开状态．于是服役部件在t时处于关状态的充分必要条件是其使用寿命XN（t）＋1
 ≤y，即

{XN（t）＋1
 ≤y}＝{t是关状态}．

根据定理4.1，如果Xi
 不是格点随机变量，则
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现在的
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所以得到
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也就是说，对于较大的t，t时服役部件的使用寿命可以用
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近似，其中μ＝EXi
 .


　　D．SN（t）
 的分布函数

SN（t）
 是t之前的最后一次更新时刻．下面推导SN（t）
 的分布函数．

利用S0
 ＝0，{N（t）＝n}＝{Sn
 ≤t，Sn＋1
 >t}，对x∈[0，t]得到
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再由此得到A（t）的生存函数
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其中
 表示区间[a，b）上的积分．我们把本节的结论总结在下面的定理中．

定理5.1　设{Xi
 }是更新过程{N（t）}的更新间隔，m（t）＝EN（t）是更新函数，[image: 0478010107]
 则

（1）SN（t）
 有分布函数
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（2）A（t）有生存函数
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（3）当X1
 不是格点随机变量，有
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从定理5.1（1）得到
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这说明SN（t）
 不是连续型随机变量．

另外，关于x微分时，从（1）得到
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注意SN（t）
 ＝0表示（0，t]中没有更新发生，所以F（x）连续时，
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对于开关系统，在条件SN（t）
 ＝0下，U1
 >t表示系统的第一次开状态还没有结束，所以F（x）连续时，
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下面为解例5.1做点准备．用NY
 （t）表示以{Yi
 }为更新间隔的更新过程，对于更新时刻ξn
 ＝Y1
 ＋Y2
 ＋…＋Yn
 和n≥1，t≥0，从（1.2）得到
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例5.1　甲一开始为自己的手机充值b元，并决定只要发现手机余额少于a元就立即充值到b元，以此类推．假设他的通话间隔是独立同分布的随机变量{Xi
 }，每次的通话费是独立同分布的随机变量{Yi
 }，与{Xi
 }独立．将通话时间忽略不记时，对于充分大的t，估算t时手机中至少有x元余额的概率p.

解　用ξn
 ＝Y1
 ＋Y2
 ＋…＋Yn
 表示前n次通话的总消费．设第Na
 次通话后的余额首次少于a元，则有
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于是得到
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把每次充值视为一次更新，第一个更新间隔为
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对x≥a，将上面的a换成x，就知道第Nx
 ＝NY
 （b－x）＋1次通话后余额首次少于x元，并且
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是余额首次少于x元的时间．将余额大于x元的时间段[0，U1
 ）称为开状态，少于等于x元的时间段称为关状态，则有
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Na
 ，Nx
 由{Yi
 }决定，与{Xi
 }独立．用瓦尔德定理（见§3.2定理2.1）得到

[image: 图片]


其中的mG
 （t）＝ENY（t）是NY（t）的更新函数．代入（5.5）得到

[image: 图片]



练　习　3.5

（1）对于更新过程的年龄A（t）和剩余寿命R（t），回答以下问题：

（a）P（R（t）>x）＝P（A（　　）>）；

（b）当μ＝EX<∞，证明t→∞时，XN（t）＋1
 /t→0 a.S.

（2）对于更新过程的年龄A（t）和剩余寿命R（t），回答以下问题：

（a）A（t）<x表示在“　　　　　　”中有事件发生；

（b）R（t）>x表示在“　　　　　　”中没有事件发生．

（3）对于x≥0，y≥0，推导公式
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（4）证明更新过程是泊松过程的充分必要条件是剩余寿命R（t）与更新间隔X同分布．


§3.6　年龄，剩余寿命和更新间隔的比较

设来自非负总体X的随机变量{Xi
 }是更新过程{N（t）}的更新间隔．为了比较年龄和更新间隔，需要引入随机大、小的概念．

定义6.1　称随机变量X随机小于随机变量Y，如果对于一切s，P（X≤s）≥P（Y≤s）．

X随机小于Y，指对于任何s，事件{X≤s}发生的概率大于等于{Y≤s}发生的概率．容易理解，当X≤Y时，X随机小于Y.但是X随机小于Y时，X≤Y不必成立．

当X随机小于Y时，也称Y随机大于X.于是，Y随机大于X的充分必要条件是对于一切s，P（Y>s）≥P（X>s）．

例6.1　如果非负随机变量X随机小于Y，则Y是非负随机变量，并且有
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证明　设X，Y分别有生存函数[image: 0478010108]
 P（Y>s），则对任何s，[image: 0478010109]
 ．于是有
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所以Y是非负随机变量，并且有
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　　A．A（t），R（t）和更新间隔的比较

在更新过程中，容易猜想A（t）和R（t）都可能随机小于更新间隔Xi
 .当更新间隔服从泊松分布时，确实如此（参考§2.3）．但是对于更新过程上述结论并不一定成立．看下面的例子．

例6.2　设{Xi
 }独立同分布，共同的密度函数是
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这是1个自由度的卡方分布的密度，容易验证μ＝EX1
 ＝1．用η表示以

[image: 图片]


为分布函数的随机变量．利用洛必达法则得到

[image: 图片]


所以对于充分小的正数x0
 ，F（x0
 ）>FA
 （x0
 ）．利用

[image: 图片]


知道，当t充分大，有

[image: 图片]


所以A（t）并不随机小于X1
 ．

类似的可以举例说明对于充分大的t，R（t）也不必随机小于更新间隔X1
 .


　　B．XN（t）＋1
 随机大于更新间隔

对于泊松过程，t时的年龄A（t）是非负随机变量，t时的剩余寿命R（t）和更新间隔{Xi
 }同分布，所以t时服役部件的工作寿命XN（t）＋1
 ＝A（t）＋R（t）随机大于更新间隔．下面对更新过程证明此性质．

首先从定理5.1（1）和SN（t）
 ≤t得到
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用{Xi
 }表示更新间隔，引人

[image: 图片]


则（Ui
 ，Vi
 ）（i＝1，2，…）是独立同分布的随机向量序列，使得Xi
 ＝Ui
 ＋Vi
 .这时，{N（t）}又是以{Ui
 }为开状态，以{Vi
 }为关状态的开关系统．对于更新过程{N（t）}来讲，一个服役部件的使用寿命大于x时，这个部件就一直处于开状态，否则一直处于关状态．于是t时服役的部件在t时处于开状态的充分必要条件是其使用寿命XN（t）＋1
 >x，即

{XN（t）＋1
 >x}＝{t是开状态}．

U1
 的生存函数[image: 0478010110]
 满足

[image: 图片]


利用（4.3），（6.3）和（6.1）得到
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这就证明了XN（t）＋1
 随机大于更新间隔Xi
 .于是我们对XN（t）＋1
 的期望也大于对Xi
 的期望，即EXN（t）＋1
 ≥EXi
 .

造成以上结果的原因在泊松过程的讨论中已经解释，不再赘述．


　　C．EA（t），ER（t）和EXN（t）＋1
 的极限

下面证明

[image: 图片]


引入符号aVb＝max（a，b），则U＝XI[X>x]有生存函数

[image: 图片]


从（4.3）得到
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引入t的单调不增非负函数
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利用计算数学期望的公式§1.3C（2），得到
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当t→∞时，用μ＝EX1
 <∞得到
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如果X不是格点的，则用关键更新定理（推论2.5）得到
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所以当μ<∞时，（6，4）成立．

定理6.1　设{Xi
 }是更新过程{N（t）}的更新间隔，μ＝EX1
 ∈（0，∞）．如果X1
 不是格点随机变量，则有以下结论：

（1）[image: 0478010111]
 ；

（2）[image: 0478010112]
 ；

（3）[image: 0478010113]
 ；

（4）[image: 0478010114]


在上面的结论中，如果[image: 0478010115]
 ，则等式两边都是正无穷．

证明　可以用证明（1）的方法证明（2）和（3），不再赘述．下面证明（4），利用R（t）＝SN（t）＋1
 －t和例2.2（2）得到
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于是用结论（3）得到
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在更新过程中，如果更新间隔Xi
 的方差σ2
 ＝Var（X1
 ）>μ2
 ，

则有
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于是对于充分大的t，有

[image: 图片]


也就是说t时服役部件的平均年龄或平均剩余寿命，都有可能大于同类备用部件的平均寿命μ．

在工程技术中，威布尔分布经常用来描述系统部件的使用寿命．对Y～ε（1），和正的常数α，m，可以计算出X＝（αY）1/m
 的密度函数

[image: 图片]


这时称X服从参数为m，α的威布尔分布，记做X～W（m，α）．

例6.3　如果更新间隔X服从参数为m＝0.9，α＝6的威布尔分布，则对充分大的t，EA（t）>μ，ER（t）>μ．

证明　可以直接计算出：
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对于m＝0.9，α＝6，密度函数f（x）见图3.6.1．可以计算出
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这说明同类备用部件的平均寿命约为7.7天时，当t充分大，t时服役部件的平均使用年龄可以达到8.6天，平均剩余寿命也可以达到8.6天，t时服役部件的平均寿命可以达到8.6×2＝17.2天．

[image: 图片]


图3.6.1　威布尔分布W（0.9，6）的密度函数


练　习　3.6

（1）仓库一开始存有b个备件，一旦发现备件少于a个后马上备足b个．假设车间对备件的需求按非格点更新流发生，第i次的需求量为Yi
 ，{Yi
 }独立同分布．对于充分大的t，计算仓库t时的备件数大于等于x的概率．

（2）设非负非格点随机变量X有数学期望μ和分布函数F（x），Y有分布函数
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证明X随机小于Y．

（3）设非负随机变量X有数学期望μ和分布函数F（x），Y有分布函数

[image: 图片]


若X在（0，b）上均匀分布，证明X随机大于Y．

（4）对Y～ε（1）及正常数α，m，计算X＝（αY）1/m
 的密度函数．



*
 §3.7　延迟更新过程


　　A．平衡更新过程

在实际问题中，对于更新过程{N（t）}的记录或观测有时不是从t＝0开始的．如果在t0
 时刻开始观测更新过程{N（t）}，等待第一个更新的时刻为原更新过程{N（t）}的剩余寿命R（t0
 ），第一个更新间隔结束后，从第二个更新间隔开始，更新过程的更新间隔和原来的更新间隔同分布．

如果更新过程在很久以前就开始了，从t0
 开始记录的更新过程的第一个更新间隔X1
 ＝R（t0
 ）的分布函数近似等于（参考定理5.1（3））

[image: 图片]


如果更新过程已经有无穷长的历史，则在时刻t重新记录的更新过程的第一个更新间隔X1
 有分布函数（7.1），其余的更新间隔{Xj
 |j≥2}仍然是来自总体X的随机变量．

定义7.1　设X和X1
 是非负随机变量，分布函数分别是F（x）和由（7.1）定义的Fe
 （x）．如果{Xj
 |j≥2}是来自总体X的随机变量，和X1
 独立，则称以{Xj
 |j≥1}为更新间隔的更新过程

[image: 图片]


为平衡更新过程（equilibrium renewal process），称Xj
 为第j个更新间隔，称

[image: 图片]


为第j个更新时刻．

容易理解，对于充分大的t，从t开始记录的更新过程可以用一个平衡更新过程进行近似描述．

对于平衡更新过程也可以定义时刻t的剩余寿命Re
 （t）．由于平衡更新过程是有无穷长历史的更新过程，所以对于t≥0，t时的剩余寿命Re
 （t）应当有分布函数Fe
 （x）（参考定理5.1），此外，Ne
 （t＋s）－Ne
 （t）是具有无穷长历史的更新过程在区间（t，t＋s]中的更新次数，应当与t无关，所以平衡更新过程应当具有平稳增量性．下面的定理肯定了上述性质（略去证明）．

定理7.1　平衡更新过程{Ne
 （t）}是平稳增量过程，对于t≥0，剩余寿命Re
 （t）和X1
 有相同的分布函数Fe
 （x）．

例7.1　强度为λ的泊松过程是平衡更新过程．

证明　泊松过程的更新间隔X服从指数分布．由指数分布的无后效性知道剩余寿命R（t）和X同分布，于是X1
 ～Fe
 （x）＝F（x）．

具有平稳增量的计数过程又称为平稳点过程．平衡更新过程是平稳点过程．


　　B．延迟更新过程

实际问题中的更新过程只有有限历史．如果在t0
 时刻开始记录一个更新过程，等待第一个更新的时刻为原始更新过程的剩余寿命R（t0
 ），这个更新间隔结束后，更新过程的更新间隔回到原来的更新间隔．人们把从t0
 开始观测的更新过程称为延迟更新过程（delayed renewal process）．延迟更新过程的一般定义如下：

定义7.2　设X和X1
 是非负随机变量，{Xj
 |j≥2}是来自总体X的随机变量，X1
 和总体X独立．称以{Xj
 }为更新间隔的更新过程

[image: 图片]


为延迟更新过程，称Xj
 为第j个更新间隔，称

[image: 图片]


为第j个更新时刻．

容易理解，如果X1
 也和X同分布，则ND
 （t）简化成更新过程．当X有分布函数F（x），X1
 的分布函数是Fe
 （x），则ND
 （t）是平衡更新过程．

设G（x）＝P（X1
 ≤x），F（x）＝P（X≤x）．用mD（t）＝END
 （t）表示延迟更新过程的更新函数，用F0
 表示常数0的分布函数，则

有

[image: 图片]


对于延迟更新过程，也可以定义t时刻的年龄AD
 （t）和剩余寿命RD
 （t）如下：

[image: 图片]


引入XD
 （t）＝AD
 （t）＋RD
 （t），则XD
 （t）是t时服役部件的寿命．

因为P（X1
 <∞）＝1，所以当时间充分长后，延迟更新过程的轨迹和以X为更新间隔的更新过程有相似的行为．于是延迟更新过程和更新过程服从相同的极限定理，仅叙述如下（证明可参考[3]）：

定理7.2　设总体X有分布函数F（x），数学期望μ＝EX，X1
 有分布函数G（x）．以下结果成立：

（1）更新函数[image: 0478010116]
 是更新方程

[image: 图片]


的唯一局部有界解；

（2）如果σ2
 ＝Var（X）<∞，则有中心极限定理

[image: 图片]


其中Φ（x）是N（0，1）的分布函数；

（3）当t→∞时，


（4）当t→∞时，


（5）当X不是格点随机变量，t→∞时，

[image: 图片]


（6）设X和X1
 是有相同周期d的格点随机变量，则

[image: 图片]


（7）设X不是格点随机变量，μ<∞，h（x）直接黎曼可积，则

[image: 图片]


（8）对


（9）对


（10）设X不是格点随机变量，则有

[image: 图片]


（11）设X不是格点随机变量，EX1
 <∞，σ2
 ＝Var（X）<∞，则有

[image: 图片]


例7.2　气象卫星利用二进制数据把搜集的气象资料传回地面气象站．根据历史资料知道气象站将以概率p接收到信号1，以概率q＝1－p接收到信号0．接收的信号构成一个0－1序列：Y1
 ，Y2
 ，…．气象专家关心接收信号中字串01011出现的频率f0
 ．试在独立同分布的假设下计算f0
 ．

解　根据题意，{Yi
 }是独立同分布的随机变量，服从两点分布P（Yi
 ＝1）＝p，P（Yi
 ＝0）＝q.每当字串01011结束时，认为有一个更新发生．例如接收信号是下图的第一行时（第二行是序号），更新
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在S1
 ＝9，S2
 ＝14，S3
 ＝28处发生，更新间隔是X1
 ＝S1
 ＝9，X2
 ＝S2
 －S1
 ＝5，X3
 ＝S3
 －S2
 ＝14．用N（n）表示前n个信号中的更新次数，用[t]表示t的整数部分，则

[image: 图片]


是一个延迟更新过程，且f0
 ＝1/EX2
 ．更新在t＝n处发生的充分必要条件是

[image: 图片]


于是

[image: 图片]


X1
 ，X2
 都是周期为1的格点随机变量．根据定理7.2的（6），

[image: 图片]


于是对于字串01011的平均等待时间为EX2
 ＝1/（p3
 q2
 ），字串01011出现的频率

[image: 图片]


例7.3　如果Y1
 ，Y2
 ，…是来自总体Y的随机变量，

[image: 图片]


则Y1
 ，Y2
 ，…的轨迹（或观测）是以y1
 ，y2
 ，…为元素的无穷序列．当关心字串y1
 y2
 …yr
 出现的频率时，仍然认为在字串y1
 y2
 …yr
 结束时有一个更新发生．

用N（n）表示前n个信号中的更新次数，用[t]表示t的整数部分，则{N（t）}＝{N（[t]），t≥0}是延迟更新过程．更新在t＝n处发生的充分必要条件是Yn
 ＝yr
 ，其中

[image: 图片]


于是

[image: 图片]


更新间隔X1
 ，X2
 都是周期为1的格点随机变量．根据定理7.2（6），

[image: 图片]


于是得到平均等待间隔EX2
 ＝1/（p1
 p2
 …pr
 ），字串y1
 y2
 …yr
 出现的频率f0
 ＝p1
 p2
 …pr
 .

完全类似地可以得到对字串yj1
 yj2
 …yjr
 的平均等待时间为

[image: 图片]


于是字串yj1
 yj2
 …yjr
 出现的频率是f0
 ＝pj1
 pj2
 …pjr
 .


　　C．延迟开关系统

设{N（t）}是以{Xj
 }为更新间隔的延迟更新过程，更新时刻[image: 0478010117]
 ．又设（Ui
 ，Vi
 ）（i＝2，3，…）是来自总体（U，V）的随机变量，使得

[image: 图片]


对于j≥1，当t∈[Sj
 ，Sj
 ＋Uj＋1
 ）时，称t时系统处于开状态；当t∈[Sj
 ＋Uj＋1
 ，Sj＋1
 ）时，称t时系统处于关状态．则得到了一个有延迟的开关系统，简称为延迟开关系统．

因为P（X1
 <∞）＝1，所以随着t增大，系统的初始状态对于t及其以后的影响逐步耗尽．因而对t→∞，就更新过程的每一条轨迹来讲，延迟开关系统应当和§3.4中的开关系统是一样的，因而有如下的结论：

定理7.3　对于μU＝EU<∞，μV
 ＝EV<∞，如果X＝U＋V不是格点随机变量，则

[image: 图片]


例7.4　一部电话是一个开关系统，占线时为关状态，空闲时为开状态．一个信息咨询台的m部电话相互独立地工作着，每部电话是一个分系统．第k部电话的开状态有数学期望μk
 ，关状态有数学期望λk
 .当所有电话都占线时称咨询台处于关状态，否则称为开状态时，咨询台构成了一个延迟开关系统．对于充分大的t，计算t是关状态的概率．

解　本问题中，所有的更新间隔都是非格点随机变量．用Vj
 （t）表示第j部电话在t时处于关状态，利用定理7.3得到

[image: 图片]


对于咨询台来讲，当t充分大后，有

[image: 图片]


在本问题中，子系统的并联构成了总系统．如果把[image: 0478010118]
 （t时开）称为稳定状态下总系统的可靠度，则

[image: 图片]


说明一个简单事实：在并联系统中，子系统越多总系统就越可靠．



*
 §3.8　有偿更新过程

在许多实际问题中，每次更新都伴随着费用的发生．例如，每次挂断手机都有话费发生；每个顾客离开商场的付款台都增加了商场的营业额；每个部件的更新都消耗了新部件的费用．

用{N（t）}表示以{Xj
 }为更新间隔的更新过程，如果在第j个更新间隔Xj
 结束时有更新费用Yj
 发生，则在[0，t]中发生的总费用是

[image: 图片]


人们称{M（t）|t≥0}为有偿更新过程（reward renewal process）．

以下假设（Xj
 ，Yj
 ）（j＝1，2，…）是来自总体（X，Y）的随机向量，

[image: 图片]


是[0，t]中的平均费用．由于第一个更新间隔的费用对于M（t）/t的影响随着t的增加逐步耗尽，而每个更新间隔的平均费用是

[image: 图片]


所以应当有
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于是对于充分大的t，时间段（t，t＋a]中的平均费用应当是

[image: 图片]


下面证明这些结论．

定理8.1　对于有偿更新过程{N（t）}，设μX＝EX<∞，μY
 ＝EY<∞，a是正常数，则

（1）[image: 0478010119]


（2）[image: 0478010120]


（3）当X不是格点随机变量时，有

[image: 图片]


证明　利用[image: 0478010121]
 和

[image: 图片]


得到

[image: 图片]


这就证明了（1）．

为了方便，只对{Yj
 }与{Xj
 }独立的情况证明结论（2）和（3）．因为更新过程{N（t）}由更新间隔{Xj
 }决定，与{Yi
 }独立，所以利用瓦尔德定理（见定理2.1）得到

[image: 图片]


两边除以t后，用定理2.2得到结论

[image: 图片]


利用（8.2）得到

[image: 图片]


其中m（t）＝EN（t）是更新函数．最后用定理2.3得到结论（3）．

定理8.1中的更新费用是在每次更新时发生的，实际上费用也可以在每个更新间隔中逐步发生．这时Yj
 是第j个更新间隔中的费用之和，可以证明这时定理8.1仍然成立．另外，容易理解定理8.1中的更新过程也可以换成延迟的更新过程，但是需要EX1
 ，EY1
 有限．

推论8.2　对于§3.7C中的延迟开关系统，当μU＋μV
 <∞时，

[image: 图片]


证明　用U（t）表示[0，t]内的开状态时间长度，则关于有偿更新过程[image: 0478010122]
 有关系式

[image: 图片]


因为当t→∞时，

[image: 图片]


所以结论成立．

例8.1　在北京市区丢失自行车是司空见惯的事情．一位职工每天骑自行车上下班，自行车丢失或损坏后马上用Y元购一辆新车继续使用．设他靠骑车每周能节省Z元公交车费．

（1）他平均多长时间更新一辆自行车才能保证骑车比乘车更省钱．

（2）如果自行车的平均单价是180元，每周的平均乘车费是15元，平均每年更新一辆自行车，他每周平均能节省多少元？

解　设（Xj
 ，Yj
 ，Zj
 ）（j＝1，2，…）是来自总体（X，Y，Z）的随机向量，其中{Xj
 }表示自行车的更新间隔，单位是周；Yj
 是第j次更新自行车的费用，单位是元；Zj
 是第j周的乘车费，单位是元．用{N（t）}表示以{Xj
 }为更新间隔的更新过程．[0，t]周内购车的费用是
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[0，t]周内的乘车费
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于是[0，t]内骑车节省费用Z（t）－M（t），每周节省的费用是
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（1）根据问题的背景知道所有随机变量的数学期望都存在．在不等式
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的各项除以t后，利用强大数律得到
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再利用定理8.1得到该职工每周平均节省
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于是，当只有当EZ>EY/EX时才能够省钱．

（2）当EY＝180元，EZ＝15元，EX＝365/7周时，有
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每周平均节省11.55元．

注　2007年元月1日，北京市取消公交车的月票制度，同时大幅度下调了公交车的车费．但是在此之前乘公交车的费用是较高的．

例8.2　设波音737飞机的使用寿命为T年，购置费为a元．飞机在服役期间每年创造利润b元．如果在使用中飞机损坏，除了需要购置新飞机，还要承担额外损失c元．为保险起见，航空公司决定飞机使用s年后就放弃不用，购置新的波音737．长期实施以上策略时，一架飞机每年平均贡献多少利润？

解　我们用有偿更新过程解决这个问题．设第n架飞机的使用寿命为Tn
 年，则这架飞机的实际使用年限为
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放弃第n架飞机时的获利为
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用示性函数写出来就是
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当T1
 ，T2
 ，…是来自总体T的随机变量时，（Xj
 ，Yj
 ）就是独立同分布的随机向量．用{N（t）}表示以{Xj
 }为更新间隔的更新过程，则在时间段[0，t]中的获利为

[image: 图片]


其中A（t）＝t－SN（t）
 ≤s.于是很长时间以后，一架飞机每年平均贡献的利润为
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用G（x）＝P（T≤x）表示T的分布函数时，有
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于是一架飞机平均每年贡献的利润为

[image: 图片]


要想得到最大利润，只要取s为h（s）的最大值点即可．


习　题　三

3.1　乘客按照更新流S1
 ，S2
 ，…到达长途汽车站，假设每次到达一人．只要凑够45人就发一辆车，将乘客全部运走．计算每个乘客的平均候车时间．

3.2　设更新过程{N（t）}的更新间隔有离散分布P（Xn
 ＝1）＝P（Xn
 ＝2）＝0.5，对于k＝1，2，3，计算pj
 ＝P（N（k）＝j）．

3.3　设事件A发生的概率是p.在独立重复试验中的，如果第n次试验时A发生，则称n是一个更新时刻，并称任何两次更新之间的试验次数为更新间隔．例如试验结果[image: 0478010123]
 …的更新间隔依次是4，2，1，3…．用f（n）
 表示第n次试验时更新首次发生的概率，

（a）计算f（n）
 ；

（b）用f（n）
 表示出A最终发生的概率．f*
 ；

（c）用Z表示第j个更新间隔的长度，计算EZ

（d）用Sr
 表示第r个更新的发生时刻，计算


（e）对r＝i＋j，i，j≥1，推导公式


3.4　设T1
 ，T2
 ，…独立同分布，都服从二项分布B（n，p），且与更新过程{N（t）}独立．将{N（t）}的第i个更新间隔扩大Ti
 倍后，是否得到新的更新过程？如果是，计算新的更新间隔的分布函数．

3.5　设更新过程{N（t）}的更新间隔有密度函数．f（t）>0，是否能找到来自总体T的随机变量{Ti
 }，使得将{N（t）}的第i个更新间隔扩大Ti
 倍后，得到强度为λ的泊松过程．

3.6　如果p＝P（X＝∞）>0，则称X是广义随机变量．设X是广义随机变量，当更新过程{N（t）}的更新间隔{Xn
 }是来自总体X的随机变量时，用[image: 0478010124]
 表示[0，∞）中的更新次数．计算η的概率分布和数学期望．

3.7　对于泊松过程验证定理1.2（2）成立．

3.8　设更新过程{N（t）}的更新间隔是来自总体X的随机变量．

（a）当X～B（5，p）时，计算P（N（t）＝k）；

（b）当X～p（λ）时，计算P（N（t）＝k）．

3.9　设更新过程{N（t）}的更新间隔是{Xn
 }，i1
 ，i2
 ，…，in
 是1，2，…，n的一个全排列．对于n≥2，证明

（a）在条件N（t）＝n下，（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）和（Xi1
 ，Xi2
 ，…，Xin
 ）同分布；

（b）E（X1
 ＋X2
 ＋…＋XN（t）
 |N（t）＝n）＝nE（X1
 |N（t）＝n）；

（c）


3.10　在工作时间内，校长办公室的每部电话是一个开关系统．在关状态下电话占线，无法接通．设开状态的平均时间为20分钟，关状态的平均时间是3分钟．假设每台电话独立工作，一共有6部电话，估算上午10:30时恰有5部电话占线的概率．

3.11　眨眼使泪水均匀地涂在角膜和结膜表面，以保持眼球润湿而不干燥．但是眨眼经常给照相带来麻烦．照相时如果每个人平均22秒眨眼一次，眨眼的时间为0.1秒，100个人照相时，计算至少有一个人眨眼的概率．为了以0.95的概率保证相片中没有人眨眼，至少应当重复拍摄几次．

3.12　已知甲虫横穿公路需要3分钟，汽车流构成更新流，平均5分钟一辆通过该公路．忽略汽车的长度．

（a）更新间隔服从指数分布时，计算甲虫被撞的概率；

（b）更新间隔服从均匀分布时，计算甲虫被撞的概率；

（c）更新间隔是常数时，计算甲虫被撞的概率．

3.13　更新过程的更新间隔服从Γ（k，λ）分布，密度函数是
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对于充分大的t，估算剩余寿命的密度．

3.14　假设所用的手机失手落地N次后就更换新手机．设手机落地的事件按强度为λ的泊松流发生．

（a）当N＝9时，计算手机更新间隔的分布和数学期望，并对手机的剩余寿命证明[image: 0478010125]
 ；

（b）当N服从参数为p的几何分布时，计算手机更新间隔的分布和数学期望，给出剩余寿命R（t）的分布．

3.15　对于更新过程的年龄A（t）和剩余寿命R（t），计算
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3.16　在有偿更新过程中，当{N（t）}的更新间隔不是格点随机变量，且数学期望有限时，以下结论是否成立？
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简要叙述成立或不成立的理由，再证明你的结果．

3.17　对于更新过程的年龄A（t），剩余寿命R（t）和XN（t）＋1
 ＝A（t）＋R（t），计算
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3.18　自行车的使用寿命有分布函数F（t），当自行车摔坏或使用了三年就换新车．假设一辆旧车可以卖80元，摔坏的车只能卖10元，购买一辆新车用η元．计算自行车每年的平均费用．

3.19　乘客按照平均更新间隔为μ分钟的更新流到达渡口，每次到达一位乘客．当有N个人候船时就开出一艘船，假设每开出一艘船渡口有收益m元，有n个人在渡口候船时，每分钟还有收益nc元．计算该渡口每分钟的平均收益．

3.20　出租车加满油后可以运营X小时，然后再加满油，再运营……．如果每次加油的费用是Y元，计算每小时的平均油费．

3.21　乘客按照每分钟λ个人的泊松流到达渡口，每次到达一位乘客．有n个人在渡口候船时，每分钟渡口有收益nc元．现在渡口每T分钟发一艘船．计算该渡口在单位时间内的平均收益．

3.22　产品在生产线上依次经过12道工序，第i道工序的加工时间是来自总体Ti
 的随机变量．每道工序需要加工的时间是相互独立的．对于充分大的t，计算t时一件产品正处于第i道工序的概率．

3.23　试验结果A出现的概率是0.5，在独立重复试验中，计算

（a）等待结果[image: 0478010126]
 出现的平均试验次数；

（b）结果[image: 0478010127]
 和[image: 0478010128]
 中，谁出现的频率更高．

3.24　一个系统由n个相互独立工作的部件并联构成．每个部件本身是开关系统，第i个部件的开关时间是来自总体（Ui
 ，Vi
 ）的随机变量．系统处于开状态当且仅当至少有一个部件处于开状态．假设每个部件的开关时间Ui
 ，Vi
 相互独立，并且Ui
 ～ε（λi
 ），Vi
 ～ε（μi
 ）．

（a）说明系统是一个延迟更新过程；

（b）给出系统关状态时间的概率分布．

以下假设t已经充分大，那么

（c）对于第i个部件给出P（t时开）；

（d）对于系统给出P（t时关）；

（e）对于系统给出E[关状态区间长]；

（f）对于系统给出E[更新间隔长]；

（g）对于系统给出E[开状态区间长]．


第四章　离散时间马尔可夫链

马尔可夫过程作为最重要的随机过程，在计算数学、金融经济、生物、化学、管理科学乃至人文科学中都有广泛的应用．马尔可夫链是马尔可夫过程的特例，从它的学习中可以窥视马尔可夫过程的丰富内容．

本章中的所有随机变量都定义在相同的概率空间上．设{Xn
 }＝{Xn
 |n＝0，1，…}是随机序列，如果每个Xn
 都在S中取值，则称S是{Xn
 }的状态空间，称S中的元素为状态．当S中只有有限个或可列个状态时，可以将S中的状态进行编号，得到由整数构成的号码集合I.为表达方便，以后用状态的编号表示该状态．于是I成为{Xn
 }的状态空间．

本章总设{Xn
 }的状态空间是I，并且用i，j，k，i0
 ，i1
 ，…等表示I中的状态．以后只对状态空间I＝{1，2，…，}进行叙述，但是所有的叙述和结论对于一般的有限或可列集合I也是成立的．


§4.1　马氏链及其转移概率

设全国的城镇有编号1，2，…，N或1，2，…．设想旅行家MC要走访全国的大中小城镇．对于任何的i，j，他到达城镇i后，停留一周，然后以概率pij
 向城镇j转移（忽略路程时间）．注意，这里不考虑他是第几次到达城镇i，也不考虑经过几次转移到达的城镇i.如果他是从城镇i出发的，时间充分长后的某一周，他恰在城镇j的概率是多少呢？如果某些城镇之间没有直接的通路，他是否能够走遍所有的城镇呢？这些都是本章要讨论的问题．

为了回答上面的问题，让我们用X0
 表示他出发的城镇，用Xn
 表示他第n次转移到达的城镇，则得到一个在I中取值的随机序列{Xn
 }．根据问题的背景得到
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（1.1）表明，无论MC是如何转移到城镇i的，也无论他是何时到达城镇i的，已知到达城镇i后，下一次以概率pij
 转移到城镇j.

定义1.1　如果对任何正整数n和I中的i，j，i0
 ，i1
 ，…，in－1
 ，随机序列{Xn
 }满足（1.1），则称{Xn
 }为时齐的马尔可夫链，简称为马氏链．这时称
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为马氏链{Xn
 }的转移概率，称矩阵
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为马氏链{Xn
 }的一步转移概率矩阵，简称为转移矩阵．

由于{X1
 ＝j}（j∈I）是完备事件组，所以得到
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于是转移矩阵P的各行之和等于1．人们也称这样的矩阵为随机矩阵．

对马氏链的直观理解是：已知现在B＝{Xn
 ＝i}，将来A＝{Xn＋1
 ＝j}与过去C＝{Xn－1
 ＝in－1
 ，…，X0
 ＝i0
 }独立．人们习惯地称这种性质为马氏性．为了进一步理解马氏性，需要下面的定理．

定理1.1　对于事件A，B，C，当P（AB）＞0，条件
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与条件
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等价．

证明　引进条件概率PB
 （·）＝P（.|B），从§1.1概率P的基本性质（7）知道（1.4）和（1.5）分别等价于

PB
 （C|A）＝PB
 （C）　和　PB
 （AC）＝PB
 （A）PB
 （C）．

这两个公式都表示对概率PB
 来讲，A和C独立，所以（1.4）和（1.5）是等价的．

根据定理1.1，P（C |BA）＝P（C|B）等价于已知B发生时，C和A独立．于是，{Xn
 }有马氏性的充分必要条件是对任何n≥1，已知现在B＝{Xn
 ＝i}，将来C＝{Xn＋1
 ＝j}与过去A＝{Xn－1
 ＝in－1
 ，…，X0
 ＝i0
 }独立．

为进一步理解马氏链的含义，请看下面的例子．

例1.1（简单随机游动）设想一个质点在直线的整数点上作简单随机游动：质点一旦到达某状态后，下次向右移动一步的概率是p，向左移动一步的概率是q＝1－p，pq＞0．现在用X0
 表示质点的初始状态，用Xn
 表示质点在时刻n的状态，则{Xn
 }是马氏链，

并且
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例1.2（两端是吸收壁的简单随机游动）设质点在状态{1，2，…，n－1}中按例1.1中的规律作简单随机游动，但是质点一旦到达状态n或状态0后将永远停留在n或0．用X0
 表示质点的初始状态，用Xn
 表示质点在时刻n的状态，则{Xn
 }是马氏链，并且
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相应的转移矩阵是
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也可以把上面的叙述改写如下：赌徒甲有本金X0
 元，决心赢到手中有n元或输光后停止赌博．假设他每局赢的概率是p，每局输赢都是一元钱，用Xn
 表示赌n局后甲手中的赌资，则{Xn
 }是马氏链，有转移矩阵（1.6）．

例1.3（两端是反射壁的简单随机游动）质点在状态{1，2，…，n－1}中按例1.1中的规律作简单随机游动，但是质点到达状态n后下一步一定返回n－1，到达状态0后下一步一定返回1．仍用X0
 表示质点的初始状态，用Xn
 表示质点在时刻n的状态，则{Xn
 }是马氏链，并且
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相应的一步转移概率矩阵是
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任何一个具有转移矩阵P的马氏链{Xn
 }都可以用质点在状态空间I中的随机运动给出解释：质点到达状态i后，下一步转移到状态j的概率是pij
 ，它与本次到达i之前的运动状况无关．当然也可以等价地用旅行家MC在I中的旅行描述．

为了更方便地研究马氏链的性质，有必要回忆条件概率的基本公式．设P（AB）＞0，则
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如果P（A）＞0，事件Bk
 互不相容使得C[image: 0478020001]
 Bk
 ，则有全概率公式（见§1.1（9））
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在不同的场合下熟练掌握公式（1.7）和（1.8）会带来许多方便．

马氏链的定义1.1所包含的内容是丰富的．下面的定理把马氏链的马氏性进行了扩充，其证明可以用（1.7）和（1.8）完成．

定理1.2　设I是马氏链{Xn
 }的状态空间，A，Aj
 [image: 0478020002]
 I，则有

（1）已知Xn
 ＝i的条件下，将来{Xm
 ;m≥n＋1}与过去{Xj
 ;j≤n－1}独立；

（2）P（Xn＋k
 ＝j|Xn
 ＝i）＝P（Xk
 ＝j|X0
 ＝i）；

（3）P（Xn＋k
 ＝j|Xn
 ＝i，Xn
 －1
 ∈An－1
 ，…，X0
 ∈A0
 ）

　　　　　＝P（Xk
 ＝j|X0
 ＝i）；

（4）P（Xn＋k
 ∈A|Xn
 ＝i，Xn－1
 ∈An
 －1
 ，…，X0
 ∈A0
 ）

　　　　　＝P（Xk
 ∈A|X0
 ＝i）．

定理的证明见书后附录A中的A2．定理1.2的（4）说明：已知现在{Xn
 ＝i}后，将来{Xn＋k
 ∈A}与过去C＝{Xn－1
 ∈An－1
 ，…，X0
 ∈A0
 }独立．

注　如果对任何正整数n，有
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则称{Xn
 }为非齐次马尔可夫链．但是本书只讨论时齐的马氏链．


练　习　4.1

（1）对于n＝1，k＝1，证明定理1.2的结论（3）．

（2）用定理1.2的（1）和（2）证明（3）和（4）．

（3）设X是取整数值的随机变量，X0
 ，X1
 ，…是来自总体X的样本，证明部分和Sn
 ＝X0
 ＋X1
 ＋…＋Xn
 （n≥0）是马氏链．

（4）一大批部件的使用寿命是来自总体X的随机变量．在可靠性的研究中，一个部件的使用寿命大于等于T0
 时称该部件是可靠的．现在在这批部件中进行有放回的随机抽样，用Dn
 表示前n个部件中可靠部件的个数，计算Dn
 的分布．{Dn
 }是马氏链链吗？如果是，请证明和给出一步转移概率．


§4.2　柯尔莫哥洛夫-切普曼方程


　　A．K-C方程

对于马氏链{Xn
 }，从定理1.2（2）知道P（Xk＋n
 ＝j|Xn
 ＝i）和n无关，所以对i，j∈I定义
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并且称[image: 0478020003]
 为{Xn
 }的k步转移概率，称矩阵
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为{Xn
 }的k步转移概率矩阵，简称为k步转移矩阵．这时，
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下面的柯尔莫哥洛夫-切普曼（Kolmogorov-Chapman）方程（简称K-C方程）告诉我们从一步转移概率矩阵P计算k步转移概率矩阵P（k
 ）的方法．

定理2.1（K-C方程）对任何m，n≥0，有
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其中Pn＋m
 表示n＋m个矩阵P相乘．

证明　在公式（1.8）中视A＝{X0
 ＝i}，Bk
 ＝{Xn
 ＝k}，利用定理1.2得到
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最后一项是P（n）
 的第i行乘以P（m）
 的第j列，写成矩阵的形式就得到P（n＋m）
 ＝P（n）
 P（m）
 ．用n，m的任意性得到
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推论2.2　对于正整数n，m，k，n1
 ，n2
 ，…，nk
 和状态i，j，l，总有
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证明　利用K-C方程得到
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两次使用（1）得到
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在（1）中将j取成i后反复使用就得到（3）．在（3）中取ni
 ＝n就得到（4）．

以后经常会使用推论2.2的结论，所以应当记住它们的特点：不等号右边的下标前后相接，上标之和等于不等号左边的上标．


　　B．初始分布和Xn
 的分布

（2.4）告诉我们，已知旅行家MC从城镇i出发的条件下，第n次转移到城镇j的概率[image: 0478020004]
 是矩阵Pn
 的第（i，j）元．现在问，如果MC从城镇i出发的概率是πi
 ，经过n次转移，MC到达城镇j的概率P（Xn
 ＝j）＝？下面计算这个概率．

设{Xn
 }的一步转移概率矩阵是P，X0
 有概率分布
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称X0
 的分布列（认为I＝{1，2，…}）
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为{Xn
 }的初始分布，它表明了质点在初始状态的分布情况．再引入Xn
 的概率分布
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和
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则π（n）
 表明质点在n时刻所处状态的分布．下面的定理表明π（n）
 由π（0）
 和P唯一决定．也就是说知道了MC出发时候的情况π（0）
 和一步转移的情况，就可以计算出他n次转移后的情况．

定理2.3　设马氏链{Xn
 }有初始分布（2.6）和转移概率矩阵P＝（pij
 ）．

（1）对于n0
 ＜n1
 ＜．．．＜nm
 ，有
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（2）对n≥1，有
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证明　利用乘法公式（见§1.1（8））得到

[image: 图片]


（2）用全概率公式得到，对n≥1，
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写成矩阵的形式就得到
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（2.9）说明，MC在第n周位于城镇j的概率[image: 0478020005]
 是π（0
 ）Pn
 的第j个元．

无论在理论还是在应用方面，研究极限[image: 0478020006]
 的存在与否是令人感兴趣的．因为这个极限表示质点从X0
 出发后，在充分远的将来处于状态j的概率．

考虑直线上的简单随机游动（见例1.1）．如果p＞q，无论质点从哪里出发，随着时间的推移向右越跑越远．直观上应当有
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再考虑两端带有吸收壁的简单随机游动（见例1.2），状态0，n和{1，2，…，n－1}中的状态有明显的不同．直观上质点不可能永远在{1，2，…，n－1}中转移，所以有
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练　习　4.2

（1）对n≥0，k≥1，ξn，k
 是取非负整数值的独立同分布随机变量．X0
 是取正整数值的随机变量，与{ξn，k
 }独立．定义
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证明{Xn
 }是马氏链，并且当X0
 ＝1时，计算EXn
 ．

（2）一个股票交易员发现一支股票有如下的规律：在第n分钟处于升势时，第n＋1分钟处于跌势的概率为0.52；在第n分钟处于跌势时，第n＋1分钟处于升势的概率为0.49．假定股票只有升跌两种状态，构造一个马氏链描述这支股票价格的运行情况，给出一步转移矩阵P．

（3）对于固定的j，证明[image: 0478020007]
 关于n单调不增．

（4）对于固定的j，证明m（n）＝min{[image: 0478020008]
 |i∈I}关于n单调不减．


§4.3　状态的命名和周期

为了讨论一般情况下马氏链的极限分布，有必要先将状态空间进行分类．

定义3.1　设I是马氏链{Xn
 }的状态空间．

（a）如果pii
 ＝1，则称i是吸引状态；

（b）如果存在n≥1使得[image: 0478020009]
 ＞0，则称i通j，记做i→j；

（c）如果i→j且j→i，则称i，j互通，记做i[image: 0478020010]
 ．j.

例1.2中的状态0和n都是吸引状态．质点一旦到达0或n，就永远停留在0或n.i→j表示质点从i出发以正概率到达j.i，j互通表明质点从i到达j后，以正概率回到i，反之亦然．

直观上符号“→”具有传递性：如果i→j和j→k，则i→k.实际上这时有n，m使得[image: 0478020011]
 ＞0，用推论2.2得到
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互通“[image: 0478020012]
 ”关系还有对称性：如果i[image: 0478020013]
 j，则j[image: 0478020014]
 i.


　　A．常返与非常返状态

在两边都是反射壁的简单随机游动中，所有的状态互通，而且质点从某一状态出发必然能回到该状态．这样质点从i出发一定回到i无穷次．这种状态称为常返状态．

MC在有限的城镇I＝{1，2，…，N}中转移时，假设所有的城镇互通．容易理解（特别是对较小的N）：无论他从哪里出发，只要他一直转移下去，就可以到达任何一个城镇无穷次，也可以回到出发的城镇无穷次．这时我们称他出发的城镇是可以经常返回的．以后把经常返回简称为常返．可以理解，只要所有城镇互通，则所有城镇都是常返的．

如果城镇i是常返的，且i→j，则MC从i出发到达j的概率p＞0．他回到i后再次以相同的概率p到达j；再回到i后，再以相同的概率p到达j；……．每次是否到达j是相互独立的．这就等价于独立重复试验，试验成功就是从i到达j，于是他最终到达j的概率是1．i是常返的，所以他从j必须回到i.这就说明如果i→j，i是常返的，则j也是常返的，并且j[image: 0478020015]
 i.

在两端是吸收壁的简单随机游动中，{1，2，…，n－1}中的状态互通，但是质点从其中的i出发只能回到i有限次．否则与赌徒破产模型相矛盾（参考[1]的§1.11）．人们将这种状态称为非常返状态．

为了在数学上定义非常返和常返状态，对于马氏链{Xn
 }，需要引进条件概率
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[image: 0478020016]
 是质点从i出发的条件下，第n步首次到达j的概率，称为从i出发后第n步首达j的概率，简称为首达概率．

由于对不同的n，事件
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互不相容，[image: 0478020017]
 An
 发生表示质点到达过状态j，所以
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[image: 0478020018]
 是质点从i出发的条件下到达过j的概率，简称为从i出发后到达j的概率．

按照上面的定义（3.4），当[image: 0478020019]
 ＝1时，说明质点从状态i出发以概率1回到i，然后再出发，再回到i，……，所以在实际中必然回到状态i无穷次．当[image: 0478020020]
 ＜1时，说明质点从状态i出发以正概率1－[image: 0478020021]
 不再回到i.注意，质点从i出发，如果回到i，则再次从i出发并以正概率1－[image: 0478020022]
 不再回到i；如果再回到i，就会再次从i出发并以正概率1－[image: 0478020023]
 不再回到i；……．这相当于一次次的独立重复试验．由于有正概率的事件在多次独立重复试验中总会发生，所以只要[image: 0478020024]
 ＜1，质点“不回到i”总会发生，因而最终会永远离开状态i.由此引入下面的定义．

定义3.2　如果[image: 0478020025]
 ＝1，则称i是常返状态．如果[image: 0478020026]
 ＜1，则称i是非常返状态．

按照定义，吸引状态i满足[image: 0478020027]
 ，因而是常返状态．当i是常返状态时，质点从i出发后，在实际中必然回到i，再从i出发，再回到i，因而回到i无穷次．

i是非常返状态表明质点从i出发后，以正概率不能回到i，因而只能回到i有限次，然后永远离开状态i.

下面的公式（3.5）给出了转移概率[image: 0478020028]
 和[image: 0478020029]
 的关系：
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证明如下：设An
 由（3.3）定义，则A1
 ，A2，…，An
 互不相容．[image: 0478020030]
 Ak
 表示前n次转移中到达过j，所以{Xn
 ＝j}[image: 0478020031]
 [image: 0478020032]
 Ak
 .在全概率公 式（1.8）中视A＝{X0
 ＝i}，利用定理1.2（3）得到（3.5）如下：
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公式（3.5）表明了以下的事实：“MC从城镇i出发，经过n次转移到达城镇j”的概率等于“他从i出发，在第k次转移首次到达j后再从j出发经过n－k次转移到达j，再对k＝1，2，…，n求并”的概率．

利用公式（3.5）可以得到如下的定理．以后总规定1/0＝∞．

定理3.1　对于马氏链{Xn
 }及其{[image: 0478020033]
 }，[image: 0478020034]
 ）
 ，有以下结果：
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（2）i是常返状态的充分必要条件是


（3）如果i是常返状态，i→j，则i[image: 0478020035]
 j，并且j也是常返的．

证明　在（3.5）中取j＝i，两边再同乘以常数ρn
 ，对n≥1得到
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上式两边对n求和得到
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其中[image: 0478020036]
 ．于是得到
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令ρ→1就得到结论（1）．

结论（2）是（1）的直接推论．下面证明结论（3）．i→j说明质点从i到达j的概率是正数．i是常返的，质点每次回到i后都再次以相同的正概率到达j，且每次是否到达j是相互独立的．这就等价于独立重复试验：从i到达j称为成功．根据独立重复试验的性质（参考§1.8C），质点以概率1到达j.质点到达j后又必须回到i，因而i[image: 0478020037]
 j.

再证明j是常返的．设n，m使得[image: 0478020038]
 ＞0．对于任何k≥1，利用推论2.2得到
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两边对k求和得到
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由（2）知道j是常返的．


　　B．正常返和零常返状态

在MC旅行的例子中，用取正整数值的随机变量Ti
 表示他首次到达城镇i时的转移次数．也就是说Ti
 ＝n表示他第n（n≥1）周首次到达城镇i，则
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对于马氏链{Xn
 }，Ti
 是质点首次到达状态i时的转移次数．Ti
 ＝n表示质点第n（≥1）次转移首次到达状态i.

引入条件概率Pi
 （·）＝P（·|X0
 ＝i），则

[image: 图片]


是质点从i出发的条件下，第n步首次回到i的概率．当[image: 0478020039]
 ＝1时，则[image: 0478020040]
 ．引入条件X0
 ＝i下，Ti
 的数学期望
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μi
 是质点返回状态i所需要的平均转移次数，称μi
 为状态i的平均回转时间或期望回转时间．平均回转时间μi
 越小，表明质点返回i越频繁．当μi
 ＝∞，说明质点平均转移无穷次才能回到i.因此引入下面的定义．

定义3.3　设i是常返状态．如果i的平均回转时间μi＜∞，则称i是正常返状态或积极常返状态．如果i的平均回转时间μi＝∞，则称i是零常返状态或消极常返状态．

注　如果i是非常返状态，则P（Ti
 ＝∞|X0
 ＝i）＝P（质点不回到i|X0
 ＝i）＝1－[image: 0478020041]
 ＞0，这时自然定义μi
 ＝∞．

定理3.2　设i是常返状态，则

（1）i是零常返状态的充分必要条件是[image: 0478020042]
 ＝0；

（2）当i是零常返的，i→j时，j也是零常返的；

（3）当i是正常返的，i→j时，j也是正常返的．

证明　结论（1）是用数学分析方法得到的，感兴趣的读者可参考[4]的§2.2定理2．

下面证明（2）．从定理3.1（3）知道i[image: 0478020043]
 j.设正整数m，n使得[image: 0478020044]
 ＞0，利用推论2.2得到
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用[image: 0478020045]
 →0，得到
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这说明j是零常返的．由（2）得到（3）．

例3.1　如果j不是正常返的，则对任何状态i，有
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证明　对非常返的j，用定理3.1（2）得到[image: 0478020046]
 →0．对零常返的j，用定理3.2（1）得到[image: 0478020047]
 ．对任何状态i，利用（3.5）得到
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令n→∞，右方第一项[image: 0478020048]
 →0，于是得到
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因为[image: 0478020049]
 ≤1，所以再令m→∞就得到（3.9）．

（3.9）说明，只要j不是正常返的，从任何i出发，较长的时间后，质点以极小的概率位于j.


　　C．周期及其性质

在直线上的简单随机游动中（参考例1.1），质点从i出发，只能在2的倍数2m时回到i，这时称状态i的周期是2．注意，任何奇数2m＋1都不是i的周期，因为在2m＋1时，质点不能回到i.大于2的偶数也不是i的周期，因为在n＝2时也可以回到i，这与“只能”矛盾．

对于一般的马氏链{Xn
 }，定义状态i的周期如下：

（a）如果[image: 0478020050]
 ＝0，则质点从i出发不可能再回到i，这时称i的周期是∞；

（b）设d是正整数，质点从i出发，如果只可能在d的整倍数上回到i，而且d是有此性质的最大整数，则称i的周期是d；

（c）如果i的周期是1，则称i是非周期的．其中的（b）说明：称状态i的周期是d，如果[image: 0478020051]
 ＞0，则必有n＝md，而且d是满足此性质的最大整数．但是当i的周期d＜∞，[image: 0478020052]
 ＞0也不必对所有的n成立，但至少对某个n成立．

例3.2　在直线上，如果质点每次向前、向后移动1步的概率都是1/3，向后移动2步的概率也是1/3，则每个状态都是非周期的．

证明　易见
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于是从2＝nd，3＝md得到d＝1．i的周期是d＝1，i是非周期的．

例3.3　在直线上，如果质点每次向前移动1步的概率都是p，向后移动5步的概率是q＝1－p，pq＞0，则每个状态的周期都是6．

证明　质点从i出发，经过n次转移回到i时，我们说明n＝6m.设质点向前一共移动了k次，向后一共移动了m次，根据题意得到k＝5m.于是，质点移动的次数n＝k＋m＝5m＋m＝6m.又由于[image: 0478020053]
 ＞p5
 q＞0，所以状态i的周期是d＝6．

以后总用di
 表示i的周期．下面的定理给出了周期di
 的数学描述．

定理3.3　若状态i的周期di
 ＜∞，则

（1）di
 是数集Bi
 ＝{n|[image: 0478020054]
 ＞0，n≥1}的最大公约数；

（2）如果i[image: 0478020055]
 j，则di
 ＝dj
 ；

（3）存在正数Ni
 使得当n≥Ni
 时，[image: 0478020056]
 ＞0．


*
 证明　（1）根据定义，di
 是数集Bi
 的最大公约数．

（2）设正整数m，n使得[image: 0478020057]
 ＞0．对于任何k∈Bi
 ＝{k|[image: 0478020058]
 ＞0，k≥1}，利用推论2.2得到

[image: 图片]


于是dj
 整除m＋n和m＋k＋n，这样就整除k＝（m＋k＋n）－（m＋n）于是整除Bi
 中的所有元，从而得到dj
 整除di
 .对称地可以得到di
 整除dj
 ，故di
 ＝dj
 ．

（3）设（1）中的Bi
 ＝{n1
 ，n2
 ，…}，lm
 是子集{n1
 ，n2
 ，…nm
 }的最大公约数，则di
 是lm
 的约数，且lm
 单调不增收敛到di
 .因为lm
 是整数，所以有k使得di
 ＝lk
 是{n1
 ，n2
 ，…nk
 }的最大公约数．根据数论的基本知识知道存在Ni
 ，使得只要n≥Ni
 ，就有

ndi＝n1
 m1
 ＋n2
 m2
 ＋…＋nk
 mk
 ，mi是非负整数．

再用推论2.2得到
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　　D．遍历状态

当城镇的数目有限，考虑MC的旅行．MC从城镇i出发，无论前若干次转移中是否能回到i，根据定理3.3，当城镇i是常返的和非周期的，他就可以在充分大的任意时刻n回到城镇i.当所有的状态互通，只要有一个状态是非周期的，所有的状态就都是非周期的，所以时间充分长后，他可以在任意的时刻到达任意的城镇．这时我们说他的旅行可以“遍历”每个城镇．设想将他的旅行轨迹用线段连接出来，如果他能一直走下去，这样的线段将穿过每个城镇无穷次．

定义3.4　如果状态i是正常返和非周期的，则称i是遍历状态．

定理3.4　设常返状态i有周期di
 和平均回转时间

[image: 图片]


则

[image: 图片]


定理3.4的证明用到耦合的概念，不再赘述．感兴趣的读者请参考文献[3]．

定理3.4表明，质点从常返状态i出发后，对于充分大的n，质点在第ndi
 步回到i的概率与di
 成正比，与平均回转时间μi
 成反比．

根据本节的讨论知道：对于常返状态i，i→j时，i的性质就会传递给j：因为这时有j[image: 0478020059]
 i；dj
 ＝di
 ；μj
 ＜∞的充分必要条件是μi
 ＜∞；当n→∞时，[image: 0478020060]
 →0的充分必要条件是[image: 0478020061]
 →0．这些结果说明i[image: 0478020062]
 j时，j是正常返状态的充分必要条件为i是正常反状态；j是遍历状态的充分必要条件为i是遍历状态．

如果i是非常返状态，从i→j我们还不能得到关于j的更多信息．这时j可以是常返的（参考两边是吸收壁的简单随机游动中的0或n），也可以是非常返的（参考两边带有吸收壁的随机游动中的i，j∈{1，2，…，n－1}）．

例3.4　对于常返状态j，有

（1）μj
 ≥1；

（2）当i[image: 0478020063]
 j时，质点从i出发以概率1到达j：
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（3）当j是遍历状态，i[image: 0478020064]
 j时，有
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其中“≡”表示定义成．

证明　（1）从（3.8）知道
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（2）由于质点每次回到i后，总以相同的正概率到达j，且和上次从i出发是否到达j独立，所以质点从i出发以概率1到达j，即

[image: 图片]


（3）遍历状态的周期是1，所以用定理3.4得到
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从公式（3.5）得到，对选定的m，
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令n→∞时，右边第一项收敛到[image: 0478020065]
 ，第二项的极限不超过[image: 0478020066]
 ，于是得到
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再令m→∞，用bm
 →0和结论（2）得到结论（3）．


练　习　4.3

（1）马氏链的状态空间是I＝{0，1，2，3}，转移概率矩阵

[image: 图片]


界定马氏的状态性质．

（2）如果i是常返状态，j是非常返状态，证明对n≥0，
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（3）用Y表示以天计算的日光灯的寿命，一个寿终后马上换一个．用Xn
 表示第n天服役的日光灯的年龄．设日光灯的寿命是来自总体Y的随机变量，有概率分布

[image: 图片]


（a）验证{Xn
 }是以I＝{1，2，…}为状态空间的马氏链；

（b）写出转移概率pij
 ；

（c）马氏链的状态是互通的吗？

（d）计算[image: 0478020067]
 ；

（e）给出i是正常返的充分必要条件．

（4）设马氏链{Xn
 }的Xn
 和Xn＋1
 有共同的概率分布
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（a）证明π＝πP，其中P是{Xn
 }的转移概率矩阵；

（b）对m＞1，证明π是Xn＋m
 的概率分布．


§4.4　状态空间分类

因为[image: 0478020068]
 ＝1，所以可以认为互通关系[image: 0478020069]
 具有反身性，即每个状态i与自己互通．这样可以将互通关系“[image: 0478020070]
 ”称为等价关系，即满足

（a）反身性：i[image: 0478020071]
 i；

（b）对称性：若i[image: 0478020072]
 j，则j[image: 0478020073]
 i；

（c）传递性：若i[image: 0478020074]
 j，j[image: 0478020075]
 k，则i[image: 0478020076]
 k.


　　A．状态空间的分解

定义4.1　设I是马氏链{Xn
 }的状态空间，i∈I.把和i互通的状态放在一起，得到集合
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（a）称C是一个等价类；

（b）如果I是一个等价类（所有状态互通），则称马氏链{Xn
 }或状态空间I不可约；

（c）设B是I的子集，如果质点不能从B中的状态到达[image: 0478020077]
 ＝I－B中的状态，则称B是闭集．

从定理3.1（3）知道如果等价类C中有一个常返状态，则C中的一切状态都是常返的，这时称C是常返等价类．进一步还有如下的结论：

定理4.1　设C是一个等价类，则有以下结果：

（1）不同的等价类互不相交．

（2）C中的状态有相同的类型：或都是正常返的，或都是零常返的，或都是非常返的．在任何情况下，C中的状态有相同的周期．

（3）常返等价类是闭集：质点不能走出常返等价类．

（4）零常返等价类含有无穷个状态．

（5）非常返等价类如果是闭集，则含有无穷个状态．

证明　（1）设C和C1
 都是等价类，如果有i∈C∩C1
 ，由互通的传递性知道i和C∪C1
 中的所有状态互通，于是必有C＝C1
 ．

（2）证明可从定理3.2（2），（3）和定理3.3（2）得到．

（3）如果i∈C，i→j但是j[image: 0478020078]
 C，由定理3.1（3）知道j[image: 0478020079]
 i.这与j[image: 0478020080]
 C矛盾．

（4）和（5）的证明：因为C是闭集，所以有

[image: 图片]


根据例3.1的结论，若C是零常返或非常返等价类，当n→∞，总有[image: 0478020081]
 →0．如果C中只有有限个状态，在（4.2）中令n→∞，得到矛盾的0＝1．说明C不能是有限集合．

根据定理4.1（2），当C中有正常返状态，则C中的所有状态都是正常返的，于是称C是正常返等价类；当C中有零常返状态，则C中的所有状态都是零常返的，于是称C是零常返等价类；当C中有非常返状态，则C中的所有状态都是非常返的，于是称C是非常返等价类；当C的某个状态有周期d，则C中的所有状态的周期都是d，于是称C的周期是d；当C中有一个遍历状态，C中的状态就都是遍历的，这时又称C是遍历等价类．

根据定理4.1（2），不可约马氏链只要有一个常返状态就可以称这个马氏链是常返的；只要有一个非常返状态就可以称这个马氏链是非常返的；只要有一个遍历状态就可以称这个马氏链是遍历的．

定理4.1（4）是容易理解的：当C是有限集合，质点不能走出C，就必然频繁返回某一个状态，这个状态必然是正常返的，于是一切状态就都是正常返的．按照（4），如果等价类C中只有有限个状态，则C是正常返等价类．

利用等价关系可以把马氏链的状态空间I分解成
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其中的Cj是常返等价类，T由全体非常返状态组成．质点可以永远在T中运动，也可以从T中转移到某个Cj
 中，然后永远在Cj
 中运动．如果T是有限集合，质点一定会走出T，进入某个闭集Cj
 ，然后永远在Cj
 中运动．按照（4.3）的规律重新编排状态的顺序后可以将该马氏链的转移矩阵写成
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由于常返等价类Cj
 是闭集，所以对应的Pj
 ＝（pij
 ）i，j
 ∈Cj
 的每行之和是1．这就相当于Cj
 本身是一个不可约马氏链，质点从Cj
 中的状态出发或从T进入Cj
 后就永远在Cj
 中运动．

利用P（n）
 ＝Pn
 和矩阵乘法得到
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由于马氏链{Xn
 }可以有无穷个常返等价类，所以（4.4）和（4.5）中的Cm
 ，Pm
 ，Rm
 和[image: 0478020082]
 ，[image: 0478020083]
 可以同时改写为“…”．[image: 0478020084]
 的每行之和等于1．另外，用[image: 0478020085]
 表示[image: 0478020086]
 的元，根据例3.1还有

[image: 图片]



　　B．简单随机游动的常返性

例4.1（接例1.1）简单随机游动中的所有状态互通，{Xn
 }是一个不可约马氏链，I是一个等价类．要研究I是否为常返等价类，只要研究状态i.如果质点在第2n步回到i，则向左和向右各移动了n次．把向右移动称为成功，成功的概率是p，从二项分布得到
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当s＝4pq＜1时，有

[image: 图片]


由于4pq≤1，且4pq＝1的充分必要条件是p＝q，所以[image: 0478020087]
 ＝∞的充分必要条件是p＝q.由定理4.1知道p＝q时，直线上的简单对称随机游动是常返的．当p≠q时，非对称的简单随机游动是非常返的．

用an
 [image: 0478020088]
 bn
 表示an
 /bn
 →1（n→∞）．利用斯特林公式
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可以进一步证明简单对称随机游动是零常返的．实际上，利用（4.7）得到

[image: 图片]


从定理3.2（1）知道i是零常返的．

公平赌博问题（参考[1]的§1.11）实际上是从0点出发的简单对称随机游动．如果赌徒的赌资是n元，则质点一旦到达－n，赌徒就破产．

在公平赌博问题中，常返性表明赌徒输了赌资m元后，如果他有足够的本金一直赌下去，一定有机会捞回输掉的赌资．但是零常返又进一步警告他：要捞回输掉的赌资不仅需要足够的本金，平均还需要再赌无穷次．

例4.2（接例1.2）在两端是吸收壁的简单随机游动中，{1，2，…，n－1}是一个等价类．因为质点从1出发后不回到1的概率1－[image: 0478020089]
 ＞P（X1
 ＝0|X0
 ＝1）＝q＞0，所以{1，2，…，n－1}是非常返等价类．{0}和{n}是正常返等价类．

例4.3（接例1.3）在两端是反射壁的简单随机游动中，I＝{0，1，2，…，n}是一个等价类．由于I是闭集，且只有n＋1个状态，所以I是正常返等价类．

例4.4（平面上的简单对称随机游动）设质点在平面的整数格点上做随机游动，每次以1/4的概率向最邻近的4个状态转移，见图4.4.1．

[image: 图片]


图4.4.1　平面上的简单对称随机游动

将所有的格点编号后得到状态空间I.易见I中的状态互通，因而是一个等价类．质点从i出发后，只可能在2n步上回到i，这时质点向左、右各移动k步，向上、下各移动n－k步．用组合公式[image: 0478020090]
 （见练习4.4（5）），斯特林公式（4.7）和（4.8）得到
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由于[image: 0478020091]
 ，所以平面上的简单对称随机游动也是常返的．再从[image: 0478020092]
 →0知道，平面上的简单对称随机游动是零常返的．


*
 例4.5（空间中的简单对称随机游动）设质点在三维直角坐标中的整数格点上做随机游动，每次以1/6的概率向最邻近的6个状态转移．将所有的格点编号后得到状态空间I.易见I中的状态互通，因而是一个等价类．设Kn
 ＝{j，k|j，k≥0，j＋k≤n}，则

[image: 图片]


可以验证当k＝j＝[n/3]时，n!/（j!k!（n－j－k）!）达到最大值，再用斯特林公式得到
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上式与三项公式

[image: 图片]


结合，得到

[image: 图片]


由于[image: 0478020093]
 ＜∞，所以空间中的简单对称随机游动是非常返的．

人们把例4.4和例4.5的结论说成：地面上失去记忆的蚂蚁可以回家，在空中失去记忆的鸟儿不一定能回家．


　　C．质点在常返等价类中的转移

当C是常返等价类时，根据定理4.1（3）知道C是闭集．质点从C中出发将永远在C中运动．质点在C中的运动也是一个马氏链，仍然用{Xn
 }表示．为了解质点在C中是如何运动的，先考虑直线上的简单对称随机游动．这时，状态空间I＝{j|j＝0，±1，±2，…}中的所有状态互通，是一个常返等价类，有周期d＝2．用G1
 表示所有的奇数，用G2
 表示所有的偶数，则I＝G1
 ∪G2
 ．质点从偶数状态出发，第1步进入G1
 ，第2步进入G2
 ，第3步进入G3
 ＝G1
 ，……，第n＝md－1步进入Gmd－1
 ＝G1
 ，第n＝md步进入Gmd
 ＝G2
 ，周而复始．

常返马氏链的运动情况也都是类似的．看下面的定理．

定理4.2　设常返等价类C有周期d＞1．取定C中的状态i.对于j∈C，

（1）有唯一的r∈{1，2，…，d}，使得只要[image: 0478020094]
 ＞0，则有n＝kd＋r；

（2）对于（1）中的r，存在Nj
 使得n＞Nj
 时，[image: 0478020095]
 ＞0;

（3）[image: 0478020096]
 ．

证明　因为j[image: 0478020097]
 i，所以有k使得[image: 0478020098]
 ＞0．

（1）如果n，m使得[image: 0478020099]
 ＞0，则有
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由周期的定义知道n＋k，m＋k都是周期d的倍数，所以n－m＝（n＋k）－（m＋k）也是d的倍数．说明n，m被d除后有相同的余数，即有唯一的余数r使得

[image: 图片]


（2）设[image: 0478020100]
 ．根据定理3.3（3），存在Nj
 使得m＞Nj
 时，[image: 0478020101]
 ．当n＞N＋Nj
 时有m＝（n－N）＞Nj
 ，于是有

[image: 图片]


（3）由于[image: 0478020102]
 是质点从i出发在第n步首次到达j的概率，所以[image: 0478020103]
 ．于是只要n使得[image: 0478020104]
 ＞0时，就有[image: 0478020105]
 ＞0，从而有n＝kd＋r.再利用例3.4（2）知道
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对于固定的i∈C，定理4.2的（1）说明，质点从i出发后，只可能在t＝kd＋r时转移到状态j，r是和j有关的正整数；性质（2）说明在时间充分长后，质点可以在任何时刻t＝nd＋r到达j.现在定义
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质点从i出发后，只能在时刻

[image: 图片]


进入集合Gr
 ，于是得到d个互不相交的G1
 ，G2
 ，…，Gd
 .质点在这些集合中的转移规律如下：质点从i出发后，第1步进入G1
 ，第2步进入G2
 ，…，第d步进入Gd
 ，第d＋1步进入Gd＋1
 ＝G1
 ，…，依次循环（见图4.4.2）．
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图4.4.2　质点在常返等价类中的转移

考虑旅行家MC在全国的城镇中转移的情况．当全国的城镇数有限和互通时，MC的旅行轨迹是一个正常返不可约马氏链．假设马氏链的周期是d.用Xn
 表示第n次转移后，MC所在的城市．当MC从城镇i出发时，将他第nd＋r次转移能到达的城镇放入集合Gr
 ，则G1
 ，G2
 ，…，Gd
 互不相交．当MC从城镇i出发时，有X1∈G1，X2
 ∈G2
 ，…，Xnd＋k
 ∈Gk
 .于是对于每个固定的k，

[image: 图片]


最特殊的情况是Gk
 等于第k个省份的所有城镇，这相当于MC的每次转移是由第k个省转向第k＋1个省，且Gnd＋k
 ＝Gk
 .下面说明{Yn
 }是一个以Gk
 为状态空间的正常返不可约马氏链．实际上对于i，j，in－1
 ，…，i1
 ，i0
 ∈Gk
 ，利用定理1.2得到

[image: 图片]


所以{Yn
 }是一个以Gk
 为状态空间的马氏链．由于{Xn
 }可以到达Gk
 的所有状态，而且只能在时刻nd＋k到达Gk
 的状态，所以对于{Yn
 }来讲，Gk
 中的所有状态互通．当Gk
 只有有限个状态时，{Yn
 }是正常返的．

一般情况下有相同的结论：对于每个固定的k，
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是以Gk
 为状态空间的不可约常返马氏链．

例4.6　对于有周期d的正常返等价类C和i，j∈C，有唯一的r（1≤r≤d），使得当n→∞时，
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证明　根据定理4.2（1），有唯一的r∈{1，2，…，d}使得只要[image: 0478020106]
 ＞0时，必有m＝nd＋r，所以（4.10）中的等号成立．当[image: 0478020107]
 ＞0时，有[image: 0478020108]
 ≥[image: 0478020109]
 ＞0，于是有k＝ld＋r.利用公式（3.5）得到
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当n→∞，用[image: 0478020110]
 得到右边的第一项收敛到
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第二项的极限不超过[image: 0478020111]
 ，即有

[image: 图片]


令h→∞，用[image: 0478020112]
 ＝1和bh
 →0得到（4.10）．

例4.7　对于有周期d的正常返等价类C和i，j∈C，有

[image: 图片]


证明　从（4.10）得到

[image: 图片]
 ，当l→∞时．

于是当m→∞时，有

[image: 图片]


对于任何n，有m使得（m－1）d＜n≤md.再用
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得到（4.11）．


练　习　4.4

（1）指出下列哪种情况下的马氏链一定有无穷个状态：

（a）{Xn
 }有正常返状态；

（b）{Xn
 }没有正常返状态；

（c）{Xn
 }的全体状态都是零常返的．

（2）马氏链{Xn
 }有状态空间I＝{1，2，3}和一步转移概率矩阵

[image: 图片]


马氏链是不可约的吗？如果h（1）＝3，h（2）＝2，h（3）＝1，Yn
 ＝h（Xn
 ），{Yn
 }是马氏链吗？如果是，请写出转移概率矩阵．

（3）顾客按照更新流S1
 ，S2
 ，…到达只有一个服务员的服务台，每次到达一位顾客．服务台按先后次序对顾客提供服务，后到者排队等候．服务台对每个顾客的服务时间是来自总体ε（μ）的随机变量．用X0
 表示t＝0时服务台的顾客数，用Xn
 表示第n个顾客到达时服务台的总人数（包括新到者），用M（t）表示时间（0，t]中离开服务台的人数．

（a）说明{Xn
 }是互通马氏链；

（b）猜测Xn
 正常返的条件；

（c）对j≤i，计算P（M（t）＝j|X0
 ＝i）；

（d）计算{Xn
 }的一步转移概率pij
 ．

（4）马氏链的状态空间是全体正整数，并且pi
 ，i＋1
 ＝pi1
 ＝1/2，

（a）说明这是一个不可约马氏链，计算[image: 0478020113]
 ；

（b）证明这个马氏链是遍历的．

（5）在装有n个白球和n个黑球的口袋中任取n个，证明恰好得到k个白球的概率为[image: 0478020114]
 ，并由此证明组合公式
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§4.5　不变分布

设P是马氏链{Xn
 }的转移概率矩阵，给定X0
 的概率分布

[image: 图片]


由定理2.3（2）知道Xn
 的概率分布
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其中[image: 0478020115]
 ，满足：
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如果π（1）
 ＝π（0）
 ，我们用归纳法验证π（n）
 ＝π（0）
 ．该式对n＝1已经成立．设π（n－1）
 ＝π（0）
 时，用（5.3）得到
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说明只要π（1）
 ＝π（0）
 ，则Xn
 和X0
 同分布．概率分布π（1）
 ＝π（0）
 等价于π（0）
 ＝π（0）
 P，也等价于

[image: 图片]


定义5.1　如果π＝[π1
 ，π2
 ，…]满足（5.4），或等价地满足
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则称π为马氏链{Xn
 }或转移矩阵P的不变分布．

由（5.3）看出，如果马氏链{Xn
 }以不变分布π为初始分布，则在任何时刻n都有P（Xn
 ＝i）＝πi
 或等价地有π（n）
 ＝π．于是用公式（2.9）得到
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马氏链何时有不变分布是人们感兴趣的问题，下面的定理给出了回答．回忆μi
 是状态i的平均回转时间．如果i是非常返或零常返状态，则μi
 ＝∞．如果i是正常返状态，则μi
 是正数．

定理5.1　设C＋
 是马氏链{Xn
 }的所有正常返状态，i∈C＋
 ．

（1）如果C＋
 是遍历等价类，则
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是唯一的不变分布；

（2）如果C＋
 是周期为d的等价类，则
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是唯一的不变分布，且πj
 ＝1/μj
 ；

（3）{Xn
 }有唯一不变分布的充分必要条件是C＋
 是等价类；

（4）{Xn
 }有不变分布的充分必要条件是C＋
 非空；

（5）状态有限的马氏链必有不变分布．


*
 证明　只对C＋
 是有限集合的情况给出证明．

（1）从例3.1和例3.4（3）知道

[image: 图片]


因为质点从i出发不能走出C＋
 ，所以有
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令n→∞，得到[image: 0478020116]
 ．再利用K-C方程得到
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上述等式说明{πj
 }是不变分布．

再证明唯一性．如果{[image: 0478020117]
 }也是不变分布，则对于j[image: 0478020118]
 C＋
 ，用例3.1的结论得到
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于是[image: 0478020119]
 ＝πj
 ＝0．对于j∈C＋
 ，由

[image: 图片]


得到[image: 0478020120]
 ＝πj
 ．

（2）当j[image: 0478020121]
 C＋
 ，从例3.1知道这3个极限都是0．当j∈C＋
 ，从定理3.4，例4.6和例4.7知道这3个极限都是1/μj
 ，于是
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先验证{πj
 }是不变分布．注意i∈C＋
 ，得到
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又从[image: 0478020122]
 ＝1，得到
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（5.6）和（5.7）说明{πj
 }是不变分布．

下面证明唯一性．如果{[image: 0478020123]
 }也是不变分布，则对于j[image: 0478020124]
 C＋
 ，用例3.1的结论得到
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于是[image: 0478020125]
 ＝πj
 ＝0．对于j∈C＋
 ，有

[image: 图片]
 ，s＝1，2，…，d.

两边对s求平均后，令n→∞，得到
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故[image: 0478020126]
 ＝πj
 ．

（3）如果C＋
 是一个正常返等价类，由（1）和（2）知道不变分布唯一存在．如果C＋
 至少有两个正常返等价类C1
 ，C2
 ．在马氏链的分解中C1
 ，C2
 对应的转移矩阵分别是P1
 ，P2
 ，则按照本定理的（1）或（2），有分布列π1
 和π2
 使得
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对于任何p＝1－q∈[0，1]，定义

[image: 图片]


则对于由（4.4）定义的P，有

[image: 图片]


这说明任何组合（5.8）都是不变分布，即不变分布有无穷个．

（4）当C＋
 非空，它就至少有一个正常返等价类，由（3）知道不变分布存在．如果C＋
 是空集，从（3.9）知道对一切k，j∈I，当n→∞时，[image: 0478020127]
 →0．设π是不变分布，则由π＝πP得到π＝πP（n）
 ，从而得到
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这与[image: 0478020128]
 矛盾．

（5）有限状态马氏链至少有一个正常返状态，由（4）知道不变分布必然存在．

例5.1　设P＝（P1
 ，P2
 ，…，Pm
 ）是马氏链的一步转移概率矩阵，Pj
 是P的第j列，则方程组

[image: 图片]


和

[image: 图片]


有相同的解．

证明　（5.9）的方程数比（5.10）多一个，所以（5.9）的解是（5.10）的解．如果π满足（5.10），对j＝1，2，…，m－1有πj
 ＝πPj
 ，于是用
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其中1表示元素都是1的列向量，得到

[image: 图片]


这说明（5.9）成立．

例5.2　设马氏链的状态空间是I＝{1，2}，转移矩阵是

[image: 图片]


（1）计算不变分布π和极限[image: 0478020129]
 ；

（2）计算状态1，2的期望返回时间μ1
 ，μ2
 ．

解　（1）马氏链互通，是一个遍历的等价类．解方程组
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得到不变分布π＝（5/7，2/7）．由于马氏链是遍历的，由定理5.1（1）得到

[image: 图片]


（2）根据公式πj
 ＝1/μj
 得到μ1
 ＝7/5，μ2
 ＝7/2．说明质点从1出发，平均转移7/5步回到1；从2出发平均转移7/2步回到2．

例5.3（艾伦费斯特（Ehrenfest）模型）容器内有2a个粒子，一张薄膜将该容器分成对称的A，B两部分．将粒子穿过薄膜时占用的时间忽略不计．用X0
 表示初始时A中的粒子数，Xn
 表示有n个粒子穿过薄膜后A中的粒子数．当所有的粒子以相同的规律独立行动时，{Xn
 }是马氏链，有状态空间I＝{0，1，2，…，2a}．设马氏链{Xn
 }有转移概率
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计算该马氏链的不变分布π．

解　从问题的背景知道这是一个正常返马氏链，周期等于2，不变分布唯一存在．补充定义π－1
 ＝π2a＋1
 ＝0，可将方程组π＝πP写成

[image: 图片]


于是有
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经过计算可依次得到

[image: 图片]


利用π0
 ＋π1
 ＋…＋π2a
 ＝22a
 π0
 ＝1得到π0
 ＝2－2a
 .最后得到不变分布

[image: 图片]


这是二项分布B（2a，1/2），表明在不变分布下或时间充分长以后，各粒子的位置是相互独立的，每个粒子位于A中的概率是1/2．


练　习　4.5

（1）如果π是转移矩阵P的不变分布，则对于m≥2，π也是转移矩阵Pm
 的不变分布．

（2）在超市的付款台，每5位男士中平均有4位后面紧接女士，每7位女士中平均只有一位后面紧接男士．计算在该超市购物顾客的男女比例．

（3）超市李经理对于同类苹果有低、中、高三种定价方法，分别记做1，2，3．用pi
 表示定价为i时销量好的概率．根据调查得到p1
 ＝0.9，p2
 ＝0.6，p3
 ＝0.3．李经理的定价策略是：如果今天销量好，明天就在三种定价中随机选一种；如果今天销量不好，明天就用低定价．如何评价这三种定价的平均使用率？

（4）探讨马氏链{Xn
 }的转移矩阵P各行向量相同的充分必要条件．


§4.6　平稳可逆分布


　　A．平稳性

设{Xn
 }有不变分布π＝[π1
 ，π2
 ，…]．当不变分布π是X0
 的初始分布时，对n＝1，2，…有

[image: 图片]


这时Xn
 的概率分布不随n变化．下面进一步证明对于任何m，n≥1，随机向量
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有相同的联合分布．实际上，对于事件

[image: 图片]


有P（A0
 ）＝P（Xn
 ＝i0
 ）＝P（X0
 ＝i0
 ）＝P（B0
 ）．对于k＝1，2，…，m，有

[image: 图片]


再利用乘法公式得到

[image: 图片]


这说明ξn
 和ξ0
 同分布．

定义6.1　设{Xn
 }是随机序列．如果对于任何m，n≥1，随机向量

[image: 图片]


同分布，则称{Xn
 }是严平稳序列，简称为平稳序列．

前面的分析说明，如果马氏链{Xn
 }以不变分布π为初始分布：P（X0
 ＝j）＝πj
 （j∈I），则{Xn
 }是严平稳序列．正因为这个原因，人们又称不变分布为平稳分布或平稳不变分布．对于马氏链来讲，严平稳序列的初始分布就是不变分布，因为这时X0
 和X1
 同分布．

回忆非周期不可约正常返马氏链被称为遍历马氏链．

例6.1　设遍历马氏链{Xn
 }的初始分布是平稳不变分布π，马氏链{Yn
 }的转移概率和{Xn
 }的转移概率相同，则对任何m≥1，

（1）[image: 0478020130]
 P（Yn
 ＝i0
 ，Y1＋n
 ＝i1
 ，…，Ym＋n
 ＝im
 ）＝P（X0
 ＝i0
 ，X1
 ＝i1
 ，…，Xm
 ＝im
 ）；

（2）　对于充分大的n， （Yn
 ，Y1＋n
 ，…，Ym＋n
 ）和 （Xn
 ，X1＋n
 ，…，Xm＋n
 ）的分布近似相同．

证明　（1）用pij
 表示转移概率．对任何j利用[image: 0478020131]
 P（Y0
 ＝i）＝1和[image: 0478020132]
 得到
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于是用定理2.3（1）得到

[image: 图片]


（2）因为{Xn
 }是平稳序列，所以（Xn
 ，X1＋n
 ，…，Xm＋n
 ）和（X0
 ，X1
 ，…，Xm
 ）同分布．由（1）知道结论成立．

当马氏链是平稳序列时，称马氏链处于稳定状态．例6.1的结论说明，对于遍历马氏链，随着时间的推移马氏链{Yn
 }趋于稳定状态．

例6.2（PageRank）　随着互联网的高速发展，许多公司正在寻找评价全球互联网上所有网站的知名度的方法．这种工作在文献上被称为PageRank.现在使用的PageRank方法由Page及其同事于1998年提出．他们首先给每一个网站进行编号，得到状态空间I＝{1，2，…，n}．当网站i有通向其他m（i）个网站的链接时，定义由i转向j的概率
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这时明显地有

[image: 图片]


所以P＝（pij
 ）是马氏链的转移概率矩阵．因为马氏链的状态有限，当所有状态互通时，所有的状态是正常返的．从问题的背景还可以知道所有的状态是非周期的，因而这是一个遍历的有限状态马氏链．平稳不变分布唯一存在．

平稳分布π（0）
 ＝{πj
 }中的πj
 恰好是质点在各个网站转移时，对于网站j的访问概率．由于知名度高的网站被访问的概率大，所以πj
 恰好反映了网站j的知名度．于是将平稳分布的{πi
 }从大到小排序后就得到了网站知名度的排序．

在所有的互联网中，并不是所有的网站互通．有部分网站没有指向其他网站的链接，在这种情况下为了得到PageRank，Page及其同事建议使用改造后的转移概率矩阵

[image: 图片]


其中E是元为1的n×n矩阵，α是（0，1）中的数，建议取成0.85．从此，许多PageRank的工作都基于上述模型．

针对上述排序方法，部分垃圾网站（指信息极少的网站）通过木马等手段建立大量指向自己网站的链接，以提升排序和获得更多的利益．

现在的计算机专家正在着手解决垃圾网站的排序问题．尽管垃圾网站被访问的次数很多，但是和真正的知名网站相反，垃圾网站每次被访问的时间都很短．如果把对网站的访问时间考虑在内，就能够得到更加合理的PageRank（参考§7.1）．

今天，互联网上用搜索引擎得到的列表结果都被称为PageRank.


　　B．平稳可逆性

如果{Xn
 }是以{πi
 }为不变分布的马氏链，有转移概率矩阵P＝（pij
 ），对于n＞m≥0，因为已知现在B＝{Xm
 ＝i}时，过去A＝{Xm－1
 ＝j}与将来C＝{Xm＋
 1＝im＋1
 ，Xm＋2
 ＝im＋2
 ，…，Xn
 ＝in
 }独立，所以有（参考定理1.1）
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利用Xn
 和X0
 同分布得到
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上式只与i，j有关，与m无关．这说明把时间倒过来看，{Xn
 }也具有马氏性，一步转移概率是
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如果这个转移概率也等于pij
 ，则从[image: 0478020133]
 ＝pij
 得到
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定义6.2　设马氏链{Xn
 }有一步转移概率矩阵P＝（pij
 ）．

（a）若有不全为零的非负数列η＝{ηi
 }，使得
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成立，则称{Xn
 }是对称马氏链，称η为{Xn
 }或P的对称化序列特别当概率分布π＝{πi
 }使得（6.2）成立时，称π为{Xn
 }或P的可逆分布或平稳可逆分布；

（b）若{Yn
 }是平稳序列，且对于任何n＞m≥0，随机向量
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同分布，则称{Yn
 }是时间可逆的平稳序列或平稳可逆序列；

（c）若马氏链{Xn
 }是平稳可逆序列，则称{Xn
 }为可逆马氏链．

显然，当{Xn
 }有对称化序列η时，只要[image: 0478020134]
 ηj
 ＜∞，则可以得到{Xn
 }的平稳可逆分布
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如果{Xn
 }是可逆马氏链，则将时间的方向倒过来看，质点的运动规则不发生变化：有相同的转移概率且任何Xn
 和X0
 同分布．

下面的例子说明平稳可逆分布使得马氏链成为平稳可逆序列．

例6.3　设马氏链{Xn
 }有转移概率{pij
 }和平稳可逆分布π，则

（1）π是{Xn
 }的平稳不变分布；

（2）当{Xn
 }的初始分布为π时，{Xn
 }是可逆马氏链．

证明　（1）在（6.2）的两边对于j求和，就得到
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这说明平稳可逆分布π是平稳不变分布．

（2）当P（X0
 ＝i）＝πi
 时，对任何n＝m＋1，有

[image: 图片]


这说明（6.3）对n＝m＋1成立．对于n＝m＋2，有
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这说明（6.3）对n＝m＋2成立．用完全相同的方法可以对于一般的n推导出（6.3）．

例6.4　如果{ηj
 }是互通马氏链的对称化序列，则所有的ηj
 ＞0．

证明　设ηi
 ＞0．对于任何j，如果pij
 ＞0，则从ηj
 pji
 ＝ηi
 pij
 ＞0得到ηj
 ＞0；如果pii1
 pi1i2
 …pik
 j＞0，则依次得到
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　　C．平稳可逆分布的计算

定理6.1　设互通马氏链{Xn
 }以平稳不变分布π为初始分布．

（1）{Xn
 }是可逆马氏链的充分必要条件是对于任何i，i1
 ，i2
 ，…，ik
 ∈I，有

[image: 图片]


（2）当{Xn
 }是平稳可逆序列，对于取定的i及从i到j的通路i→i1
 →i2
 →…→ik
 →j（意指pii1
 pi1i2
 …pikj
 ＞0），定义
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则{ηj
 }是{Xn
 }的对称化序列．

注　条件（6.5）称为柯尔莫哥洛夫条件．另外把（6.6）写成
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有时更方便具体计算．

证明　（1）先用乘法公式得到
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如果{Xn
 }是可逆马氏链，则是平稳可逆序列，上面两式的左边相等，于是右边也相等，这就得到（6.5）．若（6.5）成立，上面两式右边相等，从而左边相等．在上述两式的两边对i1
 ，i2
 ，…，ik－1
 求和，得到
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把ik
 改成j，得到
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两边对于k求平均得到
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因为马氏链互通并且有平稳分布，所以是正常返的（见定理5.1（4））．令n→∞，用定理5.1（2）得到πj
 pji
 ＝πi
 pij
 .这说明{πi
 }是平稳可逆分布．

（2）这时（6.5）成立．先说明（6.6）中的ηj
 和通路的选择无关．实际上对于i到j的另外一条通路i→j1
 →j2
 …→js
 →j，从（6.5）知道下式左边的分子乘以右边的分母等于右边的分子乘以左边的分母，即有
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这就证明了ηj
 和通路的选择无关．

对于i到j的通路i→i1
 →i2
 →…→ik
 →j和i到l的通路i→j1
 →j2
 →…→js
 →l，还用上面交叉相乘的方法得到
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这说明{ηj
 }是对称化序列．

完全相似地可以证明下面的定理．

定理6.2　互通马氏链{Xn
 }存在对称化序列的充分必要条件是对于任何i，i1
 ，i2
 ，…，ik
 ∈I，有（6.5）成立．当{Xn
 }存在对称化序列时，对于取定的i，定义ηi
 ＝1时，由（6.6）定义的{ηj
 }是{Xn
 }的对称化序列．

证明　从定理6.1（2）的证明知道，当（6.5）成立时，由（6.6）定义的{ηj
 }是对称化序列．当对称化序列{ηj
 }存在时，由（参考例6.4）
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得到（6.5）．

对于互通的马氏链，下面是计算可逆分布的步骤：

（1）验证条件（6.5）成立后，用（6.6）计算出对称化序列{ηj
 }；或者先按（6.6）计算{ηj
 }，再验证{ηj
 }满足ηj
 pjk
 ＝ηk
 pkj
 ，j，k∈I.如满足，则{ηj
 }是对称化序列；否则没有对称化序列，也就没有可逆分布．

（2）{ηj
 }是对称化序列时，如果[image: 0478020135]
 ，则πj
 ＝ηj
 /c（j∈I）是平稳可逆分布，马氏链是正常返的；否则马氏链不是正常返的，平稳分布不存在．

这里只需要对满足（6.6）的对称化序列证明当[image: 0478020136]
 时， 马氏链不是正常返的．用反证法：如果{Xn
 }是正常返的，因为对称化序列存在，所以从定理6.2知道条件（6.5）成立，再从定理6.1（1）知道{Xn
 }有可逆分布{πj
 }满足πi
 pij
 ＝πj
 pji
 ，i，j∈I.由此得到pij
 ＞0当且仅当pji
 ＞0，并且对通路i→i1
 →i2
 →…→ik
 →j，用πj
 pjik

 ＝πik
 pik
 j，πik
 pikik
 －1
 ＝πik－
 1
 pik
 －1
 ik
 ，…，得到

[image: 图片]


这就得到矛盾的结果[image: 0478020137]
 ．

例6.5（接§4.1例1.3）　证明两端为反射壁的简单随机游动是可逆马氏链，并计算对称化序列和平稳可逆分布．

证明　由于质点每次只能向左或向右走一步，引入
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可以如下验证{ηi
 }是对称化序列：
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再从右向左看就知道已有ηi
 pi
 ，i－1
 ＝ηi
 －1
 pi－1
 ，i
 ，说明{ηi
 }是对称化序列，并且
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是平稳可逆分布．

例6.6　质点在I＝{0，1，…}中作随机游动，有转移概率

[image: 图片]


其中p01
 ＝p0
 ＝1，当i＞1时，pi
 ∈（0，1）．

（1）证明转移概率{pij
 }存在对称化序列η；

（2）求转移概率{pij
 }有平稳可逆分布的充分必要条件；

（3）给出{pij
 }有平稳不变分布的充分必要条件．

解　（1）质点每次只能向左或向右走一步．设qi
 ＝1－pi
 .引入
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可以如下验证{ηi
 }是对称化序列：
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（2）如果c　η0
 ＋η1
 ＋…＜∞，则πi
 ＝ηi
 /c是平稳可逆分布；否则马氏链不是正常返的，平稳可逆分布不存在．所以{pij
 }有平稳可逆分布的充分必要条件是c＜∞．

（3）由（2）知道马氏链正常返的充分必要条件是c＜∞，所以存在平稳不变分布的充分必要条件也是c＜∞．

例6.7　直线，平面和空间中的简单对称随机游动有对称化序列ηj
 ＝1，j∈I，但是没有平稳可逆分布．

证明　从pij
 ＝pji
 和[image: 0478020138]
 ηj
 ＝∞得到结论．


练　习　4.6

（1）平稳序列{Xn
 }是可逆序列的充分必要条件是对任何n≥1（Xn
 ，Xn－1
 ，…，X0
 ）和（X0
 ，X1
 ，…，Xn
 ）同分布．

（2）旅行家MC在城镇I＝{1，2，…，n}中旅游，有转移概率
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其中pi
 ∈（0，1）．求{pij
 }的平稳可逆分布．

（3）质点在I＝{0，±1，±2…}中作随机游动，有转移概率
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假设所有的pi
 ∈（0，1）．

（a）计算{pij
 }的对称化序列η；

（b）求{pij
 }有平稳可逆分布的充分必要条件；

（c）求{pij
 }有平稳不变分布的充分必要条件．

（4）一只蜘蛛在座钟的12个数字上做随机游动，每次以概率p顺时针走一步，以概率q逆时针走一步，用Xn
 表示n时蜘蛛的位置．

（a）说明{Xn
 }是马氏链，写出转移概率，计算平稳不变分布；

（b）给出{Xn
 }存在可逆分布的条件，求可逆分布．

（5）质点在I＝{0，1，…}中作随机游动，有转移概率
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假设pi
 ∈（0，1）．

（a）说明马氏链不可约；

（b）证明转移概率{pij
 }存在对称化序列η；

（c）求转移概率{pij
 }有平稳可逆分布的充分必要条件；

（d）给出{pij
 }有平稳不变分布的充分必要条件．


§4.7　离散时间分支过程

考虑由同类生物（或粒子）构成的群体．其中的每个生物在寿终时以概率P（ξ＝j）＝pj
 分裂成j个后代，且与其他生物的分裂情况独立．其后代也按照相同的方式各自独立地分裂自己的后代．用Xn
 表示第n代生物的总数，称随机序列{Xn
 }为离散时间分支过程（discrete time branching process）．离散时间分支过程也被称为Galton-Watson分支过程，参考图4.7.1．
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图4.7.1　分支过程

现在用ξnk
 表示第n代的第k个个体寿终时分裂成的后代数，则{ξnk
 }是来自总体ξ的随机变量．对m＝1，2，…，X0
 ＝m表示第0代有m个个体．在条件X0
 ＝1下，有
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用μ＝Eξ表示总体ξ的数学期望，这是一个个体分裂成的平均后代数．因为Xn－1
 是第n－1代生物的个数，由{ξjk
 |j≤n－2，k≥1}决定，所以与{ξn－1，k
 |k≥1}独立，利用§3.2定理2.1得到
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当X0
 ＝1时，还可以计算出（练习4.7（1））
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因为已知Xn－1
 ＝i后，Xn
 和（X0
 ，X1
 ，…，Xn－2
 ）独立，并且
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所以离散时间分支过程是马氏链．


　　A．灭绝概率

对于分支过程我们关心的是当X0
 ＝1时群体灭绝的概率ρ0
 由于群体灭绝时每个个体的后代灭绝，所以有
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于是在条件X0
 ＝1下，容易计算

[image: 图片]


定义
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（7.3）说明灭绝概率ρ0
 是g（s）＝0的解．

由于p0
 ＝0时生物不会灭绝，p0
 ＞0且p0
 ＋p1
 ＝1时生物必然灭绝（参考几何分布的性质），所以考虑p0
 ＞0和p0
 ＋p1
 ＜1的情况才是有意义的．

定理7.1　设p0
 ＞0，p0
 ＋p1
 ＜1．若X0
 ＝1，则

（1）ρ0
 是g（s）＝0（s∈（0，1]）的最小解；

（2）ρ0
 ＝1的充分必要条件是μ＝Eξ≤1．

证明　（1）注意X0
 ＝1.（7.3）说明ρ0
 是g（s）在[0，1]中的零点．如果ρ＞0也使得g（ρ）＝0，只要证明ρ≥ρ0
 ．先用归纳法证明对n≥1，ρ≥P（Xn
 ＝0）．当n＝1时，有
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设ρ≥P（Xn－1
 ＝0），注意到X0
 ＝1，利用P（Xn
 ＝0 |X1
 ＝j）＝[P（Xn－1
 ＝0）]j
 ，得到
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这就得到ρ≥P（Xn
 ＝0）．对于n≥1，An
 ＝{Xn
 ＝0}是单调增加的，所以有

[image: 图片]


这说明ρ0
 是最小解．因为g（0）＝p0
 ＞0，所以ρ0
 ∈（0，1]

（2）函数g（s）在[0，1]中连续，且
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如果μ≤1，对于s∈[0，1），有
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所以g（s）是[0，1）中的严格单调减函数.由g（1）＝0知道ρ0
 ＝1是g（s）在（0，1]中的唯一零点（见图4.7.2），所以ρ0
 ＝1．

当μ＞1时，我们证明ρ0
 ＜1．g′（1）＝μ－1＞0说明g（s）在1附近严格单调升．又从
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知道g（s）是严格的凸函数，于是再从g（0）＝p0
 ＞0，g（1）＝0知道g（s）＝0在开区间（0，1）中有唯一解ρ0
 （见图4.7.3）．

当总体ξ服从泊松分布
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时，图4.7.2是λ＝0.98时g（s）的图形，这时μ＝0.98＜1，ρ0
 ＝1；图4.7.3是λ＝1.5时g（s）的图形，这时μ＝1.5＞1，p0
 ≈0.417．图中横轴为s轴，纵轴为g（s）的取值．
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图4.7.2　μ＝0.98，ρ0
 ＝1

[image: 图片]


图4.7.3　μ＝1.5，ρ0
 ＝0.417

例7.1　设ρ0
 是X0
 ＝1时分支过程{Xn
 }的灭绝概率．当p0
 ＞0，p0＋p1
 ＜1时，有
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证明　第一个等式就是灭绝概率的定义，自然成立．0是吸引状态．对于i≥1，由

[image: 图片]


知道质点从i出发以正概率不回到i，说明i不是常返的．于是Cm
 ＝{1，2，…，m}中的状态都是非常返的．这说明马氏链最多访问Cm
 有限次，最终离开Cm
 .定义[image: 0478020139]
 ，就有
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事件列Bm
 ＝{W≥m}单调减，用概率的连续性得到
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上述举例说明X0
 ＝1，n→∞时，分支过程的轨迹以概率ρ0
 走向0，以概率1－ρ0
 走向∞，没有中间情况发生．按照分支过程的规律繁殖后代的生物群体，或者走向群体灭绝，或者走向群体爆炸．

当生物的最初群体数X0
 ＝m时，由于个体独立地分裂自己的后代，所以群体的平均增长速度为E（Xn
 |X0
 ＝m）＝mμn
 ，方差为

[image: 图片]


群体最终灭绝的概率为[image: 0478020140]
 ，群体数走向无穷的概率为1－[image: 0478020141]
 ．群体的初始数m越大，最终灭绝的概率越小．当μ＞1，方差Var（Xn
 ）的指数增加说明每个个体的后代数发展得很快．

图4.7.4是用计算机模拟产生的分支过程的前30代的繁衍曲线，初始值X0
 ＝1．最左面一条的ξ～p（1.6），μ＝1.6；中间一条的ξ～p（1.2），μ＝1.2；最下面一条的ξ～p（1.1），μ＝1.1．图中的横轴为n，纵轴为Xn
 ．
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图4.7.4　分支过程的繁衍曲线

人们也用分支过程近似刻画核反应堆中的链式反应：中子撞击原子核释放出新的中子．要使得链式反应成功，不仅每次撞击原子核平均释放出的中子数要大于1，还需要初始的中子数目足够多．

2003年春季我国爆发了急性传染病“非典型肺炎”（SARS），到4月初全国有1000多人被确诊感染了非典型肺炎．至4月13日，北京发现37例非典型肺炎，全世界有19个国家发现非典型肺炎病例．为控制传染渠道，4月19日开始，北京的大、中小学开始放假，许多企事业单位也开始放假．这时许多城市的居民上街都带口罩，公共场所每日消毒，一时间草木皆兵．非典型肺炎的传染方式可以用离散时间分支过程刻画，其中Xn
 是第n代病人的个数．虽然SARS病毒最终灭绝的概率ρ0
 ＞0，但当X0
 ＝1000时，SARS病毒最终灭绝的概率[image: 0478020142]
 接近于零，大规模爆发的概率[image: 0478020143]
 接近于1．由于当时坚决果断地采取了多项有效的预防和隔离措施，才使得疫情的发展得到了有效的控制．


　　*
 B．参数估计

给定分支过程的观测数据X0
 ，X1
 ，…，Xn
 .当第n代生物还没有发生分裂时，一共有
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个生物发生了分裂．注意在前Sn
 次的分裂中，一共出现了X1
 ＋X2
 ＋…＋Xn
 个新后代．所以每次平均分裂出

[image: 图片]


个后代．这说明用[image: 0478020144]
 估计μ是合理的．实际上可以证明[image: 0478020145]
 是μ的最大似然估计．

关于[image: 0478020146]
 的大样本性质，有以下结果值得介绍．当μ＝Eξ＜1，σ2
 ＝Var（ξ）＜∞时，对于充分大的初始值x0
 ＝X0
 和n，

[image: 图片]


近似成立．

当μ＞1，Eξ4
 ＜∞时，对于充分大的初始值x0
 ＝X0
 和n，

[image: 图片]


近似成立．

在利用上述结果构造μ的置信区间或作假设检验时，还需要σ2
 的估计量．下面的[image: 0478020147]
 2
 是σ2
 的一个相合估计（参考[9]）．
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练　习　4.7

（1）证明公式（7.2）和（7.4）．

（2）对于分支过程计算群体灭绝概率ρ0
 .

（a）p0
 ＝0.2，p2
 ＝0.8;

（b）p0
 ＝0.2，p1＝0.3，p2
 ＝0.5．

（3）设ξ～B（2，p）．分支过程中每个粒子分裂成的后代数是来自总体ξ的随机变量．当X0
 ＝1时，计算

（a）群体灭绝的概率；

（b）群体恰在第2代灭绝的概率；

（c）如果X0
 ～P（μ），p＞0.5，计算群体最终灭绝的概率．

（4）设m是正整数，对于马氏链{Xn
 }定义时间m后的随机序列Yn
 ＝Xm＋n
 ，n＝0，1，…．推导以下结论：

（a）{Yn
 }是和{Xn
 }有相同的转移概率的马氏链；

（b）已知{Y0
 ＝i0
 }时，{Yn
 ;n≥1}和X0
 ，X1
 ，…，Xm－1
 独立．



*
 §4.8　强大数律和中心极限定理

现在回到马氏链的讨论．


　　A．强马氏性

先回忆停时的定义：设{Xn
 }是随机序列，T是取正整数值的随机变量，如果对任何正整数n，随机事件{T≤n}由随机变量X1
 ，X2
 ，…，Xn
 唯一决定，则称随机变量T是{Xn
 }的停时．

定理8.1　设T是马氏链{Xn
 }的停时，满足P（T＜∞）＝1．定义T后的随机序列
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则有以下结论：

（1）{Yn
 }是和{Xn
 }有相同的转移概率的马氏链；

（2）已知Y0
 ＝i0
 时，{Yn
 ;n≥1}和（X0
 ，X1
 ，…，XT－1
 ）独立．

定理8.1的结论称为马氏链的强马氏性．我们把证明放入附录A中的A3，供读者参考．


　　B．强大数律和中心极限定理

下面设{Xn
 }是一个不可约正常返马氏链，状态空间为C.这时C中的状态互通，有相同的周期．对于状态j，定义Tj
 （0）＝0．用

[image: 图片]


表示质点第1次到达状态j的时刻，用
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表示质点第2次到达状态j的时刻，……，用

[image: 图片]


表示质点第r次到达状态j的时刻．

{Tj
 （r）＝n}表示第n次转移时恰好是第r次到达j（不算出发时）．{Tj
 （r）≤n}表示前n次转移中到达j的次数不少于r（不包括出发时）：

[image: 图片]


上式说明每个Tj
 （r）都是马氏链{Xn
 }的停时．注意#
 A是集合A中的元素数．

因为j是正常返状态，所以质点从j出发以概率1返回状态j，即有

[image: 图片]


对于给定的函数g（x），定义随机变量
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若认为质点在状态k可以获得能量g（k），则质点在时刻i获得能量g（Xi
 ），质点在时间段（Tj
 （r），Tj
 （r＋1）]中获得总能量Zr
 .对于r[image: 0478020148]
 1（不考虑X0
 时），Zr
 是质点从第r次离开j到第r＋1次回到j之间获得的总能量．

对旅行家MC来说，用g（k）表示MC在城镇k的收获．因为Xk
 是MC第k次转移到达的城镇，所以q（Xk
 ）就是MC在城镇Xk
 的收获．Zr
 是MC从城镇j出发后到返回城镇j时，一路上的总收获（不含出发时在城镇j的收获，但是包括回到城镇j后的收获）．容易理解如果MC最初是从城镇j出发的，即X0
 ＝j，则Z0
 ，Z1
 ，…独立同分布；否则，Z1
 ，Z2
 ，…独立同分布．

因为X（Tj
 （r））＝j总成立，所以是已知的．根据马氏链的强马氏性知道在条件X0
 ＝j下，Z0
 ，Z1
 ，…独立同分布．无论X0
 取值如何，随机变量Z1
 ，Z2
 ，…总是独立同分布的．

从强大数律知道（§1.5定理5.1），只要E |Z1
 |＜∞，则n→∞时，
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又从中心极限定理知道（§1.5定理5.2），只要σ2
 ＝Var（Z1
 ）＜∞，就有
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其中
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是样本标准差．

设π＝[π1
 ，π2
 ，…]是{Xn
 }的平稳不变分布，C是状态空间．

当[image: 0478020149]
 时，可以证明（参考练习4.8）
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其中[image: 0478020150]
 是状态j的平均回转时间．

注意，当{Xn
 }以π为初始分布时，μπ
 是质点在各状态获得的平均能量，也是质点在第n步获得的平均能量Eg（Xn
 ）＝μπ
 ．因为μj
 是质点从j出发到返回j的平均转移次数，所以μπ
 μj
 是从j出发到返回j这一路上获得的平均总能量，它恰好等于EZ1
 ．

现在把上述分析总结成定理．

定理8.2　设正常返不可约马氏链{Xn
 }有状态空间C，Zr
 由（8.3）定义，μπ
 和μj
 由（8.4）定义．如果[image: 0478020151]
 ，则

（1）当n→∞时，[image: 0478020152]
 ；

（2）当E[image: 0478020153]
 ＜∞成立，n→∞时，有
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（3）无论质点从哪里出发，当n→∞时，有
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我们略去定理的证明，感兴趣的读者可参考文献[10]．

例8.1　若用g（k）表示MC在城镇k的收获，当MC的初始分布X0
 是不变分布π＝[π1
 ，π2
 ，…]时，有P（Xn
 ＝k）＝πk
 ，k＝1，2，…．如果Eg（X1
 ）存在，则对于任何n，
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如果他每周转移一次，则μπ
 是他每周的平均收获．

注意μj
 ＝1/πj
 是状态j的平均回转时间．当μπ
 有限时，
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是他离开城镇j后到再返回j及在j的平均总收获．注意μπ
 μj
 正是每周的平均收获μπ
 乘以返回j所需要的平均周数μj
 .


练　习　4.8

（1）设正常返马氏链有平稳不变分布π＝[π1
 ，π2
 ，…]，Tj
 （r）由（8.2）定义，则

（a）E（Tj
 （1）|X0
 ＝j）＝μj
 ＞0是状态j的平均回转时间；

（b）Nk
 ＝Tj
 （k＋1）－Tj
 （k）（k＝1，2，…）独立同分布，ENk
 ＝μj
 ；

（c）{Xn
 }以π为初分布并且当[image: 0478020154]
 |g（k）|πk
 ＜∞时，有
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（d）当[image: 0478020155]
 时，有EZ1
 ＝μπ
 μj
 ．



*
 §4.9　马氏链的统计推断

尽管我们从概率论的观点探讨了马氏链的基本性质，但是在实际应用中往往不能仅从问题的背景得到马氏链的转移概率和平稳分布．这样，讨论马氏链的参数估计就变得有实际意义了．以下规定0/0＝0.


　　A．一步转移概率的估计

设不可约平稳马氏链{Xn
 }有一步转移概率矩阵P＝（pij
 ）和平稳分布π＝[π1
 ，π2
 ，…]．得到观测样本
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后，实际中需要对于pij
 进行估计．用ni
 表示前n次转移中马氏链到达i的次数，用nij
 表示前n次转移中马氏链从i直接转到j的次数．从平稳性和强马氏性知道质点每次从i出发或以概率pij
 转向j，或以概率1－pij
 转向其他状态，而且每次是否转向j是相互独立的．这就知道nij
 服从参数为pij
 的二项分布B（ni
 ，pij
 ）．于是得到pij
 的最大似然估计（参考§1.8B）
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由于二项分布B（ni
 ，pij
 ）的数学期望是ni
 pij
 ，所以E[image: 0478020156]
 ij
 ＝pij
 ，说明[image: 0478020157]
 ij
 是pij
 的无偏估计．由强大数律知道，当ni
 →∞时，[image: 0478020158]
 ij
 →pij
 a.s.，所以还是强相合估计．

对于较大的ni
 （至少使得ni
 min（[image: 0478020159]
 ），从中心极限

定理知道
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近似成立，于是由

[image: 图片]


得到置信水平1－α下pij
 的置信区间
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特别取zα
 /2
 ＝1.96时，可以得到置信水平为α＝0.95的置信区间．

对于已知的kij
 ，当ni
 较大时（至少使得ni
 min（[image: 0478020160]
 ，1－[image: 0478020161]
 ij
 ）＞5），可以得到

原假设H0
 :pij
 ＝kij
 ，备择假设H1
 :pij
 ≠kij


的检验水平为0.05的否定域{|Z|≥1.96}．


　　B．P＝P0的假设检验

设P0
 ＝（pij
 ）是已知的有限互通马氏链的转移概率矩阵．在实际问题中有时需要判断马氏链{Xn
 }的转移概率矩阵是否等于P0
 ．解决这个问题时先作假设

原假设H0
 :P＝P0
 ，备择假设H1
 :P≠P0
 ．

仍用[image: 0478020162]
 ij
 ＝ni
 j/ni
 表示pij
 的最大似然估计，用I＝{1，2，…，m}表示状态空间．在H0
 下有（9.3）成立．当观测的步数至少使得
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时，基于（9.3）可以证明统计量
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近似服从r＝m（m－1）－d个自由度的x2
 分布，其中d是P0
 中零元的个数．因为在H0
 下，ξ2
 的取值应当比较小，所以ξ2
 取值较大时就应当否定H0
 ．在检验水平α下，原假设P＝P0
 的否定域为

[image: 图片]


其中[image: 0478020163]
 是x2
 （r）分布的上α分位数，可以查附录C3得到．


　　C．独立性检验

设有限状态马氏链{Xn
 }以P为一步转移概率矩阵．如果{Xn
 }是独立序列，则pij
 ＝P（X1
 ＝j|X0
 ＝i）＝P（X1
 ＝j）与i无关，于是P＝（pij
 ）的各行相同．反之，如果P的各行相同，容易验证P（2）
 ＝P2
 ＝P，P（n）
 ＝Pn
 ＝P.用π＝（π1
 ，π2
 ，…）表示P的行向量，则有
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这说明Xn
 与（X0
 ，X1
 ，…，Xn－1
 ）独立．由n的任意性知道{Xn
 }是独立序列，并且对n≥1，Xn
 以π为概率分布．

根据上面的分析知道，要验证马氏链{Xn
 }是否独立序列，只要验证其转移概率矩阵是否各行相同．

设P0
 是未知的行向量都等于π＝（π1
 ，π2
 ，…，πm
 ）的m×m转移概率矩阵．在假设
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下，{Xn
 |n≥1}是独立同分布的随机序列，以π为概率分布．要检验（9.7）是否成立，只要检验{Xn
 |n≥1}是否来自总体分布π的样本．

给定观测序列X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ，用

[image: 图片]


表示前n次转移中马氏链到达j的次数．在H0
 下，P（Xk
 ＝j）＝πj
 ，于是π的似然函数为

[image: 图片]


利用对数似然函数

[image: 图片]


计算出πj
 的最大似然估计
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在一般情况下pij
 的最大似然估计是（9.2）．在H0
 下， （[image: 0478020164]
 j
 －[image: 0478020165]
 ij
 ）2
 应当比较小．所以它们的加权平均
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可以衡量H0
 是否成立．在H0
 下可以证明，对于至少使得

[image: 图片]


成立的n，近似地有
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于是在检验水平α下，H0
 的拒绝域是

[image: 图片]


更多的统计推断问题可参考[9]．


习　题　四

4.1　Y1
 ，Y2
 ，…是来自总体Y的随机变量，与X0
 独立，h（x，y）是实函数．对于n≥1，取Xn
 ＝h（Xn－1
 ，Yn
 ）．设{Xn
 }的状态空间为I，验证{Xn
 }是马氏链，给出转移概率pij
 ．

4.2　设{Xi
 ，i≥0}是取非负整数值的独立同分布的随机变量序列，

[image: 图片]


验证以下随机序列是马氏链：

（a）{Xn
 ，n≥0}；

（b）{Sn
 ，n≥0}，其中Sn
 ＝[image: 0478020166]
 ；

（c）{ξn
 ，n≥0}，其中ξn
 ＝[image: 0478020167]
 ．

4.3　马氏链的状态空间是I＝{1，2，3，4，5}，转移概率矩阵

[image: 图片]


界定马氏链的状态．

4.4　对于以下马氏链进行状态分类：

[image: 图片]


4.5　对某地区来讲，判断明天是否下雨只需要看今天是否有雨．今天有雨时，明天有雨的概率为a；今天无雨时，明天无雨的概率是b.用Xn
 ＝0表示第n天有雨，Xn
 ＝1表示第n天无雨时，验证{Xn
 }是马氏链．当a，b∈（0，1）时，

（a）给出一步转移概率矩阵；

（b）给出不变分布；

（c）对于将来的某一天，有雨的概率是多少？

4.6　指出哪能种情况下马氏链{Xn
 }有平稳不变分布：

（a）{Xn
 }是正常返等价类；

（b）{Xn
 }有正常返状态；

（c）{Xn
 }的全体状态都是非常返的；

（d）{Xn
 }只有有限个状态；

（e）{Xn
 }没有正常返状态．

4.7　如果马氏链{Xn
 }以π＝[π1
 ，π2
 ，…]为平稳初分布，证明对任何n，k≥1，随机向量

[image: 图片]


同分布．

4.8　如果一步转移概率矩阵P＝（pij
 ）的各列之和也是1，则称P是双随机矩阵．当双随机矩阵P的状态有限、互通时，计算它的平稳不变分布．

4.9　一个公司有A，B，C三种工作岗位，每个职员在这三种岗位中的变更情况如下：

[image: 图片]


如果该公司的职员很多，估算各岗位的平均人数．

4.10　在第n小时有Zn
 个顾客来到服务台，其中Z0
 ，Z1
 ，…是独立同分布的随机变量，有公共的概率分布pi
 ＝P（Z0
 ＝i）．每小时服务台只能完成对一位顾客的服务．用Xn
 表示n时服务台的顾客数．

（a）用{Zn
 }表示出{Xn
 }，证明{Xn
 }是马氏链；

（b）写出{Xn
 }的转移概率pij
 ；

（c）在什么条件下，马氏链的平稳不变分布存在？

（d）当平稳不变分布存在时，计算充分长的时间后服务台空闲的概率．

4.11　设m是正偶数．马氏链{Xn
 }有状态空间I＝{0，1，…，m}和转移概率
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验证马氏链是正常返的，计算平稳分布和马氏链在各状态的平均回转时间．

4.12　对于§4.7中的分支过程，当X0
 是取非负整数值的随机变量时，计算EXn
 ，Var（Xn
 ）和群体最终灭绝的概率ρ．

4.13　上市公司的年经济效益按每股的收益分成3个等级：和前一年的每股收益比较，若每股收益减少50%，记为－1；增加50%记为＋1；其他的情况记为0．根据对该公司的多年资料，得到了转移概率矩阵

[image: 图片]


计算各状态所占的平均比例，每个状态的平均返回时间．

4.14　一个水库的水位分为4个等级：用1表示缺水，用2表示水位正常，用3表示较好，用4表示充足．根据多年的记录得到了相邻的春夏秋冬季节水位的转移情况如下：
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计算水位处于充足状态所占季节的比例．

4.15　设马氏链的状态空间是I＝{1，2，3}，转移概率矩阵是

[image: 图片]


（a）证明I是遍历等价类；

（b）计算不变分布π和[image: 0478020168]


4.16　用1表示高收入，用2表示中等收入，用3表示低收入．经过抽样调查，发现高收入家庭的子女家庭有48%是高收入，有45%是中等收入，有7%是低收入；中等收入家庭的子女家庭有6%是高收入，有68%是中等收入，有26%是低收入；低收入家庭的子女家庭有1%是高收入，有48%是中等收入，有51%是低收入．如果这种状态继续下去，计算未来整个社会中高、中、低收入家庭的比例．

4.17　对于分支过程，设p0
 ＝0.25，p1
 ＝0.25，p2
 ＝0.5．

（a）当X0
 ＝m时，计算μ和p＝P（群体灭绝）；

（b）当X0
 ～P（λ）时，计算μ和p＝P（群体灭绝）．

4.18　设αj
 ∈（0，1），j＝0，1，…，m.马氏链有状态空间I＝{0，1，…，m}和转移概率

[image: 图片]


（a）说明这是一个可逆马氏链；

（b）计算平稳不变分布；

（c）当αi
 ＝α时，计算平稳不变分布．

4.19　（选自[7]）陈教授有r把雨伞，上午上班时下雨就带一把到办公室，下午下班时下雨就带一把回家（中午不回家），其他情况不带雨伞．假设上下班时是否有雨是相互独立的，有雨的概率是p．

（a）定义一个马氏链能够帮助我们判断他遇到下雨时没有伞的概率；

（b）计算（a）中马氏链的平稳不变分布；

（c）若r＝3，p多大时可以使得他被雨淋的概率最大？

4.20　如果马氏链只有n个状态，则当i→j时，必有k≤n使得[image: 0478020169]
 ＞0.

4.21　阅览室有N个座位，每分钟末到达阅览室的人数是来自总体ξ的随机变量，pk
 ＝P（ξ＝k），k＝0，1，…．每分钟内有一位读者离开阅览室，没有座位的读者自动离开阅览室（不排队等候）．以分为时间单位，用Xn
 表示n时阅览室的人数．

（a）说明{Xn
 }是马氏链，给出转移概率矩阵；

（b）何时{Xn
 }存在唯一的平稳不变分布？给出计算平稳不变分布的公式．

4.22　（选自[7]）蜘蛛和蝇在位置0，1相互独立地随机转移，分别有转移概率矩阵
 ，其中q＝1－p，q′＝1－p′， pqp′q′＞0．二者相遇时发生捕食．

（a）设计状态空间为{a，b，c}的马氏链描述以上捕食过程，写出转移概率；

（b）计算（a）中的马氏链在第n步回到初始位置a的概率[image: 0478020170]
 ；

（c）当X0
 ＝a时，计算等待捕食的平均时间．

4.23　下面图中的6个官方网站之间有直接或间接的链接．计算机在第j个网站浏览后以相同的概率转向与其有直接链接的网站．用Xn
 表示计算机第n次转移后所浏览的网站．

[image: 图片]


题4.23图

（a）说明{Xn
 }是马氏链，给出转移概率矩阵；

（b）验证可逆分布存在，并计算平稳可逆分布；

（c）如果计算机在第j个网站的平均浏览时间为λj
 ，对于时间充分长后的t时，给出计算机正在浏览网站j的概率；

（d）如果计算机在第j个网站的浏览时间服从均值为1/μj
 的指数分布，对于时间充分长后的t时，给出计算机正在浏览网站j的概率；

（e）当有大量的计算机访问这6个网站时，在（c）的条件下，对于时间充分长后的t时，给出正在访问网站j的计算机所占的比例；

（f）当有大量的计算机访问这6个网站时，在（d）的条件下，对μj
 ＝j，为以上6个网站按访问强度从大到小进行排序．


第五章　连续时间马尔可夫链

设{Xn
 }是第四章中的马氏链，有状态空间I，一步转移概率

[image: 图片]


满足pii
 ＝0，i∈I.因为该马氏链{Xn
 }的时间指标n＝0，1，2，…是离散的，所以又称为离散时间马氏链．

考虑一个质点按照上述马氏链在I中转移．对于任何i∈I，质点每次到达i后，在i的停留时间是独立同分布的随机变量，有公共的总体分布ε（λi
 ），停留结束后再以概率pij
 转移到状态j（j≠i）．进一步假定质点在各状态的停留时间是相互独立的，用X（t）表示t时质点所处的状态，则得到随机过程{X（t）}＝{X（t）|t≥0}．这样的随机过程就是本章要仔细研究的连续时间马氏链．如果不考虑停留时间的长短，只考虑{X（t）}的一次次转移，则又得到了{Xn
 }．


§5.1　连续时间马氏链的定义

设I是状态空间，{X（t）}＝{X（t）|t≥0}是以I为状态空间的连续时间随机过程．

定义1.1　如果对任何正整数n，t0
 ＜t1
 ＜…＜tn＋1
 和i，j，i0
 ，i1
 ，…，in－1
 ∈I，有

[image: 图片]


则称{X（t）}是连续时间离散状态的马尔可夫链，简称为连续时间马氏链．

定义1.1中的“链”表明状态空间I是离散的．和离散时间马氏链的情况相同，我们称具有性质

[image: 图片]


的马氏链为时齐马氏链．时齐性表明转移概率

[image: 图片]


与起始时间s无关．

无特别说明时，以后的马氏链都是时齐马氏链，并且简称为马氏链．

连续时间马氏链的性质（1.1）和离散时间马氏链的性质§4.1（1.1）在形式上是相同的，因此对离散时间马氏链得到的许多结论对于现在的马氏链仍然有效，列举如下：

（1）pij
 （0）是δ函数：

[image: 图片]


（2）对于t＞0，已知X（t）＝i的条件下，将来{X（u）|u＞t}与过去{X（v）|0≤v＜t}独立．也就是说，在概率Pi
 （·）＝P（·|X（t）＝i）下，随机过程{X（u）|u＞t}与{X（v）|0≤v＜t}独立．

（3）K-C方程：对任何t，s≥0，有

[image: 图片]


其中

[image: 图片]


称为马氏链{X（t）}的转移概率矩阵．

（4）马氏链的有限维分布由转移概率（1.3）和初始分布
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唯一决定，且对0＜t1
 ＜t2
 ＜…＜tn
 ，有

[image: 图片]


特别当ti＋1
 －ti
 ＝a时，有

[image: 图片]


（5）X（t）的概率分布由转移概率矩阵（1.6）和X（0）的概率分布

[image: 图片]


唯一决定：
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其中p（t）＝[p1
 （t），p2
 （t），…]，t≥0，pi
 （t）＝P（X（t）＝i），i∈I.

（6）对于s，t≥0，有

[image: 图片]



练　习　5.1

（1）对于马氏链{X（t）}和t0
 ＜t1
 ＜…＜tn＋1
 ，B，Aj
 [image: 0478020171]
 I，用性质（2）证明
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（2）证明公式（1.5），（1.7），（1.8）．

（3）对于转移概率矩阵P（t）和ε＞0，证明{P（t）；t∈（0，ε]}可以决定所有的P（t）．

（4）证明公式（1.9），（1.10）．

（5）对于s≥0，验证公式[image: 0478020172]
 ．


§5.2　泊松过程是马氏链

泊松过程具有独立增量性和平稳增量性，状态空间I＝{0，1，…}．设λ是泊松过程{N（t）}的强度，t0
 ＜t1
 ＜…＜tn＋1
 ，利用独立增

量性和平稳增量性得到
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上式只与i，j，tn＋1
 －tn
 有关，于是知道{N（t）}是马氏链，有初始分布P（N（0）＝0）＝1和转移概率
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其中
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从上面的推导看出，取整数值的有独立增量性的平稳增量过程是马氏链（见练习5.2（1））．

容易看出pij
 （t）是连续函数，在t＝0有右导数

[image: 图片]


由于泊松过程在i的停留时间服从指数分布ε（λ），故其数学期望λ－1
 是质点在i的平均停留时间．λ越大，泊松过程由i向i＋1转移得越快．于是称λ为i的转移速率或转移强度．这样[image: 0478020173]
 qi，i＋1
 ＝λ表明质点从j出发，下一步向i＋1转移的速率是λ．对于j≠i和i＋1，[image: 0478020174]
 （0）＝qij
 ＝0表明质点从i出发，下一步向j转移的速率是0，也就是说不会由i转向j.人们称[image: 0478020175]
 为质点停留在i的速率．

引入矩阵
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人们称Q为泊松过程{N（t）}的转移速率矩阵或转移强度矩阵，或简单地称为Q矩阵．可以把转移速率矩阵写成若当矩阵的形式
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用归纳法容易验证
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其中对于j＜0或j＞k，规定C[image: 0478020176]
 ＝0．定义
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利用pij
 （0）＝δij
 得到

[image: 图片]


并且对j≥i，有

[image: 图片]


写成矩阵的形式就得到

[image: 图片]


形式上也可以把（2.4）写成指数函数

[image: 图片]


注意对于（2.4）或（2.5）在t＝0求导数就得到P′（0）＝Q.下面对于连续时间马氏链研究类似的内容．实际上，由（1.5）给出的公式P（t＋s）＝P（t）P（s）已经提示：公式（2.5）有可能成立（见定理5.2）．


练　习　5.2

（1）取整数值的随机过程{X（t）|t≥0}，如果有独立增量性和平稳增量性就一定是马氏链．

（2）一个t时刻存活的生物在（t，t＋h]内寿终的概率是λh＋o（h），计算这个生物寿命的生存函数．

（3）t时刻有m个生物独立存活，每个生物在长为h的时间内寿终的概率是λh＋o（h）．从t时刻开始，用Tm
 表示最早寿终的生物的寿终时间，求Tm
 的分布．

（4）t时刻有m个部件独立地工作，第i个部件在长为h的时间内损坏的概率是λi
 h＋o（h）．从t时刻开始，用Tm
 表示等待第一个部件损坏的时间，求Tm
 服从的分布．


§5.3　转移速率矩阵

离散时间马氏链的一步转移概率矩阵P可以唯一决定n步转移概率矩阵：P（n）
 ＝Pn
 .对于连续时间马氏链的转移概率矩阵P（t），没有最小的正数t使得类似的公式成立．但是对任何ε＞0，从练习5.1（3）知道{P（s）；0＜s≤ε}可以决定所有的P（t），于是{（P（s）－P（0））/s;s∈（0，ε]}也可以决定所有的P（t）．这就提示我们，P（t）可能被[image: 0478020177]
 唯一决定．为讨论这个问题，先研究P′（0）的存在性．

对于泊松过程{N（t）}，有

[image: 图片]


这说明在概率1的意义下，泊松过程在任何有限的时间内只有有限次转移．因为在转移点事件已经发生，所以轨迹是右连续的．

我们也规定在概率1的意义下，所研究的马氏链在任何有限时间内只能转移有限次，这样的马氏链被称为规则马氏链．可以理解，规则马氏链{X（t）}的轨迹是阶梯函数．因为在跳跃点质点已经到达新的状态，所以规则马氏链的轨迹也是右连续的，即对t≥0，

[image: 图片]


从（3.1）得到X（t＋h）依概率收敛到X（t），即对任何ε＞0，t≥0，
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无特殊声明时，本章的马氏链都是规则马氏链．

用Pi
 （·）表示条件概率P（·|X（0）＝i），用（3.2）得到对任何ε＞0，有

[image: 图片]


定理3.1　对于状态空间为I的马氏链{X（t）}，有以下结论：

（1）pij
 （t）在t＝0连续：
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（2）pij
 （t）在[0，∞）上一致连续，而且
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（3）对于t≥0，恒有pii
 （t）＞0；

（4）pij
 （t）在t＝0有导数（指右导数）

[image: 图片]


其中－∞≤qii
 ≤0，当i≠j时，qij
 ≥0；

（5）对于i∈I，有

[image: 图片]



*
 证明　（1）对于ε∈（0，1），利用pii
 （0）＝1得到t↓0时，

[image: 图片]


对于j≠i，利用pij
 （t）＋pii
 （t）≤1知道t↓0时，

[image: 图片]


（2）只需要证明（3.3）．利用pij
 （t）≤1和K-C方程得到

[image: 图片]


（3）从（1）知道当n充分大时pii
 （t/n）＞0，再从（1.10）得到
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（4）只对i＝j的情况给出证明．定义[0，∞）上的非负连续函数q（t）＝－lnpii
 （t），有g（0）＝0和

[image: 图片]


利用数学分析的结果（见习题5.26），知道有qi
 ∈[0，∞]使得
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当t↓0时，用g（t）→0得到

[image: 图片]


取qii
 ＝－qi
 就得到结论．

（5）对于任何正整数m，利用

[image: 图片]


得到结果．

推论3.2　定义qi＝－qii．

（1）如果qi
 ＝0，则对所有的t≥0，pii
 （t）＝1;

（2）qi
 ＝[image: 0478020178]
 （1－pii
 （t））/t.


*
 证明　（1）由（3.4）式知道
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所以pii
 （t）＝1对一切t≥0成立．

（2）从（3.4）得到g（t）/t≤qi
 ，所以有
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因为t≥0，所以用不等式1－e－qit
 ≤qit得到

[image: 图片]


再结合[image: 0478020179]
 （0）＝－qi
 就得到结论（2）．

由于pij
 （t）是马氏链从i出发，t时处于j的概率，所以称qij
 ＝[image: 0478020180]
 （0）是质点从i出发，下一步向j转移的速率或强度，称

[image: 图片]


为马氏链的转移速率矩阵或转移强度矩阵．

由于qij
 是转移概率pij
 （t）在t＝0的导数，所以又称Q为马氏链的无穷小矩阵，或简单地称为Q矩阵．


练　习　5.3

（1）有了马氏链的转移概率矩阵P（t），计算Q矩阵，其中

[image: 图片]


（2）如果事件列An
 关于n单调减少，则对于任何事件B，当n→∞时，有


（3）对于t＞0，定义Bn
 ＝{jt/2n
 |0≤j≤2n}，An
 ＝{X（u）＝i，u∈Bn
 }．

（a）验证Bn
 单调增加：B1
 [image: 0478020181]
 B2
 [image: 0478020182]
 …；

（b）验证An
 单调减少：A1
 [image: 0478020183]
 A2
 [image: 0478020184]
 …，

（c）对马氏链{X（t）}，验证



§5.4　连续时间马氏链的结构

请记住我们的马氏链都是规则的：在有限时间内质点只能转移有限次．


　　A．保守马氏链

定义4.1　如果对于一切i∈I，有

[image: 图片]


则称转移速率矩阵Q是保守的（conservative）或称马氏链是保守的．

因为[image: 0478020185]
 ，所以当所有的|qii
 |＜∞时，保守性等价于

[image: 图片]


如果将qii
 视为马氏链从i出发，下一步继续留在i的速率，将[image: 0478020186]
 qij
 视为从i出发，下一步离开i的速率，保守性说明继续停留的速率和转出的速率大小相等，方向相反．

从§5.2的内容知道，泊松过程是保守马氏链．另外，只有有限个状态的马氏链如果所有的|qii
 |＜∞，则是保守马氏链．因为这时

[image: 图片]


的左边是有限项求和，令t↓0就得到（4.2）．下面的定理4.1（6）说明规则马氏链是保守的，于是本书讨论的马氏链都是保守的．

下面进一步解释qij
 的含义．如果qii
 ＝0，从推论3.2知道对一切t＞0，

[image: 图片]


这说明i是吸引状态：质点一旦到达状态i就不再离开．已知X（0）＝i时，用

[image: 图片]


表示质点在i的停留时间，则从qii
 ＝0得到pi
 （τ＝∞）＝1．

例4.1　对于马氏链{X（t）}，qi
 ＝|qii
 |和t，h＞0，有以下结论：

（1）P（X（t＋h）＝j|X（u）＝i，u∈[0，t]）＝pij
 （h）；

（2）P（X（u）＝i，u∈[0，t]|X（0）＝i）＝[image: 0478020187]
 ．

证明　（1）根据§5.1性质（2），已知X（t）＝i的条件下，X（t＋h）和{X（u），u∈[0，t）}独立，于是有

[image: 图片]


（2）只需对qi
 是正数的情况证明．集合列Bn
 ＝{jt/2n
 |1≤j≤2n
 }单调增加．事件列

[image: 图片]


单调减少：A1
 [image: 0478020188]
 A2
 [image: 0478020189]
 …．因为B＝[image: 0478020190]
 Bn
 在[0，t]中稠密，X（t）的轨迹又是阶梯形状和右连续的，所以

[image: 图片]


利用概率的连续性和（1.8）得到

[image: 图片]


回忆我们已经规定1/0＝∞，0/0＝0．

定理4.1　对于马氏链{X（t）}，qi
 ＝|qii
 |，用τ表示质点在状态i的停留时间，则有

（1）P（τ＞t|X（0）＝i）＝e－qit
 ，t≥0;

（2）E（τ|X（0）＝i）＝1/qi
 ;

（3）当j≠i时，[image: 0478020191]
 ；

（4）当j≠i时，[image: 0478020192]
 ；

（5）在条件X（0）＝i下，τ和X（τ）独立；

（6）当所有的qi
 ＜∞时，马氏链{X（t）}是保守的．

证明　只需对qi
 是正数的情况证明．

（1）从例4.1（2）得到

[image: 图片]


（2）结论（1）说明在条件X（0）＝i下，τ～ε（qi
 ），所以有

[image: 图片]


（3）重新定义Bn
 ＝{jt/2n
 |1≤j≤2n
 －1}，An
 ＝{X（u）＝i，u∈Bn
 }．An
 单调减少，使得

[image: 图片]


对于t，△t＞0和j≠i，从Taylor展开公式

[image: 图片]


知道

[image: 图片]


取△t＝t/2n
 ，得到

[image: 图片]


两边对于t∈[0，s]积分得到（参考文献[1]的附录D）

[image: 图片]


这就得到了（3）．

（4）在（3）中让t→∞，得到（4）．

（5）这时pj
 ＝qij
 /qi
 是X（τ）|X（0）＝i的概率分布．由（1）知道Pi
 （τ≤t）＝1－e－qit
 .引入Pi
 （·）＝P（·|X（0）＝i），用（3）和（4）得到

[image: 图片]


这说明（5）成立．

（6）当qi
 ＝0时，从定理3.1（5）知道[image: 0478020193]
 ．当qi
 ＞0时，从本定理的（1）和（4）知道[image: 0478020194]
 .

从定理4.1（1）知道，当qi
 ＝∞时，有[image: 0478020195]
 （t）＝P（τ＞t|X（0）＝i）　0，于是P（τ＝0|X（0）＝i）＝1．这说明质点在状态i无法停留，所以称i为瞬时状态．尽管理论上存在瞬时状态，但是在实际中是难以理解的．本书以后不再考虑瞬时状态，总认为所有的qi
 ＝|qii
 |＜∞．

如果qi
 ＞0，由定理4.1（1）知道，质点从i出发，在i的停留时间T0
 （下标0表示第0次转移）服从指数分布ε（qi
 ），有数学期望1/qi
 .qi
 越大，平均停留时间越短．由定理4.1（4）知道停留结束后，质点以概率qij
 /qi
 转移到状态j（j≠i）．因为轨迹是右连续的，所以如果转移到j，则X（T0
 ）＝j.马氏链的时间齐次性和马氏性还保证了以下性质：

已知X（T0
 ）＝j时，

（1）在T0
 以后马氏链的运动情况与T0
 以前的行为独立；

（2）如果把T0
 标记为重新开始时间0，则得到从j出发的马氏链，且转移概率矩阵不变；

（3）如果j不是吸引状态，马氏链在j的停留时间T1
 服从指数分布ε（qj
 ），有数学期望1/qj.停留结束后，以概率qjk
 /qj
 转移到状态k（k≠j），T1
 和T0
 独立．若转向k，则有X（T0
 ＋T1
 ）＝k；

（4）已知X（T0
 ＋T1
 ）＝k时，在T0
 ＋T1
 以后马氏链的运动情况与T0
 ＋T1
 以前的行为独立，如果把T0
 ＋T1
 标记为重新开始时间0，则得到从k出发的马氏链，且转移概率矩阵不变；

（5）马氏链按照以上方式继续运行．


　　B．马氏链的结构

下面对以上分析给出进一步的描述，帮助我们理解马氏链的具体运行情况．仍用δij
 表示δ函数：
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设马氏链{X（t）}有转移速率矩阵Q，qi
 ＝|qii
 |．定义

[image: 图片]


则K＝（kij
 ）的各行之和为1．定义
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则τi
 是马氏链{X（t）}的第i次转移时刻．Ti
 ＝τi＋1
 －τi
 是第i次转移后的停留时间．从定理4.1得到马氏链的以下结果：

（1）Xn
 ＝X（τn
 ）（n＝0，1，…）是以K＝（kij
 ）为一步转移概率矩阵的离散时间马氏链；

（2）沿着嵌入链{X（τn
 ）}的给定轨迹i0
 →i1
 →i2
 →…，马氏链在各状态的依次停留时间T0
 ，T1
 ，T2
 ，…相互独立，Tj
 服从指数分布ε（qij
 ），j＝0，1，2，…；

（3）设{Yn
 }是离散时间马氏链，以（4.5）定义的K＝（kij
 ）为转移概率矩阵．对每个i∈I，假设质点每次到达i后，在i
 的停留时间是相互独立的随机变量，服从共同的指数分布ε（qi
 ），停留结束时以概率kij
 转移到状态j（j≠i），进一步假设质点在不同状态的停留时间相互独立，则用X（t）表示t时质点的状态时，{X（t）}是连续时间的马氏链，有转移速率矩阵Q.

马氏链的结构说明了离散时间马氏链和连续时间马氏链的关系．在上面的（1）中，称离散时间马氏链{Xn
 }为{X（t）}的嵌入链（embedded chain）或跳跃链（jump chain）．同理在上面的（3）中也称离散时间马氏链{Yn
 }为{X（t）}的嵌入链．嵌入链的转移概率矩阵由转移速率矩阵Q和（4.5）决定．

例4.2　强度为λ的泊松过程是马氏链，嵌入链有一步转移概率
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质点在任何状态的停留时间是相互独立的，服从指数分布ε（λ），所以qi
 ＝λ．从公式（4.5）得到
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例4.3　设连续时间马氏链{X（t）}有转移概率矩阵
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（1）计算转移速率矩阵Q；

（2）计算质点在各状态的平均停留时间；

（3）计算嵌入链的一步转移概率矩阵；

（4）对于马氏链的运动情况给予简单解释．

解　（1）容易计算出
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（2）设马氏链的状态为1，2，3，质点在1，2，3的平均停留时间分别是
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（3）根据kij
 ＝qij
 /qi
 （j≠i），可以计算出嵌入链的一步转移矩阵
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（4）质点按照离散时间马氏链的一步转移概率矩阵K在状态1，2，3中转移，这三个状态互通．质点每次到达状态i，在i的停留时间是服从指数分布的随机变量，其数学期望1/qi
 是在i的平均停留时间．所有不同次到达的停留时间是相互独立的，在不同状态的停留时间也是相互独立的．质点从i出发的条件下，t时位于状态j的概率是pij
 （t）．


练　习　5.4

（1）短信按强度为λ的泊松流到达一部手机．每个短信是公事的概率是p，是私事的概率是q＝1－p.引入
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说明{X（t）}是马氏链，写出转移速率矩阵和嵌入链的转移概率矩阵．

（2）用τ表示马氏链在状态i的停留时间，引入生存函数[image: 0478020196]
 （t）＝Pi
 （τ＞t）＝P（τ＞t|X（0）＝i），用马氏性直接证明[image: 0478020197]
 （t＋s）＝[image: 0478020198]
 （t）[image: 0478020199]
 （s），并由此证明[image: 0478020200]
 ．

（3）人群中有若干人带菌．在任何长为h的时间内群体中恰有两个人相遇的概率是λh＋o（h），有更多人次相遇的概率为o（h）．相遇时以概率p发生传染，被传染者将永远带菌．用X（t）表示t时带菌的人数，回答以下问题：

（a）{X（t）}是马氏链吗？

（b）如果是马氏链，请写出转移速率矩阵Q；

（c）从t时刻开始，新传染上n个人平均需要多少时间？


§5.5　柯尔莫哥洛夫方程

马氏链的转移速率矩阵Q由转移概率矩阵P（t）唯一决定：Q＝P′（0）．自然要问：在什么条件下转移速率矩阵Q可以决定转移概率矩阵P（t）？下面讨论这个问题．


　　A．向后和向前方程

回忆K-C方程是

[image: 图片]


让我们约定把右边称为前，把左边称为后．在（5.1）两边对于后面的t＝0求导数，形式上得到
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写成矩阵的形式就得到P′（t）＝QP（t）．

如果在K-C方程中对于前面的s＝0求导，形式上得到
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写成矩阵的形式就得到P′（s）＝P（s）Q.

只要把上面的形式推导严格化，就得到下面的定理．

定理5.1（柯尔莫哥洛夫方程）设Q是马氏链{X（t）}的转移速率矩阵，qi
 ＝|qii
 |，则有

（1）向后方程：P′（t）＝QP（t），或等价地写成
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（2）向前方程：当q＝sup{qi
 |i∈I}＜∞时，有P′（t）＝P（t）Q，或等价地写成
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定理5.1的证明是数学分析的内容，把它列入附录A中的A4．

在K-C方程（5.1）中，质点先从i经过时间t到k，再从k经过时间s到j.对于后面的时间t求导得到向后方程，对前面的时间s求导得到向前方程．这是向后，向前的含义，如下图所示．

[image: 图片]



　　B．解柯尔莫哥洛夫方程

设右连续函数g（t）满足
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则g（t）是指数函数（参考习题1.8），即有
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于是得到
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对于方阵A，当[image: 0478020201]
 ！的每个元收敛时，定义


 ，A0
 ＝单位矩阵．

对于马氏链的转移概率矩阵P（t）和转移速率矩阵Q，从K-C方程得到

[image: 图片]


所以我们也期望有某个矩阵C，使得
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其中（Ct）0
 表示单位阵．因为P′（0）＝Q，所以应当猜测C＝Q和
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如果马氏链{X（t）}的状态空间I是有限集合，则称{X（t）}是有限状态马氏链．设状态空间I有n个状态，取
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则矩阵Qt的元的绝对值都小于qt，（Qt）2
 的元的绝对值都小于n（qt）2
 ，…，（Qt）k
 的元的绝对值都小于nk－1
 （qt）k
 .于是
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的每个元收敛，关于t逐项求导得到
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有了公式（5.6），就可以证明以下的结论．

定理5.2　有限状态马氏链的转移概率矩阵P（t）由转移速率矩阵Q唯一决定，并且有
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证明　从（5.6）知道P（t）＝exp（Qt）满足P′（t）＝exp（Qt）Q＝P（t）Q，所以是向前方程的解．再证明exp（Qt）是向前方程的唯一解．

如果P（t）满足向前方程P′（t）＝P（t）Q，且P（0）是单位阵，我们证明P（t）＝exp（Qt）．利用公式
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和向前方程得到
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这说明P（t）exp（－Qt）＝C是常数矩阵．再从P（0）＝单位阵，知道

单位阵＝P（t）exp（－Qt）．

两边右乘exp（Qt），得到
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这就证明了向前方程有唯一解P（t）＝exp（Qt）．Q唯一决定了P（t）．

例5.1　给定马氏链的转移速率矩阵
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计算转移概率矩阵P（t）．

解　为了方便计算Qk
 ，需要将Q写成Jordan标准形
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其中D为Q的Jordan形矩阵，M为可逆矩阵．用线性代数的方法可以计算出
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这样得到Qk
 ＝MDk
 M－1
 ，于是得到

[image: 图片]


注　在实际问题中可以用Matlab进行计算．先调用
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为Q赋值，然后用

[image: 图片]


计算出M，D，最后用inv（M）计算M－1
 ．

因为我们讨论的是规则马氏链，所以关于向后和向前方程还可以给出如下进一步的结论（参考[3]或[14]）：

定理5.3　马氏链的转移概率pij
 （t）满足柯尔莫哥洛夫向后和向前方程，而且是向后或向前方程的唯一解．

定理5.3的唯一性是说，如果有另外的非负函数gij
 （t）满足相同的向后方程（5.3）（或向前方程（5.4）），并且满足K-C方程gij
 （s＋t）＝[image: 0478020202]
 gik
 （s）gkj
 （t）（i，j∈I，s，t≥0）和
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则gij
 （t）＝pij
 （t）．


练　习　5.5

（1）设马氏链只有两个状态，并且对一切t≥0有X（t）～B（1，0.5），写出嵌入链的转移矩阵K，Q矩阵和P（t）．

（2）马氏链只有1，0两个状态，在状态1和0的停留时间分别是来自总体ε（λ），ε（μ）的随机变量．

（a）写出嵌入链的转移概率矩阵K和Q矩阵；

（b）写出p00
 和p11
 满足的向前方程；

（c）计算p00
 （t），p11
 （t）．

（3）生物个体的寿命是来自总体ε（λ）的随机变量．每个个体寿终时以概率pk
 产生k个后代．用X（t）表示t时的生物总数．验证{X（t）}是马氏链，当p1
 ＝0时，写出转移速率qij
 和嵌入链的转移概率kij
 ．

（4）设马氏链{X（t）}在状态i停留时间Tij
 后转向状态j（≠i）．用§2.4的定理4.4说明存在常数λj
 ≥0，使得

（a）Tij
 ～ε（λj
 ），并且{Tij
 |j≠i}相互独立；

（b）当[image: 0478020203]
 ＝∞时，i是瞬时状态；

（c）当[image: 0478020204]
 ∈（0，∞）时，qi
 ＝[image: 0478020205]
 ，kij
 ＝λj
 /qi
 ，qij
 ＝λj
 .


§5.6　生灭过程

生灭过程是最简单的连续时间马氏链，但是在人口控制，传染病模型的研究方面有许多应用．在学习生灭过程之前，有必要复习指数分布的基本性质．

对于任何t≥0，若已知t时存活的生物个体在（t，t＋h]内发生分裂的概率是λh＋o（h），则这个生物的寿命T～ε（λ）．实际上，引入生存函数[image: 0478020206]
 （t）＝P（T＞t），根据题意得到
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将上式中的t换成t－h，得到
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对上面两公式的左、右两边同时除以h，再令h↓0，则得到
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积分后得到ln[image: 0478020207]
 （t）＝－λt.于是[image: 0478020208]
 （t）＝e－λt
 成立．这说明T～ε（λ）．

对于任何t≥0，如果t时有m个生物，第i个生物在（t，t＋h]内分裂的概率是λi
 h＋o（h），则从t开始等待第一个分裂的时间T～ε（λ1
 ＋λ2
 ＋…＋λm
 ）．实际上，用Ti
 表示从t开始等待第i个生物分裂的时间，由指数分布的无记忆性知道Ti
 ～ε（λi
 ），T1
 ，T2
 ，…，Tm
 相互独立．于是有T＝min（T1
 ，T2
 ，…，Tm
 ）．这就得到
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这说明T～ε（λ1
 ＋λ2
 ＋…＋λm
 ）成立．

下面通过举例介绍生灭过程．


　　A．线性生灭过程

例6.1　一个t时存活的生物个体在（t，t＋h]内的分裂情况与其在t时的年龄无关，并且满足：当h→0时，

（a）在（t，t＋h]内死亡的概率为μh＋o（h）；

（b）在（t，t＋h]内不死亡也不分裂的概率是1－（λ＋μ）h＋o（h）；

（c）在（t，t＋h]内分裂一次成为两个个体的概率为λh＋o（h）．该生物的每个后代也按照相同的方式相互独立地分裂自己的后代．用X（t）表示t时生物的总数，称随机过程{X（t）}为线性生灭过程（linear birth and death process），称μ为生物个体的死亡强度，称λ为生物个体的出生强度．试解决以下问题：

（1）验证{X（t）}是马氏链；

（2）计算转移速率矩阵Q，验证Q的保守性；

（3）计算嵌入链的一步转移概率矩阵；

（4）解释生物繁衍的情况．

解　首先注意对生物个体而言，除情况（a），（b），（c）外，在（t，t＋h]中发生其他分裂情况的概率是o（h）．从前面的分析和条件（b）知道{X（t）}在状态i的停留时间服从参数为i（λ＋μ）的指数分布．

（1）已知X（t）＝i时，从指数分布的无记忆性知道这i个生物相互独立地分裂自己的后代，并与t时各自的年龄无关，从而与t以前这i个生物是如何演变来的无关．所以{X（t）}是马氏链，状态空间I＝{0，1，…}．

（2）对于h＞0，根据题意，一个生物在（t，t＋h）中分裂两次或更多次的概率是o（h），它等于1减去题目中（a），（b），（c）中列出的所有概率．于是有

p00
 （h）＝1（生物不能凭空产生），

p10
 （h）＝μh＋o（h），

p11
 （h）＝1-（λ＋μ）h＋o（h），

p12
 （h）＝λh＋0（h），

p1j
 （h）＝o（h），j＞2．

对于i＞1，因为个体们相互独立地分裂自己的后代，所以按照二项分布的想法计算出
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根据qij
 ＝[image: 0478020209]
 计算出
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因为Q的各行之和为0，按照定义4.1，Q是保守的．称为线性生灭过程的原因是qi
 ＝i（λ＋μ）为i的线性函数．

（3）q00
 ＝0说明0是吸引状态，故k00
 ＝1．根据公式（4.5）计算出嵌入链的一步转移矩阵
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其中

[image: 图片]


（4）将K与§4.1例1.2比较就知道嵌入链{Xn
 }是I＝{0，1，2，…}中的有吸收壁0的简单随机游动，质点每次向右移动一步的概率为p，向左移动一步的概率是q＝1－p.嵌入链的状态{1，2，…}是互通的，但不是常返的，说明生物总数或者发展到无穷，或者最终消亡．生物个体的寿命是来自指数总体ε（λ＋μ）的随机变量．

对于线性生灭过程{X（t）}来讲，已知X（t）＝k时，用τi
 表示第i个个体的剩余寿命，则需要等待时间
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才能再增加或减少一个个体．因为τ1
 ，τ2
 ，…，τk
 相互独立，都服从指数分布ε（λ＋μ），所以Tk
 ～ε（k（λ＋μ））．数学期望ETk
 ＝1/[k（λ＋μ）]为马氏链在状态k的平均停留时间．k越大，平均等待时间越短．不同状态的等待时间是相互独立的．

对于j0
 ＞0和嵌入链的轨迹j0
 →j1
 →j2
 →…，因为每次最多增加一个个体，所以有
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马氏链在ji
 的平均停留时间
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对于嵌入链的上述轨迹，有
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由指数分布的性质知道（参考§1.8E），条件（6.1）保证线性生灭过程走完上述轨迹，要用无穷长的时间．所以在任何有限的时间内线性生灭过程不会“爆炸”，即线性生灭过程是规则的．

进一步的研究还可以得到以下结果（参考[12]）：
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于是得到
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在条件X（0）＝1下，还可以计算出
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于是得到
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所有的结果都是顺理成章的，唯独当λ＝μ时有新的现象．这时生物总体最终一定消亡（参考§4.7定理7.1），但是生物总体的平均数永远是1．发生这种现象的原因可以用Var（X（t））→∞给予解释：设想有充分多的同种群体各自独立地繁衍自己的后代，在一开始的时候每个群体的个体数为1，当Var（X（t））充分大，由EX（t）＝1知道大多数生物群体会消亡，但是也有极少数生物群体的数量增加到十分庞大，以至于全部群体的平均数为1.


　　B．线性纯生过程

例6.2　在生灭过程中，如果μ＝0，生物就不会死亡，转移速率矩阵就简化成
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这时的马氏链称为线性纯生过程．

对于线性纯生过程而言，生物的寿命是来自总体ε（λ）的随机变量．每个生物在寿终时分裂成两个新的生物，新生物按照上一代的方式再独立地分裂各自的后代．容易计算出线性纯生过程的嵌入链有一步转移概率
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对于线性纯生过程，用Ti
 表示已知有i个生物的条件下，等待下一次分裂的时间，则Ti
 ～ε（iλ），T1
 ，T2
 ，…相互独立．在条件X（0）＝1下，引入
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Sk
 表示第k次分裂的时间．下面推导公式
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引入条件概率P1
 （·）＝P（·|X（0）＝1）．当k＝1时，可以得到（6.2）如下
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设结论对于k-1成立，则有
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于是（6.2）成立．这样可以得到线性纯生过程的一步转移概率
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其中α＝e－λt
 ，β＝1－α．（6.3）说明在条件X（0）＝1下，对于固定的t＞0，X（t）服从参数为α＝e－λt
 的几何分布，有数学期望
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当一开始有i个生物个体时，用Yk
 表示第k个个体在t时的后代数，则Y1
 ，Y2
 ，…，Yi
 独立同分布，都服从相同的几何分布
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t时的生物总数X（t）＝[image: 0478020210]
 Yi
 和§1.8C中的Si
 同分布．于是得到
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在条件X（0）＝i下，X（t）有数学期望E（X（t）|X（0）＝i）＝ieλt
 .

线性纯生过程又称为尤尔过程（Yule process）．


　　C．生灭过程

下面是更一般的生灭过程．

例6.3　设{λi
 |i≥0}，{μi
 |i≥1}是非负数列，满足λi
 ＋μi
 ＞0．如果马氏链{X（t）}有状态空间I＝{0，1，2，…}和转移速率矩阵
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则称{X（t）}是生灭过程（birth and death process），且称λi
 为出生率，称μi
 为死亡率．这时嵌入链{Xn
 }有一步转移概率矩阵
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其中p0
 ＝1－q0
 ，

[image: 图片]


嵌入链是非负整数中的随机游动，嵌入链每次向右或向左移动一步．生灭过程描述的情况如下：已知t时有i个生物时，再等待时间Ti
 后，以概率pi
 增加一个生物，或以概率qi
 减少一个生物．这里的Ti
 ～ε（λi
 ＋μi
 ）．

生灭过程是最简单的马氏链之一，但在实际中有大量应用．在生灭过程中，如果所有的μi
 ＝0，就不会有生物个体的死亡，只有新生物的产生，这时的生灭过程称为纯生过程（pure birth process）．


　　D．简单的传染病模型

例6.4　m个同种生物中有若干个体带菌，所有个体的行为独立．在长为h的时间中，任何两个个体相遇的概率为λh＋o（h）．不带菌者遇到带菌者被传染，被传染的个体将永远带菌，并以相同的方式传染其他不带菌的个体．当t＝0时有i个带菌者，计算

（1）在时间（0，h]内新增加一个带菌者的概率；

（2）在时间（0，h]内，无新增带菌者的概率；

（3）如果从t＝0开始，等待时间Ti
 后新增加一个带菌者，求Ti
 的分布和数学期望；

（4）如果t＝0时只有一个带菌者，平均等待多长时间可使整个群体带菌？

解　用Pi
 （·）表示条件概率P（·|X（0）＝i）．

（1）对k＝1，2，…，i，j＝1，2，…，m－i，用Akj
 表示时间（0，h]内第k个带菌者传染了第j个不带菌者．根据题意，{Akj
 }相互独立，P（Akj
 ）＝λh＋o（h）．（0，h]内新增加一个带菌者等价于恰有一个Akj
 发生．因为一共有i（m－i）个Akj
 ，所以

[image: 图片]


（2）根据上面的符号，要计算的概率是
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（3）用X（t）表示t时带菌者的总数．因为带菌者的行为独立，等待传染下一个个体的时间具有无记忆性，所以{X（t）}是马氏链．

对于j≥i＋2，有

[image: 图片]


由此得到
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于是得到马氏链的转移速率
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根据马氏链的运动规律知道Ti
 服从参数为qi
 ＝|qii
 |的指数分布，有数学期望
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（4）马氏链{X（t）}是一个状态空间为I＝{0，1，…，m}的纯生过程，从1出发到达m所用的时间为T＝[image: 0478020211]
 ，其数学期望是
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对于较大的群体，用近似公式[image: 0478020212]
 ，得到
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注意，[image: 0478020213]
 是m的减函数．这说明群体越密集，传染 速度越快．另外，容易验证qi
 ＝i（m－i）λ在i＝[m/2]达到最大，说明有[m/2]个带菌者时的传染速率最大，其中[m/2]是m/2的整数部分．


练　习　5.6

（1）线性生灭过程的嵌入链是离散时间分支过程，且
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计算ρ0＝P（群体灭绝|X0
 ＝1）．

（2）对于线性纯生过程，在条件X（0）＝1，X（t）＝n＋1下，计算S1
 ，S2
 ，…，Sn
 的联合密度．

（3）对例6.3中的生灭过程写出柯尔莫哥洛夫向前方程．

（4）m个人中有若干人带菌，所有人的行为独立．在长为h的时间内群体中任何两个人相遇的概率是λh＋o（h）．不带菌者遇到带菌者后以概率p被传染成带菌者，被传染者将永远带菌．用X（t）表示t时带菌的人数，回答以下问题：

（a）{X（t）}是马氏链吗？

（b）如果是马氏链，请写出转移速率qij
 ；

（c）当X（0）＝1时，平均等待多长时间会使所有的人带菌？


§5.7　连续时间分支过程

某生物在寿终时以概率pk
 分裂成k个后代，所有后代也以相同的方式互相独立地分裂自己的后代．用ξ表示一个生物的后代数，则有
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已知这个生物的后代数不是1时，后代数为k的概率是

[image: 图片]


这时有[image: 0478020214]
 ．

假定上述生物及其后代的寿命是来自指数总体ε（λ）的随机变量．每当它分裂成一个新个体，就称分裂失败，否则称分裂成功．失败的概率为p1
 ，成功的概率为1－p1
 ．第1次分裂失败后的新个体又以概率p1
 分裂失败或以概率1－p1
 分裂成功，第2次分裂失败后的新个体又以概率p1
 分裂失败或以概率1－p1
 分裂成功，…．用N表示首次分裂成功时的分裂次数，N服从几何分布：
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用T1
 ，T2
 ，…分别表示第1次，第2次，…分裂之间的等待间隔，则T1
 ，T2
 ，…是来自指数总体ε（λ）的随机变量，并且和N独立．等待首次分裂成功所用的总时间为
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例7.1　在上面的符号下，T服从参数为λ1
 ＝（1－p1
 ）λ的指数分布．

证明（参考§2.4定理4.3）易见T≥0 a.s.．下面说明T有无记忆性．对于s＞0，已知T＞s时，生物在[0，s]内没有分裂成功．根据指数分布的无记忆性，生物需要再等待时间[image: 0478020215]
 发生分裂，分裂成功的概率仍是1－p1
 ．这次分裂失败后的新个体需要等待时间[image: 0478020216]
 再以概率1－p1
 分裂成功，……．用[image: 0478020217]
 ，[image: 0478020218]
 ，…表示依次分裂之间的等待间隔，则[image: 0478020219]
 ，[image: 0478020220]
 ，…仍是来自指数总体ε（λ）的随机变量，用N′表示首次分裂成功时的分裂次数，N′和N同分布．于是等待首次分裂成功所用的时间
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和（无条件T＞s时的）T同分布．上述分析说明
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于是知道T有无记忆性，从而服从指数分布（见§1.8E）．用瓦尔德定理（见§3.2定理2.1）知道ET＝ENET1
 ＝1/[（1－p1
 ）λ]，所以T服从参数为λ1
 ＝（1－p1
 ）λ的指数分布．

下面对于k＜0，补充定义pk
 ＝hk
 ＝0．

例7.2　在前述生物分裂的模型中，已知i个生物中只有一个发生分裂时，则生物数由i个变成j个的概率为kij
 ＝pj－i＋1
 ．

证明　无论哪个生物发生分裂，数目由i增加到j时，新分裂出j－（i－1）个生物，发生的概率是pj－i＋1
 ．

例7.3（连续时间的分支过程）一种生物的寿命是来自指数总体ε（λ）的随机变量，每个生物个体在寿终时以概率pk
 分裂成k
 （k
 ＝0，1，…）个新的同种生物，每个个体的后代也按照相同的方式相互独立地分裂自己的后代．用X（t）表示t时生物的总数，称随机过程{X（t）}为连续时间分支过程．对于p0
 ＋p1
 ＜1，

（1）验证{X（t）}是保守的马氏链；

（2）计算{X（t）}的嵌入链的一步转移概率；

（3）计算{X（t）}的转移速率．

解　先对p1
 ＝0的情况解决上述问题．{X（t）}有状态空间I＝{0，1，…}．已知X（t）＝i时，用τ1
 ，τ2
 ，…，τi
 分别表示第1，2，…，i个个体的剩余寿命，根据指数分布的无后效性知道τ1
 ，τ2
 ，…，τi
 是来自指数总体ε（λ）的随机变量．从例7.2知道，马氏链在i停留时间
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后，以概率kij
 ＝pj－i＋1
 转向j，此事与t以前的情况独立．根据马氏链的构造知道{X（t）}是马氏链，0是吸引状态，并且有
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于是当p1
 ＝0时，嵌入链的一步转移概率为
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再利用qii
 ＝－qi
 ，qij
 ＝qi
 kij
 （i≠j）得到分支过程{X（t）}的转移速率
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因为
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所以分支过程{X（t）}是保守的．

下面是p1
 ∈（0，1）的情况．只要把失败的分裂都视为没有分裂，则可以根据例7.1重新描述连续时间的分支过程如下：生物的寿命是来自指数总体ε（λ1
 ）的随机变量，λ1
 ＝（1－p1
 ）λ．每个生物个体在寿终时以概率hk
 ＝pk
 /（1－p1
 ）分裂成k（k≠1）个后代（参考（7.2）），每个个体的后代也按照相同的方式相互独立地分裂自己的后代，则t时生物的总数为X（t）．这时h1
 ＝0，{X（t）}是保守的马氏链，qi
 ＝iλ1
 ＝i（1－p1
 ）λ，i≥0．其嵌入链{Xn
 }有一步转移概率
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再由公式qij
 ＝qi
 kij
 ＝i（1－p1
 ）．λkij
 （i≠j）得到{X（t）}的转移速率

[image: 图片]


注意对k＜0已规定pk
 ＝0．


练　习　5.7

（1）设h是正常数，{X（t）}是连续时间分支过程，定义Xn
 ＝X（nh），n＝0，1，…，证明{Xn
 }是离散时间分支过程．

（2）为躲避蜘蛛的扑食，昆虫在位置0，1之间跳来跳去，其转移规律形成以
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为转移矩阵的离散马氏链．对i＝0，1，每次到i后，昆虫在i的停留时间服从指数分布ε（λi
 ），并与从哪里转来的独立，也和所有其他的停留时间独立．用{X（t）}表示t时昆虫的位置．

（a）说明{X（t）}是马氏链；

（b）计算{X（t）}的嵌入链的转移概率矩阵K；

（c）计算{X（t）}的转移速率矩阵Q；

（d）当λ1
 ＝2λ0
 ，计算{X（t）}的转移概率矩阵P（t）．

（3）计算例7.1中Ti
 和T的特征函数，并用特征函数的性质验证T服从参数为λ1
 ＝（1－p1
 ）λ的指数分布．


§5.8　马氏链的极限分布

现在回到马氏链{X（t）}的基本性质的研究．注意我们的马氏链在有限时间内只能转移有限次，所以去掉时间的长短因素后，嵌入链{Xn
 }和{X（t）}在状态空间I中有相同的转移轨迹．于是{X（t）}的极限分布和嵌入链{Xn
 }的极限分布存在一定的联系．


　　A．pij
 （t）的极限

和对离散马氏链的研究一样，为了研究马氏链{X（t）}的极限分布以及平稳分布存在的条件，需要对于马氏链的状态引入“互通”的概念．下面的定义是仿照离散时间马氏链的定义给出的．

定义8.1　设I是马氏链{X（t）}的状态空间．

（1）如果存在t＞0使得pij
 （t）＞0，则称i通j，记做i→j；

（2）如果i→j且j→i，则称i，j互通，记做i[image: 0478020221]
 j；

（3）如果I的所有状态互通，则称马氏链{X（t）}互通．

和离散时间马氏链的情况一样：i→j表示质点从i出发以正概率到达j.i，j互通表明质点从i到达j后，能以正概率回到i，反之亦然．由于pii
 （t）＞0恒成立（见定理3.1（3）），所以互通关系[image: 0478020222]
 具有反身性，即每个状态i与自己互通．这样可以将互通关系“[image: 0478020223]
 ”称为等价关系，它满足：

（a）反身性：i[image: 0478020224]
 i；

（b）对称性：若i[image: 0478020225]
 j，则j[image: 0478020226]
 i；

（c）传递性：若i[image: 0478020227]
 j，j[image: 0478020228]
 k，则i[image: 0478020229]
 k.

于是可以把互通的状态放在一起构成等价类．

下面用更新过程的语言来描述马氏链{X（t）}．当马氏链从i出发，每次到达状态j就称一次更新发生．用Tij
 表示第1个更新间隔，则X（Tij
 ）＝j是已知的必然事件．用Tjj
 表示第2个更新间隔，则X（Tij
 ＋Tjj
 ）＝j是已知的必然事件，……．根据马氏链的结构知道以后的依次更新间隔是独立随机变量，和Tjj
 独立同分布．当X（t）＝j时，称t是开状态，就得到一个延迟更新过程，满足
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第2个更新间隔中的开状态间隔U2
 是质点在j的停留时间，所以服从指数分布ε（qj
 ），有数学期望μj
 ＝1/qj
 .根据马氏链的性质知道Tij
 ，Tjj
 都不是格点随机变量，所以利用§3.7定理7.3和§3.8推论8.2得到下面的定理．

定理8.1　如果{X（t）}是互通的马氏链，记μj
 ＝1/qj
 ，则有
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定义8.2　如果定理8.1中的{pj
 }之和为1，则称{pj
 }是马氏链的极限分布．

为了进一步研究马氏链的极限分布，需要对马氏链的状态进行分类．要说明连续时间马氏链的常返性、正常返性等仍然是等价类的属性，还需要引入马氏链的h骨架．


　　B．马氏链的h骨架和状态分类

定义8.3对于任何h＞0，称{X（nh）}＝{X（nh）|n＝0，1，2，…}为马氏链{X（t）}的一个离散骨架（skeleton）或h骨架．

容易看出，{X（t）}的h骨架是有1步转移概率pij
 （h）＝P（X（h）＝j|X（0）＝i），n步转移概率pij
 （nh）＝P（X（nh）＝j|X（0）＝i）的离散时间马氏链，其状态空间和{X（t）}的状态空间相同．因为总有pii
 （nh）＞0，所以对于h骨架来讲，质点可以在任意时刻回到i，说明离散骨架的所有状态都是非周期的．该性质为以后的研究带来许多方便．

如果作为h骨架的状态有i→j，则称对这个骨架i→j.下面的例子说明，i→j的充分必要条件是对某个h骨架i→j.

例8.1　以下的三个命题等价：

（1）i→j；

（2）对于某个h骨架i→j；

（3）对于任何离散骨架i→j.

证明　明显有（3）[image: 0478020230]
 （2）[image: 0478020231]
 （1）．只要再证明（1）[image: 0478020232]
 （3）．设pij
 （t）＞0．注意pii
 （s）＞0总成立．对于任何固定的h＞0，当n使得nh－t＞0时，有

[image: 图片]


这就证明了（1）[image: 0478020233]
 （3）．

根据例8.1知道，i[image: 0478020234]
 j的充分必要条件是对某个h骨架i[image: 0478020235]
 j，这时对于任何离散骨架i[image: 0478020236]
 j.自然想到，如果i是某个h骨架的常返状态则应当是所有离散骨架的常返状态；如果i是某个h骨架的正常返状态则应当是所有离散骨架的正常返状态．我们在例8.2和例8.3中分别证明这些结论．

对于选定的h骨架来讲，i是常返状态的充分必要条件是（见§4.3定理3.1）

[image: 图片]


由于所有的状态非周期，所以i是正常返状态的充分必要条件是[image: 0478020237]
 （见§4.5定理5.1）．

例8.2　设{X（nh）}是马氏链{X（t）}的h骨架，则

（1）i是{X（nh）}的常返状态，当且仅当

[image: 图片]


（2）i是某个h骨架的常返状态，当且仅当i是一切离散骨架的常返状态．


*
 证明　只要证明对任一个固定的h＞0，（8.3）和（8.4）等价．因为pii
 （t）连续，用积分中值定理得到
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其中sn
 ∈（0，h）．引入[image: 0478020238]
 ，从定理3.1（3）知道Υh＞0， 且
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于是得到

[image: 图片]


再利用

[image: 图片]


得到

[image: 图片]


（8.5）和（8.6）保证了结论（1）．从（1）自然得到（2）．

例8.3　如果i是某个h骨架的正常返状态，则是所有离散骨架的正常返状态．

证明　从定理8.1知道[image: 0478020239]
 存在．根据§4.5定理5.1，i是某个h骨架的正常返状态，当且仅当[image: 0478020240]
 [image: 0478020241]
 pii
 （t）＞0，当且仅当对于一切h′，πi
 ＝[image: 0478020242]
 pii
 （nh′）＞0．

定义8.4　对于马氏链{X（t）}，当i是某h骨架的常返状态时，称i是{X（t）}的常返状态；当i是某h骨架的非常返状态时，称i是{X（t）}的非常返状态；当i是某h骨架的正常返状态时，称i是{X（t）}的正常返状态；当i是某h骨架的零常返状态时，称i是{X（t）}的零常返状态．

设马氏链{X（t）}的状态互通，根据离散时间马氏链的性质得到以下结论：{X（t）}只要有一个常返状态，则所有状态常返，这时称{X（t）}是常返的；{X（t）}只要有一个非常返状态，则所有状态非常返，这时称{X（t）}是非常返的；{X（t）}只要有一个正常返状态，则所有状态正常返，这时称{X（t）}是正常返的；{X（t）}只要有一个零常返状态，则所有状态零常返，这时称{X（t）}是零常返的．


　　C．平稳不变分布

利用（8.1）和（8.2）还是很难实际计算出极限概率{pj
 }，我们还是求助于嵌入链{Xn
 }．用K＝（kij
 ）表示嵌入链的一步转移概率矩阵．如果嵌入链是一个正常返等价类，则其平稳不变分布π＝[π0
 ，π1
 ，…]是方程组

[image: 图片]
 　或等价地　


的唯一解．如果嵌入链还是非周期的，则[image: 0478020243]
 也是嵌入链的平稳分布．

类似地引入连续时间马氏链的平稳不变分布的定义．

定义8.5　设P（t）是马氏链{X（t）}的转移概率矩阵，如果概率分布列p＝[p0
 ，p1
 ，…]满足方程组

[image: 图片]


则称p是{X（t）}的平稳分布或平稳不变分布．

对于互通马氏链，在（8.7）的第一式中令t→∞，从定理8.1知道平稳不变分布p就是极限分布：pj
 ＝[image: 0478020244]
 pij
 （t），j∈I.

为了说明“平稳”和“不变”的含义，引入平稳过程的定义．

定义8.6　设{X（t）}＝{X（t）|t≥0}是随机过程．如果对于任何n≥1，s＞0和0≤t0
 ＜t1
 ＜…＜tn
 ，随机向量
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同分布，则称{X（t）}是严平稳过程，简称为平稳过程．

和严平稳序列的含义相同，严平稳过程{X（t）}的有限维分布不随时间的推移发生变化．

例8.4　如果马氏链{X（t）}以平稳分布p为初始分布：P（X（0）＝i）＝pi
 ，i∈I，则

（1）X（t）和X（0）同分布；

（2）{X（t）}是严平稳过程．

证明　这时对任何状态j∈I，X（t）的分布
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与t无关．这就证明了结论（1）．

再利用§5.1（4），得到对任何s＞0，0≤t0
 ＜t1
 ＜…＜tn
 ，

[image: 图片]


与s无关．这说明{X（t）}的有限维分布不随时间的推移变化，所以是严平稳过程．

对生灭过程和连续时间的分支过程我们都比较容易地得到了转移速率矩阵Q.一般来讲，在实际问题中得到转移速率矩阵Q要容易得多，但是得到转移概率矩阵P（t）相对困难一些．所以要得到马氏链的平稳分布，最好能够从转移速率矩阵Q入手．平稳分布的定义pP（t）＝p也提示我们，形式上应当有pQ＝pP′（t）|t＝0
 ＝p′＝0．所以平稳分布应当由pQ＝0解出．下面的定理部分地解决了这个问题．

注意，如果马氏链{X（t）}的状态互通，则没有吸引状态，一切qi
 ＞0．这里排除了马氏链只有一个状态的情况，因为只有一个状态的马氏链是一个常数．

定理8.2　设互通马氏链{X（t）}有转移速率矩阵Q，则

（1）{X（t）}正常返当且仅当{X（t）}有唯一的平稳不变分布；

（2）{X（t）}正常返当且仅当对某个j，[image: 0478020245]
 ．当条件成立时，所有的[image: 0478020246]
 ，且构成平稳不变分布；

（3）{X（t）}正常返的充分必要条件是方程组

[image: 图片]


有唯一非负解p.这时p是{X（t）}的唯一平稳不变分布；

（4）当{X（t）}常返时，[image: 0478020247]
 有非零非负解，且任何两个解只相差一个常数因子；

（5）若嵌入链有平稳不变分布π＝[π0
 ，π1
 ，…]，则

[image: 图片]



*
 证明　（1）如果{X（t）}有平稳不变分布p，从（8.7）得到

[image: 图片]


这说明p是h骨架的平稳不变分布．从§4.5定理5.1知道h骨架正常返，于是马氏链{X（t）}正常返．

反之，如果{X（t）}正常返，则h骨架正常返，从而遍历，且h骨架的平稳分布p满足（8.9）．对确定的h，令n→∞，利用§4.5定理5.1的结论得到


 ，其中


与h无关，说明（8.9）对于所有的h成立，即有（8.7）成立．因为h骨架的平稳不变分布唯一，{X（t）}的平稳不变分布是h骨架的平稳不变分布，所以也是唯一的．

（2）如果{X（t）}正常返，则有平稳不变分布{pj
 }，在（8.7）的第一个公式中令t→∞，得到对某个j有pij
 （t）→pj
 ＞0．反之，如果对某个j有pij
 （t）→pj
 ＞0，则对某h骨架有pij
 （nh）→pj
 ＞0．这说明这个h骨架正常返，从而{X（t）}是正常返的．最后从h骨架正常返，§4.5定理5.1和{X（t）}有唯一的平稳不变分布知道所有的pj
 ＝[image: 0478020248]
 ＞0，并构成平稳不变分布．

为了避免求和与求极限交换时的麻烦，只对有限状态的情况给出后面的证明．一般情况的证明见文献[3]．

（3）先证明（8.8）的非负解是平稳分布，从而唯一．如果η是（8.8）的非负解，在ηQ＝0两边右乘P（t），用向后方程得到
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这说明ηP（t）＝C是常数向量．再令t＝0得到C＝η，于是有ηP（t）＝η．这说明η是平稳不变分布，这时的{X（t）}正常返．

再证明平稳分布满足（8.8）．从平稳分布的定义知道pP（t）＝p，t≥0．两边求导数得到pQ＝pP′（t）|t＝0
 ＝0．这说明平稳解满足（8.8）．

（4）因为状态有限，所以正常返和有平稳不变分布p＝pP（t）．对t＝0求导数得到pQ＝0，此即[image: 0478020250]
 ＝0有正解．如果η也是[image: 0478020251]
 ＝0的解，写成矩阵的形式得到ηQ＝0，两边右乘P（t）得到ηQP（t）＝（ηP（t））′＝0．于是知道ηP（t）＝η．对于平稳不变分布p，取m使得mp＋η的每个元＞0，从（1）知道mp＋η和p相差一个常数因子．于是η和p相差一个常数因子．

（5）嵌入链有唯一的平稳不变分布π．从（4.5）得到
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利用qjj
 /qj
 ＝－1得到

[image: 图片]


于是对ηi
 ＝πi
 /qi
 ，有

[image: 图片]


从（4）知道{ηi
 }和平稳不变分布{pi
 }相差一个常数因子，即pi
 ＝cηi
 ＝cπi
 /qi
 ，再从[image: 0478020252]
 pi
 ＝1得到[image: 0478020253]
 ，故结论成立．

注　如果马氏链{X（t）}的状态互通，可以证明{X（t）}常返的充分必要条件是其嵌入链常返（参考[3]）．这是和直觉一致的．但是对于正常返来讲，情况就不同了．因为正常返牵扯到质点在各状态的停留时间，而嵌入链在各状态的停留时间都是1，所以对于二者来讲，正常返性不必一致．进一步的结论请参考习题5.16．

例8.5　设正常返马氏链{X（t）}是平稳过程，马氏链{Y（t）}的转移概率矩阵和{X（t）}的转移概率矩阵相同，则对任何m≥1，t0
 ＜t1
 ＜…tm
 ，有
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证明　用pij
 （t）表示转移概率，用p＝[p0
 ，p1
 ，…]表示平稳不变分布．对于任何i，j，从定理8.2知道[image: 0478020254]
 ＝pj
 ，于是有

[image: 图片]


利用（1.7）得到

[image: 图片]


从（8.10）知当s充分大时，（Y（t0
 ＋s），Y（t1
 ＋s），…，Y（tm
 ＋s））和（X（t0
 ），X（t1
 ），…，X（tm
 ））的概率分布近似相同．因为m和t0
 ＜t1
 ＜…tm
 是任意的，所以说时间s充分大后，{Y（t＋s）|t≥0}和{X（t）}有近似的统计性质．

当马氏链是平稳过程时，称马氏链处于稳定状态．（8.10）说明，任何正常返马氏链随着时间的推移都趋于稳定状态．

例8.6　内科诊室只有一个医生，医生为每个病人的看病时间是来自指数总体ε（μ）的随机变量．如果病人按照强度为λ的泊松流到达和排队等候．用马氏链描述诊室的总人数（指正看病的人数＋排队人数）．在稳定状态下，

（1）计算平均队长；

（2）计算病人的平均排队时间；

（3）计算医生的可用度（指稳定状态下医生在工作的概率）．

解　用X（t）表示t时诊室的总人数．已知X（t）＝i＞0时，用S表示等待新到一人所需的时间，用T表示离开一人所需的时间，则S，T独立，S～ε（λ），T～ε（μ）．{X（t）}在i的停留时间为
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然后分别以概率
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转向i＋1和i－1．根据马氏链的结构知道{X（t）}是马氏链，且是生灭过程．利用公式qij
 ＝kij
 qi
 （j≠i）得到转移速率

[image: 图片]


解方程组（8.8）得到（具体解法见例9.3）．

[image: 图片]


于是知道只有当λ＜μ时，马氏链是正常返的，有平稳分布（8.11）．在稳定状态下的平均队长是

[image: 图片]


因为诊室的人数为X（t），所以t时到达的人需要排队的时间为

[image: 图片]


其中τk
 是第k个人的看病时间．因为X（t）与{τi
 }独立，用瓦尔德定理（§3.2定理2.1）得到他的平均排队时间为

[image: 图片]


医生的可用度为

[image: 图片]


注意，在例8.6中，如果λ≥μ，则排队越来越长，直至无穷．也就是说时间充分长后，平均队长为无穷，平均排队时间为无穷，医生的可用度为1．


练　习　5.8

（1）验证马氏链{X（t）}的平稳不变分布是一切h骨架的平稳不变分布．

（2）验证互通马氏链的h骨架的平稳不变分布是该马氏链的平稳不变分布．

（3）顾客按照强度为λ的泊松流到达有m台自动取款机的自助银行取款．设顾客的取款时间是来自指数总体ε（μ）的随机变量．所有取款机被占时，新到者排队等候．用X（t）表示t时服务系统中的总人数．

（a）说明这是一个状态互通的马氏链；

（b）求{X（t）}的Q矩阵和嵌入链的转移概率矩阵K；

（c）求平稳不变分布存在的条件，并验证平稳不变分布是

[image: 图片]



§5.9　时间可逆的马氏链

对于离散时间的马氏链{Xn
 }，如果概率分布π＝[π0
 ，π1
 ，…]使得

[image: 图片]


则称π是{Xn
 }的平稳可逆分布．以平稳可逆分布π为初始分布的马氏链为平稳可逆的马氏链．连续时间马氏链也有类似的结论．


　　A．时间可逆的马氏链

定义9.1　设{X（t）}是平稳过程，如果对于任何0≤t1
 ＜t2
 ＜…＜tn
 ＜T，随机向量

[image: 图片]


则称{X（t）}是可逆平稳过程（time reversible stationary process）．

如果马氏链{X（t）}是可逆平稳过程，则可以把时间的方向倒过来观测这个过程．对于任何正数T，定义倒向随机过程Y（t）＝X（T－t），t∈[0，T]．当{X（t）}可逆时，{Y（t）}也是马氏链，因为对任何正整数n，0≤t0
 ＜t1
 ＜…＜tn＋1
 ≤T，利用（9.1）得到

[image: 图片]


再利用条件概率公式得到

[image: 图片]


只与i，j，tn＋1
 －tn
 有关，说明{Y（t）}和{X（t）|t∈[0，T]}有相同的转移概率，从而有相同的统计行为．这也正是可逆的含义．

定义9.2　设P（t）是马氏链{X（t）}的转移概率矩阵，当概率分布p＝[p0
 ，p1
 ，…]满足

[image: 图片]


时，称p为{X（t）}的平稳可逆分布或可逆分布．

例9.1　如果p为马氏链{X（t）}的平稳可逆分布，则

（1）p是{X（t）}的平稳不变分布；

（2）当{X（t）}以p为初始分布时，{X（t）}是平稳可逆过程．

证明　（1）在pi
 pij
 （t）＝pj
 pji
 （t）的两边对于j求和，就得到
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由定义8.5知道p是平稳不变分布．

（2）当P（X（0）＝i）＝pi
 时，{X（t）}是严平稳过程，X（t）与X（T－t）同分布．所以（9.1）对于n＝1成立．对任何0≤s＜t≤T，有T－t＜T－s，于是有

[image: 图片]


这说明对n＝2，（9.1）成立．完全相同的方法可以证明（9.1）对于一般的n成立，说明{X（t）}是平稳可逆过程．

在平稳可逆分布满足的公式（9.2）中，对t求导数，利用qij
 ＝[image: 0478020255]
 （0）得到
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于是可以通过解（9.3）得到平稳可逆分布p.但（9.3）是否有解呢？定理9.1回答这个问题．

定理9.1　设{X（t）}互通，有转移速率矩阵Q和平稳不变分布，则

（1）有解时，（9.2）和（9.3）有相同的非负解；

（2）满足（9.3）的概率分布p是{X（t）}的平稳可逆分布．


*
 证明　（1）当p解自（9.2），在（9.2）式的两边对t＝0求导数，得到（9.3）．当p满足（9.3），在（9.3）的两边对j求和，得到[image: 0478020256]
 由定理8.2（4）知p和平稳分布相差一个常数因子．引入

[image: 图片]


从K-C方程知道gij
 （t）也满足K-C方程
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从[image: 0478020257]
 知道[image: 0478020258]
 ，并且[image: 0478020259]
 ．

将gij
 （t）代入柯尔莫哥洛夫向前方程
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得到柯尔莫哥洛夫向后方程
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由于向后方程的解是唯一的（见定理5.3），所以
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后一个等号说明p满足（9.2）．

（2）由（1）直接得到．


　　B．可逆分布的计算

下面称满足
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的非负数列{μj
 }为{X（t）}或Q的对称化序列．如果{X（t）}有对称化序列，则称{X（t）}是对称马氏链．用kij
 ＝qij
 /qi
 （i≠j）表示嵌入链的转移概率．仍然称满足

[image: 图片]


的非负数列{ηj
 }为嵌入链的对称化序列．因为

μi
 qij
 ＝μj
 qji
 　当且仅当　μi
 qi
 kij
 ＝μj
 qj
 kji
 ，　　　　（9.4）

所以嵌入链有对称化序列{ηi
 }的充分必要条件是{X（t）}有对称化序列μi
 ＝ηi
 /qi
 .

下面假设{X（t）}是互通马氏链．根据§4.6的定理6.2，嵌入链存在对称化序列的充分必要条件是柯尔莫哥洛夫条件成立，即：对于任何i，i1
 ，i2
 ，…，ik
 ∈I，有
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由于对i≠j，kij
 ＝qij
 /qi
 ，在（9.5）的两边同时除以qi
 qi1
 …qik
 就得到
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于是知道（9.6）是互通马氏链{X（t）}存在对称化序列的充分必要条件．

§4.6的定理6.2还指出，（9.5）成立时，对于固定的i，定义ηi
 ＝1；对于每个j及从i到j的通路i→i1
 →i2
 →…→ik
 →j，定义
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则{ηj
 }是K＝{kij
 }的对称化序列．于是从（9.4）知道，对于确定的i，定义μi
 ＝1/qi
 ；对于每个j≠i及从i到j的通路i→i1
 →i2
 →…→ik
 →j，可以得到{X（t）}的对称化序列
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上式两边同乘以qi
 ，引入αj
 ＝qi
 μj
 ，就有αi
 ＝qi
 μi
 ＝qi
 ηi
 /qi
 ＝1．于是可以把对称化序列写得更整齐一些：对确定的i，取αi
 ＝1．对于j≠i和通路i→i1
 →i2
 …→ik
 →j，对称化序列为
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对于互通的马氏链，可以总结出计算可逆分布的步骤如下：

（1）验证条件（9.6）对于任何i，i1
 ，i2
 ，…，ik
 成立后用（9.8）计算出对称化序列{αj
 }．或者先按（9.8）计算{αj
 }，再验证{αj
 }满足αi
 qij
 ＝αj
 qji
 ，i，j∈I.如满足，说明{αj
 }是对称化序列；否则没有对称化序列，也就没有可逆分布．

（2）当{αj
 }是对称化序列时，如果c＝[image: 0478020260]
 j
 ＜∞，则pj
 ＝αj
 /c（j∈I）是平稳可逆分布，马氏链是正常返的；否则马氏链不是正常返的，平稳分布不存在．

只需要证明（2）．在αi
 qij
 ＝αj
 qji
 两边对i求和，用保守性得到[image: 0478020261]
 ．从定理8.2（3）知道，当c＜∞时，pj
 ＝αj
 /c是平稳不变分布，{X（t）}正常返，再从定理9.1知道{pj
 }是平稳可逆分布．当c＝∞时，用反证法：假设{X（t）}正常返，则有平稳不变分布{pj
 }．从定理8.2（4）知道{αj
 }和{pj
 }相差一个常数因子：αj
 ＝apj
 ，j∈I.但是这与c＝∞矛盾．

例9.2　设λ0
 λ1
 …λn
 －1
 ＞0，μ1
 μ2
 …μn
 ＞0．如果马氏链{X（t）}有状态空间I＝{0，1，…，n}和转移速率矩阵
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计算平稳可逆分布．

解　容易看出该有限马氏链是不可约的，从而是正常返的．取
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有α0
 q01
 ＝λ0
 ＝（λ0
 /μ1
 ）μ1
 ＝α1
 q10
 ．对k＝1，2，…，n－1，有
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所以αk
 是对称化序列．取c0
 ＝α0
 ＋α1
 ＋…＋αn
 ，得到平稳可逆分布pk
 ＝αk
 /c0
 ，k∈I.

例9.3　设{λi
 |i≥0}和{μi
 |i≥1}是正数列，生灭过程{X（t）}有状态空间I＝{0，1，2，…}和转移速率矩阵
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求平稳分布存在的条件，并计算其平稳分布．

解　从例9.2知道
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是对称化序列．取c0
 ＝α0
 ＋α1
 ＋…．当且仅当c0
 ＜∞时，{X（t）}存在平稳可逆分布
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这时的生灭过程{X（t）}是正常返的．

特别当λi
 ＝λ，μi
 ＝μ，λ＜μ时，由
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得到例8.6中的平稳分布（8.11）：
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练　习　5.9

（1）设λ，μ，a是正常数，对于下面的生灭过程求平稳不变分布．

（a）λn
 ＝λan
 ，μn
 ＝μ；

（b）λn
 ＝λ/（n＋1），μn
 ＝μ；

（c）λn
 ＝nλ＋a，μn
 ＝nμ．


习　题　五

5.1　设P＝（pij
 （t））是马氏链的转移概率矩阵，当状态空间I是有限集合时，证明det（P（t））＞0.

5.2　对于马氏链的转移概率pjj
 （t），证明

（1）pjj
 （t＋s）≤1－pjj
 （t）＋pjj
 （s）pjj
 （t）；

（2）对t＞s，|pjj
 （t）－pjj
 （s）|≤1－pjj
 （t－s）．

5.3　两个工人照看两台机床，第i台机床的正常工作时间服从参数为λi
 的指数分布．每台机床发生故障后需要维修的时间都服从参数为μ的指数分布．用马氏链描述t时机床的工作状态并写出该马氏链的转移速率和嵌入链的转移概率．

5.4　设总体T1
 ，T2
 ，T3
 相互独立，Ti
 ～ε（λi
 ）．从任何时间开始，生物群体中的每个个体或等待时间T1
 后分裂成两个个体，或等待时间T2
 后离开群体，外部的个体等待时间T3
 后进入群体．

（a）用{X（t）}表示t时的个体数，写出转移速率矩阵；

（b）如果个体总数达到m后就停止新的迁入，写出转移速率矩阵．

5.5　教授和助教两人在办公室为同学进行答疑．对每一位前来的学生，教授先对课程的内容答疑，答疑时间是来自指数总体ε（μ1
 ）的随机变量，然后助教对作业的内容进行答疑，答疑时间是来自总体ε（μ2
 ）的随机变量．任何时候到达的学生发现办公室有学生时就马上离开，不再要求答疑．用0，1，2分别表示办公室无学生，教授在答疑，助教在答疑，用X（t）表示t时的答疑状态．当学生按照强度为λ的泊松过程来到办公室时，

（a）说明{X（t）}是马氏链；

（b）写出转移速率；

（c）计算马氏链在各状态的平均停留时间．

5.6　带有移民的线性生灭过程由
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描述．这里除了线性生灭过程描述的情况外，群体的外面人口按照强度为θ的泊松流迁入群体．用X（t）表示t时的人数，在条件X（0）＝i下，计算EX（t）．

5.7　例8.6中，如果到达的病人发现需要等候，就放弃看病．用马氏链描述诊室的总人数．在稳定状态下，

（a）计算诊室的平均人数；

（b）计算医生的可用度；

（c）计算能看病人数占到达人数的比例．

5.8　只有一个修理工的修车处对每辆自行车的修理时间服从均值为9分钟的指数分布，设需要修理的自行车按照每12分钟一辆的泊松流到达．在稳定状态下，

（a）计算修车处自行车的平均数；

（b）计算每辆自行车在修车处的平均滞留时间．

5.9　在习题5.8中，设新到者发现有车在排队等候就放弃修理．在稳定状态下，

（a）计算修车处的自行车的平均数；

（b）计算修车处失去顾客的比例；

（c）计算修车处的可用度（参考例8.6）．

5.10　如果马氏链的两个状态互通，则有常数a，b使得其转移概率矩阵
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5.11　设马氏链{X（t）}有转移概率矩阵P（t），如果{[image: 0478020262]
 }有界，证明{X（t）}是规则的．

5.12　加油站只有一个油泵和另一个候车位．汽车按强度为λ的泊松过程到达和加油时，如果没有车位就只能离去．用X（t）表示t时加油站的车数．如果每辆车的加油时间是来自指数总体ε（μ）的随机变量，计算

（a）马氏链{X（t）}的转移速率矩阵；

（b）嵌入链的转移概率矩阵；

（c）在稳定状态下加油站的平均车辆数；

（d）在稳定状态下能够加油的车辆所占的比例；

（e）如果加油速度增加一倍，在稳定状态下能够加油的车辆所占的比例是多少？

5.13　设λ，μ，a是正常数．对于λn
 ＝nλ＋a，μn
 ＝nμ的生灭过程，求正常返的条件，并给出平稳分布．

5.14　汽车按照强度为λ的泊松过程离开学校．每辆车从西校门出的概率是p，从东校门出的概率是q＝1－p.用{Sn
 }表示出西校门的汽车流，用{M（t）}表示（0，t]内离开东校门的车数，则M（Sn
 ）是从西校门驶出第n辆车时，从东校门驶出的车数.求M（Sn
 ）－M（Sn－1
 ）的分布.

5.15　互通马氏链有转移速率矩阵Q，当马氏链只有m个状态时，证明秩（Q）＝m－1.

5.16　对于规则马氏链{X（t）}有以下结论：

（a）当{qi
 }有上界时，{X（t）}正常返[image: 0478020263]
 嵌入链正常返；

（b）当{qi
 }有正下界时，嵌入链正常返[image: 0478020264]
 {X（t）}正常返.

5.17　对于λn
 ＝λ，μn
 ＝n的生灭过程，计算平稳分布，在稳定状态下计算长度为t的时间内分裂次数的概率分布.

5.18　以下三个生灭过程哪个是非常返的，哪个是零常返的，哪个是正常返的？对于正常返马氏链计算平稳分布.

（a）λn
 ＝n＋2，μn
 ＝n;

（b）λn
 ＝n＋1，μn
 ＝n;

（c）μn
 ＝n，λ0
 ＝λ1
 ＝1，对n≥2，λn
 ＝n－1.

5.19　顾客按强度为λ的泊松流到达只有一个窗口的售票处.正在购票的顾客在任何长为h的时间内以概率μh＋o（h）离开.当排队人数少于5时，后到的顾客排队等候.当排队人数大于等于5时新到的顾客以概率0.5参加排队，以概率0.5离开.用{X（t）}表示t时的队长，说明{X（t）}是不可约马氏链.求{X（t）}正常返的条件.

5.20　顾客按强度为λ的泊松流到达只有一个窗口的售票处，正在购票的顾客在长为h的时间内以概率μh＋o（h）离开.后到的顾客排队等候.如果排队人数超过10时就再开一个售票窗口，排队人数少于等于10时就关闭这个窗口，用{X（t）}表示t时的队长，说明{X（t）}是不可约马氏链.求{X（t）}正常返的条件.

5.21　某人有三块全自动机械旧手表（假设不用时自动停摆），一开始使用其中的一块，其他两块备用.当使用的手表发生故障后马上送去修理，同时开始使用备用手表.假设故障手表的修理时间是来自指数总体ε（μ）的随机变量，修好的手表的工作时间是来自指数总体ε（λ）的随机变量，在同一时间修表部只能修理一块手表.在稳定状态下，计算他没有表用的概率.

5.22　系统由m个部件串联组成，只要一个部件失效系统就停止工作.假设各部件的工作寿命是来自总体ε（λ）的随机变量，更换各部件占用的时间是来自总体ε（μ）的随机变量.假设各部件独立工作，同一时刻只能对一个部件更换时，计算系统的可用度（参考例8.6）.

5.23　系统由m个部件并联组成，只要有一个部件工作系统就工作.假设各部件的工作寿命是来自总体ε（λ）的随机变量，更换部件占用时间是来自总体ε（μ）的随机变量.更换可以随时开始，但是同一时刻只能对一个部件进行更换.如果各部件独立工作，在稳定状态下计算系统的可用度（参考例8.6）.

5.24　证明连续时间分支过程的任何h骨架是离散时间分支过程，并且每个h骨架和连续时间分支过程有相同的灭绝概率.

5.25　N个人中有若干人带菌.在任何长为h的时间内群体中恰有两人相遇的概率是λh＋o（h），有更多人次相遇的概率是o（h）.不带菌者遇到带菌者以概率p被传染，被传染后将永远带菌.用X（t）表示t时带菌的人数.

（a）{X（t）}是马氏链吗？

（b）如果是马氏链，请写出转移速率矩阵Q.

5.26　设g（t）在[0，∞）上连续和非负，满足g（0）＝0，g（t＋s）≤g（t）＋g（s），s，t≥0，则存在极限
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第六章　布朗运动

布朗运动描述浸没（或悬浮）在液体或气体中微小颗粒的运动，这种现象由英国植物学家布朗（Robert Brown）发现，由Einstein于1905年做出解释：微粒运动是由大量分子的连续碰撞造成的．自1918年开始，Wiener发表了一系列的论文对布朗运动进行数学的描述．所以布朗运动又称为Wiener过程．至今布朗运动已经是量子力学，概率统计，金融证券等研究中最重要的随机过程．

上海证券交易所每天的股票成交达几十亿手，每分钟有上百万次的买卖成交．上证综合指数受到每笔成交的撞击而上下波动．在短时间内不考虑消息面的影响时，综合指数的波动类似花粉受到液体分子的撞击，也可以用布朗运动进行近似描述．


§6.1　布朗运动

设想在液体的表面建立一个直角坐标系，一粒花粉在时间t＝0从原点出发作布朗运动．以后将这粒花粉称为质点．用（X（t），Y（t））表示t时花粉的位置（见图6.1.1）．


　　A．布朗运动

下面对X（t）详加考查．新建一个坐标系，以时间t为横轴，以位移x为纵坐标．当t在[0，∞）中变化时，{X（t）}是连续时间的随机过程（见图6.1.2）．

容易理解X（t）具有以下性质．

（a）独立增量性：在互不相交的时间段
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内，质点的位移
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是相互独立的；
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图6.1.1　二维布朗运动示意图
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图6.1.2　布朗运动示意图

（b）平稳增量性：对于长度相等的时间段（s，t]和（s＋h，t＋h]，质点在（s，t]内的位移X（t）－X（s）和在（s＋h，t＋h]内的位移X（t＋h）－X（s＋h）有相同的分布；

（c）对称性：质点沿纵轴方向的位移是平均对称的：EX（t）＝0；

（d）有限性：质点在（0，t]内位移的方差σ2
 （t）＝Var（X（t））是t的连续函数．

根据上面的性质容易计算出

[image: 图片]


于是有常数σ2
 ，使得σ2
 （t）＝σ2
 t（参考习题1.8）．

对于任何t＞0，标准化后的位移[image: 0478030001]
 有数学期望0和方差1．对于t＞0，假定Z（t）的分布与t无关，我们证明Z（t）服从标准正态分布．

实际上，对于固定的t＞0，将（0，t]进行n等分，得到等分点tj
 ＝jt/n，j＝0，1，…，n.第j个时间段（tj－1
 ，tj
 ]的长度是t/n.用Yj
 ＝X（tj
 ）－X（tj－1
 ）表示质点在第j个时间段内的位移，则Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 独立同分布，EYi
 ＝0，Var（Yj
 ）＝Var（Y1
 ）＝σ2
 t/n.其标准化

[image: 图片]


的分布与t，n无关，并且

[image: 图片]


用φ（s）＝[image: 0478030002]
 表示Uj
 的特征函数，有
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对φ（s）在s＝0进行Taylor展开得到
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于是[image: 0478030003]
 有特征函数
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这就得到Z（t）的特征函数E exp（itZ（t））＝e－s2/2
 ．根据§1.5例5.1，知道Z（t）～N（0，1），于是得到X（t）～N（0，σ2
 t）．对于t＞s≥0，由于X（t）－X（s）和X（t－s）同分布，得到X（t）－X（s）～N（0，σ2
 （t－s））．

根据以上的分析，我们给出布朗运动的定义如下：

定义1.1　如果随机过程{X（t）}满足条件：

（a）轨迹在[0，∞）中连续的概率是1，且X（0）＝0 a.s.；

（b）{X（t）}是独立增量过程；

（c）对于任何t＞s≥0，X（t）－X（s）～N（0，σ2
 （t－s）），则称{X（t）}是布朗运动（Brownian motion）．特别当σ2
 ＝1时，称{X（t）}是标准布朗运动（standard Brownian motion）．


　　B．二维布朗运动

现在回到最初的平面直角坐标系，B（t）＝（X（t），Y（t））是t时质点的坐标时，已经证明{X（t）}是布朗运动，同理知道{Y（t）}也是布朗运动，并且Y（t）～N（0，σ2
 t）．将坐标系绕原点旋转θ角，t时质点在新坐标系中的纵坐标为

[image: 图片]


{W（t）}也是布朗运动，和{X（t）}有相同的统计性质，所以

[image: 图片]


因为上式对任何θ成立，所以E（X（t）Y（t））＝0．从§1.8F知道B（t）服从二元正态分布，并且X（t），Y（t）独立．还容易理解作为向量，B（t）＝（X（t），Y（t））具有独立增量和平稳增量性．这样的{B（t）|t≥0}被称为二维布朗运动．

定义1.2　设二维随机过程B（t）＝（X（t），Y（t））（t≥0）的轨迹连续的概率为1，且具有独立增量和平稳增量性．如果对任何t≥0，X（t），Y（t）相互独立，都服从正态分布N（0，σ2
 t），则称{B（t）；t≥0}是二维布朗运动．


§6.2　布朗运动的简单性质

定义2.1　如果对于任何n≥1，t1
 ，t2
 ，…，tn
 ，

[image: 图片]


服从n维正态分布，则称随机过程{X（t）}为正态过程．

定理2.1　如果正态过程{Xt
 }＝{X（t）|t≥0}的轨迹在[0，∞）中连续的概率是1，且满足X（0）＝0，则{Xt
 }是标准布朗运动的充分必要条件为
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证明　当{X（t）}是标准布朗运动时，按定义有EX（t）＝0，并且由独立增量性知道X（t）－X（s）与X（s）独立，所以有
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如果（2.1）成立，对于t1
 ＜t2
 ≤t3
 ＜t4
 ，有
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这说明（X（t2
 ）－X（t1
 ））与（X（t4
 ）－X（t3
 ））独立．由正态分布的性质知道{X（t）}是独立增量过程．再由

[image: 图片]


知道X（t）－X（s）～N（0，t－s）．所以{X（t）}是标准布朗运动．

用定理2.1容易验证例2.1的结论．

例2.1　设B（t）是标准布朗运动，a是正常数，则以下的随机过程都是标准布朗运动：

（1）W（t）＝－B（t），t≥0;

（2）W（t）＝B（t＋a）－B（a），t≥0;

（3）[image: 0478030004]
 ，t≥0;

（4）W（0）＝0，W（t）＝tB（1/t），t＞0；

（5）对于正数T，W（t）＝B（T－t）－B（T）是时间段[0，T]中的标准布朗运动．

我们把验证工作留给读者作为练习．


§6.3　首中时和Arcsin律

以下总用{B（t）}表示标准布朗运动．注意有B（0）＝0 a.s.．


　　A．首中时和最大值的分布

对于常数a，用Ta
 表示质点首次到达a的时刻，则有
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Ta
 称为a的首达时或首中时．用Mt
 表示质点在[0，t]内达到的最大值，则
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对于a≥0，事件{Ta
 ≤t}和{Mt
 ≥a}都表示质点在时间段[0，t]内到达过a，所以

[image: 图片]


对a≥0，下面计算首中时Ta
 的分布函数．因为布朗运动有对称性，所以已知Ta
 ≤t的条件下，事件B（Ta
 ）＝a发生，且B（t）≥a和B（t）＜a发生的可能性相同，见图6.3.1，即有
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图6.3.1　已知Ta
 ≤t时，B（t）≥a和B（t）＜a发生的可能性相同

另外一方面，有{B（t）≥a}[image: 0478030005]
 {Mt
 ≥a}＝{Ta
 ≤t}，所以用上式得到
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这就得到
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因为B（t）～N（0，t），所以用B（t）/[image: 0478030006]
 ～N（0，1）得到
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这里Φ（x）是N（0，1）的分布函数．再从（3.3）得到最大值Mt
 ＝[image: 0478030007]
 的生存函数
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从布朗运动的对称性知道T－a
 和Ta
 同分布，所以对于任何常数a
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用pa
 ＝P（Ta
 ≤5）表示质点在（0，5]内达到a的概率，对于不同的a容易计算出下表：
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把时间单位取做秒时，质点在5秒内达到0.1的概率和达到－0.1的概率都是96.43%，达到5和－5的概率都是2.53%．

例3.1　对于标准布朗运动{B（t）}和a≠0，

（1）质点最终达到a的概率为1；

（2）质点达到a平均需要的时间是ETa
 ＝∞．

证明　在（3.6）中令t→∞得到
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这说明在有限的时间内质点以概率1到达a.

因为[image: 0478030008]
 ，取s＝|a|/[image: 0478030009]
 ，用（3.6）和洛必达法则得到
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这说明有正常数c使得当t＞c时，P（Ta
 ＞t）≥Φ′（0）|a|/[image: 0478030010]
 ．于是
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再回忆直线上的简单对称随机游动：质点从0出发以概率1到达整数点a，但是平均需要转移无穷次（见练习3.2（3））．此现象和本例中的现象有相同的含义．


　　B．Arcsin律

用N（a，a＋b]表示质点在时间段（a，a＋b]内访问0的次数．{N（a，a＋b]≥1}表示质点在时间段（a，a＋b]内访问过0至少一次．已知B（a）＝x的条件下{N（a，a＋b]≥1}发生的概率等于已知B（0）＝x的条件下，质点在（0，b]内访问过0的概率．而后者又等于已知B（0）＝0的条件下，质点在（0，b]内访问过－x的概率P（T－x
 ≤b）（参考图6.3.2，6.3.3）．
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图6.3.2　从x出发后N（a，a＋b]≥1
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图6.3.3　从0出发后T－x
 ≤b

注意T－x
 和Tx
 同分布，就得到
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用全概率公式（见§1.3C（4））和B（a）～N（0，a）得到
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为计算上述积分，取变换x＝[image: 0478030011]
 rcosθ，y＝[image: 0478030012]
 rsinθ．雅可比行列式为
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用[image: 0478030013]
 表示“当且仅当”．因为
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所以从（3.7）得到
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于是对于t＞0，x∈（0，1），得到

[image: 图片]


公式（3.8）称为布朗运动的Arcsin律．

用p（x）＝（2/π）arcsin[image: 0478030014]
 表示质点在（tx，t]中没有回到0的概率，容易计算出下表：

[image: 图片]


对于x＝0.5来讲，取t＝2秒，从表的第三列看出质点从0出发后，在1秒至2秒之间不回到0的概率是1/2．取t＝2年，知道质点从0出发后，在1年至2年之间不回到0的概率也是1/2．

完全类似地得到，质点从任意点c出发后，在1秒至2秒之间不回到c的概率和在1年至2年之间不回到c的概率相同，都是1/2．

下面把本节的内容作一个总结．

定理3.1　对于标准布朗运动{B（t）}，用Ta
 表示质点首次到达a的时刻，用Mt
 表示质点在[0，t]内达到的最大值，用N（a，b]表示质点在时间段（a，b]内访问0的次数，则有

（1）P（Ta
 ≤t）＝P（T|a|
 ≤t）＝2P（B（t）≥|a|）；

（2）对a≥0，P（Mt
 ≥a）＝P（Ta
 ≤t）；

（3）对a≠0，ETa
 ＝∞；

（4）对b＞a＞0，P（N（a，b]＝0）＝（2/π）arcsin[image: 0478030015]
 ．


§6.4　布朗桥与经验过程

利用标准布朗运动{B（t）}定义布朗桥（Brownian Bridge）

[image: 图片]


称为布朗桥的原因是随机过程的两头都在水平线上：X（0）＝X（1）＝0．图6.4.1是布朗桥的一条轨迹．

明显，布朗桥是时间段[0，1]内的正态过程，利用正态分布的特性容易计算出布朗桥的数学期望和协方差如下：
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图6.4.1　布朗桥示意图

现在设U在[0，1]上均匀分布，U1
 ，U2
 ，…，Un
 是来自总体U的随机变量．称分布函数F（t）＝P（U≤t）的估计量
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为经验分布函数，这里I[Uk
 ≤t]是事件{Uk
 ≤t}的示性函数．因为F（t）＝t，所以Fn
 （t）－t是估计误差．定义
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因为对每个固定的t，Dn
 （t）是随机变量，所以称Dn
 （t）是经验过程（empirical process）．

例4.1　对于0≤s＜t≤1，有

（1）EDn
 （t）＝0，E（Dn
 （s）Dn
 （t））＝s（1－t）；

（2）对于充分大的n，Dn
 （t）～N（0，t（1－t））近似成立．

证明　容易计算EI[Uk
 ≤t]＝P（Uk
 ≤t）＝t，故EDn
 （t）＝0．利用
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可以计算出
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再用I[Uk
 ≤t]（k＝1，2，…，n）的相互独立性得到
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所以（1）成立．结论（2）恰好是中心极限定理（见§1.5定理5.2）．

例4.1说明经验过程{Dn
 （t）}和布朗桥{X（t）}有相同的数学期望和协方差结构．注意正态分布的联合分布由其协方差结构唯一决定，所以对于任何0＜t1
 ＜t2
 ＜…＜tm
 ＜1，当n充分大时，可以想象


 和


的联合分布近似相等．粗略地说，当n充分大时，可以用布朗桥{X（t）}的统计性质近似经验过程{Dn
 （t）}的统计性质．实际上可以证明经验过程{Dn
 （t）}依分布收敛到布朗桥{X（t）}（参考[13]）．人们将类似的结果称为不变原理（invariance principle）或函数形式的中心极限定理．这是因为{Dn
 （t）}和布朗桥{X（t）}的轨迹都是t的函数，中心极限定理描述随机变量的序列依分布收敛到正态分布，不变原理作为中心极限定理的推广，描述随机过程的序列依分布收敛到布朗运动或正态过程．

图6.4.2是n＝500时经验过程{Dn
 （t）}的一条轨迹，看起来已经很像布朗桥．
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图6.4.2　经验过程的轨迹



*
 §6.5　布朗运动的轨迹

设想花粉漂浮在水面上受水分子碰撞的情况．由于水分子十分密集，所以花粉时时会受到水分子的碰撞．在时间段（0，h]中如果花粉只受到有限次碰撞，那么在某些更小的时间段中花粉就不会受到水分子的碰撞．由于水分子每时每刻都在进行无规则的运动，所以无法想象在某时间段中花粉不受碰撞．这样看来，在任何时间段（0，h]中花粉都受到了无穷次碰撞．

尽管花粉运行的轨迹是连续的，但是在被碰撞处的轨迹有不可微的尖角．花粉在有限时间内受到无穷次碰撞，所以导数不存在的点应当是稠密的．因为每次碰撞都会使得花粉有一个非零位移，所以在任何时间段（0，h]中花粉都会有无穷次的位移．因为花粉在（0，h]中受到无穷次碰撞，每次碰撞造成的位移独立同分布，所以从强大数律知道，将这些位移的绝对值相加，应当得到无穷．也就是说，将花粉在（0，h]的轨迹拉直，其长度应当是无穷．下面用数学方法解释上述结论．


　　A．轨迹的不可微

定理5.1　对于标准布朗运动{B（t）}，有

[image: 图片]


证明　定义[image: 0478030016]
 ，则有
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从[image: 0478030017]
 得到
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用Φ（x）表示[image: 0478030018]
 的分布函数，利用定理3.1（2）得到
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对于任何充分大的正数m，当h↓0时，Yh
 单调减少，事件Ah
 ＝{Yh
 ＞m}也单调减少．用概率的连续性（见§1.1（10））得到
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由m的任意性知道[image: 0478030019]


因为对t≥0，M（t）＝B（t＋x）－B（x）也是标准布朗运动，所以从定理5.1得到

[image: 图片]


上式说明在任一点x≥0，几乎所有的轨迹都不存在导数B′（x）


　　B．轨迹的无限长

对于任意t＞0，将[0，t]进行2n
 等分，得到等分点

[image: 图片]


定理5.2　对于标准布朗运动，有

[image: 图片]


定理5.2解释了将花粉在时间段（0，t]中的轨迹拉直，长度是无穷．为证明（5.2），先通过例5.1作一点准备．下面用aj
 表示等分点an，j
 .

例5.1　设Z～N（0，σ2
 ），{Xn
 }是随机序列，有

（1）[image: 图片]


（2）当


（3）当n→∞时，


（4）当n→∞时，


证明　简单的计算可得到（1）．由Borel-Cantelli引理（§1.1（11））知道（2）中条件成立时，概率为1地只有有限个|Xk
 |≥1/k，所以当n充分大后|Xn
 |≤1/n，于是结论（2）成立．下面证（3）．对于独立同分布的Zj
 ＝B（aj
 ）－B（aj－1
 ）～N（0，t/2n
 ），定义
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利用Zj
 的独立性，马尔可夫不等式（见§1.3定理3.1）和（1）得到
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再用结论（2）得到Xn
 →0 a.s.，即结论（3）成立．再证明（4）．用

[image: 图片]


和马尔可夫不等式得到
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再用（2）得到（4）．

定理5.2的证明　从Yn
 的定义知道

[image: 图片]


于是得到

[image: 图片]


当n→∞时，上式右端分子趋于t＞0 a.s.，分母Yn
 →0 a.s.，所以整体趋于∞ a.s.．


　　C．重对数律

关于标准布朗运动的轨迹，还可以证明下面的重对数律结论：

[image: 图片]


这里略去结论的证明，但是指出由布朗运动的重对数律可以诱导出随机变量的重对数律．

设EX＝0，Var（X）＝1，X1
 ，X2
 ，…是来自总体X的随机变量，则有重对数律：

[image: 图片]


其中[image: 0478030020]
 是样本部分和．重对数律是比强大数律更深刻的结果．



*
 §6.6　随机游动与布朗运动

考虑一个质点在平面坐标系上从原点出发作简单对称随机游动．定义

[image: 图片]


则X1
 ，X2
 ，…是独立同分布的随机变量，EX1
 ＝0，Var（X1
 ）＝1．在时刻n，质点所处的高度是Sn
 ＝X1
 ＋X2
 ＋…＋Xn
 ，坐标是（n，Sn
 ）．这里和以后规定S0
 ＝0．

下面考虑更一般的随机游动．设随机变量X1
 ，X2
 ，…独立同分布，EXi
 ＝0，σ2
 ＝Var（Xi
 ）＜∞．质点从原点出发第i步沿纵轴移动Xi
 单位．在时刻n，质点所处的高度是Sn
 ＝X1
 ＋X2
 ＋…＋Xn
 ，坐标是（n，Sn
 ）．

对于k＝0，1，…，n，把质点的位置坐标（k，Sk
 ）用线段连接起来，得到折线函数

Sn
 （t）＝Sk
 ＋（t－k）Xk＋1
 ，当t∈[k，k＋1]，0≤k≤n－1．

由于Sn
 （t）在[k，k＋1]中是线性函数且满足Sn
 （k）＝Sk
 ，所以Sn
 （t）是质点前n步的运行轨迹．

当n增大时折线越来越长，看不到有意思的东西．让我们把折线Sn
 （t）进行压缩．首先把折线Sn
 沿横坐标向左压缩n倍，得到折线

Cn
 （t）＝Sk
 ＋（nt－k）Xk＋1
 ，当
 ，0≤k≤n－1．

再沿纵坐标向t轴压缩[image: 0478030021]
 倍，得到折线
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对于质点的每次运行，可以看出ξn
 （t）是[0，1]中的连续折线函数（见图6.6.1）．

[image: 图片]


图6.6.1　折线ξn
 （t）的图形

对于任意的t∈[k/n，（k＋1）/n]，容易计算|t－k/n|≤1/n，（nt－k）2
 ≤1，所以有

[image: 图片]


对于0≤s≤t≤1，也可以计算出ξn
 （t）的协方差函数

[image: 图片]


于是，对于充分大的n，作为随机过程的折线{ξn
 （t）}和标准布朗运动{B（t）|0≤t≤1}有相近的协方差函数（参考定理2.1）．

对于每个固定的t∈（0，1]，ξn
 （t）的主要部分是独立同分布随机变量的样本均值．从（6.2）和中心极限定理知道只要n充分大，ξn
 （t）～N（0，t）就近似成立．实际上还可以证明对于任何0＜t1
 ＜t2
 ＜…＜tm
 ＜1，当n充分大时，

（ξn
 （t1
 ），ξn
 （t2
 ），…，ξn
 （tm
 ））和（B（t1
 ），B（t2
 ），…，B（tm
 ））

的联合分布近似相等．粗略地说，当n充分大时，可以用标准布朗运动{B（t）}的统计性质近似随机游动{ξn
 （t）}的统计性质．实际上可以证明{ξn
 （t）}依分布收敛到标准布朗运动{B（t）}（参考[13]）．这又是一个不变原理．

图6.6.2是总体X服从两点分布P（X＝－1）＝P（X＝1）＝1/2，n＝1000时，ξn
 （t）的一条轨迹，它的形状已经很像布朗运动的轨迹了．
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图6.6.2　折线ξn
 （t）的图形


习　题　六

6.1　用（X（t），Y（t））表示二维标准布朗运动，用定理2.1证明对任何常数θ，

W（t）＝X（t）cosθ＋Y（t）sinθ， t≥0

是标准布朗运动．

6.2　验证例2.1中的随机过程{W（t）}都是标准布朗运动．

6.3　定义标准布朗运动{B（t）}的镜面反射：Z（t）＝|B（t）|，t≥0．计算EZ（t），Var（Z（t））．

6.4　用标准布朗运动{B（t）}定义几何布朗运动

Y（t）＝exp（B（t）），t≥0．

计算EY（t），Var（Y（t））．

6.5　对标准布朗运动{B（t）}，在条件B（1）＝0下，

（a）计算{B（t）|t∈[0，1]}的数学期望和协方差函数；

（b）验证{B（t）|t∈[0，1]}是正态过程；

（c）验证{B（t）|t∈[0，1]}是布朗桥．

6.6　对于布朗桥{X（t）|t∈[0，1]}，验证

W（t）＝（t＋1）X（t/（1＋t）），t≥0

是标准布朗运动．

6.7　对标准布朗运动{B（t）}及其最大值[image: 0478030022]
 ，计算条件概率
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6.8　对标准布朗运动{B（t）}，定义有漂移系数μ的布朗运动如下：

W（t）＝B（t）＋μt，t≥0．

对于x＞0，证明当t→0时，[image: 0478030023]
 ．

6.9　设X有连续的分布函数F（x），X1
 ，X2
 ，…，Xn
 是来自总体X的随机变量．定义Yi
 ＝F（Xi
 ）．

（a）计算Yi
 的分布函数G（y）；

（b）写出基于随机变量Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 经验函数Gn
 （y）；

（c）计算经验过程{Dn
 （t）}＝{[image: 0478030024]
 （Gn
 （t）－G（t））}的协方差函数．

6.10　对标准布朗运动{B（t）}，定义OU（Ornstein-Uhlenbeck）过程
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（a）计算OU过程{U（t）}的数学期望和协方差函数；

（b）验证OU过程{U（t）}是严平稳过程；

（c）在条件U（s）＝u下，求U（t＋s）的分布．

6.11　对标准布朗运动{B（t）}，用τ表示质点在[0，1]中最后一次回到0的时刻：

[image: 图片]


计算τ的分布函数．


第七章　应用举例


§7.1　互联网的PageRank问题

随着互联网的高速发展，许多公司正在寻找评价全球互联网上所有网站的知名度的方法．这种工作在文献上被称为PageRank.现在使用的PageRank方法由Page及其同事于1998年提出．他们首先给所有网站编号，并认为客户在网上从一个网站向其他网站的转移构成马氏链，状态空间是I＝{1，2，…，n}．当网站i有通向其他m（i）个网站的链接时，定义由i转向j的概率
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这时有
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所以P＝（pij
 ）是马氏链的转移概率矩阵．因为马氏链的状态有限，当所有状态互通时，所有的状态是正常返的．从问题的背景还可以知道所有的状态是非周期的，因而这是一个遍历的有限状态马氏链，其平稳分布唯一存在．

由于平稳分布π0
 ＝[π1
 ，π2
 ，…，πn
 ]中的πi
 恰好是计算机在各网站转移时，对于网站i的访问概率，而知名度高的网站被访问的概率大，所以πi
 恰好反映了网站i的知名度．于是将平稳分布的[π1
 ，π2
 ，…，πn
 ]从大到小排序后就得到了相应网站知名度的排序．

在互联网中，并不是所有的网站互通．有部分网站没有指向其他网站的链接，在这种情况下为了得到PageRank，Page及其同事建议使用改造后的转移概率矩阵
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其中E是元为1的n×n矩阵，α是（0，1）中的数，建议取成0.85．从此，许多PageRank的工作都基于上述模型．

针对上述的排序方法，部分垃圾网站（有用信息极少的网站）在其他网站大量建立指向自己网站的链接，以提升排序和获得更多的利益．

现在的科研人员正在着手解决垃圾网站的排序问题．由于尽管垃圾网站被访问的次数很多，但是和真正的知名网站相反，垃圾网站每次被访问的时间都很短．如果能把对网站的访问时间考虑在内，就能够得到更加合理的PageRank方法．


　　A．半马氏过程

在PageRank中，为了将垃圾网站排名在后面，有必要考虑网站被访问的时间长度．用kij
 表示一台计算机从网站i转向网站j（j≠i）的概率，用Tij
 表示已知计算机从网站i转向j时该计算机在i的浏览时间，用Y（t）表示t时计算机正在访问的网站，就得到一个随机过程{Y（t）}．Y（t）＝k表示t时计算机正在访问网站k.人们将{Y（t）}称为半马氏过程（Semi-Markov process）．

容易看出，所有的Tij
 ＝1时，半马氏过程就是原来的马氏链．

半马氏过程一般不具备马氏性：为了预测将来Y（t＋s），知道Y（t）＝i和计算机已经在i的浏览时间与仅知道Y（t）＝i是不相同的．从这里也可以知道，连续时间马氏链在任何一个状态的停留时间为什么服从指数分布．

用Ti
 表示计算机在网站i的停留时间，用[image: 0478030025]
 ＝P（Tij
 ＞t）表示Tij
 的生存函数，用Ai
 ＝s表示计算机在s时进入网站i.用全概率公式得到
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上式与s无关，说明计算机在网站i的停留时间有分布函数
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计算机在网站i的平均停留时间为
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用Tii
 表示计算机从进入网站i开始到再次进入网站i的间隔时间，用μii
 ＝ETii
 表示平均间隔时间．因为μi
 是计算机在网站i的平均停留时间，μii
 是两次访问网站i的平均间隔时间，所以μi
 /μii
 大，说明网站i的信息量大，信息可靠、更新及时或知名度高．所以μi
 /μii
 是评价网站i的一个重要指标．

当{Xk
 }是以P＝（kij
 ）为一步转移概率矩阵的马氏链时，也称{Xk
 }是{Y（t）}的嵌入链．如果{Xk
 }是不可约的马氏链，则称{Y（t）}是不可约的半马氏过程．

定理1.1　设{Y（t）}是不可约的半马氏过程，状态空间有限，Tii
 是非格点的随机变量，则有以下结论：

（1）[image: 0478030026]
 与初始状态j无关，并且有
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（2）当μii
 ＜∞时，
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（3）设π＝[π1
 ，π2
 ，…，πn
 ]是嵌入链{Xk
 }的平稳分布，则
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证明　下面用更新过程的语言来描述半马氏过程{Y（t）}．当计算机从网站j出发，每次进入网站i就称一次更新发生．Tji
 是第1个更新间隔，Tii
 是第2个更新间隔，以后的所有更新间隔是独立同分布的随机变量，和Tii
 同分布．当Y（t）＝i时，称t是开状态，则得到一个延迟开关系统，满足
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第2及以后的更新间距中，开状态时间是来自总体Ti
 的随机变量，有生存函数[image: 0478030027]
 和数学期望μi
 .利用§3.7定理7.3得到结论（1），用§3.8推论8.2得到结论（2）．

下面证明（3）．用Ti
 （k）表示第k次访问i时在i的停留时间，则Ti
 （k）（k＝1，2，…）是来自总体Ti
 的随机变量．用Ni
 （m）表示前m次转移中访问i的次数，则从嵌入链的正常返性知道当m→∞时，有
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从强大数律得到
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用p（i，m）表示前m次转移中计算机浏览网站i的时间比例，注意（1.1）对于任何i∈I成立，就得到m→∞时，
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再从（2）知道当m→∞时，p（i，m）→pi
 ，所以（3）成立．

例1.1　一个网站可以处于维护、被访问和没被访问三个状态．将这三个状态分别用1，2，3表示．根据调查，以上三个状态有转移概率矩阵

[image: 图片]


如果每次维护平均需要μ1
 ＝0.01小时，访问时的平均访问时间为μ2
 ＝9.8小时，无访问时的平均无访问时间长为μ3
 ＝5.2小时，计算该网站处于各种状态的时间比例．

解　K为嵌入链的转移概率矩阵．先计算K的平稳分布．令π3
 ＝1，从π＝πK得到
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从中解出
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利用π1
 ＋π2
 ＋π3
 ＝1进行归一化处理后得到平稳分布
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最后利用定理1.1（3）得到网站处于各种状态的时间比例：
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　　B．用转移速率矩阵作PageRank

在PageRank问题中，如果认为计算机在各网站的停留时间与下次转向哪个网站独立，并且是服从指数分布的随机变量，上述的半马氏过程就成为有限状态的连续时间马氏链．用Ti
 表示计算机在网站i的平均浏览时间，则Ti
 ～ε（λi
 ）．根据马氏链的性质，这时的转移速率矩阵Q＝（qij
 ）不仅考虑了计算机在各个网站的转移情况，还考虑了计算机在各网站的平均浏览时间．于是用连续时间马氏链的平稳分布进行网站排序将更加合理．

在国际互联网上的确可以获得每台计算机对于大部分网站的浏览时间．这样就可以用参数估计的方法计算出计算机对每个网站的平均浏览时间．于是利用§5.4的公式（4.5）可以得到转移速率矩阵，从而计算出连续时间马氏链的平稳不变分布．

当嵌入马氏链不互通时，如何通过改造转移速率矩阵得到合理的PageRank方法，也是需要考虑的问题．


§7.2　简单排队问题

在日常生活中随时可见排队问题，购物后付款需要排队，看医生时挂号需要排队，汽车通过交叉路口时需要排队，等候起飞的飞机也需要按航空管制进行排队．

一般来讲，一个排队系统由三个方面的因素构成：

（a）输入过程；

（b）服务时间；

（c）服务窗口的个数．

我们将以上三个因素简单地记为

输入分布/服务时间/窗口个数．

在排队问题中，通常用G表示分布是任意的，用M表示泊松过程或指数分布，用D表示间隔时间是常数．例如用M/M/s表示顾客按泊松流到达，服务台对每个顾客的服务时间是服从指数分布的随机变量，一共有s个服务窗口；用D/G/s表示顾客的到达是等间隔的，服务台对每个顾客的服务时间有共同的分布函数G，一共有s个服务窗口．下面通过例子介绍简单的排队问题．


　　A．M/G/1忙期

例2.1　顾客按强度为λ的泊松流{Sk
 }到达一台自动取款机，后到者排队等候．每个人取款占用的时间是独立同分布的，有共同的分布函数G（t），且和顾客流独立．每当取款机服务完毕，且无人排队时称忙期结束，闲期开始．当取款机从闲期进入工作状态，称忙期开始．现在设忙期在t＝0开始，用{N（t）}表示顾客流构成的泊松过程．用Y1
 ，Y2
 ，…表示第1，2，…个顾客占用取款机的时间．用Uj
 表示第j个忙期延续的时间，用Vj
 表示第j个闲期延续的时间．容易看出{（Uj
 ，Vj
 ）}是独立同分布的随机向量，构成一个开关系统：忙时为开，闲时为关．试计算EV1
 ，EU1
 ，

解　由指数分布的无记忆性知道，当第j个忙期结束后，对下一位顾客的等待时间Vj
 是服从指数分布ε（λ）的随机变量，所以EVj
 ＝1/λ．

下面计算忙期的数学期望EU1
 ．因为忙期在t＝0开始，用Y＝Y1
 表示0时到达的人的占机时间．可以看出：

当N（Y）＝0时，（0，Y]中没有新的顾客到达，所以有

U1
 |{N（Y）＝0}＝Y

当N（Y）＝1时，（0，Y]中恰有一个顾客到达，他在Y时开始取款．如果在时刻Y重新计算忙期，并用B1
 表示这个忙期，则B1
 和U1
 同分布，并且在条件N（Y）＝1下有U1
 ＝Y＋B1
 ，即有

U1
 |{N（Y）＝1}＝Y＋B1
 ．

因为一个忙期的概率分布由这个忙期内离开取款机的人数决定，与该忙期内的顾客排队次序无关，所以下面不再考虑排队的次序问题．

当N（Y）＝2，（0，Y]中恰有2个顾客到达，第1个到达者在Y时开始取款．我们先不考虑第2个到达者的存在．现在在Y时刻重新计算忙期，并用B1
 表示这个忙期，则B1
 和U1
 同分布（因为不考虑第2个到达者的存在）．当忙期B1
 结束后，前述第2个到达者再开始取款．第2个到达者开始取款的时间为Y＋B1
 ．现在在Y＋B1
 时刻重新计算忙期，并用B2
 表示这个忙期，则B2
 ，B1
 ，U1
 同分布，并且在条件N（Y）＝2下有U1
 ＝Y＋B1
 ＋B2
 ，即有

U1
 |{N（Y）＝2}＝Y＋B1
 ＋B2
 ．

按照以上的分析，不难得到

U1
 |{N（Y）＝k}＝Y＋B1
 ＋B2
 ＋…＋Bk
 ，

其中的U1
 ，B1
 ，B2
 ，…是同分布的．于是得到

[image: 图片]


因为{N（t）}与Y独立，所以从E（N（Y）|Y＝t）＝EN（t）＝λt得到EN（Y）＝λEY.最后得到
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因为EY为顾客的平均占机时间，λ－1
 ＝ES1
 是顾客流的平均间隔时间，λEY≥1等价于EY≥ES1
 ，于是等价于顾客的平均占机时间大于等于顾客流的平均间隔时间，所以当λEY≥1时，排队会越来越长，导致EU1
 ＝∞．

例2.2　在例2.1中，计算时间充分长后到达的顾客需要排队的概率．

解　当每个顾客的平均占机时间EY严格小于顾客到达的平均间隔时间ES1
 ＝1/λ时，平均队长是有限的．需要排队的充分必要条件是机器处于忙期．根据开关过程的理论（§3.4定理4.1），知道要计算的概率是
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实际上还可以计算出忙期U1
 的概率分布函数（参考[7]）
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其中Gn
 （t）是G（t）的n重卷积．


　　B．M/M/m排队

例2.3　顾客按照强度为λ的泊松流到达有m个相同服务台的服务系统，到达后或立即占用一个空闲的服务台或排队等候．顾客占用服务台的时间是来自指数总体ε（μ）的随机变量．用X（t）表示t时系统中的顾客数（服务台人数＋排队人数）．

（1）证明{X（t）}是连续时间马氏链；

（2）计算嵌入链的转移概率；

（3）计算X（t）的转移速率矩阵．

解　用τi
 表示0时占用第i个服务台的人的离开时间，则min{τ1
 ，τ2
 ，…，τk
 }是0时占用服务台的k个人中的第一个离开时间，根据指数分布的性质知道（见§1.8E）
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（1）已知X（t）＝i的条件下，服务台等待新到一人的时间T～ε（λ），等待离开一人的时间V～ε（μi
 ），其中μi
 ＝min{i，m}μ．T和V独立，所以{X（t）}在i的停留时间
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容易计算出{X（t）}从i转向i＋1的概率是（与t之前所处的状态无关）
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对于i≥1，{X（t）}由i转向i－1的概率是（也与t之前所处的状态无关）
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根据马氏链的结构（见§5.4B）知道{X（t）}是连续时间马氏链．

（2）从对（1）的分析知道嵌入链有转移概率
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其中μi
 ＝min{i，m}μ．

（3）根据（1）中的分析得到qi
 ＝λ＋μi
 ，利用公式kij
 ＝qij
 /qi
 （j≠i），得到马氏链{X（t）}的转移速率
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容易看出{X（t）}是不可约马氏链，嵌入链在{i|i≥m}中的运动规律是简单随机游动：
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根据简单随机游动的性质，当λ＞mμ时，ki，i＋1
 ＞ki，i－1
 ，质点将最终走向∞，所以一切状态都是非常返的，因而{X（t）}也是非常返的，这时队长将无限制的增加．当λ＜mμ时，有ki，i＋1
 ＜ki，i－1
 ，这时的嵌入链是正常返的，于是队长不会无限制的增加，又因为马氏链是保守的，且qi
 ≥λ＞0，所以{X（t）}也是正常返的（参考习题5.16）．下面的例子进一步说明上述结论．

注意条件λ＜mμ解释的是：顾客的平均到达间隔1/λ大于顾客的平均离开间隔1/mμ．

例2.4　对例2.3中的马氏链，当且仅当λ＜mμ时，马氏链{X（t）}有平稳可逆分布

[image: 图片]


其中c0
 是平衡常数，使得p0
 ＋p1
 ＋p2
 ＋…＝1．

证明　马氏链每次只能向前或向后移动一步，从§5.9（9.6）和

[image: 图片]


知道{X（t）}有对称化序列，取α0
 ＝1，按照§5.9的方法得到对称化序列

[image: 图片]


容易看出c0
 ＝1/（α0
 ＋α1
 ＋…）＜∞的充分必要条件是λ＜mμ，这时的平稳可逆分布是（2.2）．

例2.5　在例2.3中，用W表示t时到达的顾客的排队时间，当λ＜mμ时，在稳定状态下，有

[image: 图片]


其中的pm
 由（2.2）给出．

证明　容易看出，已知X（t）＝i≤m－1时，该顾客不用排队，即W＝0．已知X（t）＝m时，该顾客排在第一位，等待时间τ后轮到他，排队时间W＝τ～ε（mμ）．已知X（t）＝m＋k时，等待时间τ1
 后前面的队长减少一人，τ1
 ～ε（mμ）；再等待时间τ2
 后前面的队长再减少一人，根据指数分布的无后效性，τ2
 ～ε（mμ）；以此类推，等待时间W＝τ1
 ＋τ2
 ＋…＋τk＋1
 后轮到这位顾客．这里的τ1
 ，τ2
 ，…，τk＋1
 独立同分布，都服从指数分布ε（mμ）．于是利用全概率公式和平稳可逆分布（2.2）得到
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例2.6　在例2.3中设m＝1，λ＜μ，则在稳定状态下系统中的平均人数为λ/（μ－λ），t时到达顾客的平均排队时间是λ/[μ（μ－λ）]．

证明　当m＝1和λ＜μ时，有

[image: 图片]


这时的平稳可逆分布是

pk
 ＝pk
 （1－p），k≥0，其中p＝λ/μ．

在稳定状态下的系统中的平均人数为

[image: 图片]


t时到达顾客的平均排队时间是
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§7.3　系统维修问题

一个工作系统由m个独立工作的部件构成．第i个部件的工作寿命是来自指数总体ε（λi
 ）的随机变量．寿终的部件被立即进行更换，更换第i个部件占用的时间是来自指数总体ε（μi
 ）的随机变量．这时的每个部件是一个开关系统：第i个部件开状态平均时间长度是该部件的平均工作寿命1/λi
 ，关状态的平均时间长度是该部件的平均更换时间1/μi
 .根据更新过程的知识，对于充分大的t，第i个部件在t时处于工作状态的概率是

[image: 图片]


Ki
 称为第i个部件的可用度（viability）．

现在把整个系统的可用度定义成时间充分长后，所有部件都在工作的概率K0
 ．用Ai
 表示t时第i个部件在工作，则t充分大后

[image: 图片]


由于各部件的工作情况是相互独立的，所以事件A1
 ，A2
 ，…，Am
 相互独立．于是t充分大后，系统的可用度是

[image: 图片]


对于m＝2，引入状态空间I＝{0，1，2，3}如下：0表示所有部件在更换，1表示第1个部件在工作第2个部件在更换，2表示第2个部件在工作第1个部件在更换，3表示所有的部件在工作．用X（t）表示t时系统所处的状态．

例3.1　在上面的记号下，对于m＝2说明{X（t）}是马氏链并计算转移速率矩阵Q和系统的可用度．

解　用U1
 ，U2
 分别表示第1，2个部件的工作寿命，用V1
 ，V2
 分别表示更换第1，2个部件所用的时间．已知X（0）＝0时，系统在状态0的停留时间min（V1
 ，V2
 ）～ε（μ1
 ＋μ2
 ），然后以概率k01
 ＝P（V1
 ＜V2
 ）＝μ1
 /（μ1
 ＋μ2
 ）转向1，以概率k02
 ＝μ2
 /（μ1
 ＋μ2
 ）转向2．所以q0
 ＝μ1
 ＋μ2
 ，q01
 ＝k01
 q0
 ＝μ1
 ，q02
 ＝k02
 q0
 ＝μ2
 ．

已知X（0）＝1时，系统在状态1的停留时间为min（U1
 ，V2
 ）～ε（λ1
 ＋μ2
 ），然后以概率k10
 ＝P（U1
 ＜V2
 ）＝λ1
 /（λ1
 ＋μ2
 ）转向0，以概率k13
 ＝P（V2
 ＜U1
 ）＝μ2
 /（λ1
 ＋μ2
 ）转向3．所以q1
 ＝λ1
 ＋μ2
 ，q10
 ＝k10
 q1
 ＝λ1
 ，q13
 ＝k13
 q1
 ＝μ2
 ．

已知X（0）＝2时，系统在状态2的停留时间为min（V1
 ，U2
 ）～ε（μ1
 ＋λ2
 ），然后以概率k20
 ＝P（U2
 ＜V1
 ）＝λ2
 /（λ2
 ＋μ1
 ）转向0，以概率k23
 ＝P（V1
 ＜U2
 ）＝μ1
 /（λ2
 ＋μ1
 ）转向3．所以q2
 ＝λ2
 ＋μ1
 ，q20
 ＝k20
 q2
 ＝λ2
 ，q23
 ＝k23
 q2
 ＝μ1
 ．

已知X（0）＝3时，系统在状态3的停留时间为min（U1
 ，U2
 ）～ε（λ1
 ＋λ2
 ），然后以概率k32
 ＝P（U1
 ＜U2
 ）＝λ1
 /（λ1
 ＋λ2
 ）转向2，以概率k31
 ＝λ2
 /（λ1
 ＋λ2
 ）转向1．所以q3
 ＝λ1
 ＋λ2
 ，q32
 ＝k32
 q3
 ＝λ1
 ，q31
 ＝k31
 q3
 ＝λ2
 ．

根据以上分析知道{X（t）}是马氏链，有转移速率矩阵
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解方程组pQ＝0，可以得到马氏链的平稳分布

p0
 ＝λ1
 λ2
 c0
 ，p1
 ＝λ2
 μ1
 c0
 ，p2
 ＝λ1
 μ2
 c0
 ，p3
 ＝μ1
 μ2
 c0
 ，

其中c0
 ＝1/[（λ1
 ＋μ1
 ）（λ2
 ＋μ2
 ）]是平衡常数．如果两个部件都工作时系统才能正常工作，则系统的可用度是

[image: 图片]


例3.2　计算机房有m台计算机，每台计算机都有可能因为感染计算机病毒而停止工作．假设每台计算机在感染病毒之前的工作时间是来自总体U～ε（λ）的随机变量，当有k台计算机停止工作时就请专业人员来维修．如果每次维修时需要关闭机房，而关闭机房的时间是来自总体V～ε（μ）的随机变量．总体U和总体V独立．在稳定状态下计算计算机的平均使用率和机房的可用度．

解　用X（t）表示t时感染病毒的计算机数．对于0≤i≤k－1，已知X（t）＝i时，设等待时间Ti
 后转向i＋1，由于有m－i台计算机在工作，所以Ti
 ～ε（（m－i）λ）．已知X（t）＝k时，设等待时间Tk
 后转向m，则Tk
 ～ε（μ）．根据马氏链的结构知道{X（t）}是马氏链，并且

[image: 图片]


状态k表示机房关闭．嵌入链的转移概率为

[image: 图片]


用qij
 ＝qi
 kij
 （j≠i）得到{X（t）}的转移速率矩阵

[image: 图片]


容易看出这是一个有限状态的互通马氏链，所以是正常返的．解方程组pQ＝0，可以得到马氏链的平稳分布

[image: 图片]


其中
 是平衡常数，使得p0
 ＋p1
 ＋…＋pk
 ＝1．

在稳定状态下，平均工作的计算机数为
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计算机的平均使用率是Hk
 /m＝kck
 /m.在稳定状态下，机房关闭的概率是pk
 ＝λck
 /μ，机房的可用度是K0
 ＝1－λck
 /μ．

例3.2中，要使得机房的工作效率达到最高，应当选取k使得Hk
 达到最大．

例3.3　一个车间有M台机床，由m个机器人负责维护，1≤m＜M.各机床的连续工作时间是来自总体U的随机变量，出现故障后需要的维修时间是来自总体V的随机变量．总体U，V独立，分别服从参数为λ，μ的指数分布．一台机床出现故障后，空闲的机器人马上对它进行维修，否则要等到有机器人空闲下来．用X（t）表示t时工作的机床数，则

（1）{X（t）}是不可约正常返马氏链，有转移速率

[image: 图片]


（2）{X（t）}有平稳不变分布
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其中c0
 是平衡常数使得p0
 ＋p1
 ＋…＋pM
 ＝1；

（3）机床的平均利用率是（p1
 ＋2p2
 ＋…＋MpM
 ）/M；

（4）机器人的平均利用率是

[image: 图片]


证明　为了表述方便，下面就用ε（λ）表示服从指数分布ε（λ）的随机变量．

（1）在X（t）＝i的条件下：对于i＝0，有m台机床正在维修．等待时间ε（mμ）后{X（t）}向右移动一步，向右移动的概率是1．于是q00
 ＝－mμ，q01
 ＝mμ；对于1≤i≤M－m，有M－i≥m.这时有i台机床在工作，m台机床在维修．等待时间ε（iλ）后{X（t）}向左移动一步，等待时间ε（mμ）后{X（t）}向右移动一步．向左、向右移动的概率分别为

[image: 图片]


并且有qi
 ＝iλ＋mμ，qi，i－1
 ＝iλ，qi，i＋1
 ＝mμ．以上验证了Q的前M－m＋1行是正确的．

对于M－m＋1≤i≤M－1，有i台机床在工作，有M－i台机床正在维修．等待时间ε（iλ）后{X（t）}向左移动一步，等待时间ε（（M－i）μ）后{X（t）}向右移动一步．向左、向右移动的概率分别为
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并且有qi
 ＝iλ＋（M－i）μ，qi，i－1
 ＝iλ，qi，i＋1
 ＝（M－i）μ．

对于i＝M，所有的机床在工作．等待时间ε（Mλ）后{X（t）}向左移动一步．向左移动的概率是1．于是得到qM
 ＝Mλ，qM，M－1
 ＝Mλ．

这就验证了Q的后m－1行是正确的，同时说明了{X（t）}是不可约马氏链．因为状态互通和有限，所以是正常返的．

（2）因为马氏链每次只能向左或向右移动一步，所以是生灭过程．根据§5.9的例9.2知道{X（t）}是可逆马氏链，有对称化序列

α0
 ＝1，

[image: 图片]


对于k＝M－m＋1，有
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对于k＝M－m＋j（j＝1，2，…，m），有
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于是对于M－m＜k≤M，令M－m＋j＝k得到
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将{αk
 }乘以平衡常数后得到平稳不变分布{pk
 }．

（3）的结论是明显的．下面解释（4）的正确性．对k≤m－1，当有k台机器被维修时，机器人的利用率是k/m，此事件发生的概率为pM－k
 .当维修的机器多于或等于m台时，机器人的利用率是1＝m/m，此事件发生的概率为p0
 ＋p1
 ＋…＋pM－m
 .所以机器人的利用率是
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部分习题参考答案和提示

第一章

习题一

1.5　μEN;σ2
 EN＋μ2
 [image: 0478030028]
 ．[用Var（Y）＝EY2
 －（EY）2
 ]

1.6　
 ，则


1.7　ε（λp）．

1.8　（a）对正整数n，m，有

a≡f（1）＝f（1/m＋1/m＋…＋1/m）＝mf（1/m），

于是有f（1/m）＝a/m，f（n/m）＝f（1/m＋…＋1/m）＝nf（1/m）＝na/m.对x≥0，有n/m↓x，当m→∞．于是[image: 0478030029]
 [image: 0478030030]
 ．（b）利用f（x）＝lng（x）．

第二章

练　习　2.1

（1）成立．




练　习　2.3

（2）P（A（t）＞0）＝1－P（A（t）＝0）＝1－P（N（t）－N（t－）＝1）＝1.

（3）5;5．

练　习　2.4

（2）N1
 （t）～p（λpt），N2
 ～p（λ（1－p）t）．

（3）λk
 β/（λ＋β）k＋1
 ；λ/β．

（4）11，19.33．

练　习　2.5

（1）可用内积不等式．

（2）否定H0
 :μ0
 ＝μ3
 ．[注：周三免费]

习题二

2.1　


2.2　


2.3　


2.4　{N（t）}的强度是mλ；mλt.

2.5　


2.6　


2.7　


2.8　1/（λ＋μ）；1/（λ＋μ）；1/（λ＋μ）；λ/（λ＋μ）．[（b）用X，Y分别表示对小卧车和卡车的等待时间，计算E（X|X＜Y）．]

2.9　25.

2.10　（n－1）!/tn－1
 ，0＜s1
 ＜s2
 ＜…＜sn－1
 ；相互独立～u（0，t）．

2.11　ESn
 ＝n/9;EN（8）＝72.

2.12　
 ；相互独立．

2.14　仿齐次泊松过程的证明．

2.15　EX（t）＝m（t）p，Var（X（t））＝m（t）p，[image: 0478030031]
 ．[已知N（t）＝n时，[0，t]内借出的一本书于t时在馆外的概率是p＝P（Y＞t－S），其中S是这本书的借出时间．根据习题2.14，S有密度函数λ（s）/m（t）．所以有[image: 0478030032]
 [image: 0478030033]
 ．用Yj
 ＝1，0分别表示第j本书于t时在馆外和馆内，{Yj
 }与{N（t）}独立．t时在馆外的图书数[image: 0478030034]
 P（m（t）p），于是…]

2.16　p（λ1
 ），[image: 0478030035]
 ．[用N（t）表示[0，t]内进入高速路的车数．已知N（t）＝n时，这n辆车中每一辆的进入时间S在[0，t]中均匀分布．每一辆在t时位于[a，b]内的概率为

[image: 图片]


用Yj
 ＝1，0分别表示第j辆车位于或没位于[a，b]，{Yj
 }与{N（t）}独立．t时位于[a，b]内的车数[image: 0478030036]
 ]

2.18　[λt2
 ＋λ（5－t）2
 ]/2的最小值2.5.

2.20　e－λs
 ＝P（R（t）＞s）．

2.21　


2.22　t（μEU－λEV）．

2.23　P（50≤N（5）≤59），N（5）～P（50）．

2.24　[证N1
 （t）的独立增量性：在S＝s∈[0，b]内到达的人在（a，b]中离开的概率
 ．于是得到[image: 0478030037]
 ．同理得到对[0，b]中到达的人，pb
 ＝P（他在（c，d]内离开[image: 0478030038]
 ．对于0≤a＜b≤c＜d，引入pc
 ＝1－pa
 －pb
 ，用条件概率公式得到

[image: 图片]


对i求和得到N1
 （a，b]与N1
 （c，d]独立，类似地得到{N2
 （t）}的独立增量性]

第三章

练　习　3.1




（2）Sn
 是连续型随机变量，所以有密度函数fn
 （t）；用单调收敛定理．

（3）[image: 0478030039]
 ．

（4）（a），（b）正确．

（5）验证[image: 0478030040]
 ，φ（t）是X1
 的特征函数．

练　习　3.2

（1）λ1
 ＋λ2
 ＋…＋λr
 .

（2）认为他每次走出溶洞完成一次更新．引入

[image: 图片]


N＝inf{i|Xi
 ＝2}是{Xi
 }的停时．第一个更新间隔是[image: 0478030041]
 ．ET＝ENEX1
 ＝2×1.5＝3．

[image: 图片]


练　习　3.3

（1）2/（EU＋EV），2/（EU＋EV）．[用{N1
 （t）}表示以Yi
 ＝X2i－1
 ＋X2i
 为更新间隔的更新过程，则2N1
 （t）≤N（t）≤2N1
 （t）＋1]

（3）[image: 0478030042]
 ，max{Xi
 }，其中Xi
 ＝Si
 －Si－1
 .

（4）[[image: 0478030043]
 ]．

练　习　3.4

（1）EYi
 /（EY1
 ＋EY2
 ＋EY3
 ）．

（2）rλ（1－e－λt
 ）r－1
 e－λt
 ，μ＝[1＋1/2＋…＋1/r]/λ；1/μ．

（3）μi
 /（μ1
 ＋μ2
 ＋…＋μn
 ）．

练　习　3.5

（1）P（A（t＋x）＞x）；用XN（t）＋1
 ＝SN（t）＋1
 －SN（t）
 ．

（2）（t－x，t]；[t，t＋x]．

（3）在第i个等待间隔中，当A（t）＞x，R（t）＞y时称t是开状态．开状态长为Ui
 ＝（Xi
 －a）I[Xi
 ＞a]，其中a＝x＋y.于是

[image: 图片]


（4）在练习（3）中取x＝0，得到

[image: 图片]


易见[image: 0478030044]
 连续可导，解方程得到[image: 0478030045]
 （y）＝e－y/μ
 ．

练　习　3.6

（1）（1＋mG
 （b－x））/（1＋mG
 （b－a）），G（y）＝P（Yi
 ≤y）

（2）[image: 0478030046]
 ．

（3）Fe
 （x）＝F（x）（2－x/b）≥F（x）．

习　题　三

3.1　22μ[总候车时间是[image: 0478030047]
 ]

3.2　p0
 ＝p1
 ＝0.5;p1
 ＝075，p2
 ＝0.25;p1
 ＝0.25，p2
 ＝0.625，p3
 ＝0.125.

3.3　


3.4　是，Yi
 ＝Ti
 Xi
 有分布[image: 0478030048]
 ．

3.5　可以．

3.6　P（η＝k）＝（1－p）k
 p，Eη＝（1－p）/p

3.8　[image: 0478030049]
 ；[image: 0478030050]
 （kλ）j
 e－kλ
 P（X1
 ＞t－j）/j!．

3.10　[image: 0478030051]
 p（1－p）5
 ，p＝20/23.

3.11　0.3659，3次．

3.12　R（t）～ε（1/5），1－e－3/5
 ＝0.4512;0.51;3/5.

3.13　[image: 0478030052]
 ．

3.14　Γ（9，λ），9/λ，[image: 0478030053]
 ；ε（pλ），1/（pλ），ε（pλ）．

3.15　[image: 0478030054]
 ，s≤t；[image: 0478030055]
 ，s≥x.[用P（R（t）＞x|A（t）＝s，N（t）＝n）＝P（Sn＋1
 －t＞x|t－Sn
 ＝s，Sn＋1
 ＞t）和P（R（t）＞2x|A（t＋x）＝s）＝P（R（t）＞2x|A（t）＝s－x，XN（t）＋1
 ＞s）]．

3.16　当EYi
 存在时成立．

3.17　EX2
 /（2μ）；EX2
 /（2μ）；EX2
 /μ．|认为在t处有收益A（t），则第i个更新间隔中的收益为[image: 0478030056]
 是[0，t]中的总收益]

3.18　[image: 0478030057]
 ．

3.19　c（N－1）/2＋m/（Nμ）．

3.20　EY/EX.

3.21　Y＝c[image: 0478030058]
 ，用习题2.2的结果计算EY/T．

3.22　ETi
 /（ET1
 ＋ET2
 ＋…＋ETn
 ）．

3.23　0.5－4
 ；[image: 0478030059]
 的频率高．

3.24　关状态是


　　　[image: 图片]


第　四　章

练　习　4.1

（3）pij
 ＝P（X＝j－i）．

（4）是，Dn
 ～B（n，p），p＝P（Y≥T0
 ）；pi，i＋1
 ＝p，pii
 ＝1－p.

练　习　4.2

（1）（EX1
 ）n
 .

[image: 图片]


练　习　4.3

（1）{0，1，3}互通遍历，2是吸引状态．

（2）用定理3.2.

（3）pi，1
 ＝pi
 /（pi
 ＋pi＋1
 ＋…），pi，i＋1
 ＝1－pi，1
 ；互通；pn
 ;EY＜∞．

练　习　4.4

（1）（b）和（c）有无穷的状态．

（2）不可约，


（3）用指数分布的无记忆性；1/μ＜ES1
 ；[image: 0478030060]
 ＝P（N（t）＝j），N（t）是强度为μ的泊松流；用Aj
 表示（0，S1
 ]中有j个人离开服务台，对0≤j≤i，有

[image: 图片]


（4）（a）[image: 0478030061]
 ；从[image: 0478030062]
 得正常返性．

练　习　4.5

（2）5/28．[用1和2分别表示男士和女士，则p12
 ＝4/5，p21
 ＝1/7]

（3）π＝[0.5385，0.2308，0.2308]．[用Xn
 表示第n天的定价，用An
 表示第n天销量好．利用

[image: 图片]


计算出pi1
 ＝pi
 /3＋qi
 ＝1－2pi
 /3，pi2
 ＝pi
 /3，pi3
 ＝pi
 /3]

（4）{Xn
 }是独立序列（参考§4.9C）．

练　习　4.6

（2）取πi
 ＝ηi
 c0
 ，其中η1
 ＝1，[image: 0478030063]
 ，，2≤i≤n，pi
 ＋qi
 ＝1．验证

[image: 图片]


[image: 图片]


（4）p12，1
 ＝pi，i＋1
 ＝p，1≤i≤11;p1，12
 ＝pi，i－1
 ＝q，2≤i≤12，π＝[1，1，…，1]/12；当且仅当p＝q时存在可逆分布π．

[image: 图片]


练　习　4.7

（2）ρ0
 ＝0.25；ρ0
 ＝0.4．

（3）（a）当p≤1/2时，ρ0
 ＝1，当p≥1/2时，ρ0
 ＝（q/p）2
 ;q3
 p（2＋pq）；exp（μ（1－2p）/p2
 ）．

习　题　四

4.1　pij
 ＝P（h（i，Y）＝j）．

4.3　{1，2}是常返等价类，3，4非常返，5是吸引状态．

4.4　P1
 是遍历等价类；P2
 是正常返等价类；P3
 的{1，3}和{4，5}是正常返等价类，2非常返；P4
 的{1，2}是正常返等价类，3吸引，4，5非常返．

4.5　


4.6　（a），（b），（d）有平稳不变分布．

4.8　πi
 ＝1/#
 I.

4.9　π＝[0.3736，0.2586，0.3678]

4.10　X0
 ＝Z0
 ，Xn
 ＝max（Xn－1
 －1，0）＋Zn
 ;p0j
 ＝pj
 ，pij
 ＝pj－i＋1
 ，i≥1，j≥i－1；定义μ＝EZ0
 ，解方程组[image: 0478030064]
 [image: 0478030065]
 时引入母函数[image: 0478030066]
 ．整理得到π（s）＝π0
 A（s）＋[π（s）－π0
 ]A（s）/s，当s↑1时，得到

　[image: 图片]


由此知道{Xn
 }存在平稳不变分布的充要条件是μ＜1；π0
 ＝1－μ．

4.11　πi
 ＝[image: 0478030067]
 /2m
 ，μi
 ＝1/πi
 （参考例5.3）．

4.12　EXn
 ＝μn
 EX0
 ，

[image: 图片]


[image: 0478030068]
 ，其中ρ0
 ＝P（群体灭绝|X0
 ＝1）．

4.13　π＝[0.4545，0.3030，0.2424]，μ＝[2.2002，3.3003，4.1254]．

4.14　π＝[0.1740，0.2222，0.3086，0.2952]，π4
 ＝0.2952.

4.15　


4.16　


4.17　μ＝5m/4，p＝0.5m
 ;μ＝5λ/4，p＝E（[image: 0478030069]
 ）＝exp（－0.5λ）．

4.18　


4.19　用Xn
 表示第n天早上家中的雨伞数；[image: 0478030070]
 ；极小化g（p）＝pπ0
 得到p＝4－2[image: 0478030071]
 ＝0.5359.

4.21　定义αj
 ＝P（ξ≥j），qi
 ＝1－pi
 .a∧b＝min{a，b}．

（a）Xn
 ＝（Xn－1
 －I[Xn－1
 ≥1]＋ξn
 ）∧N，

[image: 图片]


（b）当p0
 ＞0时存在唯一的平稳不变分布[image: 0478030072]
 ，其中的{πi
 }满足递推公式π0
 ＝π0
 ，π1
 ＝q0
 π0
 /p0
 ，π2
 ＝（q1
 π1
 －p1
 π0
 ）/p0
 ，…，πN
 ＝（π0
 αN
 ＋π1
 αN
 ＋αN－1
 π2
 ＋…＋α2
 pN－1
 ）/p0
 ．当p0
 ＝0，p1
 ＜1时有唯一的平稳不变分布π＝[0，0，…，1]．当p0
 ＝0，p1
 ＝1时有无穷个平稳不变分布π＝[0，π1
 ，π2
 ，…，πN
 ]，只要πi
 ≥0，[image: 0478030073]
 ＝1.

4.22　（a）用ξn
 和ηn
 分别表示n时蜘蛛和蝇的位置，Xn
 ＝（ξn
 ，ηn
 ）（n＝0，1，…）是马氏链，3个状态分别是a＝（0，1），b＝（1，0），c＝（0，0）∪（1，1）．c是吸引状态，a，b是非常返状态．

[image: 图片]


（b）若第n步回到初始状态，马氏链{Xn
 }只能在a，b之间转移，从a到b的转移步数等于从b到a的转移步数，于是有

[image: 图片]


由状态a，b的对称性得到[image: 0478030074]
 ．同理得到


[image: 图片]


（c）设τ＝min{n|Xn
 ＝c}，则[image: 0478030075]
 [image: 0478030076]
 pbc
 .于是得到平均捕食时间为（用pbc
 ＝pac
 ＝1－pp′－qq′）

[image: 图片]


4.23　


（b）


（c）


（d）


（e）


（f）1，2，4，3和6并列，5．

第　五　章

练　习　5.2

（2）e－λt
 .[用P（Y≤t＋h|Y＞t）＝λh＋o（h）]

（3）Tm
 ＝min{Y1
 ，Y2
 ，…，Ym
 }～ε（mλ）．

（4）ε（λ1
 ＋λ2
 ＋…＋λm
 ）．

练　习　5.4


 中的公事短信按强度为λp的泊松流到达]

（3）是；


练　习　5.5

[image: 图片]


练　习　5.6

[image: 图片]


（4）是；qii
 ＝－i（m－i）pλ，qi，i＋1
 ＝i（m－i）pλ；[image: 0478030077]
 ．[注意当p＝1时，这里的条件和例6.4中的条件是一致的．用Ykj
 表示等待第k个人遇到第j个人的时间，则对k≠j，Ykj
 是来自总体ε（λ）的随机变量．已知X（0）＝i时，用A＝{1，2，…，i}表示这i个带菌者，等待第一例传染的时间为min{Ykj
 |k∈A，j∈[image: 0478030078]
 }～ε（i（m－i）λ）]

练　习　5.7

（1）认为个体的寿命都是h．

[image: 图片]


[image: 图片]


练　习　5.8

[image: 图片]


其中μi
 ＝min（i，m）μ；当λ＜mμ时存在平稳分布．[参考§7.2B

练　习　5.9

（1）当a＜1或a＝1，λ＜μ时，pk
 ＝αk
 /（α0
 ＋α1
 ＋…），其中α0
 ＝1，αk
 ＝（λ/μ）k
 ak（k－1）/2
 ；泊松分p（λ/μ）．

习　题　五

5.3　用X（t）＝i表示t时第i台机床在工作，X（t）＝0表示没有机床在工作，X（t）＝3表示两台都在工作．{X（t）}是马氏链．q00
 ＝－2μ，q11
 ＝－（λ1
 ＋μ），q22
 ＝－（λ2
 ＋μ），q33
 ＝－（λ1
 ＋λ2
 ）；q01
 ＝q02
 ＝μ，q10
 ＝λ1
 ，q13
 ＝μ，q20
 ＝λ2
 ，q23
 ＝μ，q31
 ＝λ2
 ，q32
 ＝λ1
 ;k01
 ＝k12
 ＝1/2，k10
 ＝λ1
 /（λ1
 ＋μ），k13
 ＝μ/（λ1
 ＋μ），k20
 ＝λ2
 /（λ2
 ＋μ），k23
 ＝μ/（λ2
 ＋μ），k31
 ＝λ2
 /（λ1
 ＋λ2
 ），k32
 ＝λ1
 /（λ1
 ＋λ2
 ）．

5.4　（a）{X（t）}是生灭过程：对n≥0，λn
 ＝nλ1
 ＋λ3
 ；对n≥1，μn
 ＝nλ2
 ．（b）当n≥m，λn
 ＝nλ1
 .

5.5　q0
 ＝λ，q1
 ＝μ1
 ，q2
 ＝μ2
 ，q01
 ＝λ，q12
 ＝μ1
 ，q20
 ＝μ2
 ;1/λ，1/μ1
 ，1/μ2
 .

5.6　EX（t）＝θ（e（λ－μ）t
 －1）/（λ－μ）＋ie（λ－μ）t
 ，当λ≠μ；EX（t）＝θt＋i，当λ＝μ．

5.7　X（t）＝诊室人数；λ/（λ＋μ）；λ/（λ＋μ）；μ/（λ＋μ）．

5.8　3;36.

5.9　3/7;4/7;3/7.

5.11　设T0
 ＝inf{t|X（t）≠X（0），t＞0}，…，Ti
 ＝inf{t|X（t）≠X（Ti－1
 ），t＞Ti－1
 }．ETi
 ≥1/max{qi
 }，E（T0
 ＋T1
 ＋…）＝∞．

5.12　


（c）EW＝（λμ＋2λ2
 ）/（μ2
 ＋λμ＋λ2
 ）；

（d）（μ2
 ＋λμ）/（μ2
 ＋λμ＋λ2
 ）；

（e）（4μ2
 ＋2λμ）/（4μ2
 ＋2λμ＋λ2
 ）．

5.13　λ＜μ，p0
 ＝（1－λ/μ）a/λ
 ，

　　[image: 图片]


5.14　qk
 p，k≥0.[{M（t）}是强度为λtq的泊松过程]

5.16　[用嵌入链和马氏链平稳分布之间的关系]

5.17　p（λ）；p（λt）．[死亡不算分裂]

5.18　非常返；零常返；正常返．

5.19　λ＜2μ[λn
 ＝λ，n≤5；λn
 ＝λ/2，n≥6，μn
 ＝μ]

5.20　λ＜2μ．

5.21　p0
 ＝1/（1＋μ/λ＋μ2
 /λ2
 ＋μ3
 /λ3
 ）．

5.22　p0
 ＝1/（1＋mλ/μ）．

5.23　
 ，其中p＝λ/μ．

5.25　是；qii
 ＝－i（N－i）λp/[image: 0478030079]
 ，qi，i＋1
 ＝－qii
 .

5.26　对0＜h＜t，有正整数n和s∈（0，h）使得t＝nh＋s.从g（t）/t≤ng（h）/t＋g（s）/t＝（g（h）/h）（nh/t）＋g（s）/t知道当h→0时，[image: 0478030080]
 ．这就得到

　[image: 图片]


习　题　六

6.3　[image: 0478030081]
 ，（1－2/π）t.

6.7　exp（－a2
 /2t）．

6.9　u（0，1）；[image: 0478030082]
 ；s（1－t），0≤s＜t≤1.

6.10　（a）0，1;（c）N（e－t
 u，1－e－2t
 ）．

6.11　[image: 0478030083]
 ．[{τ≤x}＝{N（x，1]＝0}]


附录A　部分定理的证明

A1．§2.4定理4.3的证明

对于0≤s＜t，

[image: 图片]


是（s，t]内A线的到达次数．因为{Yj
 }与{N（t）}独立，对于k≥l，容易计算出

[image: 图片]


其中

[image: 图片]


满足g（1，1）＝p和对n≥1，g（0，n）＝0．由条件概率的定义知道

[image: 图片]


对上式求数学期望得到

[image: 图片]


为证明{N1
 （t）}是强度为λ1
 ＝λp1
 的泊松过程，我们验证定义1.2中的条件（a），（b），（c）．

　[image: 图片]


（b）独立增量性：对任何正整数m，0＝t0
 ≤t1
 ＜t2
 ＜…＜tm
 和整数0＝n0
 ≤n1
 ≤n2
 ≤…≤nm
 ，定义

[image: 图片]


从（a1）知道，在条件N＝n下，随机变量

[image: 图片]


相互独立，并且与N独立．于是得到

[image: 图片]


其中g（k，n）由（a3）定义．按条件概率的定义知道

[image: 图片]


对于上式求数学期望，利用{N（t）}的独立增量性及（a4）得到

[image: 图片]


这说明随机变量N1
 （tj－1
 ，tj
 ]（1≤j≤n）相互独立．于是{N1
 （t）}是独立增量过程．

（c）普通性：利用（a2）和g（0，1）＝0，g（1，1）＝p得到

[image: 图片]


因为N1
 （s，t]≤N（s，t]对s＜t成立，故由

[image: 图片]


得到P（N1
 （t，t＋h]≥2）＝o（h）．

按定义1.2，已经证明了{N1
 （t）}是强度为pλ的泊松过程．完全对称地可以证明{N2
 （t）}是强度为λq的泊松过程．

下面证明N1
 （t）和{N2
 （t）}相互独立．这只要证明对于任何n≥1，0≤t1
 ＜t2
 ＜…＜tn
 ，随机变量

[image: 图片]


独立（参考练习2.4（1））．对于整数

[image: 图片]


引入nj
 ＝kj
 ＋mj
 ，n＝（k1
 ＋m1
 ，k2
 ＋m2
 ，…，kn
 ＋mn
 ）．随机变量

[image: 图片]


相互独立，并且与泊松过程{N（t）}独立．注意ξj
 服从二项分布

[image: 图片]


就得到

[image: 图片]


这说明（N1
 （t1
 ），N1
 （t2
 ），…，N1
 （tn
 ））和（N2
 （t1
 ），N2
 （t2
 ），…，N2
 （tn
 ））独立．

A2　§4.1定理1.2的证明

（1）对于任何m＞n≥1和I中的i0
 ，i1
 ，…，im
 ，引入

Bk
 ＝{Xk
 ＝ik
 }，k＝0，1，…，m，

则有

[image: 图片]


下面证明已知现在B＝{Xn
 ＝in
 }＝Bn
 后，将来A与过去C独立．用乘法公式和马氏性得到

[image: 图片]


同理有

[image: 图片]


对k＞n注意使用P（Bk＋1
 |Bk
 ）＝P（Bk＋1
 |Bk
 Bk－1
 …Bn
 ）就得到

[image: 图片]


（2）用归纳法．从马氏链的定义知道对k＝1及任何n结论成立．设结论对k－1及任何n成立时，用（1）的结论和全概率公式得到

[image: 图片]


从（1）和（2）直接得到（3）和（4）．

A3．§4.8定理8.1的证明

对于k＞0，n≥2和I中的i0
 ，j0
 ，i1
 ，j1
 ，…，定义

AT
 ＝{X0
 ＝j0
 ，X1
 ＝j1
 ，…，XT
 ＝jT
 }，

则有

Ak
 ＝{X0
 ＝j0
 ，X1
 ＝j1
 ，…，Xk
 ＝jk
 }．

因为{T≤k}由X1
 ，X2
 ，…，Xk
 唯一决定，利用定理1.2（3）得到

[image: 图片]


（1）在（a5）的两边对于Ak
 中的j0
 ，j1
 ，…，jk
 求和，再对于k＝0，1，…求和，利用

[image: 图片]


和XT
 ＝Y0
 得到

[image: 图片]


最后利用条件概率公式得到

[image: 图片]


结论（1）证完．

（2）用Y0
 ＝i0
 做条件时，从（a5）得到

[image: 图片]


于是在条件Y0
 ＝i0
 下，（Y1
 ，Y2
 ，…Yn
 ）和{T＝k，AT
 }独立，从而和

[image: 图片]


独立．由n的任意性知道在条件Y0
 ＝i0
 下，{Yn
 ;n≥1}和（X0
 ，X1
 ，…，XT
 ），从而和（X0
 ，X1
 ，…，XT－1
 ）独立．

A4．§5.5定理5.1的证明

先证明向后方程．由K-C方程得到

[image: 图片]


从定理3.1知道只需要再证明
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因为对k≠i，pik
 （0）＝0，所以有
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即有
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另一方面，对N＞i，有
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令N→∞，利用保守性得到
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从（a7）和（a8）得到（a6）．

再证明向前方程．对于k≠j，利用§5.3推论3.2（2）和pkj
 （s）＋pkk
 （s）≤1得到
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在等式
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中，令s↓0得到向前方程．


附录B　常见分布的期望、方差、母函数和特征函数
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附录C1　标准正态分布表
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附录C2　标准正态分布的上α分位数
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附录C3　X2
 （n）分布的上α分位数
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符号说明

a∧b，aVb　　　　　　　　　分别表示min{a，b}，max{a，b}

[image: 0478030084]
 　　　　　　　　　　　表示闭区间[a，b]上的积分∫[a，b]


≡　　　　　　　　　　　　表示“定义成”

a.s.　　　　　　　　　　　　几乎处处成立或以概率1成立

#A　　　　　　　　　　　　集合A中元素的个数

[image: 0478030085]
 　　　　　　　　[image: 0478030086]


AT
 　　　　　　　　　　　　矩阵A的转置

β（n，p）　　　　　　　　　二项分布

Cov（X，Y）　　　　　　　　X，Y的协方差

δij
 　　　　　　　　　　　　　δ函数：


det（A）　　　　　　　　　　矩阵A的行列式

EX　　　　　　　　　　　　X的数学期望

ε（λ）　　　　　　　　　　参数为λ的指数分布

G（x－）　　　　　　　　　G在x处的左极限

Gn
 （x）　　　　　　　　　　G（x）的n重卷积

IA
 或I[A]　　　　　　　　　　A的示性函数

P（λ）　　　　　　　　　　参数为λ的泊松分布

ρXY
 　　　　　　　　　　　　X，Y的相关系数

R＝（－∞，∞）　　　　　　全体实数

Rn
 　　　　　　　　　　　　全体n维实向量

u（a，b）　　　　　　　　　（a，b）上的均匀分布

Var（X）　　　　　　　　　X的方差

N（μ，σ2
 ）　　　　　　　　正态分布

X+
 　　　　　　　　　　　　X的正部

X－
 　　　　　　　　　　　　X的负部

[image: 0478030087]
 　　　　　　　　Xn
 依概率收敛到Y

Xn
 →Y a.s.　　　　　　　　　Xn
 几乎处处收敛到Y

[image: 0478030088]
 　　　　　　　　　Xn
 依分布收敛到Y.
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6 16.812 | 14.449 | 12,592 | 10.645 | 2.204 | 1.635 | 1.237 | 0.872
7 18.475 | 16.013 | 14.067 | 12.017 | 2.833 | 2.167 | 1.690 | 1.239
8 20.090 | 17.535 | 15.507 | 13.362 | 3.490 | 2.733 | 2.180 | 1.646
9 21.666 | 19.023 | 16.919 | 14.684 | 4.168 | 3.325 | 2.700 | 2.088
10 23.209 | 20.483 | 18.307 | 15.987 | 4.865 | 3.940 | 3.247 | 2.558
11 24.725 | 21.920 | 19.675 | 17.275 | 5.578 | 4.575 | 3.816 | 3.053
12 26.217 | 23.337 | 21.026 | 18.549 | 6.304 | 5.226 | 4.404 | 3.571
13 27.688 | 24.736 | 22.362 | 19.812 | 7.042 | 5.892 | 5.009 | 4.107
14 29.141 | 26.119 | 23.685 | 21.064 | 7.790 | 6.571 | 5.629 | 4.660
15 30.578 | 27.488 | 24.996 | 22.307 | 8.547 | 7.261 | 6.262 | 5.229
16 32.000 | 28.845 | 26.296 | 23.542 | 9.312 | 7.962 | 6.908 | 5.812
17 33.409 | 30.191 | 27.587 | 24.769 | 10.085 | 8.672 | 7.564 | 6.408
18 34.805 | 31.526 | 28.869 | 25.989 | 10.865 | 9.390 | 8.231 | 7.015
19 36.191 | 32.852 | 30.144 | 27.204 | 11.651 | 10.117 | 8.907 | 7.633
20 37.566 | 34.170 | 31.410 | 28.412 | 12.443 | 10.851 | 9.591 8.260
21 38.932 | 35.479 | 32.671 | 29.615 | 13.240 | 11.591 | 10.283 | 8.897
22 40.289 | 36.781 | 33.924 | 30.813 | 14.041 | 12.338 | 10.982 | 9.542
23 41.638 | 38.076 | 35.172 | 32.007 | 14.848 | 13.091 | 11.689 | 10.196
24 42.980 | 39.364 | 36.415 | 33.196 | 15.659 | 13.848 | 12.401 | 10.856
25 44.314 | 40.646 | 37.652 | 34.382 | 16.473 | 14.611 | 13.120 | 11.524
26 45.642 | 41.923 | 38.885 | 35.563 | 17.292 | 15.379 | 13.844 | 12.198
27 46.963 | 43.195 | 40.113 | 36.741 | 18.114 | 16.151 | 14.573 | 12.879
28 48.278 | 44.461 | 41.337 | 37.916 | 18.939 | 16.928 | 15.308 | 13.565
29 49.588 | 45.722 | 42.557 | 39.087 | 19.768 | 17.708 | 16.047 | 14.256
30 50.892 | 46.979 | 43.773 | 40.256 | 20.599 | 18.493 | 16.791 | 14.953
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33 54.776 | 50.725 | 47.400 | 43.745 | 23.110 | 20.867 | 19.047 | 17.074
34 56.061 | 51.966 | 48.602 | 44.903 | 23.952 | 21.664 | 19.806 | 17.789
35 57.342 | 53.203 | 49.802 | 46.059 | 24.797 | 22.465 | 20.569 | 18.509
36 58.619 | 54.437 | 50.998 | 47.212 | 25.643 | 23.269 | 21.336 | 19.233
37 59.893 | 55.668 | 52.192 | 48.363 | 26.492 | 24.075 | 22.106 | 19.960
38 61.162 | 56.896 | 53.384 | 49.513 | 27.343 | 24.884 | 22.878 | 20.691
39 62.428 | 58.120 | 54.572 | 50.660 | 28.196 | 25.695 | 23.654 | 21.426
40 63.691 | 59.342 | 55.758 | 51.805 | 29.051 | 26.509 | 24.433 | 22.164
41 64.950 | 60.561 | 56.942 | 52.949 | 29.907 | 27.326 | 25.215 | 22.906
42 66.206 | 61.777 | 58.124 | 54.090 | 30.765 | 28.144 | 25.999 | 23.650
43 67.459 | 62.990 | 59.304 | 55.230 | 31.625 | 28.965 | 26.785 | 24.398
44 68.710 | 64.201 | 60.481 | 56.369 | 32.487 | 29.787 | 27.575 | 25.148
45 69.957 | 65.410 | 61.656 | 57.505 | 33.350 | 30.612 | 28.366 | 25.901
46 71.201 | 66.617 | 62.830 | 58.641 | 34.215 | 31.439 | 29.160 | 26.657
47 72.443 | 67.821 | 64.001 | 59.774 | 35.081 | 32.268 | 29.956 | 27.416
48 73.683 | 69.023 | 65.171 | 60.907 | 35.949 | 33.098 | 30.755 | 28.177
49 74.919 | 70.222 | 66.339 | 62.038 | 36.818 | 33.930 | 31.555 | 28.941
50 76.154 | 71.420 | 67.505 | 63.167 | 37.689 | 34.764 | 32.357 | 29.707
51 77.386 | 72.616 | 68.669 | 64.295 | 38.560 | 35.600 | 33.162 | 30.475
52 78.616 | 73.810 | 69.832 | 65.422 | 39.433 | 36.437 | 33.968 | 31.246
53 79.843 | 75.002 | 70.993 | 66.548 | 40.308 | 37.276 | 34.776 |32.018
54 81.069 | 76.192 | 72.153 | 67.673 | 41.183 | 38.116 | 35.586 | 32.793
55 82.292 | 77.380 | 73.311 | 68.796 | 42.060 | 38.958 | 36.398 | 33.570
56 83.513 | 78.567 | 74.468 | 69.919 | 42.937 | 39.801 | 37.212 | 34.350
57 84.733 | 79.752 | 75.624 | 71.040 | 43.816 | 40.646 | 38.027 | 35.131
58 85.950 | 80.936 | 76.778 | 72.160 | 44.696 | 41.492 | 38.844 | 35.913
59 87.166 | 82.117 | 77.931 | 73.279 | 45.577 | 42.339 | 39.662 | 36.698
60 88.379 | 83.298 | 79.082 | 74.397 | 46.459 | 43.188 | 40.482 | 37.485
61 89.591 |84.476 |80.232 | 75.514 |47.342 | 44.038 | 41.303 | 38.273
62 90.802 | 85.654 | 81.381 | 76.630 | 48.226 | 44.889 | 42.126 | 39.063
63 92.010 | 86.830 |82.529 | 77.745 | 49.111 | 45.741 | 42.950 | 39.855
64 93.217 | 88.004 | 83.675 | 78.860 | 49.996 | 46.595 | 43.776 | 40.649
65 94.422 |89.177 | 84.821 | 79.973 | 50.883 | 47.450 | 44.603 | 41.444
56 95.626 | 90.349 | 85.965 | 81.085 | 51.770 | 48.305 | 45.431 | 42.240
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