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汉译世界学术名著丛书

出版说明

我馆历来重视移译世界各国学术名著。从五十年代起，更致力于翻译出版马克思主义诞生以前的古典学术著作，同时适当介绍当代具有定评的各派代表作品。幸赖著译界鼎力襄助，三十年来印行不下三百余种。我们确信只有用人类创造的全部知识财富来丰富自己的头脑，才能够建成现代化的社会主义社会。这些书籍所蕴藏的思想财富和学术价值，为学人所熟知，毋需赘述。这些译本过去以单行本印行，难见系统，汇编为丛书，才能相得益彰，蔚为大观，既便于研读查考，又利于文化积累。为此，我们从1981年至1986年先后分四辑印行了名著二百种。今后在积累单本著作的基础上将陆续以名著版印行。由于采用原纸型，译文未能重新校订，体例也不完全统一，凡是原来译本可用的序跋，都一仍其旧，个别序跋予以订正或删除。读书界完全懂得要用正确的分析态度去研读这些著作，汲取其对我有用的精华，剔除其不合时宜的糟粕，这一点也无需我们多说。希望海内外读书界、著译界给我们批评、建议，帮助我们把这套丛书出好。
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初版序言



序　言


 


第一部分　逻辑的元素，演绎方法


 


（Ⅰ）论变项的用法



§1．常项与变项



§2．包含变项的表达式——语句函项与指示函项



§3．应用变项形成语句——全称语句与存在语句



§4．全称量词与存在量词；自由变项与约束变项



§5．变项在数学中的重要性



练　习



（Ⅱ）论语句演算



§6．逻辑常项；旧逻辑与新逻辑



§7．语句演算；语句的否定，合取式与析取式



§8．蕴函式或条件语句；实质蕴函



§9．蕴函式在数学中的应用



§10．语句的等值式



§11．定义的表述方式与定义的规则



§12．语句演算的定律



§13．语句演算的符号；真值函项与真值表



§14．语句演算定律在推理中的应用



§15．推论的规则，完全的证明



练　习



（Ⅲ）同一理论



§16．不属于语句演算的逻辑概念；同一概念



§17．同一理论的基本定律



§18．事物之间的同一与指示词之间的同一；引号的用法



§19．算术与几何中的相等，和它与逻辑同一的关系



§20．数的量词



练　习



（Ⅳ）类的理论



§21．类与它的元素



§22．类和包含一个自由变项的语句函项



§23．全类与空类



§24．类与类间的基本关系



§25．类的运算



§26．等数类，一个类的基数，有穷类与无穷类；算术作为逻辑的一个部分



练　习



（Ⅴ）关系的理论



§27．关系，关系的前域与关系的后域；关系与有两个自由变项的语句函项



§28．关系的运算



§29．关系的一些性质



§30．自反的，对称的与传递的关系



§31．序列关系；其他关系的例子



§32．一多关系或函项



§33．一一关系或一一函项与一一对应



§34．多项关系；包含几个变项的函项与运算



§35．逻辑对其他科学的重要性



练　习



（Ⅵ）论演绎方法



§36．一个演绎的理论的基本组成部分——基本词项与被定义的词项，公理及定理



§37．一种演绎的理论的模型和解释



§38．演绎法定律；演绎科学的形式的特性



§39．公理与基本词项的选择；它们的独立性



§40．定义与证明的形式化，形式化的演绎理论



§41．一个演绎理论的无矛盾性与完全性；判定问题



§42．演绎科学方法论的扩大的概念



练　习


 


第二部分　逻辑和方法论在构造数学理论中的应用


 


（Ⅶ）一个数学理论的构造：数的次序的定律



§43．构造中的理论的基本词项；关于数与数之间基本关系的公理



§44．基本关系的不自反律；间接证明



§45．基本关系的其它定理



§46．数之间的其它关系



练　习



（Ⅷ）一个数学理论的构造：加法和减法的定律



§47．关于加法的公理；运算的一般性质，群和交换群的概念



§48．对于较多的被加数的交换律和结合律



§49．加法的单调定律以及它们的逆定律



§50．闭语句系统



§51．单调定律的推论



§52．减法的定义；反运算



§53．被定义者包含等号的定义



§54．关于减法的定理



练　习



（Ⅸ）关于所构造的理论的方法论的讨论



§55．在原来的公理系统中消去多余的公理



§56．化简了的系统的公理的独立性



§57．多余的基本词项的消去和公理系统的继续化简；一个有序交换群的概念



§58．公理系统的进一步化简；基本词项系统的可能变换



§59．所构造理论的无矛盾性问题



§60．所构造理论的完全性证明



练　习



（Ⅹ）所构造的理论的扩充。实数算术的基础



§61．实数算术的第一个公理系统



§62．第一个公理系统的进一步描述，它的方法论上的优点和教学上的缺点



§63．实数算术的第二个公理系统



§64．第二个公理系统的进一步描述；域的概念和有序域的概念



§65．两个公理系统的等价；第二个系统的方法论上的缺点和教学上的优点



练　习



推荐的读物



索　引



译者后记



初版序言

根据许多门外汉的意见，数学今天已经成为一门死科学：在达到不寻常的高度发展水平以后，它已经在一种严格的完全性中僵化了。这是对情况的一种完全错误的看法。在科学研究领域中现在很少有像数学那样经历着如此剧烈的发展阶段。而且，这种发展是极其多样化的：数学领域正在向一切可能的方向伸展，它在高、宽和深三方面都在成长着。它的高度在成长着，因为在数百年来（如果不是数千年以来的话）发展的旧的理论的土壤之上，新的问题不断地发生，而其所达到的结果越来越完全。它的宽度在成长着，因为它的方法渗透到其他各种科学部门中，而其研究的范围日益囊括着越来越广泛的现象界，并且越来越多的新的理论被包括在数学学科的庞大的范域之中。最后，它的深度在成长着，因为它的基础日益坚定地被建立起来了，它的方法日益完备，它的原则日益巩固。

本书的目的就是要向那些对于现代数学有兴趣、而不会实际参与它的工作的读者们，至少在数学发展的第三个方面、即其在深度方面的成长提供一个最一般的观念。我的目的是要使读者熟悉一种名为数理逻辑学科的最重要的概念，这门学科是为了把数学建立在更坚固、更深刻的基础上创造出来的；这一个学科，虽然它的存在只有短短的一个世纪，却已经达到了高度的完全性的水平，而且在我们的知识的总和中它今天所起的作用远远超越于其原定的范围。我的目的是要表明，逻辑的一些概念渗透到数学的整体中，它把所有的专门的数学概念了解为特殊情况，并把逻辑规律恒应用于——自觉的或不自觉的——数学推理之中。最后，我试图提出构造数学理论的一些最重要的原则——这些原则也构成另外一种学科、数学方法论的主题——并指明怎样在实际上着手应用这些原则。

在这一本相当小的书的范围中，不假定读者有任何专门的数学知识或抽象的推理的任何专门的训练，要彻底地实现这全部计划是不容易的。在这一本书中，必须从头到尾力图把最大的可理解性和必要的简明性以及经常注意避免错误或从科学观点看来的粗糙的不精确性结合起来。其所用的语言必须是尽可能少地脱离日常生活的语言。必须放弃使用专门的逻辑符号，虽然这种符号是使我们把简明性和精确性结合起来，并使我们尽可能地排除含混和误解的可能性、从而在一切精细的思考中具有很大用处的极其宝贵的工具。必须把系统地处理的观念从一开始就放弃掉。在出现的很多问题之中只有少数能够详细地讨论，其他一些问题仅仅肤浅地接触到，还有一些问题则完全忽略过去了，并且我意识到，所讨论的题目的选择不可避免地表现了或多或少的任意性。对于现代科学还没有采取任何确定的态度，而是提出了许多可能的、同样正确的解答的那些事例，不可能客观地把所有已知的见解都提出来。不得不作出支持某一确定见解的决定来。当作出这种决定的时候，我是十分小心的，不是首先使之符合于个人的兴趣，而是宁取一种尽可能简单的并且适合于普通表达方式的解法。

我并不幻想我已经成功地克服了这些以及其他一些困难。


序　言

本书是我的《论数理逻辑和演绎方法》（该书1936年最初用波兰文出版，又于1937年出版了确切的德文译本——书名是：《数理逻辑和数学方法论导论》）一书部分修正了的和扩充了的版本。最初写这本书，是企图把它当作一本通俗的科学著作；其目的是向受过相当教育的普通读者提供——用把科学的严格性和最大的可理解性结合起来的方式——集中于现代逻辑的强大的现代思潮的一个清楚的观念。这个思潮最初是从多少受到局限的巩固数学基础的任务发生的。可是，在现阶段它却具有远为广泛的目的。因为它试图创造出可为人类知识的整体提供一种共同基础的统一的概念工具。此外，它有助于使演绎方法完全化和敏锐化，这种演绎方法在某些科学中被当作确立真理的唯一的允许的方法，而且，的确，它至少在一切智力活动的领域内，是从被公认的假设中推导出结论来的必不可少的补助的工具。

根据对波兰文版和德文版的反应，特别是某些评论者的建议，产生了一个想法，要使这个新的版本不仅仅是一本通俗的科学著作，而且也是大学里的逻辑和演绎科学方法论的初级课程可以作为蓝本的教科书。由于在这个范围内合适的初级教科书相当缺乏，这一尝试就显得更为合适。

为了要进行这种尝试，必须在书中作某些改变。

在前几版中，把某些最基本的问题和概念完全忽略过去或仅仅略微触及，这或是由于它们比较地具有专门性，或是为了避免一些具有争论性的论点。像这样一些题目，例如：在逻辑的有系统的发展中和在日常生活的语言中某些逻辑观念的用法之间的区别，证明语句演算的规律的一般方法，语词与其名字之间的明确区别的必要性，全类和空类的概念，关系运算的基本观念，以及最后，作为各科学的一般科学的方法论概念。在这一版中，所有这些题目都讨论到了（虽然所有这些题目并非同等详尽地讨论了的），因为我似乎觉得在现代逻辑的任何一本教科书中，不谈这些题目就会造成一种根本的缺陷。因此，本书前面的几章，即概论部分或多或少地扩展了；特别是第II章，即专门讨论语句演算的一章包含着很多新材料。对于这几章我又补充了许多新的练习，并且增加了历史的线索的资料。

在前几版中，专门符号的应用是缩减到最低限度，而在这一版中我以为有必要使读者熟悉逻辑符号的基本知识。但是，实际上这种符号的应用仍然受到很大限制，并且大部分限定在练习中。

在前几版中，为了说明一般的和抽象的思考而引出例子的主要领域是中学数学；因为我过去和现在都认为，基本数学、特别是代数，由于它的概念的简单性及其推论方法的一致性，特别适合于例证逻辑的和方法论性质的各种基本现象。但是，在这一版，特别是在新补充的篇幅中，我经常从其他领域、特别是从日常生活中举出了一些例子。

除了这些增补以外，凡是学习者们较难以掌握的某些部分我也都重新写过了。

本书的基本面貌仍然没有改变。初版的序言（其主要部分重新发表在前面）将会为读者提供一个本书的一般性的观念。然而，也许有必要在这里很清楚地指出来读者在这本书中所找不到的是一些什么东西。

第一，本书不包括对逻辑的系统的和严格的演绎的陈述；这样一种陈述显然不在一本基本的教科书的范围之内。我原来企图在这一版中增加一章，名为作为演绎科学的逻辑
 ，这一章——作为包含于第VI章中的一般方法论意见的一个说明——会为逻辑的某些基本部分的有系统的发展提供一个纲要。由于种种原因，这个企图未能实现；但是我希望包括在第VI章中的关于这个题目的几个新的练习在某种程度内将会补偿这个省略。

第二，除了两处很少的篇幅以外，这一本书没有提供关于传统的亚里士多德的逻辑的知识，并且不包含从之引申出来的材料。但是，我相信这里给予传统逻辑的篇幅是充分符合于它在现代科学中已经减低了的微小的作用的；而且我还相信我这个意见将会得到大多数现代逻辑学家的赞同。

最后，这一本书不涉及属于所谓经验科学的逻辑和方法论的任何问题。我必须说，我倾向于怀疑，作为与一般逻辑或“演绎科学的逻辑”相对立的任何特殊的“经验科学的逻辑”究竟是否存在（至少，按照“逻辑”一词在本书的用法——这就是说，它是一种学科的名称，这种学科分析一切科学所共有的一些概念的意义，并建立支配这些概念的一般规律）。但是这与其说是一个实际的问题，还不如说是一个术语的问题。总之，经验科学的方法论构成科学研究的一个重要领域。当然，逻辑的知识在这种方法论的研究中，正如在任何其他学科中的情况一样，是宝贵的。可是，必须承认直到今天逻辑概念和方法在这个领域内并未得到任何特殊的或有成效的应用。并且至少这个情况可能不仅仅是现阶段方法论研究的一个后果。可能，这是由于下述情况所引起：为了对方法论作适当的处理，必须把经验科学作为不仅仅是一种科学理论——就是说，作为按照某种规则所排列起来的确定的命题体系——而且是部分的由这样的命题和部分的由人类的活动所构成的复合物。还必须补充说，与这些经验科学本身的高度发展显著地相反，这些科学的方法论很难夸耀有相应的确定的成就——尽管已经作了很大的努力。甚至这个领域所涉及的初步概念澄清工作也还不曾进行得令人满意。因此，经验科学的方法论课程必定具有一种有别于逻辑课程的完全不同的性质，而且它必定是大部分限于对试验性的探索和失败的努力的估价和批评。由于这些和其他一些理由，对于把逻辑和经验科学方法论的讨论结合于同一个大学课程之中，我认为很少合理的根据。

关于本书及其用作大学教科书的安排方面有几点说明。

本书区分为两部分。第一部分是逻辑和演绎科学方法论的一般的导论；第二部分，借助于一个具体的例子，表明逻辑和方法论在数学理论的构造中的一种应用方式，并因而为消化和深化在第一部分中所获得的知识提供一个机会。每一章的后面都附有相当的练习。简明的历史的线索写在脚注中。

记有星标“*”的部分、甚至于整节，不论记在开始或末尾，都包含着较难的材料，或者假定读者已熟悉包含着这样的材料的其他篇章；省略掉这些部分对于本书以下一些部分的理解不会有什么妨碍。这也适用于凡在号码前记上一个星标的各个练习。

本书包含着足够全年课程用的材料。不过，它的编排也使它同样适用于半年的课程。如果把它用为哲学系的半年逻辑课的课本，我建议学习整个第一部分、包括较难的部分在内，而完全略去第二部分。如果把本书用为数学系的半年课程——例如，数学基础课——的课本，我建议学习本书的两个部分，而略去较难的部分。

无论如何，我愿意强调小心地和详尽地作好练习的重要性；因为它们不仅有助于对所讨论的概念和原则的消化，并且也还触及正文中没有机会讨论的许多问题。

如果本书对于逻辑知识的更广泛的传播有所贡献的话，我将感到很快乐。历史事件的进程已经使现代逻辑的一些最杰出的代表集中在这个国家（指美国——译者），并因而为逻辑思想的发展在这儿创造了特别有利的条件。自然，这些有利的条件可能很易于为其他更强有力的因素所抵消。显然，未来的逻辑学，像所有理论科学一样，本质上依赖于人类政治的和社会的相互关系纳入规范，因而依赖于一种超越于职业学者的控制的因素。我并不幻想逻辑思想的发展会对于人类关系的正常化过程特别起很重要的作用；但我相信，逻辑知识的广泛传播可以积极地加速这个过程。因为，一方面，由于使概念的意义在其自身范围内精确并一致起来，以及由于强调这样的精确性和一致性在任何其他领域中的必要性，逻辑就使凡是愿意很好地了解的人们都可能彼此很好地了解。并且，另一方面，由于思想工具的完全化与敏锐化，它使人们更有批判性——因而他们就不大容易为所有伪推论引入歧途，现在在世界各处他们不断有被这种伪推论引入歧途的危险。

我衷心感谢海尔麦（O．Helmer）博士的帮助，他把德文版译成了英文。我愿意对于霍夫斯塔德泰尔（A．Hofstadter）博士、克拉德尔（L．K．Krader）先生、纳盖（E．Nagel）教授、蒯恩（W．V．Quine）教授、怀特（M．G．White）先生、特别是麦克铿赛（J．C．C．McKinsey）博士和温纳（P．P．Wiener）博士表示最热诚的感谢，当我准备英文版时，他们慷慨地提出了意见并给予帮助。我也感激阿罗（K．J．Arrow）先生，他帮助阅读了校样。

塔尔斯基

1940年9月于哈佛大学
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塔尔斯基
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第一部分　逻辑的元素，演绎方法


 （Ⅰ）论变项的用法


 §1．常项与变项

每一种科学理论都是许多语句组成的系统。这些语句都是被断定为真的，可以叫做定律或断定了的命题
 ，或者，就简单地叫做命题
 。在数学中，这些语句都按照一些原则（在第VI章中将详细讨论这些原则）一个接着一个地排成确定的序列。在数学中，这些语句的正确性都要建立起来。建立语句的正确性，就叫做证明
 。被证明过的语句，就是我们所谓定理
 。

在数学的定理与证明中出现的语词和符号，可以分为常项
 与变项
 。

例如在算术中，我们常碰到这样的语词，如“数”，“零”（“0”），“一”（“1”），“加”（“＋”），…。
(1)

 这些语词都是常项。它们都有确定的意义，而且在运用它们的过程中，它们的意义一直不变。

在算术中，我们习惯于将单个的英文的小写字母“a”，“b”，“c”，…，“x”，“y”，“z”用作变项。同常项相反，变项本身都是没有意义的。对于下面的问题：

零是否有某一种性质？

例如：　　　　　零是一正整数吗？

我们是可以给以肯定的或否定的回答的。我们所给的答案可以对，也可以错。但是，无论如何，这些问题是有意义的。但是，相反的，下面关于x的问题：

x是一正整数吗？

便是一无意义的问题，我们也不能给一有意义的回答。

在有些初等数学的教科书中，特别是较老的初等数学的教科书中，我们有时碰到一些表述，好像我们可以给这些变项以独立的意义似的。因此，就有人说：“x”，“y”，…这些符号，也指示某些数或量：“x”，“y”，…虽然不是指示“常数”（“constant numbers”）（常数是由常项如“0”，“1”所指示的），但是它们却指示那些所谓“变数”（“variable numbers”）或“变量”（“variable quantities”）。这种说法是出于一种极大的误解。“变数”x不可能有任何确定的性质。例如，它不是正数，也不是负数，也不等于零。或者说，x的性质是随着情形不同而变化的；有时它可以是正数，但有时又可以是负数，有时又可以等于零。这样一种东西，在我们的现实世界中根本是找不着的。这样的东西如果存在于现实世界，那将会是违背我们思想的根本规律的。因此，将符号区分为常项与变项，并不表示在数方面也可以区分为常数与变数。


 §2．包含变项的表达式——语句函项与指示函项

由于变项本身是没有意义的，所以，像

x是一正整数

这样的一句话，也就不是语句，虽然它们具有语句的文法形式。它们并没有表示一个确定的断定。因之，我们既不能肯定它们，也不能否定它们。我们用一个表示一个确定的数的常项来代换

x是一正整数

中的“x”，只有这时，我们才能得到一个语句。例如我们用符号“1”去代换“x”，结果得到一真语句；若用“[image: ]
 ”去代换“x”，结果得到一假语句。这样的一个表达式，在这个表达式中包含有变项，同时如果用常项去代换这些变项，这个表达式便变成了一个语句——这样的一个表达式，我们将它叫做一个语句函项
 。这里顺便提到一下，数学家是不很喜欢用“语句函项”这个名词的，因为他们把“函项”这词用作另一个意义。他们较多地将“条件”（condition）这一语词，用成我们所说的“函项”的意义。完全由数学符号（而不由日常语言中的语词）所构成的语句函项与语句，例如，

x＋y＝5，

数学家常常叫它做公式
 。在不会引起误解的地方，我们有时将“语句函项”简单地就叫做“语句”。

在一个语句函项中的变项的作用，可以很恰当地比做填空白题目中的那些括弧所形成的空白。正如只有当空白被我们填上以后，题目才得到一个确定的内容一样，一个语句函项只有当变项都被常项所代换以后，才变成一个语句。在一个语句函项中，用常项去代换变项——相同的变项用相同的常项去代换——其结果可以得出一个其语句；在这种情形下，我们就说，常项所表示的事物满足
 这个特定的语句函项。例如1，2与2[image: ]
 这几个数满足下面这个语句函项：

x＜3，

但是，3，4与4[image: ]
 这些数就不满足这个语句函项。

除了语句函项，还有别的包含变项的表达式值得我们注意，那就是指示函项
 或摹状函项
 。一个指示函项或摹状函项是这样的表达式，如果将它所包含的变项换为常项，那么，它就变成一个指示词或摹状词，例如表达式：

2x＋1

便是一个指示函项，因为，如果用一个任意的数值常项（即是说，表示一个数的常项，如“2”）去代换变项“x”，我们便得一指示词（或摹状词），此指示词表示一个数（如5）。

在算术中所见的指示函项中，包括了所有的所谓代数式，这些代数式是由变项、数值常项与四种基本算术运算的符号所构成的，例如：
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但是，另一方面，代数方程式，即是用“＝”将两个代数式联起来而成的公式，却是语句函项。在数学中，关于方程式有一套习用的术语。在方程式中出现的变项，叫做未知数。那些能满足这方程式的数，叫做这方程式的根。例如，在方程式：
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中，变项“x”是未知数，而数2，3是这方程式的根。

关于用于算术中的变项“x”，“y”，…，我们说它们代表那些表示数的指示词
 ，或者说，数是这些变项的值
 。这话的大意是说：如果用表示数的常项（而不是用表示数的运算的表达式，或表示数与数之间的关系的表达式，或在算术范围之外的几何图形、动、植物等表达式）去代换一个包含“x”，“y”…这些符号的语句函项中的这些符号，那么，这个语句函项就变成语句。同样的，用于几何中的变项，是代表那些表示点与几何图形的指示词。在算术中，我们所碰见的指示函项，也可以说是代表关于数的指示词。有时，我们直接地说：“x”，“y”…这些符号，或由这些符号所构成的指示函项，是表示数或是数的指示词。但是，这只是一种省略的说法。


 §3．应用变项形成语句——全称语句与存在语句

除了用常项去代换变项以外，还有一个方法，可以使我们由一个语句函项得到一个语句。让我们来研究下列公式：

x＋y＝y＋x

这是一个包含两个变项“x”，“y”的语句函项，任何两个任意数都可以满足这个方程式。如果我们用任何两个数值常项去代换“x”、“y”，我们总是得到一个真的公式。我们用下面这句简单的话表示上面所说的情形：

对于任何数x与y，x＋y＝y＋x。

这已经不是一个语句函项，而是一个语句了，而且还是一个真语句了；它是算术中最基本的定律之一，即所谓加法的交换律。数学中的那些最重要的定理都同样是这样表示的，即一切所谓全称语句
 ，或所谓具有普遍性质的语句
 ，这些语句断定某个范畴中的任意事物（例如，在算术这个范畴中，任意的数）都具有一种如此如此的性质。我们必须注意的是：在表示全称语句时，“对于任何事物（或数）x，y…”这样的短语常被省略掉，而是需要我们在思想中加进去的。例如，算术的加法交换律，便只表示为下面的简单形式：

x＋y＝y＋x

这种省略的形式，已成了大家的习惯用法，我们在以后的讨论中，一般地也要采取这种用法。

让我们研究下面这个语句函项：

x＞y＋1

并不是任何两个数都能满足这个公式。例如，假设我们用“3”代换“x”，用“4”代换“y”，我们便得到

3＞4＋1

这是一个假语句。因此，如果有人说：

对于任何数x与y，x＞y＋1，

那么，虽然他说了一个假语句，然而却无疑是一个有意义的语句。但是，另一方面，也有许多对的数满足上面这个语句函项。例如，如果以“4”与“2”分别掉换“x”与“y”，便得到

4＞2＋1

这个真的公式。

上述这种情形——某些两个数能满足x＞y＋1这个公式——，可以简单地表示如下：

有数x与y，x＞y＋1

或者用一更常采用的形式：

有数x与y，使得x＞y＋1。

上面这些表达式都是真语句，它们就是存在语句
 或具有存在性质的语句的例子。这种语句表示具有某某种性质的事物（如数）的存在。

应用上述方法，我们可以从任何语句函项得出语句，但是，所得出的语句是真或是假，却要根据这语句函项的内容来决定。现在用下面的例子作进一步的说明：

x＝x＋1

这个公式是任何数都不能满足的。因而，不论我们在它前面加上“对于任一数x”，或加上“有一数x”，结果所得出的语句，总是假的。

和全称语句与存在语句相对，我们将不包含任何变项的语句，例如，

3＋2＝2＋3

叫做单称语句
 。我们将语句分为三类——全称语句、存在语句与单称语句——这个分类并不已经穷尽一切可能，因为有很多语句不能分属于上面三类中的任何一类。例如，像这样的语句：

对于任何数x与y，有一个数z，使得

x＝y＋z

这样的语句，我们叫它做条件的存在语句
 （以区别于前面所讲的存在语句。前面所讲的存在语句，也可以叫做绝对的存在语句
 ）。这样的语句断定有具有某性质的数的存在，但是却根据于一个条件，即：有别的数（x，y）的存在。


 §4．全称量词与存在量词；自由变项与约束变项

下列这些短语：

对于任何x，y，…

与

有x，y，…，使得

都叫做量词
 。前者叫做全称量词
 ，后者叫做存在量词
 。量词也可以了解为运算子
 。但是，有些作为运算子的表达式，却不是量词。在前一节我们已经试图说明两种量词的意义。为了表明它们的重要意义，应当着重指出：只有明显地或隐含地应用运算子，才能使一个包含有变项的表达式变为一个语句，那就是说，变为一个断定的命题。在数学定理的表述中，如果没有相应的运算子，变项的应用是不可能的。

在日常语言中，虽然可以用变项，但是，我们却不习惯于用变项。由于同一的理由，在日常语言中也不用量词。然而在日常语言中，也有一些语词，这些语词在一般用法上与量词有很密切的联系，例如，“每一
 ”、“所有
 ”、“某一
 ”、“某些
 ”。如果我们注意到：

所有的人都是会死的

或　有些人是聪明的

这两个日常语言中的语句分别地与下面这两个用量词的语句：

对于任何x，如果x是人，那么x是会死的

与

有一x，使得x既是人又是聪明的

具有差不多相同的意义，那么，日常语言中的“每一”、“所有”…这些语词与量词之间的联系，就很容易看出了。

为了简便起见，量词常用一些符号来代替。

我们用
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来代替

对于任何事物（或数）x，y，…。

我们用

[image: ]


来代替

有事物（或数）x，y，…，使得：

按照这规定，例如，前一节末我们所举的那个条件的存在语句，就可以用下面的形式来表示：
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（用[image: ]
 代替“对于任何数x，y”，用[image: ]
 代替“有一数z”，并将在量词后的语句函项放在括弧内。）

如果我们在一个包含变项“x”，“y”，“z”…的语句函项前面，加上一个或几个运算子，而这一个或几个运算子，又包含了所有这些变项，那么，这个语句函项便自动地变成了一个语句。但是，如果在这一个或几个运算子中，没有包含所有的变项，那么，这个语句函项，还仍然是一个语句函项，而没有变成一个语句。例如，将下面

对于任何数x、y、z，

有数x、y、z，使得，

对于任何数x与y，有一数z，使得，

以及等等这样的短语中的任一个短语加在

x＝y＋z

的前面，那么，就得到一个语句了。但是，如果我们在x＝y＋z前面仅仅加上：

有一数z，使得：或[image: ]


那么，我们还并不能得到一语句；而我们所得出的那个表达式，即：
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无疑是一个语句函项，因为如果我们用两个常项去替换上面公式中的x、y，而z仍维持原样不动，或者，在上面公式前面加上

对于任何x与y，或[image: ]
 ，

那么，上面那个公式就变成了一个语句。

由此，我们知道，在一个语句函项中所可能出现的变项，可以分别成两种。第一种变项——可以叫做自由变项或真变项
 ——它在这个语句函项中的出现是肯定这个表达式是一个语句函项而不是一个语句的决定性因素。为了要使这个语句函项变成语句，就必须将这些自由变项换为常项，或在这个语句函项前面，加上包含这些自由变项的运算子。其余的变项，叫做约束变项或假变项
 ，约束变项在一个语句函项转变为一个语句中是不变的。例如，在上面（II）那个语句函项中，“x”“y”是自由变项；“z”出现两次，是一个约束变项。又例如，上面的（I）却是一个语句，它包含的变项，都是约束变项。


*
 在某一语句函项中出现的变项，究竟是自由变项还是约束变项，这完全决定于这个语句函项的结构，即是说，完全决定于运算子的出现与出现的位置。这点由一个具体例子来看，最容易明白。让我们来研究下面这个语句函项：
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在这个函项前面，有一个包含变项“x”的全称量词，因此，在这个函项中出现了三次的“x”，在它出现的任何位置上，都是一个约束变项。第一次出现的“x”是在全称量词内，而成为量词的组成部分。第二、第三次出现的“x”，都是被量项约束着。“z”的情形也相类似。因为，虽然（III）的第一个量词中没有包含“z”这个变项，然而，我们可以找出一个语句函项，这个语句函项是（III）的一个组成部分，同时，前面又有一个包含“z”的存在量词。即是；

（IV）　有一个数z，使得x＝y·z。

（IV）是（III）的一个部分，而“z”在（III）出现时，都出现在（IV）这个部分中。因为这个道理，我们说，“z”在（III）中的任何地方，都是作为一个约束变项出现。“z”在（III）中第一次出现，是在存在量词中，是存在量词的一个部分；“z”第二次出现，是被存在量词约束着。

在（III）中还出现一个变项“y”，而（III）中却没有包含“y”的量词，因而，“y”在（III）中是作为一个自由变项出现两次。

量词能约束变项（这就是说，量词能将在它后面的语句函项中的自由变项变成约束变项），构成量词的一个最本质的性质。我们知道，有许多别的表达式也有与量词同样的性质。它们中的某一些，我们将在§20与§22中讲到；其它一些，例如积分符号，在高等数学中起着重要的作用。“运算子”是一个一般的名词，用来表示一切具有这类性质的表达式。*



 §5．变项在数学中的重要性

由§3里我们已知道，变项在表示数学定理方面是起着重要的作用。然而，并不因此就可得出：不用变项在原则上便不可能表示数学定理。但是，在实际的数学工作中，不用变项，就很难做到。因为，如果不用变项，就是比较简单的语句，都得用一个复杂而难懂的形式。我们用下面这个算术定理来作说明：
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这个数学定理，如果不用变项，便只得这样说：

任何两数的三次幂的差，等于此两数之差乘下列三项之积之和：（1）第一数的二次幂，（2）第一第二数之积，（3）第二数之二次幂。

从思维经济的观点来看，在数学的证明方面，变项更是重要。读者如果尝试一下，将本书以后所讲到的任何证明中的变项去掉，他便会相信我的话了。还必须指出，在本书下文中所可能遇到的证明，比高等数学各个领域中的一般证明，要简单得多。要想作出高等数学中的证明而不借助于变项，将会遭遇非常大的困难。还应当指出：由于变项的引用，我们才发展了一种如方程式方法这样非常有效的解决数学问题的方法。可以毫不夸大地说，变项的发明，是数学史上的一个转捩点。由于用变项，人类获得了一个工具，这个工具，为数学科学的巨大发展与其逻辑基础的巩固铺平了道路。
(2)




 练　习

1．在下列表达式中，哪些是语句函项？哪些是指示函项？

（a）x是能被3除尽的；
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（g）x与z的母亲；

（h）x是z的母亲。

2．从几何学的范围内，举出几个语句函项与指示函项的例子。

3．算术中只包含一个变项（但这个变项在一特定语句函项中可以出现于几个不同的地方）的语句函项，可以分成三类：（i）任何数都满足它的函项，（ii）任何数都不满足它的函项，（iii）有些数满足它，但其他的数却不满足它的函项。指出下面的语句函项属于哪一类：
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4．从算术范围内，举出关于全称定理、绝对的存在定理与条件的存在定理的例子。

5．在语句函项

x＞y

前面，加上包含“x”与“y”的量词，便可以由此得出各种语句，如：

对于任何数x与y，x＞y；

对于任何数x，有一数y，使得：x＞y；

有一数y，使得：对于任何数x，x＞y。

一共有六个可能情形，请一一表示出来，并指出它们中间哪些是真的。

6．像第5题一样，在语句函项

x＋y2
 ＞1

与

x是y的父亲

前面，加上各种量词，并指出哪些是真的（假定后一语句函项中的“x”与“y”代表人名）。

7．写出一个与下列语句有相同意义的日常语句，并且不包含量词或变项：

对于任何x，如果x是狗，那么，x有一个很好的嗅觉。

8．用量词与变项作出一个语句，这个语句与下一语句有相同的意义：

有些蛇是有毒的。

9．在下列各表达式中，分别哪些是自由变项，哪些是约束变项：

（a）x是能被y除尽的；

（b）对于任何x，x－y＝x＋（－y）；

（c）如果x＜y，那么，有一数z，使得：

x＜y与y＜z；

（d）对于任何数y，如果y＞0，那么，有一数z，使得：x＝y·z；

（e）如果x＝y2
 与y＞0，那么，对于任何数z，x＞－z2
 ；

（f）如果有一数y，使得x＞y2
 ，那么，对于任何数z，x＞－z2
 。

再用§4里的符号代换上面表达式中的量词。


*
 10．如果将在9题（e）那个语句函项中两次出现的“z”换为“y”，我们便得到一个表达式，在这个表达式中的某个地位，“y”是作为自由变项出现，在另一个地位，“y”又作为约束变项出现。请指出“y”在哪个地位是自由变项，在哪个地位又是约束变项，理由为何？

（在一表达式中，同一个变项在有些地位上是约束变项，在另一些地位上又是自由变项，运算起来便感觉困难；有些逻辑家有见于此，便避免用这样的表达式，并且不将这种表达式看作语句函项。）


*
 11．试作一个比较普遍的说明：在什么条件下，一个变项在一给出的语句函项中的某一地位作为自由变项或约束变项而出现。

12．指出哪些数满足下面的语句函项：

有一数y，使得x＝y2
 ，

哪些数满足下面的语句函项：

有一数y，使得x·y＝1。

 

————————————————————


(1)
  “算术”这个词，我们是用来表示数学中研究数的一般性质、数与数间的关系与数的运算的那个部分。特别是中学所讲的数学中，“算术”也常常叫做“代数”。我们在这里所以要用“算术”这个语词，是因为在高等数学中，“代数”是用来表示关于代数方程式的理论的。（在这些年来“代数”这语词又用成一个更宽的意义。它仍然是与“算术”的意义不同。）“数”这一语词在这里总是用来表示数学中的实数，这就是说，数是包括正整数、分数、有理数、无理数、正数与负数，但却不包括虚数或复数。


(2)
  在古代，希腊数学家与逻辑家就已经应用了变项，虽然只是在特殊的情况与很少的场合应用了它。在十七世纪初年，主要由于法国数学家维他的影响，人们才开始系统地、一致地应用变项，将变项应用到数学的研究上去。然而，直到十九世纪末年，由于量词这个概念的引用，变项在科学语言方面，特别在数学理论的表述方面的功用，才被人们完全认识，这主要应归功于杰出的美国逻辑家与哲学家皮尔斯。


（Ⅱ）论语句演算


 §6．逻辑常项；旧逻辑与新逻辑

每一门科学中所需要应用的常项，可以分为两种。第一种常项，就是某门科学所特有的语词。例如，算术中指示个别的数、数的类、数与数间的关系或数的运算等等的那些语词，都是属于第一种常项。在§1中作为例子的那些常项，便是属于第一种常项。另一方面，还有一些在绝大多数的算术语句中都出现的，具有非常普遍的性质的语词，这些语词我们无论在日常语言中以及在一切科学领域中都会遇到它们，它们是传达人类思想与在任何领域中进行推论所不可缺少的工具，例如，“不”，“与”，“或”，“是”，“每一”，“有些”…；这些语词都属于第二种常项。于是，就有一门被认为是各门科学的基础的学问，即是逻辑。逻辑这门学问是要建立第二种语词的确切意义，并制订这些语词的最普遍的定律。

逻辑很早就发展成一门独立的科学，甚至于此算术和几何都要早。经过一个几乎是完全停滞的长时期，这门学问直到最近才开始一个巨大的发展；在这个发展过程中，它经历了一种彻底的转变而成为一门具有与数学类似的性质的学问。这种转变后的新逻辑，就是所谓数理逻辑
 ，或演绎逻辑
 ，或符号逻辑
 ；有时我们也叫它做逻辑斯蒂
 （logistic）。新逻辑在很多方面都超过旧逻辑，这不仅是由于新逻辑的基础的结实与所用的方法的完善，而且主要地是由于新逻辑所建立起来的丰富的概念与定理。从根本上说，旧的传统逻辑只是新逻辑中的一个片断部分，而且这个部分，从其他科学，特别是从数学方面的要求看，是完全不重要的。因此，由于本书的目的所在，在本书的整个篇幅中将很少有机会来讨论传统逻辑方面的问题。
(1)




 §7．语句演算；语句的否定，合取式与析取式

在具有逻辑性质的语词中，有一小组重要的语词，包括“不”、“而且”、“或”、“如果…，那么…”这样的语词。在日常语言中，我们就很熟悉这些语词，我们应用这些语词从简单语句构成复杂语句。在文法上，它们被归属于所谓语句联词。仅仅就这一个文法的性质说，这些语词的出现并不体现出一门专门科学的特殊性质。建立这些语词的意义与用法，是逻辑的一个最初步的，也是最基本的部分的工作——这个部分就是语句演算
 ，有时也叫做命题演算
 ，或不太恰当地，叫做演绎理论
 。
(2)



现在我们要讨论语句演算中的那些最重要的语词的意义。

借助于“不”这个字，我们可以形成任何语句的否定式
 。两个语句如果其中的一个语句是另一个语句的否定，这两个语句就叫做互相矛盾的语句
 。在语句演算中，“不”字是放在整个语句前面的，但在日常语言中，“不”字通常是放在动词前面。在英文的日常语言中，如果需要将“不”这个语词放在一个语句的前面，就需要用“这并不是：”（it is not the case that）这个短语来代替“不”这个语词。例如：

1是一正整数。

这个语句的否定就是：

1不是一正整数，

或

这并不是：1是一正整数。

在任何时候，我们说出一个语句的否定，我们的意思是表示：这个语句是假的。如果这个语句事实上是假的，那么，这个语句的否定便是真的；如果这语句事实上是真的，那么，这语句的否定便是假的。

用“而且”这个词将两个或两个以上的语句联合起来，结果便形成了一个合取式
 或逻辑积
 ；被联合在合取式中的那些语句，叫做合取式的元素
 （member），或叫做逻辑积的因子
 （factor）。例如：如果将下面两个语句

2是一正整数

与

2＜3

这样联合起来，便得出下面这个合取式：

2是一正整数，而且2＜3。

断定两个语句所构成的合取式，就等于断定这两个语句都是真的。如果事实上这两个语句都是真的，那么，这个合取式便是真的；但是，只要这两语句中至少有一个语句是假的，那么，这个合取式便是假的。

用“或”字将两个或两个以上的语句联合起来，便得出一个这些语句的析取式
 ，后者也叫做逻辑和
 。构成析取式的那些语句，叫做析取式的元素
 或叫做逻辑和的被加项
 （summand）。“或”字在日常语言中至少有两个不同的意义，一个是可兼的
 “或”，另一个不可兼的
 “或”。如果“或”字用成可兼的
 意义，那么，两个语句的析取式，只表示这两个语句中至少有一个语句真，而对于这两个语句是否能同真，没有任何表示。如果“或”用成另一个意义，即用成不可兼的
 意义，那么，两个语句的析取式是断定：这两个语句中之一是真的，而另一个是假的。假定我们在书店里看到一个通告：

教师或大学学生可以享受特别的减价优待。

这里“或”这个语词无疑地是用成第一个意义，因为这个通告并不想表示：是教师同时又是大学学生的人不能享受减价优待。另一方面，如果一个小孩子要求上午带他去散步，下午带他去看戏，而我们这样答复他：

不，我们去散步或者我们去看戏。

这里的“或”这个语词，很显然是用成第二个意义，因为我们只想答应他的两个请求中的一个。在逻辑与数学中，“或”这个语词总是用成第一个意义，即是可兼的意义。因之一个两个语句的析取式，如果两个语句或至少其中一个语句是真的，这个析取式就被认为是真的。如果两个语句都是假的，那么，这个析取式才是假的。例如，虽然我们知道有些数既是正数又小于3，我们仍然可以断定：

每一个数都是正数或小于3。

为了避免误解，在日常语言和在科学语言中一样，我们最好将“或”这个语词用成第一个意义，而当我们想要表示第二个意义时，使用“或者…或者”这个方式，这样是会有许多便利的。


*
 即使我们将“或”这个语词限制到可兼的意义，日常语言中的“或”的用法与逻辑中的“或”的用法还有很大的差别。在日常语言中，用“或”这个语词联合起来的两个语句，总在形式上与内容上有某种联系。（“与”这个语词的用法也是如此，不过程度较轻罢了。）这种联系的性质究竟如何，是并不很清楚的。对于这种联系要作一个详细的分析与说明，将会碰到相当大的困难。无论如何，不熟悉现代逻辑语言的人，很难认为下面这样的语句

2·2＝5或纽约是一大城

是一个有意义的表达式，当然更不会认为它是一句真语句。在日常的英文语言中，“或”字的用法是受了一些心理因素的影响的。在通常情形下，只有当我们相信在两语句中有一个是真的，而不知道哪一个是真的时候，我们才断定这两个语句的析取式。假如我们在正常的光钱之下看一片草地，我们就不会说：这片草地是绿色的或是蓝色的。因为我们能够说一句更简单也更确定的话，即是：这草地是绿色的。有时甚至我们认为：一个人如果说了一个析取式，这就表示这个人承认他不知道析取式中哪一个元素是真的。假如我们后来发觉，这个人说那个析取式时明知道其中一个——特别是如果他明知道哪一个——元素是假的，那么，即使这个析取式中的其他元素是真的，我们仍然会认为这个析取式是假的。让我们设想，我们问一个朋友：你什么时候离开？他说：今天或者明天或者后天。假使我们以后发觉，他在说这句话时，就已经决定了要当天离开，我们大半会认为，他是故意欺弄我们，他说了一句谎话。

现代逻辑的创立者们在把“或”这个语词引入他们的研究领域中时，（也许是不自觉地）要求简化“或”的意义，使它变得更清楚些，并且独立于一切心理因素，尤其是独立于认识的存在或不存在。结果，他们便将“或”的用法放宽了，即使两个语句在形式上或内容上没有联系，他们认为，这两个语句所构成的析取式还是一个有意义的整体。因此，近代逻辑家使一个析取式的真假——和一个否定式或合取式的真假一样——仅仅决定于这个析取式所包含的元素的真假。因此，我们如果从现代逻辑所给予“或”的意义来看，那么，下列表达式：

2·2＝5或纽约是一个大城市

就是一个有意义的语句而且是一个真的语句，因为这个析取式的第二个元素确是真的。同样，假如我们的朋友在答复他何时离开这个问题时，他所用的“或”字也是严格的逻辑意义下的“或”，那么，我们必须认为他的答复是真的，不管我们对他的动机有如何想法。*



 §8．蕴函式或条件语句；实质蕴函

如果我们用“如果…，那么，”将两个语句联接起来，我们就得到一个复合语句，这个复合语句，就叫做一个蕴函式
 或条件语句
 。“如果”所引导的那个附属子句，叫做前件
 （antecedent），“那么”所引导的那个主要子句，叫做后件
 （consequent）。我们断定一个蕴函式时，我们就是断定：前件真而后件假这样情况是没有的。因之，在下列三个情形的任一情形下：

（1）前件与后件都真，

（2）前件假而后件真，

（3）前件与后件都假，

一个蕴函式都是真的。只有在第四个可能的情形下，即前件真而后件假，整个的蕴函式才是假的。由此可以得出：如果一个人承认一个蕴函式是真的，同时又承认这个蕴函式的前件是真的，那么，他就必得承认这个蕴函式的后件是真的；并且，如果一个人承认一个蕴函式是真的，且又否定这个蕴函式的后件，认为它是假的，那么，他就必得否定这个蕴函式的前件，认为它是假的。


*
 同析取式的情形一样，逻辑中的蕴函式的用法与日常语言中的蕴函式的用法有相当大的差别。在日常语言中，只有当两个语句有某种形式与内容上的联系时，我们才用“如果…那么…”把这两个语句连接起来。我们很难一般地说明这究竟是一种什么联系，只在有些情形下，这种联系的性质才比较明显。这种联系常常和某种确信结合在一起，这个确信就是：后件必然可以由前件而推出，也就是说，如果我们假定前件是真，我们就会不得不假定后件也是真（甚至可能确信，我们可以根据某种普遍定律从前件中把后件推出来，虽然这个普遍定律我们不一定能明确地说得出来）。同样，在这里也表现出一个外加的心理的因素；通常的情形是：只有当我们对前件和后件是否真没有确切的认识时，我们才作出或断定一个蕴函式；否则，用一个蕴函式似乎就很不自然，并且会引起人怀疑到它的意义和真实性。

下面的例子可以作为一个说明。让我们来考虑下面这个物理定律：

一切金属都是有延展性的。

让我们用包含变项的蕴函式将这个定律表示如下：

如果x是金属，那么，x就是有延展性的。

我们如果相信这个普遍规律是真的，我们也就相信这普遍定律的特殊例证也是真的，即是说，也就相信，用表示任何物质如铁、粘土、木头的语词去代换x而得出的蕴函式也是真的。用铁、粘土、木头代换上面那个普遍规律中的x，便得到下面的语句：

如果铁是金属，那么，铁是有延展性的，

如果粘土是金属，那么，粘土是有延展性的，

如果木头是金属，那么，木头是有延展性的。

而事实上也的确是，这样代换所得的语句，都满足了一个真的蕴函式所要求的条件，即：没有前件真而后件假的情形。此外，我们还可以注意到：这些语句中的前件与后件之间有一种密切的联系，这个联系的形式的表现就是前件的主词与后件的主词是同一的。并且我们还确信：如果假定这些蕴函式中的任何一个蕴函式的前件，例如，铁是金属，是真的，我们就可从这个前件推出它的后件，例如，铁是有延展性的，因为我们可以诉诸于这样一个普遍的规律即一切金属都是有延展性的。

但是，虽然这样，上面所谈的语句中有几个语句，从日常语言的观点看来，似乎是不自然并且可疑的。对于上面那个普遍的蕴函式，或对于用某些语词，（这些语词所表示的东西是金属与否，或有延展性与否，我们根本不知道，）去代换那个普遍蕴函式中的“x”而得出的语句，我们不会觉得它不自然或可疑。但是，如果我们用“铁”去代换“x”，我们得出一个语句，它的前件与后件我们都知道是真的；在这种情形下，我们就不会去用一个蕴函式，而喜欢用下面这个表达式：

因为铁是金属，所以铁是有延展性的。

同样，如果用“粘土”去代换“x”，我们得出一个前件假而后件真的蕴函式；在这种情形下，我们也不会去用一个蕴函式，而会说：

虽然粘土不是金属，它却是有延展性的。

最后，如果我们用“木头”去代换“x”，结果得出一个前件与后件都假的蕴函式；在这种情形下，如果我们还想保持“如果…那么…”这个蕴函式的形式的话，我们就会要改变动词的语气，说成：

如果木头竟是金属，那么木头将该是有延展性的了。

但是，由于考虑到科学语言的种种要求，逻辑学家对于“如果…那么…”这个短语采取了和他们对“或”这个语词所采取的同一态度。他们决定简化并且明确“如果…那么…”的意义，并使“如果…那么…”摆脱种种心理的因素。为此，他们放宽了“如果…那么…”的用法；即使一个蕴函式的前件与后件没有任何联系，他们仍把这个蕴函式看作是一个有意义的语句；同时，他们使一个蕴函式的真假完全决定于它的前件与后件的真假。这种蕴函式，就是当代逻辑中所谓的实质蕴函
 （implication in material meaning或material implication）。实质蕴函不同于形式蕴函
 （implication in formal meaning或formal implication）；保证形式蕴函有意义与真实的必要条件，是前件与后件之间有某种形式上的联系。形式蕴函这个概念并不十分清楚；但是，无论如何，形式蕴函这个概念要比实质蕴函这个概念狭窄；也就是说，任何一个有意义的而且真的形式蕴函必然同时是一个有意义的而且真的实质蕴函，但是，任何一个有意义的而且真的实质蕴函不必同时是一个有意义的而且真的形式蕴函。

为了要说明上面的道理，我们现在来研究下列四个语句：

如果2·2＝4，那么，纽约是一大城市。

如果2·2＝5，那么，纽约是一大城市。

如果2·2＝4，那么，纽约是一小城市。

如果2·2＝5，那么，纽约是一小城市。

在日常语言中，这些语句很难被认为是有意义的，更不会认为是真的语句。但是，另一方面，从数理逻辑的观点看，这些语句却都是有意义的语句，并且除了第三句是假的以外，其余都是真的语句。当然，我们这样说并不等于说上面这样一些语句从任何观点看，都是特别恰当的，或我们会去用它们来作我们论证的前提。

把上面所说明的日常语言与逻辑语言之间的差别看作是绝对的，并且把上面所描述的我们在日常语言中应用“如果…那么…”时的种种常规看作绝无例外，这也是一种错误。事实上，日常语言中“如果…那么…”的用法是相当灵活的。如果我们仔细考查一下，我们就会发现在许多情形下“如果…那么…”的用法，同我们上面所说的常规并不一致。让我们设想我们的一个朋友碰到一个非常困难的问题，而且我们相信，他决不能解决这个问题，于是，我们便会用开玩笑的口气说：

如果你解决了这个问题，我就吃掉我的帽子。

这句话的用意是很明显的。这里我们断定了一个蕴函式，它的后件无疑地是假的；因此，既然我们断定整个蕴函式为真，我们也就同时断定前件是假。即是说，我们用这个蕴函式来表示一种确信：我们的朋友将不能解决他所面临的困难问题。很清楚，这里这个蕴函式的前件与后件并没有任何联系。因之，这是一个实质蕴函的典型例子而不是一个形式蕴函。

关于“如果…那么…”在日常语言中与在数理逻辑中用法的差别，曾经引起冗长的甚至动情感的辩论。附带说一句，职业逻辑家在这个辩论中，却只表演了一个次要的角色
(3)

 。（很奇怪，关于“或”的用法的分歧却比较很少为人注意。）有人提出意见说，由于引用了实质蕴函，逻辑家得出了许多悖论，甚至得出了许多纯粹的胡说。因此，就有一种改造逻辑的呼声，要求使逻辑与日常语言关于蕴函式的用法能有更大的接近。

我们很难认为上面这种对近代逻辑中的蕴函式的批评，有什么充分的根据。在日常语言中，没有一个语词是有严格确定的意义的。很难找出两个人在完全相同的意义上用同一个语词，即使在同一个人的语言中，在他生活的不同时期，一个语词的意义也有所变化。并且，在日常语言中，一个字的意义常常是非常复杂的；一个语词的意义，不仅依据于这个语词的外表形式，还依据于说这个语词时的环境，有时甚至依据于主观的心理因素。如果一个科学家要引用一个日常语言中的概念到科学中去，并且要建立关于这个概念的普遍规律，他就必须使这个概念的内容更清楚、更确切、更简单，使这个概念能去掉那些不相干的性质。逻辑家引用“如果…那么…”到逻辑中去，是这样的态度，物理学家引用“金属”这个语词到物理学中去，也是这样的态度。因此，不论一个科学家用什么方法来完成这个任务，为他所规定的语词用法与日常语言中的用法，多少总会有些出入。如果一个科学家明确地表示他将一个语词用成什么意义，同时，如果他又一贯地遵照他所决定的用法，那么，就没有人能加以反对，说他的做法会导致无意义的结果。

然而，也有些逻辑家，注意到关于蕴函的争论，于是进行修改蕴函的理论。一般地说，他们并不否认实质蕴函在逻辑学中的地位，而是竭力想在逻辑学中为另外一种蕴函的概念找寻一个地位；例如，他们竭力想建立这样一种蕴函式，即：从前件推出后件的可能性，乃是一个蕴函式之为真的必要条件。甚至，他们要求把这个新概念放在首要的地位。这些尝试都还是较近的事情，目前要对它们作一个最后的评价，还嫌太早。
(4)

 但是，实质蕴函在简便方面必定超过任何其他的蕴函理论，这一点在今天几乎已经成为定论。而且，我们必须记住：正是建筑在这个简单的实质蕴函上面的逻辑学，已经证明是最复杂精细的数学推理的满意的基础。*



 §9．蕴函式在数学中的应用

“如果…那么…”是在其他科学中，特别是在数学中被经常应用的逻辑表达式之一。数学定理，尤其是具普遍性质的数学定理，总是应用蕴函式的形式。在数学中，前件被称之为假设
 ，后件被称之为结论
 。

作为一个具有蕴函形式的数学定理的简单例子，我们可以举下面这个语句：

如果x是一个正数，那么，2x是一个正数。

在这个语句中，“x是一正数”是假设，而“2x是一正数”是结论。

除了这个所谓数学定理的经典形式以外，在数学中，有时候也应用种种别的表示形式，不用“如果…那么…”而用其他方式将假设与结论联结起来。例如，上面那个数学定理就可以用下列这些另外的形式来表示：

由：x是一个正数，推出：2x是一个正数；

x是一个正数这个假设，蕴函一个结论或具有一个结论

作为后件，即：2x是一个正数；

x是一个正数这个条件，对于2x是一个正数说，是充分的；

对于2x是一个正数说，x是一个正数是充分的；

2x是一个正数这个条件，对于x是一个正数说，是必要的；

对于x是一个正数说，2x是一个正数是必要的。

因此常常我们不述说一个条件语句，而说：这个假设蕴函
 这个结论，或者说，这个假设，作为它的后件，具有这个结论
 ，或者说，这个假设是这个结论的充分条件
 ，或者说，这个结论从这个假设中推出
 ，或者说，这个结论是
 这个假设的必要条件
 。对于上面的某些表达方式，逻辑学家也许会提出反对意见，但是，它们在数学中是被普遍应用的。


*
 这些可能的反对意见所涉及的是那些包含像“假设”、“结论”、“后件”、“推出”、“蕴函”等等任何这些语词的表述。

要了解这些反对意见的要点，首先我们要注意到，上面那些表述与原来的那个表述在内容上是不相同的。在原来的表述中，我们所谈到的只是数、数的性质、数的运算等等：因而，我们所谈到的是数学所涉及的事物。但是，在上面那些表述中，我们却谈到了假设、结论、条件，而假设、结论与条件却是关系到在数学中出现的语句或语句函项的。这里我们应当注意：指示一门科学所研究的事物的那些语词，与指示一门科学中的各种表达式的那些语词，是有区别的。但是，人们一般地都没有将这二者分别清楚。在数学，尤其是在基本数学中，便可看到这种情形。很少人认识到这个事实，在初等代数的教科书里到处碰到的语词，如“等式”、“不等式”、“多项式”或“代数分式”，严格说来，是不属于数学或逻辑的范围的，因为，这些语词并不指示数学或逻辑所研究的事物：等式与不等式是一些特殊的语句函项，而多项式与代数分式——尤其是在基本数学教科书中——都是指示函项的特殊例子（参看§2）。这种混乱的产生，是由于我们常常应用这一类语词去表述数学定理。这已经成为非常普通的用法，也许我们无须去反对它，因为这并不会引起任何特殊的困难或错误。但是，我们却应当了解：相应于每一个应用这些语词所表述的数学定理，我们都可以有另一个在逻辑上更正确的表述方式，在后者中根本不出现上面那些语词。例如，相应于下面这个数学定理：

等式x2
 ＋ax＋b＝0，至多只有两个根

我们可以有下面这个更正确的表述方式：

最多有两个数x，使得x2
 ＋ax＋b＝0。

现在，回到上面那些成问题的关于蕴函的表述方式，我们必须强调指出更为重要的一点。即：在这些表述中，我们断定：一个语句（即蕴函式的前件）以另一个语句（即蕴函式的后件）为它的结论，或者说。后一个语句从前一个语句推出。但是，当我们这样表示的时候，通常我们心里总有这样一个思想：假定第一个语句是真，就必然要使我们肯定第二个语句是真（并且很可能有这样一个思想，即我们甚至能从第一个语句中得出第二个语句）。但是，如在§8我们所已经知道的，在现代逻辑所规定的意义中，蕴函并不依据于前件与后件之间是否有那样一种联系。现代逻辑认为：

如果2·2＝4，那么，纽约是一个大城市

是一个有意义的、甚至是一个真的语句；对这一点感到惊异的人，必定会更难于接受

2·2＝4这个假设，具有一个结论，即，纽约是一个大城市

这样一个语句了。因此，我们看到，上面所举的那些表述（或变换）一个条件语句（即蕴函式）的方式，会引导出令人感到荒谬的说法，并从而更加深了日常语言与数理逻辑之间的距离。正是由于这个原因，因此上面那些表述方式不断地引起各种各样的误解，而成为那些激烈的，往往是无结果的争论的根源之一。

从纯粹逻辑的观点看，很明显，我们能够避免这里所说的一切反对意见，只要我们明白确定地说明：我们用上面那些表述方式时，我们不考虑它们的日常意义，而只给予它们以现代逻辑中蕴函式所具有的那样的意义。但是，这样做，又会有另一方面的不方便；因为，在有些场合中——虽然不是在逻辑本身，但是在一个与逻辑密切相关的领域中，即在演绎科学的方法论中（参看第VI章）——我们要讲到语句以及语句与语句之间的推理关系。那时候我们要把“蕴函”、“推出”等词用成一种不同的，比较更近似于日常语言的意义。因此，最好还是根本避免应用上面那些表述方式，特别是因为我们拥有许多其他不会遭受反对的表述方式可以供我们应用。*



 §10．语句的等值式

现在我们来研究语句演算范围中的另一个表达式。这个表达式就是“如果，而且仅仅如果”（或作：“当且仅当”——译者）。它在日常语言中比较地不常见。如果任何两个语句被这个表达式所联接起来，结果便得出一个复合语句。这个复合语句，就叫做等值式
 。等值式中的两个语句，分别地叫做等值式的左方与右方
 。当我们断定一个由两个语句构成的等值式时，我们的意思是要排除这种可能性，即：它们之中的一个真而另一个假。因之，如果一个等值式中的左方与右方都是真的，或都是假的，那么，这个等值式便是真的，否则，这个等值式便是假的。

我们还可以用另一个方式来表述等值式的意义。在一个条件语句中，如果我们把前件与后件互相调换，我们得出一个新语句；这个新的语句，叫做原来那个语句的逆语句
 （或者说，是那个原语句的逆换式
 ）。例如：

（I）如果x是一个正数，那么，2x是一个正数

就是一个蕴函式或条件语句。把这个蕴函式当作原语句，它的逆语句就是：

（II）如果2x是正数，那么，x是正数。

这个例子表明，原语句与它的逆语句恰巧都是真的。但是，这并不是普遍的规律。这一点很容易理解，如果我们用“x2
 ”代换上例（I）和（II）中的“2x”，那么，代换之后，（I）仍然是真的，而（II）却是假的。如果有这样的情形，即两个条件语句（其中一个是另一个的逆语句）都是真的，那么，我们可以用“当且仅当”联接这两个语句，以表示这两个语句同时是真这一事实。因此，上面那两个蕴函式——原语句（I）和逆语句（II）——可以代换成下面这一个语句：

x是一个正数，当且仅当2x是一个正数

（在这个等值式中，左方与右方可以互相调换。）

此外，还有一些别的表述方式，也可以表示同样的意思，例如：

从：x是一个正数，就推出：2x是一个正数，并反之亦然。

x是一个正数这个条件与2x是一个正数这个条件是互相等值的。

x是一个正数这个条件，对于2x是一个正数说，是一个既必要又充分的条件。

x是一个正数，对于2x是一个正数是既必要而且充分的。

因此，不用“当且仅当”来联接两个语句，一般地我们还可以采用下列这样一些说法，即；在这两个语句之间有互相推论的关系
 ；或者，这两个语句是等值的
 ；或者，这两个语句中的任一个是另一个的必要而且充分的条件
 。


 §11．定义的表述方式与定义的规则

我们常常用“当且仅当”这个短语去下定义
 。也就是说，如果一个表达式在某门科学中第一次出现，而我们对这个表达式又不能直接有所了解时，我们就要作出一个约定，来确立这个表达式的意义：这就是所谓定义。例如，设想在算术中，符号“≦”尚未被应用过，而现在我们想要把它引用到算术中来（像通常那样，把“≦”看作是“小于或等于”的简写）。为此，首先我们必须予“≦”以一个定义，也就是说，我们必须先利用一些已知的，已经具有明确意义的表达式来说明“≦”的确切意义。为此，我们就给它下这样一个定义（假定“＞”是一个已知的符号）：

我们说x≦y，当且仅当不是x＞y。

这个定义表示，下面两个语句函项，即

x≦y

与

不是x＞y

是等值的。因此，我们可以说：这个定义使我们得以把公式x≦y，转换为另一个等值的表达式，这个表达式不再包含x≦y，而是完全由其他已经为我们所了解的词项所构成的。同样如果我们用任何指示数的符号或表达式去代换“x≦y”中的“x”与“y”，对于所得出的任何公式来说情形都是一样。例如，用“3＋2”代换“x”，用“5”代换“y”，结果得出的这个公式：

3＋2≦5

和

不是3＋2＞5

这个语句是等值的；又，因为后一个语句是真的，因此前一个也是真。同样，如果用“4”代换“x”，用“2＋1”代换“y”，结果得出下面这个公式：

4≦2＋1

它和

不是4>2＋1

这个语句是等值的，并且两者都是假的。这一点也适用于更复杂的语句和语句函项，例如，语句

如果x≦y而且y≦z，那么，x≦z。

可以转变为

如果不是x＞y，而且，如果不是y＞z，那么不是x＞z。

总之，根据上面所下的那个定义，我们可以把任何包含“≦”的简单或复杂语句，转变成一个不包含“≦”的等值语句；换言之也可以说，就是把包含“≦”的语句翻译到一种不包含“≦”的语言中去。并且正是这一点，它构成定义在数学中所起的作用。

为要使一个定义完善地完成它的任务，必须在下这个定义时注意一些应当事先注意的事项。为此，就确定了一些特殊的规则，这就是所谓定义规则
 ，定义规则告诉我们如何作出一个正确的定义。这里我们不想详尽确切地多谈这些定义规则。我们只是指出：根据这些定义规则，每一个定义都可以具有等值式的形式，等值式的第一部分，叫做被定义者
 （definiendum），第二部分，叫做定义者
 （definiens）。第一部分，即被定义者，总是一个简短的，文法上比较简单的语句函项，它包含那个要被定义的常项。第二部分，即定义者，是一个具有任意结构的语句函项，在它之中只包含那些或者它的意义是直接明白的，或者，它的意义是已经经过解释的常项。有一点应该特别注意：那被定义的常项，或任何其他会借助于这个常项去解释的表达式，都不得在定义者中出现。如果它们在定义者中出现，这个定义便是不正确的，便犯了普通所谓循环定义
 的错误。（正如循环证明
 的错误一样；凡用一个论证去证明某一定理，而这个论证却是根据于这个定理，或根据于会用这个定理去证明的其他定理的，这种情形叫做循环证明。）为了着重区分定义的约定的性质与其他具有等值式形式的语句之间的差别，最好，在定义之前我们加上“我们说”这样几个字。很容易看出，上面关于“≦”的那个定义是满足了所有这些条件的。它的被定义者是：

x≦y

而它的定义者是：

不是x＞y

值得注意的是，数学家在下定义时，常常喜欢用“如果”或“在…情形下”，而不用“当且仅当”这个短语。例如，如果他们要给符号“≦”下一个定义，他们大概会采用这样的方式：

我们说x≦y，如果不是x＞y。

这个定义看起来好像只是表示，被定义者从定义者推出，而没有着重表示，定义者也可以从被定义者推出，因此似乎没有表示被定义者与定义者是等值的。但是事实上，这是一种非正式的约定，即当我们用“如果”或“在…情形下”去联结被定义者与定义者时，这些语词的意义就等于“当且仅当”所表示的意思。

此外，还有一点应当附加说明，就是等值式的形式，并不是定义所能采用的唯一形式。


 §12．语句演算的定律

我们已经讨论过语句演算中一些最重要的表达式，现在我们就试着来说明语句演算的种种定律的性质。

让我们研究下列这个语句：

（I）如果1是一个正数，而且1＜2，那么，1是一个正数。

这个语句很明显是真的；这个语句仅仅包含属于逻辑与算术领域的常项，但是，却从来没有人会想到要把这个语句作为一个定理放到数学教科书里去。如果我们想一想，这是什么原因，我们会得出这样的结论：因为这个语句从数学的观点看是完全无意义的；它并不能在任何方面增加我们对于数的知识，这个语句的真，根本不依靠于它所包含的那些数学语词的内容；而只是根据于“且”，“如果”，“那么”这些语词的意义。

为了明确这一点，让我们将这个语句中的

1是一个正数

且　1＜2

换成属于任意领域的任何其他语句；其结果是得出一系列的语句，其中每一个，都和原语句一样是真的。例如，我们将“1是一个正数”换成“某一图形是一个菱形”，将“1＜2”换成“这个图形是一个长方形”，结果得出下面这个语句：

（II）如果某一图形是一个菱形，而且，如果这个图形是一个长方形，那么，这个图形是一个菱形；

又，如果我们将“1是一个正数”换成“今天是星期天”，将“1＜2”换成“太阳在照耀着”，结果便得出下面这个语句：

（III）如果今天是星期天，而且，如果太阳在照耀着，那么，今天是星期天。

为了用一种更普遍的方式来表示这一事实，我们将要引入变项“p”与“q”，并规定“p”与“q”这些符号在这里不是表示关于数或其他任何事物的指示词，而是代表一个整个的语句。这一种变项，我们叫做语句变项
 。现在我们可以用“P”来代换“1是正数”，用“q”来代换“1＜2”，于是我们便得出一个语句函项。

如果p而且q，那么，p。

这一个语句函项具有这样的一种特性，即：用任意语句去代换“p”、“q”，结果所得出的语句，总是真语句。这一种性质，我们可以用一个普遍命题的形式来表述它：

对于任何p与q，如果p而且q，那么，p。

这里，我们得出了一个语句演算的定律，这个定律叫做逻辑乘法
 的简化定律。上面（I）（II）（III）各个语句都只是这个普遍定律的特殊例子，正如公式：

2·3＝3·2

只是下面这个普遍的数学定理

对于任意数x与y，x·y＝y·x

的特殊例子一样。

用同样的方式，我们还可以得出语句演算的其他定律。现在让我们举几个这样的普遍定律。在表述这些普遍定律时，按照§3所提出的那种习惯用法，我们将全称量词“对于任何p，q…”省掉了；在整个语句演算中，我们将贯彻这个用法。

如果p，那么，p。

如果p，那么，q或p。

如果p蕴函q，而且q蕴函p，那么p，当且仅当q。

如果p蕴函q，而且q蕴函r，那么，p蕴函r。

上面，第一个语句叫做同一律
 。第二个语句叫做逻辑加法的简化定律
 。第四个语句叫做假言三段论定律
 。

正如带有普遍性质的算术定理是对于任意数的性质有所断言一样，语句演算的定律，可以说，是对于任意语句的性质有所断言。在这些定律中，只包含这样一些变项，这些变项所代表的是完全任意的语句，正是这一点构成语句演算的特点，并且使语句演算具有极大的普遍性和应用范围。


 §13．语句演算的符号；真值函项与真值表

有一个简单而且普遍的方法，叫做真值表
 的方法（method of truth tables，or method of matrices）
(5)

 ，它可以使我们知道语句演算中的某一特殊的语句是否真，并因此，可以使我们知道这一特殊语句是否可以算作语句演算的定律之一。

为了表述这个方法，我们最好应用一些特别的符号。我们将用符号
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分别去代替

“不”，“而且”，“或”，“如果…，那么…”，“当且仅当”。

第一个符号（即“～”），我们把它放在我们要否定的那个表达式的前面，其余的符号则都是放在两个表达式的中间。（因此“→”就占据“那么”这个词的原来位置，并将“如果”去掉。）这样，应用这些符号，由一个或两个较简单的表达式我们构成一个较复杂的表达式；而如果我们想用这个较复杂的表达式再构成更复杂的表达式，我们就便用一个括弧将这个原来的较复杂的表达式括起来。

应用变项、括弧以及上面列举的那些常项符号（有时还应用一些我们在这儿不拟讨论的相似性质的常项），我们就可以写出语句演算范围之中的一切语句与语句函项。除了单个的语句变项（如p，q，…）以外，最简单的语句函项是下列这些表达式：
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（以及其他许多只是变项的形式不同的表达式）。作为复合语句函项的一个例子，让我们研究下面这个语句：
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这个复合的语句函项如果翻译成普通语言，便是：

如果p或q，那么，p而且r。

上面所讲到的假言三段论，就是一个更复杂的表达式。它现在换成下面这个形式：
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我们很容易可以明白，在语句演算中出现的任何语句函项，都是一个所谓真值函项
 。说一个语句函项是一个真值函项，就是说：凡用语句去代换这个语句函项中的各变项而得出的任何语句，它的真假完全依据于被代换进去的那些语句的真假。这一点，就最简单的语句函项，如“～p”，“p∧q”，等等而说，根据§7，§8，§10中所讲的“不”，“而且”等等这些词的逻辑意义是可以立刻明白的。但是，这一点同样也适用于复合的语句函项。例如，我们来研究“（p∨q）→（p∨r）”这个复合函项。用语句去代换其中的语句变项所得出的一个语句是一个蕴函式；并因此，这个蕴函式的真假仅仅依据于它的前件与后件的真假。它的前件，即一个由用语句去代换“p∨q”中的变项而得出的析取式，这个前件的真假唯一依据于那用来代换变项“p”与“q”的两个语句的真假。同样，后件的真假，唯一依据于那用来代换变项“p”与“r”的两个语句的真假。因此，最后地说，从上述语句函项所得出的整个语句，它的真假完全依据于用来代换变项“p”、“q”、“r”的那些语句的真假。

为了明确认识：何以通过代换从一个特定的语句函项所得出的语句的真假，依据于代换进去的那些语句的真假，我们构造了一种所谓真值表
 。

我们先举出语句函项“～p”的真值表。
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下面，是其他的基本语句函项“p∧q”，“p∨q”等等的联立真值表：
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如果我们把这些表中的“T”看作是“真语句”的简写，“F”看作是“假语句”的简写。这些表的意义就立刻变得可以理解了。例如，在第二表中，在“p”、“q”、“p→q”之下，第二横行中的字母分别地是“F”、“T”、“T”。由此，我们知道：如果我们用任何一个假语句去代换“p→q”这个蕴函式中的“p”，用任何一个真语句去代换这个蕴函式中的“q”，经过代换之后所得出的语句是真的。显然，这同§8中所讲的是完全一致的。当然，上面表中的“p”、“q”可以改用任何其他变项。

上面这两个表，叫作基本真值表
 。用这两个表我们可以列出任何复合语句函项的导出真值表
 （derivative truth table）。例如，函项“（p∨q）→（p∧r）”的导出真值表，就是下面这样：
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为了解释这个表的构造，让我们集中注意，譬如说，它的第五横行（线以下的第五横行）。我们用真语句去代换“p”与“q”，而用假语句去代换“r”。按照前面第二个基本表，“p∨q”经过这样代换后所得出的语句是一真语句，“p∧r”经过这样代换后所得出的语句是一假语句。而整个的函项“（p∧q）→（p∧r）”，经过这样代换后，便得出一个蕴函式，其中前件是真的，而后件是假的；因此，再应用第二个基本表（我们将第二个基本表中的“p”与“q”暂时看作“p∨q”与“p∧r”），我们就可作出结论：这个蕴函式是一个假语句。

在上表中直线左边的“T”与“F”有八个横行。每一个横行表示一集可能的代换。当我们画一个函项的真值表时，应该注意将各个可能的代换集都画出来，而不要遗漏。很容易看出，如果一个语句函项中有一个变项，那么，可能的代换集就有21
 个，即是二个；如果有两个变项，可能的代换集就有22
 个，即四个；如果有三个变项，可能的代换集就有23
 个，即八个；余可类推。

上表的直线右边，有三个直行。我们需要研究的那个函项常常包含着几个函项，例如，在“（p∨q）→（p∧r）”这个函项中，就又包含了两个函项，即“p∨q”与“p∧r”。直线右边的直行的数目，等于我们要研究的那个函项中所包含的函项的数目，再加上那个所要研究的函项本身之和。

现在，我们就有可能来说明如何决定在语句演算中一个语句的真假。我们知道，在语句演算中，语句和语句函项是没有外形的区别的。唯一的区别只在于：凡是被当作为语句的表达式，我们就在思想中在这个表达式之前加上一个全称量词。为了要认识某个特定的语句是否真，暂时，我们可以将它当作是一个语句函项，给它画一个真值表。如果在真值表的最后一个直行中，没有“F”出现，这就表示：由这个语句函项经过代换而得出的每一语句，都是真的。这样，我们原来的那个（由我们在思想中给这个语句函项加上全称量词而得出的）普遍语句便也是真的。但是，只要在真值表的最后一个直行中包含一个“F”，我们的那个语句便是假的。

因此，举例说，我们知道在“（p∨q）→（p∧r）”的真值表的最后一直行中，“F”出现了四次；因而，如果我们将“（p∨q）→（p∧r）”看作一个语句（即，如果我们在思想中在它前面给它加上“对于任何p，q与r”这些字），那么我们就会得出一个假语句。另一方面，用真值表的方法，我们很容易可以表明§12中所举的所有那些语句演算定律，如简化律、同一律，以及其他定律等等，都是真语句。例如，简化定律

（p∧q）→p，

它的真值表是：
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这里我们再举出一些其他的重要的语句演算的定律，这些定律都可以用同样的方法确定它们是真的：
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上面的（1），叫做矛盾律
 ，（2）叫做排中律
 。（3），（4）分别地是逻辑乘法的重言定律与逻辑加法的重言定律
 。（5），（6）是两个交换定律
 。（7），（8）是两个结合定律
 。很容易看出，如果我们企图用日常语言去表述上面的最后两个定律，它们的意义会变得如何晦涩难解。这就非常清楚地表明了逻辑符号，作为一个表达复杂思想的精确工具，它的价值所在。


*
 有些语句，它们之为真，在应用真值表方法以前，似乎是很难看得出来的。但是，一经应用真值表，我们就认识到它们是真的。我们可以举几个例：

p→（q→p）

（～p）→（p→q）

（p→q）∨（q→p）

这些语句的真所以不够明显，主要原因是在于：它们都表现了蕴函的特别用法，这就是实质蕴函的用法，实质蕴函这种特别用法，正是近代逻辑的特点。

这些语句，如果我们用日常语言去翻译它们，用“蕴函”、“推出”这些语词去代换“→”，其结果就会变得特别地荒谬难解，例如，如果我们把它们变成下面这样的形式：

如果p是真的，那么，p可从任何q中推出（换言之：一个真语句可以从任何语句中推出）；

如果p是假的，那么，p蕴函任何q（换言之：一个假语句蕴函任何语句）；

对于任何p与q，或者p蕴函q，或者q蕴函p（换言之：在任何两个语句中，至少有一个蕴函另一个）。

以这样的方式来表述，这些语句，就成为是经常引起误解与争论的根源。这一点完全可以确证我们在§9末尾所表示的意见。*



 §14．语句演算定律在推理中的应用

在任何科学领域中，几乎所有的推理都是明显或不明显地根据于语句演算定律的。我们现在试图用一个例子来说明这种情况。

给定一个具有蕴函式的语句，我们就能，除了得出（在§10中曾经讲过的）它的逆语句以外，还能得出两个另外的语句，即，反语句
 （或原给定语句的反语句
 〔inverse sentence〕）与逆反语句
 （contrapositive sentence）。将原给定语句的前件与后件分别地换成它们的否定式，就得出这个原给定语句的反语句。将反语句的前件与后件互相调换，就得出这个语句的逆反语句。因此，逆反语句，就是反语句的逆语句，同时，也是逆语句的反语句。逆语句、反语句、逆反语句以及原来的语句，这些合起来就叫作共轭语句
 （conjugate sentences）。作为说明，我们可以研究下面这个条件语句：

（I）如果x是一个正数，那么，2x是一个正数。

从这个语句，就可作出下面三个共轭语句：

如果2x是一个正数，那么，x是一个正数。

如果x不是一个正数，那么，2x不是一个正数。

如果2x不是一个正数，那么，x不是一个正数。

就这个特殊的例子说，所有这些共轭语句同样都是真的。但是，这并不是普遍的情形。有时虽然原来的语句是真的，但是很可能不但它的逆语句（如§10中已经谈过）可能是假的，并且它的反语句也可以是假的；这一点，我们只要用“x2
 ”代换上面这些语句中的“2x”，就可以立刻明白了。

这样，我们就知道，从一个蕴函式的真，不能推出它的逆语句或反语句也真。但是，对于另一个共轭语句，即逆反语句，情形就不同了。在任何时候，只要一个蕴函式是真的，它的逆反语句也是真的。这一点可以用无数的例子来证明，并且是一条语句演算的普遍定律，即所谓易位定律
 或逆反定律
 。

为了要准确地表述这个定律，我们可以注意到，每一个蕴函式都可以表示为下面这个标准形式：

如果p，那么，q。

它的逆语句、反语句与逆反语句就是下面这些形式：

如果q，那么，p。

如果不p，那么，就不q。

如果不q，那么，就不p。

因此，易位定律，它表示任何一个条件语句都蕴函它的逆反语句，可以表述如下：

如果：如果p，那么，q；那么：如果不q，那么，不p。

为了要避免“如果”和“那么”太多，我们可以把它稍作修改，表述如下：

（II）从：如果p，那么，q，可推出：如果不q，那么，不p。

现在我们要说明，如何借助于这个定律，我们可以从一个具有蕴函式的语句［例如从语句（I）］推出它的逆反语句。

上面（II）这个语句适用于任意语句“p”与“q”，因而，如果用

x是一个正数

与

2x是一个正数

去分别代换“p”与“q”，（II）这个语句仍然是真的。为了行文的方便，我们将“不”字的位置改动一下，得出下面这个语句：

（III）从：如果x是一个正数，那么，2x是一个正数，可推出：如果2x不是一个正数，那么，x不是一个正数。

现在我们比较一下（I）与（III）这两个语句。（III）是一个蕴函式，而（I）是（III）这个蕴函式的假设。由于整个蕴函式和这个蕴函式的假设都被确认为是真的，所以，这个蕴函式的结论同样也被确认为是真的；但是蕴函式的结论，即：

（IV）如果2x不是一个正数，那么，x不是正数。

恰是语句（I）的逆反语句。

这样，一个人了解了逆反定律，如果他以前已经证明某一个语句为真，就可以认识到这个语句的逆反语句也是真的。此外，我们很容易看到：反语句就是逆语句的逆反语句（即是说，将逆语句的前件与后件都换成否定式，再互相调换，便得出反语句）；因此，根据这个理由，如果一个语句的逆语句被证明为真，那么，反语句同样也就可以被认定为真。因此，如果我们能证明两个语句，即原来的语句与它的逆语句，那么，其他的共轭语句就用不着证明了。

这里可以提到一下，逆反定律还有许多变形。其中一个，就是（II）的逆语句：

从：如果不q，那么，不p，可推出：如果p，那么，q。

这个定律，使我们可以从逆反语句推出原来的语句，并从逆语句推出反语句。


 §15．推论的规则，完全的证明

在上节中，我们证明了（IV）这个语句，现在，我们要比较更仔细地来研究一下这个证明的步骤本身。除了我们在上面已经讲过的定义的规则以外，我们还有其他一些性质类似的规则，即推理的规则
 ，或者说，证明的规则
 。这些规则，不应误解为是逻辑定律，它们只是一些指示（directions），告诉我们已知为真的语句如何可以经过转变而产生新的真语句。在上章所作的证明中，已经用到了两个证明的规则，即：代入规则（rules of substitution）与分离规则
 。分离规则一般也称作承认前件的推理规则
 （modus ponens rule）。

代入规则的内容是这样：如果一个被接受为真的全称语句包含了语句变项，如果这些变项被别的语句变项或语句函项或语句所代换——一贯地用相同的表达式代换相同的变项——那么，这样代换后所得出的语句，也应该被接受为真。正是应用这一条规则，在上一章中我们由（II）得出（III）。应当着重指出，代入规则也可以应用于别种变项，例如，应用于指示数的“x”，“y”，…等等这些变项。对于这些变项而说，我们可以用任何表示数的表达式去代换它们。


*
 上面所作的这个对于代入规则的表述，是不十分精确的。代入规则应用于这样的语句，这些语句由一个全称量词与一个语句函项所构成，在这个语句函项中包含有被全称量词所约束的变项。当我们应用代入规则时，我们便将量词省略掉，而用其他的变项或表达式去代换以前为这个量词所约束的那些变项（即是说，用语句函项或语句去代换变项“p”，“q”，“r”，…，用指示数的表达式去代换变项“x”，“y”，“z”，…）；在这个语句函项中出现的任何其他被约束的变项，则仍是保留不变；必须注意的是：在用以代换的那些表达式中，不能出现与那些保留不变的变项形式相同的变项。必要时，可以在这样代换后所得出的表达式之前，加上一个全称量词，以便使这个表达式变成一个语句。例如，应用代入规则于下面这个语句：

对于任何数x，有一个数y，使得x＋y＝5，

可以得出下面这个语句：

有一个数y，使得3＋y＝5，

但是也可以得出下面这个语句：

对于任何数z，有一个数y，使得z2
 ＋y＝5。

这样，在上面这两个例子中，我们只代换了“x”，而“y”仍保留不变。但是必须注意，我们在用一个表达式去代换“x”时，这个表达式中不可以包含“y”。因为，如果这样，便会得出一个假语句，尽管原来的那个语句是真的。例如，用“3－y”去代换“x”，便得出：

有一个数y，使得（3－y）＋y＝5。*


分离规则是：如果有两个语句被认为是真的，其中一个是蕴函式，而另一个是这个蕴函式的前件，那么，作为蕴函式的后件的那个语句，也应该被认为是真的。（因此，我们说，就好像是我们使前件从整个蕴函式中“分离”出来。）应用这个规则，我们就在上节中从（III）与（I）中推出（IV）。

由此可以看出，在上节所作的语句（IV）的证明中，证明的每一步骤都在于应用一条推理规则到某些语句上去，这些语句是我们此前已经接受为真的语句。这样的一个证明，就叫作一个完全的
 证明。更准确一点，我们可以这样来表述一个完全的证明的性质：一个完全的证明，就是一个由具有下列性质的语句所构成的联锁，联锁开始的那些语句，是一些以前已被接受为真的语句；以后的每一个语句，都是可以根据一条推理规则由在先的语句中得出的语句，而联锁的最后一个语句，则就是我们所要证明的那个语句。

我们可以注意到，由于对逻辑定律与推理规则的认识与应用，所有的数学推理，都采取了一个——从心理学的观点看——极端简单的形式。复杂的心理过程，都完全可以还原为这样一些简单的活动，如：对以前已被接受为真的语句的留心观察，对语句与语句之间纯粹外形结构方面的关系的知觉，以及根据推理规则的机械的转换等。很明显，由于这样一个方法，在证明中产生错误的可能性就减少到了最低程度。


 练　习

1．从算术与几何的领域中，举出一些纯粹属于数学的表达式。

2．在下列两个语句中，区别哪些表达式是纯粹属于数学的表达式，哪些表达式是属于逻辑范围的表达式：

（a）对于任何数x与y，如果x＞0而且y＜0，那么，有一个数z，使得z＜0而且x＝y·z；

（b）对于任何两点A与B，有一个点C，C在A与B之间，而且C到A的距离等于C到B的距离。

3．用下列两个语句函项的否定式作成一合取式：

x＜3

与

x＞3。

什么数能适合这个合取式？

4．“或”有两个意义，指出下列各个语句中的“或”是什么意义：

（a）在他面前有两条路：或者卖国，或者死；

（b）假如我赚了很多钱或赛马获胜，我就要作一次远距离旅行。

读者试自己再举几个关于“或”的例子。


*
 5．研究下列的条件语句：

（a）如果今天是星期一，那么，明天是星期二；

（b）如果今天是星期一，那么，明天是星期六；

（c）如果今天是星期一，那么，十二月二十五日是圣诞节；

（d）假如愿望能变成马，乞丐也有马骑；

（e）如果一数能被2与6除尽，那么，这个数将能被12除尽；

（f）如果18能被3与4除尽，那么，18能被6除尽。

从数学逻辑的观点看，上面这些蕴函式中哪个是真？哪个是假？从日常语言的观点看，上面那些蕴函式中，哪些会发生有无意义的问题与真假的问题？特别注意语句（b），（b）的真假要看（b）是在一星期中的那一天说的；研究一下这个问题。

6．用通常条件语句的形式表示下列诸定理：

（a）为使一个三角形是一个等边三角形，这个三角形的三角相等是充分的条件。

（b）x能被3除尽这个条件，对于x能被6除尽是必要的。

试再用另外的办法表示上面这两个条件语句。

7．条件：x·y＞4是

x＞2与y＞2

的正确性的必要的或充分的条件吗？

8．给出下列语句的选言的公式：

（a）x被10除尽，当且仅当x既被2除尽又被5除尽。

（b）为了使一个四边形是一平行四边形，两条对角线的交点是这两条对角线的中点，是既必要的而且充分的。

试从算术与几何领域中，再举出一些具有等值式形式的定理，作为例子。

9．在下列语句中，哪些是真的？

（a）一个三角形是三等边的，当且仅当这个三角形的三边之高是相等的。

（b）为使得x2
 是一个正数，[image: ]
 是必要的而且充分的。

（c）一个四边形是正方形，蕴函这个四边形的四角都是直角。反之亦然。

（d）为使x能被8除尽，x能被4除尽而且能被2除尽是必要的而且充分的。

10．假定我们已经知道语词“自然数”与“积”（或“商”）的意义，读者试为语词“能被除尽”（divisible）下一个定义，并且采用下列等值式的形式：

我们说x是可用y除尽的，当且仅当…。

用同样形式给语词“平行”下一个定义；为此我们要（在几何学范围内）假设些什么语词？

11．将下列各符号表达式翻译成日常语言：

[image: ]


读者应特别注意，在日常语言中分别最后三个表达式的困难。

12．用逻辑符号表示下列语句：

（a）如果不p或不q，那么，就不是p或q。

（b）如果p蕴函：q蕴函r；那么，p而且q蕴函r。

（c）如果r可从p推出，而且如果r可从q推出，那么，r可从p或q推出。

13．给上面第11题与第12题中的所有语句函项，各画一真值表。再，假定将这些语句函项都解释成语句（这表示什么意思？），并决定它们中哪些是真，哪些是假。

14．试用真值表的方法，确证下列语句是真的：

[image: ]
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语句（a）是双重否定定律
 ，语句（b）是摩根定律
 
(6)

 ，语句（c）是分配律
 （对于加法的逻辑乘法与对于乘法的逻辑加法）。

15．写出下列每一个语句的三个共轭语句（即逆语句、反语句、逆反语句）：

（a）x是一个正数蕴函－x是一个负数；

（b）如果一个四边形是一个长方形，那么，可在它外边画一个外接圆。

在它们的共轭语句中，哪些是真的？

试举出四个共轭语句全是假的这样的一个例子。

16．根据函项“p[image: ]
 q”的真值表来解释下列事实：在一个语句中又包含了一些语句或语句函项，如果我们用相等的语句去代换这些语句或语句函项，那么，这样代换以后所得到的新语句同原来那个整个语句是等值的。我们在§10中的某些命题与说法就是根据于这个事实的；试指出§10中的这些命题与说明。

17．考虑下面这两个语句：

（a）从：如果p，那么q，可推出：如果q，那么p；

（b）从：如果p，那么q，可推出：如果不p，那么不q。

假如以上两个语句是逻辑定律，能否像应用逆反定律那样（参看§14），将这两个语句应用在数学的证明里？从某一个给定的蕴函语句，能推出哪些共轭语句？从而看出：（a）与（b）这两个语句都是真语句这个假定能够成立吗？

18．试画出17题中（a）与（b）两个语句的真值表，来确立我们在17题中所作的结论。

19．研究下面两个语句：

昨天是星期一这个事实，蕴函今天是星期二；

今天是星期二这个事实，蕴函明天是星期三。

根据§12所讲的假言三段论定律，从上面两个语句中能推出什么语句？


*
 20．作出前一个习题的完全的证明。应用上述假言三段论定律；并应用代换规则与分离规则——此外，再加上下列这个推理规则：如果两个语句被接受为真，那么，由它们所构成的合取式，也可以被接受为真。

 

————————————————————


(1)
  逻辑是纪元前四世纪希腊大思想家亚里士多德（Aristotle）创立的；亚里士多德的逻辑著作，都收集在《工具论》（Organon
 ）一书中。但是，数理逻辑的创立入，应该被认为是十七世纪的德国哲学家与大数学家莱布尼兹。然而莱布尼兹的逻辑著作并没有能对于逻辑研究的进一步发展产生影响，有一个时期莱布尼兹的逻辑著作甚至湮没无闻。数理逻辑的继续发展，只是在十九世纪中叶，即英国数学家布尔的逻辑系统发表的时候才开始，他的主要著作是：《思想规律的研究》（An Investigation of the Laws of Thought
 ，1854年伦敦初版）。到现在止，怀特海（A．N．Whitehead）与罗素的划时代的著作《数学原理》（Principia Mathematica
 ，1910—1913剑桥初版）仍是新逻辑学的最完善的表现。


(2)
  历史上第一个语句演算系统，出现于德国逻辑家弗莱格（G．Frege，1848—1925）氏的著作：《概念符号系统》（Begriffsschrift
 ）中。弗莱格无疑地是十九世纪最伟大的逻辑学家。当代杰出的波兰逻辑家与逻辑史家路加西维契（J．Lukasiewicz），又成功地给予语句演算一个特别简单，精确的形式，引起了对语句演算的广泛研究。


(3)
  这是有趣的事情，关于蕴函的讨论，在古代就已开始。希腊哲学家费罗（Philo of Megara，纪元前四世纪）在逻辑史上大概是第一个传播了实质蕴函的用法的人。这个主张和他的老师克朗纳斯（Diodorus Cronus）是对立的；克朗纳斯主张把蕴函用成较狭的意义，后者与我们前面所讲的形式蕴函比较接近。稍后，到了纪元前第三世纪，——可能是受了费罗的影响，——希腊的斯多噶学派（Stoic School）的哲学家与逻辑家们又讨论了许多种可能的关于蕴函的概念（在他们的著作中我们可以看到语句演算的最早开端）。


(4)
  第一个作这种尝试的人，是当代的美国哲学家与逻辑学家路易士（Lewis）。


(5)
  这个方法是皮尔斯所创始的。前面我们已提到他。（参看§5注①）


(6)
  这些定律是杰出的英国逻辑家摩根所创立的。


（Ⅲ）同一理论


 §16．不属于语句演算的逻辑概念；同一概念

上章所讲的语句演算，只是逻辑中的一个部分。无疑，它是一个最根本的部分。当我们在逻辑的其他部分中，要定义一个语词与证明一条逻辑定律时，都要应用到语句演算中的语词与定律。至少就这点说，语句演算是最根本的。然而，语句演算本身却并不能形成其他科学的，特别是数学的充分基础。在数学的定义，定理与证明中，我们经常会遇到属于逻辑中的其他部分的概念。这些概念中的一部分，我们将在本章与以后两章中予以讨论。

在这些不属于语句演算的概念中，很可能，同一
 或相等
 这个概念是一个最重要的概念。这个概念出现在，例如，下面这样一些表达式中：

x是与y同一的，

x是与y相同的，

x等于y。

这三个表达式的意义都是一样。为了简便起见，可以用

x＝y

这个符号表达式来代换它们。

同样，我们可以将

x与y不是同一的，

x与y不相同，

写成下面这个公式

[image: ]


有关这些表达式的一些普遍定律，构成为逻辑的一个部分，它叫做同一理论
 。


 §17．同一理论的基本定律

在关于同一概念的逻辑定律中，最根本的一个定律就是下面这个定律：

（Ⅰ）x＝y，当且仅当y所具有的每一个性质，x都具有，同时，x所具有的每一个性质，y也都有。

简单一些，我们也可以说：

x＝y，当且仅当x与y的每一性质都是相同的。

这个定律还可以有其他，也许更显著，但是比较地不太正确的表述方式，例如：

x＝y，当且仅当一切凡可以用于断定x与y其中之一的，都可以用于断定其中之另一。

上面那个定理（Ⅰ）是莱布尼兹
 首先提出来的
(1)

 （虽然所用的语词略有不同），因此它可以叫作莱布尼兹定律
 。它采取了等值式的形式，因而，在等值式的左边的x＝y，可以用在等值式的右边的表达式去代换，也就是说，用不包含符号“＝”的表达式去代换它。因而，从形式方面看，这个定律可以看作是对于符号“＝”的定义，并且莱布尼兹自己也是这样看的。（当然，只有在这样的情况下，即：定律右边的那个表达式，即“y所具有的每一个性质，x都具有，同时，…”的意义，在我们看起来此符号“＝”的意义还更清楚，这时候我们说莱布尼兹定律是一个定义，这句话才有意义；参看§11。）

从莱布尼兹定律，可以得出下面这个非常重要的规则，即：如果在某一叙述范围内，一个具有等值式的公式，例如

x＝y

已经被假定或证明为真，那么，在这个叙述范围内，任何公式或语句中如果含有这个等值式的左边的表达式，我们都可以用这个等值式的右边的表达式去代换它，反之亦然：例如，用“x”去代换“y”，或者，相反地，用“y”去代换“x”。这里，需要指明，如果“x”在一个公式中的好几个地方出现，我们可以在有些地方用“y”去代换它，在另一些地方又让“x”保留不变．而在§15中所讲的代入规则，是不允许代换一部分而另一部分又保留不变的。这是这里所讲的这个规则和代入规则的根本差别。

从莱布尼兹定律，我们还可以得出好些关于同一理论的定律。这些定律，在各门科学中，特别在数学中是常常要被应用的。下面，我们将举出一些最重要的关于同一理论的定律，和它们的证明的大概步骤；以便借助于这些具体的例子说明：在逻辑领域与数学领域的推理之间，并没有根本性的差别。

（II）每一个事物都等于它自身，x＝x。

证明：用“x”去代换“y”，从莱布尼兹定律，便可得到：

x＝x，当且仅当x所具有的每一个性质，x都具有，同时，x所具有的每一个性质，x都具有。

根据§12中所讲的重言定律[image: ]
 ，我们可将上面语句中“同时”以后的部分省掉，而得：

x＝x，当且仅当x所具有的每一个性质，x都具有。

又根据§12中所讲的同一律，（即是，如果x具有某一个性质，那么，x就具有这个性质。）很显然，上面等值式的右边的这个表达式总是真的。因而，等值式的左边的表达式，也总是真的。换言之，我们证明了

x＝x。

（III）如果x＝y，那么，y＝x。

证明：用“y”代换莱布尼兹定律中的“x”，同时，用“x”代换莱布尼兹定律中的“y”，我们得到：

y＝x，当且仅当x所具有的每一个性质，y都具有，同时，y所具有的每一个性质，x都具有。

让我们把上面这个语句同莱布尼兹定律比较一下。它们都是等值式。两个等值式的右边的表达式都是合取式。这两个合取式的不同，仅仅在于合取式中的两个部分的顺序不同。根据§13所讲逻辑乘法的交换律，这两个合取式是等值的。因而，上面这个语句中左边的表达式，即“y＝x”，与莱布尼兹定律的左边的表达式“x＝y”也是等值的。

这样，从x＝y，就推出y＝x。这就是我们所要证明的。

（IV）如果x＝y，而且y＝z，那么，x＝z。

证明：根据假设，下面公式：

（1）x＝y

与

（2）y＝z

是真的。根据莱布尼兹定律，由（2）我们得出：一切可以用去断定y的，都可以用去断定z。因而，我们可以在（1）中用“z”去代换“y”，于是便得到：

x＝z。

（V）如果x＝z，而且y＝z，那么，x＝y；换言之，等于同一事物的两个事物是互相相等的。

这个定律可以用类似上一个例子的办法去证明，也可以不用莱布尼兹定律，而从上面定律（III）与（IV）推出。

定律（II），（III）与（IV）分别地叫作同一关系的自反定律，对称定律
 与传递定律
 。


 §18．事物之间的同一与指示词之间的同一；引号的用法


*
 虽然像下面这样一些表达式，如：

x＝y或y≠x

的意义是明白的，但是，有时候也有些误解。例如，

3＝2＋1

是一个正确的公式，这是很显然的；但是，有些人却有点怀疑它的正确性。按他们的意见，这个公式看起来好像是断定符号“3”与符号“2＋1”是同一的，这一点显然并不真，因为这些符号的外形完全不同，从而，我们就不能说：一切凡可以用于断定“3”的，都可以用于断定“2＋1”。（例如，“3”是一个单一的符号，而“2＋1”便不是。）

为了避免这一类怀疑，我们最好要弄清楚一个非常普遍而且重要的原则，任何语言的有效应用都要依靠这个原则。这个原则是：任何时候，我们用一个语句去断定某个事物，我们就将这个事物的名称或指示这个事物的指示词放在这个语句中，而不是将这个事物本身放在这个语句中。

只要一个语句所断定的对象不是一个字，一个符号，或更一般地说，不是一个语言中的一个表达式，那么，对上面那个原则的应用，是不会产生任何疑问的。例如，让我们设想：我们前面有一块小小的蓝宝石，我们说下面这句话：

这块宝石是蓝色的。

在这个语句中，“这块宝石”这几个字合起来构成一个指示宝石这个东西的指示词。大概没有人会想到，要在这个语句中用那块宝石去换下“这块宝石”这几个字，即是说，从这个语句中把“这块宝石”这几个字挖掉，而在这几个字所在的地位放上一块宝石。因为，这样一来，我们就得出了这样一个整体，它的一部分是一块宝石，而另一部分则是几个字；这个东西根本不是一个语言表达式，更说不上是一个真语句了。

但是，如果我们在一个语句中所断定的对象恰恰是一个字或一个符号，这个原则就常常会被违反。但是，即使在这一情形下，这个原则的应用仍然是必不可少的。因为，如果不这样，那么，虽然我们能得出一个语言的表达式，但是，这个表达式却根本没有表达我们所想要表达的思想，而更多的时候，是得出一堆毫无意义的语词的堆积。例如，让我们考虑下面两个字或语词：

好，玛丽；

很明显，第一个字是由六笔构成，而第二个字是一个女人的专名。但是，让我们设想，如果我们把这个无疑是正确的思想表示如下：

（I）好是由六笔构成。

（II）玛丽是一个专名。

这样，在我们说到这些字或词的时候，我们就是用了这些字或词本身，而不是用的这些字或词的名称。如果我们再仔细研究一下（I）与（II），我们必得承认：（I）根本不是一个语句，因为一个语句的主词，只能是一个名词而不能是一个形容词。（II）也许可以看作是一个有意义的语句，但是，无论如何，是一个假的语句，因为没有一个女人是一个专名。

为了避免这些困难，也许我们可以这样假定，说：“好”与“玛丽”用在（I）与（II）中的意义，不同于它们平常的意义：在（I）与（II）中，它们是表示它们自己的名称。如果把这个看法普遍化起来，我们就必须承认：任何字或语词，有时候，都可以用作为它自己的名称；借用中古世纪的逻辑术语，我们可以说，在这种情形下，一个字或语词是用于它的实质的指谓
 （suppositio materialis），即用于表示它自身，而不是用于它的形式的指谓
 （suppositio formalis），即用于它的平常的意义。这样一来，日常语言与科学语言中的每一个字或语词，就至少都有了两个不同的意义：我们不必费事就会找到很多疑难不明的情形，那时候，我们会不知道究竟应该采用哪一种意义。不能满意于这种情况，因此，我们就要求确定这样一条规则，即：每一个表达式都必须（至少在书写上）和它的名称不同。

于是，就发生了这样的问题，我们如何来造成字、语词和表达式的名称？为此，有许多不同的办法。最简单的办法，是作出这样一个约定：在一个表达式外面加上引号。根据这个约定，在前面（I）与（II）中所想要表达的那个思想，就可以正确地、不含混地表示如下：

（I′）“好”是由六笔构成。

（II′）“玛丽”是一个专名。

经过上面这些说明，因此，关于

3＝2＋1

这个公式的意义与正确性的一切可能的怀疑，就都可以解除了。这个公式包含指示某些数的符号，但是并不包含任何这些符号的名称。因此，这个公式对于数有所断定，而并不对于指示数的符号有所断定；3与2＋1这两个数，很明显地，是相等的，因而，这个公式是一个真语句。当然，我们也可以把这个公式换成一个说及符号的等值语句，即，我们可以说：符号“3”与“2＋1”指示同一个数。但是，这并不意味着，这两个符号本身是同一的；因为，我们都知道，同一个事物——特别是，同一个数——可以有许多不同的指示词。“3”与“2＋1”这两个符号，无疑是不同的，而这个事实可以用下面这个新的公式来表示，即：

[image: ]


这个新的公式，当然，和上面那个公式并没有任何矛盾
(2)

 *
 。


 §19．算术与几何中的相等，和它与逻辑同一的关系

在这里，我们将数与数之间的算术上的相等这个概念，一贯地看作是逻辑的同一这个普遍概念的一个特殊事例。然而，这里要附加说明一下，有些数学家采取不同于我们的观点，他们认为算术中的“＝”这个符号与逻辑同一这个符号是不相同的；他们认为：相等的数不必然是同一的。因此，他们将数与数之间的相等这个概念，当作一个算术特有的概念。在这点上，这些数学家抛弃了莱布尼兹定律的普遍形式，而只承认莱布尼兹定律某些只具有较小普遍性的结论，他们将这些结论列为数学所特有的定理。这些数学家所承认的，有§17中从（II）到（V）这几条定律，以及具有下列含义的一些定理，即：任何时候，凡x＝y而且x满足某些仅由算术符号所构成的公式，那么，y也满足这些公式；例如，他们所承认的有下列这个定理：

如果x＝y而且x＜z，那么，y＜z。

我们认为：这些数学家的这一看法，并没有什么特别的理论上的优越性；相反，在实践上，它为算术系统的表述引起不少麻烦。因为，由莱布尼兹我们得到一个普遍规则，即：假定某一等值式成立，我们在任何地方能用这个等值式的右边的表达式去代换它的左边的表达式。这样一种代换在许许多多的论证中是必不可少的。而现在，如果抛弃了这个普遍规则，那么，就在每一个应用这种代换的地方，都有必要作一个特殊的证明。

用一个例子来说明这一点，让我们考虑一组包含两个变项的等值式，例如：

x＝y2
 ，

x2
 ＋y2
 ＝2x－3y＋18。

如果一个人想要用所谓代入法去解这组等式，那么，他必须作出一组新的等式，即，使第一个等式不动，而在第二个等式中用“y2
 ”去代换全部“x”。但是问题就发生了：是否可以允许作这样一种变换呢？也就是说，这一组新的等式是否与原来的那组等式相等呢？无疑，不论我们对于数与数之间的相等这个思想采取哪一种概念，这里的答案总是正面肯定的。但是，如果“＝”这个符号被了解为指示逻辑的同一，而且，如果又接受了莱布尼兹定律，那么答案就可以很明显。因为

x＝y2


这个设定，允许我们在任何地方用“y2
 ”去代换“x”，反之亦然。相反的，如果不把符号“＝”了解为指示逻辑的同一，不接受莱布尼兹定律，那么，首先就要提出理由，说明为什么作那样的变换是可以允许的。即使提出这样的理由没有任何重大的困难，无论如何也将是冗长而令人厌烦的。

关于几何中的相等的概念，情形就完全不同。如果我们说两个几何图形（如两线段，或两个角，或两个多角形）是相等的或全等的，一般地我们的意思并不是想说它们是同一的。我们只是想表示：这两个图形有同样的大小与形式，换言之——如果用一个不太正确的、形象的说法——如果将一个图形移到另一个图形上去，它们将完全相合。因此，例如，一个三角形可以有两条，或甚至三条相等的边；但是，这些边显然并不同一。另一方面，也有这样的情形，例如，在一个等腰三角形中，底边的垂线与中线就不只是几何上的相等，而且根本是一条同一的线段，因此这里就不只是两个图形的几何相等的问题，而是逻辑同一的问题。因此，为了避免混乱，在这些并不属于逻辑同一的场合下，最好一贯避免用“相等”这个语词，最好是说几何上相等的图形，而不说全等的图形，用另一个不同的符号——一般也有人这样做——例如，“≅”这个符号，去代替“＝”。


 §20．数的量词

利用同一这个概念，就可能确定数的量词的准确意义。数的量词，无论在内容和作用上，都与全称量词和存在量词很相近，它们也是属于运算子，只是具有一种比较特殊的性质而已。这些数的量词的表达式，例如：

至少有一个，或，至多有一个，或，恰恰有一个事物x，使得…，

至少有两个，或，至多有两个，或，恰恰有两个事物x，使得…，

以及等等，在这些表达式中，从外表看，好像包含了数学所特有的语词，例如“一”，“两”，等等。然而，如果加以更确切的分析，可以看出这些表达式的内容（作为一个整体看）是属于一种纯粹逻辑性质的。因此，在

至少有一个事物满足这个给定的条件

这一表达式中，“至少一”这几个字可以换成“一个”这个不定冠词而并不会改变表达式的原意。而这个表达式：

至多有一个事物满足这个给定的条件

与下面这个表达式：

对于任何x与y，如果x满足这个给定的条件，而且，如果y满足这个给定的条件，那么，x＝y

意义是相同的。

而下面这个语句：

恰恰有一个事物满足这个给定的条件

与上面刚才所举的那两个语句的合取式是等值的，即：

至少有一个事物满足这个给定的条件，而且至多有一个事物满足这个给定的条件。

关于

至少有两个事物满足这个给定的条件

这个语句，我们把它了解为：

有x与y，而x与y都满足这个给定的条件，而且[image: ]
 ；

因而，它和下面这个语句的否定式是等值的，即：

至多有一个事物满足这个给定的条件。

以同样的方式，我们也可以说明属于这一范畴的其他种种表达式的意义。

下面，作为例子，再举几个含有数的量词的算术上的真语句：

恰恰有一个数x，使得x＋2＝5；

恰恰有两个数y，使得y2
 ＝4；

至少有两个数z，使得z＋2＜6。

逻辑中有一个部分，其中确定有关量词的种种普遍定律，这个部分称作假变项的理论
 ，或叫作函项演算的理论
 ，虽然实际上它应当称作量词演算
 。到目前为止，这一理论主要是研究全称量词与存在量词，而数的量词一般还没有被顾到。


 练　习

1．证明§17中的（V）；试只用§17中的（III）与（IV）这两条定律，而不用莱布尼兹定律。

提示：在定律（V）中，下面两个公式：

x＝z与y＝z

是被假定为真的。根据定律（III），将上面第二个公式中的两个变项互调，再应用定律（IV）。

2．试仅用§17中的定律（IV），证明下面的定律：

如果x＝y，y＝z而且z＝t那么，x＝t。

3．在§17的定律（III）与（IV）中，用“[image: ]
 ”去代换“＝”，结果所得到的语句，都是真的吗？


*
 4在§18中我们谈到关于引号的用法所作的约定；试根据这个约定，决定下列语句中哪些是真的。

（a）0是一个整数，

（b）0是一个蛋圆形的符号，

（c）“0”是一个整数，

（d）“0”是一个蛋圆形的符号，

[image: ]



*
 5．我们在一个语词上加上引号，就形成这个语词的名称；我们在一个语词的名称上加上引号，就形成这个名称的名称，这样，这个语词外边就有两副引号。因此，在下面三个表达式

约翰，“约翰”，““约翰””

中，第二个是第一个的名称，而第三个是第二个的名称。

依次用上面的三个表达式去代换下面四个语句函项中的“x”，便得到十二个语句。试指出这十二个语句中哪些是真的：

（a）x是一个人，

（b）x是一个人的名称，

（c）x是一个表达式，

（d）x是一个带有引号的表达式。


*
 6．在§9中，我们曾提出了许多在数学书籍中常见的条件语句的表述方式。当时我们曾指出，在其中有些表述方式中，我们所谈的不是数、数的性质，等等，而是表达式（例如，语句与语句函项）。从§18的讨论，我们知道，这一类表述方式就需要应用引号；试指出，这类表述方式，并正好是在这类表述方式中的哪些地方需要加上引号。


*
 7．根据前面所说的在对于事物有所断定的语句中应用事物的名称这一普遍原则，现在我们可以给§12中倒数第二句（即：“正如带有普遍性质的算术定理…，”这一句）以一些批评。我们知道，在算术中出现的变项，是代表数的名称的。在语句演算中出现的变项，是代表语句的名称呢？还是代表语句本身呢？因此，如果要求更确切一点的话，我们能否说，语句演算的定律对于语句与语句的性质有所断言？

8．一个三角形有a，b，c三边；ha
 ，hb
 ，hc
 分别是垂直于a，b，c三边上的高，ma
 ，mb
 ，mc
 分别是a，b，c三边的中线，sa
 ，sb
 ，sc
 分别是三个角的平分线。

假定这个三角形是二等边三角形（a是底边，b与c两边相等），在上面所说的那十二条线中，哪些是全等的（即，几何意义上的相等）；哪些是同一的？将答案作成公式的形式，用符号“≅”表示全等，用符号“＝”表示同一。

再假定这个三角形是三等边三角形，试答复上面的问题。

9．说明下列表达式的意义：

（a）至多有两个事物满足这个给定的条件；

（b）恰恰有两个事物满足这个给定的条件。

10．决定下面语句中哪些是真的：

（a）恰恰有一个数x，使得x＋3＝7－x；

（b）恰恰有两个数x，使得x2
 ＋4＝4x；

（c）至多有两个数y，使得y＋5＜11－2y；

（d）至少有三个数z，使得z2
 ＜2z；

（e）对于任何数x，恰恰有一个数y，使得x＋y＝2；

（f）对于任何数x，恰恰有一个数y，使得x·y＝3。

11．如何用数的量词来表示下列事实，即：公式

x2
 －5x＋6＝0

具有两个根？

12．什么数x满足下面的语句函项：

恰恰有两个数y，使得x＝y2


在上面语句函项中，哪个是自由变项，哪个是约束变项？*数的量词是否也约束变项？*


 

————————————————————


(1)
  参看§6注①。


(2)
  本书相当一贯地遵守了关于引号用法的这个约定。只在很少数场合下，为了照顾到传统的用法才有一些例外。例如，当一个公式或语句被特别印成一行，或者，它出现在数学或逻辑的公式中，这时候我们对这个公式或语句就不用引号；有时，我们在一个表达式前面加上“所谓的”，“被称为”这样的短语，就也不再用引号。但是，即使在上面这些场合，我们也采取一些相应的办法；我们常常在那些表达式前面加上冒号，而且这些表达式经常印成特殊的字体（如大小写体或斜体）（在中译本中用不同的字体来区分）。可以注意到，在日常语言中，在有些不属于上述引号用法的地方，也有用引号的；这类例子在我们这本书中也可以找到。


（Ⅳ）类的理论


 §21．类与它的元素

除了个别的事物（简称个体
 ）以外，逻辑还研究事物的类
 （class of things）。在日常生活与数学中，类常常叫作集合
 （set）。例如，算术常常研究数的集合；在几何中，我们对于单个的点的兴趣，没有像对于点的集合那样大（即是说，没有像对于几何位形［configuration］的兴趣那样大），个体的类叫作一级类
 。在我们的研究中，较少地也要碰到二级类
 。二级类是这样的类，它不是由个体所构成，而是由一级类构成的。有时，我们甚至要研究三级类
 、四级类
 ……。在本书中，我们差不多只是研究一级类，只是在§26中，例外地我们将谈到二级类。但是，我们所讲的，实际上可以无须作什么改变就能应用于任何级的类。

为了分别个体与类（并分别各级的类），我们要用不同文字的、不同形状的字母来作为变项。习惯上，往往用英文的小写字母表示个体（例如，个别的数），用英文的大写字母表示这些个体的类。在初等几何中，所采取的是一个相反的办法，大写字母表示点，而小写字母（如英文或希腊文的小写字母）则表示点的集合。

在逻辑中，研究类这个概念和它的一般性质的这个部分，叫作类的理论
 。有时候，这个理论也作为一门独立的数学学科来研究，叫作一般集合论
 。
(1)



在类的理论中，带有根本性质的是下面的这些表达式，如：

事物x是类K中的一个元素，

事物x属于类K，

类K包含事物x作为一个元素。

我们将这些表达式看作都是相同意义的，并为了简单起见，用下面这个公式替代它们：

x∈K

这样，如果I是所有整数的集合，那么，1，2，3，…这些数是这个集合的元素，而[image: ]
 …这些数，不属于这个集合。因此，公式：

1∈I，2∈I，3∈I，…

是真的，而公式

[image: ]


是假的。


 §22．类和包含一个自由变项的语句函项

让我们来研究一个包含一个自由变项的语句函项，例如：

x＞0

如果我们在这个语句函项前面，加上

（I）这个由所有数x构成的集合，使得，

我们就得到下面这个表达式：

这个由所有数x构成的集合，使得x＞0。

这个表达式指示一个确定的集合，即是说，指示那个由所有的正数所构成的集合。这个集合以，而且仅仅以那些满足这个函项的数为它的元素。如果我们用P表示这个集合，这个函项就同

x∈P

等值。

我们可以把类似的办法用于任何别的语句函项。用这个办法，在算术中，我们可以得到各种关于数的集合，例如，可以得到由所有负数所构成的集合，或者由所有大于2而小于5（即满足函项“x＞2与x＜5”）的数所构成的集合。这个办法在几何中也起重要的作用，特别是在定义各种新的几何图形时；例如，一个球形的曲面就定义为一个由这个空间的所有的点所构成的集合，这些点与一个给定的点有确定的距离。在几何中，习惯上我们用“这些点的轨迹”一词来代替“所有点的集合”一词。

现在，我们将给予上面所讲的办法一个普遍的形式。在逻辑中，我们肯定：对于每个只包含一个自由变项（如“x”）的语句函项，恰恰有一个相应的类，这个类以，而且仅仅以那些满足这个函项的事物x为它的元素。将下面这个表达式（类的理论中的基本的表达式之一）：

（II）这个由所有x构成的类，使得……

加在那个语句函项的前面，我们就得出一个指示那个类的指示词。又，如果我们用一个单一的符号，如C，来表示所说的这个类，那么，

x∈C

这个公式——对于任何x来说——和原来的那个语句函项是等值的。

因此，我们知道，任何只包含x作为它的唯一的自由变项的语句函项，都可以变换成一个具有

x∈K

这样形式的等值的函项，在这个函项中K表示一个指示一个类的常项。因此，我们可以把x∈K这个公式看作是只包含一个自由变项的语句函项的最普遍的形式。

前面（I）与（II）这两个短语有时也用符号表达式来代替。例如，我们可以用

[image: ]


这样一个符号来代替它们。


*
 现在，让我们看下面这个表达式：

1属于那个所有数x构成的集合，使得x＞0。

这个表达式用符号写出来，就是

[image: ]


这个表达式，很明显，是一个语句，而且甚至是一个真语句。它用一个更复杂的形式来表示

1＞0

所表示的思想。因此，它不能包含任何自由变项，而在它之中所出现的变项x必定是一个约束变项。但是另一方面，因为我们在它里面看不到任何量词，因此我们可以得出结论：（I）或（II）这些短语一定起着量词的作用，即是说，能够约束变项。因此，（I）与（II）那样的短语，也应当看作是一种运算子（参看§4）。

应当附带说明一下，在一个除了包含变项“x”以外还包含其他自由变项的语句函项前面，我们常常也加上一个像（I）与（II）这样的运算子。（在几何中，凡是应用这类运算子的场合，情形差不多都是这样。）这样得出的表达式，例如：

这个由所有的数x所构成的集合，使得x＞y，

就不表示任何确定的类。这样的表达式，是§2中所说的指示函项，也就是说，如果我们用常项去代换其中的自由变项（但不代换“x”），例如，在上面例子中，用“0”去代换“y”，那么，这个表达式就变成指示类的指示词*
 。

我们常说：包含一个自由变项的语句函项，是表示某一种性质；这种性质是那些，而且只是那些满足这个语句函项的事物所具有的（例如，“x是可被2除尽的”这个语句函项表示数x的一种性质，即：可被2除尽这种性质，或，是偶数这种性质）。相当于这个函项的类，包含，并且只包含具有这个性质的一切事物作为它的元素。这样，对于事物的每一个性质，就有一个唯一的确定的类与之对应。而且，反过来，对于每一个类，也有一个唯一为这个类的元素所具有的性质，也就是说，从属于这个类这样一种性质，与这个类对应。因此，许多逻辑学家认为：根本不需要分别类这个概念和性质这个概念。换言之，一种专门的“性质论”是不必要的——有了类的理论就完全足够了。

作为这个看法的一个应用，我们可以给莱布尼兹定律作一个新的表述。§17中的莱布尼兹定律包含了“性质”这个语词，在下面这个和它完全等值的表达式中，我们代之以“类”这个语词：

x＝y，当且仅当每一个包含x与y中的任一个作为元素的类，也包含另一个作为元素。

从莱布尼兹定律的这个新的表述中，我们能够看出：同一概念可以用类的理论来加以定义。


 §23．全类与空类

上面我们知道，相应于任何只包含一个自由变项的语句函项，总有一个由满足这个语句函项的一切对象所构成的类。这一点也可以用于下面两个特殊的函项：

[image: ]


很显然，任何事物都满足第一个函项（参看§17）。因此，和它相应的类

[image: ]


包含一切个体作为元素。我们将这个类叫作全类
 （universal class），并用符号“∨”（或“1”）来表示它。另一方面，却没有任何事物满足第二个函项。因此，和它相应的类

[image: ]


我们叫作空类
 （null class或empty class），并用“∧”或“0”表示它。空类不包含任何元素。现在，我们可以用具有

x∈K

这种形式的等值的函项去代换（I），即得出

（II）　x∈∨，x∈∧，

任何个体都满足第一个公式，但没有任何个体满足第二个公式。

在一门特殊的数学理论中，我们最好精确地指出，什么是这个理论中的个体，而不用一般的个体这个逻辑的概念。这样，由这些个体所构成的类将可以用“∨”来表示，并称之为这个数学理论的论域
 （universe of discourse）。例如，在算术中，由所有的数所构成的类，就是它的论域。


*
 应当着重指出，∨是所有的个体所构成的类，但是，∨却不包含所有可能的事物，因而，也不包含一级类、二级类……作为它的元素。至于一个包含所有的可能事物的类是否存在，并且更一般地说，我们是否可以考虑不属于一个特定的级而既包含个体又包含各级的类作为它的元素的“不齐”的类（inhomogeneous class）——这一点本身是一个问题。

这个问题和近代逻辑中一个最困难的问题密切有关，也就是说，是和所谓罗素悖论
 以及逻辑类型理论
 （theory of logical type）密切有关的。
(2)

 关于这个问题的讨论，将超出本书预定的范围。这里我们只需要指出，即使在整个数学中也很少需要考虑“不齐”的类（只有在集合的一般理论中是例外），至于在其他科学中这种需要就更少了。*


 §24．类与类间的基本关系

在两个类K与L之间，可以有各种不同的关系。例如，可以有这样的情形：类K的每一个元素同时又是类L的一个元素。在这种情形下，K类就叫作L类的子类
 ，或者说它被包含于
 L类中，或者说K类对于L类有包含于的关系
 ；而就L类说，则是L类包含
 K类作为它的一个子类
 。这种情形，可以简单地用下面任何一个公式来表示：
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当我们说K是L的子类，这并不排除L也是K的子类这种可能性。换言之，K与L可以互为子类，并从而，K与L的所有的元素都是共同的。在这个情形下，从（以下要讲到的）一条关于类的理论的定律，就可以推出：K与L是同一的。但是，如果逆关系不成立，即是说，如果K类的每个元素都是L类的元素，而L类的每个元素并不都是K类的元素，那么，K类就叫作L类的真正子类
 （proper subclass），或叫作L类的部分
 （part）。例如，由所有整数构成的集合是由所有有理数构成的集合的真正子集合，又例如，一条线中的一段是这条线的部分。

如果在两个类K与L中，至少有一个元素是共同的，而且如果K（或L）中所包含的有些元素不是L（或K）中的元素，那么，我们就说，K类与L类相交
 。如果两个类至少都各有一个元素（即是说，它们都不是空类），同时，如果它们没有一个元素是共同的，我们就说，它们是不可兼
 的，或者说不相交
 的（mutually exclusive或disjoint）。例如，一个圆与通过圆的直线是相交的，而一个圆与一条距离圆心大于圆的半径的直线，却是不相交的。由一切正数构成的集合与由一切有理数构成的集合相交，但是正数的集合与负数的集合是不可兼的。

关于上面所讲的这些类与类之间的关系，让我们举几个有关这些关系的定律的例子：

对于任何类K，[image: ]
 。

如果[image: ]
 而且[image: ]
 ，那么，K＝L。

如果[image: ]
 而且[image: ]
 那么，[image: ]
 。

如果K（不空类）是L的一个子类，而且如果L类与M

类是不相交的，那么，K类与M类是不相交的。

上面第一个公式，就叫作包含的自反定律
 ，或叫作类的同一律
 。上面第三个公式，就叫包含的传递定律
 。第三个公式和第四个公式（以及其它类似的公式一起），形成一组命题，统称为直言三段论定律
 （laws of the categorical syllogism）。

就包含这个概念说，全类与空类的特性可用下面定律表示：

对于任何类[image: ]
 。

这个定律，特别是就它的涉及空类的第二部分（即[image: ]
 ）说，许多人都觉得它有些悖谬。为了要证明这个定律中的第二部分，让我们研究下面这个蕴函式：

如果x∈∧，那么，x∈K。

无论我们用什么去代换“x”与“K”，这个蕴函式的前件都将是假的；因而这个蕴函式是真的（如像一些数学家有时说的，这个蕴函式是“空虚地”被满足的）。这样，我们就可以说：凡是类∧的元素，必同时也是类K的元素。因此，根据包含的定义，就可以得出[image: ]
 。同样，用类似的方法，我们也可以证明这个定律的第一部分（即[image: ]
 ）。

很容易看出，任何两个类之间必定具有上面所说的那些关系之一。这一点表示为下面这个定律：

如果K与L是任意的两个类，那么，或者K＝L或者K是L的真正子类，或者L是K的真正子类，或者K与L是相交的，或者K与L是不相交的；K与L之间不能同时具有两种上面所说的关系。

为了对这个定律有一个清楚的、直觉的了解，最好将类K与L设想为几何图形，同时，想象这两个图形相互间所有可能的位置。

以上这些在这一节里所已经讨论到的关系，可以叫作类与类间的基本关系
 。
(3)



整个的旧的传统逻辑（参看§6）几乎可以完全简化为类与类之间的基本关系的理论。即是说，简化为类的理论中的一个小部分。从外表看，这两种理论的不同在于：在旧逻辑中，类这个概念并不显明地出现。在旧逻辑中，例如，不说：马类包含于哺乳动物类，而习惯于说：所有的马都有哺乳动物这个性质，或者简单地说：所有的马都是哺乳动物。传统逻辑中的最重要的定律是一些直言三段论定律，它们完全相当于我们上面所指出的那些关于类的理论的定律（这些定律我们沿用旧名称作直言三段论定律）。例如，我们上面所讲的第一条三段论定律（即：如果K[image: ]
 L而且L[image: ]
 M，那么K[image: ]
 M），就相当旧逻辑中的

如果每一M都是P，而且每一S都是M，那么，每一S都是P。

这是传统逻辑中的一条最有名的定律，普通称作三段论定律中的Barbara式。


 §25．类的运算

现在我们要来研究一下某些演算，运用这些演算于已定的类，便可产生新的类。

给定两个类K与L，我们就能形成一个新的类M而M包含、而且仅仅包含那些至少属于K与L两者之一的事物。我们可以说，M类是由K类的元素再加上L类的元素而成的。这个运算叫作类的加法
 ；M类叫作K类与
 L类的和
 （sum或union）。

K与L的和，可用符号表示如下：

K∪L（或K＋L）。

我们还可以形成另外一个新的类M，M的元素是，并且只是那些既属于K又属于L的事物。这个关于K类与L类的运算，叫作类的乘法
 。而这个M类，叫作K类与
 L类的积
 或交
 （product或intersection）。K类与L类的积，可以用符号表示如下：

K∩L　（或K·L）。

这两个运算在几何中常常被应用；有时候，可以很方便地用它们去定义新的几何图形。例如，假设我们已经知道一对互补角的意义是什么，那么，半平面——即直角——就可以被定义为两个互补角之和。（这里，一个角应了解为一个角域，即了解为平面的一个部分，其边线是两条半线，称为这个角的股。）又，如果我们用一个任意的圆和一个其顶点位于这个圆的圆心的角，那么，这两个图形的交就是一个叫作圆扇形的图形。

让我们再从算术范围中举两个例子：由所有正数构成的集合与由所有负数构成的集合之和，就是所有不是0的数的集合；由所有偶数构成的集合与由所有素数构成的集合之交，就是那个只具有数2作为它的唯一元素的集合。2这个数是唯一的偶素数。

类的加法与乘法遵守着许多定律。其中有一些定律和算术中的关于数的加法与乘法的定理完全类似——正是由于这个理由，我们才选择“加法”与“乘法”这两个语词来称呼上面这些类的运算。作为一个例子，我们可以提出关于类的加法与乘法的交换定律
 和结合定律
 ：

对于任何类K与L，K∪L＝L∪K而且K∩L＝L∩K，

对于任何类K，L与M，K∪（L∪M）＝（K∪L）∪M，而且K∩（L∩M）＝（K∩L）∩M。

如果我们用符号“＋”与“·”分别代换符号“∪”与“∩”，上述定律和相应的算术定理之间的类似，就变得十分明显。

然而，其他的定律就和算术的定理颇有不同。下面的重言定律
 就是一个显著的例子。

对于任何类K，K∪K＝K而且K∩K＝K。

我们只要思考一下K∪K与K∩K的意义，上面这个定律就很明白。例如，我们在K类的元素上加上同一个类K的元素，事实土，我们并没有加上任何东西，因而其结果仍然是同一个类K。

我们还要提出另外一个演算，它同加法与乘法的演算不同，在于它可以只运用于一个类，而不是运用于两个类。这个演算就是：由一个给定的类K，我们可以形成一个K类的余类
 （complement of the class K），即是，可以形成一个由所有不属于K类的事物构成的类。K类的余类，用符号表示，就是：

K′。

例如，如果K是由所有整数构成的集合，那么，所有的分数与无理数都属于集合K′。

关于余类的定律，与确立余类与以前所讲的那些概念的关系的定律，我们举下面这两个公式为例：

对于任何类K，K∪K′＝∨。

对于任何类K，K∩K′＝∧。

第一个公式叫作类的理论方面的排中律
 ，第二个公式叫作类的理论方面的矛盾律
 。

类与类间的关系与上面已经讲过的类的运算，以及全类与空类的概念，都由类的理论中的一个特殊部分所加以研究；由于有关这些关系与运算的定律，都具有一些简单的、和算术定理相类的公式的性质，因此类的理论中的这一部分，叫作类的演算
 。


 §26．等数类，一个类的基数，有穷类与无穷类；算术作为逻辑的一个部分


*
 在作为类的理论的研究对象的其他概念中，有一组概念值得我们特别注意。这组概念包括：等数类的概念，类的基数的概念，有穷类与无穷类的概念。这些概念都是相当麻烦的概念，这里只能粗浅地谈一谈。

作为两个等数的类
 或相等的类
 的例子，我们可以考虑一下右手手指这个集合与左手手指这个集合。这两个集合是等数的，因为我们可以将左手手指与右手手指作成这样的许多对：（i）每个手指只属于一对。（ii）每对中只包含一个左手手指与一个右手手指。在同样的意义下，由多角形的所有顶点构成的集合，多角形的所有的边构成的集合与多角形的所有的角构成的集合，也是等数的。以后，在§33，我们将可以给等数类这个概念下一个确切的一般性的定义。

现在让我们来考虑一个任意的类K，无疑的，存在着这样一个性质，这个性质只属于所有同K等数的类，而不属于任何其他的类。（也就是说，“同K等数”这样的一个性质。）这个性质，就叫作K类的基数
 ，或K类的元素的数目
 ，或K类的数
 。这也可以用更简单更确切的，但也许更抽象的办法来表示：K类的基数，就是由所有同K类等数的类构成的那个集合。由此，可以得出，当且仅当K类与L类是等数的，那么，K类与L类具有同一的基数。

从类的元素的数目着想，类可以分为有穷类与无穷类。在有穷类中，我们又分别：恰恰包含一个元素的类，恰恰包含两个元素的类，恰恰包含三个元素的类……。这些语词，在算术的基础上可以很容易地给它们下定义。令n为一个任意的自然数（即，非负数的整数），我们就可以说：如果K类同由所有小于n的自然数构成的类是等数的，那么，K类是由n个元素构成的
 。详细点说，如果一个类同由所有小于2的自然数所构成的类是等数的，即是说，一个类同由数0与1所构成的类是等数的，那么，这个类就是由两个元素构成。同样，如果一个类同由0、1与2构成的类是等数的，那么，这个类就是由三个元素构成的。普遍地说，如果存在着一个自然数n，而K类是由n个元素构成的，那么，我们说K类是有穷类
 ；反之，是无穷类
 。

但是现在，我们已经认识到，还有另一种定义的办法。我们刚才所考虑的所有这些语词，都可以用纯粹逻辑的语词来加以定义，而完全不需要应用任何属于算术范围的表达式。例如，我们可以说：如果K类适合下面两个条件，（i）有一个x而x∈K，（ii）对于任何y与z，如果y∈K而且z∈K，那么，y＝z（这两个条件也可以换成一个单一的条件，即：恰恰有一个x，使得x∈k，参看§20），那么，K类是由恰恰一个元素构成的。类似地，我们可以定义这些表达式：“K类是由两个元素构成的”，“K∈类是由三个元素构成的”，…等等。当我们着手去定义“有穷类”与“无穷类”这些语词时，问题就变得困难得多。但是，即使是这些语词，我们也已经能够成功地用纯粹逻辑的语词来对它们下定义（参看§33）。因此，我们上面所讨论的所有这些概念，都已经包括在逻辑的范围之内。

这一事实产生了一个极重要、极令人注目的结果；因为现在我们知道，数的概念本身，以及同样地，其他一切算术概念，都是能够在逻辑范围内加以定义的。事实上，我们可以很容易确立那些表示个别的自然数（如“0”，“1”，“2”，…）的符号意义。例如，数1就可以定义为这样一个类的元素的数目，这个类是由恰恰一个元素构成的。（这样一个定义似乎是不正确的，似乎犯了循环定义的错误，因为被定义者“一个”在定义者中出现；但是事实上，这里并没有错误，因为“这个类是由恰恰一个元素构成的”这个表达式，应当作为一个整体来看，而这个整体的意义，在前面已经有了定义。）同样，我们也不难定义自然数的一般概念：一个自然数是一个有穷类的基数。此外，我们还能定义一切有关自然数的运算，还能引进分数、负数、无理数以扩大数的概念，而无须在任何地方超出逻辑的界限。更进一步，还可以仅仅根据逻辑定律来证明一切算术定理（但附有一个条件，即：在这个逻辑定律的系统中必须首先加入一条叫作无穷公理
 的定律；这条定律断定：有无穷多的不同的事物。这条定律直觉地看来，不像其他逻辑定律那样自明）。但是这整个的理论构造是非常抽象的，不容易给予通俗的说明，也不适用于对算术的初步讲解。因此在我们这本书中，我们也不想采取这个概念；我们把数看作是个体，而不看作是性质或关于类的类。但是，已经证明我们有可能将整个算术（包括建筑在算术之上的代数，分析等等，）当作纯粹逻辑的一个部分推演出来，单单这个事实本身，就足以称作是近代逻辑研究的最伟大成就之一。
(4)

 *



 练　习

1．令K是由所有小于[image: ]
 的数构成的集合，试问下面哪些公式是真的：

[image: ]


2．研究下面四个集合：

（a）由所有正数构成的集合，

（b）由所有小于3的数构成的集合，

（c）由所有数x构成的集合，使得x＋5＜8，

（d）由所有数x构成的集合，x满足语句函项“x＜2x”。

在上面这些集合中，哪些是同一的，哪些是不同的？

3．由所有这样的点构成一个集合，这些点在空间中与一个定点的距离不超过一个给定的线段的长度。在几何中，我们将这个集合叫作什么？

4．令K与L为两个同心圆，K的半径小于L的半径。在§24中所讨论的哪些关系，存在于K与L之间？同样的关系是否也存在于K与L的圆周之间？

5．划两个正方形K与L，使K与L之间有下面的关系之一：

（a）K＝L，（b）正方形K是正方形L的一个部分，

（c）正方形K包含正方形L作为一个部分，

（d）正方形K与正方形L相交，

（e）正方形K与正方形L不相交，

如果K与L全等，上面哪些关系就不能成立？如果不考虑正方形，而只考虑正方形的周长，上面有哪些问题就不能成立？

6．令x与y是两个任意数，使得x＜y。我们知道，由所有不小于x又不大于y的数构成的集合，就叫作以x与y为端点的区间；这个区间用符号“［x，y］”来表示。

下面公式中哪些是正确的：

[image: ]


[image: ]


在下面这些区间之间有哪些根本关系：

（e）［2，4］和［5，8］，

（f）［3，6］和［3[image: ]
 ，5[image: ]
 ］，

（g）［1[image: ]
 ，7］和［－2，3[image: ]
 ］。

7．下面这个语句（它的结构与§24讲过的三段论定律相同）是真的吗：

如果K与L不相交，而且L与M不相交，那么，K与M不相交？

8．将下列公式翻译成日常语言：

[image: ]


§22与§24中的哪些定律，可以用上面这些公式去表达？在（b）这个等值式的两边，需要作什么改变，才可以得到一个关于符号“[image: ]
 ”或“[image: ]
 ”的定义？

9．令ABC是一个任意的三角形，BC边上有任意一点D。三角形ABD与三角形ACD之和形成什么图形？ABD与ACD之积又形成什么图形？

将你的答案用公式表示出来。

10．试将一个任意正方形表示为：

（a）两个梯形的和，

（b）两个三角形的交。

11．下面的哪些公式是真的（比较上面第6题）：

（a）［2，3[image: ]
 ］∪［3，5］＝［2，5］，

（b）［－1，2］∪［0，3］＝［0，2］，

（c）［－2，8］∩［3，7］＝［－2，8］，

（d）［2，4[image: ]
 ］∩［3，5］＝［2，3］。

上面有些公式是假的，在那些假的公式中，将“＝”右边的表达式加以改正，使假公式变成一个正确的公式。

12．令K与L是两个任意的类。如果K[image: ]
 L，那么，K∪L与K∩L是等于什么类？详细说明：K∪∨，K∩∨，∧∪L与∧∪L等于什么类？

提示：在答复第二个问题时，应该想到§24关于∨与∧的定律。

13．试证明：任何类K，L与M满足下面公式：

（a）K[image: ]
 K∪L而且K[image: ]
 K∩L，

（b）K∩（L∪M）＝（K∩L）∪（K∩M）而且K∪（L∩M）＝（K∪L）∩（K∪M），

（c）（K′）′＝K，

（d）（K∪L）′＝K′∩L′而且（K∩L）′＝K′∪L′。

公式（a）叫做（类的加法与乘法的）简化定律
 ；公式（b）的上半，叫作（关于加法的类的乘法的）分配律
 ，公式（b）的下半，叫作（关于乘法的类的加法的）分配定律
 。公式（c）是两重余类的定律
 ；公式（d）是类的理论方面的摩根定律
 。
(5)

 上面的定律中哪些和算术定理相当？

提示：例如，为了要证明公式（d）的第一部分，只要指出（K∪L）′与K′∪L′是由完全相同的元素构成就够了（参看§24）。为了这个目的，我们必须应用§25的定义，弄明确什么时候一个事物x属于类（K∪L′），什么时候x属于K′∩L′。


*
 14．在§12，§13与第（II）章的习题14中所讲的语句演算定律，与在§24，§25以及前面13题中所讲的类的运算的定律之间，在结构上存在着极大的相似（它们名称的类似就指出了这点）。详细说明什么地方相似，并且对这种现象给予普遍的说明。

在§14中，我们知道了语句演算的逆反定律；试作出类的运算方面的类似的定律。

15．用§22中所引入的符号：

[image: ]


我们可以将两类之和的定义写成：

[image: ]


但是，也可以用通常的等值式的形式（不用[image: ]
 这个符号）将这个定义表示如下：

[image: ]


试同样用这两种办法来表示全类的定义、空类的定义、两类之积的定义、一类的余类的定义。


*
 16．有没有这样一个多角形，它的所有边的集合与它的所有对角线的集合是等数的？


*
 17．只用逻辑范围中的语词，作出下列表达式的定义：

（a）K类是由两个元素构成的，

（b）K类是由三个元素构成的。


*
 18．考虑下列三个集合：

（a）所有大于0又小于4的自然数的集合，

（b）所有大于0又小于4的有理数的集合，

（c）所有大于0又小于4的无理数的集合，

哪些是有穷集合，哪些是无穷集合？试另外举出几个关于数的有穷集合与无穷集合的例子。

 

————————————————————


(1)
  在布尔的著作中，已经开始研究类的理论，或者，更准确一点说，已经开始研究到我们在下面称之为类的演算的那一部分（参看§6注①）。集合论，作为一个独立的数学学科，它的实际的创始者是伟大的德国数学家康脱（G．Cantor，1845—1918），特别是，关于权的等值、基数、无限和级等等这些概念的分析（我们在本章和以下各章要讨论到它们），应该归功于康脱。康脱的集合论，是正在迅速发展中的数学理论之一。集合论的概念与思想，已经渗透到几乎所有的数学分支中，而且已经到处产生出极有启发性的与创造性的影响。


(2)
  罗素所提出的逻辑类型这个概念，是与类的级这个概念密切相关的；甚至逻辑类型这个概念可以看作是类的级这个概念的普遍化。逻辑类型这个概念，不仅涉及类，而且也涉及到别的东西，例如，涉及到我们在下一章所要讨论的关系。逻辑类型这个理论，在罗素的《数学原理》一书中得到了系统的发展。（参看§6注①）


(3)
  法国数学家杰尔哥纳（J．D．Gergonne）是第一个人开始对这些关系作了全面彻底的研究。


(4)
  这个领域中的一些基本观念应该归功于弗莱格（参看§7注①）；弗莱格在他的重要的书：《算术基础》（Die Grundlagen der Arithmetik
 ，Breslau 1884）中，第一次发挥了这些思想。弗莱格的这些思想，又在罗素与怀特海的《数学原理》这本书中得到了系统的、彻底的实现。（参看§6注①）


(5)
  参看第（Ⅱ）章练习14的注①。


（V）关系的理论


 §27．关系，关系的前域与关系的后域；关系与有两个自由变项的语句函项

在前几章中，我们已经谈到事物间的一些关系。作为两个事物间的关系的例子，我们可以举出同一（相等）与相异（不相等）。有时，我们可以将公式：

x＝y

读成：

x与y有同一关系

或

x与y之间有同一关系，

并且我们说“＝”表示同一关系。同样，有时候我们把公式：

[image: ]


读成：

x对y有相异关系

或

x与y之间有相异关系，

并且我们说“[image: ]
 ”表示相异关系。此外，我们还谈到过类与类之间的某些关系，例如，包含关系，相交关系，不相交关系等等。现在，我们要来讨论一些属于一般的关系理论
 的概念。关系的理论，是逻辑中的一个专门的而且非常重要的部分；关系的理论研究带有完全任意性质的关系，并且确立关于这些关系的一般定律。
(1)



为了便于讨论，我们引入变项“R”，“S”；…以表示关系。我们可以将：

事物x与事物y有R关系

简写成：

xRy，

又可以将：

事物x与事物y没有R关系，

写成（应用语句演算中的否定符号，参看§13）：

～（xRy）。

任何一个与某一事物y有R关系的事物，叫作R关系的前趋
 （predecessor）；任何适合

xRy

中的y的事物，叫作R关系的后继
 （successor）。由所有R关系的前趋构成的类，叫作R的前域
 （domain），由所有R关系的后继构成的类，叫作R的后域
 （counter domain或converse domain）。例如，任何事物都既是同一这个关系的前趋，又是同一这个关系的后继。因而，同一关系的前趋与后继，都是全类。

在关系理论中，正如在类理论中，我们可以区分不同级的关系。第一级关系
 就是个体之间的关系。第二级关系
 就是第一级关系与第一级关系之间的关系，或第一级类与第一级类之间的关系；其余可以类推。在这里，情形是更为复杂的。因为，我们常常要研究到“混合的”关系，这种混合关系的前趋，例如说，是个体，而它的后继是类，或者，前趋是第一级类，而它的后继是第二级类。混合关系中的最重要的例子，就是那种存在于一个元素与这个元素所属的类之间的关系。我们还记得，这种关系在§21中，是用“∈”表示的。和在讨论类理论时一样，我们现在主要也只讨论第一级关系；然而，这里所讨论的概念可以应用于，并且在少数情形下将被应用于更高级的关系。

我们假定，对于每一个具有两个自由变项x与y的语句函项，相应地，有一种存在于事物x与y之间的关系，当且仅当x与y满足这个语句函项。就这一点而说，我们说：一个具有自由变项x与y的语句函项，表示一种x与y之间的关系。例如，下面这个语句函项：

x＋y＝0

表示具有正负相反符号的关系（having the opposite sign），或简单地说，正负相反的关系；数x与数y就有正负相反的关系（the elation of being opposite）当且仅当x＋y＝0。如果我们用符号“〇”表示这种关系，那么，公式：

x〇y

与

x＋y＝0

就是等值的。同样，任何只包含自由变项x与y的语句函项都可以变成一个具有

xRy

形式的等值的公式，其中R是一个指示某种关系的常项。因此，正如同公式

x∈K

可以看作是包含一个自由变项的语句函项的普遍形式一样，公式

xRy

可以看作是包含两个自由变项的语句函项的普遍形式（参看§22）。


 §28．关系的运算

关系理论是数理逻辑中高度发展的分支之一。关系理论的一个部分——关系运算
 与类的运算相似；它的主要对象是建立有关关系运算的定律，用这些运算定律，可以由一些给定的关系，构造出另一些关系来。

在关系运算中，我们首先要考虑到的是一组概念，这一组概念与类的运算中的概念完全类似；而关于这一组概念的定律也同类的演算中的定律十分相似。我们常常用类的运算中的符号去表示这组概念。（当然，为了避免混同起见，我们也可以在关系运算中采用另一组符号，例如，我们可以把类的运算中的每一个符号，都加上一个点，而将这些加了点的符号用作关系运算中的符号。）

因此，在关系运算中我们有两种特别的关系，即：全关系
 ∨与空关系
 ∧；全关系为任何两个事物之间所有，空关系不为任何两个事物所有。

其次，关系与关系之间有各种关系，例如，包含关系
 。如果，任何时候两个事物间有关系R，这两事物间就有关系S，那么，我们就说：关系R包含
 于关系S；换言之，对于任何x与y，如果公式：

xRy

蕴函

xSy，

那么，关系R就包含于关系S，用符号表示，就是：

[image: ]


例如，从算术中，我们知道：任何时候

x＜y，

那么，

[image: ]


因此，小于这个关系就包含于不等这个关系。

如果同时

[image: ]


也就是说，如果关系R与关系S存在于那些同一的事物之间，那么，R与S就是同一的，即

R＝S。

其次，还有两个关系
 R与S之和
 ，用符号表示，即：

R∪S。

和两个关系R与S之积
 或交
 ，用符号表示，即：

R∩S。

两个事物间有R∪S关系，当且仅当这两个事物间至少有关系R与S中之一，换言之，公式：

x（R∪S）y

与

xRy或xSy

是等值的。同样，两个关系之积也可以这样加以定义，只是把“或”这个词换成“而且”这个词。例如，如果R是父子关系，S是母子关系，那么，R∪S就是亲子关系，而R∩S却是一个空类。

最后，还有一个关系R的否定关系
 或余关系
 ，这用符号表示如下：

R′。

R′存在于两个事物之间，当且仅当一个关系R不存在于这两个事物之间。换言之，对于任何x与y，公式

xR′y

与公式

～（xRy）

是等值的。应当注意，如果一个关系是一个常项，那么，就常常在这个常项符号上划上一直横或一斜横去表示这个关系的余关系或否定。例如，关系＜的否定，常用“[image: ]
 ”去表示，而不用“＜′”去表示。

在关系运算中，也出现一些完全新的，和类的运算中的概念不相似的概念。

这里，首先有两个特别的关系，即个体间的同一关系
 与相异关系
 （这两者恰恰是我们在前面已附带地讲到过的）。在关系运算中，这两种关系就用特别的符号“｜”与“D”来表示（而不用逻辑中其他部分所用的“＝”与“[image: ]
 ”来表示）。这样，我们就将它们写成：

x|y与xDy，

而不写成：

[image: ]


符号“＝”与“[image: ]
 ”在关系运算中，只是用来表示关系与关系之间的同一与相异的。

这里，我们还有一个引人注意的而且重要的新运算，应用这个运算，我们能够从两个关系R与S得到第三个叫作R与S的相对积
 这样的关系（为了同相对积区别，通常的R与S的积，就叫作绝对积
 ）。R与S的相对积，用符号表示为：

R/S；

x与y之间有关系R／S，当且仅当有一个z使得

xRz而且zSy。

例如，令R为是丈夫关系，S为是女儿关系。如果有一个人z，而x是z的丈夫，z是y的女儿，那么，x与y之间有R／S关系，而R／S关系也就是女婿关系。此外，我们还有一种具有类似性质的运算，它叫作两个关系的相对和
 。这个运算并不起重大的作用，因此这里我们也就不给它下定义了。

最后，还有一种运算（它与作出R′的那种运算相类似），应用这种运算，我们能够从一个关系R得到一种叫作R的逆关系
 的新关系。这种关系用符号表示就是：
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[image: ]
 存在于x与y之间，当且仅当R存在于y与x之间。如果一个关系是用一个常项表示的，那么，要表示这个关系的逆关系，我们就常常把这个常项写成相反的方向。例如，关系＜的逆关系，就是关系>，因为，对于任何x与y，公式

x＜y

与公式

y>x

是等值的。

考虑到关系运算的颇为专门的性质，我们在这里就不再进一步详细讨论它了。


 §29．关系的一些性质

现在我们要转到关系理论的另一个部分，在这个部分中，我们要提出并且研究一些在其他科学中，特别是在数学中，常常碰见的特别的关系。

如果K类中的每一个元素都与它自己有关系R，我们就说，关系R在K类中
 是自反
 的；用符号表示，就是：

xRx；

如果K类中没有一个元素与它自己有关系R，即

～（xRx），

那么，我们就说：关系R在K类中
 是不自反
 的。如果对于K类中任何两个元素，公式

xRy

蕴函公式

yRx，

那么，我们就说：关系R在K类中
 是对称
 的。但是，如果公式

xRy

蕴函

～（yRx），

那么，我们就说：关系R在K类中
 是不对称
 的。如果对于K类中的任何三个元素x，y与z而说，条件

xRy而且yRz

永远蕴函

xRz，

那么，我们就说：关系R在K类中
 是传递
 的。最后，如果对于K类中任何两个元素x与y，下面两个公式

xRy，yRx

中至少有一个是真的，也就是说，如果关系R至少以一个方向存在于K类中任意两个不同元素之间，那么，我们就说：关系R在K类中
 是连通
 的。

如果K是一个全类（或者，至少，是我们所研究的那一门科学的论域，参看§23），为了简单起见，我们常常不说：某关系在K类中是自反的、对称的，等等，而只说：它是自反的、对称的，等等。


 §30．自反的，对称的与传递的关系

上面所说的那些关系的性质，常常联合在一起出现。例如，常常有一些关系，它们既是自反的，又是对称的，又是传递的。典型的例子，就是同一关系。§17的定律（II），就是表示同一关系是自反的，定律（III）表示同一关系是对称的，定律（IV）表示同一关系是传递的（这也说明何以我们给§17所讲的那些定律以这样的名称）。在几何中可以找到这类关系的许多其他例子。在一个线段的集合中，例如，全等是一个自反的关系，因为每一个线段都与它自己全等。全等又是对称的，因为，如果线段A与线段B是全等的，那么，线段B与线段A是全等的。同时，全等还是传递的，因为，如果线段A与线段B是全等的，而且线段B与线段C是全等的，那么，线段A与线段C是全等的。多角形间的相似，直线间的平行（假定任何直线都与它自己平行）都具有上面所说的三个性质。在几何范围之外，人与人间的年岁相同关系，字与字间的同义关系，也都具有上面所说的三个性质。

我们可以将每一个同时是自反的、对称的与传递的关系看作是某一种相等。因此，我们可以不说：两个事物间有那样一种关系，而说：这两个事物在某个方面是相等的，或者，更准确地说：这两个事物的某个性质是同一的。这样，我们可以把两个线段是全等的，或，两个人是同样年龄的，或者，两个字是同样意义的这些说法，分别换成：这两个线段在长度方面是相等的，这两个人的年龄是相同的，这两个字的意义是同一的。


*
 我们用一个例子来说明，怎样我们可以为上面那种表达方式建立一个逻辑的基础。为此，我们且考虑多角形间的相似关系。我们把由所有相似于一个给定的多角形P的多角形所构成的集合称为多角形P的外形（或者，用较为流行的术语说，我们将这个共同的性质称为多角形P的外形，这个共同性质是所有相似于多角形P的多角形所都具有而其他的多角形所都没有的）。这样，不同的外形就是多角形的某种不同的集合（或者说，是多角形的某种不同的性质，参看§22末尾的说明）。上面已经讲过，相似关系是自反的、对称的与传递的。根据这点，我们现在很容易说明：每一个多角形属于，并且仅仅属于一个这样的集合，两个相似的多角形属于同一个集合，两个不相似的多角形属于不同的集合。由此，我们就可以推出：公式

多角形P与Q是相似的

与公式

多角形P与Q有相同的外形（即是说，P与Q的外形是同一的）

是等值的。

读者将会注意到，在以前的讨论过程中，我们已经用了类乎这样的办法，即是在§26中，我们将表达式：

K类与L类是等数的

变为和它等值的表达式：

K类与L类有同一的基数。

我们不难说明，同样的办法可以应用于任何自反的、对称的与传递的关系。甚至还有一个叫作抽象原则
 （principle of abstraction）的逻辑定律，它给上面的办法提供一个普遍的理论基础，但是，这里我们不想对这个原则作精确的讨论。*


直到现在，还没有一个普遍接受的术语来表示所有那些既是自反的、又是对称的与传递的关系。有时候，我们一般地将这样的关系叫作相等
 或等值
 （equalities或equivalences）。但是，“相等”这个语词，有时是用来表示我们这里所说的这一类关系中的某些特殊的关系，因而，如果两个事物之间有这样的一种特殊的关系，那么我们就说，这两个事物是相等的。例如，在几何中，如我们在§19已经指出，全等的线段，常常叫作相等的线段。这里，我们再一次强调，最好根本避免用这样的说法；这样的说法会产生含混，并且它违反了我们将“相等”与“同一”看作同义字的这个规定。


 §31．序列关系；其他关系的例子

另一类常见的关系，就是那些在一个给定的类K中不对称的、传递的与连通的关系（可以很容易看到，这样的关系也必然是在K类中不自反的）。我们说：一个具有这些性质的关系，在
 K类中确立一个序列
 ；我们也说：关系
 R将
 K类排成一个序列
 。例如，小于这个关系（或，我们偶然也会说，少于
 这个关系），它在任何数的集合中都是不对称的，因为，如果x与y是任何两个数，又如果

x＜y，

那么，

[image: ]


小于这个关系是传递的，因为，公式

x＜y而且y＜z

蕴函

x＜z；

最后，小于这个关系是连通的，因为，在任何两个不同的数中，总有一个数小于另一个。（而且小于也是不自反的，因为，没有一个数小于它自己。）因此，小于这个关系将任何数的集合排成一个序列。同样，大于这个关系也表示了任何数的集合的另一种序列关系。

现在让我们来考虑老于这个关系。我们很容易证明：老于这个关系，在任何一个给定的人的集合中是不自反的、不对称的而且传递的。但是，它却不一定是连通的；因为，可以有这样的情形，在这一个集合中，包含两个恰恰是同一年岁的人，也就是说，他们是在同一个时刻出生的，并因此老于这个关系就不在任何方向下存在于他们之间。另一方面，如果我们所考虑的是这样一个集合，在这个集合中没有两个年岁完全相同的人，那么，老于这个关系便在那个集合中建立起一个序列。

还有许多关系，既不属于自反的、对称的与传递的关系这一个范畴，也不属于不对称的、传递的与连通的关系这一个范畴。让我们来考虑几个例子。

相异这个关系在任何集合中都是不自反的，因为没有一个事物不同于它自己；相异这个关系是对称的，因为，如果
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那么，
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相异关系不是传递的，因为公式：
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并不蕴函：　[image: ]


相异关系是连通的，这一点是很容易明白的。

根据同一定律与一条三段论定律（参看§24），我们知道，类与类间的包含关系是自反的与传递的；又我们知道，包含关系既不是对称的，也不是不对称的，因为，公式：
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既不蕴函，也不排除

[image: ]


（当且仅当K类与L类是同一的，那么，K[image: ]
 L与L[image: ]
 K才同时是真的；）最后，我们很容易知道，包含不是连通的。这样，包含这个关系的性质，同前面所讲过的那些关系的性质都不同。


 §32．一多关系或函项

现在我们要比较详细地讨论另一类特别重要的关系。如果对于每一个事物y，至多有一个事物x，使得xRy，换言之，如果公式

xRy而且zRy

蕴函

x＝z，

那么，关系R就叫作一多关系
 或者函项关系
 ，或者，简单地叫作一个函项
 。关系R的后继，就是这样的一些事物y，对于这些y确实有一些事物x，使得

xRy；

关系R的后继，叫作关系R的主目值
 ；关系R的前趋叫作关系R的函项值
 ，或者，简单地叫作函项
 R的值
 。令R是一个任意的函项，y是函项R的任何一个主目值，那么，那个相应于主目值y的唯一的函项值x，我们就用符号“R（y）”来表示。因而，我们用

x＝R（y）

去代换

xRy。

一般地，特别是在数学中，已经成为一个习惯，我们不用变项“R”，“S”，…而用别的字母如“f”，“g”…去表示函项关系，因此，我们常常可以看到这样的公式，如：

x＝f（y），x＝g（y），…；

公式：

x＝f（y）

可以读成：

函项f对于主目值y指定值x，

或者读成：

x是那个相应于主目值y的函项f的值。

（另外也有一种习惯，用变项“x”去指主目值，用“y”去指函项值。我们将不遵守这种习惯。我们还是用“x”去指函项值，用“y”去指主目值，因为这样可以便于与关系理论中所用的一般符号联系起来。）

在许多初等代数教科书中，我们发现，关于函项概念的定义与这里所用的定义很不同。在那些教科书中，函项关系被表述为是一种两个“变”量或“变”数间的关系，即，被表述为是“自变项”与“应变项”间的关系；自变项与应变项是互相依赖的：如果自变项变了，应变项也跟着变。这种定义今天已经不该再用了，因为它们经不起任何逻辑的批判。从前有过一个时期，有人企图分别“常”量与“变”量（参看§1），这种定义是这个时期遗留下来的东西。但是，如果一个人想既合乎近代科学的要求，又不完全打破传统，他可以保留旧术语，而在语词“主目值”与“函项值”之外，再用“自变项值”与“应变项值”这样的表达式。

函项关系的最简单的例子，就是通常的同一关系。作为日常生活中的一个函项的例子，我们可以举下列语句函项所表示的关系为例：

x是y的父亲。

这是一个函项关系，因为，对于任何人y，只有一个人x，这个人是y的父亲。为了表明出这个关系的函项性质，我们可以在上面的表述中加一个“那”字，即：

x是那y的父亲，

代替这个表达式，我们也可以说：

x是和那y的父亲同一的。

这一种，用加一个有定冠词“那”来改变原来那个表达式的方法，在日常语言中所起的作用，正和我们在符号表述中从公式

xRy

转换到

x＝R（y）

所起的作用是相同的。

函项这个概念，在数学科学中起着最重大的作用。高等数学中有些分支，是专门来研究某种函项关系的。但是，在初等数学，特别在代数与三角中，我们也发现大量的函项关系。下面这些公式所表示的关系，就是函项关系：

x＋y＝5

x＝y2


x＝log10
 y

x＝sin y，

其他还有许多。让我们比较仔细地研究一下上面的第二个公式。对于每一个数y，只有一个相应的数x，使得x＝y2
 。这样，这个公式就表示了一种函项关系。这个函项的主目值是一些任意数，然而这个函项的值，却是一些非负数。如果我们用符号“f”表示这个函项，公式：

x＝y2


就具有这样一个形式：

x＝f（y）。

显然地，这里的“x”与“y”可以用指示确定的数的符号来代换。例如，由于

4＝（－2）2
 ，

我们就可以断言：

4＝f（－2）。

这样，4就是相应于主目值－2的函项值。

另一方面，在初等数学中，我们也碰到许多不是函项的关系。例如，小于这个关系就不是一个函项，因为，对于每一个数y，有无穷多的数x，使得

x＜y。

又，公式

x2
 ＋y2
 ＝25

所表示的数x与数y间的关系，也不是一个函项关系，因为，对于同一个数y，可以有两个不同的数x满足这个公式；例如，对于数4，就有两个相应的数3与－3。应当注意：像上面这个关系那样，在有些由方程式所表示的数与数的关系中，一个y同两个或两个以上的x相应；这样的关系，在数学中有时候被称作二值函项或多值函项（以别于单值函项或普通意义下的函项）。然而我们觉得，将这种关系叫作函项，似乎是不妥当的，至少在初等数学中是不妥当的，因为，这样就会抹杀函项这个概念与关系这个更为普遍的概念之间的本质区别。

就数学在经验科学中的应用说，函项有特别的重要性。每当我们研究客观世界中两种量间的依赖关系时，我们就力求给这种依赖关系一个数学公式，这个数学公式使我们能够用一种量来精确地决定另一种量。这样一个公式就表示两种量之间的某些函项关系。让我们举物理学中一个有名的公式作为例子：

s＝16.1t2
 ；

这个公式表示自由下落的物体所经过的距离s对于它的下落时间t的依赖关系（距离以呎为单位，时间以秒为单位）。


*
 在结束我们关于函项关系的讨论时，我们要着重指出，这里所讲的函项这个概念是与§2中所讲的语句函项与指示函项有本质的不同的。严格地说，“语句函项”与“指示函项”这些语词，并不属于逻辑或数学的范围；这些语词表示某种表达式，这种表达式可以用来帮助构成逻辑与数学公式，但是，这些表达式本身并不表示这些逻辑与数学公式所研究的事物（参看§9）。但是，我们这里所讲的新的意义下的“函项”，却是一个纯粹的逻辑性质的表达式，它表示逻辑与数学所研究的某一类型的事物。无疑，在这些概念之间是有联系的；这种联系大体上可以这样来表述：如果用符号“＝”把变项“x”和一个只包含变项“y”的指示函项（例如，“y2
 ＋2y＋3”）联结起来，那么，所得出的公式（它是一个语句函项）：

x＝y2
 ＋2y＋3

就表示一个函项关系；或者说，存在在那些，并且仅仅在那些满足于这个语句函项的数x与y之间的关系是一种这里所说的新的意义下的函项。这就是这些概念常常混淆的理由之一。*


 §33．一一关系或一一函项与一一对应

在函项关系中，应当特别注意所谓一一关系
 或一一函项
 。一一关系或一一函项是这样的函项关系，在这种关系中，不仅对于每一个主目值y，只有一个相应的函项值x，而且对于每一个函项值x，也只有一个相应的主目值y。也可以这样来定义：包含变项x与y的一一关系或一一函项，就是这样的关系，不但在这些关系本身中x对y是一多关系，而且在它们的逆关系中（参看§28），y对x也有一多关系。

如果f是一个一一函项，K是由主目值构成的一个任意类，而L是由和K的元素相应的函项值所构成的类，那么，我们就说：函项f以一一对应的方式把K类映射在L类上
 ，或者说：函项f建立了K的元素与L的元素之间的一一对应
 。

让我们研究几个例子。假定有一条从O点引出的半线，线上划出一线段作为长度的单位。又，令Y是在半线上的任何点。于是，我们就可以度量线段OY，也就是说，我们可以给OY一个相应的非负数x，x叫作线段OY的长度。因为这个数x完全依赖于点Y所在的地位，我们可以用符号“f（Y）”去表示它。因而，我们就得出：

x＝f（Y）。

但是，反过来，对于任何一个非负数x，我们也可以在半线上划出一条唯一的确定的线段OY使得它的长度等于x。换言之，对于每一个x，恰恰只有一个点Y与之对应，使得

x＝f（Y）。

因此，函项f是一一函项。它在半线上的点与非负数之间建立了一个一一对应的关系（也可以在整个线的点与所有实数之间建立一个一一对应）。另外一个例是下面这个公式所表示的关系：

x＝－y。

这是一个一一函项，因为，对于任何数x，只有一个数y满足这个公式；很容易看出，这个函项在由所有正数构成的集合与由所有负数构成的集合之间建立了一个一一对应。作为最后一个例，我们举出下面这个公式所表示的关系：

x＝2y，

假定符号“y”在这里只表示自然数。这又是一个一一函项；这个函项使得对于任何自然数y，有一个偶数2y与之对应；同时，对于每一个自然数的偶数x，恰恰有一个数y与之对应，使得2y＝x，即是，y＝[image: ]
 x。这样，这个函项在任意自然数与偶数的自然数之间建立了一个一一对应的关系。——从几何范围内，我们可以举出许许多多的一一函项的例子（对称、共线的映射等等）。


*
 由于我们有了一一对应这样一个概念，现在，我们就能够给我们在前面曾经直觉地但并不是严格地表述过的那个语词下一个精确的定义。它就是等数类这个概念（参看§26）。现在，我们可以说：如果有一个函项，它在K类的元素与L类的元素之间建立了一个一一对应的关系，那么，K类与L类就是等数的，或者说，K类与L类有相同的基数。根据这个定义，结合前面所举的例子，我们就可得出：一个任意半线上的所有点的集合与所有非负数的集合是等数的；同样，正数的集合与负数的集合是等数的，所有自然数的集合与所有偶数的自然数的集合是等数的。最后的那个例子，是特别有意义的，因为这个例子表示了一个类可以同它的真正子类是等数的。对于许多读者，这个事实初看起来似乎是很悖谬的，因为，平常我们总是用两个有穷类来互相比较它们的元素的数目，而一个有穷类的确总是比它的任何部分具有较大的基数。但是，如果我们想到：自然数的集合是无穷集合，而我们不能把完全是从观察有穷集合所得出的性质，加之于无穷集合，那么，这个悖谬的情况就不存在了。值得提出的是：自然数的集合同它的一个部分等数这样一个性质，是任何无穷集合所共有的。这个性质，因此，可以作为无穷集合的特点，我们可以根据这个特点而分别无穷集合与有穷集合；一个有穷集合可以简单地定义为是一个类，这个类同它的任何真正子类不是等数的。（虽然，这个定义会推出一些逻辑上的困难，我们在这里不加讨论。）
(2)

 *



 §34．多项关系；包含几个变项的函项与运算

直到现在，我们只是讨论了两项关系
 ，即是，只讨论了在两个事物间的关系。然而，我们在各门科学中常常会碰到三项
 与多项关系
 。例如，在几何中，“在…之间”这个关系，就是一个典型的三项关系。“在…之间”这个关系存在于一条线上的三个点之间，用符号表示就是：

A|B|C，

它可以读为：

B点是在A点与C点之间。

算术也提供了许多三项关系的例子；在三个数x、y与z之间的关系，如

x＝y＋z

就是一个三项关系。同样，公式：

x＝y－z

x＝y·z

x＝y∶z

都是三项关系。

下面这个关系，就是一个四项关系的例子，即：A，B，C，D之间的关系是一个四项关系当且仅当AB的距离等于CD的距离，也就是说，如果线段AB与线段CD全等。另外一个四项关系的例子，就是数x、y、z、t有这样一个比例关系：

x∶y＝z∶t。

在多项关系中，具有特别重要性的是那些相当于二项函项关系的多项函项关系。为了简单起见，我们只限于讨论这类多项关系中的三项关系。如果对于任何两个事物y与z，至多只有一个相应的x，使得x对y与z有R关系，那么，R关系就叫作一个三项函项关系
 。这个唯一地确定的事物，假如它存在的话，我们或者用符号

R（y，z）

或者用符号

yRz

去表示它（yRz在这里的意义和它在二项关系里的意义不同）。这样，要表示x对y与z有函项关系R，我们有下面两个公式可以应用：

x＝R（y，z）与x＝yRz。

相应于上面这两个公式，我们有两种说明的方法。当我们用公式

x＝R（y，z）

时，我们就将R叫作函项
 。为了分别二项函项关系与三项函项关系，我们将前者叫作有一个变项的函项或有一个主目的函项
 ，而将后者叫作有两个变项的函项或有两个主目的函项
 。同样的，四项的函项关系，就叫作有三个变项的函项或有三个主目的函项
 ，其余类推。在表示包含任何数目的主目的函项时，我们习惯用变项“f”，“g”，…；公式：

x＝f（y，z）

赞成

x是那个相应于主目值y与z的函项f的值。

当我们用公式：

x＝yRz

时，关系R常常被看作一个运算
 ，或者，更明确一点，看作一个二元运算
 ，上面的公式，就读成：

x是施运算R于y与z的结果；

在这个句子里，在“R”这个字母的位置上，我们倾向于用别的字母，特别是用字母“O”。算术的四个基本运算：加法、减法、乘法与除法，可以作为例子；同样，如像类与关系的加法与乘法这样一些逻辑运算，也可以作为例子（参看§25与§28）。有两个变项的函项这个概念，与二元运算这个概念，内容上显然是完全相同的。也许应当说一下，有一个变项的函项，有时也叫作运算，详细点说，叫作一元运算
 。例如，在类的运算中，一个类的余，通常不看作是一个函项，而看作是一个运算。

虽然多项关系在各门科学中起着重要的作用，但是，多项关系的普遍理论，还是在刚开始研究的阶段。当我们说到一个关系或关系的理论时，通常我们在心里所指的，只是二项关系。直到现在，我们只对三项关系中的一个特殊的范畴，即二项运算的范畴进行过比较详细的研究。这种运算的典型例子，就是算术的加法。对于这方面的研究是由一门特别的数学理论——群论——所担负的。在本书的第二部分，我们将要讲到群论中的一些概念，这样，也就要讲到二元运算的某些一般性质。


 §35．逻辑对其他科学的重要性

上面我们讨论了现代逻辑的一些最重要的概念，并且，在讨论中，熟悉了一些（当然只是很少一些）有关这些概念的定律。但是本书的目的并不是要把我们在科学论证中所应用的一切逻辑概念和定律都无遗地列举出来。就其他科学，甚至就和逻辑关系最密切的数学科学的研究和提高说，这也是不必要的。逻辑被正当地认为是一切其他科学的基础，我们只要举出一个理由：在每一个论证中我们都应用取自逻辑范围的概念，每一个正确的推论都要遵循逻辑的定律来进行。但这并不等于说，要能正确思想就必须完全精通逻辑；即使职业数学家，他们一般不会犯推论的错误，常常也并不是对逻辑熟悉到这样的地步，以致能意识到他们所不自觉地应用的一切逻辑定律。虽然这样，但是，逻辑知识对于每一个希望正确地思想和推理的人无疑具有很大的实际重要性，因为它能够提高我们这方面的先天和习得的能力，并且在特别繁复细致的问题中，防止我们犯逻辑的错误。至于专门就数学定理的构造来说，那么，从理论观点来看，逻辑更起着非常重要的作用；关于这个问题我们在下一章讨论。


 练　习

1．从算术、几何、物理和日常生活中，举出一些关系的例子。

2．考虑“是父亲”这个关系，即是，考虑下面语句函项所表示的关系：

x是y的父亲。

是否所有人都属于这个关系的前域？是否所有人都属于这个关系的后域？

3．考虑人与人间的七种关系，即是，是父亲、是母亲、是孩子、是兄弟、是姐妹、是丈夫、是妻子。我们用符号“F”、“M”、“C”、“B”、“S”、“H”、“W”分别表示这七种关系。将§28中所定义的各种运算用到上面这些关系上去，我们就得出一些新的关系，这些新的关系在日常语言中常常有一个简单的名称；例如，“H／C”就表示是女婿这个关系。找出下列关系在日常语言中的简单名称：
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用符号“F”，“M”，…等等，并加上关系演算的符号来表示：是父母，是兄弟姐妹，是孙子，是媳妇，是岳母这些关系。

说明下面公式的意义，并指出哪些公式是真的：
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4．考虑下面两个关系演算的公式：
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试用一个例子来表示，第一个公式并不总是真的。并试证明：任意两个关系R与S都满足第二个公式。

提示：考虑一下，说关系[image: ]
 （即关系R／S的逆关系）或关系[image: ]
 存在于两个事物x与y间，这是什么意思。

5．试用符号表述§28中所讨论的一切关系演算的语词的定义。

提示：例如，两个关系之和的定义，就是下面这样的形式：
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6．§29中所讨论的那些关系的性质中，有哪些是下列诸关系所具有的：

（a）自然数集合中的相异关系；

（b）自然数集合中的互素关系（如果两个自然数的最大公因子是1，那么，这两个自然数就叫作互素）；

（c）多角形的集合中的全等关系；

（d）线段集合中的长于关系；

（e）一个平面上的直线的集合中的垂直关系；

（f）几何图形的集合中的相交关系；

（g）物理事件的类中的同时关系；

（h）物理事件的类中的时间在先关系；

（I）人类中的亲戚关系；

（j）人类中的父子关系。

7．每一个关系，在一个给定的类中，或者是自反的或者是不自反的；或者是对称的或者是不对称的；这句话对吗？举例说明。

8．如果，对于K类中的任何三个元素，x、y、z公式

xRy而且yRz

蕴函：

～（xRz），

那么，我们就说：关系R在K类中是不传递的
 。

在上面习题3与习题6所列举的关系中，哪些是不传递的？试另外再举几个不传递关系的例子。是否任何一个关系或者是传递的或者是不传递的？

*9．说明如何将表达式：

线a与线b是平行的，

变换为下面这个等值的表达式：

线a的方向与线b的方向是同一的。

并说明，在这里如何定义“一条线的方向”。

又，说明如何将表达式：

线段AB与线段CD是全等的

变换为下面这个等值的表达式：

线段AB的长与线段CD的长是相等的。

并说明这里如何定义“一个线段的长”。

指出这里需要应用那一条逻辑定律？

提示：参照§30所谈相似这个概念。

10．让我们将两个符号或由几个符号所构成的两个表达式叫作同形的
 （equiform），如果它们之间、就外形说，没有什么不同，他们的可能的不同只是空间、地位的不同（即是说，印在纸上的地位不同）；否则，就叫作不同形的
 。例如，在公式：

x＝x

中，等号两边的变项是同形的。相反，在下面公式：

x＝y

中，等号两边的变项是不同形的。

现在要问，下面公式：

x＋y＝y＋x

是由多少符号构成的？这些符号可以分成多少群，使得两个同形的符号属于同一的群，而两个不同形的符号属于两个不同的群？

在§29所讨论的那些性质中，哪些属于同形关系，哪些属于不同形关系？


*
 11在上题答案的基础上，说明为什么可以说：两个同形的符号，就外形
 说，是相等的，或者，它们有相同的外形？说明如何定义“一个给定的符号的外形”。

将两个同形的符号简单地叫作相等，或者将它们看成好像是同一个符号，这是非常通行的用法。例如，我们常说，在下面这样一个表达式。

x＋x

中，同一个符号在符号“＋”的两边出现。应当如何表示才更加准确？


*
 12．在11题中所指出的不准确的说法，在本书中也用过好几次。指出本书§4（第8—12页）与§17（第57—60页）中这种不准确的说法，并说明如何将它们改成准确的说法。

下面是这种不准确说法的另一个例子：当我们说包含一个自由变项的语句函项时，我们是指这样的函项，在这样的函项中，所有的自由变项都是同形的。如何将表达式：

包含两个自由变项的语句函项

用更准确的办法表示出来？

13．在平面上给定一点，在这个平面上，有许多的圆以这个定点作为它们共同的圆心，这许多圆便构成一个集合。试说明这个集合是用“是部分”这个关系序列起来的。如果这许多圆不在同一个平面上，或者，如果它们不是同心圆，试问能否用“是部分”这个关系把这个集合序列起来？

14．在英文的字与字之间有一种关系，叫作（词典序列的）在前关系
 。我们用例子来说明这个语词的意义．“and
 ”这个字在“can
 ”这个字之前，因为前者的第一个字母是“a
 ”，后者的第一个字母是“c
 ”，而在英文的字母序列里，“a
 ”在“c
 ”之前。“air
 ”这个字是在“ale
 ”这个字之前，因为它们的第一个字母是相同的（或者说，是同形的——参看前面习题10），但是，第一个字的第二个字母是“i
 ”，第二个字的第二个字母是“l
 ”，而在英文的字母序列里，“i”在“l
 ”之前。同样，“each
 ”这个字在“eat
 ”这个字之前，“timber
 ”这个字在“time
 ”这个字之前。最后，“war
 ”这个字是在“warfare
 ”这个字之前，因为，虽然这两个字的前三个字母都相同，但是，第一个字只有三个字母，而第二个字却有不止三个字母。同样，“mean
 ”这个字在“meander
 ”这个字之前。

将下面这些字写成一行，使得运行中的每一个字与它右边的宇都有在前关系：


care，arm，salt，art，car，sale，trouble，army，ask。


试对字与字之间的在前关系作出一个普遍的定义。试说明这个关系在由所有的英文字所构成的集合中建立了一个序列。指出这个关系的一些实际应用，并说明为什么这样就建立了一个词典的序列。

15．考虑一个关系R与它的否定关系R′，说明下列关于关系理论的命题是真的：

（a）如果关系R在K类中是自反的，那么，关系R′在K类中就是不自反的；

（b）如果关系R在K类中是对称的，那么，关系R′在K类中就也是对称的；

*（c）如果关系R在K类中是不对称的，那么，关系R′在K类中就是自反的与连通的；

*（d）如果关系R在K类中是传递的与连通的，那么，关系R′在K类中就是传递的。

上面这些命题的逆定理是否也能成立？

16．说明关系R如果有§29所讲的那些性质之一，那么，它的逆关系R也有这个性质。


*
 17．§29中所提出的那些关系的性质，可以很容易地用关系演算来加以表示，如果这些关系所涉及的类K是全类的话。例如，公式：
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就分别地表示关系R是传递的与连通的。说明其理由；回忆一下§28关于“D”这个符号的意义。试同样用关系运算来表示关系R是对称的、不对称的或不传递的（参看前面习题8）。下面这个公式：
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是表示本章所讲的关系的性质中的哪一种性质？

18．下面公式所表示的那些关系是函项：

（a）2x＋3y＝12，

（b）x2
 ＝y2
 ，

（c）x＋2>y－3，

（d）x＋y＝y2
 ，

（e）x是y的母亲，

（f）x是y的女儿。

前面习题3中所提到的关系中哪些关系是函项？

19．考虑下面公式：

x＝y2
 ＋1

所表示的函项。它的所有主目值所构成的集合是什么？它的所有函项值所构成的集合是什么？


*
 20．在上面习题18中哪些函项是一一函项？再举出几个一一函项的例子。


*
 21．考虑下面这个函项：

x＝3y＋1。

说明这个函项是一一函项，说明这个函项建立了区间［0，1］与区间［1，4］的一一对应［参看（IV）章习题6］。从这一点，我们可以得出哪些有关这两个区间中的基数的结论？

*22．考虑下面的函项：

x＝2y
 。

利用这个函项并根据上面的习题，来说明由所有的数所构成的集合与由所有正数所构成的集合是等数的。

*23．说明由所有自然数所构成的集合与由所有奇数所构成的集合是等数的。

24．从算术与几何中举出几个多项关系的例子。

25．在下面公式所表示的三项关系中，哪些是函项：

（a）x＋y＋z＝0，

（b）x·y＞2z，

（c）x2
 ＝y2
 ＋z2
 ，

（d）x＋2＝y2
 ＋z2
 ？

26．试举出几个物理定律的名称，这些物理定律断定了两个、三个与四个量之间的函项关系。

 

————————————————————


(1)
  摩根与皮尔斯（参看§5注①和第（II）章练习14注①）首先发展了关系理论，特别是发展了关系理论中叫作关系演算的这一部分（参看§28）。德国逻辑家习玉德系统地扩充和完成了这种理论。习玉德的《关系的代数与逻辑》（Algebra und Logik der Relative
 ，Leipzig 1895）这本书［这是他的更大的著作：《关于逻辑的代数学》（Vorlesungen über die Algebra der Logik
 ）一书中的第三卷］至今还是一本仅有的详细讨论关系演算的书。


(2)
  第一个引起人们注意我们这里所讨论的无穷集合的性质的，是德国哲学家与数学家波察诺（B．Bolzano，1781—1848）。在他的书《无穷的悖论》（莱比锡，1851）里，我们已经看到近代集合论的萌芽。后来皮尔斯（参看§5注①）与一些别人用上面所说的那个性质去定义有穷集合与无穷集合。


（Ⅵ）论演绎方法


 §36．一个演绎的理论的基本组成部分——基本词项与被定义的词项，公理及定理

我们现在要对构造逻辑和数学时所用到的基本原则试加说明。对于这些原则加以详细的分析和评价是一门专门学科，即演绎科学方法论或数学方法论
 的任务。对于一个要研究或发展某一门科学的人来说，自觉地了解一门科学的方法，是十分重要的。并且我们会发现，就数学而言，关于方法的知识是特别重要的。因为缺乏这种知识，就不可能了解数学的性质。

我们以下要讨论的原则为逻辑和数学方面的知识保证了最高度的明晰性和确定性。由这个观点来看，如果一种方法使我们能够解释在一门科学中出现的每一个表达式的意义和证实它的每一个断定，这种方法将是理想的。很容易看出来，这种理想是永远不能实现的。事实上当我们试图解释一个表达式的意义时，我们必须用到其他表达式；而为了要解释这些表达式而不陷入恶性循环，我们又必须利用其他的表达式，如此等等。这样我们就是开始了一个永远不能结束的过程，这个过程可以称之为无穷倒退
 的过程。在证实一门科学的断定了的命题方面，有着类似的情形。因为为了要建立一个命题的正确性，必须引用别的命题，而（为了不出现恶性循环）这又引到了无穷倒退。

在不可达到的理想与可实现的可能性之间进行折衷的结果，出现了有关数学构造的一些原则，这些原则可以陈述如下：

当我们着手构造一门给定的学科时，我们首先把这门学科中对我们说来，立即可以理解的一小组表达式分出来；这一组表达式，我们称之为基本词项
 或不定义的词项
 。我们使用它们而不去解释它们的意义。同时，我们采用下列的原则：对于这一门学科中任何其他的表达式，仅当我们利用基本词项和这门学科中其他已经解释过的表达式确定它的意义之后，我们才使用它。用这种方式确定一个词项的意义的语句称作一个定义
 ，通过这种方式，意义被确定的表达式称作被定义的词项
 。

对于这门学科的断定了的命题，我们可以用类似的方式进行。那些看起来显然成立的命题被挑选出来，作为基本命题
 或公理
 （有时也称作公设
 ，但我们将不以这种专门意义来用这种名词）；我们认为它们是真的，而不去建立它们的正确性。另一方面，对于任何其他的命题，当且仅当我们能够建立它们的正确性，而且在这样做的时候，只用到了公理、定义和这门学科中其他的正确性已经建立的命题时，我们才认为它们是真的。如所周知，这样建立起来的命题称作被证明的命题
 或定理
 ，建立它们的过程称作一个证明
 。更一般地说，如果在逻辑或数学中，我们以其他命题为基础，建立一个命题，我们将这个过程称作一个推导
 或演绎
 。这样建立起来的命题称作从其他命题推导出来的，或演绎出来的，或者称作它们的推出的结论
 。

现代数理逻辑就是按照上述原则构造起来的学科之一。不幸的是在本书的狭小范围中，不可能对于这一重要事实给以应有的地位。如果任何其他的学科是按照这些原则构造起来的，它就已经是以逻辑为基础的，可以说，已经以逻辑为前提了。这就是说，逻辑的表达式和定律是和要建立的这门学科的基本词项和公理具有同样的地位。例如逻辑语词被用在公理、定理和定义之中，而不先解释它们的意义；逻辑定律被用在证明之中，而不先去确立它们的正确性。有时在构造一个学科时，不仅使用了逻辑，而且在同样的意义之下，还要使用一些已经构造出来的数学学科，这样是比较方便的。为了简便，可以将这些学科和逻辑称作在给定学科前的学科
 。逻辑本身则不以任何学科为前提，在构造算术作为一门特殊的数学学科时，逻辑是唯一在前的学科。另一方面，就几何而言，最好不仅以逻辑为前提，而且应以算术为前提（虽然这不是不可避免的）。

根据上面所说的，必须对于前面所陈述的原则的陈述方式作某些修改。在着手构造一个学科以前，必须先列举出来在这一学科之前的那些学科，给表达式下定义和给命题作证明的工作仅限于现在要构造的学科的特有的表达式和命题，也就是说，限于那些不属于在前的学科的。

严格按照前面所说的原则构造一个学科的方法称作演绎方法
 ，以这种方式构造出来的学科称作演绎的理论
 
(1)

 。一种愈来愈普遍的看法是数学学科与其他科学的唯一本质的区别就是演绎法。不仅每一数学学科是一种演绎的理论，而且每一种演绎的理论是一门数学（按照这种看法，演绎逻辑也是一门数学）。我们在这里将不讨论支持这种看法的理由，而只是指出，为这种看法提出有力的论据是可能的。


 §37．一种演绎的理论的模型和解释

由于系统地应用前一节中所陈述的结果，演绎的理论获得了一些有兴趣而且重要的特性。这些我们预备加以描述。因为我们将要讨论的问题是相当复杂而且抽象的，我们将用一个具体的例子加以说明。

假定我们对于有关线段的全等的一般事实有兴趣，并且准备把几何这一部分建立为一个特殊的演绎理论。我们规定变项“x”，“y”，“z”，…代表线段。我们选择“S”与“≅”等符号作为基本词项。前者是“所有线段的集合”的缩写；后者代表全等关系，所以公式
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读作

线段x与y是全等的。

此外，我们只采用两条公理

公理I．对于集合S的任一元素x而言，x≅x（换言之，每一线段与其自身全等）。

公理II．对于集合S的任意的元素x，y与z而言，如果x≅z并且y≅z，那么x≅y（换言之，与同一线段全等的两个线段，彼此全等）。

各种关于线段全等的定理可以从这些公理推出来，例如

定理I．对于集合S的任意的元素y与z而言，如果y≅z，那么z≅y。

定理II．对于集合S的任意的元素x，y与z而言，如果x≅y并且y≅z，那么x≅z。

这两条定理的证明是很容易的。我们先说明第一条的证明。

在公理II中以“z”代“x”我们得到：

对于集合S的任意的元素y与z而言，如果z≅z并且y≅z，那么z≅y。

在这个语句的题设中我们有公式
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而根据公理I，这个公式无疑是正确的，于是可以省去。这样我们就得到了所要证的定理。

关于这些简单的考虑，我们要说下面的一些话。

我们的微型的演绎理论是建立在一个适当选择的基本词项与公理的系统之上的。我们关于基本词项所代表的事物，即线段与其全等关系的知识是很丰富的，选用的公理并没有穷尽了这些知识。但这种知识可以说只是我们个人的东西，对于我们的理论的构造没有丝毫影响。特别是在由公理推出定理时，我们根本不利用这项知识，就好像我们并不了解我们所考虑的概念的内容，并且对于公理里没有明白陈述出来的东西，好像并不知道。像通常所说的，我们忽略了我们所采用的基本词项的意义，而只注意这些词项在其中出现的公理的形式。

这里蕴函着一个非常重要而有兴趣的结论。让我们把我们的理论中的所有公理和定理中的基本词项代之以适当的变项，例如以代表类的变项“K”代替符号“S”，以代表关系的变项“R”代替符号“≅”（为了使问题简单化，我们这里忽略那些包含有被定义项的定理）。我们的理论中的命题于是就不再是语句，而变成了语句函项，这种函项包含着两个自由变项“K”与“R”，并且一般表达了下列的事实，即关系R在类K中有着这种或那种性质（或者更确切地说，在K与R中存在着这种或那种的关系；参看§27）。例如，很容易看出来，公理I与定理I及定理II现在是说关系R在K之中是自反的、对称的和传递的。公理II则是表示一种没有特别名字的性质，我们将称这种性质为P；就是下列的性质：

对于类K中的任意的元素x，y与z而言，如果xRz并且yRz，那么xRy。

因为在我们的理论的证明中，我们并没有利用线段类与全等关系的性质，而只利用了公理中明显地陈述出来的性质，每一个证明都可以推广，因为它可以应用于任何具有这些性质的类K和关系R。由于将证明推广的结果，对于我们的理论的任一定理，可从逻辑的领域中，也就是从关系理论的领域中，找到一条一般的定律与之相应，并且说明了，在K中的任一自反的和具有性质P的关系R，也具有P定理中所表达的性质。例如下列两条关系理论的定律相当于定理I和定理II：

I′．每一种在类K中自反的和具有性质P的关系R在K中是对称的。

II′．每一种在类K中是自反的和具有性质P的关系R在K中是传递的。

如果一种关系R在类K中是自反的并且具有性质P，我们说K与R形成我们的理论的公理系统
 的一个模型
 或一种实现
 ，或者简单地说，它们满足这些公理。例如线段和全等关系，也就是基本词项所代表的东西，构成这个公理系统的一个模型；自然，这个模型也满足由公理推出来的所有定理（为了精确，我们应该说，一个模型不是满足一种理论的命题，而是满足那些用变数代基本词项后所得到的语句函项）。但是这一特殊的模型在这个理论的构造中并没有什么特殊的地位。相反的，根据像I′与II′那样的一般性的逻辑定律，我们得到下列的结论，即这一公理系统的任一模型满足所有由这些公理推出的定理。由于这一事实，我们的理论的公理系统的一个模型也称作这一理论本身的模型
 。

甚至于在逻辑与数学的范围中，我们能够为我们的公理系统找到许多不同的模型。为了得到一个这样的模型，我们在任一其他的演绎理论中选定两个常项，比如说“K”与“R”（前者代表一个类，后者代表一个关系），然后我们将这一系统中的每一个“S”代之以“K”，每一个“≅”代之以“R”，最后我们说明这样得出来的语句是新理论的定理（或者是公理）。假如我们这样做成了，我们说，我们在另一演绎理论中
 ，为这一公理系统
 （同时也是为整个演绎
 理论）找到了解释
 。如果不仅在我们的理论的所有的公理中，而且在所有的定理中，将“S”与“≅”代之以“K”与“R”，我们可以事先确信，这样得到的语句将是新的演绎理论中的真语句。

关于我们的微型理论的解释，我们在这里将给出两个具体的例子。在公理I与公理II中，“S”代之以全类“∨”，“≅”代之以相等符号“＝”，立即可以看出，这些公理变成了逻辑定律（事实上就是§17中的定律II与V而稍有改变）。所以全类与相等关系构成这个公理系统的一个模型，而我们的理论在逻辑中找到了一个解释。这样，如果我们使定理I与II中的符号“S”和“≅”代之以“∨”与“＝”，我们一定得到了真的语句（事实上，我们对它们也是熟悉的——参看§17的定律III与IV）。

其次让我们来考虑整个数的集合，或者数的其他集合，用“N”来代表它。两个数x与y称作相等的，写作

x≡y

如果它们的差x－y是一个整数；例如我们有
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而下列的相等式则不成立
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如果将两个公理中的基本词项都换成“N”或“≡”，我们很容易证明，得到的语句是算术的两条定理。这样，我们的理论在算术中得到解释，因为数的集合N与相等关系构成这一公理系统的一个模型。并且不需要任何的特殊的推理，我们相信，如果定理I与II和公理一样经过同样的变换，将成为真的算术命题。

上面所描述的一般事实在方法论的研究方面有许多有兴趣的应用。我们这里只举一个例子来加以说明。我们将要说明，如何在这些事实的基础之上证明某些语句是不能从我们的公理系统中推出的。

让我们来考虑下面的语句A（只用逻辑词项和我们的理论的基本词项来构成的）：

A．集合S中存在着两个元素x与y，而x≅y不成立（换言之，存在着两个不全等的线段）。

这个语句看起来毫无疑问是真的，但是，在公理I与公理II的基础上进行证明，得不出结果。这样就引起一个猜测，即语句A不能从我们的公理中推出。为了证实这个猜测，我们作下面的论证，如果语句A可以在我们的公理系统的基础上加以证明，则我们知道，这个系统的每一个模型都满足这个语句，所以，如果我们能够指出这一公理系统的某一个模型是不满足A的，我们就是证明了这一语句不能由公理I和公理II推出。现在要找到这样一个模型是毫不困难的。例如让我们考虑所有整数构成的集合I（或者任何其他的整数集合，例如只包含0与1的集合）以及上面已经说过的相等关系≡。由前面所说的我们已经知道集合I与关系≡构成我们的公理系统的一个模型，而这一模型不能满足语句A；因为不相等的两个整数x与y，也就是说它们的差不是一个整数的x与y是不存在的。另一个满足这个目的的模型是一个任意的个体类，和任意两个个体中间的普遍关系∨。

上面所用的推理方法称作展示模型或凭借解释的证明方法。

这里所讨论的事实和观念不作很大的改变就可以应用到其他演绎理论上去。在下一节中，我们将以较一般的方式来描述它们。


 §38．演绎法定律；演绎科学的形式的特性


*
 我们考虑建立在一个基本词项和公理的系统之上的任意的演绎理论。为了使我们的问题简单化，我们设这一理论只假定逻辑，就是说，逻辑是在这一给定的理论之前的唯一理论（参看§36）。设想在我们的理论的所有命题中，基本词项都代之以适当的变项（像在§37中一样，为了简单，我们不考虑包含被定义项的定理）。这种理论的命题变成了语句函项，其中包含着那些代替基本词项的符号作为自由变项，而且只包含逻辑常项。当给定了某些东西的时候，我们可以确定它们是否满足我们的理论的所有公理，或者更精确地说，是否满足由那些公理所得到的语句函项（也就是说，当我们用这些事物的名字来代替自由变项时，这些语句函项是否成为真的语句，参看§2）。如果是这样，我们说这些被研究的事物构成我们的演绎理论的公理系统的一种模型或实现
 ，有时候我们也说它们构成了这个演绎理论本身的一种模型。以类似的方式，我们可以确定，这些给定的事物是否不仅满足这一公理系统，而且满足我们的理论的其他命题系统，于是可以确定它们是否构成这一系统的一种模型（并不排除这一系统只包含一个命题的情形）。

例如，给定的理论的基本词项所代表的那些事物构成这一公理系统的一种模型，因为我们假定所有公理都是真的语句；这种模型自然满足我们的理论的所有定理。但是就我们的理论的结构而言，这一模型在所有模型之中并不占有特殊地位。当我们由公理推出一些定理来的时候，我们并不考虑这一模型的特殊性质，我们只利用那些在公理中明显陈述的性质，因而也就是属于这一公理系统的每个模型的性质。所以我们的理论的某一定理的每一证明都可以推广到公理系统的每一模型，因而可以变成一个更一般的论证，它不再是属于我们的理论的，而是属于逻辑的；而且由于这一推广，我们得到了一个一般性的逻辑命题（像前一节中定律I′与II′一样），它确定了这一事实，即有关的定理是我们的公理系统的每一个模型都满足的。最后得到的结论可以陈述如下：

一个给定的演绎理论的公理系统的任一模型满足这个理论的每一定理；并且对应于每一定理存在着一个一般性的命题，它在逻辑中可以陈述和证明，并且它确立了下列事实，即任一模型都满足有关定理。

我们这里有着一条属于演绎科学方法论范围的一般定律，当我们用更精确的方式加以陈述时，这条定律被称作演绎法定律
 （或演绎定理
 ）
(2)

 。

这一定律的重大的实际意义乃在于这一事实，即我们时常可以不离开演绎科学的范围，而找出某一特殊理论的公理系统的各种模型。为了要得到这样一个模型，只要从其他某一演绎理论（这一理论可以是逻辑或假定逻辑的一种理论）中选出某几个常项使它们在公理中代替基本词项，并说明这样得到的语句是那一理论中确立的命题。在这种情形下，我们说我们在另一理论中
 找到了原来的理论的公理系统的一个解释
 （在特殊情形下，选出的常项可能属于原来考虑的理论，在这种情形之下，某些基本词项可能保持不变，于是我们说，给定的公理系统在被考虑的理论之中，找到一个新的解释）。我们也将使原来的理论的定理经过类似的变换，将所有基本词项都代之以那些在建立公理的解释时已经用过的常项。根据演绎法定律，我们可以事先确信，这样得到的语句是新的理论中的断定的命题。这一点我们可以陈述如下：

在一个给定的公理系统的基础之上所证明的一切定理对于这一系统的任一解释都是有效的。

对于这些变换了的定理中的任一个给以证明都是多余的；这是一种纯粹机械性质的工作，只要把公理和定理所经过的变换施加在原来的理论中的相应的论证上就可以了。可以说，一个演绎理论中的每一个证明都包含着无限个类似的证明。

上面所说的事实由节省人类思想的观点说明了演绎法的巨大价值。它们在演绎科学方法论中为不同的论证和研究建立了基础，只就这点来说，也是有很大的理论价值的。特别是演绎法定律，它是一切所谓凭借解释的证明
 的理论基础。在上一节中，我们遇到过一个这种证明的例子；我们在本书的第二部分将遇到各种其他的例子。

为了精确起见，需要补充说明，这里所讲的适用于任何以逻辑为前提的演绎理论，至于将它们应用于逻辑本身，则会造成一些困难，这些困难我们在这里不讨论了。如果一种演绎理论不仅以逻辑为前提，也以其他理论为前提，上面的说明就将具有更复杂的形式。

这里所讨论的方法论方面的现象的共同来源就是前一节中指出的事实，就是说，在构造一种演绎理论时，我们忽略公理的意义，而只考虑它们的形式。由于这种原因，当人们谈起这些现象时，人们就谈到演绎科学和这些科学中的推理的纯粹形式的特性
 。

有时我们发现一些以悖论式的和夸张的方式来强调数学的形式性的说法；虽然基本上是对的，这些说法可能造成模糊和混乱。有时我们听到或甚至于读到下面的说法，即数学的概念没有具体内容；在数学里我们不知道我们讨论的是什么，对于所作的判断是否真也没有兴趣。我们必须批判地看待这些判断。如果在构造一种理论时，我们在做法上宛如不了解这一学科的词项的意义，这不等于否认这些词项有意义。有时我们发展一种演绎理论而对于它的基本词项不赋予任何固定的意义，这样就是将这些基本词项看作变项，在这种情形之下，我们说我们将这一理论看作一种形式系统
 。但这是比较少见的情形（即便考虑到§36中对于演绎理论的一般刻划中所说的也是如此）。仅当对于这一理论的公理系统可能给以几种解释时，这种情形才会发生，也就是说，如果对于这一理论中的词项可以有几种不同的方式赋予意义，而我们不愿意特别着重任何一种时，才会发生。另一方面，一种不可能给以任何解释的形式系统是没有人对它感兴趣的。

最后我们要提到关于数学学科的解释的某些有兴趣的例子。这些例子比§37中所讲到的要重要得多。

算术的公理系统可以在几何中得到解释。给定任一直线时，可以定义一些在它的点之间，和对于这些点施加的运算之间的关系，而这些关系是能满足算术的全部公理的（从而也满足所有的定理）。而这些公理原来是关于数与数之间和关于数的运算之间的相应的关系的（这与§33中所提到的一种情形密切相关，即在一条线上的点与所有的数之间可以建立一一对应）。反过来，几何的公理系统在算术中也可以得到解释。这两项事实的应用是多方面的。例如几何图形可以用来给出算术中各种事实的可见的像（这就是称作图解法的方法）。另一方面我们可以利用算术或代数的方法来研究几何事实。几何有一个称作解析几何的分支，专门从事这一类的研究。

我们在前面已经看到，算术可以作为逻辑的一个部分而构造出来（参看§26）。但是如果我们将算术看作一个建立在它自己的基本词项和公理系统之上的演绎的理论，它与逻辑的关系可以描述如下：算术在逻辑中可以得到解释（假定逻辑中包括无穷公理，参看§26），换句话说，在逻辑中可以定义出那些满足算术的所有公理，从而也满足算术的所有定理的概念。如果我们记得，几何在算术中可以有解释，我们就得出结论说，几何在逻辑中也可以得到解释。所有这些都是从方法论的观点来看，特别重要的事实。*



 §39．公理与基本词项的选择；它们的独立性

我们现在讨论一些带有特殊性的问题，而这些问题是有关演绎法的基本组成部分的，即基本词项与公理的选择和定义与证明的构造。

一个需要了解的很重要的事实是在基本词项和公理的选择中，我们有很大程度的自由。认为有某些表达式用任何方式都不能定义，有某些命题在理论上不能证明，是错误的。设一个给定的理论有两个语句系统，如果第一个系统中的每一个语句都可以从第二个系统中的语句，以及在先的理论的定理中推出，并且第二个系统中的每一语句可以从第一个系统的语句中推出，我们称这两个系统是等价的
 （如果任何语句在两个系统中都出现，那么它们自然不需要加以推导）。设某一个演绎理论是建立在某一公理系统之上，并在构造过程中，我们遇到一个与该公理系统等价的命题的系统。（在§37中所讨论的关于线段全等的微型理论中，可以找到具体的例子。很容易证明，它的公理系统与公理I和定理I，II所构成的系统等价。）如果从理论的观点来看，有这种情形，那么可以重新构造整个的理论，而使新的系统中的命题成为公理，原来的公理成为定理。甚至于这些新公理可能在最初看起来并不显然，这也是不重要的。因为每一语句当它从其他显然的语句中以令人信服的方式推导出来时，就在一定程度上变成显然的。所有这些——加以必要的变更——同样适用于一个演绎理论的基本词项。这些词项的系统可以用有关的理论的任何其他的词项系统来代替，只要这两个系统是等价的
 ，也就是第一个系统中的词项可以用第二个系统中的词项和在先的理论中的词项加以定义，反之亦然。我们决定选出某一公理和基本词项的系统而不选另一系统，并不是由于理论上的理由（或者至少不仅是由于理论上的理由）；其他的因素——实践方面的、教学方面的，甚至于美学方面的在这里起着作用。有时这是一个选出最简单的基本词项和公理的问题，然后或者我们希望基本词项和公理愈少愈好，或者我们希望要一些基本词项和公理，这些基本词项和公理能够以最简单的方式来定义一个我们特别有兴趣的给定的理论的词项，和证明其中的命题。

另一问题与上面所说的密切相关。基本上我们企图得到一个不包含多余的命题的公理系统，而所谓多余的，就是可以由其余的公理推出，因而可以算作构造中的理论的定理的。这种公理系统称作独立的
 （或公理彼此独立的
 系统）。我们同样也注意使得基本词项系统是独立的
 ，就是说，它不包含任何可以用其他词项定义的多余的词项。但时常由于实践的或教学上的理由，我们并不坚持这些方法论方面的原则，特别是当着如果省去了一个多余的公理或基本词项就会使理论的构造变得很复杂的时候。


 §40．定义与证明的形式化，形式化的演绎理论

我们有理由认为演绎方法是构造科学时所用的方法中最完善的一个。它在很大程度上消除了误差和模糊不清之处，而不会陷于无穷倒退。由于这个方法，对于一个给定的理论的概念的内容和定理的真实性提出怀疑的理由大为减少，最多只对于少数基本词项和公理而言，仍旧存在。

但对于这一说法需要有一项保留，仅当所有的定义和证明都完全能完成它们的任务，也就是仅当定义能使所有被定义的词项的意义都完全清楚，而且证明能完全令人信服地说明了所有待证明的定理的有效性时，演绎法的应用才能得到预期的结果。要检查定义和证明是否真正满足了这些要求并不是一件容易事。例如很可能对某一个人来说是令人信服的论证，对另外一个人来说，却是不可理解的。为了消去在这方面引起怀疑的根源，现代方法论在检查定义和证明时，努力用客观性质的标准来代替主观的估价，完全根据定义和证明的结构，也就是它们的外形来判定它们是否正确。为了这个目的，特别提出了定义规则
 和证明规则
 （或推理规
 则）。第一种告诉我们那些作为所考虑的理论中的定义的语句要具有什么样的形式，第二种描述了为了从这一理论的某些命题推出另外一些命题时，所要经过的变换。每条定义必须按照定义规则来下，每一个证明必须是完全的
 ，也就是说，它必须包含着证明规则对于已经承认为真的语句的一系列的应用（参看§11与§15）。这些新的方法论的公设可以称作定义与证明的形式化
 的公设。按照这些新的公设构造起来的学科称作形式化的演绎理论
 
(3)

 。


*
 由于这种形式化的公设，数学的形式的特性大为增加。还在演绎方法发展的早期，在构造一门数学学科时，我们已经假定地忽略该学科所特有的一切表达式的意义，宛如这些表达式都已经用变项来代替，而缺乏任何独立的意义。但至少对于逻辑概念我们是可以赋予习用的意义的。这样，一种数学学科的公理和定理如果不是作为语句来处理，至少是作为语句函项来处理，也就是作为具有语句的语法形式、而表达事物的某些性质或事物间的某些关系的表达式。从已经被接受的公理（或已经证明的定理）推出一条定理就是证明所有满足公理的事物也满足有关的定理；数学的证明和日常生活中的考虑相去不远。但现在却是全部忽略在给定的学科中所遇到的所有表达式的意义。并且我们认为在构造一种演绎理论时，可以认为这一理论中的语句是没有任何内客的符号的组合；而每一证明则是使公理或已证明的定理经过一系列外形上的变换*
 。

根据现代的需要，逻辑之作为数学的基础有其更深刻的意义。我们不再满足于下面的想法，即认为由于天生的或后天获得的正确思维的能力，我们的论证是符合逻辑的规则的。为了对于一条定理作出完全的证明，这就必须将证明规则所规定的变换不仅应用在我们所研究的理论的命题之上，而且应用到逻辑命题之上（以及其他的在先理论之上），并且为了这个目的，我们必须把可以用到证明上去的所有逻辑定律全部列举出来。

至少在理论上可以说，只是由于演绎逻辑的发展，我们今天能够使每一门数学学科都具有形式化的形式。但是在实践上仍有很大的问题，精确性和方法论的正确性的增加却使明白性和可理解性受到损失。整个问题是比较新的，有关的研究还没有结束，我们有理由希望，进一步的研究将得到根本的简化。所以如果现在在一门数学的通俗讲述中完全按照形式化的公设去做是为时过早的。特别是如果要求某一门数学的一本普通教本的定理的证明都具有完全的形式，那是不合理的。但我们可以期望一本教本的作者在直观上完全确定，所有他的证明都能变成那种形式，并且甚至于讲到一定的地步，使得一个在演绎思维方面有一些经验并且有充足的现代逻辑知识的读者能够不太困难就填补上那些空隙。


 §41．一个演绎理论的无矛盾性与完全性；判定问题

我们现在来考虑两个方法论方面的概念，这两个概念从理论的观点来看，十分重要，而在实用上是意义很小的。这些就是无矛盾性
 与完全性
 的概念。

一个演绎理论称作无矛盾的
 或一致的
 ，如果在这一理论中，没有两个断定的命题互相矛盾，换言之，如果在两个互相矛盾的语句之中（参看§7），至少有一个是不能证明的。一个理论称作完全的
 ，如果在两个由这一理论（以及在它前面的理论）的词项陈述出来而且互相矛盾的语句之中，至少有一个是在这个理论中能够证明的。如果一个语句的否定在一个给定的理论中是能够证明的，则我们时常说，这一语句在这个理论中能够被否证
 。利用这一术语，我们可以说，一个演绎理论是无矛盾的，如果在其中没有任何语句是既能证明又能否证的；一个理论是完全的，如果其中的每一语句或者能够证明或者能够否证。“无矛盾的”和“完全的”这两个词不仅可应用于一种理论，而且可应用于作为这一理论的基础的公理系统。

现在让我们对于这两个概念的含义得出一个清楚的概念。对于一个学科，如果我们有理由怀疑，并非其中的所有断定的命题都是真的，则即使这一学科在方法论的各方面都是正确地构造起来的，它在我们眼里也将失去价值。另一方面，在一个学科之中，能证明的真语句的数目愈多，则这一学科的价值愈大。由这一观点来看，如果一个学科在它的断定的命题之中，包括了所有与这个理论有关的真语句，而不包括任何假的语句，则这一学科可以算作理想的。在这里一个语句算作相关的，如果它是完全由现在所考虑的学科的词项（及其在前的学科的词项）陈述出来的。归根到底，举例说，我们不能期望在算术中能够证明那些包含化学或生物学的概念的真的语句。现在设一个演绎理论是矛盾的，也就是说，在它的公理与定理中有两个互相矛盾的语句；根据一条著名的逻辑定律，即矛盾律（参看§13），这两个语句之中必定有一个是假的。如果另一方面，我们假定这个理论是不完全的，那么就是有着两个相关而互相矛盾的语句，其中的任何一个都不能证明，而根据另一条逻辑定律，即排中律，这两个语句之中必定有一个是真的。我们由此看出，一个演绎理论如果不是既无矛盾又完全，就不能达到我们的理想。（我们并不是要说，每一个既无矛盾又完全的学科必定事实上是我们的理想的实现，也就是说，它必定在它的断定的命题中包含了所有真的语句和只是这些语句。）

我们所考虑的问题还有另外的一面。任一演绎科学的发展都是利用这一科学中的词项陈述出下列类型的问题，即：情形是这样吗？然后根据已经假定的公理，设法判定这些问题。这一类型的问题显然可以判定为两种可能中的一种，即肯定的或否定的。在第一种情形下，答案是“情形是这样”，在第二种情形下，答案是“情形不是这样”。一个演绎理论的公理系统的无矛盾性和完全性就保证了上面所说的那种问题的每一个在这一理论中可实际加以判定，并且只能以一种方式判定。无矛盾性排除任何问题以两种方式判定的可能性，即既肯定又否定，而完全性则保证至少可有一种方式加以判定。

和完全性问题紧密相连的是另外一个更一般的问题，一个与不完全的与完全的理论都有关的问题。这个问题就是对于给定的演绎理论找出一个一般的方法，使我们能够判定由这一理论的词项所构成的任一语句是否能在这一理论中加以证明。这一重要的问题称作判定问题
 
(4)

 。

只有少数的演绎理论，我们可能说明它们是无矛盾的和完全的。它们一般都是逻辑结构简单，包含概念不多的初等理论。第II章中已经讨论过的语句演算是一个例子。假如我们把它看作一个独立的理论而不看作逻辑的一部分（但是当我们把“完全的”这一词应用到这一理论时，意义略有改变）。既无矛盾又完全的一个最有兴趣的例子可能是初等几何。这里所说的几何是限于若干世纪以来作为初等数学的一部分在中等学校中讲授的内容，也就是说，是一门研究各种特殊的几何图形如直线、平面、三角形、圆等性质，而不考虑几何图形的一般概念（点的集合）。
(5)

 我们要是考虑算术和高等几何，情形就根本不同。可能研究这些科学的人没有人怀疑它们的无矛盾性，但是根据最近方法论方面的研究，关于它们的无矛盾性的一个严格的证明遇到了带有根本性的困难。完全性的情形更糟，算术和高等几何已被发现是不完全的，因为可以构造出一些算术的或几何的问题，而这些问题在这些学科中既不能加以肯定地判定，也不能否定地判定。也许可以设想，这一事实的产生是由于我们现有的公理系统和证明方法有缺点，作适当的改进后（如扩充公理系统），在将来可能得到完全的系统。但更进一步的研究已经说明，这项猜测是错误的。要想建立一个既无矛盾又完全的演绎理论，其中包括了全部的关于算术或高等几何的真的语句作为它的定理，那是永远不可能的。其次我们发现判定问题在这学科中同样是不能解决的。不可能找到一个一般的方法使我们能够辨别这些学科中哪些语句是可证的，哪些是不可证的。这些结果可以推广到许多别的演绎科学，特别是可以推广到所有那些以整数算术（就是关于整数的四种基本运算的理论）为前提或可以发展出这一理论的那些演绎科学。*
 例如，这些结果可以应用到类的一般理论（根据§26末尾的说明可以推出）。*
 
(6)



由于上面所说的，可以了解无矛盾性和完全性的概念虽然在理论上很重要，而在实际构造演绎科学时却没有什么影响。


 §42．演绎科学方法论的扩大的概念

关于无矛盾性和完全性的研究是使得方法论的研究范围扩充的重要因素，也是使得演绎科学方法论的全部性质发生根本改变的重要因素。本章开头所提出的方法论的概念在这一科学的历史发展过程中，已被发现是太狭了。对于在演绎科学的实际构造中所应用的方法进行分析和估价已不再是方法论的唯一的任务，甚至于已不再是它的重要任务。演绎科学方法论已经变成了一门关于演绎科学的一般性的科学，就像算术是关于数的科学，几何是关于几何图形的科学。在现代方法论中，我们不仅研究构成演绎理论的语句，并且研究这些理论的本身。我们考虑组成这些语句的符号与表达式，表达式与语句的性质和集合，它们中间的关系（例如推出关系），甚至于表达式与它们所“谈到”的那些事物的关系（例如指示关系）；我们建立关于这些概念的一般定律。


*
 因此可以得出这样的结论，就是说，那些指示出现在演绎理论中的表达式以及这些表达式的性质和它们之间的关系的词项不属于逻辑的范围，而属于演绎科学方法论。这特别适用于本书前几章中引入和用过的某些概念，例如“变项”，“语句函项”，“量词”，“结论”以及其他许多概念。为了使我们对于逻辑的词项与方法论的词项之间的区别弄得更清楚一些起见，让我们来考虑“或”与“析取式”这两个词。“或”字自然是属于逻辑的，即属于语句演算的，虽然它也在所有其他科学中、因此也就在方法论中应用。另一方面，“析取式”这个词是指示借助于“或”字构造出来的语句，它是方法论的词项的一个典型的例子。

读者们也许会感到惊讶，在关于逻辑的各章中，我们应用了这样多的方法论中的词项。但解释是比较简单的。一方面，我们在§9中已经提过的一种情形在这里起着重要的作用，这就是在数学家与逻辑学家中间习惯于用包含方法论的词项的短语作为某些纯粹是数学性质或逻辑性质的表达式的同义词（有时是为了文体的理由），在某种程度上，我们在本书中也是这样用的。但在另一方面，这里还有一个更重要的因素；在本书中我们没有企图以一种系统的方法构造起逻辑来，而只是谈论逻辑，讨论和评论它的概念与定律。但我们知道（根据§18）当我们谈论逻辑概念时，我们必须使用这些概念的名称，也就是那些已经属于方法论的词项。如果我们将逻辑构造为一种演绎理论，而对于它不作任何评论，那些方法论的词项将只在定义和推理的规则的陈述中出现。*


由于方法论的发展，在这方面需要应用新的更精密的和更准确的探讨方法。方法论和构成它的研究对象的那些科学一样，也具有演绎科学的形式。由于研究范围的扩充，“演绎科学方法论”这一名词的本身看起来已不太合适；事实上“方法论”仅指“关于方法的科学”。所以现在时常用其他名词代替这一名词，例如“证明论
 ”（这并不太好）或“元逻辑与元数学
 ”（这好得多），这个名词的含义是和“关于逻辑与数学的科学”差不多是一样的。还有一个名词近来开始在使用，就是“逻辑语法与演绎科学的语义学
 ”，这个名词着重指出了演绎科学方法论与日常语言的文法的相似之处。
(7)




 练　习

1．第IV章中所考虑的类的运算可以作为一个独立的演绎理论构造起来，并且只假定语句演算，在这项构造中，我们将“∨”，“∧”，“[image: ]
 ”这几个符号和§25中所引进的所有的运算符号作为基本词项。我们并设定下列九条公理
(8)

 ：

公理I．K[image: ]
 K

公理II．如果K[image: ]
 L并且L[image: ]
 M，那么K[image: ]
 M

公理III．K∪L[image: ]
 M当且仅当K[image: ]
 M并且L[image: ]
 M

公理IV．M[image: ]
 K∩L当且仅当M[image: ]
 K并且M[image: ]
 L

公理V．K∩（L∪M）[image: ]
 （K∩L）∪（K∩M）

公理VI．K[image: ]
 ∨

公理VII．∧[image: ]
 K

公理VIII．∨[image: ]
 K∪K′

公理IX．K∩K′[image: ]
 ∧

由这些公理我们可以推出各种定理、试证明下列的定理（利用所附的提示）。

定理I．K∪K[image: ]
 K

提示：将公理III中的“L”和“M”换成“K”，注意这个等值式的右边是为任一类K所满足的（根据公理I），所以左边也必定是永远被满足的。

定理II．K[image: ]
 K∩K

提示：这一证明用到公理IV与公理I，并与定理I的证明相似。

定理III．K[image: ]
 K∪L并且L[image: ]
 K∪L

提示：在公理III中以“K∪L”代“M”，注意由于公理I，这个等值的左边是永远被满足的。

定理IV．K∩L[image: ]
 K并且K∩L[image: ]
 L

提示：这一证明与定理III的证明相仿。

定理V．K∪L[image: ]
 L∪K

提示：在公理III中以“L∪K”代“M”。并将这样得到的等值式的右边与定理III比较（其中“K”代之以“L”，“L”代之以“K”）。

定理VI．K∩L[image: ]
 L∩K

提示：这个证明根据公理IV和定理IV，并与定理V的证明相仿。

定理VII．如果L[image: ]
 M，那么K∪L[image: ]
 K∪M。

提示：设这一定理的题设成立，而推出下列的公式：

K[image: ]
 K∪M并且L[image: ]
 K∪M

（第一个公式可由定理III直接得出，第二个公式则可以利用公理II，由题设及定理III推出）。应用公理III于这些公式。

定理VIII．如果L[image: ]
 M，那么K∩L[image: ]
 K∩M。

提示：这个证明与前一定理的证明相仿。

定理IX．K∩L[image: ]
 K∩（L∪M）并且K∩M[image: ]
 K∩（L∪M）。

提示：在定理III中，将“K”换成“L”，将“L”换成“M”，然后再应用定理VIII。

定理X．（K∩L）∪（K∩M）[image: ]
 K∩（L∪M）

提示：这一定理可由公理III及定理IX推出。

在以上定理的证明中起最重要的作用的公理III与IV称作合成律
 （对于类的加法和乘法而言）。

2．在前一习题中所构造的类的运算中，我们可以引进等号“＝”，并定义如下：

定义I．K＝L当且仅当K[image: ]
 L并且L[image: ]
 K。

试由习题1中的公理和定理以及上述定义推出下列定理：

定理XI．K＝K

提示：将定义I中的“L”换成“K”并应用公理I。

定理XII．如果K＝L，那么L＝K。

提示：将定义I中的“K”换成“L”，将“L”换成“K”。将这样得来的结果与原来的定义I作比较。

定理XIII．如果K＝L并且L＝M，那么K＝M。

提示：这一定理可由定义I及公理II推出。

定理XIV．K∪K＝K

提示：将定义I中的“K”代之以“K∪K”，并将“L”代之以“K”；应用定理I及定理III（其中“L”代之以“K”）。

定理XV．K∩K＝K

提示：这一证明与前一定理的证明相仿。

定理XVI．K∪L＝L∪K

提示：由定理V我们有：

K∪L[image: ]
 L∪K和L∪K[image: ]
 K∪L

对这些公式应用定义I。

定理XVII．K∩L＝L∩K

提示：这一证明与定理XVI的证明相仿。

定理XVIII．K∩（L∪M）＝（K∩L）∪（K∩M）。

提示：这一定理可由定义I，公理V与定理X推出。

定理XIX．K∪K′＝∨

提示；这一定理可以借助于定义I，由公理VI（其中“K”代之以“K∪ K′”）及公理VIII推出。

定理XX．K∩K′＝∧

提示：应用定义I，公理VII和公理IX。

注意这一习题和前一习题中的公理和定理哪些是第IV章（或者可能是第III章）中已经有的；回忆它们的名称。

3．设在习题1与习题2中所讨论的类的运算的系统中引进一个新符号“[image: ]
 ”，用以代表类之间的某种关系，并定义如下：

K[image: ]
 L当且仅当K[image: ]
 L，L[image: ]
 K与K∩L＝∧均不成立。

这样定义的关系是否与§24中所定义的有些关系相同？令符号“[image: ]
 ”代表各类之间互不相交的关系。如何在我们的类的运算的系统中定义这一符号？

4．试举出§37中所考虑的公理系统在算术及几何中的几种解释。

由一切数构成的集合，加上小于
 关系是否是这一公理系统的一个模型？由一切直线构成的集合加上直线间的平行关系是否是这种模型之一？

5．在§37中所讨论的几何的片断中，线段间的较短关系可定义如下：

我们说x较y为短，记作：x＜y，如果x与y是线段并且如果x与一个线段全等而这一线段是y的一部分；换言之，如果x∈S，y∈S并且如果存在z而使得z∈S，z[image: ]
 y，z[image: ]
 y并且x≅z。

区别这个句子中的被定义者与定义者。判定在定义者之中出现的词项属于什么学科（或者属于逻辑的哪一部分）。这一定义是否符合§36中的方法论的原则和§11中的定义规则？

6．如果只考虑§15中所讲的证明规则，§37中定理I的证明是否是一个完全的证明？

7．除定理I与II以外，下列的定理可由§37的公理中推出：

定理III．对于集合S中的任意的元素x，y与z，如果x≅y并且x≅z，那么y≅z。

定理IV．对于集合S中任意的元素x，y与z，如果x≅y并且y≅z，那么z≅x。

定理V．对于集合S中的任意的元素x，y，z与t，如果x≅y，y≅z，并且z≅t，那么x≅t。

对于下列的语句系统与公理I和II所组成的系统的等价性（如§39中所定义者）给以严格的证明（所以每一个都可以用来作为一个新的公理系统）：

（a）由公理I与定理I和定理II所组成的系统；

（b）由公理I与定理III所组成的系统；

（c）由公理I与定理IV所组成的系统；

（d）由公理I与定理I和定理V所组成的系统。

8．按照§37中所讲的方法，陈述出关系理论的一般定律，作为前面习题中所得到的结果的推广。

提示：例如这些定律可以具有等值式的形式，而开头一段话为：

关系R是自反的并且在类K中具有性质P，当且仅当…

9．考虑习题7中的语句系统（a）、指出满足下列条件的模型：

（a）满足这一系统的前两个语句，但不满足末一个；

（b）满足第一个与第三个，但不满足第二个，

（c）满足后两个，但不满足第一个。

由三个语句中的任意两个可以推出其他一个，这样的模型是存在的，由这一事实可以得出什么结论？这些语句是否彼此独立？（参看§37与§39）

10．有时候有这种抱怨，就是说，在不同的几何教本中有着差异，即有的教本中当作定理的语句，在其他教本中却采用作公理，从而不给出证明，这种抱怨有根据吗？


*
 11．在§13中我们熟悉了真值表的方法，这一方法使我们能够在任一特殊情形中判定语句演算中的一个给定的语句是否是真的，因而是否可以承认为这一演算中的一条定律。在应用这一方法时，对于那些在真值表中出现的符号“T”与“F”，我们可以完全忘却原来赋予它们的意义，我们可以设定，这一方法主要是在构造语句演算时应用两条规则，第一条接近于定义的规则，第二条接近于证明的规则。按照第一条规则，如果我们要在语句演算中引进一个常项，我们必须构造出包含这个项的最简单的（同时也是最一般的）语句函项的基本真值表。按照第二条规则，如果我们要肯定一个语句（只包含那些基本真值表已经构造出来的常项）是语句演算的定律，我们必须为这个语句构造出一个导出真值表并证实符号“F”在这个表的末一行中从不出现。

只用这两条规则构造出来的语句演算具有与形式化的演绎理论相近的性质。试根据§40中所讲的来证明这一命题。但注意这一构造语句演算的方法与§36中所讨论的构造演绎理论的一般原则的不同之处。利用现在所考虑的方法，是否可能在语句演算中分别基本词项与被定义词项？有哪些区别在这里分不出来？


*
 12．应用上一习题中所描述的真值表方法，我们可以在语句演算中引入一些在第II章中没有讨论的新的词项，例如我们可以引进符号“△”，而将下列语句函项：

p△q

看作

既非p又非q

这一表达式的缩写。

构造出符合符号“△”的直观意义的真值表，并且借助于导出真值表，证实下列的语句是真的并且可以肯定为语句演算的定律：

[image: ]



*
 13．存在一个将语句演算构造成为一个形式化的演绎理论的方法，这个方法与习题11中所描述的不同，而完全符合§36与§40中所提出的原则
(9)

 。例如我们可以设符号“→”，“[image: ]
 ”与“～”为基本词项，并设下列七个语句为语句演算的公理：

公理I．p→（q→p）

公理II．［p→（p→q）］→（p→q）

公理III．（p→q）→［（q→r）→（p→r）］

公理IV．（p[image: ]
 q）→（p→q）

公理V．（p[image: ]
 q）→（q→p）

公理VI．（p→q）→［（q→p）→（p[image: ]
 q）］

公理VII．［（～q）→（～p）］→（p→q）

其次，我们同意在证明中应用两条推理规则，这两条规则是我们已经熟悉的，即代入规则与分离规则。（为了十分精确地陈述这些规则，特别是代入规则，我们必须确定用括弧的方法，并规定在我们的演算中，把那些表达式看作是语句函项，从而可以用来替换变项。这项工作是不太困难的。）

借助于这些推理规则，我们现在可以从我们的公理推出一些定理、给出下列定理的完全证明（利用在它们下面的提示）。

定理I．p→p

提示：在公理I与II中，以“p”代替“q”；注意这样得出来的第一个语句与第二个语句的前件完全一样，于是应用分离规则。

定理II．p→{（p→q）→［（p→q）→q］}

提示：在公理I中，用“（p→q）”代替“q”；在公理III中将“p”，“q”与“r”分别代之以“（p→q）”，“p”及“q”，注意这样得到的第一个蕴函式的后件与第二个蕴函式的前件相同。现在在公理III中，用第二个蕴函式的前件代替“q”并且用它的后件代替“r”（作为第一个蕴函式的前件的“p”不变）。然后应用分离规则两次——这一证明是以公理III为根据的推理的标准例子，而公理III是假言三段论定律的另一形式（参看§12）。

定理III．p→［（p→q）→q］

提示：这一证明与定理II的证明相仿。利用代入由公理II推出下列语句：

{（p→q）→［（p→q）→q］}→［（p→q）→q］

将这一语句的前件与定理II的后件作比较；于是在公理III中作适当的代入，并应用分离规则两次。

定理IV．［p→（q→r）］→［q→（p→r）］

提示：利用代入由公理III推出下列语句：

（1）　［p→（q→r）］→{［（q→r）→r］→（p→r）}

其次，在公理III中，将“p”，“q”与“r”分别代之以“q”，“［（q→r）→r］”与“（p→r）”。注意这样推出来的蕴函式的前件可以在定理III中进行代入而得到。进行这一代入并应用分离规则而推出。

（2）　{［（q→r）→r］→（p→r）}→［q→（p→r）］

注意（1）的后件与（2）的前件相同；然后像定理II的证明中一样来进行（再应用公理III）——定理IV称作交换律。

定理V．（～p）→（p→q）

提示：利用代入由公理I得出

（～p）→［（～q）→（～p）］

注意这一语句的后件与有一条公理的前件相同，然后像定理II的证明中一样去做。

定理VI．p→［（～p）→q］

提示：在定理IV中进行代入而使由此得到的蕴函式的前件将是定理V，然后应用分离规则——我们在这里有着一个以交换律为根据的推理的标准的例子。

定理VII．［～（～p）］→（q→p）

提示：这一证明与定理II的证明相仿。由定理V及公理VII推出：

［～（～p）］→［（～p）→（～q）］和［（～p）→（～q）］→（q→p）

比较这些语句的前后件。

定理VIII．［～（～p）］→p

提示：与定理VI的证明一样，先由定理IV与VII中推出下列语句：

q→{［～（～p）］→p}

在这一语句中，用我们的公理中的任一条代替“q”，并应用分离规则。

定理IX．p→［～（～p）］

提示：在公理VII及定理VIII之中进行适当代入，使得可以应用分离规则。

定理X．［～（～p）］[image: ]
 p

提示：在公理VI中进行代入并应用分离规则两次，就可以从公理VI与定理VIII和定理IX推出这一定理。


*
 14．如果要能够在前面习题所描述的语句演算的系统中引进被定义的词项，我们必须假定一条定义的规则。按照这条规则（参看§11），每一定义都具有等值式的形式。被定义者是一个表达式，其中除语句变项外，只包含一个常项，即被定义的词项，并且没有一个符号在这个表达式中可以出现两次。定义者是一个任意的语句函项，其中刚好包含着与被定义者之中相同的变项，并且所包含的常项只限于基本词项和前面已定义的词项，例如，我们可以承认下列关于符号“∨”与“∧”的定义：

[image: ]


借助于代入规则和分离规则，由上述定义以及习题13中的公理和定理，推出下列的定理：

定理XI．［（～p）→q］→（p∨q）

提示：在公理V中，以“（p∨q）”代替“p”并且以“［（～p）→q］”代替“q”；将这样得出的语句与定义I作比较并应用分离规则。

定理XII．p∨（～p）

提示：应用代入规则两次和分离规则一次，可以从定理XI和定理I中推出这一定理。

定理XIII．p→（p∨q）

提示：这一证明是建立在公理III和定理VI与定理XI之上的，并与定理II的证明很相似（只对于公理III应用了代入规则）。

定理XIV．（p∧q）→{～［（～p）∨（～q）］}

提示：这一建立在公理IV和定义II之上的证明是与定理XI的证明相似的。

定理XV．{～［～（p∧q）］}→{～［（～p）∨（～q）］}

提示：这一证明是建立在公理III和定理VIII与定理XIV之上的，并与定理II的证明相仿。在定理VIII中，以“（p∧q）”代替“p”并将由此得来的蕴函式的后件与定理XIV的前件相比较。

定理XVI．［（～p）∨（～q）］→［～（p∧q）］

提示：在公理VII中进行代入，使得由此得来的蕴函式的前件成为定理XV。

定理XVII．（～p）→［～（p∧q）］

提示：这一证明是与定理II的证明相仿的。在定理XIII中以“（～p）”代替“p”，以“（～q）”代替“q”；并将由此得来的语句与定理XVI相比较。

定理XVIII．（p∧q）→p

提示：由公理VII及定理XVII中推出此定理。

注意这一习题和前一习题中的公理和定理那些是我们在第II章中已经熟悉的，并回忆它们的名称。


*
 15．按照前一习题中给出的定义规则，陈述符号“△”的定义（参看习题12），在定义者之中必须出现两个常项：“～”与“∧”。


*
 16．利用真值表的方法证明习题13与14中所有的公理与定义，以及习题15中提出的定义都是真的语句。试由此作出下列的结论，即所有应用代入规则与分离规则由上述的公理与定义推出的定理在用真值表方法加以检验时都被发现为真的语句。

（也可以证明，语句演算中每一个真实性可用真值表方法加以证实的语句或者是公理和定义中的一条，或者是可以利用我们的推理规则由它们推出，因此，在习题11、13和14中所讨论的两种构造语句演算的方法是完全等值的，但这项工作要困难得多。）


*
 17．习题11、13、14中所讨论的构造语句演算的方法之中有一种提供了这一演算的判定问题（参看§41）的解法，并且使我们能够很客易说明，语句演算是一种无矛盾的演绎的理论。这个方法是什么？并且如何说明？


*
 18．语句演算中有下列的定律：

对于任意的p与q，如果p并且非p，那么q。

试在这条逻辑定律的基础上，建立下列的方法论的定律：

如果一个以语句演算为前提的演绎的理论的公理系统是矛盾的，那么用这个理论的词项陈述的所有语句都可以由这个系统中推山来。


*
 19．已知下列方法论的定律成立：

如果一个演绎的理论的公理系统是完全的，并且如果在这个系统中加进了一个语句，这个语句是可以在这个理论中陈述山来，但不能加以证明的，那么这样扩充了的公理系统不再是无矛盾的。

为什么？


*
 20．把第（II）章中那些按照§42中所讲的应当属于演绎科学方法论范围的词项挑出来。

 

————————————————————


(1)
  演绎方法不能看作是近代的成就，在古希腊数学家欧几里德（Euclid）的《几何原本》中，我们发现其中对于几何的陈述，就上述的方法论的原则来看，也没有多少不够之处。两千二百年来，数学家把欧几里德的著作看作科学精确性的理想和范本。只是近五十年来才在这方面有了真正的进展。在这时期中，数学的基本学科几何与算术的基础按照现代数学方法论的要求奠定了下来。关于这项进展有关的著作，我们将至少提出下列两部，它们已具有重大历史意义：《数学公式》——这是一部集体写的著作（托林诺1895—1908），编者和主要著者是意大利数学家与逻辑学家贝安诺（G．Peano，1858—1932）；以及现代德国大数学家希尔伯特（D．Hilbert）所著的《几何基础》（莱比锡与柏林1899）。


(2)
  这条定律著者原是作为一条一般的方法论公设加以陈述的，后来证明在各种不同的特殊演绎理论中都能成立。


(3)
  最先使演绎理论具有形式化形式的人是弗莱格，前面已两次引用到他（参看§7注①）。在已故的波兰逻辑学者列斯尼夫斯基（S．Les＇niewski，1886—1939）的著作中，形式化的过程达到了非常高的程度。他的成就之一是关于定义规则的精确而完全的陈述。


(4)
  希尔伯特特别强调这一节中所讨论的概念和问题的意义——特别是无矛盾性与判定问题的概念。他推动了数学基础方面许多重要研究。由于他的倡议，这些问题近来成为许多数学家和逻辑学家大力研究的对象。


(5)
  语句演算的完全性的第一个证明（也就是关于完全性的研究的第一个成功）应归功于美国现代逻辑学家波斯特（E．L．Post）。初等几何完全性的证明是著者做出来的。


(6)
  这些极端重要的成就是现代奥地利逻辑学家哥德尔作出来的。他的有关判定问题的结果又经现代美国逻辑学家车尔赤（A．Church）加以扩充。


(7)
  广义的演绎科学方法论是一门非常年轻的科学。它的显著的发展是在大约20年前才开始的；同时在两个不同的中心发展起来（看来是彼此独立的）。这就是哥丁根与华沙，哥丁根是在希尔伯特（参看§36注①）与贝尔纳斯（P．Bernays）的影响之下，在华沙则有列斯尼夫斯基与路加西维契以及其他一些人在工作着（参看§40注①和§7注①）。


(8)
  这里给出的公理系统主要是习玉德的工作（参看§27注①）。现代美国数学家亨丁顿（E．V．Huntington）曾发表了若干种类的演算的简单的和有兴趣的公理系统。有一些关于逻辑和数学理论的公理基础的重要贡献也应归功于他。


(9)
  这个方法来源于弗莱格（参阅第18页注①）。


第二部分　逻辑和方法论在构造数学理论中的应用


 （Ⅶ）一个数学理论的构造：数的次序的定律


 §43．构造中的理论的基本词项；关于数与数之间基本关系的公理

有了逻辑和方法论领域的一些知识供我们使用，我们现在来着手建立一个特殊的，并且非常初等的数学理论的基础。对于我们，这将是一个很好的机会，来较好地消化我们以前获得的知识，甚至略略加以扩充。

我们将着手的理论构成实数算术的一小部分。它包括关于数与数之间小于和大于两个基本关系的主要定理，以及数的加法和减法两个基本运算的主要定理。它不假定逻辑以外的任何东西。

在这个理论中，我们将要采取的基本词项如下：

实数，

是小于，

是大于，

和。

像早先一样，我们将简单地说“数”来代替“实数”。并且以“所有的数构成的集合”这一表达式来代替“数”这一词项作为基本词项，要更方便一些。为简单起见，我们将用符号“N”来代替“所有的数构成的集合”这一表达式；这样，要表示x是一个数，我们就写：

x∈N。

另一方面，我们可以规定，我们的理论的论域只包括实数，而且变项“x”，“y”，…只代表数的名字；在这种情形下，“实数”这一个词项在表示我们的理论的命题时，将完全可以省去，而当需要的时候，符号“N”可以代之以“∨”（参看§23）。

“是小于”和“是大于”这两个表达式的每一个，将要当作只由单个的字组成的实体来处理；它们将分别地为比较简单的符号“＜”和“＞”所代替，我们也将用习用的符号“[image: ]
 ”和“[image: ]
 ”来代替“不小于”和“不大于”。此外，我们将使用习用的符号

x＋y

来代替“数（被加数）x与y之和”或“x与y相加的结果”。

于是，符号“N”就指一个集合，符号“＜”和“＞”指两个二项关系，最后，符号“＋”指一个二项运算。

我们所考虑的理论的公理可以分成两类，第一类公理表示小于和大于两种关系的基本性质，至于第二类公理，则主要是关于加法的基本性质。现在我们将只考虑第一类公理；它总共包括五个命题：

公理1．对于任何数x和y（也就是，对于集合N的任意二元素）我们有：x＝y或者x＜y或者x＞y。

公理2．如果x＜y，那么y[image: ]
 x。

公理3．如果x＞y，那么y[image: ]
 x。

公理4．如果x＜y而且y＜z，那么x＜z。

公理5．如果x＞y而且y＞z，那么x＞z。

就像具有普遍性质的、陈述任意数x，y，…有如此这般一种性质的任何算术定理一样，这里所列举的公理实在应该以这样的字句如“对于任何数x，y，…”或者“对于集合N的任何元素x，y，…”或更简单地，“对于任何x，y，…”（如果我们同意这里的变项“x”，“y”，…只指数）开始，但是因为我们要遵从§3所讨论的用法，我们常常略去这样的短语，而只是在我们的心中加上它；这一点不仅适用于公理，也适用于在我们的讨论过程中将要出现的定理和定义。例如，公理2的意思是：

对于任何x与y（或者对于集合N的任何元素x与y），如果x＜y，那么y[image: ]
 x。

我们将称公理1为弱三分律（以后我们将熟悉强三分律），公理2—5表示关系小于和大于是不对称的和传递的（参看§29）；因而它们被称作关系小于和大于的不对称律
 和传递定律
 。第一类公理以及从它们推出来的定理被称为数的次序定律
 。

关系＜和＞以及逻辑上的同一关系＝，在这里将被称作数之间的基本关系
 。


 §44．基本关系的不自反律；间接证明

我们的下一步工作是从我们所采取的公理推演出一些定理。因为我们的目的不在系统的介绍，本章和下章将只陈述这样一些定理，它们足以说明逻辑领域和方法论领域的某些基本概念和事实。

定理1．没有一个数小于它自己：x[image: ]
 x。

证明。假定我们的定理是假的。那么必定有一个数x，适合公式：

（1）　 x＜x。

现在公理2涉及的是任意的数x和y（两者不必不同），因此，如果在“y”的位置我们写作变项“x”，公理仍然正确；于是我们得到：

（2）　如果x＜x，那么x[image: ]
 x。

但是从（1）和（2）立即推出

x[image: ]
 x

然而，这个推论显然与公式（1）矛盾。所以，我们必须否定原来的假定，并且承认定理已经证明。

现在我们来表明，如何把这个论证变为一个完全的证明，为清楚起见，我们使用逻辑符号（参看§13和§15）。为了变成完全的证明，我们借助于语句演算中所谓的归谬律
 ：

（I）　［p→（～p）］→（～p）
(1)



我们再用符号化的公理2：

（II）　（x＜y）→［～（y＜x）］

我们的证明完全建立于语句（I）和（II）之上。首先，我们应用代入规则于（I），将其中的“p”全都代换以“（x＜x）”：

（III）　{（x＜x）→［～（x＜x）］}→［～（x＜x）］

其次，我们应用代入规则于（II），将其中的“y”代换以“x”：

（IV）　（x＜x）→［～（x＜x）］

最后，我们注意，语句（IV）是条件语句（III）的假设，因此可以应用分离规则，这样我们就得到公式：

（V）　～（x＜x），

这就是所要证明的定理的符号形式。

定理1是所谓的间接证明，也称为归谬证明的一个例子。这种证明的特点可以一般地描述如下：要证明一个定理，我们先假定这个定理是假的，然后从这个假定推演出一些结论，它们迫使我们否定原先的假定。在数学中，间接证明非常普遍。不过，它们并不完全属于定理1的证明的那种模式；相反地，定理1的证明代表间接证明的一种比较少见的形式，下面我们将要遇见间接证明的比较典型的例子。

我们所采取的公理系统，对于“＜”和“＞”两个符号而言，是完全对称的。因此，对于每个关于小于关系的定理，我们机械地得到相应的、关于大于关系的定理，证明完全类似，因而第二定理的证明全部可以省略。相应于定理1我们有：

定理2．没有一个数大于它自己：x[image: ]
 x。

至于同一关系＝，如我们从逻辑中知道的，是自反的，定理1和2表明，数之间的另外两种基本关系，＜和＞，是不自反的；因之，这些定理被称为（关系小于
 和大于
 的）不自反律
 。


 §45．基本关系的其它定理

下一步我们将证明以下定理：

定理3．x＞y，当且仅当，y＜x。

证明。我们必须证明，公式：

x＞y　与　y＜x

等价，也就是说，证明：第一公式蕴函第二公式，而且反之亦然（参看§10）。

首先，假定

（1）　 y＜x，

依据公理1，在以下三种情形中，我们必定至少有一种：

（2）　x＝y，x＜y　或　x＞y。

如果我们有x＝y，由于同一理论的基本定律，即莱布尼兹定律（参看§17），我们可以以“y”代换公式（1）中的变项“x”；得到的公式

y＜y

与定理1矛盾，因此我们有，

[image: ]


但是我们又有：

[image: ]


因为，根据公理2，公式

x＜y　与　y＜x

不能同时成立。由于（2），（3）和（4），我们发现，必须应用第三种情形：

（5）　x＞y。

这样，我们已经证明，公式（5）为公式（1）所蕴函；反过来，相反方向的蕴函式可以用类似的方法建立，因此，两个公式真正等价，q．e．d．
(2)



使用关系演算（参看§28）的术语，我们可以说，按照定理3，关系＜和＞其中的一个是另一个的逆关系。

定理4．如果x[image: ]
 y，那么x＜y或者y＜x。

证明。因为

[image: ]


据公理1，我们有：

x＜y或者x＞y；

据定理3，以上公式中的第二式蕴函：

y＜x。

因此我们有：

x＜y或者y＜x。　q．e．d．

与此类似，我们能够证明，

定理5．如果x[image: ]
 y，那么x＞y或者y>x。

据定理4和5，关系＜和＞是连通的；因之，这些定理被称为（关系小于
 和大于
 的）连通性定律
 。公理2—5以及定理4和5一起表明，数的集合N为关系＜和＞两者中的一个排成一定次序。

定理6．任何数x和y满足，且只满足x＝y，x＜y和x＞y三个公式中的一个。

证明。由公理1推出，所说的三个公式至少有一个必须被满足。为了证明公式：

x＝y　与　x＞y

互相排斥。我们就像在定理3的证明中那样进行：在以上两个公式的第二个公式中，以“y”代“x”而得到一个公式与定理1相矛盾。同样地可以证明，公式：

x＝y　与　x＞y

互相排斥。最后，两个公式：

x＜y　与　x＞y

不能同时成立，因为，否则，据定理3我们将有：

x＜y　与　y＜x

与公理2矛盾。因此，任何数x和y只满足所说三个公式中的一个而不能更多，q．e．d．

我们将称定理6为强三分律
 ，或者简单地，三分律
 ；按照这个定律，在任何两个已给的数之间，三种基本关系之一，并且只有其中之一，成立。用§7中所提出的意义下的成语“或者…或者”，我们可以比较精确地将定理6表示为：

对于任何数x和y，我们有：

或者　x＝y　或者　x＜y　或者　x＞y。


 §46．数之间的其它关系

基本关系以外，还有三种其它的关系在算术中占据重要的地位。其中之一是我们已经知道的逻辑上的相异关系[image: ]
 ；另外两种是现在将要讨论的≦和≧关系。

符号“≦”的意义由以下定义说明：

定义1．我们说，x≦y，当且仅当x＝y　或者　x＜y。

公式

[image: ]


读作：“x是小于或等于y”或者“x至多等于y”。

虽然以上定义的内容看来是清楚的，经验表明，在实际应用中，它有时是某些误解的根源。一些人相信他们自己十分清楚地了解符号“≦”的意义，然而反对将它应用于确定的数。他们不仅否认这种公式，如：

[image: ]


认为它显然错误——这的确是如此——，而且还认为这样一些公式，如像：

[image: ]


是没有意义的，甚或是假的；因为，他们主张，既然知道0＝0和0＜1，那么，说0≦0或0≦1就是没有意义的。换句话说，在他们看来，不可能举出一对数适合公式：

[image: ]


这种看法显然错误，正因为0＜1成立，所以语句

0＝1　或　0＜1

真，因为两个语句的析取式必定是真的，假定其中的一个是真的（参看§7）；但是依照定义1这个析取式等价于公式：

[image: ]


由于完全类似的理由，公式：

[image: ]


也真。

这些误解的根源大概在于日常生活的某些习惯（*
 这一点在§7之末我们已经提请注意*
 ）。在日常语言中，只有当我们知道两个语句中有一个是真的，但不知道哪一个是真的时，才习惯于断定两个语句的析取式。既然我们能够作出比较简单，同时在逻辑上更强的断定，即0＜1，我们就不会说，0＝1或0＜1，虽然这无疑是真的。然而，在数学的讨论中，在最强的可能形式下陈述我们所知道的事情，并不常常是有利的。例如，有时我们对一个四角形仅仅断言它是一个平行四边形，虽然我们知道它是一个正方形，所以这样做，因为我们可能要引用一个关于任意的平行四边形的普遍定理。为了同样的理由，可能有这样的情形，已经知道一个数x（例如，数0）小于1，我们仍然可以只说x≦1，也就是，

x＝1　或　x＜1。

现在我们将陈述两个关于关系≦的定理。

定理7．x≦y，当且仅当x[image: ]
 y。

证明。这个定理是定理6，即三分律的一个直接推论。事实上，如果

[image: ]


因而，据定义1，

（2）　x＝y　或　x＜y，

那么公式：

x＜y，

不能成立。反之，如果

（3）　x[image: ]
 y，

我们必定有（2），因而，再据定义1，公式（1）必定成立。于是公式（1）和（3）等价，q．e．d．

用§28的术语，定理7说，关系≦是关系>的否定关系。

由于本身的结构，定理7可以看作是符号“≦”的定义；它与这里所采取的定义不同，但与之等价。这个定理的陈述可能有助于驱散关于符号“≦”的用法的最后的疑惑；因为，没有人会有任何犹豫来承认这样一些公式，如：

[image: ]


为真，由于它们等价于公式：

[image: ]


如果我们愿意，我们完全可以避免使用符号“≦”，因为总是可以用“[image: ]
 ”来代替它。

定理8．x＜y，当且仅当x≦y且x[image: ]
 y，

证明。如果

（1）　x＜y，

那么，据定义1，

（2）　x≦y，

而根据三分律，公式：

x＝y

不能成立。反之，如果公式（2）成立，那么据定义1，我们得到：

（3）　x＜y　或　x＝y；

但如果同时我们有：

[image: ]


那么我们必须承认，析取式（3）的前一部分，即，公式（1）。因之，两个方向的蕴函式成立，q、e、d．

我们将略去关于关系≦的一些其它定理；其中特别包括那些说这个关系是自反和传递的定理。这些定理的证明没有一个有任何困难。

符号“≧”的定义完全与定义1类似；从关于关系≦的定理，我们机械地得到关于关系≧的相应的定理，只须将符号“≦”，“＜”和“＞”全部代之以符号“≧”，“＞”和“＜”。

在具有形式

x＝y

的公式中，“x”和“y”的地位可以为常项、变项或表示数的复合表达式所代替，这种公式通常称为等式
 。具有形式

x＜y　或　x＞y

的公式则称为不等式
 （在狭义的意义上的
 ）；在广义的意义上的不等式中，除以上形式的公式外，还有具形式

[image: ]


的公式。在这些公式中，符号“＝”，“＜”等的左边和右边出现的表达式称为等式的
 或不等式的左方和右方
 。


 练　习

1．考虑人们中间的两种关系：身材较小和身材较大。一个任意的人的集合必须满足什么条件，才使得这个集合与上面两种关系构成第一类公理的一个模型（参看§37）？

2．令公式：

x[image: ]
 y

表示数x和y满足下列条件之一：（i）数x的绝对值小于数y的绝对值，或（ii）如果x和y的绝对值相等，那么x是负的而y是正的。此外，令公式：

x[image: ]
 y

与公式：

y[image: ]
 x

具相同的意义。

在算术的基础上证明：所有的数构成的集合以及刚才定义的关系[image: ]
 和[image: ]
 构成第一类公理的一个模型。

在算术和几何的范围内，给出这些公理的解释的其它例子。

3．从定理1推演以下定理：

如果x＜y，那么x[image: ]
 y。

反之，不用任何其它的算术命题，从上述定理推演定理1。这两个推论是否间接的，它们是否属于§44定理1的证明的模式？

4．推广§44定理1的证明，因而建立下列关系理论的一般定律（参看§37的论述）：

在类K中每一个不对称的关系R在该类中也是不自反的。

5．证明：如果取定理1作为一个新的公理，旧的公理2可以作为定理从这个公理和公理4推演出来。

作为这个论证的推广，证明以下关系理论的一般定律：

在类K中不自反和传递的关系R在该类中也是不对称的。


*
 6．在§44的末尾我们曾经试图解释，何以定理2的证明可以省略。这些说明是第（VI）章的某些一般讨论的应用。请详细阐释这一点，特别请指明和这一点有关的那些讨论。

7．从第一类公理推演下列定理：

（a）x＝y，当且仅当，x[image: ]
 y而且y[image: ]
 x；

（b）如果x＜y，那么x＜z或z＜y。

8．从公理4和定义1推演下列定理：

（a）如果x＜y而且y≦z，那么x＜z；

（b）如果x≦y而且y＜z，那么x＜z；

（c）如果x≦y，y＜z而且z≦t，那么x＜t。

9．证明关系≦和≧是自反的、传递的和连通的。这些关系是对称的还是不对称的？

10．证明：在任何两个数之间，以下六种关系恰恰有三种成立：＝，＜，＞，[image: ]
 ，≦和≧。

11．上题所列举的关系的任何一种的逆关系和否定关系，还是在六种关系之中。请详细证明这一点。


*
 12．第10题给出的六种关系中，哪两种之间存在着包含关系？在这些种关系中，任何一对的和、积及相对积是什么？

提示：回忆§28中所解释的名词。不要忘了讨论两个相同的关系所组成的对子，并且记住相对积与因子的次序有关（参看第V章练习5）。36对关系都应该加以考察。

 

————————————————————


(1)
  这个定律，以及与之具有同名的、相关的定律：

［（→p）→p］→p，

在逻辑和数学的许多复杂的、和历史上重要的论证中，曾经应用过。意大利的逻辑家和数学家伐拉第（G．Vailati，1863—1909）有一篇专论，专门论述它的历史。


(2)
  “q．e．d．”是“quod erat demonstrandum”一语的通常简写，意思是“这就是所要证的”。


（Ⅷ）一个数学理论的构造：加法和减法的定律


 §47．关于加法的公理；运算的一般性质，群和交换群的概念

现在我们转向第二类公理，它由以下六个语句所组成：

公理6．对于任何数y和z，有一个数x，使得x＝y＋z；换言之，如果y∈N，而且z∈N，那么y＋z∈N。

公理7．x＋y＝y＋x。

公理8．x＋（y＋z）＝（x＋y）＋z。

公理9．对于任何数x和y，有一个数z，使得x＝y＋z。

公理10．如果y＜z，那么x＋y＜x＋z。

公理11．如果y＞z，那么x＋y＞x＋z。

此刻让我们集中注意于这第二类的头四个语句，即，公理6—9，它们给加法运算规定一些简单的性质，在逻辑和数学的一些部分中，讨论其它运算时，也常常会遇到这些性质。

一些特殊的名词已经引用来指示这些性质。我们说运算O在类K中是可行的
 ，或类K在运算O之下是闭的
 ，如果施运算O于类K的任何二个元素，结果还是得到类K的一个元素；换句话说，如果对于类K的任何二个元素y与z，有一个类K的元素x，使得

x＝yOz。

运算O称为在类
 K中是交换的
 ，如果施这种运算于类K的元素，所得的结果与这些元素的次序无关，或者，换句话说，如果对于这一类的任何两个元素x与y，我们有：

xOy＝yOx。

运算O在类
 K中是结合的
 ，如果运算的结果与元素结合在一起的方式无关，或者，更精确地说，如果这一类的任何三个元素x，y与z满足条件：

xO（yOz）＝（xOy）Oz。

运算O称为在类
 K中是右可反的
 或者左可反的
 ，如果，对于类K的任何两个元素x与y，永远有这一类的一个元素z，使得

x＝yOz　或　x＝zOy

分别成立。一个运算O既是右可反的，又是左可反的，简单地就称为在类
 K中可反的
 。立刻可以得出，一个右可反的或左可反的交换运算，必定是可反的。现在，我们说，一个类K对于运算
 O是一个群
 ，如果这个运算在K中是可行的，结合的和可反的；如果，此外，运算O还是交换的，那么类K称为是对于运算O的一个交换群或阿贝尔群
 。群的概念以及交换群的概念构成一个特殊的数学学科的对象，这个学科就称为群论，群论在第V章已经提到。
(1)



假定类K是全类（或者是所讨论的理论的论域——参看§23），当我们使用“可行的”，“交换的”等语词时，我们通常不提到这个类。

按照上面引入的术语，公理6—9分别被称为可行性定律、交换律、结合律
 和加法运算的右可反性定律
 ；这些公理一起说明，所有的数构成的集合是一个对于加法而言的交换群。


 §48．对于较多的被加数的交换律和结合律

公理7，即交换律，和公理8，即结合律，在这里所陈述的形式中，分别地涉及两个和三个数，但是有无穷多个涉及多于两个或三个数的其它的交换律和结合律，例如，公式：

x＋（y＋z）＝y＋（z＋x）

是对于三个被加数的交换律的一个例子，而公式：

x＋［y＋（z＋u）］＝［（x＋y）＋z］＋u

是对于四个被加数的结合律的一个例子。此外，还有一些具混合性质的定理，一般地说，这些定理断定：被加数在次序和结合方面的任何一种变化，对于加法的结果不生影响，我们陈述下面的定理作为一个例子：

定理9．x＋（y＋z）＝（x＋z）＋y。

证明。经过适当的代入，由公理7和公理8我们得到：

（1）　z＋y＝y＋z，

（2）　x＋（z＋y）＝（x＋z）＋y。

按照莱布尼兹定律，由于（1），我们可以用“y＋z”代（2）中的“z＋y”；结果是所要的公式：

x＋（y＋z）＝（x＋z）＋y。

用同样的方法，我们能够从公理7和8，可能还有公理6，推演出关于任意多个被加数的所有的交换律和结合律。这些定理在代数表达式的变换中实际上是常常用到的。所谓表示一个数的表达式的变换，就像通常一样，指这样一种变换，通过这种变换，得到一个表示相同的数的表达式，这个表达式因之可以同原来的表达式用等号联结起来；最常受到这种变换的表达式是那些含有变项，因而是指示函项的表达式。在交换律和结合律的基础上，我们能够变换任何具有这种形式：

x＋（y＋z），x＋［y＋（z＋u）］，…

的表达式，也就是，为加号和括号所分开的数值常项和变项所组成的表达式；在任何这样的表达式中，我们可以任意地调换数值符号和括号（只须假定所得的表达式不会因括号的易位而变成没有意义）。


 §49．加法的单调定律以及它们的逆定律

我们现在将要讨论的公理10和11是所谓的对于关系小于
 和大于
 的加法的单调定律
 。更一般地，我们说，二项运算O在类
 K中对于二项关系
 R是单调的
 ，如果，对于类K中任何元x，y，z，公式：　yRz

蕴函

（xOy）R（xOz），

后一公式是说，施运算O于x和y所得的结果对于施运算O于x，和z所得的结果有关系R。（在非交换的运算的情形下，严格地说，我们应该区分右单调和左单调，刚才定义的称为右单调。）

加法运算不仅对于关系小于
 和大于
 是单调的——这是公理10和公理11的一个推论——，并且对于§46中所讨论的数之间的其它关系也是单调的。这里我们将只对同一关系证明这一点：

定理10．如果y＝z，那么x＋y＝x＋z。

证明。和x＋y的存在为公理6所保证，它等于它自身（根据§17的定律II）：

x＋y＝x＋y。

由于本定理的假设，等式右边的变项“y”可以用变项“z”来代换，于是我们得到所要的公式：

x＋y＝x＋z。

定理10的逆定理也是真的：

定理11．如果x＋y＝x＋z，那么y＝z。

在这里我们将指出这个定理的两个证明的大致步骤。建立在三分律和公理6，10与11之上的第一个证明是比较简单的。不过，为了我们后面的目的，我们需要另一个证明，这个证明比较起来相当复杂，但是除公理7—9外，不利用任何东西。

第一个证明。假定求证的定理是假的，那么一定有数x，y和z，使得

（1）　x＋y＝x＋z，

而且

（2）　y[image: ]
 z。

因为x＋y和x＋z是数（按照公理6），根据三分律，它们只能满足以下公式中的一个：

x＋y＝x＋z，x＋y＜x＋z　及　x＋y＞x＋z。

因为根据（1），第一式成立，其它两式自动被消去。因此我们有：

（3）　x＋y[image: ]
 x＋z　及　x＋y[image: ]
 x＋z。

另一方面，再一次应用三分律，我们可以从不等式（2）推论出

y＜z　或　y>z。

因此，根据公理10和11，

（4）　x＋y＜x＋z　和　x＋y＞x＋z。

（4）与（3）显然矛盾。假定于是被推翻，而定理应该认为已经证明。


*
 第二个证明。应用公理9，但以“y”和“u”分别代换“x”和“z”，我们推出有一个数u满足公式：

y＝y＋u。

因为，根据公理7，

y＋u＝u＋y，

由于同一关系的传递性（参看§17定律IV）我们有：

（1）　y＝u＋y。

现在再一次应用公理9，但以“z”和“v”分别代换“x”和“z”；于是我们得到一个数v满足等式：

（2）　z＝y＋v。

由于（1），这里我们可以用表达式“u＋y”代换变项“y”：

z＝（u＋y）＋v。

此外，根据结合律，即公理8，我们有：

u＋（y＋v）＝（u＋y）＋v，

因此，应用§17的定律V，我们得到：

z＝u＋（y＋v）。

由于（2），这里我们可以用“z”代换“y＋v”（用莱布尼兹定律），于是我们最后得到：

（3）　z＝u＋z。

第三次应用公理9，这一次以“u”，“x”和“w”分别代换“x”，“y”和“z”，我们得到一个数w，对于w，

u＝x＋w

成立，而因

x＋w＝w＋x，

我们有：

（4）　u＝w＋x。

利用（4）我们从（1）得到以下公式：

y＝（w＋x）＋y；

但因根据结合律，我们有：

w＋（x＋y）＝（w＋x）＋y，

这个公式变为：

（5）　y＝w＋（z＋y）。

由于本定理的假设，我们可以用“x＋z”代换（5）中的“x＋y”，这就导致：

（6）　y＝w＋（x＋z）。

再一次应用结合律，我们有：

w＋（x＋z）＝（w＋x）＋z，

因此（6）变为：

y＝（w＋x）＋z。

由于（4），这里我们可以用“u”代换“w＋x”。这样我们得到：

（7）　y＝u＋z。

但是从等式（7）和（3）推出

y＝z。　q．e．d．*


这里可以插入关于定理11的第一个证明的几点说明。像定理上的证明一样，定理11的第一个证明构成间接推论的一个例子，这个证明的轮廓可以描述如下。为了证明某一个语句，譬如说“p”，我们假设这个语句是假的，也就是，我们假定语句“非p”，从这个假定推演出一个结论“q”；也就是说，我们证明蕴函式：

如果非p，那么q

（在所讨论的情形中，结论“q”是在证明中出现的条件（3）和（4）的合取）。不过，另一方面，我们能够证明（或者根据逻辑的一般定律，就像在所讨论的情形中那样，或者根据数学学科中先已证明的某些定理，这些定理的全部论证是在数学学科中作出的）所得的结论是假的，也就是“非q”成立；因而我们被迫放弃原来的假定，而承认语句“p”是真的。如果这个论证以完整的形式表示出来，一个逻辑定律将在其中起本质的作用，这个定律是我们从§14知道的逆反定律的一个变形，这个定律就是：

从：如果非p，那么q，推出：如果非q，那么p。

这里所讨论的证明稍微不同于定理1的证明。在定理1的证明中，从定理假的假定，我们推论出定理是真的，也就是，我们推演出一个与假定正相矛盾的结论；但是，在所讨论的证明中，我们从一个类似的假定推演出一个结论，我们从其它理由知道这个结论是假的。不过这种差别不是本质的；根据逻辑定律，可以很容易地看出，定理1的证明——像任何其它的间接推论一样——可以归到上面大致描述的模式中。

和定理10一样，其它的单调定律，即，公理10和11，也有逆定律：

定理12．如果x＋y＜x＋z，那么y＜z。

定理13．如果x＋y＞x＋z，那么y＞z。

这些定理的证明，可以沿着定理1的证明的线索，很容易地得到。


 §50．闭语句系统

有一个一般的逻辑定律，熟悉这个定律可以大大简化上面三个定理（11，12和13）的证明。这个定律有时称为闭系统定律或豪伯定律
(2)

 ，在某些情形下，当我们已经证明一些条件语句时，这个定律容许我们从这些语句的形式推论出：相应的逆语句也可以看作已经证明。

假定给了我们一些蕴函式，譬如三个蕴函式，对这三个蕴函式我们将给予以下大概的形式：

如果p1
 ，那么q1
 ；

如果p2
 ，那么q2
 ；

如果p3
 ，那么q3
 。

这三个语句称为构成一个闭系统，如果它们的前件穷尽了所有可能的情形，也就是，如果

p1
 ，或p2
 或p3
 。

是真的，并且如果同时它们的后件互相排斥：

如果q1
 ，那么非q2
 ；如果q1
 ，那么非q3
 ；如果q2
 ，那么非q3
 。

闭系统定律断定，如果构成一个闭系统的某些条件语句是真的，那么相应的逆语句也是真的。

一个闭系统的最简单的例子是两个语句的系统，这个系统包括一个蕴函式：

如果p，那么q，

和它的反语句；

如果非p，那么非q。

为了证明这种情形下的两个逆语句，甚至不必借助于闭系统定律；应用逆反定律就够了。

定理10和公理10与11构成三个语句的一个闭系统，这是三分律的一个推论；因为在任何两个数之间我们恰好有＝，＜和＞三种关系中的一种，我们知道这三个语句的假设，即，公式：

y＝z，y＜z，y＞z，

穷尽所有可能的情形，而它们的结论，即，公式：

x＋y＝x＋z，x＋y＜x＋z，x＋y＞x＋z

互相排斥。（三分律甚至蕴函了更多的东西，即，头三个语句不仅穷尽所有可能的情形，而且也互相排斥，后三个公式不仅互相排斥而且也穷尽所有可能的情形，不过这与我们的目的无关。）仅仅由于三个命题构成一个闭系统，逆定理11—13必定成立为真。

在初等几何中可以找到许多闭系统的例子；例如，当我们考察两个圆的相对位置时，我们必须讨论一个包括五个语句的闭系统。

最后，可以指出，任何人不知道闭系统定律，但是试图证明构成一个这种系统的命题的逆命题，可以机械地应用我们在定理11的第一个证明中所使用的同样的推理方式。


 §51．单调定律的推论

定理10和11可以合成一个语句：

y＝z，当且仅当，x＋y＝x＋z。

同样可以把公理10和11与定理12和13联结起来，这样得到的定理可以称为通过加法的等式和不等式的等价变换定律
 ，这些定理的内容有时被描述如下：如果不改变等号或不等号，而以同一数加于一个等式或不等式的两边，所得的等式或不等式与原来的等价（自然，这种表述是不十分正确的，因为一个等式或不等式的两方不是数而是表达式，不可能加任何数于表达式上），这里提到的定理在解等式和不等式时起着重要的作用。

我们将从单调定理推演出另一个结论：

定理14．如果x＋z＜y＋t，那么x＜y或者z＜t。

证明。假设这个定理的结论是假的；换句话说，x既不小于y，z也不小于t。根据三分律，从此推出以下两个公式之一：

x＝y　或　x＞y

以及以下两个公式之一：

z＝t　或　z＞t

必定成立。这样，我们必须讨论以下四种可能：

（1）　x＝y而且z＝t，

（2）　x＝y而且z>t，

（3）　x＞y而且z＝t，

（4）　x＞y而且z>t。

让我们从考虑第一种情形开始。如果（1）的两个等式是正确的，根据定理10，从第一个等式我们得到：

z＋x＝z＋y，

而因为根据公理7，

x＋z＝z＋x而且z＋y＝y＋z，

两次应用同一关系的传递律，我们可以推论出：

（5）　x＋z＝y＋z。

如果现在我们应用定理10于（1）的两个等式的第二个，我们得到：

（6）　y＋z＝y＋t，这个公式与（5）一起可得：

（7）　x＋z＝y＋t。

根据完全类似的推论——应用公理4，5，10和11——，剩下的三种情形（2），（3）和（4）的任何一种都导致不等式：

（8）　x＋z>y＋t。

因此在任何情形下，公式（7）或（8）中的一个必定成立。但是因为x＋z和y＋t是数（公理6），根据三分律，推出公式：

x＋z＜y＋t

不能成立。

如是，由于假定结论是假的，我们得到一个与定理的假设直接矛盾的公式。因此这个假定要推翻，而我们知道结论确实是从假设推出来的。

刚才处理的论证算在间接证明之列；除开一点非本质的改变，它可以归到§49中大致叙述的模式中，这个模式与定理11的第一个证明相关。不过从形式上考虑，这个论证的方法稍微不同于定理1和11的证明所遵从的方法。这个推论具有下列的模式。为了证明一个具有蕴函式形式的语句，譬如说，语句：

如果p，那么q，

我们假定这个语句的结论，即“q”是假的（而非全句是假的）；从这个假定，也就是，从“非q”，推论出假设是假的，也就是“非p”成立。换句话说，不去证明求证的语句，而是给出相应的逆反语句：

如果非q，那么非p

的一个证明，并且从此推论出原来语句的正确性。这种论证的根据要在语句演算的一个定律中寻找，这个定律是说，逆反语句的真常常蕴函原来语句的真（参看§14）。

这种形式的推论在所有的数学学科中十分普遍；它们构成间接证明最普通的类型。


 §52．减法的定义；反运算

我们的下一步工作是表明，减法的概念能够引进我们的讨论中来。有了这个目的在心中，我们将首先证明下面的定理：

定理15．对于任何两个数y和z，恰恰有一个数x，使得y＝z＋x。

证明。公理9保证至少有一个数x适合公式：

y＝z＋x。

我们必须证明这样的数不多于一个；换句话说，满足这个公式的任何两个数u和v相等。因此，令

y＝z＋u　而且　y＝z＋v。

这个公式直接蕴函（根据关系＝的对称律和传递律）；

z＋u＝z＋v，

根据定理11，从这个公式我们得到：

u＝v。

于是，恰恰有一个数x（参看§20），对于这个x，

y＝z＋x，　q．e．d．

以上定理说到的唯一的数x，用以下符号：y－z表示；像通常一样，我们把它读作“数x和y的差”或者“从数y减去数z的结果”。差这一概念的精确定义如下：

定义2．我们说，x＝y－z，当且仅当，y＝z＋x。

一个运算I称为运算O在类K中的右反运算，如果这两个运算O和I适合下列条件：

对于类K的任何元素x，y和z，我们有：x＝yIz，当且仅当，y＝zOx。

类似概念：运算
 O的左反运算
 ，可以依同样方法定义。如果运算O在类K中是交换的，它的两个反运算——右的和左的——相合，于是我们可以简单地说运算O的反运算。按照这种用语，定义2表示，减法是加法的右反运算（或者简单地说，反运算）。


 §53．被定义者包含等号的定义


*
 定义2是数学中非常普通的一种定义的一个例证。这种定义给表示单个事物的符号，或者给表示在一些事物之上的一个运算（换句话说，具有一定数目的主目的函项）的符号规定意义。在每一个这样的定义中，被定义者具有等式的形式：

x＝…；

在这等式的右边是要定义的符号本身，还是由要定义的符号与一些变项“y”，“z”，…所构成的一个指示函项，要看这个符号表示单个的事物还是在一些事物之上的一个运算而定。定义者可能是任何形式的一个语句函项，这个函项包含有和被定义者之中相同的自由变项，这个函项说，事物x——可能还有事物y，z，…——适合如此这般一个条件。定义2确立一个符号的意义，这个符号表示在两个数之上的一个运算。为了给出这种类型的定义的另一个例子，让我们陈述“0”的定义，这个符号是表示单个的数的。

我们说，x＝0，当且仅当，对于任何数y，公式：y＋x＝y成立。

我们所讨论的这种类型的定义和一种危险相连；因为一个人在作出这种定义的时候，如果不加以足够的注意，他可能很容易遇到一种矛盾。一个具体的例子可以说明这一点。

让我们暂时离开我们现在的探讨，而且假定在算术中我们已经有了乘号供我们使用，我们要利用乘号定义除号。为此，我们制定以下的定义，这个定义是一丝不差地依照定义2仿造的：

我们说，x＝y∶z，当且仅当，y＝z·x。

如果现在在这个定义中，我们以“0”替换“y”和“z”，而且首先以“1”然后以“2”替换“x”，又如果我们注意我们有公式：

0＝0·1与0＝0·2，

我们立即得到：

1＝0∶0　与2＝0∶0。

但是因为等于同一个东西的两个东西相等，我们得到：

1＝2，

这显然是无意义的。

不难举出这种现象的理由。在定义2和在这里考虑的商的定义中，定义者具有语句函项的形式，这个语句函项有三个自由变项“x”，“y”和“z”。对于每一个这样的语句函项，有一个三项关系与它对应，这个三项关系在数x，y和z之间成立，当且仅当，这些数满足那个语句函项（参看§27）；而这正是定义的目的，定义的目的就在引进一个符号表示这种关系。但如一个人予被定义者以形式：

x＝y－z　或　x＝y∶z，

那么，他预先假定这个关系是函项的（因而是一个运算，或者一个函项，参看§34），因此对于任何两个数y和z，至多有一个数x与它们有所说的关系。不过，关系是函项的这一事实最初一点也不明显，因之必须首先建立。在定义2的情形下，这点我们做到了；但是在商的定义的情形下，我们没有能做到，我们不能这么做，仅仅因为在某种例外的情形下，所说的关系不是函项的。因为，如果

y＝0而且z＝0，

那么有无穷多个数x，对于这个x

y＝z·x。

因此，如果一个人想用以上形式表示商的定义，而不引进矛盾，他必须排除数y和z都是0的情形，——例如，在定义者之中插进一个附加的条件。

上面的讨论把我们引导到以下的结论。在定义2类型的每一个定义的前面应该有一个完全相应于定理15的定理，就是说只有一个数x满足定义者的定理。（这里有个问题发生，是恰恰有一个数适当，还是至多有一个这样的数就够了。这个颇为困难的问题的讨论此处从略。）*



 §54．关于减法的定理

在定义2和加法的定律的基础上，我们能够没有困难地证明减法理论的一些基本定理，如同可行性定律，单调定律以及等式和不等式通过减法的等价变换定律。使所谓的代数和的变换成为可能的那些定理也在此列，所谓的代数和，就是，为“＋”号、“-”号和括号（按照与括号的作用相同的特殊规则，括号常被省略）所分开的数值常项和变项所组成的表达式。下面的定理可以作为最后所说的那一类定理的一个例子：

定理16．x＋（y－z）＝（x＋y）－z。

证明。按照公理9，对于y和z，有一个数u与之对应，使得

（1）　y＝z＋u；

按照定义2，上式蕴函

（2）　u＝y－z。

从交换律我们有：

x＋y＝y＋x。

由于（1），右边的“y”可以用“z＋u”代换，于是我们得到：

（3）　x＋y＝（z＋u）＋x。

另一方面，从定理9推出：

（4）　z＋（x＋u）＝（z＋u）＋x。

但因等于同数的二数相等，我们能够从（3）和（4）推论：

（5）　x＋y＝z＋（z＋u）。

现在，因为x＋u和x＋y是数（据公理6），我们可以用“x＋u”和“x＋y”代换定义2中的“x”和“y”。（5）表明定义者被满足，因此被定义者必定也成立：

x＋u＝（x＋y）－z。

由于（2），如果现在我们以“y－z”代换上面等式中的“u”，我们最后得到：

x＋（y－z）＝（x＋y）－z，q．e．d．

已经到达这个地方，现在我们终止这一小部分算术的构造。


 练　习

1．考虑以下三个系统，每一个由一个集合、两种关系和一种运算所组成：

（a）所有的数构成的集合，关系≦和≧，加法运算；

（b）所有的数构成的集合，关系＜和＞，乘法运算；

（c）所有正数构成的集合，关系＜和＞，乘法运算。

判定：这些系统中哪些是公理1—11的系统的模型（参看§37）。

2．考虑一任意直线，我们称它为数线；令这条线上的点用字母“X”，“Y”，“Z”，…指示。在数线上我们选一固定的起点O以及与O点不同的单位点U。现在令X与Y为线上两个不同的点。我们考虑两个半线，一个从O起始并且通过U，另一个从X起始并且通过Y，我们说点X在点Y的前面，用符号表示，为：

X[image: ]
 Y，

当且仅当，这两个半线相同或者其中的一个——不论哪一个——是另一个的部分，在这一情形下，我们也说点Y在点X的后面，写作，

Y[image: ]
 X。

点Z称为点X和点Y的和，如果它满足下列条件：（i）线段OX与线段YZ相合，（ii）如果O[image: ]
 X，那么Y[image: ]
 Z，但如O[image: ]
 X，那么Y[image: ]
 Z。点X与点Y的和写作：

[image: ]


用几何定理证明：数线上所有的点构成的集合（比较简单地说，即，数线本身），关系[image: ]
 和[image: ]
 ，及运算[image: ]
 一起，构成我们所采取的公理系统的一个模型，因而这个系统在几何中有一个解释。

3．让我们考虑四种运算A，B，G和L，它们——像加法一样——使一个数对应于任何两个数。我们永远把数x看作施运算A于数x和y的结果，把数y看作施运算B于数x和y的结果：

xAy＝x，xBy＝y。

我们以符号“xGy”和“xLy”分别表示x和y两个数之中那不小于或不大于另一个数的数；如此，我们有：

xGy＝x及xLy＝y，如果　x≧y；

xGy＝y及xLy＝x，如果　x≦y。

§47中所讨论的性质有哪一些属于这四种运算？对于这四种运算中的任何一种，所有的数构成的集合是否构成一个群，特别是，一个交换群？

4．令C是所有点集的类，也就是，所有几何图形的类。集合的加法和乘法（如在§25中定义的）在类C中是可行的，交换的，结合的和可反的吗？因而类C对于这两种运算中的任何一种，是一个群，特别是，一个交换群吗？

5．证明：对于乘法而言，所有的数构成的集合不是一个交换群，但是下面每个集合对于乘法是一个交换群：

（a）所有异于0的数构成的集合；

（b）所有正数构成的集合；

（c）由1与-1两数构成的集合。

6．考虑由0和1两数组成的集合S，以及以下列公式定义在这个集合的元素之上的运算[image: ]
 ：

[image: ]


判定集合S对于运算[image: ]
 是否构成一个交换群。

7．考虑由0，1和2三个数组成的集合S，在这个集合的元素上定义一个运算[image: ]
 ，使得对于这个运算，集合S是一个交换群。

8．证明：没有由两个或三个不同的数所组成的一个集合，对于加法是一个交换群，是否有一个由单个的数所组成的集合，对于加法构成一个交换群？

9．从公理6—8推演下列定理：

（a）x＋（y＋z）＝（z＋x）＋y；

（b）x＋［y＋（z＋t）］＝（t＋y）＋（x＋z）。

10．如果仅仅根据公理6—8进行变换，由下面每一个表达式可以得出多少表达式：

x＋（y＋z），x＋［y＋（z＋t）］，x＋{y＋［z＋（t＋u）］}？

11．简明陈述运算O对于关系R的左单调的一般定义。

12．根据我们所采取的公理以及从它们推演出来的定理证明：加法对于关系[image: ]
 ，≦和≧是一个单调运算。

13．对于关系＜和＞，乘法是否是一个单调运算：

（a）在所有的数构成的集合中；

（b）在所有的正数构成的集合中；

（c）在所有的负数构成的集合中？

14．第3题定义的一些运算中，哪些对于关系＝，＜，＞，[image: ]
 ，≦和≧是单调的？

15．类的加法和乘法对于包含关系是单调的吗？对于§24中所讨论的类之间的任何其它关系呢？

16．从我们的公理推演下列定理：

如果x＜y而且z＜t；那么x＋z＜y＋t。

在这个语句中依次以“＞”，“＝”，“[image: ]
 ”，“≦”和“≧”代换符号“＜”，考察这样所得的语句是否是真的。

17．在算术和几何的范围内给出闭语句系统的例子。

18．从我们的公理推演下列定理：

（a）如果x＋x＝y＋y，那么x＝y；

（b）如果x＋x＜y＋y，那么x＜y；

（c）如果x＋x＞y＋y，那么x＞y。

提示；首先证明这些语句的逆语句（用第16题的结果），然后证明它们构成一个闭系统。


*
 19．如果一个定理能够只从公理6—9推演出来，那么它能够推广到任意的交换群中去，因为对于一个运算O构成一个交换群的每一类K，同这个运算一起构成公理6—9的一个模型（参看§37和§38）。这一点特别适用于定理11（由于这个定理的第二个证明），因而我们有以下一般的群论定理：

对于运算O是一个交换群的每一类K满足以下条件：

如果x∈K，y∈K，z∈K而且xOy＝xOz，那么y＝z。

给出这个定理的严格证明。

另一方面，证明：第18题的定理（a）不能推广到任意的交换群中去，用举出类K和运算O的一个例子的方法加以证明，类K和运算O具有以下性质：（i）类K对于运算O是一个交换群，（ii）类K中有两个不同的元素x和y，对于x和y有：xOx＝yOy（参看第6题）。因而，定理（a）能不能只从公理6—9推演出来？

20．变换定理14的证明，使它符合§49中大致叙述的，与定理11的第一个证明相联系的模式。

21．可否说，除法运算在所有的数构成的集合中是乘法运算的反运算？

22．第3题和第4题中提到的运算有没有反运算（在所有的数构成的集合中或者在所有的几何图形的类中）？

23．什么运算是减法（在所有的数构成的集合中）的左反运算和右反运算？


*
 24．在§53中符号“0”的定义是作为例子陈述出来的。为了使这个定义确实不致导致矛盾，在这个定义的前面应该有如下的定理：

恰恰有一个数x，使得对于任何数y，我们有：y＋x＝y。

只用公理6—9证明这个定理。

25．简明陈述这样一些语句，它们分别断定减法是可行的，交换的，结合的，右可反的和左可反的以及对于小于关系为右单调的和左单调的。这些语句中哪一些是真的？用我们的公理和§52中的定义2证明那些真的语句。

26．从我们的公理和定义2推演下列定理：

（a）x－（y＋z）＝（x－y）－z，

（b）x－（y－z）＝（x－y）＋z，

（c）x＋y＝x－［（x－y）－x］。


*
 27．用减法的可行性定律和上一题的定理（c），证明下列定理：

数的集合K对于加法是一个交换群，必须且只须，集合K的任何两数的差仍然属于集合K（也就是，公式x∈K和y∈K永远蕴函x－y∈K）。

用这个定理找出一些数的集合的例子，它们是对于加法的交换群。

28．用逻辑符号写出上两章所给的公理、定义和定理。

提示：在用符号表示定理15以前，先把它置于一个等价的形式中，其中的数值量词由于§20所作的解释已经被消去。

 

————————————————————


(1)
  群的概念为法国数学家伽罗华（E．Galois，1811—1832）引进数学中，“阿贝尔群”这个词是选来纪念挪威数学家阿贝尔（N．H．Abel，1802—1829）的，他的研究对于高等代数的发展有巨大的影响，群概念对于数学的深远的重要性，特别是自从另一位挪威数学家李（S．Lie，1842—1899）的工作以来，已经为大家所认识。


(2)
  依德国数学家豪伯（K．F．Hauber，1775—1851）的名字而命名。


（Ⅸ）关于所构造的理论的方法论的讨论


 §55．在原来的公理系统中消去多余的公理

前面两章专门给出一个初等数学理论基础的概要。本章我们将讨论理论建立于其上的公理系统和基本词项，这种讨论具有方法论的性质。

我们将从一些具体的例子开始，说明§39中关于公理和基本词项的选择的随意性，多余的公理可以省略等等。

让我们从以下问题开始，是否公理1—11的系统——这个系统将简称为系统
 [image: ]
 ——可能含有多余的公理，也就是，是否有公理能够从系统的其余公理推演出来。我们将立即看出，回答并且肯定地回答这个问题是容易的。事实上，我们有：

系统[image: ]
 的公理中有三个，即，公理4或公理5中的一个，公理6，以及公理10或公理11中的一个能够从其余的公理推演出来。

证明。我们首先证明

（I）　公理4或5中的一个能够借助于公理1—3从另一个推演出来。

我们注意，定理3的证明仅仅根据——不论直接或间接——公理1—3。另一方面，如果我们已经有定理3，我们可以按下面的推论方式从公理4推演出公理5（或者从公理5推演出公理4）：

如果

x＞y而且y＞z，

那么，据定理3，

y＜x而且z＜y；

因此，应用公理4（但以“z”代换其中的“x”，以“x”代换其中的“z”），我们得到：

z＜x，

又据定理3，上式蕴函：

x＞z，

而这就是公理5的结论。

同样可以证明：

（II）　公理10或公理11中的一个能够借助于公理1—3从另一个推演出来。

最后，我们有：

（III）　公理6能够从公理7—9推演出来。


*
 后一断定的证明不十分简单，而和定理11的第二个证明类似。已给任意二数x和y，四次应用公理9，逐个地引进四个新的数u，w，z和v，令它们满足下列公式：

（1）　y＝y＋u，

（2）　u＝x＋w，

（3）　y＝w＋z，

（4）　z＝y＋v。

据交换律，从（1）我们有：

y＝u＋y；

将以上等式与（4）合在一起，而像在定理11的证明中那样进行论证，根据结合律，我们得到：

（5）　z＝u＋z。

从（5）和（2）我们得到：

z＝（x＋w）＋z，

由此，再据结合律，

z＝x＋（w＋z），

由于（3），由上式可得：

（6）　z＝x＋y。

这样我们已经证明，对于任何两数x和y，存在一数z，对于z（6）成立；而这正是公理6的内容。

可以补充一点：上面大致叙述的推论方式不仅适用于加法，按照§37和§38的一般论述，也适用于任何其它运算；在类K中交换的，结合的以及右可反的一个运算O在该类中也是可行的，因而类K对于运算O构成一个交换群（参看§47）。*


现在我们已经知道系统A至少包含三个多余的，因之可以省略的公理。因此，系统A可以为以下八个公理组成的系统所代替：

公理1（1）
 。对于任何数x和y，我们有：x＝y或者x＜y或者x＞y。

公理2（1）
 ．如果x＜y，那么y[image: ]
 x。

公理3（1）
 ．如果x＞y，那么y[image: ]
 x。

公理4（1）
 ．如果x＜y而且x＜z，那么x＜z。

公理5（1）
 ．x＋y＝y＋x。

公理6（1）
 ．x＋（y＋z）＝（x＋y）＋z。

公理7（1）
 ．对于任何数x和y，有一数z，使得x＝y＋z。

公理8（1）
 ．如果y＜z，那么x＋y＜x＋z。

我们将称这个公理系统为系统[image: ]
 （1）
 ，现在我们有以下的结果：

系统[image: ]
 与[image: ]
 （1）
 等价。

与原来系统比较，新的简化了的公理系统，从美学观点和教学观点两方面看，都有一些缺点。对于两个基本符号“＜”和“＞”，它不再是对称的，关系＜的一些性质不加证明地被接受下来，而关系>的完全类似的性质不得不首先加以证明。在新系统中，公理6也被省略，公理6具有非常初等并且直观上明显的性质，然而它之从系统[image: ]
 （1）
 的公理推演出来是比较困难的。


 §56．化简了的系统的公理的独立性

现在发生一个问题：是否系统[image: ]
 （1）
 中还有任何其它多余的公理。我们将证明事实上不是如此：

[image: ]
 （1）
 是互相独立的公理的系统。

为了确立以上陈述的方法论的命题，我们用凭借解释的证明方法，这种方法在§37的一个特例中已经使用过。

我们要证明系统[image: ]
 （1）
 中没有一个公理可以从这个系统的其余公理推演出来。让我们考虑公理2（1）
 作为一个例子。假设我们在系统V（1）
 的公理中，把符号“＜”全部代换为“≦”，而不以任何其它方式改变公理。作为这种变换的结果，除公理2（1）
 以外，没有一个公理失去它的正确性；事实上，公理3（1）
 ，5（1）
 ，6（1）
 和7（1）
 ，由于它们不包含符号“＜”，仍然不变，而公理1（1）
 ，4（1）
 和8（1）
 变为一些算术定理，它们的证明，根据系统[image: ]
 或[image: ]
 （1）
 与符号“≦”的定义1（参看§46），没有任何困难。因此，可以断言，所有的数构成的集合N，关系≦和>，以及加法运算构成公理1（1）
 和3（1）
 —8（1）
 的一个模型；这七个公理的系统于是在算术中有一个新的解释。另一方面，可以立即看出，由公理2（1）
 经过变换得到的语句是假的，因为它的否定在算术中能够容易地证明；公式：

x≦y

并不常常排斥：

y≦x，

因为有数x和y同时满足两个不等式：

x≦y而且y≦x

（自然，如果而且仅仅如果，x和y相等，才是这种情形）。因此，如果一个人相信算术的无矛盾性（参看§41），他不得不承认这一事实：从公理2（1）
 得到的语句不是这个学科的一个定理。从此推演出公理2（1）
 不能从系统[image: ]
 （1）
 的其余公理推演出来；因为否则在任何解释中，如果其它公理成立，这个公理也不会不正确（参看§37中类似的讨论）。

使用同样的推理方法，但是应用其它适当的解释，关于其它每一个公理可以得到同样的结果。


*
 一般地，用解释证明的方法可以描述如下。问题是，证明某个语句A不是一已给演绎理论的公理或者其它命题的系统[image: ]
 的一个推论。为了证明这一点，我们考虑一个任意的，假定是无矛盾的演绎的理论[image: ]
 （在特殊的情形下，可能就是系统[image: ]
 的命题所属的同一个理论）。然后我们试着在这个理论之内找到系统[image: ]
 的一个解释，使得不是语句A本身，而是它的否定成为理论[image: ]
 的一个定理（也可能是一个公理）。如果我们能够做到这一点，我们可以应用§38中陈述的演绎法定律。如我们所知，从这个定律推出，如果语句A能够从系统[image: ]
 的命题推演出来，那么对于这个系统的任何解释，它将仍然是正确的。因此，存在[image: ]
 的一个解释，对于这个解释A不正确，这件事实是这一语句不能从系统[image: ]
 推演出来的一个证明。更严格地说，它是以下条件语句的一个证明：

如果理论[image: ]
 是无矛盾的，那么语句A不能从系统[image: ]
 的命题推演出来。

何以必须包括理论[image: ]
 是无矛盾的这一假定，其理由是容易理解的。因为如果不然，理论[image: ]
 会把两个矛盾的语句包括在它的公理和定理之中，而我们不能仅从[image: ]
 包含A的否定这一事实，推论出[image: ]
 宏不包含语句A（或者毋宁说A的解释）；这样我们的论证就会不正确。

用上面的方法，要得到一已给的公理系统的独立性的详尽证明，在所讨论的系统中有多少公理，上述的方法就得要应用多少次；每个公理依次地当作语句A，而[image: ]
 就由系统的其余公理所组成。*


 §57．多余的基本词项的消去和公理系统的继续化简；一个有序交换群的概念

我们再一次回到公理系统[image: ]
 （1）
 ，因为这个系统是独立的，它不能用去掉多余的公理的办法进一步化简。不过，可以用不同的方法进一步化简。因为事实表现出，系统[image: ]
 （1）
 的基本词项不是互相独立的。事实上，“＜”和“＞”两个符号中的一个可以从基本词项的目录中抹去，然后用另一个来定义它。从定理3可以很容易地看出这一点来；定理3由于它所具有的形式，可以看作是符号“＞”借助于符号“＜”的一个定义，而如果在这个定理中我们把等价式的两边互换，我们可以把它当作符号“＜”借助于符号“＞”的一个定义（在两种情形中以“我们说”这个短语放在定理的前面是合宜的；参看§11）。从教学的观点看，基本词项的这种还原可能引起某些反对意见；因为词项“＜”和“＞”在意义上是同样清楚，而且它们所指的关系具有完全类似的性质，因而把其中的一个看作是直接可以理解的，而另一个必须借助于第一个来定义，这种做法会显得有些不自然。但是这些反对意见不大使人信服。

如果现在不顾任何教学上的考虑，我们决定从基本词项的目录中消去所说的符号中的一个，使我们的公理具有一种形式，其中无被定义的词项出现，这一件工作就产生了。（顺便提一提，这是一个方法论的公设，实际上它常常被置之不理；特别是在几何中，为增加公理的简易性和明显性，常用被定义词项陈述公理。）这件工作没有任何困难；我们仅仅把公理系统[image: ]
 （1）
 中的每一个这样的公式：

x＞y

代换以公式：　y＜x，

据定理3，两公式是等价的。然后容易看出，公理1可以为连通性定律，即定理4所代替，因为根据逻辑的（即，语句演算的）一般定律两者可以互相推出；现在公理3成为公理2的一个单纯代换，因而可以略去。这样我们得到由以下七个公理组成的系统：

公理1（2）
 ．如果x[image: ]
 y，那么x＜y或y＜x。

公理2（2）
 ．如果x＜y，那么y[image: ]
 x。

公理3（2）
 ．如果x＜y而且y＜z，那么x＜z。

公理4（2）
 ．x＋y＝y＋x。

公理5（2）
 ．x＋（y＋z）＝（x＋y）＋z。

公理6（2）
 ．对于任何数x和y，有一个数z，使得x＝y＋z。

公理7（2）
 ．如果y＜z，那么x＋y＜x＋z。

这个公理系统称为系统[image: ]
 （2）
 ，它与前面两个系统[image: ]
 和[image: ]
 （1）
 的任何一个等价。不过，这么说不严格；因为不可能从系统[image: ]
 （2）
 的公理推演出系统[image: ]
 或[image: ]
 （1）
 的那些含有符号“＞”的语句，除非系统[image: ]
 （2）
 由于加进这个符号的定义而扩充。如我们所知，我们可以予这个定义以以下形式：

定义1（2）
 ．我们说，x＞y，当且仅当，y＜x。

我们也知道，这最后的语句如果不当作定义，而是当作一个普通的定理（在这种情形下，略去开头的短语“我们说”），那么它能够在系统[image: ]
 或[image: ]
 （1）
 的基础上证明。所讨论的三个系统等价这一事实可以表示如下：

系统[image: ]
 （2）
 和定义1（2）
 一起等价于系统

[image: ]
 和[image: ]
 （1）
 中的任一个。

每当比较两个等价的然而至少包含有一部分不同的基本词项的公理系统时，需要用同样慎重的陈述方式。

公理系统[image: ]
 （2）
 由于它的结构简单而优越性显著，头三个公理是关于小于
 关系的，它们一起断定，集合N为这个关系排成一定次序；其次的三个公理是关于加法的，它们断定，集合N对于加法是一个交换群；末一个公理——单调定律——最后陈述小于
 关系和加法运算之间的一种相关性。一类K称为是对于关系
 R和运算
 O的一个有序交换群
 ，如果（i）类K为关系R排成一定次序，（ii）类K是对于运算O的一个交换群，而且（iii）运算O在类K中对于关系R是单调的。按照这个用语我们可以说，数的集合为公理系统[image: ]
 （2）
 描述为：对于小于
 关系和加法运算的一个有序交换群。

关于系统
 [image: ]
 （2）
 可以确立以下事实：

系统[image: ]
 （2）
 是一个独立的公理系统，而且所有它的基本词项，即“N”，“＜”和“＋”是互相独立的。

我们略去这个命题的证明。我们只说，为了确立基本词项的互相独立性，人们必须再次应用凭借解释的证明的方法，不过这个方法在这个情形下要采取更为复杂的形式；篇幅不够，使我们不能深入讨论为了这个目的这个方法所需要作的改变。


 §58．公理系统的进一步化简；基本词项系统的可能变换


系统
 [image: ]
 （2）
 显然可以为任何一个与它等价的语句系统所代替。这里我们要给出这种系统的一个特别简单的例子，这个系统可以称为系统
 [image: ]
 （3）
 。它含有的基本词项和[image: ]
 （2）
 的相同，它只包含五个语句：

公理1（3）
 ．如果x[image: ]
 y，那么x＜y或y＜x。

公理2（3）
 ．如果x＜y，那么y[image: ]
 x。

公理3（3）
 ．x＋（y＋z）＝（x＋z）＋y。

公理4（3）
 ．对于任何数x和y有一数z使得x＝y＋z。

公理5（3）
 ．如果x＋z＜y＋t，那么x＜y，或z＜t。

我们将证明

系统[image: ]
 （2）
 与[image: ]
 （3）
 等价。

证明。首先，我们注意，系统
 [image: ]
 （3）
 的所有公理或者包含在系统
 [image: ]
 中（例如，公理
 2（3）
 与公理
 2相合，公理
 4（3）
 与公理
 9相合）；或者在系统
 [image: ]
 的基础上被证明（公理
 1（3）
 ，3（3）
 和5（3）
 分别与定理
 4，9和14相合）。但是因为公理系统[image: ]
 与[image: ]
 （2）
 等价，如我们从§57知道的（定义
 1（2）
 毕竟总是可以加到系统
 [image: ]
 （2）
 上去），我们可以推断，系统
 [image: ]
 （3）
 的所有语句可以在系统
 [image: ]
 （2）
 的基础上证明。剩下的就是从系统
 [image: ]
 （3）
 的公理推演出系统
 [image: ]
 （2）
 的那些不在[image: ]
 （3）
 中出现的语句，即公理
 3（2）
 ，4（2）
 ，5（2）
 和7（2）
 ，这件工作不是那么简单。


*
 我们从公理
 4（2）
 和5（2）
 开始。

（I）　公理4（2）
 能够从系统[image: ]
 （3）
 的公理推演出来。

因为，给定二数x和y，我们可以应用公理
 4（3）
 （但以“x”代其中的“y”，以“y”代其中的“x”），因而，有一个数z，使得

（1）　y＝x＋z。

如果现在在公理3（3）
 中，我们以“x”代“y”，则得：

（2）x＋（x＋z）＝（x＋z）＋x。

由于（1），以上等式两边的“x＋z”可以用“y”替换，于是我们得到公理4（2）
 ：

x＋y＝y＋x。

（II）　公理5（2）
 能够从系统[image: ]
 （3）
 的公理推演出来。

事实上，据公理
 3（3）
 我们有（如果以“y”代换“z”，以“z”代换“y”）：

x＋（z＋y）＝（x＋y）＋z；

据（I）我们已经推演出交换律，由于交换律我们可以把这里的“z＋y”代以“y＋z”，于是我们得到公理5（2）
 ：

x＋（y＋z）＝（x＋y）＋z。

为便于推演出公理3（2）
 与7（2）
 ，我们将首先表明，前章陈述的一些公理和定理如何可以在系统
 [image: ]
 （3）
 的基础上证明。

（III）　定理1能够从系统[image: ]
 （3）
 的公理推演出来。

我们只须注意，§44所给的定理
 1的证明仅仅是根据公理2，而公理2又与系统
 [image: ]
 （3）
 的公理
 2（3）
 相合。

（IV）　公理6能够从系统[image: ]
 （3）
 的公理推演出来。

事实上，在§55中我们已经知道公理6能够从公理7，8和9演绎
 出来，公理
 7和8与公理
 4（2）
 和5（2）
 相同，因而据（I）和（II），能够从系统
 [image: ]
 （3）
 的公理推演出来。另一方面，公理
 9在系统
 [image: ]
 （3）
 中作为公理4（3）
 出现，所以，公理
 6是[image: ]
 （3）
 的公理的一个推论。

（V）　定理11能够从系统[image: ]
 （3）
 的公理推演出来。

在定理11的第二个证明中，如§49中所给的，只用到公理
 7，8和9，因此定理
 11能够从系统
 [image: ]
 （3）
 的公理推演出来，其理由与公理6相同；见（IV）。

（VI）　定理12能够从系统[image: ]
 （3）
 的公理推演出来。

因为，假定定理
 12的假设成立：

x＋y＜x＋z；

我们应用公理
 5（3）
 ，但以“y”，“x”和“z”分别替换公理5（3）
 中的“z”，“y”和“t”。从此得出以下公式：

x＜x或y＜z

中的一个必须成立；第一个可能必须被否定，因为它与定理
 1矛盾，而我们已经证明定理1可以从系统
 [image: ]
 （3）
 推演出来，——参看（III）。因此，定理
 12的结论：

y＜z

必须成立。

（VII）　公理3（2）
 能够从系统[image: ]
 （3）
 的公理推演出来。

让我们假定公理
 3（2）
 的假设，即公式：

（1）　x＜y

与

（2）　y＜z。

如果现在我们有：

y＋x＝y＋z，

那么，据由（V）已经推演出来的定理
 11，推出

x＝z。

于是在（1）中“x”可代换以“z”，而这将导致：

z＜y。

由于公理
 2（3）
 这个不等式与（2）矛盾，因而必须被否定。于是我们有：

（3）　y＋x[image: ]
 y＋z。

因为据公理
 6，y＋x和y＋z都是数，我们可以根据公理
 1（3）
 从（3）推论出以下两种情形：

（4）y＋x＜y＋z或y＋z＜y＋x

中的一个必须成立。考虑（4）的第二个公式，据已经推演出来的公理4（2）
 ，我们可以把其中的“y＋x”代换以“x＋y”；这样我们得到：

y＋z＜x＋y。

应用公理
 5（3）
 于上式，但以“y”代换公理5（3）
 中的“x”和“t”，以“x”代换其中的“y”。用这种方法我们得到以下的推论：

y＜x或z＜y。

但是这一个推论必须被否定，因为由于公理2（3）
 ，它与（1）和（2）矛盾，而（1）和（2）构成公理
 3（2）
 的假设。因此我们回到（4）的第一个公式并应用由（VI）推演出来的定理12，但以“x”代换定理12中的“y”，以“y”代换其中的“x”；于是我们得到：

x＜z

而这就是公理
 3（2）
 的结论。

（VIII）　公理7（2）
 能够从系统[image: ]
 （3）
 的公理推演出来。

这里的方法与刚才所用的方法相似，但是更为简单。我们假定公理
 7（2）
 的假设：

（1）　y＜z。

如果现在我们有：

x＋y＝x＋z，

那么据定理
 11推出

y＝z；

因此在（1）中我们可以用“z”代“y”，而得到一个与定理
 1相矛盾的公式，据（III）定理1已经推演出来。所以我们必须有：

x＋y[image: ]
 x＋z，

据公理
 1（3）
 ，从此推出

（2）　x＋y＜x＋z或x＋z＜x＋y。

由于定理
 12，以上不等式中的第二个导致：

z＜y，

但是根据公理
 2（3）
 ，上式与我们的假设（1）矛盾。因之我们必须承认不等式（2）中的第一个：

x＋y＜x＋z，

而这就是公理
 7（2）
 的结论。*


用这种方法，我们知道系统
 [image: ]
 （2）
 的所有语句是系统
 [image: ]
 （3）
 的推论，反之亦然；因此两个公理系统[image: ]
 （2）
 和[image: ]
 （3）
 确实证明是等价的。

无疑的，系统
 [image: ]
 （3）
 较系统
 [image: ]
 （2）
 简单，因而此系统
 [image: ]
 或[image: ]
 （1）
 更简单。比较系统
 [image: ]
 与[image: ]
 （3）
 是特别有趣的事；作为连续还原的结果，公理的数目减少了一大半。另一方面，也应该注意，系统
 [image: ]
 （3）
 的某些语句（即，公理
 3（3）
 和5（3）
 ）比其它系统的公理较不自然和复杂，某些，甚至是非常初等的、定理的证明在这里较之在其它系统的基础上也是更为复杂和困难。

如同公理系统一样，基本词项的系统也可以为任何等价的系统所代替。这一点特别适用于“N”，“＜”与“＋”三个词项的系统，这三个词项在刚刚讨论过的那些公理中作为仅有的基本词项而出现。如果在这个系统中我们以符号“≦”代替符号“＜”，我们得到一个等价的系统；因为“≦”是用“＜”定义的，而定理
 8告诉我们，后者又如何可以用前者来定义。可是基本词项系统的这样一种变换并无好处；特别是，对于公理的化简并无帮助，对于那些对符号“＜”较之对符号“≦”可能更为熟悉的读者，这种变换甚至可能显得颇不自然。在原来的系统中将符号“＋”代换以“-”可以得到另一个等价的系统；但是这种变换也并不方便。最后，我们要指出，有其它的基本词项系统与所讨论的系统等价，却只包括两个词项。


 §59．所构造理论的无矛盾性问题

现在我们简单地讨论一下，关于上面所考虑的一小部分算术的几个其它的方法论问题；这就是无矛盾性问题和完全性问题（参看§41）。因为不论我们的说明涉及的是几个等价的公理系统中的哪一个，都没有什么关系，我们现在将总是讨论系统
 [image: ]
 。

如果我们相信全部算术的无矛盾性（前面曾经作此假定，在以下的讨论中还要假定这一点），那么我们必定更要承认以下事实

建立在系统[image: ]
 之上的数学理论是无矛盾的。

但是要给出全部数学的无矛盾性的严格证明，这一试图遇到了根本的困难（参看§41），而对于系统
 [image: ]
 的这种证明不仅是可能的甚至还比较简单。理由之一就是，能够从公理系统[image: ]
 推演出来的定理的变化的确是非常小的；例如，在它的基础上不可能回答这样非常初等的问题，即是否有任何数存在的问题。这种情形使得所讨论的一部分算术不包含一对矛盾定理，这一事实的证明大为容易。不过用这里我们使用的工具，大致叙述无矛盾性的证明，甚或尝试着使读者知道它的基本思想，都将是没有希望的事；这需要比较深的逻辑知识，而一个重要的初步工作是把所讨论的一部分算术改造成为一个形式化的演绎理论（参看§40）。还可以补充一点，如果用一个说至少有两个不同的数存在这样的语句扩充系统
 [image: ]
 ，那么试图证明扩充了的公理系统的无矛盾性将会遇到困难，困难的程度就像在全部算术系统的情形下遇到的一样。


 §60．所构造理论的完全性证明

与无矛盾性问题相比较，系统
 [image: ]
 的完全性问题处理起来要容易得多。

有许多完全用逻辑词项和系统
 [image: ]
 的基本词项陈述的问题，它们无论如何都不容许在这个系统的基础上判定。上一节中已经提到一个这样的问题。以下语句给出另一个例子，这个语句说，对于任何数x，有一个数y，使得

x＝y＋y。

只在系统[image: ]
 的公理的基础上，既不可能证明也不可能否证这个语句。这一点可以从下面的讨论看出。我们曾经用符号“N”表示所有实数构成的集合；也就是说，集合N包括整数和分数，有理数和无理数。但是立刻可以看出，如果我们用符号“N”表示所有整数（包括0在内的正和负的整数）构成的集合，或者所有有理数构成的集合，没有一个公理，因而没有一个从它们推出来的定理，会失去它们的正确性；也就是说，如果“数”这个字指“整数”或者指“有理数”，所有这些命题会仍然正确。上面提到的语句，也就是，断定对于任何给定的数有另外一个数是它的一半这样一个语句，在第一种情形下会是假的；在第二种情形下会是真的。因此，如果我们在系统
 [image: ]
 的基础上得以证明这个语句，我们会在整数算术的范围内得到一个矛盾；另一方面，如果我们能够否证它，那么我们将发现自己在有理数算术的范围内陷入矛盾。

这里大致叙述的论证属于用解释证明的范畴（参看§37与§56）；为了说明这一点，让我们将论证的陈述略加改变。令“I”指所有整数的集合，“R”指所有有理数的集合。现在我们将在算术范围内给出系统
 [image: ]
 的两种解释，在两种解释中符号“＜”，“＞”和“＋”不变，而在每个公理中明显地或者隐含地出现的符号“N”在第一种解释中为“I”所代替，在第二种解释中为“R”所代替（这里我们不考虑§43中关于符号“N”可能消去所作的说明，因为这会使我们的推理略为复杂）。系统
 [image: ]
 的所有公理在两种解释中保持它们的正确性；不过，语句：

对于每一个数x，有一个数y，使得

x＝y＋y，

只在第二种解释的情形下被满足，而在第一种解释的情形下它的否定成立：

并非对于每一个数x，有一个数y，使得

x＝y＋y。

在算术无矛盾的假定下，我们从第一种解释推论出，所讨论的语句不能在系统
 [image: ]
 的基础上证明，而从第二种解释推论出，它也不能被否证。

这样我们已经证明存在两个互相矛盾的语句，它们只用逻辑词项和我们所考虑的数学理论的基本词项来陈述，它们具有这种性质，即它们两个都不能从这个理论的公理推演出来。于是我们有：

建立在系统[image: ]
 之上的数学理论是不完全的。


 练　习

1．让我们约定公式：

x[image: ]
 y

作如下的解释：

x＋1＜y，

现在请将§57的系统
 [image: ]
 （2）
 的公理中的符号“＜”全部替以“[image: ]
 ”，试判定哪一个公理保持它的正确性哪一个公理不保持，因而推论出公理
 1（2）
 不能够从其余的公理推演出来。这里所用的推论方法的名字是什么？

2．依照§56大致叙述的公理2（1）
 的独立性证明的线索，证明：公理2（2）
 不能从系统
 [image: ]
 （2）
 的其余公理推演出来。

3．令符号“[image: ]
 ”指0，1和2三个数组成的集合。在这个集合的元素之间我们定义一个关系[image: ]
 ，规定它只在以下三种情形下成立：

[image: ]


此外，我们用以下公式定义一个在集合[image: ]
 的元素之上的运算[image: ]
 ：

[image: ]


[image: ]


现在在系统
 [image: ]
 （2）
 的公理中，以“[image: ]
 ”，“[image: ]
 ”和“[image: ]
 ”分别替换这个系统的基本词项（并以表达式“0，1和2三个数中的一个”替换“数”这一个词）；证明：经过这种变换，公理
 3（2）
 不能从其余的公理推演出来。

4．为了用借解释证明的方法表明：公理
 4（2）
 不能从系统
 [image: ]
 （2）
 的其余公理推演出来，只要在所有的公理中把加号换为第VIII章第3题中提到的四种运算中的某一个的符号。必须用到的是哪一种运算？

5．考虑适合以下公式：

[image: ]


的运算[image: ]
 。利用这个运算证明：公理
 5（2）
 不能从系统
 [image: ]
 （2）
 的其它公理演绎出来。

6．构造这样一个数的集合，它与关系＜和运算＋一起，虽不满足公理
 6（2）
 ，但是构成系统
 [image: ]
 （2）
 的其余公理的一个模型。因此，关于公理6（2）
 的可推演性可以得出什么结论？

7．为了证明公理
 7（2）
 不是系统
 [image: ]
 （2）
 的其它公理的一个推论，我们可以如此进行：在所有的公理中，把这个系统的两个基本词项替换以第3题中引进的相应的符号，而让第三个基本词项不变。试判定哪一个词项应该保留不变。

8．第1—7题中所得的结果表明，没有一个系统
 [image: ]
 （2）
 的公理能够从这个系统的其余公理推演出来。对§55的公理系统[image: ]
 （1）
 和§58的[image: ]
 （3）
 作出类似的独立性证明（部分使用上题中所用的解释）。

9．在公理系统[image: ]
 （2）
 的基础上，证明：对于加法运算是一个交换群的任何数的集合同时是对于小于关系和加法运算的一个有序交换群。给出这种数的集合的一些例子。

10．在第VIII章的第5题中给出了几个数的集合，它们对于乘法构成交换群。这些集合中的哪一些对于小于关系和乘法运算是有序交换群，哪些不是？

11．用第10题中得到的结果，作出公理
 7（2）
 对于系统
 [image: ]
 （2）
 的其余公理的独立性的新证明（参看练习7）。


*
 12．在公理系统[image: ]
 （2）
 的基础上证明下列定理：

如果至少有两个不同的数，那么对于任何数x，有一个数y，使得x＜y。

作为这个结果的推广，证明下列一般的群论定理：

如果类K对于关系R和运算O是一个有序交换群，又如果K至少有两个元素，那么，对于K的任何元素x，有K的一个元素y，使得x Ry。

利用这个定理证明：没有一个是有序交换群的类能够刚好由两个，或者三个，等等元素所组成。它能够刚好包含一个元素吗？（参看第VIII章的第8题。）


*
 13．证明公理
 1（2）
 —3（2）
 的系统（参看§57）等价于由公理
 1（1）
 和以下语句所组成的系统：

如果x＜y，y＜z，z＜t，t＜u而且u＜v，那么v[image: ]
 x。

确立下列关系理论的一般定律作为以上结果的推广：

类K为关系R排成一个次序，必须且只须，R在K中是连通的，而且满足下列条件：

如果x，y，z，t，u和v是K的任何元素，而且如果x Ry，yRz，z Rt，tRu并且u Rv，那么不是vRx。


*
 14．用§48，§55和§58的讨论，证明以下三个语句系统等价：

（a）§47的公理
 6—9的系统。

（b）§57的公理
 4（2）
 —6（2）
 的系统。

（c）§58的公理
 3（3）
 和4（2）
 的系统。

推广这个结果，简明陈述以下表达式的新定义：

类K对于运算O是一个交换群，

而且使它和§47所给的定义等价，但是较为简单。


*
 15．考虑由以下五个公理组成的系统
 [image: ]
 （4）
 ：

公理1（4）
 ．如果x[image: ]
 y，那么x＜y或y＜x。

公理2（4）
 ．如果x＜y，y＜z，z＜t，t＜u，而且u＜v，那么v[image: ]
 x。

公理3（4）
 ．x＋（y＋z）＝（x＋z）＋y。

公理4（4）
 ．对于任何数x和y，有一个数z，使得x＝y＋z。

公理5（4）
 ．如果y＜z，那么x＋y＜x＋z。

用第13题和第14题的结果证明：系统
 [image: ]
 （4）
 等价于系统
 [image: ]
 （2）
 和[image: ]
 （3）
 中的每一个。

16．在§58中曾经断定“N”，“＜”和“＋”三个基本词项的系统等价于词项“N”，“≦”和“＋”的系统；对于这个断定实在应该补充一点：这些系统对于某一个语句系统，例如，对于§58的系统
 [image: ]
 （3）
 和§46的定义
 1，是等价的。讨论：何以这一点补充是不可少的。一般而论，当要建立两个词项的系统等价时（在§39的意义上），何以必须提到一个特殊的语句系统？


*
 17．考虑由以下七个语句组成的系统
 [image: ]
 （5）
 ：

公理1（5）
 ．对于任何数x和y，我们有：x≦y或y≦x。

公理2（5）
 ．如果x≦y而且y≦x，那么x＝y。

公理3（5）
 ．如果x≦y而且y≦z，那么x≦z。

公理4（5）
 ．x＋y＝y＋x。

公理5（5）
 ．x＋（y＋z）＝（x＋y）＋z。

公理6（5）
 ．对于任何数x和y，有一个数z，使得x＝y＋z。

公埋7（5）
 ．如果y≦z，那么x＋y≦x＋z。

证明：如果将§46的定义
 1加到公理系统[image: ]
 （2）
 （参见§57）中去，将§46的定理
 8作为符号“＜”的定义加到公理系统[image: ]
 （5）
 中去，那么两个系统成为等价的语句系统。为什么我们不可以简单地说，系统
 [image: ]
 （2）
 和[image: ]
 （5）
 等价？

18．依照§60的论证的线索证明：在系统
 [image: ]
 的基础上，以下语句既不能证明也不能否证：

如果x＜z，那么有一个数y，对于这个y，x＜y而且y＜z。


*
 19．在系统
 [image: ]
 的基础上证明：下列语句既不能证明也不能否证：

对于任何数x，有一个数y，使得x＜y。


*
 20．在本章中，为了建立一个公理系统的独立性或不完全性，我们曾经使用凭借解释以证明的方法。在讨论公理系统的无矛盾性时也使用同样的方法。事实上，我们有以下方法论的定律供我们使用，这个定律是演绎法定律的一个推论：

如果演绎的理论[image: ]
 在演绎的理论[image: ]
 中有一个解释，并且理论[image: ]
 是无矛盾的，那么理论[image: ]
 也是无矛盾的。

证明这个命题是正确的。在§38中关于算术和几何的可能解释曾经作了一些说明；应用刚才所给的定律，从这些说明引申出关于算术和几何的无矛盾性，以及它们与逻辑的无矛盾性的关系的一些结论。


（Ⅹ）所构造的理论的扩充。实数算术的基础


 §61．实数算术的第一个公理系统

公理系统[image: ]
 作为全部实数算术的基础是不够的，因为——如我们在§60中见到的——这个学科的许多定理不能从这个系统的公理演绎出来，而且也为了另一个重要性不下于前面所说的，恰好又十分类似的理由：能够找到一些属于算术领域的概念，它们不能用系统
 [image: ]
 中出现的基本词项来定义。例如，系统
 [image: ]
 不能使我们定义乘法符号或除法符号，甚至像“1”，“2”等等这样一些符号。

为了得到构造全部实数算术的一个充分基础，我们的公理和基本词项的系统必须如何改变和补充，这一问题立即提出来了。这个问题可以用种种方法解决。这里将大致叙述两种不同的解决方法。
(1)



在第一种方法的情形下，我们选择系统
 [image: ]
 （3）
 （参见§58）作为我们的起点；在这个系统中出现的基本词项以外，我们加上“一
 ”这一个字，像通常一样，这个字将为符号“1”所代替，系统的公理则为四个新的语句所补充。用这种方法得到一个新的系统
 [image: ]
 ′，它包括四个基本词项“N”，“＜”，“＋”和“1”而且由九个公理所组成，这九个公理我们将明显地列举如下：

公理1′．如果x[image: ]
 y，那么x＜y或y＜x。

公理2′．如果x＜y，那么y[image: ]
 x。

公理3′．如果x＜z，那么有一个数y，使得x＜y而且y＜z。

公理4′．如果K和L是任何数的集合（即，K[image: ]
 N而且L[image: ]
 N），它们满足条件：

对于属于K的任何x和属于L的任何y，我们有：如果x＜y，那么有一个数z，对于这个z，下面的条件成立：

如果x是K的任一元素，而y是L的任一元素，又如果x[image: ]
 z而且y[image: ]
 z，那么x＜z而且z＜y。

公理5′．x＋（y＋z）＝（x＋z）＋y。

公理6′．对于任何数x和y，有一个数z，使得x＝y＋z。

公理7′．如果x＋z＜y＋t，那么x＜y或z＜t。

公理8′．1∈N。

公理9′．1＜1＋1。


 §62．第一个公理系统的进一步描述，它的方法论上的优点和教学上的缺点

前节列举的公理分为三类。第一类包括公理1′—4′，在这一类中只有“N”和“＜”两个基本词项出现；公理5′—7′属于第二类，在这一类中我们有加添的符号“＋”；最后，第三类包括公理8′和9′，新的符号“1”在其中出现。

在第一类公理中有两个我们以前没有遇到过，即公理
 3′和4′。公理
 3′称为小于关系的稠密性定律
 ——它表明小于
 关系在所有的数的集合中是稠密的。一般地我们说，关系R在类
 K中是稠密的
 ，如果对于这一类的任何二个元素，公式：

xRy

总是蕴函存在类K的一个元素z，对于这个z，

xRz而且zRy

成立。公理
 4′称为小于关系的连续性定律
 或者连续性公理
 ，又或，戴德铿公理
 （Dedekind's axiom）
(2)

 ；为了一般地陈述，在什么条件下，关系R称为在类
 K中是连续的
 ，只须在公理
 4′中以“K”代替“N”（以及与此相联系，以“类K的元素”这一表达式代替“数”这一个词），并以“R”代替“＜”。如果类K为关系R排成一定序列，又如果R在K中是稠密的或连续的，那么K分别称为稠密地排成次序
 或连续地排成次序
 。

公理4′直觉上不如其余公理明显，而且是比较复杂；原因就在于它所涉及的不是个别的数，而是数的集合，因而和其它的公理不同。为了给这个公理一个比较简单而且比较易于了解的形式，令下列定义在公理的前面，这样做是方便的：

我们说，数的集合K先于数的集合L，当且仅当，K的每一个数小于L的每一个数。

我们说，数z分隔数的集合K和数的集合L，当且仅当，对于不同于z的任何两个元素，K中的x和L中的y，我们有：

x＜z而且z＜y。

在这两个定义的基础上我们能够简单地陈述连续性公理如下：

如果一个数的集合先于另一个数的集合，那么至少有一个数分隔这两个集合。

我们从前面的讨论已经熟悉了第二类所有的公理。第三类公理虽然是新的，但是具有如此简单和明显的内容，以致几乎不需要任何的解释。或者我们仅作这样的说明，如果公理9′的前面有符号“0”的定义和表达式“正数”的定义，那么公理9′可以为公式：

0＜1

或者为语句：

1是一个正数

所代替。

公理1′，2′，5′，6′和7′正好构成我们所说的系统
 [image: ]
 （3）
 ，系统[image: ]
 （3）
 ——就像等价的系统
 [image: ]
 （2）
 一样——将所有的数构成的集合刻划为一个有序交换群（参看§57）。考虑新加的公理3′，4′，8′和9′的内容，现在我们可以描写整个系统如下：

系统[image: ]
 ′表明，所有的数的集合对于＜关系和加法运算是一个稠密地和连续地有序交换群，而且它在这个集合中挑出一个正的元素1来。

从方法论的观点看来，系统
 [image: ]
 ′有一些优点。就形式而论，在所有已经知道的构成全部算术的充足基础的公理系统中，它是最简单的一个。除公理1以外——公理1可以从其余的公理推演出来，虽则并不十分容易——，这个系统的所有其它公理以及在这些公理中出现的基本词项是互相独立的。另一方面，系统
 [image: ]
 ′的教学价值是较小的，因为基础的简单使得进一步的构造相当复杂，甚至乘法的定义，和有关这个运算的基本定律的推演都不易于作出。几乎从一开始，论证就必须使用连续性公理（例如，没有这个公理的帮助，在系统
 [image: ]
 ′的基础上就不可能证明数[image: ]
 的存在，也就是，使得y＋y＝1的数y的存在），并且初学者通常会发现根据这个公理所作的推论是颇为困难的。


 §63．实数算术的第二个公理系统

因为上面提到的理由，值得去寻找一个不同的公理系统，在这个公理系统之上构造算术。一个这样的系统可以用以下方法得到。我们用系统
 [image: ]
 （2）
 作为我们的出发点。我们将采用三个新的基本词项：“零”，“一”和“积”；像通常一样，头两个将用符号“0”和“1”来代替，同时表达式“数（或因子）x和y的积”（或“x乘y的结果”）将用习用的符号“x·y”来代替。此外，将加进十三个新的公理；在这些新公理中，有两个是我们已经知道的，即连续性公理和加法的可行性定律。这样，最后我们得到系统
 [image: ]
 ″，[image: ]
 ″包含六个基本词项“N”，“＜”，“＋”，“0”，“◦”和“1”，而且由以下二十个语句所组成：

公理1″．如果x[image: ]
 y，那么x＜y或y＜x。

公理2″．如果x＜y，那么y[image: ]
 x。

公理3″．如果x＜y而且y＜z那么x＜z。

公理4″．如果K和L是任何满足以下条件的数的集合：

对于属于K的任何x和属于L的任何y，我们有：如果x＜y，那么有一个数z，对于这个z，下列条件成立：

如果x是K的任一元素而y是L的任一元素，又如果x[image: ]
 z而且y[image: ]
 z，那么x＜z而且z＜y。

公理5″．对于任何数y和z有一个数x使得x＝y＋z（换句话说：如果y∈N而且z∈N，那么y＋z∈N）。

公理6″．x＋y＝y＋x。

公理7″．x＋（y＋z）＝（z＋y）＋z。

公理8″．对于任何数x和y，有一个数z，使得x＝y＋z。

公理9″．如果y＜z，那么x＋y＜x＋z。

公理10″．0∈N。

公理11″．x＋0＝x。

公理12″．对于任何数y和z，有一个数x，使得x＝y·z（换句话说：如果y∈N而且z∈N，那么y·z∈N）。

公理13″．x·y＝y·x。

公理14″．x·（y·z）＝（x·y）·z。

公理15″．对于任何数x和y，如果y[image: ]
 0，那么有一个数z，使得x＝y·z。

公理16″．如果0＜x而且y＜z，那么x·y＜x·z。

公理17″．x·（y＋z）＝（x·y）＋（x·z）。

公理18″．1∈N。

公理19″．x·1＝x。

公理20″．0[image: ]
 1。


 §64．第二个公理系统的进一步描述；域的概念和有序域的概念

在系统
 [image: ]
 ″中，像在系统
 [image: ]
 ′中一样，可以区分三类公理。公理
 1″—4″组成第一类公理，在其中我们只有两个基本词项“N”和“＜”；第二类公理由公理
 5″—11″所构成，它包含另外两个符号：加号“＋”和符号“0”；最后，第三类由公理
 12″—20″所构成，它主要包含乘号“·”和符号“1”。

除公理
 10″和11″以外，头两类的所有公理是我们已经知道的。公理
 10″和11″一起说，0是加法运算的一个（右）单位元素。一般地，一个元素u称为是运算O在类
 K中的一个右的或左的单位元素
 ，如果u属于K而且如果K的每一个元素x分别满足公式：

xOu＝x或uOx＝x。

如果u既是一个右的又是一个左的单位元素，那么它简单地称为运算
 O在类
 K中的一个单位元素
 ；显然，在一个交换运算O的情形下，每一个右的或左的单位元素就是一个单位元素。

第三类的头三个公理，即公理
 12″—14″，是乘法的可行性定律
 、交换律和结合律
 ；它们恰好对应于公理
 5″—7″。公理15″和16″称为乘法的右可反性定律
 和对于小于关系的乘法单调定律
 。这些公理对应于加法的可反性定律和单调定律，但不是十分准确的。差别在于这一事实，即它们的假设包含限制的条件：“y[image: ]
 0”和“0＜x”；因此，尽管它们的名字如此，它们并不容许我们简单地断定，乘法是可反的或者它对于＜关系是单调的（在§47和§49的意义上）。

公理17″建立加法和乘法之间的一个基本联系；它是所谓的乘法对于加法的分配律
 （或者严格地说，右分配律
 ）。一般地说，运算P称为在类
 K中对于运算
 O是右分配的或左分配的
 ，如果类K的任何三个元素x，y和z分别满足公式：

xP（yOz）＝（xPy）O（xPz）

或　（xOy）Pz＝（xPz）O（yPz）。

如果运算P是交换的，右分配和左分配两个概念相合，我们简单地说，运算
 P在类
 K中对于运算
 O是分配的
 。

最后三个公理是关于数1的。公理18″和19″一起说，1是乘法运算的一个右单位元素。公理
 20″的内容不需要任何说明；这个公理在算术的构造中所起的作用要比最初设想的大，因为没有它的帮助，不可能证明所有的数构成的集合是无穷的。

为了简单地描述在公理
 5″—8″，12″—15″和17″中归之于加法和乘法的全部性质，我们说，这些公理将集合N刻划为对于加法和乘法运算的
 一个域
 （或者比较精确地说，一个交换域
 ）。又如果考虑次序公理1″—3″和单调公理9″和16″，集合N被刻划为对于
 ＜关系及加法运算和乘法运算的一个有序域
 。读者会很容易地推测出来，域的概念和有序域的概念如何推广到任意的类，运算和关系上去。——最后，如果考虑连续性公理4″和关于数0与1的公理，即公理
 10″，11″，18″—20″，那么整个公理系统[image: ]
 ″的内容可以描述如下：

系统[image: ]
 ″表明，所有数的集合是对于＜关系及加法和乘法二个运算的一个连续地有序域；系统[image: ]
 还在这个集合中挑出两个不同的元素0和1来，其中0是加法的单位元素，而1是乘法的单位元素。


 §65．两个公理系统的等价；第二个系统的方法论上的缺点和教学上的优点

公理系统[image: ]
 ′和[image: ]
 ″是等价的（或者不如说，第一个系统一经增加符号“0”的定义和乘号“·”的定义——这两者可以利用它的基本词项陈述出来——，两个系统就成为等价的）。不过，这个等价性的证明不容易。诚然从第二个系统的公理推演出第一个系统的公理不是特别困难；但是一涉及相反方向的工作，从我们早先的说明已经得出，在第一个系统的基础上，定义乘法和证明支配这个运算的基本定律（它们在第二个系统中作为公理出现）都相当困难。


系统
 [image: ]
 ′在方法论方面大大胜过系统
 [image: ]
 ′。在[image: ]
 ″中公理的数目是[image: ]
 ′中的两倍多。这些公理不是互相独立的；例如，公理
 5″和12″，即加法和乘法的可行性定律，可以从其余公理推演出来，或者，如果保留这两个公理，其它的一些公理，如公理
 6″，11″和14″，可以消去。基本词项也不是独立的，因为其中的三个，即“＜”，“0”和“1”，可以用其它的来定义（*在§53中已经陈述了符号“0”，的一个可能的定义*
 ），因之公理的数目可以更加减少。

所以，我们知道系统
 [image: ]
 ″容许各种各样重要的化简；但是作为这些化简的结果，这个系统在教学上的优点会大大地减少。而这些优点确实是很大的。在系统
 [image: ]
 ″的基础上，可以毫无困难地发展实数算术的最重要的部分，——如像数之间的基本关系的理论，加、减、乘、除四种初等算术运算的理论，线性方程式，不等式和函数的理论。这里要用的推论方法是十分自然和非常初等的；特别是在这个阶段连续性公理完全不参加进来，只是当我们过渡到乘方、开方，取对数这些“高等”算术运算时，它才起重要的作用，而它对于无理数存在的证明则是不可少的。我们不知道有其它的公理和基本词项的系统，为实数算术的一个初等的，同时是严格地演绎结构，提供一个更便利的基础。


 练　习

1．证明：所有正数的集合，关系＜，乘法运算和数2构成系统
 [image: ]
 ′的一个模型，因此，这个系统在算术中至少有两个不同的解释。

2．第V章第6题列举的关系中哪些是稠密的？


*
 3．我们如何表示——用关系演算的符号——关系R（在全类中）是稠密的？我们如何用关系演算中的一个等式表示关系R既是传递的又是稠密的？（参看第V章练习第17题。）

4．以下一些数的集合中哪些为关系＜稠密地排成次序：

（a）所有自然数的集合，

（b）所有整数的集合，

（c）所有有理数的集合，

（d）所有正数的集合，

（e）所有不等于0的数的集合？


*
 5．为了在系统
 [image: ]
 ′的基础上证明数[image: ]
 的存在，也就是，使得

z＋z＝1

的数z的存在，我们可以如下进行。令K是所有满足

x＋x＜1

的数x的集合，同样地令L是所有满足

1＜y＋y

的数y的集合。我们首先证明，集合K先于集合L。现在应用连续性公理，我们得到分隔集合K和L的一个数z。其次可以证明数z既不能属于K（否则在K中就有一个数x大于z）也不能属于L。从此我们能够推论z是所求的数，换句话说，

z＋z＝1

成立。详细作出上面大致叙述的证明。


*
 6．推广上题的方法，在系统
 [image: ]
 ′的基础上证明以下定理T：

T．对于任何数x，有一个数y，使得x＝y＋y。

比较用这种方法得到的结果和§60的说明。


*
 7．用上题中的定理T代替系统
 [image: ]
 ′中的公理
 3′。证明这样得到的语句系统等价于系统
 [image: ]
 ′。

提示：为了从改变了的系统推演公理
 3′，在T中以“x＋z”代换“x”；由于公理3′的假设，能够容易地证明，数y满足这个公理的结论。


*
 8．用借解释证明的方法证明：在去掉公理
 1以后，系统
 [image: ]
 ′成为互相独立的公理的一个系统。


*
 9．推广第VIII章练习第2题，给出公理系统[image: ]
 ′和[image: ]
 ″的一个几何解释。


*
 10．用逻辑符号写出系统
 [image: ]
 ′和[image: ]
 ″的所有公理。

11．减法运算和除法运算以及在第VIII章练习第3题中提到的一些运算在所有的数构成的集合中有没有右的或左的单位元素，或者简单地说，单位元素？点集的加法运算和乘法运算在所有点集的类中有没有单位元素？


*
 12．证明：在一个类中交换的任何运算在这个类中至多有一个单位元素。又，推广第VIII章练习第24题中得到的结果，证明以下群论定理：

如果类K是对于运算O的一个交换群，那么运算O在类K中恰恰有一个单位元素。

13．考虑加、减、乘、除和乘方五种算术运算。简明陈述这样一些语句，它们断定这些运算中的一个对于其它的运算是右分配的和左分配的（一共有40个这样的语句），并且判定其中哪些是真的。

14．就第VIII章练习第3题中引进的A，B，G和L四种运算，解和上题相同的问题。又，证明：在某一个数的集合中可行的每一个运算，在这个集合中对于运算A和B是右分配的和左分配的。

15．类的加法对于乘法是分配的吗？反过来，类的乘法对于加法呢？（参看第IV章练习第15题。）

16．第4题中列举的那些数的集合对于加法和乘法是域吗，或者对于这些运算和关系＜是有序域吗？

17．证明：由数0和1组成的集合，对于第VIII章练习第6题中定义的运算[image: ]
 和乘法是一个域。

18．找出在数0，1和2上的这样两种运算，使得这三个数组成的集合对于这两种运算构成一个域。

19．如何利用乘法定义符号“1”？

20．以下定理可以从系统
 [image: ]
 ″的公理推演出来：

如果0＜x，那么有一个数y，使得x＝y·y。

假设这个定理已经证明，利用它从系统
 [image: ]
 ″的公理推演下列定理：

x＜y，当且仅当，x[image: ]
 y，并且有一个数z，使得x＋z·z＝y。

这个定理是否表明，§65中关于系统
 [image: ]
 ″的基本词项的数目可能减少所作的说明正确无误？

*21．在系统
 [image: ]
 ″的基础上证明第6题的定理
 T。比较这个证明和第6题中关于系统
 [image: ]
 ′所提示的证明，两个证明中的哪一个比较困难和需要较多的逻辑概念的知识？

提示：为了从系统
 [image: ]
 ″推演定理
 T，应用公理
 15″，但以“1＋1”和“y”分别代换“y”和“z”（不过，首先必须证明1＋1不同于0）；如是得到一个数y，利用公理
 13″，17″和19″能够证明它满足定理
 T中所给的公式。


*
 22．从系统
 [image: ]
 ″的公理推演系统
 [image: ]
 ″的所有公理。

提示，为了推演出公理3′，可以假定第6题的定理
 T已经在系统
 [image: ]
 ″的基础上证明（参看前一练习）；由此用与第7题中相同的方法进行。

 

————————————————————


(1)
  全部实数算术的第一个公理系统是希尔伯特在1900年发表的；这个系统和我们下面将要熟悉的系统[image: ]
 ″有关。在1900年以前，人们已经知道一些较不丰富的算术部分的公理系统；这样的第一个系统是关于自然数算术的系统，它是贝安诺（参看注①）在1889年给出的。算术和它的不同部分的几个公理系统——特别是复数算术的第一个公理系统——是亨丁顿（参看注②）发表的。


(2)
  这个公理是德国数学家戴德铿（R．Dedekind，1831—1916）创立的，不过他表示得稍为复杂一些。他的研究对于算术的基础，特别是无理数理论的基础，有巨大贡献。


推荐的读物

在本书结束的时候，我们想向读者推荐一些著作，它们对加深与扩大本书所要求的知识是会有帮助的。在下面所列举的著作中，虽然没有一本是系统地全面地讨论了所有本书所谈到的问题，但是，事实上，目前教科书关于本书研究的这个领域所提供的文献，还是相当贫乏的，我们很难举出许多既明白易懂又具备应有的严格性的书。

亨丁顿著：《代数的基本命题》（The Fundamental Propositions of Algebra），
 J．W．杨所编《有关初级的现代数学问题的论文集》（1911，纽约）中的第四本。

我们向对于本书最后两章所谈问题有兴趣的读者推荐这本书。读者将会发现，在这本书中，关于实数与复数算术公理基础的方法论研究的成果有一简要、准确与清楚的陈述。

路易士著：《符号逻辑研究》（A Survey of Symbolic Logic）
 ，巴克莱1918年（已绝版）。

这本书中关于系统的部分，虽已有些过时，但是，关于历史的部分，却是值得极力地推荐。因为，这本书对于现代逻辑的发展提供了许多重要的与有系统的知识。

路易士与兰福德（C．H．Langford）合著：《符号逻辑》（Symbolic Logic）
 ，纽约1932年。

这本书包含了关于符号逻辑与演绎科学方法论方面非常有意义与重要的材料，特别是语句演算与它的方法论的材料。然而，它不能作为逻辑与方法论的系统教科书，因为，关于逻辑与方法论的许多重要问题，它都没有涉及。路易士教授在《符号逻辑研究》那本书中所提出的有价值的历史材料，没有包含在这本书中。

罗素著：《数理哲学导论》（Introduction to Mathematical Philosophy）
 ，伦敦1921年（2版）。

这本书对于现代逻辑的那些最重要的概念给予了清楚与易懂的说明，特别是关于那些证明数学是逻辑的一部分必须应用的概念。尤其是，在我们这本书中没有讨论或只是粗浅地涉及的问题，如类型理论或有关无穷公理与选择公理的问题，在罗素这本书中都加以讨论。这本书可以作为研究下面要提到的《数学原理》的准备读物。

杨（J．W．Young）著：《关于代数与几何基本概念讲义》（Lectures on Fundamental Concepts of Algebra and Geometry）
 ，纽约，1911年。

在这本内容非常丰富的小书中，读者将会看到许多属于数学方法论领域的讨论与例证。此外，读者还可以从这本书中学习到一些关于一般集合论的基本概念。

乌德格（J．H．Woodger）著：《理论构造的技术》（The Technique of Theory Construction）
 ，芝加哥，1939年，统一科学的国际百科全书，第2卷，第5号。

这篇短的论文，通过一个具体例子，将使读者熟悉如何构造一个形式化的演绎理论的技术。这本书也包含了关于一般的方法论问题的讨论与关于应用演绎方法到经验科学的可能性与有效性的讨论。我们极力地推荐这本书，特别是推荐给那些对最后一个问题有兴趣的读者。

下面两本书比前面那些书要艰深得多：

卡尔纳普著：《语言的逻辑语法》（The Logical Syntax of Language）
 ，纽约与伦敦，1937年。

这本书是重要的，但却是不容易读的。它的内容相当于我们在§42中所谈到的演绎科学方法论。这本书的重点，放在演绎科学方法论的研究成果方面，还不如放在概念工具的推演方面多。这本书在系统与推演部分的处理上是颇为简略的，这要求读者在抽象的演绎的思考方面有相当大的能力，来填补书中的缺略，在有些地方，甚至来改正作者的论证。这本书特别值得推荐给那些对于方法论的研究的哲学意义有兴趣的读者。在这本书的整个篇幅中，读者将会看到许多有关上述问题的讨论，尤其是在这本书的最后部分，还会看到对上述问题的系统意见。

怀特海与罗素著：《数学原理》，共3卷，剑桥1925年和1927年，第2版。

这本书曾经多次在我们的书中被引用过。这本书无疑地是现代逻辑的最有代表性的著作。同时，就它所产生的影响而论，它给逻辑研究的发展划出了一个新的时代。作者的目的，是要构造一个完全的逻辑系统，这个逻辑系统将给数学基础提供一个充分的根据。这本书彻底地全面地完成了这个任务（虽然不是在每个细节上都合乎今天方法论的最严格的要求）。对于多数人，学习这本用很多符号语言写成的书，将会是不容易的，但是，对于任何一个人，如果他想获得关于现代逻辑所用的概念工具的透彻知识，这本书却是不可少的。

从外国文献中，我们推荐下面这些书，在英文中，与它们严格相当的著作，还是找不到的：

卡尔纳普著：《逻辑斯蒂纲要》（Abriss der Logistik）
 ，维也纳，1929年《科学世界观论文》（Schriften zur Wissenschaftlichen Weltauffassung）
 卷2。

这本书虽然很短，但是，它给了现代逻辑的所有重要概念一个清楚的考察，因而，它是上面所提到的那本《数学原理》的通俗化。此外，在这本书中，我们可以看到一些应用逻辑概念与方法到其他科学中的有意义的例子。

格来林（K．Grelling）著：《集合论》（Mengenlehre）
 ，莱比锡与柏林，1924年（《数学与物理丛书》，卷58）。

如果读者想知道集合论一般理论的最重要概念与根本性成果，而又不想致力于更深入的研究，我们向读者推荐这本容易读懂的小书。

希尔伯特与阿克曼著：《数理逻辑纲要》（Grundzüge der theoretischen Logik）
 ，柏林1938年，第2版《数理科学基础理论》（Grundlehren der mathematischen Wissenschaften）
 ，卷27。

这本书概述了数理逻辑的那些初步的与基本的部分，并且讨论了这些部分的最重要的方法论问题。这本书既严格又易懂，可以作为系统地与深入地研究逻辑与方法论的入门书。

萧尔茲（H．Scholz）著：《逻辑史》（Geschichte der Logik）
 ，柏林，1931年（《分科哲学史》，卷4）。

这本书对于逻辑从古代直到今天的发展给予了历史的叙述。作者对于现代逻辑的广泛的作用的相信，渗透在这书的每一页中。文体的生动与鲜明，使得这本书甚至对一般人也是富有吸引力的。

希尔伯特与贝尔纳斯著：《数学基础》（Grundlagen der Mathematik）
 ，共2卷，1934年与1939年《数理科学基础理论》（Grundlehren der mathematischen Wissenschaften）
 ，卷40与50。

这本书对数学方法论迄今所获得的较为重要的成果给予了一个丰富的、虽然不是全面的陈述（这里数学方法论是§42所谈的那个意义）。由于作者在方法论方面的理论观点，这本书的重点，是放在用所谓构造论方法所获得的那些研究成果上。对这本书（在同类书中，它是唯一的）没有透彻的研究，就很难在方法论的领域中能够进行独立的研究工作。在读这本书时，是会碰到一些困难的，读者会感到，这本书中材料为什么如此安排的理由不是很明显的；但是，从这本书所陈述的都是最新的研究成果与这本书所涉及的又是一个正在迅速发展的领域这个事实来看，上述那些缺点毕竟是很难避免的。

最后我们要提到一下，在美国有一个特别的社团，即符号逻辑学会，它联合了逻辑与方法论方面的所有科学工作者。从1936年起，这个学会发行了一种季刊：《符号逻辑杂志》（Journal of Symbolic Logic）
 ，车尔赤与纳盖主编。这个杂志既登载创造性论文，也登载关于目前逻辑文献的评论。这个期刊的卷1中有一篇车尔赤编纂的详尽的目录，包括了1935年以前数理逻辑的全部著作，在卷3（1938）中又补充了这个目录。


索　引

这个索引包含着在这本书中用于专门意义的最重要的词项和表达式以及正文中所列举的一些科学家的名字。跟在一个词项后面的方括弧包含着在本书中用作与该词项同义的一些表达式。

所有的数字都指明页码。粗体数字指明主要的词项和最重要的页码。

一　画

一（One）

一一对应（One-to-one correspondence）〔以一一对应的方式把…映射在…（—mapping）〕，参见：确立一个序列

一一关系（One-one relation），参见：一一函项

一一函项（Biunique function）〔一一关系（one-one relation）〕

一个方程式的根（Root of an equation）

一个公理系统的实现（Realization of an axiom system），一种演绎理论的实现（--a deductive theory），参见：一个公理系统的模型

一个公理系统的模型〔实现〕（Model〔realization〕of an axiom system），一种演绎的理论的模型（—of a deductive theory）

一个关系的前趋（Predecessor with respect to a relation）

一个关系的后域（Converse-domain〔Counter-domain〕of a relation）

一个关系的后继（Successor with respect to a relation）

一个关系的否定关系〔余关系〕（Negation〔Complement〕 of a relation）；一个语句的否定式（—of a sentence）

一个关系的逆关系 〔逆关系〕（Converse of a relation 〔—relation〕）；一个语句的逆语句〔逆语句〕（—of a sentence 〔—sentence〕）

一个运算的结果（Result of an operation）

一个运算的右的单位元素（Right-hand unit element of an operation）

一个运算的左的单位元素（Left-hand unit element of an operation）

一个命题的推导（演绎）（Derivation〔deduction〕of a statement）

一个函项的值（Value of a function），参见：函项值；一个变项的值（--a variable）；应变项的值（--the dependent variable），自变项的值（---independent variable），又参见：函项值，主目值

一个函项的相应值（Corresponding value of a function）

一个析取式的可兼的意义（Non-exclusive meaning of a disjunction）

一个类的势（Power of a class），参见：一个类的基数

一个类的元素（Member of a class），参见：元素；合取式的元素（-of a conjunction）〔逻辑积的因子〕；析取式的元素（--a disjunction）〔逻辑和的被加项〕

一个类的基数〔元素的数，权〕（Cardinal number〔number of elements，power〕）

一个相应的函项值〔给函项指定一个值〕（Correlate〔assign〕 a value of a function）

一个真值表的行（Column of a truth table）

一个符号的外形（Form of a sign）

一个蕴函式的前件〔假设〕（Antecedent〔hypothesis〕of an implication）

一个蕴函式的后件（结论）〔Consequent（conclusion）of an implication〕

一个蕴函式的结论（Conclusion of an implication），一个定理的结论（Conclusion of a theorem）；又参见：后件

一个蕴函式的假设（Hypothesis of an implication），一个定理的假设（--a theorem）；又参见：一个蕴函式的前件

一元运算（Unary operation）

一多关系（One-many relation），参见：函项

一条线段的长度（Length of a segment）

一种公理系统的解释（Interpretation of an axiom system），一种演绎的理论的解释（--a deductive theory）

一致的〔无矛盾的〕公理系统（Consistent〔non-contradictory〕 axiom system），一致的〔无矛盾的〕演绎理论（Consistent〔non-contradictory〕deductive theory）

一般集合论（General theory of sets）

二　画

几何（Geometry）

几何图形（Geometrical configuration）〔图形（-figure），点的集合（point set）〕；几何的相等（equality）〔几何图形的相等（equality of-figures）〕

二元运算（Binary operation）；二元关系（relation），参见：两项关系二值函项（Two-valued function）

三　画

小于〔小于这个关系〕（Less than〔relation of being smaller〕），小于或等于〔至多等于〕（--or equal to 〔at most equal〕）

大于〔大于这个关系〕（Greater than〔relation of being greater〕）

个体（Individual）

子类（Subclass）

三分（Trichotomy），参见：三分律

三段论（Syllogism），参见：三段论定律中的Barbara式，直言三段论定律，假言三段论定律

三项关系（Three-termed 〔ternary〕relations），三项函项关系（-functional relations）习玉德（E．Schröder）

四　画

不（not）

不等式（Inequality）；在狭义的意义上的不等式（Inequalities in the narrower sense），在广义的意义上的不等式（Inequalities in the wider sense）

“不齐”的类（“Inhomogeneous”class）

不可兼的类（Exclusive classes），参见：不相交的类；析取式的不可兼的意义（-meaning of a disjunction）

不可兼的类（Mutually exclusive classes），参见：不相交的类，彼此独立的公理（-independent axioms），参见：独立的公理系统；互相独立的基本词项（--primitive terms），参见：互相独立的基本词项的系统

不对称的关系（Asymmetrical relation）

不传递的关系（Intransitive relation）

不自反的关系（Irreflexive relation）

不同形的表达式（Non-equiform expressions），不同形的符号（-signs）

不完全的公理系统（Incomplete axiom system），不完全的演绎理论（-deductive theory）

不定义的词项（Undefined term），参见：基本词项

不相同（不是同一的）（Different from〔not identical with〕）

不相交的〔不可兼的〕类（Disjoint〔mutually exclusive〕classes）

引号（Quotation marks）

无穷（Infinity），参见：无穷公理

无穷类（Infinite class）无穷倒退（-regress）〔regressus in infinitum〕

无理数（Irrational number）

无矛盾的公理系统（Non-contradictory axiom system），无矛盾的演绎理论（-deductive theory），参见：一致的公理系统

元素（Element（s）），参见：运算的单位元素；一个类的元素（-〔member（s）〕of a class）

元逻辑与元数学（Meta-logic and meta-mathematics）

公式（Formula）

公设（Postulate）；又参见：方法论的公设

公理〔基本命题〕（Axiom（s）〔primitive statement（s）〕）；连续性公理〔戴德铿公理，连续性定律〕（-of continuity，〔Dedekind's-，law of continuity〕）；无穷公理（-of infinity）；公理系统（-system〔system of axioms〕）

公理的系统（System（s）of axioms），参见：公理系统；彼此独立的公理系统（--mutually independent axioms），参见：独立的公理系统；互相独立的基本词项的系统（----primitive terms），参见：独立的基本词项的系统；词项的系统（--terms），基本词项的系统（--primitive terms）；语句系统（--sentences）

公理的选择（Selection of axioms）；基本词项的选择（--primitive terms）

分析（Analysis）

分离（Detachment），参见：分离规则

分数（Fraction）

分配律（Distributive law（s））（在算术中）；分配律（在语句演算中）；分配律（在类的理论中）；分配运算（operation）

分隔两个数的集合（Separate two sets of numbers）

方法（Method（s））；构造语句演算的方法（-of constructing sentential calculus）；方程式方法（-of equations）；凭借解释的证明方法（-of proof by interpretation）〔展示模型的证明方法（----exhibiting a model）〕；真值表的方法（-of truth tables〔--matrices〕）

方法论的概念（Methodological concept），方法论的词项（-term）；方法论的定律（-law）；方法论的公设（-postulate），方法论的原则（-principle）

反语句（Inverse of a sentence〔Inverse sentence〕）；反运算（--an operation）

双重否定（Double negation），参见：双重否定定律

日常语言（Everyday〔common，ordinary〕language）

五　画

布尔（G Boole，）

主目（Argument），参见：有一个，两个…变顶的函项；主目值〔自变项值〕

半线（Half-line）

对应（Correspondence），参见：建立一个一一对应

对于任何（For any）〔对于任意（for arbitrary），对于每一（for every〕）

对称的关系（Symmetrical relation）

矛盾（Contradiction），参见：矛盾律

矛盾的语句（Contradictory sentences）

矛盾的公理系统（Inconsistent axiom system），矛盾的演绎理论（deductive theory）

正数（Positive number）

代数（Algebra）

代数方程式（Algebraic equation）；代数式（-expression）；代数和（sum）；代数分式（-fraction）

代数表达式的变换（Transformation of an algebraic expression），皮尔斯（Ch．Peirce）未知数（Unknown）

旧逻辑（Old logic），参见：传统逻辑

弗莱格（G．Frege）

兰福德（C．H．Langford），参见：路易士与兰福德

归谬法（Reductio ad absurdum），参见：间接证明，归谬律

卡尔纳普（R．Carnap）

叫作部分（Comprehend as a part）〔叫作真正子类（Comprehend as a proper subclass）〕〔叫作子类（Comprehend as a subclass）〕

必要条件（Necessary condition）；必要而且充分的条件（-and sufficient condition）

四项关系（Four-termed relation），四项函项关系（-functional relation）

可反的运算（Invertible operation）

可行的运算（Performable operations）

左反运算（Left inverse of an operation）

左分配的运算（Left-distributive operation）

左可反的运算（Left-invertible operation）

左单调运算（Left-monotonic operation）

右反运算（Right inverse of an operation）；等式的右方（-side of an equation），不等式的右方（---inequality）；等值式的右方（----equivalence）

右分配运算（Right-distributive operation）

右可反运算（Right-invertible operation）

右单调运算（Right-monotonic operation）

包含……作为一个元素（Contain as an element〔-- a member〕）

由所有数构成的集合，使得（Set of all numbers such that）

以一一对应的方式把…映射在…（Map in a one-to-one manner），参见：确立一个序列

六　画

字（Word）

有（There is），（-are）〔-exists〕；最少，最多，恰恰有一个（--at least，at most，exactly，one），最少，最多，恰恰有两个（--at least，at most，exactly，two）

有（For some）

有穷类（Finite class）

有序交换群（Ordered Abelian group）；排成一个序列的类（-class）；有序域（field）

同一〔等于，相同〕（Identical with〔equal to，the same as〕）

同一〔逻辑的同一〕（Identity〔logical-〕）；类的同一（-of classes），性质的同一（-of properties）；关系的同一（-of relations）

同义的（Synonymous）

同形的表达式（Equiform expressions），同形的符号（signs）

自反（Reflexivity），参见：自反定律

自反的关系（Reflexive relation）

自然数（Natural number）

“自变项”（“Independent variable”）

自由〔真〕变项（Free〔real〕variable）

而且（And）

合成（Composition），参见：合成律；关系的合成（Composition of relations），参见：相对积

合取式（Conjunction），参见：语句联词；语句的合取式〔逻辑积〕（-〔logical product〕of sentences）

任何（Any），参见：对于任何

任意（Arbitrary），参见：对于任何

关系（Relation（s））；类与类间的关系（Relation among classes），参见：类与类间的基本关系，数之间的关系（--numbers）；大于这个关系（-of being greater），小于这个关系（-of being smaller），参见：大于，小于；第一级，第二级……关系（-of the first，second，...order）

关系的前域（Domain of a relation）

关系的相对积（关系的合成）（Relative product of 〔composition of 〕 relations）；关系的相对和（Relative sum of relations）

关系的绝对积（Absolute product of relations）

全类（Universal class）；全称量词（-quantifier）；全关系（relation）；全称语句（-sentence）〔具有普遍性质的语句（Sentence of a universal character）〕

全等的几何图形（Congruent geometrical figures）

名称（Name）

交换（Commutation），参见：交换律

交换域（Commutative field）；交换律（在算术中）（Commutative law）；交换律（在语句演算中）；交换律（在类的理论中）；交换运算（Commutative operation）

伐拉第（G．Vailati）

多项式（Polynomial）

多项关系（Many-termed relation），多项函项关系（-functional relation）

多值函项（Many—valued function）

多余的公理（Superfluous axioms）；多余的基本词项（primitive terms）

至多等于（At most equal），参见：小于或等于

存在量词（existential quantifier）；存在语句〔绝对的存在语句，具有存在性质的语句〕（-sentence〔absolutely--，Sentence of ancharacter〕）

在…情形下（In case that）

在…前的理论（Preceding theory）〔在…前的学科（-discipline），作为前提的理论（presupposed theory）〕；先于数的集合（-set of numbers），词典序列的在前的字（-word in lexicographical order）

华沙中心（Warsaw center）

如果…，那么（If...，then）

如果，而且仅仅如果〔当且仅当〕（If，and only if）

共轭语句（Conjugate sentences）

约束〔假〕变项（Bound〔apparent〕variable）

传递关系（Transitive relation）

传统〔亚里士多德的，旧的〕逻辑（Traditional〔Aristotelian，old〕logic）

导出真值表（Derivative truth table）

亚里士多德（Aristotle）

亚里士多德的逻辑（Aristotelian logic），参见：传统逻辑

后件，结论，推论（Consequence）

列斯尼夫斯基（S．Lesniewski）

七　画

李（S．Lie）

两（Two）

两项〔二元〕关系（Two-termed 〔binary〕 relation），两项函项关系（-functional relation）

两重余类（Double complement），参见：两重余类定律

每一（Every），又参见：对于任何

条件（Condition）

条件语句（Conditional sentence），参见：蕴函式

条件的存在语句（Conditionally existential sentences）

序列（Order），参见：确立一个序列，数的次序的定律；一个类的级（-of a class）；一个关系的级（--a relation）

序列关系（Ordering relation）

证明（Proof）；凭借解释的证明（by interpretation）；归谬证明（-by reductio ad absurdum），参见：间接证明

纳盖（E．Nagel）

运算（Operation（s））；类的运算（on classes）；关系的运算（of relations）

运算子（Operator）

运算的单位元素（Unit element of an operation）

车尔赤（A．Church）

亨丁顿（E．V．Huntington）

贝安诺（G．Peano）

贝尔纳斯（P．Bernays）

伽罗华（E．Galois）

“应变项”（“Dependent variable”）

我们说（We say that）

怀特海（A．N．Whitehead）；怀特海与罗素

希尔伯特（D．Hilbert）；希尔伯特与阿克曼（and Ackermann），希尔伯特与贝尔纳斯（-and Bernays）

充分条件（Sufficient condition）

词典序列（Lexicographical order）

判定问题（Decision problem）

克朗纳斯（Diodorus Cronus）

作为前提的理论（Presupposed theory）〔作为前提的学科（-discipline）〕，参见：在……前的理论

完全的公理系统（Complete axiom system），完全的演绎理论（Complete deductive theory）；完全的证明（Complete proof）

这就是所要证的（Q．e．d．〔quod erat demonstrandum〕）

形式的指谓（Suppositio formalis），实质的指谓（-materialis）

形式化的演绎理论（Formalized deductive theories）

那（The）

那么（Then），参见：如果…，那么

八　画

和（Sum），参见：代数和，类的和（-of〔union〕of classes）；数之和〔相加的结果〕（-of 〔result of adding〕numbers）；关系的和（-〔union〕of relations）；语句的和（-of sentences），参见：语句的析取式

或（Or）

或者…或者（Either...or）

表（Table），参见：真值表

表达式〔一种语言的表达式，语言的表达式〕（Expression（s）〔—of a language，linguistic—〕）；包含变项的表达式（-containing variables）

表示一种性质（Express a property）；表示一种关系（-a relation）

表示一个指示词（Stand for a desig-nation），表示一个名称（---name），表示一个语句（---sentence）

定义（Definition）

定义与证明的形式化（Formalization of definitions and proofs）

定冠词（Definite article）

定律（Law（s）），参见：断定了的命题；数的加法定律（-of addition of numbers），不对称律（--asymmetry），闭系统定律〔豪伯定律〕（--closed systems 〔Hauber's-〕）交换律（--commutation）；合成律（--composition）；连通性定律（--connexity）；连续性定律（--continuity），参见：连续性公理；矛盾律（--contradiction）；又参见：类的理论方面的矛盾律；逆反定律〔易位定律〕（--contraposition〔--transposition〕）；演绎法定律〔演绎定理〕（--deduction〔deduction theorem〕）；稠密性定律（--density）；两重余类的定律（--double complement）；双重否定定律（--double negation）；等式和不等式的等价变换定律（--equivalent transformation of equations and inequations）；排中律（--excluded middle）；又参见：类的理论方面的排中律；同一律（--identity）；又参见：类的理论方面的同一律；不自反律（--irreflexivity）；单调定律（--monotony）；数的次序的定律（--order for numbers）；归谬律（--reductio ad absurdum）；自反定律（--reflexivity）（在同一理论中），（在类的理论中）；右分配律（--right distributivity），右可反性定律（--right invertibility）；语句演算的定律（--sentential calculus）；数的减法的定律（--subtraction of numbers）；对称定律（--symmetry）；重言定律（--tautology），（在语句演算中〔in sentential calulus〕），（在类的理论中〔in the theory of classes〕）；类的演算的（理论的）定律（--the calculus〔---theory〕of classes）；直言三段论定律（--the categorical syllogism）；假言三段论定律（--the hypothetical syllogism）；三段论定律中的Barbara式（--the syllogism Barbara）；同一理论的定律（--the theory of identity）；关系理论的定律（--the theory of relations）；传递定律（--transitivity）（在算术中〔in arithmetic〕），（在同一理论中〔in the theory of identity〕），（在类的理论中〔in the theory of classes〕）；易位定律（--transposition），参见：逆反定律；强三分律（--trichotomy〔strong〕），弱三分律（weak）

定理（Theorem）〔被证明的命题（proved statement）〕

图形（Figure），参见：几何图形

图形（Configuration），参见：几何图形

图解法的方法（Graphical method）

易位（Transposition），参见：逆反定律

空类（Empty class，Null class）；空关系（relation）

学科（Discipline），参见：理论

罗素（B．Russell）

罗素悖论（Antinomy of Russell）

性质（Property（ies））；运算的性质（-of operations），关系的性质（--relations）

变项（Variable）；变数（“-number”），变量（“-quantity”）

函项〔函项关系，一多关系〕（Function〔Functional relation，one-many relation〕）；有一个，两个……变项的函项（of one，two...variables〔有一个，两个……主目的函项（-with one，two...arguments）〕）；函项值〔一个函项的值，应变项的值（-value〔value of a—，value of the dependent variable〕）〕

函项关系（Functional relation），参见：函项；又见：四项关系，多项关系，三项关系，两项关系

函项演算（Functional calculus）〔量词演算（Calculus of quantifiers），假变项的理论（theory of apparent variables）〕

实数（Real number（s））；又参见：数

实质蕴函（Material implication，implication in material meaning）

命题（Statement），参见：断定了的命题

命题演算（Propositional calculus），参见：语句演算

所有（All）

阿克曼（W．Ackerman）

阿贝尔（N．H．Abel）

阿贝尔群（Abelian group）

非负数（Non-negative number），非负数的整数（-integer）

波斯特（E．L．Post）

波察诺（B．Bolzano，）

欧几里德（Euclid）

杰尔哥纳（J．D．Gergonne）

单调运算（Monotonic operation）

单值函项（Single-valued function）

单称语句（Singular sentence）

高等几何（Advanced geometry）

经验科学（Empirical science（s））

直言三段论（Categorical syllogism），参见：直言三段论定律

构造论方法（Constructive method）

承认前件的推理规则（Modus ponensrule），参见：分离规则

“空虚地”被满足的蕴函式（“Vacuously”satisfied implication）

九　画

点（Point），参见：点的轨迹

点的集合（Set of points），参见：几何图形，点的轨迹；数的集合（--numbers），整数的集合（--integers）

点的轨迹〔所有点的集合〕（Locus of the points 〔Set of all points〕）

类（Class（es））〔集合（Set（s））〕；由所有事物构成的类，使得，（Class of all things such that），一级类，二级类……（Class of the first，second，...order）

类的包含（Inclusion of classes），关系的包含（--relations）

类的交〔积〕（Intersection〔product〕of classes）；关系的交（--relations）

类的积〔交〕（Product of〔intersection of〕classes）；数的积〔……乘……的结果〕（--〔result of multiplying〕numbers）；关系的积（绝对积，交）（--〔absolute--，intersection of〕relations），语句的积（--sentences），参见：合取式

类的加法（Addition of classes），数的加法（--numbers）；语句的加法（--sentences），参见：语句的逻辑加法

类的乘法（Multiplication of classes）；数的乘法（--numbers）；语句的乘法（--sentences），参见：语句的逻辑加法

类的余类（Complement of a class），余关系（否定关系）（Complement〔negation〕of a relation）

类的理论方面的矛盾律（Class-theoretical law of contradiction）；类的理论方面的摩根定律（Class-theoretical law of De Morgan）；类的理论方面的同一律（Class-theoretical law of identity）；类的理论方面的排中律（Class-theoretical law of excluded middle）

类与类间的基本关系（Fundamental relation among classes）；数之间的基本关系（---numbers），基本真值表（-truth table）

某一（A certain）

某些（Some）

逆反（Contraposition），参见：逆反定律

逆反语句（Contrapositive sentence）

相异（Diversity）

相等（Equality）；几何图形的相等（-of geometrical figures）；数的相等（-of numbers）

相交的类（Intersecting classes，Overlapping classes）；相交关系（Overlapping relations）

相等的类（Equivalent classes），参见：等数的类；相等的数（-numbers）；等值的语句（-Sentences）；等式和不等式的等价变换（-transformation of equations and inequalities），参见：等式和不等式的等价变换定律

冠词（Article），参见：定冠词

科学（Science），参见：理论

科学语言（Scientific language）；科学理论（-theory）

括弧（Parenthesis）

负数（Negative number），负的整数（-integer）

复数（Complex number）

指示（Denote〔designate〕）

指示词（Designation）（“摹状词”〔“description”〕）

指示（摹状）函项（Designatory〔descriptive〕 function）

语词（Term（s））

语法（Syntax），参见：逻辑语法

语言（Language），参见：日常语言，科学语言

语言的表达式（Linguistic expression（s）），参见：表达式

语句（Sentence（s））；具有存在性质的语句（-of an existential character），参见：存在语句；具有普遍性质的语句（--a universal character），参见：全称语句

语句演算（命题演算，演绎理论）（Sentential calculus〔propositional calculus，theory of deduction〕），语句联词（Sentential conjunction）；语句函项（Sentential function）；语句变项（Sentential variable）

语句的析取式〔逻辑和〕（Disjunction〔logical sum〕 of sentences）

语句的逻辑加法（Logical addition of sentences）；逻辑概念（-concept），逻辑常项（-constant），逻辑语词（term）；逻辑的同一（-identity），参见：同一；逻辑定律（-laws）；语句的逻辑乘法（multiplication of sentences）；语句的逻辑积（-product of sentences），参见：合取式；语句的逻辑和（-sum of sentences），参见：语句的析取式；逻辑符号（-symbol，-symbolism）；逻辑语法与演绎科学的语义学（-syntax and semantics of deductive sciences），逻辑类型（-type（s））

语句的等价的系统（Equipollent systems of sentences）；等价的词项的系统（Equipollent systems of terms）

语句演算中的规则（Rule（s）in sentential calculus）；定义规则（-of definition）；分离规则〔承认前件的推理规则〕（--detachment 〔modus ponens〕）；推理规则〔证明规则〕（--inference〔--proof〕）

语义学（Semantics），参见：逻辑语法与语义学

结合律（Associative laws）（在算术中）；结合定律（在语句演算中）；结合定律（在类的理论中）；结合的运算（-operation）

重言式（Tautology），参见：重言定律

选择公理（Multiplicative axiom）

独立的公理系统（Independent axiom system），公理彼此独立的系统（A system of mutually independent axioms）；独立的基本词项的系统（-system of primitive terms），互相独立的基本词项的系统（System of mutually independent primitive terms）

绝对的存在语句（Absolutely existential sentence）

给函项指定一个值（Assign a value of a function），参见：一个函项的相应值

是由一个，二个，…，n个元素构成的（Consist of one，two，...，n elements）

十　画

论（Discourse），参见：论域

论域（Universe of discourse）

原则（Principle），参见：方法论的原则；抽象原则（-of abstraction）

倒退（Regress），参见：无穷倒退

格来林（K．Grelling）

哥德尔（K．Gödel）

哥丁根中心（Göttingen center）

乌德格（J．H．Woodger）

真变项（Real variable），参见：自由变项

真语句（True sentence）

真值表（Truth table（s）〔Matrix〕）

真正子类（Proper subclass），参见：部分

真值函项（Truth function）

被证明的命题（Proved statement）〔被证明的语句（-sentence）〕，参见：定理

被否证的句子（Disproved sentence）

被定义者（Definiendum），定义者（definiens）

连通的关系（Connected relation）

连续的关系（Continuous relation）

连续地有序交换群（Continuously ordered Abelian group）；连续地排成次序的类（--class）；连续地有序域（--field）

被定义的词项（Defined term）

特有的表达式（Specific expression），特有的命题（statement），特有的语词（term）

十一画

域〔交换域〕（Field〔commutative-〕）

属于（Belong to）

排中（Excluded middle），参见：排中律

符号（Symbol）

符号（Symbolism），参见：逻辑符号；语句演算的符号（-of sentential calculus）

符号（Sign（s））

符号逻辑（Symbolic logic），参见：数理逻辑

符号逻辑学会（Association for Symbolic Logic）

符号逻辑杂志（Journal of Symbolic Logic）

维他（F．Vieta）

推出（Follow）

推论（Inference），参见：间接证明，推论的规则

推论（Mode of inference），参见：间接证明

推导出来的〔演绎出来的〕命题（Derived 〔deduced〕statement）

理论（Theory）〔学科（discipline），科学（science）〕，参见：演绎的理论，数学理论，科学理论；约束变项的理论（of apparent variables），参见：函项演算；类的理论（--classes），演绎理论（--deduction），参见：语句演算；群论（--groups），同一理论（--identity）；〔逻辑〕类型理论（--〔--logical〕types）；证明论（--proof）；“性质论”（“--properties”）；关系的理论（--relations）；集合论（--sets），参见：一般集合论

康脱（G．Cantor）

常项（Constant）；参见：逻辑常项（Logical constant），数学常数（Mathematical constant）；“常数”（Constant number），“常量”（Constant quantity）

虚数（Imaginary number）

逻辑（Logic），“演绎科学的逻辑”（“of deductive sciences”），“经验科学的逻辑”（“of empirical sciences”）

逻辑斯蒂（Logistic），参见：数理逻辑

逻辑积的因子（Factor of a logical product），参见：合取式的元素；数的积的因子（--a product of numbers）；相对积的因子（--a relative product）

逻辑和的被加项（Summand of a logica！sum），参见：析取式的元素；数（被加数）的和（--a sum of numbers）

闭的类（Closed class）；闭语句系统（Closed systems of sentences）

假变项（Apparent variable），参见：约束变项

假语句（False sentence）

假言三段论（Hypothetical syllogism），参见：假言三段论定律

基本命题（Primitive statement），参见：公理；基本〔不定义的〕词项（-〔undefined〕term（s））〔符号（-symbol（s））〕

现代逻辑（Modern logic），参见：数理逻辑

莱布尼兹（G．W．Leibniz）

莱布尼兹定律（Leibniz's law）

“混合的”关系（“Mixed”relation）

部分（Part）〔真正子类（Proper subclass）〕

断定了的命题〔断定，定律，命题〕（Asserted statement 〔assertion，law，statement〕）

十二画

量（Quantity），参见：“常量”，“变量”

量词（Ouantifier（s））

集合（Set（s））

费罗（Philo of Megara）

等于（Equal to）；参见：同一，小于或等于

等式（Equation）

等式的一方（Side of an equation），不等式的一方（---inequality）；等值式的一方（---equivalence）

等式的左方（Left side of an equation），不等式的左方（---inequality），等值式的左方（----equivalence）

等数的〔相等的〕类（Equinumerous〔equivalent〕classes）

等值（作为关系的范畴的）（Equivalence〔as a category of relations〕），等值式（作为语句的范畴的〔---sentences〕）

等数的类；相等的数（Equivalent numbers）；相等的语句（-sentences）；等式和不等式的等价变换（-transformation of equations and inequalities），参见：等式和不等式的等价变换定律

循环（Circle），参见：循环定义

循环定义（Vicious circle in defini-tion）（恶性循环）；循环证明：（---proof）

萧尔茲（H．Scholz）

间接证明（Indirect proof），〔间接推论（-inference，—mode of inference），归谬证明（Proof by reductio ad absurdum）〕

斯多噶学派（Stoic School）

确立一个序列（Establish an order）；建立了一个一一对应〔以一一对应的方式把……映射在……〕（-a one-to-one correspondence〔map in a one-to-one manner〕）

十三画

零（Zero）

杨（J．W．Young）

群（Group（s））；又参见：阿贝尔群

数（Number（s））〔实数（real-）〕；数线（-line）；一个类的元素的数（of elements of a class），参见：一个类的基数

数学（Mathematics）

数的商（Quotient of numbers）

数……的差（从数……减去数……的结果）（Difference of〔result of subtracting〕numbers）

数的减法（Subtraction of numbers）

数值常项（Numerical constant）；数的量词（-quantifier）

数学的概念（Mathematical concept），数学的常项（-constant），数学的语词（-term）；数理逻辑〔现代、演绎、新、符号逻辑；逻辑斯蒂〕（-logic〔contemporary，modern，deductive，new，symbolic logic；logistic〕）；数学的证明〔数学的推理〕（-proof〔-reasoning〕）；数学符号（-symbol）；数学的定理（-theorem）；数学理论（theory）〔数学学科，数学科学〕（-theory〔discipline，science〕）

数理逻辑的目录（Bibliography of mathematical logic）

意义（Meaning）

路易士（C．I．Lewis）；路易士与兰福德（-and Langford）

路加西维契（J．Lukasiewicz）

新逻辑（New logic），参见：数理逻辑

解析几何（Analytic geometry）稠密的关系（Dense relation）

稠密地有序交换群（Densely ordered Abelian group）

十四画

算术（Arithmetic）；实数算术（of real numbers）

算术上的相等〔数与数之间的相等〕（Arithmetical equality〔equality of numbers〕）

豪伯（K．F．Hauber）

豪伯定律（Hauber's law），参见：闭语句系统

演算（Calculus），参见：语句演算（Sentential calculus）；类的运算（Calculus of classes）；量词演算（Calculus of quantifiers），参见：函项演算；关系的运算（Calculus of relations）

演绎（Deduction），参见：语句演算；演绎出来的命题（Deduction of a statement），参见：推导出来的命题；演绎定理（Deduction theorem），参见：演绎法定律

演绎逻辑（Deductive logic），参见：数理逻辑；演绎方法（Deductive method）；演绎的理论（Deductive theory）〔演绎学科（Deductive discipline），演绎科学（Deductive science）〕

演绎出来的命题（Deduced state-ment），参见：推导出来的命题

演绎科学方法论（Methodology of deductive sciences）〔数学方法论（--mathematics）〕；经验科学的方法论（--empirical sciences）

演绎科学的形式的特性（Formal character of deductive science）〔数学的形式的特性（---mathematics）〕；形式蕴函（implication〔implication in—meaning〕），形式系统（-system）

满足一个语句函项（Satisfy a sentential function）〔满足一个条件（-a condition）〕

线〔直线〕（Line〔straight line〕）；线段（-Segment），参见：线段

线段（Segment）〔线（line）〕

概念（Concept），参见：逻辑概念，数学的概念，方法论的概念

十五画

摩根（De Morgan）

摩根定律（De Morgan's law）；又参见：类的理论方面的摩根定律

整数（Integer）

“摹状词”（“Description”），参见：指示词（Designation）

摹状函项（Descriptive function），参见：指示函项

十七画

戴德铿（R．Dedekind）

戴德铿公理（Dedekind's axiom），参见：连续性公理

十九画

蕴函（Imply）

蕴函式〔条件语句〕（Implication〔conditional sentence〕）

形式蕴函（-in formal meaning），参见：演绎科学的形式的特性；实质

蕴函（-in material meaning），参见：实质蕴函（Material—）


译者后记

塔尔斯基（1902—，原籍波兰，1945年入美国籍）的《逻辑与演绎科学方法论导论》，是一本颇为流行的数理逻辑入门书。1936年以波兰文出版。1937年译成德文，1940年又译成英文，在1946年的英文译本中，著者又作了一些小的修改。1948年又译成俄文。后来陆续译成多种文字。我们这个译本，是根据1946年英文译本译出的。

本书第一章至第五章，是周礼全翻译的。第六章，是吴允曾翻译的。第七章至第十章，是晏成书翻译的。其中部分译稿曾由顾寿观校订过。序言和索引是承商务印书馆编辑部协助翻译编制的。
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