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机械是人类生产和生活的基本工具要素之一，是人类物质文明最重要的一个组成部分。机械工业担负着向国民经济各部门，包括工业、农业和社会生活各个方面提供各种性能先进、使用安全可靠的技术装备的任务，在国家现代化建设中占有举足轻重的地位。20世纪80年代以来，以微电子、信息、新材料、系统科学等为代表的新一代科学技术的发展及其在机械工程领域中的广泛渗透、应用和衍生，极大地拓展了机械产品设计制造活动的深度和广度，改变了现代制造业的产品设计方法、产品结构、生产方式、生产工艺和设备以及生产组织模式，产生了一大批新的机械设计制造方法和制造系统。这些机械方面的新方法和系统的主要技术特征表现在以下几个方面：

（1）信息技术在机械行业的广泛渗透和应用，使得现代机电产品已不再是单纯的机械构件，而是由机械、电子、信息、计算机与自动控制等集成的机电一体化产品，其功能不仅限于加强、延伸或取代人的体力劳动，而且扩大到加强、延伸或取代人的某些感官功能与大脑功能。

（2）随着设计手段的计算机化和数字化，CAD/CAM/CAE/PDM集成技术和软件系统得到广泛使用，促进了产品创新设计、并行设计、快速设计、虚拟设计、智能设计、反求设计、广义优化设计、绿色产品设计、面向全寿命周期设计等现代设计理论和技术方法的不断发展。机械产品的设计不只是单纯追求某项性能指标的先进和高低，而是注重综合考虑质量、市场、价格、安全、美学、资源、环境等方面的影响。

（3）传统机械制造技术在不断吸收电子、信息、材料、能源和现代管理等方面成果的基础上形成了先进制造技术，并将其综合应用于机械产品设计、制造、检测、管理、销售、使用、服务的机械产品制造全过程，以实现优质、高效、低耗、清洁、灵活的生产，提高对动态多变的市场的适应能力和竞争能力。

（4）机械产品加工制造的精密化、快速化，制造过程的网络化、全球化得到很大的发展，涌现出CIMS、并行工程、敏捷制造、绿色制造、网络制造、虚拟制造、智能制造、大规模定制等先进生产模式，制造装备和制造系统的柔性与可重组已成为21世纪制造技术的显著特征。

（5）机械工程的理论基础不再局限于力学，制造过程的基础也不只是设计与制造经验及技艺的总结。今天的机械工程学科比以往任何时候都更紧密地依赖诸如现代数学、材料科学、微电子技术、计算机信息科学、生命科学、系统论与控制论等多门学科及其最新成就。

上述机械科学与工程技术特征和发展趋势表明，现代机械工程学科越来越多地体现着知识经济的特征。因此，加快培养适应我国国民经济建设所需要的高综合素质的机械工程学科人才的意义十分重大、任务十分繁重。我们必须通过各种层次和形式的教育，培养出适应世界机械工业发展潮流与我国机械制造业实际需要的技术人才与管理人才，不断推动我国机械科学与工程技术的进步。

为使机械工程学科毕业生的知识结构由较专、较深、适应性差向较通用、较广泛、适应性强方向转化，在教育部的领导与组织下，1998年对本科专业目录进行了第3次大的修订。调整后的机械大类专业变成4类8个专业，它们是：机械类4个专业（机械设计制造及其自动化、材料成型及控制工程、过程装备与控制、工业设计）；仪器仪表类1个专业（测控技术与仪器）；能源动力类2个专业（热能与动力工程、核工程与核技术）；工程力学类1个专业（工程力学）。此外还提出了面向更宽的引导性专业，即机械工程及自动化。因此，建立现代“大机械、全过程、多学科”的观点，探讨机械科学与工程技术学科专业创新人才的培养模式，是高校从事制造学科教学的教育工作者的责任；建立培养富有创新能力人才的教学体系和教材资源环境，是我们努力的目标。

要达到这一目标，进行适应现代机械学科发展要求的教材建设是十分重要的基础工作之一。因此，组织编写出版面向大机械学科的系列教材就显得很有意义和十分必要。北京大学出版社和中国林业出版社的领导和编辑们通过对国内大学机械工程学科教材实际情况的调研，在与众多专家学者讨论的基础上，决定面向机械工程学科类专业的学生出版一套系列教材，这是促进高校教学改革发展的重要决策。按照教材编审委员会的规划，本系列教材将逐步出版。

本系列教材是按照高等学校机械学科本科专业规范、培养方案和课程教学大纲的要求，合理定位，由长期在教学第一线从事教学工作的教师立足于21世纪机械工程学科发展的需要，以科学性、先进性、系统性和实用性为目标进行编写，以适应不同类型、不同层次的学校结合学校实际情况的需要。本系列教材编写的特色体现在以下几个方面：

（1）关注全球机械科学与工程技术学科发展的大背景，建立现代大机械工程学科的新理念，拓宽理论基础和专业知识，特别是突出创造能力和创新意识。

（2）重视强基础与宽专业知识面的要求。在保持较宽学科专业知识的前提下，在强化产品设计、制造、管理、市场、环境等基础理论方面，突出重点，进一步密切学科内各专业知识面之间的综合内在联系，尽快建立起系统性的知识体系结构。

（3）学科交叉与综合的观念。现代力学、信息科学、生命科学、材料科学、系统科学等新兴学科与机械学科结合的内容在系列教材编写中得到一定的体现。

（4）注重能力的培养，力求做到不断强化自我的自学能力、思维能力、创造性地解决问题的能力以及不断自我更新知识的能力，促进学生向着富有鲜明个性的方向发展。

总之，本系列教材注意了调整课程结构，加强学科基础，反映系列教材各门课程之间的联系和衔接，内容合理分配，既相互联系又避免不必要的重复，努力拓宽知识面，在培养学生的创新能力方面进行了初步的探索。当然，本系列教材还需要在内容的精选、音像电子课件、网络多媒体教学等方面进一步加强，使之能满足普通高等院校本科教学的需要，在众多的机械类教材中形成自己的特色。

最后，我要感谢参加本系列教材编著和审稿的各位老师所付出的大量卓有成效的辛勤劳动，也要感谢北京大学出版社的领导和编辑们对本系列教材的支持和编审工作。由于编写的时间紧、相互协调难度大等原因，本系列教材还存在一些不足和错漏。我相信，在使用本系列教材的教师和学生的关心和帮助下，不断改进和完善这套教材，使之在我国机械工程类学科专业的教学改革和课程体系建设中起到应有的促进作用。
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前　　言

我们所处的时代被称为信息技术时代，站在时代之巅，放眼世界，瞧——

一圈圈信息网络正在上传下达、争分夺秒地传送无穷无尽的信息；

一艘艘宇宙飞船正在遨游太空、夜以继日地探索浩瀚星空的奥秘；

一台台发电机组正在开足马力、源源不断地发出用之不竭的电能；

一条条生产线正在隆隆运转、不知疲倦地创造取之不尽的财富；

一个个机器人正在埋头苦干、无私无畏地从事繁重危险的劳动；

一套套交通信号系统正在站岗执勤、风雨无阻地指挥车流、人流和飞机轮船；

这一幅幅画面是那样的美妙神奇，令人不禁思绪纷纷、感慨万千······

比如“上九天揽月，下五洋捉鳖”，这在几十年前还只是人们的梦想，只能在神话传说或童话小说中看到一星半点想象的灵光，可哪知如今这梦想已经成真，人类还真的上至九天月宫、下至东海龙宫，处处留下了“到此一游”的足迹。

又比如，“千里眼”和“顺风耳”是神话小说《西游记》中的天神，然而今天，人类发明了射电天文望远镜，用它瞭望，岂止千里，万里星空也是洞若观火；人类创造了信息网络，用它辨听，不借顺风，也让“秀才不出门，全知天下事”。

再比如，当前迅猛发展日趋成熟的纳米技术、克隆技术、基因控制技术等，几十年前即使最乐观最富于想象的预言家也不敢想象，今天却已经渗透到人们的日常生活、已经改变了并且正在更深入地改变着世界的面貌。

······

凡此种种，都是建立在机械技术和自动控制技术基础之上的。如今的机械，种类之多可谓无所不有，应用之广可谓无孔不入，功能也实现了数控化、柔性化、集成化、自动化和智能化，真正延伸、加强、扩大甚至在一定程度上取代了人的能动作用。自动控制已成为普遍控制方式，大到航天飞机、航空母舰，小到电动玩具、电子手表，等等，都离不开自动控制。机械功能的数控化、柔性化、集成化、自动化和智能化也是建立在自动控制技术基础之上的。

机械工程和控制工程，这两大学科可以说是一对形影不离、相得益彰的孪生兄弟。任何机械都离不开控制技术，反过来说控制技术离开机械也就成了无本之木。

作为自动控制技术的结晶，自动控制理论不仅是一门重要的技术学科，还是一门卓越的自然辩证法，处处贯穿着系统的观点、运动的观点、内因外因的观点、事物相互作用相互联系的观点、主要矛盾和次要矛盾的观点等，闪烁着辩证法的光芒。这些对于启迪人们的思想，培养和提高人们分析问题和解决问题的能力是十分有益的。学习和掌握这门学科的基本理论和知识，对于当今的机械和电子工程师来说是十分必要的。因此，现在自动控制理论不仅是高等院校自动化和电子信息技术类专业本专科学生的必修课，也是机械类专业本、专科学生的必修课。

作为机械类专业本专科学生学习控制理论的基础教材，本书内容涵盖了经典控制理论的基本原理和基本知识，恰好地与机械类研究生课程现代控制理论相衔接。

本书主要是为满足应用型大学的教学需要编写的，在编写中，编者充分考虑了学生的基础知识状况，尤其重视处理好以下几个关系。

1．加与减

在选材上，本书坚持为机械服务、机电结合、实用够用、吐故纳新的原则，着重介绍有较高理论和应用价值的基本原理和方法，舍弃了那些没有普遍应用意义或与研究生阶段的课程内容联系不紧密或重复的内容，增加了与计算机控制有关的新内容。

2．简与繁

本书对重点和难点，着重演绎论证；对一般和简单内容，予以概括说明。力求做到重点突出、繁简适中。针对每一个重点和难点内容，配置了例题，有些内容直接用例题予以阐释，将深奥的原理简单明了地贯穿和溶解于具体的应用方法之中。

3．鱼与渔

本着“授人以鱼不如授人以渔”的理念，本书注重从方法论的角度，论述如何观察思考问题，抽象概括问题，分析解决问题，以求提高学生认识、分析和解决问题的能力。

4．因与果

本书力求将认识论的观点和方法贯穿于演绎论证之中，对一般内容，从因到果、由表及里、由此及彼，循序渐进地予以阐释，以求条理清晰；对复杂深奥的内容，运用因果倒置、先果后因、先识后证的方法进行倒叙，以求深入浅出、通俗易懂；对于交叉引用和应用的内容，注重前呼后应、相互印证，以使学生融会贯通。

5．点、线、面与体

控制理论的许多定理都是由一系列知识点、线、面构成的体系，合理划分和恰当布置点、线、面、体内容，有助于学生对定理的认知和理解。根据不同特点和难度，对有些定理，按照由点到线、由线到面、由面到体、或由个性到共性、由浅入深的方式进行求证和推论；对有些定理，反其道而行之，采用化整为零、各个击破的方式进行论证。

6．透与精

在论述方面，本书除了注重逻辑性、通俗性、汉语语法规范性等以外，还特别重视处理好分析透彻与文字精练两者间的关系。在分析透彻的前提下力求文字精练，在文字精练的基础上力求分析透彻。

抱着写一本好书，出一部精品的愿望，编者在编写过程中付出了艰辛的劳动。特别是张洁、杨萍和姚运萍等同志也对本书进行了仔细审阅和精心校对，在此表示衷心的感谢！

由于编者水平所限，书中疏漏在所难免，恳请广大读者不吝赐教。编者联系邮箱是hanzx@lut.cn或hanzx_rob@sina.com。
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第1章　绪　论

内容提示：本章介绍有关自动控制系统的基本概念，包括自动控制系统的控制方式、组成和类型等。

教学要求：弄清自动控制系统的控制方式和基本组成，理解并熟记有关术语的定义和含义。

1.1　引　　言

本书主要讨论有关自动控制系统的基本理论和研究方法。

所谓自动控制，指的是在没有人直接参与的情况下，利用控制器自动调节和控制机器设备或生产过程（统称为被控对象）的工作状态、使之保持不变或按预定规律变化的一种技术。

自动控制技术可使生产过程具有高度的准确性，能有效地提高产品的性能和质量并同时节约能源和降低材料消耗；能极大地提高劳动生产率并同时改善劳动条件和减轻劳动强度；能有效地提高各种武器装备的命中率、增强攻击能力，等等。

自动控制系统广泛存在于国民经济的各行各业、方方面面。例如，能按预先设定的工艺程序自动切削工件，从而加工出预期几何形状的数控机床和加工中心；能按照预定航行轨迹自动升降和飞行的无人驾驶飞机；能自动发射导弹并将其引导到被攻击目标的导弹发射系统和制导系统；等等，这些都是自动控制系统。

由于用途的不同，自动控制系统的物理结构和组成千差万别，但它们有一个共同的特点和规律，即系统内部的一个（或一些）物理量按照预定的方式自动地控制另一个（或另一些）物理量，使之保持不变或按照期望的方式变化。这种用一个（或一些）物理量按照预定的方式自动地控制另一个（或另一些）物理量，使之保持不变或按照期望的方式变化的普遍规律是自动控制技术的精髓，研究和表述这种普遍规律的理论体系就是自动控制理论。

自动控制理论作为一门独立的学科，始于20世纪40年代，经过半个多世纪的发展，现在已经形成了一个庞大的体系，有很多分支。根据发展阶段的特点，这一理论体系可分为经典控制理论、现代控制理论和智能控制理论三大部分。

经典控制理论是以传递函数为数学基础的一种理论，应用该理论能方便而简单地分析和设计单输入单输出线性定常系统。

现代控制理论是以状态空间模型和矩阵理论为基础的一种理论，应用该理论能分析和设计多输入多输出系统，这些系统可以是定常的，也可以是时变的，可以是线性的，也可以是非线性的，可以是连续的，也可以是离散的。

智能控制理论是以人工智能和运筹学为基础的一种理论，应用该理论可以分析和设计存在干扰、环境和参数变化及模型误差等因素的未知系统。

作为自动控制理论的基础性教材，本书主要讨论经典控制理论。

1.2　自动控制的基本控制方式及自动控制系统的组成

自动控制的基本控制方式有三种，即开环控制、闭环控制、复合控制。

1.2.1　开环控制

图1.1（a）所示为由电位器、放大器（FD）、直流电动机MS及工作机组成的一个最简单的速度控制系统的物理模型。该系统的任务是控制工作机的转速，使之保持期望值，其工作原理如下：

工作机转速ω的大小取决于电动机的转速，电动机的转速又取决于其电枢电压ua
 ，电枢电压ua
 是放大器的输出电压，其大小正比于电位器电压ur
 。由于各元件的输入和输出特性是一定的，所以，工作机的转速ω取决于电位器电压ur
 。当ur
 一定时，ω也是一定的，欲改变ω，只须改变ur
 。ur
 和ω之间存在一一对应关系。该系统的被控制对象是工作机，称为被控对象，被控制的物理量是工作机转速ω，称为系统的被控量（也称输出量或输出信号）；用来控制ω变化的原始物理量是电位器电压ur
 ，它是预先给定的系统输入电压，称为系统的参考输入量（也称输入量或输入信号或控制信号）；产生输入量的电位器称为输入元件或给定元件。

根据工作时信号的变换过程，上述工作原理可用如图1.1（b）所示的结构框图表示。图中的方框表示构成系统的元件（或装置）及其特性，矢线表示系统中的信号（亦即物理量）及其传递方向。从该图可以看出，在这个速度控制系统中，信号的传递是单方向的，只存在输入端对输出端的顺向作用，而没有输出端对输入端的反作用，这样的控制称为开环控制，相应的系统称为开环控制系统。
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图1.1　开环速度控制系统结构图

开环控制系统的特点是结构简单、容易实现且便于调整，缺点是抗干扰能力差。系统内部扰动（如组成元件因摩擦发热而产生的性能漂移）和外部扰动（如工作机负载的变化）都会引起实际输出量偏离期望值。一旦输出量偏离了原期望值，系统本身无能力纠正，只有通过重新调整输入量来纠正。因此，开环控制系统的控制精度取决于系统的校准精度及其保持校准值的能力。

开环控制系统在国民经济的各个部门有着广泛的应用，如自动售货机、自动洗衣机、自动生产线、数控机床以及用于交通指挥的红绿灯控制系统等，都是开环控制系统。

1.2.2　闭环控制

图1.2（a）所示系统是在图1.1（a）所示系统的基础上引进直流测速发电机和反向串接电路而成的，其任务也是控制工作机的转速ω，使之保持期望值。该系统的参考输入量也是电位器电压ur
 ，输出量仍是工作机转速ω，其工作原理如下：

测速发电机的轴固联于工作机轴上，当工作机轴旋转时，测速发电机的电枢两端产生一个正比于转速ω的电压uω
 ，该电压被传输到输入端，与输入电压ur
 反向串联，形成电压差信号∆u＝ur
 －uω
 ，∆u送入放大器放大后变为电动机电枢电压ua
 ，ua
 使电动机旋转，电动机驱动工作机做功。与图1.1所示的开环速度控制系统不同，这个控制系统能抑制系统内部扰动和外部扰动对被控量的影响，当被控量的实际值因受内外扰动作用而偏离期望值时，系统就自动进行调节，以使其重新趋于期望值。例如，假设与系统参考输入量（电位器电压）ur
 对应的输出量（工作机转速）是期望值ω，如果系统内外扰动导致实际输出量[image: alt]
 大于期望值ω，则测速发电机电压uω
 （uω
 正比于[image: alt]
 ）将会随之增大，当uω
 增大时，电压差信号∆u＝ur
 －uω
 就减小，∆u一减小，ua
 就随之减小。因ua
 是电动机电枢电压，所以ua
 的减小必然使电动机转速下降。这一调节过程不断进行，直到工作机转速重新趋于期望值ω为止。反之，如果内外扰动使实际输出量[image: alt]
 小于期望值ω，则测速发电机电压uω
 将会随之减小，从而电压差信号∆u＝ur
 －uω
 将增大，进而电动机电枢电压ua
 也将随之增大，于是电动机转速将上升。这一调节过程不断进行，直到工作机转速重新趋于期望值ω为止。由此可见，只要实际输出量[image: alt]
 不等于期望值ω，系统就自动进行调节，以使其朝着期望值的方向变化。同时，从上述调节过程可以看出，在该系统中，真正起控制作用的信号已不再是输入量本身ur
 ，而是由输入量ur
 和正比于输出量ω的测速发电机电压uω
 两者形成的电压差∆u。

从工作时信号的变换过程来看，上述工作原理可用如图1.2（b）所示的结构框图表示。图中，图形符号⨂表示两个信号相叠加（由反向串联电路实现），正负号表示两个叠加信号极性相反。从该图可以看出，在这个速度控制系统中，输入端对输出端有顺向作用，而输出端对输入端也有反向作用。换言之，信号的传递不再是单方向的，而是从输入端传输到输出端，又从输出端传输到输入端，形成了一个封闭的环链，这样的控制称为闭环控制，相应的系统称为闭环控制系统。

[image: alt]


[image: alt]


图1.2　闭环速度控制系统结构图

在闭环控制系统中，输出端对输入端的反向作用称为反馈，从输出端引出并直接或经变换后传输到输入端去的信号称为反馈信号。由输入信号和反馈信号反向叠加后形成的信号称为偏差信号。偏差信号通常是由被称为比较元件的电路或机构产生的。由于闭环控制是以信号反馈为前提的，故闭环控制和闭环控制系统又有反馈控制和反馈控制系统之称。

在闭环控制系统中，真正起调节作用的信号已不再是输入量，而是偏差信号，这与开环控制系统有着明显的不同。闭环控制系统的最大优点是能抑制系统内部扰动和外部扰动对被控量的影响，使被控量保持在期望值上。换言之，闭环控制系统具有自动纠正输出量偏离期望值的能力。因此，在闭环控制系统中，可用精度较低的元件实现精度较高的控制，而这在开环控制系统中是无法实现的。

闭环控制系统的缺点是使用的元件多、线路复杂、成本高，系统分析和综合也比较麻烦，如果参数选配不当，系统还会产生振荡甚至无法正常工作。另外，由于真正起控制作用的信号是偏差信号，系统要调节就必须有偏差存在，所以实际输出量一般不可能与由输入量和控制规律规定的期望值完全保持一致，只能趋于期望值，也就是说输出量的实际值与期望值之间是有误差的。这种误差完全是原理性的，不是因为系统受到内部或外部扰动而产生的。

一般来说，当系统元件本身的参数稳定而又没有外部扰动作用且系统的输入量能够预先确定时，多采用开环控制，否则，采用闭环控制。

1.2.3　复合控制

复合控制系统是在闭环控制系统的基础上再附加一条开环控制通路而形成的一种控制系统。典型的复合控制系统结构图如图1.3所示。在这种控制系统中，附加的开环控制通路的作用主要是提供一个输入补偿量，以补偿由闭环系统的原理性误差或内外扰动引起的控制精度之不足并同时改善系统的动态性能。按照补偿对象的不同，补偿方式分为按输入量的补偿［见图1.3（a）］和按扰动量的补偿［见图1.3（b）］两种。前者的补偿作用主要是给控制量提供一个补偿量，以减小或消除存在于闭环系统的原理性误差；后者的补偿作用主要是事先给扰动量提供一个补偿量，以减小或消除扰动对输出量的影响。

复合控制系统具有控制精度高、动态性能好的优点，应用十分广泛。目前，在火炮、雷达、飞机自动驾驶仪等对控制精度和动态性能两者同时要求较高的控制系统中，一般都采用复合控制。
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图1.3　复合控制系统结构图

1.2.4　自动控制系统的基本组成

1．自动控制系统的基本组成

任何一个自动控制系统，不论是电气的还是机械的、也不论是简单的还是复杂的，都是由一些基本元件组成的。按照职能作用来区分，这些基本元件及其在系统中的相互联系可用图1.4表示，现分述如下。
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图1.4　反馈控制系统基本组成

输入元件（又称给定元件）：其职能是产生与输出量的期望值相对应的系统输入量。图1.2所示闭环速度控制系统中的电位器即是输入元件。

反馈元件：其职能是产生与输出量有一定函数关系的反馈信号。这种反馈信号可能是输出量本身，也可能是输出量的函数。在图1.2所示闭环速度控制系统中，测速发电机是反馈元件。

比较元件：其职能是比较由给定元件给出的输入量和由反馈元件传来的反馈信号，并产生反映两者差值的偏差信号。在图1.2所示闭环速度控制系统中，偏差信号是电压差∆u，比较元件是给定电压ur
 和反馈电压uω
 的反向串联电路。

放大变换元件：其职能是把比较元件给出的偏差信号进行放大并完成不同能量形式的转换，使之具有足够的幅值、功率和需要的信号形式，以便驱动执行元件去控制被控对象。由电子管、晶体管、集成电路、闸流晶体管等组成的电压和功率放大器是常用的电信号放大元件，电液伺服阀是把电能变换为液压能的能量变换和放大元件。

执行元件：其职能是直接驱动被控对象运动，以使被控量（亦即输出量）发生变化。常用的执行元件有各种电动机、液压马达、液压缸等。

被控对象：就是控制系统所要操纵和控制的对象。在图1.2所示闭环速度控制系统中，被控对象是工作机。

校正元件（又称校正装置）：其职能是校正系统的品质特性使之达到技术指标要求。

在工程实际中，比较元件、放大元件及校正元件常常合并在一起形成一个装置，这样的装置称为控制元件或控制器。

2．自动控制系统的基本变量及表示符号

视系统构成和考察问题角度的不同，控制系统的变量是形形色色不胜枚举的，有些具有物理意义（亦即是物理量），有些只具有数学意义没有物理意义（亦即是纯数学量），但就其在系统中的共性职能来说，可分为以下一些基本变量。

输入信号（又称输入量或给定量、控制量或控制信号）u（t）：为控制输出信号按预定规律变化必须提供给系统的物理量。

输出信号（又称输出量或被控量）y（t）：与输入信号存在一定函数关系的物理量，其变化规律是系统控制的对象，必须按规定的方式变化。

反馈信号b（t）：从输出端或中间环节引出来并直接或经过变换以后传输到输入端比较元件中去的信号（或者是从输出端引出来并直接或经过变换以后传输到中间环节比较元件中去的信号）。

反馈信号有正负之分，如果引入比较元件的反馈信号的方向与输入信号的方向相同，那么这两个信号比较（叠加）的结果使得控制作用增强了，这样的反馈称为正反馈，反馈信号为正；反之，如果引入比较元件的反馈信号的方向与输入信号的方向相反，则两者比较（叠加）的结果使控制作用减小了，这样的反馈称为负反馈，反馈信号为负。

另外，反馈有主反馈和局部反馈之分。从输出端到输入端的反馈称为主反馈，从中间环节到输入端或者从输出端到中间环节的反馈称为局部反馈。如果系统的主反馈信号直接取自系统的输出端而不经过任何变换，即b（t）＝y（t），则这样的系统称为单位反馈系统；反之，如果系统的主反馈信号是由输出信号经反馈元件变换而得，那么这样的系统就是非单位反馈系统。

偏差信号（简称偏差）e（t）：是比较元件的输出，等于输入信号与主反馈信号之差，即e（t）＝u（t）－b（t）。在单位反馈系统中，主反馈元件只有信号测量和传递功能而无变换功能，因而主反馈信号就等于输出信号，即b（t）＝y（t），故偏差就等于输入信号与输出信号之差，即e（t）＝u（t）－y（t）。

偏差信号只存在于闭环系统之中，它是闭环控制系统的实际控制信号。换言之，在闭环控制系统中，真正起调节和控制作用的信号不是控制信号（亦即输入信号）本身，而是由控制信号和主反馈信号通过比较元件形成的偏差信号。

误差信号（简称误差）ε（t）：输出信号的期望值与实际值之差。由于输出信号的期望值只是一个理想值，在实际系统中是无法测量的，故误差是一个理论值。

扰动信号n（t）：系统本身不需要的、来自系统内部和外部的、对系统输出信号产生影响的一切干扰信号通称为扰动信号，例如，由电源电压波动、环境温度和湿度变化及压力的变化、负载变化等引起的各种干扰系统正常工作的信号。尽管扰动信号是有害信号，但它是客观存在，对系统来说也是一种输入外作用，故也把它归入输入信号的范畴。

值得一提的是，在自动控制工程这门学科中，信号和变量这两个术语不加区分，信号也即变量，变量也即信号。正因为此，以上许多术语都有多种称法。在后续讨论中，为叙述方便，通常此处用信号一词而在彼处用变量一词。

1.3　自动控制系统的类型

由于自动控制技术发展很快，应用很广，加之看问题的角度不同，因此自动控制的分类方法很多。

1.3.1　按输入信号的运动规律进行分类

按输入信号的运动规律来分类，控制系统可分为以下3种类型。

1．恒值控制系统（又称自动调节系统）

恒值控制系统的特点是输入信号（参考输入量）是一个恒值，控制任务是尽量消除干扰的影响，使输出信号以一定的准确度保持在期望值上。在生产过程中，用来控制温度、湿度、压力、流量、电压、电流、频率、速度等的自动控制系统多为恒值控制系统。

2．程序控制系统

程序控制系统的特点是输入信号按预先设定的规律（或程序）变化，亦即输入信号是随时间变化的已知函数。数控机床就是一个典型的程序控制系统。

3．随动控制系统（又称自动跟踪系统）

随动控制系统的输入信号是预先未知的随时间任意变化的函数，系统的任务是使输出信号以尽可能小的误差跟随输入信号的变化。例如，雷达自动跟踪系统、火炮自动瞄准系统、各种电信号记录仪等都是随动控制系统。

1.3.2　按系统元件的信号特性或描述系统动态特性的数学模型进行分类

按照系统元件的信号特性或描述系统动态特性的数学模型来分类，控制系统可分为如下一些类型。

1．线性系统和非线性系统

如果组成系统的所有元件的输入／输出信号特性具有线性关系，则这种系统称为线性系统；反之，只要系统中有一个元件的输入／输出特性呈非线性关系，那它就是非线性系统。线性系统的运动规律可用线性微分方程或差分方程来描述，而非线性系统的运动规律只能用非线性微分方程或非线性差分方程来描述。

在工程实际当中，严格来说一切系统都是非线性系统。但许多系统的非线性特性并不很强，把它们当作线性系统来处理，结果与实际差别不大，故为便于研究，一般视为线性系统。

2．连续系统和离散系统

若系统中所有信号均为时间t的连续函数，则称这类系统为连续系统；反之，只要系统中有一个信号是脉冲序列或数字编码，则这样的系统称为离散系统。连续系统运动规律可用微分方程来描述，离散系统运动规律可用差分方程来描述。

3．定常系统和时变系统

如果组成系统的所有元件的参数不随时间的进程而变化，那么描述系统运动规律的微分方程或差分方程中的各个系数也不会随时间的进程而变化，这样的系统称为定常系统。工程实际中的系统，绝大多数是定常系统，但也有少数这样的系统，其组成元件的参数是随时间的延续而变化的，从而导致描述系统动态特性的微分方程或差分方程中的一个（或几个）系数是时间t的函数，这种系统称为时变系统。运载火箭就是时变系统的例子，它的质量随时间的延续而变化。

4．单输入／单输出系统和多输入／多输出系统

所谓单输入／单输出系统（又称单变量系统），指的是只有一个输入信号和一个输出信号的系统；而多输入／多输出系统（又称多变量系统）指的是具有多个输入信号和多个输出信号的系统，包括有一个输入信号多个输出信号的系统和有多个输入信号一个输出信号的系统。

以上这4种分类方法表面上看起来各有各的含义，各自孤立存在，其实不然，它们反映的是同一事物的不同侧面。一个系统，不论它是恒值控制系统还是随动控制系统、亦或程序控制系统，它都可以既是线性的、又是连续的、还同时是定常的和单变量的，这样的系统可称为单变量线性定常连续系统。同理，还有单变量线性时变连续系统、多变量线性定常离散系统等组合称法，不再一一列举。

最后指出，尽管自动控制理论是人们伴随着技术实践、在长期广泛研究自动控制系统的一般原理的基础上建立起来的，反映的是自动控制系统的普遍规律，但这些普遍规律也存在于一般的物理系统之中，不为自动控制系统所独有，况且自动控制系统本身也是物理系统，自动控制理论也已被广泛应用于其他许多学科，所以在后续章节的讨论中，为便于说明原理，所涉及的系统不一定是真正意义上的自动控制系统，更多的是易于理解的一般物理系统（或元件），亦即通常所说的广义动力学系统，与此相适应，在表述时，不再称控制系统，而直呼系统。

习　题　一

1.1　什么是开环控制、闭环控制和复合控制？试比较它们的主要异同点。

1.2　什么是反馈、主反馈、局部反馈、负反馈和正反馈？

1.3　控制系统有哪些基本组成元件？这些元件的功能是什么？

1.4　什么是输入信号和输出信号？两者间的相互关系是什么？

1.5　什么是反馈信号和偏差信号？

1.6　请在下表中填入适当内容。
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第2章　控制系统的数学模型

内容提示：本章介绍了拉普拉斯变换和系统微分方程、传递函数及结构图等。

教学要求：掌握拉普拉斯变换方法、系统微分方程和传递函数及结构图的建立方法、结构图的等效变换方法，弄清并熟记基本环节的数学式。





任何一个控制系统都是由若干个元件构成的，每个元件都有其特定的功能，这些功能相互联系、相互作用，以实现对被控制量的控制、使之保持不变或按预定的规律变化。组成控制系统的元件，不论是电气的，还是机械的，其物理功能总可以用相应的物理量或物理量间的数学关系式来描述，不同功能间的相互关系也总可以用相应的物理量间的数学关系式来描述。控制系统的数学模型就是用来描述系统内部物理量间相互关系的数学表达式，是物理模型的数学描述，或系统特性的数学表示形式。

控制系统的数学模型有多种形式，在时域中有微分方程和差分方程，在复域中有传递函数和脉冲传递函数，在频域中有频率特性，等等。对同一系统来说，不同形式的数学模型之间可以互相转化。

建立系统数学模型的方法有分析法和实验法两种。

比较简单的系统，其数学模型可依据其物理模型用分析法建立。结构复杂的系统，其内部物理量间的关系往往难以依据科学定律和技术理论、通过理论推导、用精确的解析式来描述，因此它们的数学模型只好借助于实验方法来建立。用实验法建立系统数学模型的方法所含内容丰富、自成体系，已构成控制理论的一大分支学科——系统辨识，非本书所能涵盖。本书仅限于讨论用分析法建立数学模型的方法，涉及的数学模型也只限于描述连续系统动态特性的微分方程、传递函数、结构图、频率特性和描述离散系统动态特性的差分方程、脉冲传递函数等。本章讨论微分方程、传递函数和结构图，其余数学模型将在后续章节中予以详述。考虑到传递函数和结构图是建立在拉普拉斯（Laplace，以下简称拉氏）变换基础之上的，下面首先介绍拉氏变换。

2.1　拉普拉斯变换

2.1.1　拉氏变换及其性质

1．拉氏变换的定义

设时间函数f（t）在t≥0时有定义，而且

（1）在任一有限时间区间内分段连续；

（2）当t→+∞时，f（t）的增长速度不超过某一指数函数，即｜f（t）｜≤Mekt
 （M和k为实常数）

那么，对于一切复变量s＝σ＋jω，只要其实部Re（s）＝σ＞k，积分[image: alt]
 就绝对收敛。显然，此积分确定的函数是以复变量s为自变量的复变函数，称为f（t）的拉氏变换式（又称象函数），并用f的同名大写字母F冠名，即
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如果复变函数F（s）是时间函数f（t）的拉氏变换，则称f（t）为F（s）的拉氏逆变换（又称原函数）。

拉氏变换与拉氏逆变换是一个可逆变换对，对f（t）的拉氏变换计算用L［f（t）］表示，对F（s）的拉氏逆变换计算用L-1
 ［F（s）］表示，两者间的关系如下：
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2．典型函数的拉氏变换

由于拉氏变换运算是被积变量区间为t∈［0，+∞）的线性积分运算，所以，以下实施拉氏变换的函数均取t∈［0，+∞）的单边函数。

1）阶跃函数（又称位置函数）

阶跃函数的变化曲线如图2.1（a）所示，其表达式为

[image: alt]


根据拉氏变换的定义，阶跃函数的拉氏变换式为

[image: alt]


k＝1的阶跃函数称为单位阶跃函数，记作1（t），即
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2）斜坡函数（又称速度函数）

斜坡函数的变化曲线如图2.1（b）所示，其表达式为
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对式（2.4a）进行拉氏变换，可得
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常数k＝1的斜坡函数称为单位斜坡函数，即
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3）抛物函数（又称加速度函数）

抛物函数的变化曲线如图2.1（c）所示，其表达式为
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k＝1的抛物函数称为单位抛物函数，即
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4）单位脉冲函数

单位脉冲函数也称为δ函数，其变化曲线如图2.1（d）所示，其表达式为
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δ函数具有如下重要性质
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式中，f（t）为任意连续函数。

对式（2.6a）进行拉氏变换并应用式（2.6b），可得
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5）指数函数

指数函数的变化曲线如图2.1（e）所示，其表达式为
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指数增长函数和指数衰减函数的拉氏变换式分别为
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6）正弦函数

正弦函数的变化曲线如图2.1（f）所示，其表达式为
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式中，ω为正弦函数的角频率。

对式（2.8a）进行拉氏变换并应用欧拉公式和式（2.7b）、式（2.7c），易得
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7）余弦函数
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图2.1　典型函数变化曲线

3．拉氏变换的性质

1）线性性质

若a，b是常数，L［f（t）］＝F（s），L［g（t）］＝G（s），则
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线性性质可应用拉氏变换定义直接予以证明。

2）微分性质

若L［f（t）］＝F（s），则
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当f（t）在t＝0处不连续时，式（2.11a）中的f（0）应取右极限f（0+
 ）（下同）。

证明：

根据拉氏变换定义并应用分部积分法，有
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证毕。

微分性质推论
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特别在零初始条件下，即当f（0）＝f′（0）＝…f（n－1）
 （0）＝0时，有
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【例2.1】　求幂函数f（t）＝tm
 （其中m是正整数）的拉氏变换。

解：

由于f（0）＝f′（0）＝…f（m－1）
 （0）＝0，f（m）
 （t）＝m！，所以对f（m）
 （t）＝m！两边同时进行拉氏变换并应用式（2.11c）和式（2.3b），易得
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从而可得
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3）积分性质

若L［f（t）］＝F（s），则
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证明：

设[image: alt]
 则有
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又有

L［x′（t）］＝sX（s）－x（0+
 ）

联立以上各式，可得式（2.13a）。

证毕。

积分性质推论：
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当f（t）在t＝0处连续时，有
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4）位移性质

若L［f（t）］＝F（s），则
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证明：
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证毕。

该性质表明，f（t）与指数衰减函数e-αt
 相乘的象函数可由f（t）的象函数F（s）向左移位α而得。

同理，把f（t）的象函数F（s）向右移位α，即得f（t）与指数增长函数eαt
 相乘的象函数，即
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应用位移性质，可得以下各式：
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5）延迟性质

若L［f（t）］＝F（s），又当t＜0时，f（t）＝0，则对于任意实数τ，有
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证明：
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对于t∈［0，τ），f（t－τ）＝0，故上式右边的第一项积分值为0。对于第二项积分，作变换t－τ＝u，并考虑到拉氏变换的定义式，有
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证毕。

函数f（t－τ）与f（t）两者相比，不同之处仅在于前者比后者延迟了一个时间τ，如图2.2所示。
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图2.2　延迟函数

拉氏变换的延迟性质表明，在时域中，把时间函数f（t）延迟一个时间τ，那么，在复域中，其象函数须乘以延迟因子e-sτ
 。

应用延迟性质，可得
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6）初值定理

若L［f（t）］＝F（s）且[image: alt]
 存在，则
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或写为
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证明：

由拉氏变换的微分性质可得
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对上式取s→+∞的极限，由于等式左边被积表达式f（t）e-st
 ｜s→∞
 ＝0，故

[image: alt]


由此，可得式（2.16a）和式（2.16b）。

证毕。

初值定理建立了时域函数f（t）的初值与复域函数sF（s）在无限远点的值之间的关系。

7）终值定理

若L［f（t）］＝F（s）且[image: alt]
 存在，则

[image: alt]


或写为

[image: alt]


证明：

由拉氏变换的微分性质，可得

[image: alt]


对上式取s→0的极限，可得

[image: alt]


上式左边可化为

[image: alt]


把该化简结果代入前式并合并同类项，可得式（2.17a）。

证毕。

终值定理建立了时域函数f（t）的终值与复域函数sF（s）在原点的值之间的关系。

终值定理不适用于周期函数，因周期函数没有终值，即[image: alt]
 不存在。

8）卷积定理

两函数f（t）和g（t）的卷积定义为

[image: alt]


当t＜0时，如果f（t）＝g（t）＝0，则

[image: alt]


显然，卷积分符合交换律，即

f（t）*g（t）＝g（t）*f（t）

拉氏变换的卷积定理：

设L［f（t）］＝F（s），L［g（t）］＝G（s），且当t＜0时，f（t）＝g（t）＝0，则

[image: alt]


证明：

[image: alt]


证毕。

9）tf（t）的拉氏变换

[image: alt]


证明：

[image: alt]


对上式关于S求一阶导数，可得式（2.19）。

证毕。

10）[image: alt]
 的拉氏变换

[image: alt]


证明：

[image: alt]


证毕。

2.1.2　拉氏逆变换

已知象函数F（s），求其原函数f（t）的变换称为拉氏逆变换。求拉氏逆变换的一般公式为拉氏反演积分，即

[image: alt]


式中，β＞Re［si
 ］，si
 （i＝1，2，…，n）是F（s）的极点［F（s）在si
 上及其邻域内不处处可导］。

式（2.21）定义的积分是复变函数积分。计算复变函数积分一般比较困难，但当F（s）满足一定条件时，该积分可用留数方法来计算。特别当F（s）是有理分式函数时，可借助于部分分式展开式来计算。控制工程中遇到的象函数一般是有理分式，故这里只讨论应用部分分式展开式计算拉氏逆变换的方法。

应用部分分式展开式计算拉氏逆变换的一般步骤如下：

（1）计算有理分式函数F（s）的极点；

（2）根据极点把F（s）的分母多项式进行因式分解，并进一步把F（s）展开成部分分式；

（3）对F（s）的部分分式展开式两边同时进行拉氏逆变换。

【例2.2】　求

[image: alt]


的原函数。

解：

（1）求F（s）的极点。

s2
 ＋5s＋6＝0

解此方程可得

s1
 ＝-2，s2
 ＝-3

（2）对F（s）的分母多项式进行因式分解，并把F（s）展开成部分分式，得

[image: alt]


于是，有

[image: alt]


（3）进行拉氏逆变换。

[image: alt]


【例2.3】　求

[image: alt]


的原函数。

解：

（1）F（s）的极点。

（s＋2）3
 （s＋3）＝0

显然F（s）有一个三重极点s1
 ＝-2和单极点S2
 ＝-3。

（2）把F（s）在其极点处展开成部分分式。

[image: alt]


为求系数ci
 （i＝1，2，3），对展开式（2.22a）两边同乘以（s＋2）3
 ，得

[image: alt]


在式（2.22b）中，令S＝S1
 ＝-2，考虑到（s＋2）｜s＝-2
 为零因子，得

[image: alt]


对式（2.22b）两边关于s求一阶导数并令s＝s1
 ＝-2，得

[image: alt]


对式（2.22b）两边关于s求二阶导数并令s＝s1
 ＝-2，得

[image: alt]


于是

[image: alt]


（3）进行拉氏逆变换。

[image: alt]


【例2.4】　求

[image: alt]


的原函数。

解：

（1）求F（s）的极点。

s1
 ＝0（单极点）

s2，3
 ＝-1±j2（一对共轭复数极点）

（2）把F（s）展开成部分分式。

[image: alt]


为求系数c2
 和c3
 ，对展开式（2.23）两边同乘以零因子[image: alt]
 得

[image: alt]


对上式左边进行有理化，再比较等式两边的实部和虚部，可得

[image: alt]


于是有

[image: alt]


（3）进行拉氏逆变换。

[image: alt]


于是有

[image: alt]


2.2　微分方程

2.2.1　线性单元（泛指元件或系统，下同）的微分方程

微分方程是描述系统或元件运动特性最基本的数学模型，这种数学模型描述的是系统或元件的输入量与输出量间的数学关系。

【例2.5】　由质量为M（kg）的质块、刚度为k（N/m）的无重弹簧及阻尼系数为B（N·s/m）的阻尼器组成的机械平移系统如图2.3（a）所示。试建立以激励力f（t）为输入量、以质块位移y（t）为输出量的运动微分方程。

解：

质块在激励力f（t）作用下即产生运动，为研究其运动规律，取其静平衡位置为运动坐标原点，运动位移坐标为y（t），y（t）的正方向如图2.3（a）所示。

取质块为分离体，根据达朗贝尔原理可画出如图2.3（b）所示的力平衡关系图。由力平衡关系可得

[image: alt]


式（2.24）即为以激励力f（t）为输入量、以质块位移y（t）为输出量的系统运动微分方程。

式中，[image: alt]
 为质量块的惯性力；[image: alt]
 为阻尼器作用于质块的阻尼力；ky（t）为弹簧作用力。

惯性力和弹簧力在理论力学中有详尽讨论，此处不赘述，现就阻尼力作如下简要说明：阻尼力是阻尼元件内部由黏性摩擦表面间的相对运动引起的阻力，其大小与黏性阻尼系数B和相对运动速度二者成正比，方向与相对运动速度方向相反。阻尼系数B是阻尼力与相对运动速度间的比例系数，其单位是N·s/m。在本例中，阻尼器内相对运动速度为[image: alt]
 故阻尼力大小为[image: alt]
 ，方向与[image: alt]
 的方向相反，如图2.3（b）所示。

[image: alt]


图2.3　例2.5机械平移系统

【例2.6】　由刚度系数分别为k1
 、k2
 的两无重弹簧及阻尼系数为B的阻尼器构成的机械平移系统如图2.4（a）所示。试建立以O点位移激励x（t）为输入量、以q点位移响应为输出量的运动微分方程。

[image: alt]


图2.4　例2.6机械平移系统

解：

设在O点位移激励x（t）的作用下，P点和q点的位移响应分别为z（t）和y（t），其正方向如图2.4（a）所示。分别取点P和点q为分离体，其受力关系如图2.4（b）所示。由于O、P、q三点均在运动，故弹簧1变形为x－z，它对点p的作用力的大小为k1
 （x－z）；阻尼器内部黏性摩擦表面间的相对运动速度为[image: alt]
 阻尼力大小为[image: alt]
 弹簧2的变形为y，它对点q的作用力的大小为k2
 y，各力的方向如图2.4（b）所示。

由力平衡关系可得

[image: alt]


从式（2.25a）和式（2.25b）中消去中间变量z，可得

[image: alt]


式（2.25c）即为以O点位移激励x（t）为输入量，以q点位移响应y（t）为输出量的系统运动微分方程。

【例2.7】　由电阻R、电感L及电容C组成的RLC四端无源网络如图2.5所示，试建立描述输入电压ui
 （t）与输出电压uo
 （t）之间关系的运动微分方程。

解：

设网络输入回路电流为i（t），根据基尔霍夫定律可写出电路方程

[image: alt]


从以上两式中消去中间变量i（t），可得

[image: alt]


式（2.26）便是描述网络输入电压ui
 （t）与输出电压uo
 （t）两变量之间关系的微分方程。

比较式（2.26）与式（2.24），容易看出，两者在形式上完全相同，都是二阶线性定常微分方程。这表明尽管机械平移系统和电气网络系统是完全不同的两类系统，但其数学模型可能是完全相同的。这种具有相同形式数学模型的不同类型的物理系统称为相似系统。相似系统揭示了不同物理现象之间的相似关系。这种相似关系为机电模拟提供了数学依据。

【例2.8】　图2.6所示为RC四端无源网络，应用基尔霍夫定律，容易推得描述输入电压ui
 （t）与输出电压uo
 （t）两变量之间关系的运动微分方程，即

[image: alt]


[image: alt]


图2.5　RLC四端无源网络

[image: alt]


图2.6　例2.8RC四端无源网络

【例2.9】　图2.7所示为由两个电阻和两个电容组成的四端无源网络，试建立描述输入电压ui
 （t）与输出电压uo
 （t）之间关系的运动微分方程。

解：

根据基尔霍夫定律，有

[image: alt]


从式（2.28a）～式（2.28d）中消去中间变量i1
 （t）、i2
 （t）及u1
 （t），可得

[image: alt]


式（2.28e）便是描述ui
 （t）和uo
 （t）之间关系的运动微分方程。

[image: alt]


图2.7　例2.9RC四端无源网络

综合上面的讨论，可得出如下几点结论：

（1）用分析法建立系统微分方程的一般步骤。

首先根据系统物理模型，应用有关的科学定律和技术理论，列写描述系统内部所有物理量间关系的数学关系式，然后通过适当的数学运算，消去中间变量，最后把输出量及其各阶导数项放在等式的左端，把输入量及其各阶导数项放在等式的右端。

（2）由常参数线性元件构成的所有单变量控制系统，其运动微分方程都可以表示成下面的一般形式：

[image: alt]


式中，ai
 （i＝0，1，2，…，n），bi
 （i＝0，1，2，…，m）为与系统本身结构和参数有关的常系数；[image: alt]
 u（t）和y（t）分别为系统的输入量和输出量。

显然，式（2.29）为n阶线性定常非齐次微分方程。

能用n阶线性定常微分方程描述其动态特性的系统称为n阶线性定常系统。

（3）类型或结构完全不同的两个系统，可能具有完全相同的微分方程。

（4）系统的微分方程表示的仅仅是输入量与输出量两个变量间的关系，而与这两个变量的具体内容（大小、方向、函数形式等）无关。从这个意义上讲，系统的微分方程描述的是系统的外部特征。

2.2.2　线性定常微分方程的拉氏变换解法

用拉氏变换法解微分方程的一般步骤如下：

第一步，应用拉氏变换的有关定理和运算方法对微分方程进行拉氏变换，把描述输入量u（t）与输出量y（t）间关系的时域微分方程变为复域U（s）与Y（s）间的线性关系式。

第二步，求出输出量的拉氏变换式Y（s）。

第三步，对Y（s）进行拉氏逆变换。

【例2.10】　设系统的微分方程为

[image: alt]


试求当初始条件为y（0+
 ）＝-1、[image: alt]
 输入量为u（t）＝1（t）时，系统的响应y（t）（亦即输出量）。

解：

（1）对微分方程进行拉氏变换。

对式（2.30a）两边同时进行拉氏变换，可得

[image: alt]


式中，Y（s）＝L［y（t）］；[image: alt]


（2）求输出量的拉氏变换式。

把初始条件y（0+
 ）＝-1、[image: alt]
 代入式（2.30b），经整理得

[image: alt]


（3）对输出量的拉氏变换式进行拉氏逆变换。

对式（2.30c）两边同时进行拉氏逆变换，得

[image: alt]


容易验证，式（2.30d）中的前三项[image: alt]
 为系统微分方程（2.30a）在零初始条件[image: alt]
 下的通解。其物理意义是：当系统处于零状态（即静止状态）时，若输入u（t）＝1（t）的信号，则其响应（输出）为[image: alt]
 因此，这部分响应被称为系统的零状态响应。显然零状态响应就是当系统的初始状态为零时由输入信号引起的响应。

式（2.30d）中的后两项2e-t
 －3e-2t
 是系统微分方程（2.30a）在输入量为u（t）＝0、初始条件为y（0+
 ）＝-1、[image: alt]
 时的通解。其物理意义是：如果系统在t＝0+
 时刻运动状态为y（0+
 ）＝-1、[image: alt]
 那么当t≥0时，即使无激励信号输入［即u（t）＝0］，它仍将有响应（输出）y（t）＝2e-t
 －3e-2t
 。因此，这部分响应被称为系统的零输入响应。显然，零输入响应就是当输入量为零时由不为零的初始状态引起的响应。

据此并推而广之，可以这样说：系统的响应等于系统的零状态响应和零输入响应两者之叠加。这是由线性系统的特性决定的。

2.2.3　线性系统的重要特性

线性系统有两个很重要的特性，即可叠加性和齐次性（又称均匀性）。

1．可叠加性

假设线性系统的微分方程为式（2.29），又假设当输入量为u（t）＝u1
 （t）时，输出量为y（t）＝y1
 （t），当输入量为u（t）＝u2
 （t）时，输出量为y（t）＝y2
 （t），则当输入量为u（t）＝u1
 （t）＋u2
 （t）时，输出量必为y（t）＝y1
 （t）＋y2
 （t），如图2.8所示，这就是线性系统的可叠加性。这只需把u（t）＝u1
 （t）＋u2
 （t）与y（t）＝y1
 （t）＋y2
 （t）代入系统微分方程（2.29），并考虑到变量对u1
 （t）与y1
 （t），u2
 （t）与y2
 （t）分别满足式（2.29），即可予以证明。

据此并推而广之，可得出这样的结论：系统对同时作用的多个输入量的响应等于它对单独作用的各个输入量的响应的叠加。

2．齐次性（均匀性）

如果系统对输入量u（t）的响应为y（t），则它对输入量qu（t）的响应为qy（t）（q为常数），如图2.8所示。

这只需把该输入／输出变量对代入系统微分方程（2.29）即可予以证明。

[image: alt]


图2.8　线性系统的可叠加性与齐次性

2.3　传递函数

2.3.1　传递函数基本概念

在零初始条件下，即当[image: alt]
 时，系统输出量的拉氏变换与输入量的拉氏变换之比称为系统的传递函数。

当已知微分方程时，传递函数可经拉氏变换确定。例如，假设系统的运动微分方程为

[image: alt]


[image: alt]


对式（2.31）两边同时进行拉氏变换，并考虑到零初始状态，可得

[image: alt]


于是可得

[image: alt]


式中，Gx
 （s）表示传递函数，下标x泛指线性单元（即元件或系统，下同）。

从式（2.31）～式（2.33）可以看出，传递函数与微分方程两者可互相转化。已知微分方程而欲求传递函数，只需在零初始条件下对微分方程两边同时进行拉氏变换，并经简单整理即可。反之，把传递函数式（2.33）化为式（2.32）后，经过拉氏逆变换可得微分方程式（2.31）。

由式（2.33）知，系统的输出量与传递函数、输入量三者间的关系为

[image: alt]


或简写为

[image: alt]


由此可得系统零状态响应的一般计算式，即

[image: alt]


传递函数是系统的又一种数学模型，其特点是：

（1）系统的传递函数一般为复变量s的正则有理函数或严格正则有理函数。正则有理函数是分子多项式的最高阶次m等于分母多项式的最高阶次n的有理分式函数，严格正则有理函数是分子多项式的最高阶次m小于分母多项式的最高阶次n的有理分式函数。

（2）尽管传递函数被定义为零初始条件下输出量的拉氏变换与输入量的拉氏变换之比，但传递函数的表达式与具体的输入量和输出量无关，而只与系统的结构和参数有关。

（3）传递函数只能描述系统的输入／输出特性，不能表征系统内部信号的传递和变化过程。从这个意义上说，传递函数反映的是系统的外部特征。正因为此，服从不同物理规律的相似系统可以具有完全相同的传递函数。

（4）传递函数是根据时域运动方程经拉氏变换导出的，而拉氏变换是一种线性积分运算，因此传递函数只适用于线性定常系统。

（5）系统的传递函数Gx
 （s）等于其单位脉冲响应y（t）［即当输入量为δ（t）时的输出量y（t）］的拉氏变换Y（s）。

当输入量u（t）为单位脉冲函数δ（t）时，其拉氏变换为U（s）＝L［δ（t）］＝1，从而由式（2.34b）可得

Y（s）＝Gx
 （s）U（s）＝Gx
 （s）

【例2.11】　机械平移系统如图2.9所示，试求以位移激励x（t）为输入量，以质块M的位移y（t）为输出量的系统的传递函数。

[image: alt]


图2.9　例2.11机械平移系统

解：

记无质量点P和质块M的运动位移分别为z（t）和y（t），坐标原点分别取其静力平衡位置，运动正方向如图2.9（a）所示。分别取无质量点P和质块M为分离体，其受力关系如图2.9（b）、图2.9（c）所示。

由力平衡关系可得

[image: alt]


在零初始条件下，对以上两式分别进行拉氏变换，可得

k1
 ［X（s）－Z（s）］＝Bs［Z（s）－Y（s）］

（ms2
 ＋k2
 ）Y（s）＝Bs［Z（s）－Y（s）］

联立以上两式，消去中间变量Z（s）并解出[image: alt]
 便可求得系统传递函数，即
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2.3.2　系统的特征根、极点和零点

假设线性定常连续系统的微分方程具有如式（2.31）所示的一般形式，则其特征方程为
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这是一个一元n次代数方程，称为系统的特征方程，它的根称为系统的特征根。特征方程左边的n次多项式[image: alt]
 称为系统的特征多项式。因为特征方程是一个实常系数一元n次代数方程，所以，n阶系统共有n个特征根，特征根的类型有实数和复数两种，且若为复数，必定共轭成对出现。

对应于式（2.31）的系统传递函数的一般形式为
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传递函数Gx
 （s）的极点［Gx
 （s）＝∞的点］和零点［Gx
 （s）＝0的点］分别称为系统的极点和零点。很显然，系统的极点就是系统的特征根，传递函数的分母多项式就是特征多项式。

系统的零点方程为bm
 sm
 ＋bm－1
 sm－1
 ＋…＋b1
 s＋b0
 ＝0，它是一个实常系数一元m次代数方程，因此，系统的零点共有m个，零点的类型也有实数和复数两种，且若为复数，也一定共轭成对出现。

2.3.3　传递函数的一般表达式

除了式（2.33）以外，传递函数还有以下两种一般式：
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或

[image: alt]


式中，K为比例系数；τri
 、τci
 及Tri
 、Tci
 为时间常数。

不难看出，式（2.37a）和式（2.37b）是式（2.33）的因式分解形式。

2.3.4　基本环节及其传递函数

从式（2.37a）和式（2.37b）可以看出，系统的传递函数视零点和极点个数的多少，可能比较简单，也可能很复杂。但从数学的观点看，不论是简单的传递函数，还是复杂的传递函数，它们不外乎是一些数学基本因子的某种形式的组合。在控制理论中，把这样的数学基本因子称为基本环节或典型环节，见表2-1。

表2-1　基本环节

[image: alt]


在某些系统中，信号在传递过程中存在纯粹的时间延滞，这种时间延滞特性反映到传递函数中就是数学基本因子e-τs
 ，该数学基本因子e-τs
 称为延滞环节或延迟环节。

前面已指出，所有控制系统都是由若干个物理元件构成的，各个元件在系统中都有各自特定的功能，这些功能按照特定的方式相互联系相互作用，以实现对被控量的控制。在定义了系统的典型环节以后，现在指出，所有控制系统都是由若干个典型环节构成的，各个环节在系统中都具有各自特定的信号变换作用，正是这些环节的信号变换作用，才使输入量逐级变换，最终化为按照预定方式变化的输出量的。这样，就产生了划分系统构成的两种不同方法，一种按照组成系统物理模型的元件来划分，另一种按照组成系统数学模型的环节来划分。必须指出，这两种划分系统构成的方式，互相之间并不总是一一对应的。具体来讲，一个数学环节可能对应一个物理元件，也可能对应一个物理元件的一部分，还可能对应几个物理元件或几个物理元件的某几个部分。反之亦然。因此，有些环节可由独立的某个或某几个物理元件来实现，而有些环节则无法用独立的某个或某几个物理元件来实现，只能与其他环节相伴而生，共存于某个或某几个物理元件之中。

一般而言，按物理元件来划分系统构成，便于定性地描述系统的功能，而按典型环节来划分系统构成，则便于定量地分析系统内部的变量关系，因而能更深刻地揭示系统的本质。

1．比例环节

比例环节可用一些物理元件来实现，其传递函数和运动微分方程分别为
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式中，K为放大系数或比例系数。

从式（2.38b）可以看出，比例环节的输出量以一定比例关系复现输入量而无失真和时间延滞。

在图2.10中，设z1
 和z2
 分别为主、从动齿轮的齿数，视主动轮转速n1
 为输入量，从动轮转速n2
 为输出量，若忽略运动误差，则其运动方程和传递函数分别为

[image: alt]


这表明，齿轮传动可用作比例环节。

在图2.11所示分压电路中，输入电压为ui
 （t），输出电压为uo
 （t），其时域和复域数学模型分别为

[image: alt]


由此可见，分压电路也可用作比例环节。
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图2.10　齿轮传动

[image: alt]


图2.11　分压电路

能实现比例环节功能的元件很多，如理想变压器、运算放大器、测速发电机等均可用作比例环节。

2．惯性环节

惯性环节可用一些物理元件独立实现，其传递函数和运动微分方程分别为
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式中，T为惯性环节的时间常数；K为比例系数。

惯性环节一般由一种储能元件和一种耗能元件组成。常见的机械储能元件有储存动能的质量块和储存位能的弹簧；常见的电器储能元件有储存电能的电容和储存磁能的电感。耗能元件有机械中的阻尼器和电器中的电阻等。由于在储能元件内能量的储存和释放需要一个过程，所以当输入量变化时，输出量不能即时随之变化。这种现象类似于惯性现象。

图2.12所示LR四端网络由储存磁能的电感和耗能电阻组成，其输入电压ui
 （t）与输出电压uo
 （t）间的微分方程与传递函数分别为
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可见，该四端网络属于惯性环节，其时间常数为[image: alt]


前面例2.8中图2.6所示RC四端无源网络是惯性环节的另一实例。在零初始条件下对式（2.27）进行拉氏变换，可得
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3．微分环节

微分环节的传递函数和微分方程分别为
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式中，τ是微分环节的时间常数。

从式（2.40b）可以看出，微分环节的输出量正比于输入量的微分。

在实际物理系统中，纯微分环节是不存在的，但有些元件在一定条件下，可近似当作微分环节。例如，图2.13所示RC四端网络，当RC很小时，可近似为微分环节。

运用基尔霍夫定律列出运动方程，再经拉氏变换，很容易推得
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当RC≪1时，有

G（s）≈RCs＝τs

[image: alt]


图2.12　LR四端网络

[image: alt]


图2.13　RC四端网络

4．积分环节

积分环节可用一些物理元件独立实现，其传递函数和微分方程分别为

[image: alt]


式中，K为比例系数。

显然，积分环节的输出量正比于输入量的积分。

图2.14所示有源积分网络是积分环节的一个实例。根据运算放大器的工作原理，应用基尔霍夫定律，容易推得该网络的运动微分方程和传递函数，即
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图2.14　有源积分网络

5．振荡环节

振荡环节也可用一些物理元件独立实现，其传递函数和微分方程分别为

[image: alt]


式中，T为振荡环节的时间常数；ξ为阻尼比；K为比例系数。

必须指出，只有当阻尼比满足0＜ξ＜1时，式（2.42a）才是振荡环节。

振荡环节一般由两种不同类型的储存元件和一种耗能元件组成。由于存在两种储能元件，所以当输入量变化时，两种能量会互相转化（动能与位能互相转化，电能与磁能互相转化），从而造成运动振荡。

属于振荡环节的实例不少，前面例2.5中图2.3所示的质量-弹簧-阻尼机械平移系统就是一例。在零初始条件下，对式（2.24）进行拉氏变换，可得
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式中，时间常数为[image: alt]
 比例系数为[image: alt]
 阻尼比为[image: alt]


前面例2.7中图2.5所示RLC四端无源网络也是振荡环节的一个实例。在零初始条件下，对式（2.26）进行拉氏变换，可得
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式中，[image: alt]


6．一阶微分环节

一阶微分环节的传递函数和运动微分方程分别为

[image: alt]


式中，τ是一阶微分环节的时间常数。

7．二阶微分环节

二阶微分环节的传递函数及运动微分方程分别为
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式中，τ是二阶微分环节的时间常数。

一阶微分环节和二阶微分环节不能用一些物理元件独立实现，只能与其他环节相伴而共存于一些物理元件之中。作为一种信号变换类型，它们在数学模型中具有特定意义。

还必须指出，只有当0＜ζ＜1时，式（2.44a）才是二阶微分环节。

8．延滞环节

延滞环节的传递函数和运动微分方程分别为
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式中，τ称为延迟时间。

从式（2.45b）可以看出，延滞环节的输出量在滞后一时间间隔τ后复现输入量，如图2.15所示。
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图2.15　延滞环节输入／输出曲线图

2.4　系统的结构图及其等效变换

如前所述，一个系统的结构组成，可以按数学环节来划分。系统的结构图就是用来描述组成系统的各个环节之间信号转换关系的一种数学网络图形，它是系统传递函数的图解表示形式，是一种复域数学模型。由于结构图反映的是系统内部各变量之间的相互关系，所以这种数学描述方法比微分方程和传递函数更为直观。

2.4.1　结构图符号及系统结构图

1．结构图符号

1）框图

一个线性单元（系统或环节），其输入量与输出量间的传递函数关系可表示为

[image: alt]


或

[image: alt]


式（2.46a）和式（2.46b）可用如图2.16（a）所示的框图符号来表示。图中的框表示线性单元（系统或环节），框内部的表达式为本单元的传递函数，两个有向线是信号线，分别表示信号在本单元的输入和输出。

2）比较点（又称加减点）

在控制系统中，常常要把两个或多个信号引入同一元件，以便综合成一新信号，特别是在反馈控制系统中，要把控制信号和反馈信号引入比较元件进行综合，以便得到偏差信号，实现控制作用。两个信号相综合的数学关系为
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这一关系式可用如图2.16（b）所示的比较点符号来表示。符号中信号箭头旁的正或负，表示信号之间的相加或相减（亦即同相或反相）关系。

3）引出点

引出点也称分支点，其符号示于图2.16（c）中，表示同一信号U（s）被引向不同分支线路，其数学意义为
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在同一信号线上引出的所有信号（不论在什么位置），其大小和性质完全一样。这与电路中的电流关系完全不同。事实上，引出点仅仅是一种数学符号，只具有数学意义而没有物理意义。

[image: alt]


图2.16　结构图符号

2．系统结构图的绘制方法

绘制系统结构图的一般方法和步骤如下：

（1）建立系统内部所有变量间的时域关系式；

（2）按零初始条件对所有时域变量关系式实施拉氏变换，得到各变量间的复域线性关系式；

（3）把各变量间的复域线性关系式用结构图符号表示出来，得到各个对应的子结构图；

（4）把各个子结构图沿着信号线方向顺次连接起来，便得到整个系统的结构图。

【例2.12】　试绘制前面例2.9中图2.7所示RC四端无源网络的结构图。

解：

（1）列写时域运动方程［见式（2.28a）～式（2.28d）］。

（2）对时域运动方程（2.28a）～方程（2.28d）按零初始条件进行拉氏变换，可得
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（3）把以上四式分别用结构图符号表示出来，可得四个子结构图，如图2.17（a）、图2.17（b）、图2.17（c）、图2.17（d）所示。

（4）把图2.17中（a）、（b）、（c）、（d）四个子结构图沿着信号传递顺序连接起来，即得所求RC网络的结构图，如图2.17（e）所示。
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图2.17　结构图

[image: alt]


图2.17　结构图（续）

必须指出，在列写系统内部变量关系式时，由于所选独立变量不同，同一系统可列出不同的运动方程。运动方程不同，表示它的结构图也就不同，因此，系统的结构图不是唯一的。但是，不论如何选取独立变量，也不论系统结构图形式如何，系统的传递函数是唯一的。

2.4.2　结构图的等效变换

系统结构图是一种复域数学模型，结构图的等效变换是结构图的数学运算形式，等效变换的目的在于便于系统分析或确定系统的传递函数。

1．串联框图等效变换法则

n个环节串联的框图可等效变换为一个框图，其等效传递函数等于这n个环节的传递函数之积。

图2.18（a）所示为由n个环节框图串联而成的结构图，它可等效变换为一个框图，如图2.18（b）所示，等效框图的传递函数为
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证明：

根据框图的定义，各环节的输入量和输出量及其传递函数三者之间的关系为
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联立以上各式，消去中间变量Yi
 （s）（i＝1，2，…，n－1），可得式（2.49）。

证毕。
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图2.18　串联框图的等效变换

2．并联框图等效变换法则

n个环节并联的框图可等效变换为一个框图，其等效传递函数等于这n个环节的传递函数之和。
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图2.19　并联框图的等效变换

图2.19（a）所示为由n个环节框图并联而成的结构图，它可等效变换为一个框图，如图2.19（b）所示，等效框图的传递函数为
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证明：

根据前述框图和比较点的定义，有

[image: alt]


于是，式（2.50）成立。

证毕。

3．反馈连接框图的等效变换法则

图2.20（a）所示为由反馈连接所形成的结构图，该结构图也可等效为一个框图，如图2.20（b）所示，其等效框图的传递函数为
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证明：

根据框图和比较点的定义

[image: alt]


联立式（2.52）～式（2.54），消去中间变量E（s）和B（s），可得式（2.51a）和式（2.51b）。

证毕。[image: alt]


图2.20　反馈连接框图的等效变换

其结构图如图2.20（a）所示的系统称为单回路闭环系统。这里顺便介绍一下有关闭环系统的一些常用术语和定义。

前向通路和前向传递函数——信号沿箭头所指方向从系统输入端到输出端的传递路径称为前向通路，该通路上的传递函数G（s）称为前向通路传递函数，简称前向传递函数。显然前向传递函数可表示为
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反馈通路和反馈传递函数——信号沿箭头所指方向从系统输出端至输入端的传递路径称为反馈通路，该通路上的传递函数H（s）称为反馈通路传递函数，简称反馈传递函数。显然反馈传递函数可表示为
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闭环传递函数Gb
 （s）（下标b表示闭环）——描述系统输入量U（s）与输出量Y（s）之间变换关系的传递函数，其表达式为式（2.51a）和式（2.51b）。

开环传递函数Gk
 （s）（下标k表示开环）——描述系统偏差信号E（s）与反馈信号B（s）之间变换关系的传递函数，即
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开环传递函数一般可表示为基本环节的组合形式，即
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式中，比例系数K称为系统的开环增益。

偏差传递函数Ge
 （s）——描述输入信号U（s）与偏差信号E（s）之间变换关系的传递函数。从式（2.52）～式（2.54）中消去B（s）和Y（s），可得
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式中，“+”号用于负反馈；“-”号用于正反馈。

单位反馈系统——反馈传递函数为H（s）＝1的负反馈系统。单位反馈系统在工程实际中有着广泛的应用，其开环传递函数和闭环传递函数分别为
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4．比较点的等效变换法则

一些比较复杂的系统除了主反馈以外还往往有多个局部反馈，其结构图含有多个回路，有的回路互相之间还可能存在信号交叉关系，这样的系统称为多回路系统。前面图2.17（e）所示即为多回路系统之一例。这里的回路指的是信号从某点出发沿箭头所指方向顺次传递、最后又终止于始发点的路径。

对于回路间存在信号交叉关系的多回路系统，不能直接运用上述串联、并联及反馈连接运算法则对其进行化简，必须先设法消除回路之间的信号交叉关系，而后再运用串联、并联及反馈连接运算法则对其进行化简。欲消除回路间的信号交叉关系，就必须按等效原则适当移动反馈回路的引出点或比较点的位置。

比较点的等效变换法则：比较点位置的移动必须使所变换部分的输入量和输出量保持不变。

1）比较点相对于框图后移

在图2.21（a）结构图中，比较点在框图的前面，输入量和输出量之间的关系为

Y（s）＝G（s）［U1
 （s）±U2
 （s）］

如有必要，可把比较点移至框图后面。为使比较点的位置后移之后该部分的输入量和输出量保持不变，须先对比较信号U2
 （s）进行G（s）变换，再引入比较点，如图2.21（b）所示。
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图2.21　比较点的后移变换

2）比较点相对于框图前移

在图2.22（a）结构图中，比较点在框图的后面，输入量和输出量之间的关系为

Y（s）＝G（s）U1
 （s）±U2
 （s）

如有必要，可把比较点移至框图前面。为使比较点的位置前移后该部分的输入量和输出量保持不变，须先对比较信号U2
 （s）进行[image: alt]
 变换，再引入比较点，如图2.22（b）所示。

[image: alt]


图2.22　比较点的前移变换

3）相邻两个比较点的位置可以互换

在图2.23（a）中，两个比较点前后相邻，如有必要，可直接互换其位置，如图2.23（b）所示。显然，图2.23（a）与图2.23（b）具有相同的输入／输出变量关系，即

Y（s）＝U1
 （s）±U2
 （s）±U3
 （s）

[image: alt]


图2.23　相邻两个比较点的等效变换

5．引出点的等效变换法则

引出点的等效变换法则：引出点位置的移动必须保证引出信号保持不变。

1）引出点相对于框图后移

在图2.24（a）中，引出点在框图的前面，引出信号为Y1
 （s）＝U（s），如有必要，可把引出

点移至框图后面。为使引出信号保持不变，须对引出点后移后的引出信号进行[image: alt]
 变换，如图2.24（b）所示。

[image: alt]


图2.24　引出点的后移变换

2）引出点相对于框图前移

在图2.25（a）中，引出点在框图的后面，引出信号为Y1
 （s）＝G（s）U（s），如有必要，可把引出点前移至框图的前面。为使引出信号保持不变，须对前移后的引出信号进行G（s）变换，如图2.25（b）所示。
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图2.25　引出点的前移变换

3）相邻两个引出点的位置可以互换

由于同一信号线上引出的所有信号（不论在什么位置）大小和性质完全一样，故相邻两个引出点的位置可以互换，如图2.26（a）、图2.26（b）所示。
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图2.26　相邻两个引出点的等效变换

必须指出，相邻的比较点和引出点虽然也可以进行等效变换，但变换后一般不仅不能使结构图简化，反而会使结构图变得更为复杂，故不宜做等效变换。

6．多回路系统结构图的等效变换方法

多回路系统有两种类型，一种是回路间无信号交叉关系的多回路系统，另一种是回路间有信号交叉关系的多回路系统。

回路间无信号交叉关系的多回路系统，其结构图的等效变换比较简单，主要是应用串联、并联及反馈连接框图的等效变换法则，逐步化简。

回路间存在信号交叉关系的多回路系统，其结构图的等效变换比较复杂，一般的化简方法是：通过比较点或引出点的等效变换消除不同反馈回路之间的信号交叉关系，再应用串联、并联及反馈连接框图的等效变换法则，逐步化简。在此过程中，合理选择、恰当移动比较点和引出点最为重要，这不仅关系到变换过程的正确性，还关系到变换过程的简单与否。

下面以例2.12中图2.27为例，来说明多回路系统结构图的等效变换方法。为便于对照，现将该图重列于图2.27（a）中。

在图2.27（a）中，有三个反馈回路，回路之间信号的引出和比较存在交叉关系，为消除后两个反馈回路之间的信号交叉关系，一种方法是把信号I2
 处的引出点经实施[image: alt]
 变换后、等效移至传递函数为[image: alt]
 的框图的后面，如图2.27（b）所示。

在图2.27（b）中，最后一个局部反馈回路为独立反馈回路，与其他回路无信号交叉关系，可按反馈连接等效变换法则、把该回路化简为一个框图，如图2.27（c）所示。则该局部反馈回路的等效框图的传递函数为
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在图2.27（c）中有两个交叉回路，为消除回路间的信号交叉关系，一种方法是把信号U1
 处的引出点经实施[image: alt]
 变换后等效移至传递函数为G3
 （s）的框图的后面，如图2.27（d）所示。

图2.27（d）是一个大反馈连接内嵌一个小反馈连接的无信号交叉关系的多回路系统，可应用串联和反馈连接等效变换法则、先把内反馈回路简化为一个框图，再对外反馈回路进行化简，最终可得描述系统输入量Ui
 （s）与输出量Uo
 （s）之间关系的总框图，如图2.27（e）所示。系统的总传递函数为
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系统结构图的等效化简有多种途径可循，图2.28是本例另外一种化简途径，请读者自行分析具体化简过程。
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图2.27　系统结构图的化简（一）
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图2.28　系统结构图的化简（二）

　习　　题　二

2.1　图2.29所示为无源机械网络的物理模型，试求以位移激励x（t）为输入量、以位移响应y（t）为输出量的运动微分方程和传递函数。
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图2.29　题2.1无源机械网络

2.2　试求图2.30所示无源电气网络的运动微分方程及传递函数。
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图2.30　题2.2无源电气网络

2.3　证明图2.30（b）与图2.29（g）所示的系统是相似系统。

2.4　用拉氏变换法解下列微分方程，并指出零状态响应和零输入响应。

（1）[image: alt]
 初值条件为x（0）＝1，[image: alt]


（2）[image: alt]
 初值条件为x（0）＝1，[image: alt]


（3）[image: alt]
 初值条件为x（0）＝1，[image: alt]


2.5　试根据图2.31所示系统结构图求如下函数。

（1）当N（s）＝0时，[image: alt]
 和[image: alt]


（2）当U（s）＝0时，[image: alt]
 和[image: alt]
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图2.31　题2.5系统结构图

2.6　求图2.32所示系统的传递函数。
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图2.32　题2.6系统结构图

2.7　求图2.33所示系统的传递函数。
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图2.33　题2.7系统结构图
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图2.33　题2.5系统结构图（续）


第3章　控制系统的时域分析法

内容提示：本章介绍了有关控制系统的稳定性、瞬态响应和稳态误差等基本分析方法。

教学要求：弄清有关系统稳定性、稳态误差和瞬态响应的基本概念、系统稳定的充分必要条件、系统闭环主导极点的定义和应用意义，掌握劳斯稳定性判据、一阶和二阶系统的单位阶跃响应以及系统瞬态响应性能指标、稳态误差和稳态误差系数等的定义和计算方法。





控制系统的职能是控制输出量、使之保持不变或按照规定的方式变化。为了保障这一职能的正常实施，系统本身应当具备一些基本条件——稳定、快速和准确。稳定性、快速性和准确性问题是系统分析的基本问题。

3.1　控制系统的稳定性分析

任何一个处于平衡状态的控制系统，当受到扰动作用后，必然会偏离平衡状态进行运动，这种运动称为受扰运动。扰动消失以后，受扰运动不能立即消失，这时的受扰运动称为受扰自由运动。

有些系统，其受扰自由运动随时间的延续以衰减方式变化，最终衰减为零，这样的系统称为稳定系统；而有些系统，其受扰自由运动不仅不随时间的推移而衰减，相反以发散方式变化，其幅值越来越大，直至系统毁坏，这样的系统称为不稳定系统；还有些系统，其受扰自由运动最终收敛于一常数或有界振荡运动，这样的系统称为临界稳定系统。

3.1.1　判定线性系统稳定性的基本准则

1．系统稳定的充分必要条件

由于系统稳定与否取决于受扰自由运动的表现形式，所以，要弄清系统的稳定性与否，只需研究受扰自由运动。

系统自由运动微分方程的一般形式为
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记扰动信号消失瞬时为初始时刻t＝0，假设该时刻系统受扰运动的输出量及其各阶导数分别为y（0）、y（i）
 （0）（i＝1，2，…，n－1），则受扰自由运动的输出量就是由这种初始受扰运动所产生的系统的零输入响应，在数学上就是齐次微分方程（3.1）在初始条件y（0）、y（i）
 （0）（i＝1，2，…，n－1）下的通解。

系统的特征方程为

[image: alt]


方程（3.2）是一个实常系数n次代数方程，它有n个特征根。假设实数特征根为spi
 （i＝1，2，…，υ），共轭复数特征根为σpi
 ±jωpi
 （i＝1，2，…，[image: alt]
 根据齐次微分方程的通解与特征根的关系，有

[image: alt]


式中，di
 （i＝1，2，…，υ）、φi
 和qi
 （i＝1，2，…，η）为取决于初始条件y（0）、y（i）
 （0）（i＝1，2，…，n－1）的常数。

式（3.3）为扰动消失后系统进行受扰自由运动时输出量的变化规律。

从式（3.3）容易看出：

（1）只要系统有任何一个实数特征根spi
 ＞0（i＝1，2，…，υ）或任何一对共轭复数特征根的实部σpi
 ＞0（i＝1，2，…，η），则
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【结论1】只要系统有一个正实数或实部为正的特征根，受扰自由运动必将以发散方式变化。

（2）如果

spi
 ＜0（i＝1，2，…，υ），σpi
 ＜0（i＝1，2，…，η）

则

[image: alt]


【结论2】如果系统的所有实数特征根和所有共轭复数特征根的实部均为负，那么受扰自由运动最终必将衰减为零。

（3）如果

sp1
 ＝0

spi
 ＜0（i＝2，…，υ）

σpi
 ＜0（i＝1，2，…，η）

则
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如果
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则

[image: alt]


【结论3】除了负实数和实部为负的特征根以外，如果还有等于零或实部等于零的特征根，那么系统受扰自由运动最终将收敛于一常数或有界振荡运动。

根据稳定性定义和以上三个结论，并考虑到实数是虚部为0的复数，系统的特征根就是系统的极点，在极点的复平面［s］上，实部为负的极点都在虚轴的左边，实部为0的极点都在虚轴上，实部为正的极点都在虚轴的右边，可得如下结论。

【要点】系统稳定的充分必要条件是：系统的所有极点都在复平面［s］的左半部，如图3.1（a）所示。只要有一个极点位于［s］的右半部，那么系统就不稳定，如图3.1（b）所示；如果系统的一个或几个极点位于［s］的虚轴上，其余极点都位于［s］的左半部，那么系统就处于临界稳定，如图3.1（c）所示。
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图3.1　系统的稳定性与极点分布位置之间的关系

由此可见，系统的稳定性只与系统的极点分布位置有关，而系统的极点又只与系统本身的结构和参数有关，反映了系统本身的固有属性，所以系统的稳定性也只取决于系统的结构和参数，反映了系统本身的固有属性。

以上结论是在系统没有重特征根的假定下推导出来的，当系统含有重特征根时，是否还成立呢？答案是肯定的。根据齐次微分方程的线性无关解与重特征根之间的对应关系，如果系统有一个δ重实数特征根[image: alt]
 和k重复数特征根[image: alt]
 那么在受扰自由运动的通解式（3.3）中就有如下对应项：
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式中，di
 （i＝0，2，…，δ－1）、φi
 和qi
 （i＝0，2，…，k－1）均为常数。由于当时间t足够大时，指数函数的变化率总是远大于幂函数的变化率，所以，只要[image: alt]
 和[image: alt]
 为负，当t→∞时，
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可见，系统的稳定性只取决于系统特征根实部的正负号而不论系统有没有重特征根。

扰动对任何控制系统来说都是不可避免的。当系统在稳定状态工作时，输出量将按照控制信号和控制律规定的方式变化，这种变化是控制系统为完成控制任务所必需的，是所期望的。系统受到扰动后，输入量就有原控制信号和扰动信号两种，系统的总输出量也就等于由控制信号产生的输出分量和由扰动信号产生的输出分量两者的叠加（线性系统的可叠加性）。如果系统是稳定的，那么当扰动消失后，经过足够长的时间，由扰动信号产生的输出分量就衰减为0，系统的输出量必然又恢复到由控制信号规定的输出量。反之，如果系统不稳定，那么当扰动消失后，由扰动信号产生的输出分量以发散方式变化，系统的总输出量也必将在受扰自由运动的影响下以发散方式变化，从而导致系统失去控制。由此可见，稳定是控制系统赖以正常工作的基本条件，不稳定的系统是不能正常工作的。因此，设计系统时，首先必须回答稳定性问题，以保障所设计的系统是稳定的。

2．系统稳定的必要条件

控制系统稳定的必要条件是：系统特征方程的各次幂系数具有相同的正负号，且无一系数为0。证明如下：

在式（3.2）中，假设系统的n个特征根分别为S1
 ，S2
 ，…，Sn
 ，由代数方程根与系数的关系，可得

[image: alt]


从以上各式不难看出，当an
 ＞0时（若an
 ＜0，对特征方程两边同乘-1），欲使所有特征根为负或具有负实部，则必须使an－1
 ＞0，an－2
 ＞0，…，a0
 ＞0。

【辨析】当特征方程的各次幂系数具有相同的正负号、且无一系数为0时，系统是否一定稳定？

3.1.2　劳斯稳定性判据

根据上面的讨论，系统的稳定性问题可归结为特征根问题。对低阶系统来说，求特征根是没有困难的，但对高阶系统来说，求解特征方程实非易事。于是就提出这样一个问题：能否绕过求解特征方程这一麻烦，直接从特征方程的系数与根之间的关系中找出判定系统稳定性的间接方法呢？答案是肯定的。事实上，就判别系统的稳定性来说，需要的不是特征根本身，而是特征根实部的正负号。劳斯（E. J. Routh）证明，只用特征方程的系数完全可以确定特征根实部的正负号，并提出了相应的稳定性判据。

劳斯稳定性判据是建立在劳斯表的基础上的。劳斯表是根据特征方程的系数按照劳斯表计算方法建立的。

1．劳斯表

假设系统特征方程的表达式为

an
 sn
 ＋an－1
 sn－1
 ＋…＋a1
 s＋a0
 ＝0

如表3-1所示，劳斯表以竖线为界由左右两部分组成。竖线左边由上而下依次排列着特征方程的各次幂符号，称为劳斯表的行标识符。竖线右边是劳斯表的元素，其中的第一行和第二行元素依次取特征方程的系数，第一行元素从其行标识符sn
 的系数开始依次隔项选取，第二行元素也从其行标识符sn－1
 的系数开始依次隔项选取。若第二行的最后一列已无系数可选，则充以0值。显然，这两行元素各对应于特征方程相同奇偶次性的系数。

从第三行开始直到第n＋1行，劳斯表的各个元素须通过计算确定，计算式是一个除式，其分母是它上一行的第一列元素，分子等于它上面两行的四个元素的交叉乘积的差。这四个元素分别是：第一列两个元素和它所在列的后一列两个元素。在计算最后一列元素时，因它是列的尽头，所以必然会出现它上面两行的后一列两个元素无元素可选的情况，此时就以0值代替这两个元素。这样，第3行及其以下各行的最后一列元素均为0，进而第5行及其以下各行的倒数第2列元素又必然全部为0，第7行及其以下各行的倒数第3列元素也全部为0，等等，以此类推。因此，劳斯表的非零元素呈左上三角形排列。

表3-1　劳斯表
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2．劳斯稳定性判据

【要点】系统没有右特征根（因而稳定或临界稳定）的充分必要条件是：劳斯表的第一列各元素具有相同的正负号。若第一列元素符号出现由正变负或由负变正的情况，则系统必有右特征根（因而不稳定），且右特征根的个数恰为第一列元素改变符号的次数。

【评注】根据表3-1，对劳斯表某一行各元素同时乘以或除以某个数，不会改变第一列元素的定号性。

【例3.1】　设某系统的特征方程为

s4
 ＋2s3
 ＋3s2
 ＋4s＋5＝0

试判定系统的稳定性。

解：特征方程的劳斯表为
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由劳斯表可知，第一列元素有两次符号改变（即从1到-6，又从-6变为5），根据劳斯稳定性判据，系统有两个右特征根，因此不稳定。

【例3.2】　设某单位反馈系统的开环传递函数为

[image: alt]


试确定系统稳定的K值范围。

解：系统的闭环传递函数为

[image: alt]


由上式可知，系统的特征方程为

s4
 ＋3s3
 ＋3s2
 ＋2s＋K＝0

根据特征方程可计算确定劳斯表，即
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欲使系统稳定，须使劳斯表的第一列所有元素都为正，这就要求K＞0，[image: alt]
 由此可确定系统稳定的K值范围，即[image: alt]


3．特殊劳斯表

在计算建立劳斯表时，常常会遇到这样两种特殊情况：

（1）某一行第一列元素为0，其余元素不全为0，从而使下一行各元素因其分母为0而变成无穷大；

（2）某一行各元素均为0，从而使下一行各元素因其分子分母均为0而无法确定。

下面介绍处理这两种特殊问题的方法。

1）某一行第一列元素为0、其余元素不全为0

对于这种特殊问题，劳斯的处理方法是：用一个很小的正数ε去代替该行第一列的这个0元素并计算完成劳斯表，然后对劳斯表第一列各元素取ε→0的极限，再根据第一列各元素符号改变的情况、判定系统含有右特征根的个数。

【例3.3】　设某系统的特征方程为

s4
 ＋2s3
 ＋3s2
 ＋6s＋1＝0

试判定系统的稳定性。

解：

特征方程的劳斯表为

[image: alt]


从该劳斯表容易看出，其第一列元素有两次符号改变，根据劳斯稳定性判据，系统有两个右特征根，故系统不稳定。

2）某一行各元素均为0

对于这种特殊问题，劳斯的处理方法是：用该行的上面一行的系数构造一个辅助方程，该辅助方程的最高幂次等于行标识符，其余幂次依次降2（即各次幂项具有相同的奇偶性），然后对辅助方程关于复变量s求一阶导数，并用求导后的方程的系数取代全0元素行上的0元素，这样便可继续计算以后各行的元素了。

【例3.4】　已知系统的特征方程为

s5
 ＋s4
 ＋5s3
 ＋5s2
 ＋6s＋6＝0

试判定系统的稳定性。

解：

特征方程的劳斯表为

[image: alt]


因s3
 行各元素均为0，故需用它上面一行（即s4
 行）的元素作为系数构造最高幂次为4的偶次幂辅助方程，即

s4
 ＋5s2
 ＋6＝0

对该辅助方程关于复变量s求一阶导数，可得

4s3
 ＋10s＝0

或

2s3
 ＋5s＝0

用该方程的系数代替s3
 行的0元素并继续计算确定劳斯表，即

[image: alt]


可见劳斯表的第一列元素未改变符号，说明系统没有右特征根。通过解辅助方程，可得到对称于原点的两对共轭虚数特征根，即[image: alt]
 由此可知，系统是临界稳定的。

观察劳斯表3-1和例3.4劳斯表，可以看出，元素全为0的行一般是它上面两行对应元素成比例的行，其行标识符为奇次，因此，辅助方程一般是偶次方程，其根一定成对出现且关于原点对称。

【例3.5】　设某系统的特征方程为

s3
 ＋5s2
 ＋8s＋K＝0

试确定K值范围，使系统的所有特征根都为左根，且最靠近虚轴的特征根到虚轴的距离不小于1，如图3.2（a）所示。

[image: alt]


图3.2　复平面坐标变换

解：

这一问题的实质是，参数K的取值范围应使系统的所有特征根都在复平面［s］上σ＝-1这条直线的左边。因此，如果对复平面［s］上的特征方程进行[image: alt]
 变换，便可得到以[image: alt]
 为变量的新特征方程和新复平面[image: alt]
 而[image: alt]
 的虚轴便是原复平面［s］的σ＝-1这条直线。倘若新特征方程的所有特征根都在[image: alt]
 的左半部，那么，原特征根就一定都在［s］上直线σ＝-1的左边，如图3.2（b）所示。

令[image: alt]
 可得

[image: alt]


根据新特征方程可计算确定劳斯表，即

[image: alt]


欲使劳斯表的第一列元素都为正，须使K－4＞0，[image: alt]
 即4＜K＜6。

最后指出，在以上所有讨论中，并未限定所讨论的系统是开环系统还是闭环系统，因此，以上所有结论既适用于闭环系统，也适用于开环系统。换言之，既可根据闭环特征方程来分析闭环系统的稳定性，也可根据开环特征方程来分析开环系统的稳定性。不过，通常所说的系统稳定性，指的都是闭环系统的稳定性，而不是开环系统的稳定性。实际开环系统因没有反馈而不存在稳定性问题。然而，在第4章讨论频域奈奎斯特稳定性判据时，将会涉及系统开环传递函数是否含有右极点的问题，因而会引出系统开环的稳定性问题，习惯上把这种稳定性也当作开环系统的稳定性。不过，那里所谓的开环系统，只是闭环系统的开环通路而已，并非真正意义上的开环系统。

3.2　控制系统的瞬态响应分析

在3.1节讨论了控制系统的稳定性问题。稳定是控制系统赖以正常工作的基本条件。对于一个实际的控制系统，仅仅提出稳定性要求是不够的。如果系统从接收到控制信号开始到稳定工作状态这一过渡过程所用时间过长，或者当扰动消失后系统重新恢复到原稳定工作状态这一过渡过程所用时间过长，那么这样的系统是不能满足使用要求的。因此，实际的控制系统，除了具有良好的稳定性以外，还必须具有较快的响应速度。

什么是控制系统的响应速度？

控制系统的输出量总是随输入量的变化而变化的，系统的响应速度就是输出量跟随输入量变化的速度。

在输入量的作用下系统输出量随时间变化的规律称为系统的时间响应。在数学上，它就是在输入量确定的条件下系统微分方程的解，亦即系统的零状态响应。

系统的时间响应随时间的推移可分为瞬态响应和稳态响应。

瞬态响应又称为动态响应或瞬态过程，是系统伴随着输入外作用的变化从一种稳定工作状态过渡到新的稳定工作状态这一时间历程中的响应。例如，系统从接收到控制信号开始到稳定工作状态这一时间历程中的响应，以及当扰动消失后系统重新恢复到原稳定工作状态这一时间历程中的响应都是瞬态响应。瞬态响应包含系统的稳定性、响应速度和阻尼情况等信息，这些信息反映了系统的动态特性。显然，瞬态过程历经时间越短，系统的响应速度就越快。在保持其他指标不变的情况下，系统的响应速度越快，其动态品质就越好。

稳态响应又称为稳态过程，是系统在输入信号作用下当时间t趋于无穷大时的响应。稳态响应包含系统稳态误差的信息，这些信息反映了系统的静态（稳态）特性。

本节讨论系统的瞬态响应，旨在从中导出分析和评价系统动态品质的方法。

系统的动态特性与系统的瞬态响应有关，而瞬态响应不仅与系统本身的特性有关，还与输入信号有关。一般来说，恒值控制系统和程序控制系统的输入信号在系统设计时就已确定，而许多随动系统的输入信号在系统设计时是不确定的。另一方面，由于扰动也是一种系统外输入，而扰动信号具有随机性，在系统设计时是不能确定的，所以即使是恒值控制系统和程序控制系统，由于扰动的存在，其实际输入信号在设计阶段也是不能完全确定的。为了在系统设计阶段评价系统的动态性能，工程上通常用单位阶跃信号作为输入信号来进行系统分析和实验研究。这主要是由于单位阶跃信号不仅在数学上容易处理，而且易于实验验证，更为重要的是单位阶跃信号对考察系统品质来说是比较苛刻的一种信号，如果系统对单位阶跃输入信号的响应特性能满足设计要求，那么它对其他输入信号的响应特性一般也能满足设计要求。

3.2.1　一阶系统的单位阶跃响应

1．一阶系统的数学模型

典型的一阶系统的结构图及其等效框图如图3.3所示。由该图可见，这种系统是前向传递函数为[image: alt]
 的单位反馈系统，其闭环传递函数为

[image: alt]


式中，T为时间常数。

[image: alt]


图3.3　一阶系统

从式（3.4）容易看出，一阶系统有一个负实数极点，即[image: alt]
 该极点位于复平面［s］的负实轴上，如图3.3（c）所示。

2．一阶系统的单位阶跃响应

设系统的输入量为单位阶跃函数u（t）＝1（t）、[image: alt]
 则由式（3.4）可得

[image: alt]


对上式两边同时进行拉氏逆变换，可得

[image: alt]


式（3.5）即为一阶系统的单位阶跃响应的表达式，其变化曲线如图3.4所示。

一阶系统的单位阶跃响应有如下特点。

（1）瞬态响应由两部分组成，第一部分为常数1，不随时间t的增大而变化，故称为稳态分量；第二部分为[image: alt]
 是指数衰减函数的负值，其幅值（即绝对值）随时间t的增大不断衰减直至衰减为0，故称为瞬态分量。显然，时间常数T越小，[image: alt]
 就越大，[image: alt]
 的幅值就衰减得越快，因而瞬态响应分量持续时间就越短，系统的响应速度也就越快；反之，T值越大，[image: alt]
 的值就越小，[image: alt]
 的幅值就衰减得越慢，因而瞬态响应分量持续时间就越长，系统的响应速度也就越慢。据此并考虑到[image: alt]
 恰好是系统极点到其复平面［s］虚轴的距离，可得出这样的结论：极点至虚轴越远，系统响应瞬态分量就衰减得越快；反之，极点至虚轴越近，瞬态分量就衰减得越慢。瞬态分量与系统极点的分布位置之间的这种关系，存在于任何线性系统之中，反映了线性系统的普遍规律。这一点将在后面的讨论中进一步予以证实。

（2）随着时间的延续，瞬态响应从初始值0开始以指数规律单调上升，但上升速率越来越小，响应曲线越来越平缓。当时间t→∞时，瞬态过程结束，稳态过程开始，系统输出以稳态响应y（∞）＝1而复现输入。事实上

[image: alt]


（3）由式（3.5）可得，y（T）＝0.632y（∞）。

【要点】一阶系统的时间常数T正好等于系统响应从0上升到稳态值的63.2％这一响应过程所历经的时间。这一点为用实验方法测定系统的时间常数提供了理论依据。

[image: alt]


图3.4　一阶系统的单位阶跃响应

3.2.2　二阶系统的单位阶跃响应

1．二阶系统的数学模型

典型的二阶系统的结构图及其等效框图如图3.5所示，由该图可见，这种系统是前向传递函数为[image: alt]
 的单位反馈系统，其闭环传递函数为

[image: alt]


式中，T、ξ和[image: alt]
 分别为二阶系统的时间常数、阻尼比和无阻尼自然频率，这些参数只与系统结构参数有关。

[image: alt]


图3.5　二阶系统结构图及其等效框图

2．二阶系统的单位阶跃响应

1）无阻尼（ξ＝0）情形

阻尼比ξ等于0的系统称为无阻尼系统。当ξ＝0时，由式（3.6）易得

[image: alt]


s1，2
 ＝±jωn
 是无阻尼二阶系统的一对共轭虚数极点。在复平面［S］上，这对共轭极点位于虚轴上且关于实轴对称，如图3.6（a）所示。显然，无阻尼二阶系统是临界稳定系统。

[image: alt]


图3.6　二阶系统的极点分布图

当输入信号为单位阶跃信号[image: alt]
 时，由式（3.7）可得

[image: alt]


式（3.8）即为无阻尼二阶系统的单位阶跃响应的表达式，其变化曲线如图3.7所示。

[image: alt]


图3.7　二阶系统的单位阶跃响应曲线

从式（3.8）和图3.7容易看出，无阻尼二阶系统的单位阶跃响应以等幅振荡的方式变化，等幅振荡的平均值为1，振荡频率为ωn
 。因该频率是无阻尼二阶系统的单位阶跃响应的振荡频率，且其大小只与系统的结构特征参数有关，反映了系统本身的自然属性，故有无阻尼自然频率之称。

2）欠阻尼（0＜ξ＜1）情形

阻尼比为0＜ξ＜1的系统称为欠阻尼系统。当0＜ξ＜1时，由式（3.6）易得

[image: alt]


式中，[image: alt]
 称为系统的阻尼振荡频率，又称为阻尼自然频率。

显然，[image: alt]
 是欠阻尼二阶系统的一对具有负实部的共轭复数极点，在复平面［s］上，这对极点位于左半平面且关于实轴对称，如图3.6（b）所示。

当输入信号为单位阶跃信号[image: alt]
 时，由式（3.9）可得

[image: alt]


式中，[image: alt]
 或cosβ＝ξ。

式（3.10）即为欠阻尼二阶系统的单位阶跃响应的表达式，其变化曲线如图3.7所示。欠阻尼二阶系统的单位阶跃响应有如下特点。

（1）瞬态响应的稳态分量为常数1，瞬态分量为[image: alt]
 瞬态分量随时间以指数衰减伴正弦振荡方式变化，衰减速度和振荡特性的强弱取决于系统本身的结构特征参数ξ和ωn
 。显然，ξωn
 值越大，瞬态分量[image: alt]
 就衰减得越快，反之，情况相反；[image: alt]
 的值越大，[image: alt]
 就振荡越严重，反之，情况相反。据此并考虑到瞬态分量的指数衰减系数ξωn
 是系统闭环极点到［s］虚轴的距离、振荡频率[image: alt]
 是闭环极点到［s］实轴的距离，可得出这样的结论：第一，在复平面［S］上，极点距离虚轴越远，在系统响应中瞬态分量就衰减得越快；反之，极点距离虚轴越近，瞬态分量就衰减得越慢。第二，极点到实轴的距离越近，系统瞬态响应振荡特性就越弱；反之，系统极点到实轴的距离越远，瞬态响应振荡特性就越强。由此可见，系统极点的分布位置和瞬态分量的衰减速度及振荡特性三者是相伴而生、相互关联的。

（2）瞬态分量的初相位为[image: alt]
 或β＝arccosξ，在复平面［s］上，该角度正好是极点复矢量与负实轴间的夹角，如图3.6（b）所示。因该角度只与阻尼比有关，故称为阻尼角。

（3）[image: alt]
 是欠阻尼二阶系统的单位阶跃响应的振荡频率，且其大小只与系统本身的结构特征参数有关，反映了系统的自然属性，故称为阻尼振荡频率或阻尼自然频率。

（4）系统瞬态响应在许多时间区间存在超调现象，但超调幅度随时间的增大越来越小，当时间t→∞时，超调现象伴随瞬态响应的振荡幅值趋于0而消失，瞬态响应结束，稳态响应开始，此后输出信号以稳态值y（∞）＝1复现输入信号。

【评注】如果[image: alt]
 u（t）＝R·1（t），那么，[image: alt]


3）临界阻尼（ξ＝1）情形

阻尼比为ξ＝1的系统称为临界阻尼系统。当ξ＝1时，由式（3.6）易得

[image: alt]


显然，[image: alt]
 是临界阻尼系统的一对负实数重极点，位于负实轴上，如图3.6（c）所示。

当输入信号为单位阶跃信号[image: alt]
 时，由式（3.11），可得

[image: alt]


临界阻尼二阶系统的单位阶跃响应的变化曲线如图3.7所示。从该图可看出，其瞬态响应曲线与一阶系统的瞬态响应曲线相类似。事实上，由式（3.11）可知，临界阻尼二阶系统等价于串联的两个相同的一阶系统。

4）过阻尼（ξ＞1）情形

阻尼比为ξ＞1的系统称为过阻尼系统。对于这种二阶系统，由式（3.6）易得

[image: alt]


可见[image: alt]
 是过阻尼二阶系统的两个不相等的负实数极点。在复平面［s］上，这两个极点位于负实轴上，如图3.6（d）所示。

对于单位阶跃输入信号[image: alt]
 由式（3.13），可得

[image: alt]


过阻尼二阶系统的单位阶跃响应的变化曲线如图3.7所示。

从式（3.14）和图3.7可以看出，过阻尼二阶系统的单位阶跃响应有如下特点：

（1）响应的稳态分量为常数1，瞬态分量为[image: alt]
 和[image: alt]
 它们分别对应于两个负实数极点s1
 和S2
 ，随时间以指数方式衰减变化，最终衰减为0。而且，由于极点S2
 比s1
 距离虚轴更远，所以[image: alt]
 比[image: alt]
 衰减得更快。

（2）随时间的延续，系统响应从初始值0开始单调上升直至稳态值1。整个响应过程无超调、无振荡，类似于一阶系统的单位阶跃响应。事实上，由式（3.13）可知，过阻尼二阶系统等价于串联的两个不同的一阶系统。

（3）过阻尼系统的阻尼比大于临界阻尼系统的阻尼比，其过渡过程历经时间也大于临界阻尼系统的过渡过程历经时间。

3.2.3　系统的瞬态响应性能指标

考察系统的动态品质是系统瞬态响应分析的重要目的之一。系统的动态品质主要体现在瞬态响应振荡的强弱和振荡幅度衰减的快慢这两方面，瞬态响应振荡幅度小、振荡幅度衰减速度快的系统，其动态品质就好；反之，振荡幅度大、振荡幅度衰减速度慢的系统，其动态品质就差。系统动态品质的优劣可用一些特征量来描述，这样的特征量称为系统的瞬态响应性能指标。

如前所述，通常用来确定系统瞬态响应性能指标的瞬态响应是系统的单位阶跃响应。

在时域中，表征系统瞬态响应品质的性能指标有上升时间tr
 、峰值时间tp
 、最大百分比超调量Mp
 ％和调整时间ts
 等。

在实际中，除那些不允许产生振荡的系统以外，大多数控制系统对单位阶跃输入信号的响应以衰减振荡方式变化，最终趋于稳态值[image: alt]
 其响应曲线与欠阻尼二阶系统的阶跃响应曲线相类似，如图3.8（a）所示。因此，建立在欠阻尼二阶系统的单位阶跃响应基础之上的瞬态响应性能指标不仅是评价二阶系统本身的动态品质的依据，而且经常被当作近似指标，用来估计具有负实部共轭复数闭环主导极点（后详）的高阶系统的动态品质，所以研究欠阻尼二阶系统的瞬态响应性能指标具有普遍意义。

[image: alt]


图3.8　典型系统的瞬态响应性能指标

1．上升时间tr


对于其单位阶跃响应具有超调特性的系统，上升时间tr
 是指系统的单位阶跃响应的瞬态值从0第一次上升到稳态值的100％这一响应过程所经历的时间，如图3.8（a）所示；

对于其单位阶跃响应无超调特性的系统（如一阶系统），上升时间tr
 是指系统单位阶跃响应的瞬态值从稳态值的10％上升到稳态值的90％这一过程所经历的时间，如图3.8（b）所示。

对于欠阻尼二阶系统，由于其单位阶跃响应具有超调特性，故其上升时间应当是瞬态响应值从0第一次上升到稳态值的100％这一响应过程所占用的时间。显然，当t＝tr
 时，y（t）＝y（+∞）＝1。当然，由于系统响应振荡的原因，满足y（t）＝y（+∞）＝1的时间绝不止tr
 一个，而有无数个，毫无疑问，tr
 应当是其中的最小者。

根据y（t）＝y（∞）＝1和式（3.10），有
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在上式中，因[image: alt]
 所以必有

sin（ωd
 t＋β）＝0

于是可得

[image: alt]


上式中，k＝1对应的时间最小，故

[image: alt]


可见，tr
 与ωn
 成反比。又当ωn
 一定时，tr
 随ξ的增大而增大，其变化曲线如图3.9所示。

2．峰值时间tp


系统的单位阶跃响应的瞬态值从0上升到第一个峰值，这一响应过程所经历的时间称为峰值时间tp
 ，如图3.8（a）所示。

峰值时间tp
 这一性能指标是针对其单位阶跃响应具有振荡特性的系统而言的，对于其单位阶跃响应无振荡特性的系统（如一阶系统），因不存在响应峰值，所以上述定义没有意义。

对于欠阻尼二阶系统，由于其瞬态响应以衰减振荡方式变化，所以瞬态响应的第一个峰值就是整个瞬态响应的最大值，即y（tp
 ）＝maxy（t）。在数学上，tp
 就是系统响应曲线的第一个极值点对应的时间，故在t＝tp
 时刻，必有[image: alt]
 由于系统振荡的原因，瞬态响应有无数个极值点，故满足[image: alt]
 的时间值有无数个，而tp
 应当是其中的最小者。据此，在式（3.10）中，令
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可得

[image: alt]


因[image: alt]
 所以上式可表示为

tan（ωd
 t＋β）＝tanβ

于是可得

ωd
 t＝kπ（k＝1，2，…　）

上式中，k＝1对应的时间最小，故
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可见，tp
 与ωn
 成反比。又当ωn
 一定时，tp
 随ξ的增大而增大，其变化曲线如图3.9所示。从该图容易看出，tp
 和tr
 两者的变化规律类似。

3．最大超调量Mp
 和最大百分比超调量Mp
 ％

最大超调量Mp
 是系统单位阶跃响应的最大值与稳态值两者之差，如图3.8（a）所示。最大百分比超调量Mp
 ％是系统单位阶跃响应的最大值与稳态值两者相对差值的百分数。

和tp
 一样，Mp
 和Mp
 ％也是针对其单位阶跃响应具有振荡特性的系统而言的。对于欠阻尼二阶系统，由于瞬态响应以衰减振荡方式变化，系统响应的最大值一定发生在峰值时间tp
 时刻，故Mp
 和Mp
 ％的数学定义式分别为
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式中，[image: alt]
 为稳态响应值。

把tp
 的表达式代入式（3.17a）和式（3.17b），可得
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可见，最大百分比超调量Mp
 ％（或最大超调量Mp
 ）这个特征量主要反映系统的阻尼程度，其大小标志着系统瞬态响应的振荡程度和系统工作的平稳性（详见第4章），其变化曲线如图3.10所示。从该图容易看出，Mp
 和Mp
 ％随ξ的增大而减小。当ξ＝0.3～0.8时，Mp
 ％＝1.3％～23％，当ξ→1时，Mp
 ％→0。
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图3.9　tr
 、tp
 曲线
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图3.10　最大超调量

【评注】根据式（3.18a）、式（3.18b），当稳态响应等于1时，最大超调量与最大百分比超调量相等，但当稳态响应不等于1时，最大超调量与最大百分比超调量不相等。

4．调整时间ts


系统的单位阶跃响应从0过渡到稳态值的允许误差范围边界y（∞）±∆·y（+∞）、且自此以后不再超出该边界这一响应过程所经历的时间称为调整时间ts
 ，如图3.8（a）所示。

从图3.8（a）可以看出，系统响应的振荡幅度随时间的增大而衰减，当时间达到ts
 时，系统响应曲线就进入稳态值允许误差范围的边界y（+∞）±∆·y（+∞），且自此以后永远保持在此边界之内。

按照定义，ts
 应当满足
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式中，∆＝2％～5％为稳态值允许误差的百分数。

必须指出，当系统响应以单调上升方式变化且无超调现象存在时，满足式（3.19）的时间是唯一的，但当系统响应如图3.8（a）所示那样以衰减振荡方式变化且存在超调现象时，满足上式的时间有多个，ts
 应是其中的最大者。

对于欠阻尼二阶系统，ts
 应当满足：
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解方程（3.20）求出一系列时间值后，ts
 取其中的最大者。但限于数学上的困难，该方程的解析解无法求得，只能求其数值解。工程上通常不用数值法求调整时间的精确值，而是按瞬态响应的包络线来求调整时间的近似值。

从式（3.10）可以看出，由于正弦谐波函数sin（ωd
 t＋β）的值在-1和+1之间变化，故二阶系统的单位阶跃响应的整个曲线以两条包络线[image: alt]
 和[image: alt]
 为界按振荡方式变化，如图3.11所示。因此，可用这两条包络线的调整时间来近似代替瞬态响应的调整时间。把包络线的调整时间作为系统的调整时间显然是有误差的，但就工程设计而言，这个误差是可接受的。
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图3.11　瞬态响应包络线

把包络线的表达式[image: alt]
 或[image: alt]
 代入调整时间的定义式（3.20），得
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解该方程，得

[image: alt]


当稳态值允许误差的百分数取∆＝2％时，有
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当取∆＝5％时，有
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可见，调整时间ts
 的近似值随ξ和ωn
 的增大而减小。

应当指出，在调整时间的近似计算式中，调整时间ts
 随阻尼比ξ的增大而变小，而实际上ts
 的精确值随阻尼比ξ变化的函数关系是不连续的，其变化曲线如图3.12所示。由该图可以看出，从宏观上看，ts
 随ξ的增大而呈下降态势，但从微观上看，在ξ的某些取值范围，ts
 随ξ的增大呈上升趋势。对于∆＝2％，当ξ＝0.78时，ts
 最小；而对于∆＝5％，则当ξ＝0.69时，ts
 最小。
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图3.12　二阶系统实际调整时间变化曲线

从以上各瞬态响应性能指标的定义不难看出，tr
 、tp
 反映的是瞬态响应速度的快慢，它们的值越小，系统瞬态响应速度就越快；反之，其值越大，瞬态响应速度就越慢。Mp
 ％直接反映了过渡过程的振荡程度和瞬态响应的平稳性，在第4章还将证实，Mp
 ％能表征系统的相对稳定性。即Mp
 ％越小，过渡过程振荡程度就越弱而系统相对稳定性就越高；反之，Mp
 ％越大，过渡过程振荡程度就越强而相对稳定性就越低。ts
 综合反映了系统的响应速度和阻尼程度。以上这几个性能指标基本上可以反映系统动态过程的品质特征。

对于二阶系统来说，这些性能指标只与系统本身的结构特征参数ξ和ωn
 有关。现把它们之间最重要的关系归纳如下：

（1）若保持ξ不变而增大ωn
 ，对Mp
 ％无影响，却可以减小tr
 、tp
 和ts
 ，所以增大系统的无阻尼自然频率ωn
 有利于提高系统的响应速度而不影响系统的稳定性。

（2）Mp
 ％随ξ的增大而减小，而tp
 和tr
 随ξ的增大而增大，这表明，阻尼比的选择不能同时使系统的相对稳定性和响应速度两方面得到改善。

（3）当ξ＝0.707时，tp
 、tr
 、ts
 和Mp
 ％均较小，因此，工程上把ξ＝0.707称为最佳阻尼比。

根据以上结论，在系统设计时，为了兼顾系统的相对稳定性和响应速度两方面的特性，通常取ξ＝0.4～0.8。此时，最大百分比超调量Mp
 ％为1.5％～25％，而tr
 、tp
 及ts
 的值也比较小。

【评注】根据图3.11，按包络线计算确定的调整时间比调整时间的真实值大。

【例3.6】某系统的结构图示于图3.13中，试确定常数k和kn
 ，使最大百分比超调量等于0.2，峰值时间等于1s（秒），并计算上升时间tr
 和调整时间ts
 。

解：

系统的闭环传递函数为
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这是一个标准的二阶系统，其无阻尼自然频率和阻尼比分别为
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依题意，有
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解以上两方程，可得

ξ＝0.336　　ωn
 ＝3.33（rad/s）

于是
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[image: alt]
 （稳态值允许误差的百分数取∆＝2％）
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图3.13　某系统结构图

【例3.7】弹簧—质量—阻尼机械平移系统如图3.14（a）所示，系统对阶跃作用力f（t）＝8.9N的位移响应曲线如图3.14（b）所示，试求质量M、弹簧刚度系数k和黏性阻尼系数B。

解：

系统的运动微分方程和传递函数分别为
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图3.14　弹簧-质量-阻尼机械平移系统

式中，时间常数为[image: alt]
 阻尼比为[image: alt]
 无阻尼自然频率为[image: alt]


因[image: alt]
 所以

[image: alt]


上式的拉氏逆变换为

[image: alt]


式中，[image: alt]


把上式与标准二阶系统的单位阶跃响应的表达式（3.10）对比，容易看出，除了本系统的响应幅值是标准二阶系统的响应幅值的[image: alt]
 倍外，两者的响应特性完全相同。由于峰值时间tp
 是根据[image: alt]
 确定的，最大百分比超调量为[image: alt]
 所以tp
 和Mp
 ％不因响应幅值的改变而改变（但稳态响应和最大超调量Mp
 必随响应幅值的改变而改变）。

从图3.14（b）容易看出，本例给定的条件有

稳态响应值　　　　y（+∞）＝0.03（m）

峰值时间tp
 　　　　tp
 ＝2（s）

最大超调量MP
 　　　Mp
 ＝0.0029（m）

根据以上已知条件，由系统位移响应式及瞬态响应指标tp
 和Mp
 ％的计算式可得
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联立解以上三个方程，得

[image: alt]


再根据[image: alt]
 容易求得

质量　　[image: alt]


阻尼系数　　B＝2ξωn
 M＝181.8（N·m/s）

【辨析】两个二阶系统的单位阶跃响应分别为[image: alt]
 和[image: alt]
 它们的tp
 和Mp
 ％是否相同？又tr
 、Mp
 和y（+∞）是否相同？

3.2.4　高阶系统单位阶跃响应的一般规律

从前面的讨论中可以看出，低阶系统单位阶跃响应的瞬态分量与系统极点有关，每一个极点对应一项瞬态分量，瞬态分量的衰减速度也与极点的分布位置有关。在高阶系统中，是否也存在这种关系呢？答案是肯定的。据此不难设想，尽管高阶系统有许多极点，但由于其分布位置不同，与这些极点对应的瞬态分量有大有小、有强有弱、各不相同。在许多情况下，大多数极点对应的瞬态分量初值小而衰减得快，它们对系统瞬态响应的作用微不足道，只有极少数极点对应的瞬态分量初值相对较大而又衰减得较慢，决定系统瞬态响应特征的正是这些瞬态分量。特别是当系统存在如下所述的共轭复数闭环主导极点时，系统的瞬态响应完全取决于该主导极点对应的瞬态分量，系统特性也就近似于二阶系统的特性。因此，在系统分析和设计时，可以通过考察（或配置）系统极点，分清矛盾主次，抓住主要矛盾，忽略次要因素，用低阶系统去近似描述高阶系统，用低阶系统的响应指标去估算高阶系统的动态品质。

1．三阶系统单位阶跃响应的一般规律

假设三阶系统的传递函数为
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显然该传递函数有三个极点和三个零点，三个极点分别是负实数-sp
 ＜0和实部为负的共轭复数-σp
 ±jωP
 （σp
 ＞0），三个零点分别是实数-Sz
 和共轭复数-σz
 ±jωz
 （-sz
 和-σz
 可正可负，无特别限制，只是为了与极点在形式上保持统一、以便于观察对比才冠以负号）。

在单位阶跃输入信号[image: alt]
 的作用下，系统输出量的拉氏变换式及其部分分式展开形式为
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式中，c0
 ，c1
 ，c3
 ，c4
 均为待定系数。

对等式两边进行拉氏逆变换，得

[image: alt]


式中，[image: alt]


式（3.24）即为式（3.22）三阶系统的单位阶跃响应的一般表达式，式（3.23）中各待定系数可按如下步骤计算求得。

对式（3.23）两边同乘以s，并令s＝0可得

[image: alt]


对式（3.23）两边同乘以s＋sp
 并令s＝-sp
 ，考虑到[image: alt]
 是零因子，可得

[image: alt]


对式（3.23）两边同乘以[image: alt]
 并令s＝-σp
 ＋jωp
 ，考虑到[image: alt]
 是零因子，可得

[image: alt]


令复数等式（3.25c）两边的实部和虚部分别相等，可得c3
 和c4
 。

从以上各式可以看出：

（1）瞬态响应由稳态分量c0
 和瞬态分量[image: alt]
 组成，[image: alt]
 以指数衰减方式变化，与系统的负实数极点-sp
 相对应，[image: alt]
 以指数衰减伴正弦振荡方式变化，与系统的共轭复数极点-σp
 ±jωp
 相对应。各瞬态分量的指数衰减系数等于其对应极点到虚轴的距离。

（2）瞬态分量的初值与零点有关。瞬态分量[image: alt]
 的初值为c1
 ，而c1
 的计算式（3.25b）含有因式-sp
 ＋sz
 ，如果-sp
 ＝-sz
 （即极点-sp
 与零点-sz
 在复平面［s］上重合，如图3.15所示，图中，圆圈表示零点），那么-sp
 ＋sz
 ＝0，因而c1
 ＝0，从而[image: alt]
 不起任何作用。事实上，当-sp
 ＝-sz
 时，系统传递函数式（3.22）的因子[image: alt]
 就直接相约消去了。

当-sp
 →-sz
 时（即极点-sp
 充分靠近零点-sz
 ，如图3.16所示），-sp
 ＋sz
 →0，因而c1
 →0，导致[image: alt]
 其作用可忽略。

同理，根据式（3.24），瞬态分量[image: alt]
 的初值为c3
 ，而在c3
 的计算式（3.25c）中，右端项含有因式[image: alt]
 如果-σp
 ±jωp
 ＝-σz
 ±jωz
 （极点-σp
 ±jωp
 与零点-σz
 ±jωz
 在复平面［s］上重合），那么[image: alt]
 因而系数c3
 ＝c4
 ＝0，从而D＝0，[image: alt]
 不起任何作用。事实上，此时，系统传递函数式（3.22）的因子[image: alt]
 就直接相约消去了。

当-σp
 ±jωp
 →-σz
 ±jωz
 时（即极点-σp
 ±jωp
 充分靠近零点-σz
 ±jωz
 ），[image: alt]
 因而c3
 →0，c4
 →0，从而D→0，导致[image: alt]
 其作用可忽略。

以上分析表明，各瞬态分量在瞬态响应中所起的作用大小，不仅取决于其对应的极点位置，还取决于极点与零点间的相对位置。

【要点】位置重合的一对零、极点对瞬态响应的作用相互完全抵消，因此，由它们构成的传递函数因子称为系统的零、极相消因子，如图3.15所示。位置非常靠近的一对零、极点对瞬态响应的作用近似相互抵消，这样的一对零、极点称为偶极子，如图3.16所示。
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图3.15　零、极相消因子
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图3.16　偶极子

（3）当负实数极点到虚轴的距离是共轭复数极点到虚轴的距离的五倍以上（sp
 ≥5σp
 ）且-σp
 ±jωp
 附近无零点时，与[image: alt]
 相比，[image: alt]
 不仅初值c1
 相对较小，而且衰减速度快得多，因而其作用可忽略，此时
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同理，当共轭复数极点到虚轴的距离是负实数极点到虚轴的距离的五倍以上（σp
 ≥5sp
 ）且-sp
 附近无零点时，[image: alt]
 相比，[image: alt]
 不仅初值c3
 ［见式（3.24）］相对较小而且衰减速度快得多，因而其作用可忽略，此时
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以上几条结论对于所有高阶系统都是成立的。

2．系统的闭环主导极点

通过以上分析，可以清楚地看到，在高阶系统的单位阶跃响应中，一方面，所有瞬态分量都随时间的延续而不断衰减，最终都将衰减为0；另一方面，各个瞬态分量的衰减速度有快有慢，它们对瞬态响应的作用有大有小，不能一概论之。越靠近虚轴的极点，当附近没有零点时，其对应的瞬态分量不仅初值相对较大而且衰减速度较慢，因而对瞬态响应的作用就较大；相反，越远离虚轴的极点，其对应的瞬态分量作用就越小。

【要点】如果距离虚轴最近的极点（一对共轭复数或一个实数）周围没有零点，且其他极点到虚轴的距离是该极点到虚轴的距离的五倍以上，那么与该极点对应的瞬态分量，不仅其初值的绝对值较大而且衰减速度也最慢，对瞬态响应的影响最大，起着决定性的支配作用，这样的极点称为闭环主导极点，如图3.17所示。
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图3.17　闭环主导极点

毫无疑问，当高阶系统存在一对共轭复数闭环主导极点时，其动态特性就类似于二阶系统的动态特性。

同样，如果高阶系统存在一个负实数闭环主导极点，则其动态特性就类似于一阶系统的动态特性。

3.3　控制系统的误差分析

前面两节讨论了系统的稳定性和快速性问题，本节讨论对系统的第三个基本要求——准确性。准确性是指在稳定工作状态下系统输出量的实际值与期望值保持一致的性能，即当过渡过程结束后，输出量达到稳态值。由于系统控制追求的目标是输出量按预定的期望方式变化，所以如果输出量的稳态值与预定的期望值保持高度一致，那么系统的准确性好、控制精度就高；反之，如果输出量的稳态值与期望值之间存在较大的误差，则系统的准确性差、控制精度就低。在理想情况下，输出量的稳态值等于预定的期望值。这样的系统，稳态品质好、准确性和控制精度高。但实际上，受系统结构、参数的限制和输入外作用（包括控制作用和扰动作用两方面）的影响以及产生于摩擦、间隙、不灵敏区、零位输出等的非线性因素的影响，输出量的稳态值和期望值之间一般存在误差，这种误差称为稳态误差或静态误差。稳态误差的大小是衡量系统稳态品质的一个重要指标，标志着系统准确性和控制精度的高低。

如前所述，闭环系统的调节过程是这样的：当输出端存在误差时，输入端就产生偏差，偏差驱动系统运动，系统运动使误差减小。这一过程不断进行，系统误差也随之不断减小，当误差达到稳态值（包括0值）时，偏差也达到稳态值。自此以后，误差和偏差就不再减小，系统就在这种稳态误差和稳态偏差状态下周而复始地运动下去。因这种稳态误差完全是由系统的调节原理决定的，只与系统结构和输入作用有关，所以称为原理性稳态误差。

系统的原理性稳态误差取决于系统本身的结构和输入外作用两方面。

必须指出，系统存在稳态误差的前提是系统稳定。如果系统不稳定，那么误差只会随时间的延续而增大，不可能出现稳态值。

3.3.1　有关稳态误差的基本概念

1．偏差e（t）和误差ε（t）

由图3.18可知，系统偏差e（t）定义为输入信号u（t）与主反馈信号b（t）之差，即
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系统的误差ε（t）定义为输出量的期望值yd
 （t）与实际值y（t）之差，即
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在闭环系统中，真正起调节作用的信号是偏差信号，系统调节的目的和归宿是使实际输出量趋于期望值，以使误差消除。一个理想的系统，在稳定工作状态，其输出量应达到期望值，即Y（s）＝Yd
 （s）。按照系统调节原理和目的，此时系统调节过程应当结束，而这就要求系统偏差为0，即当输出量达到Yd
 （s）时，应有
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于是可得
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可见系统的期望输出量与输入量两者间成线性比例关系。这是不难理解的，因为系统的输出量是被控制量，用来控制输出量、以使其按照期望方式变化的信号正是输入量。

由式（3.26b）、式（3.27b）和式（3.29）可得
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对于单位反馈系统，有
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一方面，系统的误差只具有理论意义，在实际系统中是无法测量的，这是由于系统输出量的期望值yd
 （t）是理想值，而偏差则不同，它既有数学意义，也有物理意义，在实际系统中总是存在的，因而是可测量的。另一方面，误差正比于偏差，偏差的大小能直接或间接反映误差的大小。因此，在实际中，通常直接把偏差当误差。在本书后面的讨论中也采用这一实用方法。
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图3.18　系统结构图

2．稳态误差ess


稳态误差ess
 是过渡过程结束后系统在稳定工作状态下存在的误差，即
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根据拉氏变换的终值定理，可得
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由图3.18，输入信号、偏差信号以及误差传递函数三者之间的关系为
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或
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把式（3.34）代入式（3.32），可得
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由此可见，稳态误差与系统的开环传递函数Gk
 （s）＝G（s）H（s）及控制信号U（s）有关。

3.3.2　典型控制信号作用下系统的稳态误差和稳态误差系数

1．系统类型

系统的开环传递函数可表示为
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式中，K为系统的开环增益；τi
 （i＝1，2，…，m）和Ti
 （i＝1，2，…，n－λ）是时间常数；λ为开环传递函数含零极点的重数，即开环传递函数含积分环节的个数。

令
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则
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把式（3.37）代入式（3.35），易得
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由此可见，当开环增益K增大时，稳态误差将减小，又当K与控制外作用U（s）一定时，开环传递函数含积分环节的个数λ就成为决定稳态误差大小的关键。因此，通常根据开环传递函数含积分环节的个数λ把系统划分为0型、Ⅰ型、Ⅱ型、Ⅲ型等类型。具体来讲，其开环传递函数不含积分环节的系统（λ＝0）就是0型系统，含一个积分环节的系统（λ＝1）就是Ⅰ型系统，含两个积分环节的系统（λ＝2）就是Ⅱ型系统，以此类推。在下面的讨论中将会看到，根据系统型别，很容易判定系统是否存在原理性稳态误差。

2．典型控制信号作用下系统的稳态误差和稳态误差系数

1）稳态位置误差essp
 和稳态位置误差系数Kp


在位置（阶跃）控制信号u（t）＝R·1（t）、[image: alt]
 作用下系统的稳态误差称为稳态位置误差。根据式（3.35），系统的稳态位置误差为
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令
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则
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式中，系数Kp
 称为稳态位置误差系数。从式（3.40）和式（3.41）容易看出，Kp
 只与系统开环传递函数的结构和参数有关，其值越大，稳态位置误差essp
 就越小。

根据式（3.37），对于0型系统
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对于Ⅰ型及型别高于Ⅰ型的系统
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由此可见，当输入信号为阶跃信号时，采用Ⅰ型或更高型别的系统，可实现精确控制；采用0型系统，虽不能实现精确控制，但只要开环增益足够大，就能使Kp
 足够大，控制精度足够高。

2）稳态速度误差essν
 和稳态速度误差系数Kν


在速度控制信号u（t）＝Rt·1（t）、[image: alt]
 作用下系统的稳态误差称为稳态速度误差。根据式（3.35），系统的稳态速度误差为
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定义稳态速度误差系数为
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则有
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可见，系统的稳态速度误差essν
 的大小与稳态速度误差系数Kν
 成反比。显然，Kν
 也只与系统开环传递函数的结构和参数有关。

根据式（3.37），对于0型系统
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对于Ⅰ型系统
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对于Ⅱ型及型别高于Ⅱ型的系统，有
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由此可见，当输入信号为速度信号时，采用Ⅱ型或更高型别的系统，可实现精确控制；采用Ⅰ型系统虽不能实现精确控制，但只要开环增益足够大，就能使Kν
 足够大，控制精度足够高；采用0型系统，不论开环增益取多么大，误差只会随时间的延续而增大，直至∞。

3）稳态加速度误差essa
 和稳态加速度误差系数Ka


当控制信号为加速度信号[image: alt]
 时，存在于系统的稳态误差称为稳态加速度误差。根据式（3.35），系统的稳态加速度误差为
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如下定义稳态加速度误差系数
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则有
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式（3.47）表明，系统的稳态加速度误差essa
 的大小与稳态加速度误差系数Ka
 成反比。显然，Ka
 也只与系统开环传递函数的结构和参数有关。

根据式（3.37），对于0型和Ⅰ型系统
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对于Ⅱ型系统
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对于Ⅲ型及型别高于Ⅲ型的系统
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由此可见，当输入信号为加速度信号时，采用Ⅱ型系统，虽不能实现精确控制，但只要开环增益足够大，就能使Ka
 足够大，控制精度足够高；采用0型和Ⅰ型系统，不论开环增益取多么大，稳态误差均为∞；采用Ⅲ型或更高型别的系统，可实现精确控制，但此时系统的稳定性不易保证（详见第4章）。

综上所述，当输入信号一定时，型别λ就成为系统有无原理性稳态误差的一个分水岭，为此，又把型别λ称为系统的无差度。

假设[image: alt]
 则由式（3.38），得
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【要点】如果时域输入信号的最高幂次数ν小于系统无差度λ，那么稳态误差等于0；反之，如果ν大于λ，那么稳态误差就等于∞而不论开环增益是多少；当ν等于λ时，系统存在反比于开环增益的有界稳态误差。

按照无差度的概念，很容易确定0型、Ⅰ型、Ⅱ型系统在三种典型控制信号作用下的稳态误差的数值类型，见表3-2。

表3-2　稳态误差与系统类型及输入信号间的关系
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根据以上讨论，就减小稳态误差来说，增大系统无差度λ和开环增益K是有利的，但第4章将证实，无差度λ高于2的系统很难稳定，开环增益K值的增大也会使系统的相对稳定性下降。

【例3.8】　设两系统的结构图分别如图3.19（a）、图3.19（b）所示，其开环传递函数分别为
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试求系统对单位阶跃输入信号、单位速度输入信号及单位加速度输入信号的稳态误差系数和相应的稳态误差。

解：

根据稳态误差系数的定义，两系统对单位阶跃输入信号的稳态位置误差系数及相应的稳态位置误差分别为
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两系统对单位速度输入信号的稳态速度误差系数及相应的稳态速度误差分别为
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两系统对单位加速度输入信号的稳态加速度误差系数及相应的稳态加速度误差分别为
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图3.19　系统的结构图

由以上各计算式可以看出，尽管两个系统具有完全不同的传递函数，但由于其开环增益和系统无差度（或型别）相同，故其稳态误差系数和相应的稳态误差完全相同。这是由稳态误差计算时间的无穷大和极限计算方法所决定的。事实上，从前面的讨论和表3-2可以看出，当输入信号一定时，稳态误差只取决于系统开环增益和无差度（或型别），而与其他组成环节无关，且稳态误差的数值也只有三种类型，即0、常数和∞。这样的计算结果在有些情况下是不尽如人意的。在工程实际中，当系统接收到输入信号后，经过一段规定的时间，一般就算进入稳态了，此时因时间并未达到无穷大，故误差一般包含有时间信息，这种误差通常称为动态误差。

【例3.9】　设系统与例3.8系统相同，当输入量为u（t）＝（10＋2t＋5t2
 ）·1（t）时，试求系统的稳态误差和动态误差。

解：

（1）稳态误差。

由于两个系统都是Ⅰ型系统，其无差度都为λ＝1，而时域输入信号的最高幂次为2，大于无差度，故系统的稳态误差为ess1
 ＝ess2
 ＝∞。

（2）动态误差。

①确定误差传递函数并按升幂形式排列：
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②用长除法把误差传递函数展开成幂级数：
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（3）动态误差。

两系统的动态误差分别为
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把u（t）＝10＋2t＋5t2
 、[image: alt]
 代入以上两式，可得

e1
 （t）＝1.1＋t

e2
 （t）＝6.1＋t

由此可见，在t→∞过程中，由于系统组成环节及其时间常数不同，动态误差是不同的，即有e1
 ＜e2
 。

3.3.3　有扰动外作用时系统的稳态误差

在许多实际系统中存在两种外作用，即控制外作用和扰动外作用，如图3.20所示。在这种系统中，同时存在由控制信号产生的稳态误差和由扰动信号产生的稳态误差，总的稳态误差是这两种稳态误差的代数和。
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图3.20　存在扰动外作用的系统结构图

根据前面的讨论，由控制信号产生的稳态误差应为
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由扰动信号N（s）引起的误差信号En
 （s）为
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由拉氏变换的终值定理，扰动稳态误差essn
 为
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系统总稳态误差为
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可见，系统的稳态误差也只与系统本身的结构、参数及输入外作用U（s）和N（s）有关。

仿照系统无差度的概念，也可定义对应于扰动信号的无差度。对于图3.20所示系统，可以证明，关于扰动信号的无差度等于前向通路上扰动信号作用点前、串联积分环节的个数，即G1
 （s）中所含积分环节的个数λ1
 。

假定系统为λ型系统，它有λ1
 个积分环节含于G1
 （s）中，其余的λ－λ1
 个积分环节含于G2
 （s）H（s）中，又假定[image: alt]
 则容易证明：

【要点】如果时域扰动信号的最高幂次数γ小于系统关于扰动信号的无差度λ1
 ，那么扰动稳态误差等于0；反之，如果γ大于λ1
 ，那么扰动稳态误差就等于∞；当γ等于λ1
 时，系统存在有界扰动稳态误差。

据此，应把积分环节尽量放在扰动信号作用点之前的前向通路上，这样做不影响系统的无差度，却能增大系统对扰动信号的无差度，从而不影响由控制信号产生的稳态误差，却有利于减小扰动稳态误差。

习　　题　三

3.1　下列各式是反馈控制系统的特征方程，试判断能否通过调节K值而使系统稳定，并确定系统稳定的K值范围。

（1）2Ks3
 ＋（2K＋4）s2
 ＋s＋2＋K＝0

（2）s4
 ＋20s3
 ＋10s2
 ＋5s＋K＝0

（3）s3
 ＋（K＋1）s2
 ＋2s＋4K＝0

（4）s4
 ＋s3
 ＋10s2
 ＋2s＋K＝0

3.2　下列各式是单位反馈系统的开环传递函数，试判断能否通过调节K值而使系统稳定，并确定系统稳定的K值范围。

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


3.3　以下各式是闭环系统的特征方程，试确定位于［s］右半平面的特征根数。

（1）s4
 ＋10s3
 ＋35s2
 ＋50s＋24＝0

（2）s4
 ＋2s3
 ＋10s2
 ＋24s＋60＝0

（3）s3
 －5s2
 ＋10s＋20＝0

（4）s5
 ＋3s4
 －3s3
 －9s2
 ＋2s＋4＝0

3.4　设单位反馈系统的开环传递为

[image: alt]


试确定K值，使系统的希望特征根都位于［s］复平面σ＝-1这条线的左边区域。

3.5　某系统结构图如图3.21所示，试求使单位阶跃响应的稳态值为y（∞）＝0.5的K值及相应的最大超调量Mp
 ％、峰值时间tp
 、上升时间tr
 和调整时间ts
 等。

[image: alt]


图3.21　题3.5

3.6　对于k＝0和k＝0.2，求图3.22所示系统的单位阶跃响应，并比较在这两种情况下系统的动态性能。

[image: alt]


图3.22　题3.6

3.7　系统的结构图如图3.23所示，试求T＝0.1和T＝2时系统的单位阶跃响应，并据此分析时间常数T对系统动态性能的影响。

[image: alt]


图3.23　题3.7

3.8　设系统的传递函数为

[image: alt]


当系统的单位阶跃响应的最大超调量Mp
 ％等于5％、调整时间ts
 等于2s时，ξ和ωn
 等于多少？

3.9下列各式是几个单位反馈系统的开环传递函数，试求这几个系统对于单位阶跃输入信号1（t）、单位斜坡输入信号t·1（t）和单位加速度输入信号[image: alt]
 及其线性组合输入信号（10＋2t＋2t2
 ）·1（t）的静态位置、速度、加速度误差系数及其对应的稳态误差。

[image: alt]
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3.10　试求图3.24（a）、图3.24（b）所示两个系统的单位阶跃响应，并据此说明零点对系统动态性能的影响。

[image: alt]


图3.24　题3.10

3.11试比较图3.25（a）、图3.25（b）两系统关于控制信号的稳态误差和扰动稳态误差，并从中得出一般结论。

[image: alt]


图3.25　题3.11

3.12　系统的结构图如图3.26所示，试求：

（1）系统在单位阶跃信号作用下的稳态误差。

（2）系统在单位斜坡信号作用下的稳态误差。

（3）讨论Kn
 和K与误差间的关系。

[image: alt]


图3.26　题3.12

3.13　某系统的结构图如图3.27所示，试求：

（1）当输入信号为u（t）＝10t·1（t）时系统的稳态误差。

（2）当输入信号为u（t）＝（4＋6t＋3t2
 ）·1（t）时系统的稳态误差和动态误差。

[image: alt]


图3.27　题3.13


第4章　控制系统的频域分析法

内容提示：本章介绍了频率特性及其图解表示法，奈奎斯特稳定性判据及其推论等。

教学要求：掌握开环系统奈奎斯特（Nyquist）图和博德（Bode）图的绘制方法、频域内系统稳定性分析方法，弄清并熟记频域内系统性能指标的定义和意义。





第2章和第3章讨论了系统的时域数学模型（微分方程）和复域数学模型（传递函数）以及系统的时域分析方法。建立在微分方程基础上的时域分析方法，对于分析系统的稳定性、快速性及准确性等来说，无疑是十分有用的，然而用这种方法去解决实际工程问题，往往会遇到一些困难。主要困难在于：第一，许多实际系统的微分方程无法用时域分析法推演建立；第二，高阶微分方程不易求解；第三，当微分方程的解已经求得，而系统性能达不到预期性能指标要求时，难以从微分方程的解中判断出症结所在，当然也无法知道如何去调整结构和参数，以改善系统性能。因此，时域分析法在工程应用方面存在一定的局限性。

频率特性是在频域内描述系统动态特性的又一种数学模型。建立在此数学模型基础上的频率响应分析法是分析研究系统的又一种有效方法，被广泛应用于系统的稳定性分析、复杂系统的实验数学建模以及系统的综合与校正等方面。

4.1　频率特性定义

【问题】假设线性单元的传递函数为

[image: alt]


式中，Gx
 （s）的下角标x泛指线性单元（系统或元件）。

若输入正弦信号u（t）＝Rsinωt，稳定输出将如何变化？解决这一问题的技术路线与第3章的路线相同，即先求输出量的拉氏变换，再进行逆变换。

考虑到稳定的线性单元的极点不是负实数便是具有负实部的共轭复数，可如下假设n个极点：

s＝-si
 （si
 ＞0，i＝1，2，…，υ）（υ个负实数）

[image: alt]
 （η对具有负实部的共轭复数）

于是，传递函数式（4.1a）可化为

[image: alt]


当u（t）＝Rsinωt、[image: alt]
 时，由式（4.1b）可得

[image: alt]


将式（4.2a）展开成部分分式，得

[image: alt]


式中，ci
 （i＝1，2，…，υ）、di
 和ei
 （i＝1，2，…，η）以及q1
 和q2
 等均为待定系数。

对式（4.2b）进行拉氏逆变换，得

[image: alt]


式中，[image: alt]
 它们都是常数。

式（4.3a）即为线性单元对正弦输入信号u（t）＝Rsinωt的响应，当时间t→∞时，稳定输出为

[image: alt]


为求系数q1
 和q2
 ，对式（4.2b）两边同乘以s2
 ＋ω2
 并令s＝jω，考虑到s2
 ＋ω2
 ｜s＝jω
 是零因子，有

[image: alt]


式中，Gx
 （jω）是把传递函数Gx
 （s）中的复变量s代之以jω后形成的复变函数，其参变量是信号频率ω，即Gx
 （jω）＝Gx
 （s）｜s＝jω
 。

Gx
 （jω）可表示为实部与虚部之和，假设实部为Ux
 （ω）＝Re［Gx
 （jω）］、虚部为Vx
 （ω）＝Im
 ［Gx
 （jω）］，即有Gx
 （jω）＝Ux
 （ω）＋jVx
 （ω），则由式（4.4），可得

q1
 ＝RVx
 （ω）

q2
 ＝RωUx
 （ω）

把以上q1
 和q2
 的表达式代入式（4.3b），可得

[image: alt]


以上分析计算表明，任何一个传递函数为Gx
 （s）的稳定线性单元，若给它输入正弦信号，其稳定输出也是同频率的正弦信号，如图4.1所示，输出量的幅值和相位均与频率ω有关，输出量与输入量之间的幅值比及相位差分别为

[image: alt]


可见，Gx
 （jω）＝Gx
 （s）｜s＝jω
 是一个很重要的量，它的模和辐角分别等于输出量与输入量的幅值比和相位差。由于传递函数Gx
 （s）只与线性单元本身的结构和参数有关，所以复变函数Gx
 （jω）也必然只与单元本身的结构和参数有关，反映的是单元本身的固有特性，同时，Gx
 （jω）的自变量是频率ω，故称为频率特性（也称为频率传递函数），它的模Ax
 （ω）＝｜Gx
 （jω）｜、辐角φx
 （ω）＝∠Gx
 （jω）、实部Ux
 （ω）＝Re［Gx
 （jω）］、虚部Vx
 （ω）＝Im［Gx
 （jω）］分别称为幅频特性、相频特性、实频特性、虚频特性，它们都是频率ω的实函数，互相之间的关系为

[image: alt]
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图4.1　线性单元正弦输入／输出变化曲线示意图

【评注】当输入信号为u（t）＝R1
 sin（ω1
 t＋α）＋R2
 cos（ω2
 t＋β）时，稳定输出为

y（t）＝R1
 ｜Gx
 （jω1
 ）｜sin［ω1
 t＋α＋∠Gx
 （jω1
 ）］＋R2
 ｜Gx
 （jω2
 ）｜cos［ω2
 t＋β＋∠Gx
 （jω2
 ）］

【例4.1】　某单位反馈系统的结构图如图4.2所示，当输入信号为[image: alt]
 时，试求稳定输出。
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图4.2　某单位反馈系统结构图

解：

（1）系统的传递函数为

[image: alt]


（2）系统的频率特性、幅频特性和相频特性分别为

[image: alt]


由于输入信号频率为ω＝4，故

[image: alt]


（3）稳定输出函数为

[image: alt]


4.2　频率特性几何表示法

频率特性的数学表达式是以信号频率ω为参变量的复变函数。直接应用该复变函数进行系统分析和研究，显然很不方便。研究表明，系统频率特性的几何曲线形状与系统特性之间存在一定的对应关系，因此，工程上通常依据频率特性的几何曲线来分析和研究系统，而不是直接应用其数学表达式来分析研究系统。正是由于频率特性的几何曲线能够简单而直观地反映系统本身的固有特性，才使得频率特性在工程上占有重要地位，频率法的精髓也正在于此。

工程上最常用的频率特性几何曲线图是幅相频率特性图和对数频率特性图。

4.2.1　幅相频率特性图

幅相频率特性图又称奈奎斯特（Nyquist）图，简称奈氏图，是工程上最常用的频率特性几何表示法之一。

频率特性的极坐标表达式和直角坐标表达式分别为

[image: alt]


幅相频率特性图是在频率特性的复平面上描述Gx
 （jω）伴随着频率ω由0～∞连续变化而变化的曲线图。Gx
 （jω）的复平面是以实频特性Ux
 （ω）为横坐标、以虚频特性Vx
 （ω）为纵坐标的直角坐标平面，用Gx
 （jω）的简化符号［Gx
 ］标记。在该复平面上，对于任意给定的频率ω的值，Gx
 （jω）均可表示为一复矢量，该复矢量的极坐标为［Ax
 （ω），φx
 （ω）］，直角坐标为［Ux
 （ω），Vx
 （ω）］，即它的模和辐角就是幅频特性Ax
 （ω）和相频特性φx
 （ω），矢端点的横坐标和纵坐标就是实频特性Ux
 （ω）和虚频特性Vx
 （ω）。当频率ω从0值连续变化到∞时，在该复平面上可绘出无数个表示Gx
 （jω）的复矢量。把这些复矢量的矢端点光滑连接起来，就形成一条曲线，该曲线称为幅相频率特性曲线，也称为奈奎斯特曲线，简称奈氏曲线。

奈氏图在同一条曲线上同时给出了幅频持性Ax
 （ω）和相频特性φx
 （ω）随参变量ω变化而变化的规律，看起来直观、清楚，且其曲线形状含有系统型别和稳定性方面的信息，因此，被广泛应用于系统稳定性分析。

1．典型环节的幅相频率特性图

1）比例环节

比例环节的传递函数、频率特性及其幅频特性和相频特性分别为

G（s）＝K

G（jω）＝K

A（ω）＝｜G（jω）｜＝K

φ（ω）＝∠G（jω）＝0

显然，在复平面［G］上，G（jω）的奈氏曲线就是一个点，如图4.3所示。

2）积分环节

积分环节的传递函数、频率特性及其幅频特性、相频特性分别为

[image: alt]


当频率ω从0连续增大到∞时，由于相频特性值（极角）始终为常数[image: alt]
 而与之对应的幅频值（极半径）从A（0）＝∞连续变化到A（∞）＝0，所以积分环节的奈氏曲线为始于负虚轴无穷远处、终止于坐标原点的重合于负虚轴的直线，如图4.4所示。

【特征】始点极坐标［A（ω），[image: alt]
 终点极坐标[image: alt]


3）微分环节

微分环节的传递函数、频率特性及其实频特性、虚频特性分别为

G（s）＝s

G（jω）＝jω

U（ω）＝Re［G（jω）］＝0

V（ω）＝Im［G（jω）］＝ω

当频率ω从0连续增大到∞时，由于实频特性值始终为0，与之对应的虚频特性值从V（0）＝0连续变化到V（∞）＝∞，所以奈氏曲线为始于坐标原点，终止于正虚轴无穷远处的重合于正虚轴的直线，如图4.5所示。

【特征】始点极坐标[image: alt]
 终点极坐标[image: alt]


[image: alt]


图4.3　比例环节奈氏图

[image: alt]


图4.4　积分环节奈氏图

[image: alt]


图4.5　微分环节奈氏图

4）惯性环节

[image: alt]


由式（4.8e）和式（4.8f）可得

[image: alt]


在以U（ω）为横坐标、以V（ω）为纵坐标的G（jω）的复平面［G］上，上式是圆心在[image: alt]
 半径等于[image: alt]
 的位于第Ⅳ象限的半圆方程，其曲线沿顺时针方向变化，如图4.6所示。

[image: alt]


图4.6　惯性环节奈氏图

【特征】始点极坐标［A（ω），φ（ω）］＝（1，0°），终点极坐标[image: alt]


5）一阶微分环节

G（s）＝τs＋1

G（jω）＝1＋jτω

U（ω）＝Re［G（jω）］＝1

V（ω）＝Im［G（jω）］＝τω

当ω从0连续增大到∞时，由于横坐标U（ω）＝1，纵坐标从V（0）＝0连续变化到V（∞）＝∞，所以奈氏曲线为平行于虚轴的直线，如图4.7所示。

[image: alt]


图4.7　一阶微分环节奈氏图

【特征】始点极坐标［A（ω），φ（ω）］＝（1，0°），终点极坐标[image: alt]


6）振荡环节

[image: alt]


式中，无阻尼自然频率ωn
 和时间常数T互为倒数，即[image: alt]


按以上计算式可计算出幅相频率特性函数表，如表4-1所示。在复平面［G］上用极坐标［A（ωi
 ）、φ（ωi
 ）］描绘出复矢量G（jωi
 ）（i＝1，2，…），然后把这一系列复矢量的矢端点光滑连接起来，即得奈氏曲线，如图4.8所示。伴随着ω的增大，奈氏曲线沿顺时针方向变化。

表4-1　振荡环节的幅相频率特性函数表

[image: alt]


[image: alt]


图4.8　振荡环节奈氏图

从图4.8可以看出，当时间常数T一定而阻尼比ξ减小时，奈氏曲线的始点和终点位置不变而其他部位均向外延伸，且当ξ的值较小时，伴随着ω＝0连续变化到ω＝∞，幅频特性A（ω）＝｜G（jω）｜先由小到大变化，在某一频率处达到最大值，而后由大到小变化。这说明A（ω）＝｜G（jω）｜存在最大值，该最大值称为谐振峰值Mr
 ，对应的频率称为谐振频率ωr
 。谐振频率ωr
 和谐振峰值Mr
 可应用数学分析最大值的计算方法确定。

由[image: alt]
 可得

[image: alt]


把式（4.9）代入幅频特性计算式，可得

[image: alt]


从式（4.9）可以看出，振荡环节幅频特性存在最大值的条件是[image: alt]


【特征】奈氏曲线始点极坐标［A（ω），φ（ω）］＝（1，0°），终点极坐标（0，-π）。

【要点】当[image: alt]
 时，在[image: alt]
 处，幅频特性存在最大值[image: alt]
 [image: alt]


7）二阶微分环节

[image: alt]


根据以上计算式，仿照振荡环节奈氏图的绘图方法，可绘出如图4.9所示沿逆时针方向变化的奈氏曲线。

[image: alt]


图4.9　二阶微分环节奈氏图

【特征】始点极坐标［A（ω），φ（ω）］＝（1，0°），终点极坐标（-∞，π）。

【评注】当[image: alt]
 时，在频率[image: alt]
 处，幅频特性取得最小值[image: alt]


8）延滞环节

G（s）＝e-τs


G（jω）＝e-jτω
 ＝cosτω－jsinτω

A（ω）＝｜G（jω）｜＝1

φ（ω）＝∠G（jω）＝-τω

U（ω）＝Re［G（jω）］＝cosτω

V（ω）＝Im［G（jω）］＝-sinτω

实频特性与虚频特性之间的关系为

U2
 （ω）＋V2
 （ω）＝1

从以上计算式不难看出，延滞环节的奈氏曲线为始于正实轴、按顺时针方向变化的无穷多个周而复始的单位圆，如图4.10所示。

[image: alt]


图4.10　延滞环节奈氏图

2．开环系统的幅相频率特性图

开环系统的幅相频率特性计算方法和几何曲线绘图方法与典型环节的对应方法完全相同。

假设开环系统的传递函数为

[image: alt]


则

[image: alt]


【要点】开环系统的幅频值等于其各组成环节的幅频值之积，相频值等于其各组成环节的相频值之和。

【例4.2】　设开环系统的传递函数为

[image: alt]


试绘制其奈氏图。

解：

由给定传递函数可知，这是一个由时间常数为2的标准惯性环节和增益为10的比例环节串联而成的开环系统，其频率特性及其相应的幅频特性、相频特性、实频特性和虚频特性分别为

[image: alt]


实频特性与虚频特性之间的关系为

[image: alt]


在以Uk
 （ω）为横坐标轴、以Vk
 （ω）为纵坐标轴的开环频率特性Gk
 （jω）的复平面［Gk
 ］上，按上式可绘出圆心在（5，0）、半径为5的位于第Ⅳ象限的半圆，如图4.11曲线Ⅰ所示。

【要点】增加比例环节，只改变奈氏曲线幅面而不改变奈氏曲线形状，这是由于增加比例环节只能改变幅频特性（增大K倍）而不能改变相频特性之故。
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图4.11　开环系统奈氏图

【例4.3】　设开环系统的传递函数为

[image: alt]


试绘制其奈氏图。

解：

本例可视为由例4.2开环系统串联一个时间常数为3的标准惯性环节而成的开环系统。其频率特性、幅频特性和相频特性分别为

[image: alt]


根据以上计算式可计算建立幅相频率特性函数表，如表4-2所示，根据该表可绘出奈氏曲线，如图4.11所示，该图中的曲线3是传递函数为[image: alt]
 的奈氏曲线。

表4-2　幅相频率特性函数表

[image: alt]


把图4.11中曲线1、2和3及其对应的传递函数进行比较，可以看出，三条曲线的始点相同而终点不同，每增加一个惯性环节，奈氏曲线的终点就旋转[image: alt]
 由此可得如下结论：

【要点】　增加一个标准的惯性环节，将使奈氏曲线终点旋转[image: alt]
 而始点保持不变。这是由开环幅相频率特性计算式（4.11a）～式（4.11d）和惯性环节奈氏曲线的特征决定的。

【例4.4】　设开环系统的传递函数为

[image: alt]


试绘制其奈氏图。

解：

本例可视为由例4.2开环系统串联一个积分环节后得到的Ⅰ型系统，其频率特性、幅频特性和相频特性分别为

[image: alt]


根据以上计算式可计算建立幅相频率特性函数表，如表4-3所示。根据该表绘出的奈氏曲线如图4.12（a）曲线Ⅰ所示，该图中的曲线Ⅱ是传递函数为[image: alt]
 的奈氏曲线。

表4-3　幅相频率特性表
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[image: alt]


图4.12　奈氏图

比较图4.11曲线Ⅰ与图4.12曲线Ⅰ、Ⅱ及其对应的传递函数，可以看出：

【要点】每增加一个积分环节，奈氏曲线就旋转[image: alt]
 且始点被转移到距离复平面原点无穷远处。

从图4.12（a）可以看出，对于非0型系统，由于其开环传递函数有零极点，其频率特性在ω＝0处不连续，所以其开环幅相频率特性曲线的始点位于距离原点无穷远处，无法在有限的复平面上表示出来。为了表达ω＝0附近的相频特征，通常用一段能反映ω＝0部位相频特征的示意曲线作为奈氏图的低频段曲线，将该示意曲线与奈氏曲线的中频段圆滑连接起来，可形成一条概略奈氏曲线。图4.12（b）就是图4.12（a）的概略图。

【例4.5】　设开环系统的传递函数为
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试绘制其奈氏图。

解：

本例可视为由例4.2开环系统串联一个时间常数等于3、阻尼比等于0.5的标准振荡环节后得到的开环系统，其频率特性、幅频特性和相频特性分别为
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按以上计算式绘出的奈氏曲线如图4.13曲线Ⅰ所示。

[image: alt]


图4.13　奈氏曲线图

把图4.13曲线Ⅰ与图4.11曲线Ⅰ及其传递函数进行比较，可得如下结论：

【要点】增加一个标准的振荡环节，将使奈氏曲线的终点旋转-π而始点保持不变。

在绘制奈氏曲线时，通常并不要求很高的绘图精度，除了坐标轴附近要精确绘制外，其余部位一般无须精确绘制。于是就产生这样一个问题：当频率ω等于多少时，奈氏曲线穿过坐标轴呢？这个问题很容易解决，因为奈氏曲线穿过坐标轴时的相频值是一定的。例如，在本例中，由于奈氏曲线穿过负实轴时的相频值为-π，所以对应的频率必满足如下频率方程：
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解该方程，得
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把[image: alt]
 代入幅频特性计算式，可求得奈氏曲线穿过负实轴时的幅频特性，即
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显然，[image: alt]


【例4.6】　设开环系统的传递函数为
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试绘制其奈氏图。

解：

本例可视为由例4.5开环系统串联一个时间常数等于3的标准一阶微分环节后得到的开环系统，其频率特性、幅频特性和相频特性分别为
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按以上计算式绘出的奈氏曲线如图4.13曲线Ⅱ所示。

把图4.13曲线Ⅰ、曲线Ⅱ及其传递函数进行比较，可得如下结论：

【要点】增加一个标准的一阶微分环节，将使奈氏曲线的终点旋转[image: alt]
 而始点保持不变。

【评注】0型系统奈氏曲线始点位于正实轴上，始点的极坐标为

Ak
 （0）＝｜Gk
 （j0）｜＝K

φk
 （0）＝∠Gk
 （j0）＝0

λ（λ＞0）型系统奈氏曲线始点位于无穷远处，始点极坐标为

[image: alt]


反过来看：当奈氏曲线的始点位于正实轴上时，系统为0型；当位于负虚轴无穷远处时，系统为Ⅰ型；当位于负实轴无穷远处时，系统为Ⅱ型。

奈氏曲线的终点含有系统组成环节的信息，在已知系统类型的情况下，根据终点可判定组成环节。

【例4.7】　图4.14（a）、图4.14（b）、图4.14（c）分别为开环无零点系统的开环奈氏图，试写出它们各自对应的传递函数的一般形式（开环放大倍数用K表示，时间常数用T1
 、T2
 、T3
 等表示）。

解：

（1）根据奈氏图始点的位置，可以断定图4.14（a）对应的是0型系统，图4.14（b）和图4.14（c）对应的分别是Ⅰ型和Ⅱ型系统。

（2）由于开环无零点，所以根据奈氏图终点的相频值和已确定的系统型别，不难断定：图4.14（a）所示0型系统含有三个惯性环节或一个惯性环节加一个振荡环节，即

[image: alt]
 或[image: alt]


同理，可断定图4.14（b）Ⅰ型系统的传递函数为

[image: alt]
 或[image: alt]


图4.14（c）Ⅱ型系统的传递函数为

[image: alt]
 或[image: alt]
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图4.14　开环奈氏图

4.2.2　对数频率特性图

对数频率特性图又称博德（Bode）图，是工程上广泛使用的又一种表示频率特性的几何曲线图，该图由两张图组成，一张是表示幅频特性的对数随频率ω变化而变化的曲线图，称为对数幅频特性曲线图；另一张是表示相频特性随ω变化而变化的曲线图，称为对数相频特性曲线图。

对数幅频特性定义为

[image: alt]


式中，Lx
 （ω）表示对数幅频，其单位是dB，称为分贝。

对数相频特性定义为

[image: alt]


对数频率特性图的坐标系是半对数直角坐标系，横坐标为频率ω，按lgω分度，标注时习惯上只标频率值，纵坐标分别为对数幅频Lx
 （ω）和对数相频φx
 （ω），按线性均匀分度，如图4.15所示。这种半对数坐标系有如下特点：

（1）在横坐标轴上任取两点ω1
 和ω2
 ，只要满足[image: alt]
 那么该两点间的距离为1个单位，即[image: alt]
 换言之，在横坐标轴上，频率每变化10倍，该频率范围（即频程）覆盖的长度为1个单位，因此，把该频率范围称为1个10倍频程，记作1dec。例如，频率1～10或频率100～1000所覆盖的长度均为1个单位（即频程为1dec）。

（2）在横坐标轴上任取两点ω1
 和ω2
 ，只要满足[image: alt]
 （频率增大1倍），则该两点间的距离为0.301个单位，即[image: alt]
 为此把0.301个单位长度所覆盖的频率范围称为1个倍频程，记作1oct。例如，频率1～2或频率100～200的频率范围都是1oct，它们在横坐标轴上的长度均为0.301个单位。

（3）横坐标值的变化范围比纵坐标值的变化范围大得多。

从式（4.12b）可以看出，对数相频特性的表达式就是相频特性的表达式，与对数本无关系，只因其曲线绘制在半对数直角坐标系中，故才称其为对数相频特性。

[image: alt]


图4.15　对数频率特性图

由式（4.12a）和式（4.12b）可知，对数幅频特性Lx
 （ω）和对数相频特性φx
 （ω）都是以频率为变量的单值实函数，故任意给定一个频率值ωi
 ，必然唯一确定一个对数幅频值Lx
 （ωi
 ）和对数相频值φx
 （ωi
 ），在对数幅频直角坐标系中，坐标［ωi
 ，Lx
 （ωi
 ）］唯一确定一个点，在对数相频直角坐标系中，坐标［ωi
 ，φx
 （ωi
 ）］也唯一确定一个点，如图4.15所示。当在所研究的频率范围内取一系列不同频率ω＝ωi
 （i＝1，2，…）时，在这两个半对数直角坐标系中，就可确定一系列这样的点，把这些点光滑连接起来所形成的曲线就是对数频率特性曲线。

Bode图绘图容易，且其近似曲线含有系统组成环节和系统特性方面的信息，便于系统校正和综合，故在工程上应用最为广泛。

1．典型环节的对数频率特性图

1）比例环节

比例环节的对数幅频特性和对数相频特性分别为

L（ω）＝20lg｜G（jω）｜＝20lgK（dB）

φ（ω）＝∠G（jω）＝0

显然，对数幅频特性曲线为直线，对数相频特性曲线与0°线重合，如图4.16所示。

2）积分环节

积分环节的对数幅频特性和对数相频特性分别为

L（ω）＝20lg｜G（jω）｜＝-20lgω（dB）

φ（ω）＝∠G（jω）＝-90°

由于对数频率特性图的横坐标按lgω分度，所以，积分环节的对数幅频特性曲线为一条直线，如图4.17所示，该直线与0dB线交于ω＝1处，其斜率为

[image: alt]


式中，SL表示对数幅频特性曲线的斜率；∆lgω表示对数幅频曲线上任意两点间横坐标的变化量；∆L（ω）表示在横坐标区间∆lgω内纵坐标L（ω）的变化量；[image: alt]
 表示对数幅频（纵坐标）关于频率对数（横坐标）的导数。

积分环节的对数相频特性曲线与-90°线重合，如图4.17所示。

【要点】[image: alt]
 的意义：ω每增大1个10倍频程，对数幅频减小20dB，亦即横坐标每增大1个长度单位，纵坐标下降20dB。
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图4.16　比例环节Bode图

[image: alt]


图4.17　积分和微分环节Bode图

3）微分环节

微分环节的对数幅频特性和对数相频特性分别为

[image: alt]


微分环节的对数幅频特性曲线为一条直线，如图4.17所示，该直线与0dB线交于ω＝1处，其斜率为

[image: alt]


微分环节的对数相频特性曲线与90°线重合，如图4.17所示。

从图4.17可以看出，积分环节与微分环节两者的对数频率特性曲线关于横坐标轴呈镜像对称。

【要点】[image: alt]
 的意义：ω每增大1个10倍频程，对数幅频增大20dB，亦即横坐标每增大1个长度单位，纵坐标上升20dB。

4）惯性环节

[image: alt]


在所研究的频率范围内，任意给定频率ω＝ωi
 （i＝1，2，…），按以上两式可计算出对应的对数幅频值L（ωi
 ）（i＝1，2，…）和对数相频值φ（ωi
 ）（i＝1，2，…）。在对数幅频半对数直角坐标系中，每一对坐标［ωi
 ，L（ωi
 ）］（i＝1，2，…）可确定一个点，把这些点光滑连接起来，即得对数幅频曲线；同理，在对数相频半对数直角坐标系中，每一对坐标［ωi
 ，φ（ωi
 ）］（i＝1，2，…）可确定一个点，把这些点光滑连接起来，即得对数相频特性曲线。

按以上方法绘制的对数频率特性曲线虽比较精确，但一方面绘图工作烦琐，另一方面这样绘制的曲线无明显特征，反映不出环节特点，所以，工程上一般不用这种精确曲线，而广泛采用近似曲线。下面介绍对数幅频特性近似曲线的绘制方法。

（1）低频渐近线。当[image: alt]
 （即ωT≪1）时

[image: alt]


式中，[image: alt]
 为L（ω）的近似值。

在对数幅频半对数直角坐标系中，按上式可确定一条与0dB线重合的直线，如图4.18（a）所示。

（2）高频渐近线。当[image: alt]
 （即ωT≫1）时

[image: alt]


在对数幅频半对数直角坐标系中，按上式可确定一条斜率为-20dB/dec的直线，如图4.18（a）所示。

低频渐近线与高频渐近线在[image: alt]
 处相交，形成一折线，该折线就是近似的对数幅频特性曲线，折线转折点的频率[image: alt]
 称为转折频率（或转角频率），如图4.18（a）所示。

[image: alt]


图4.18　惯性环节和一阶微分环节Bode图

在大多数情况下，近似曲线能满足工程精度要求，在进行系统分析和综合时通常直接使用近似曲线而不用精确曲线。如果需要较精确的曲线，只需对近似曲线进行修正即可。

对近似曲线的修正方法有两种，一种是在转折频率附近，按精确公式用前述描点法绘出精确曲线，再把该精确曲线与低、高频渐近线平滑连接起来即可；另一种是利用现成的误差曲线进行修正。下面介绍第二种修正方法。

对数幅频特性近似曲线的误差为

[image: alt]


式中，Le
 （ω）为对数幅频特性近似曲线的误差。

根据上式绘制的误差曲线如图4.18（b）所示，该误差曲线图通常可在有关专业手册中查取。从该图可以看出，用近似曲线代替精确曲线所产生的误差，在转折频率附近较大，在低频和高频较小。

由误差计算公式可得

[image: alt]


这表明把对数幅频特性近似曲线与误差曲线相叠加，即得精确的对数幅频特性曲线。据此，欲绘制较精确的对数幅频特性曲线图，只需先绘出其近似曲线图，再用误差曲线图进行叠加修正即可，如图4.18（a）所示。

惯性环节的对数相频特性曲线如图4.18（a）所示。

【特征】对数幅频特性曲线：在[image: alt]
 处，近似曲线的斜率由0变为-20dB/dec，斜率变化量为-20dB/dec。

对数相频特性曲线：低频渐近线与0°线重合，高频渐近线与-90°线重合。

5）一阶微分环节

[image: alt]


一阶微分环节与惯性环节两者的对数频率特性的表达式互为反正负号，因此，当时间常数相等（即当T＝τ）时，它们的对数频率特性曲线关于横坐标轴呈镜像对称，如图4.18（a）所示。

一阶微分环节与惯性环节两者的对数幅频特性近似曲线的误差也互为反正负号。因此，可借用惯性环节的对数幅频特性误差曲线来修正一阶微分环节的对数幅频特性近似曲线，但必须反号使用。

【特征】对数幅频特性曲线：在转折频率[image: alt]
 近似曲线斜率由0突变为+20dB/dec，斜率变化量为+20dB/dec。

对数相频特性曲线：低频渐近线与0°线重合，高频渐近线与+90°线重合。

6）振荡环节

[image: alt]


振荡环节对数幅频特性近似曲线的绘制方法与惯性环节对数幅频特性近似曲线的绘制方法完全相同。

当[image: alt]
 （即ωT≪1）时，有

[image: alt]


当[image: alt]
 （即ωT≫1）时，有

[image: alt]


在对数幅频半对数直角坐标系中，低频渐近线与0dB线重合，高频渐近线为斜率等于-40dB/dec的一条直线。低频渐近线与高频渐近线相交于转折频率[image: alt]
 处，形成一折线，该折线即为振荡环节的对数幅频特性近似曲线，如图4.19（a）所示。

对数幅频特性近似曲线的误差曲线如图4.19（b）所示。从该图可以看出，近似曲线的误差在转折频率附近较大，在低频和高频较小，且阻尼比越小，误差越大。

当需要精确曲线时，可对近似曲线进行修正，修正方法同上。

振荡环节的对数相频特性曲线如图4.19（a）所示。

【特征】对数幅频特性曲线：在[image: alt]
 处，近似曲线斜率由0突变为-40（dB/dec），斜率变化量为-40（dB/dec）。

对数相频特性曲线：低频渐近线与0°线重合，高频渐近线与-180°线重合。

[image: alt]


图4.19　振荡环节Bode图

【评注】当ξ≤0.707时，振荡环节精确的对数幅频曲线存在凸峰，该凸峰处的频率为谐振频率[image: alt]
 对数幅频值为[image: alt]


显然，在近似曲线中，阻尼比的信息完全消失了，这会给系统辨识带来误差。

7）二阶微分环节

[image: alt]


二阶微分环节与振荡环节两者的对数频率特性的表达式互为反正负号，因此，当它们的结构特征参数相等时，即当T＝τ、ξ＝ζ时，它们的对数频率特性曲线关于横坐标轴呈镜像对称。

二阶微分环节的对数频率特性曲线如图4.20所示，对数幅频特性近似曲线也是由低频渐近线与高频渐近线连接而成的折线，低频渐近线与0dB线重合、高频渐近线是斜率等于+40dB/dec的直线。

二阶微分环节与振荡环节两者的对数幅频特性近似曲线的误差也互为反正负号。因此，可借用振荡环节的对数幅频特性误差曲线来修正二阶微分环节的对数幅频特性近似曲线，但必须反号使用。

【特征】对数幅频特性曲线：在转折频率[image: alt]
 处，近似曲线斜率由0突变为+40（dB/dec），斜率变化量为+40（dB/dec）。

对数相频特性曲线：低频渐近线与0°线重合，高频渐近线与180°线重合。

【评注】当[image: alt]
 时，精确的对数幅频特性曲线存在凹谷，该凹谷处的频率为[image: alt]
 对数幅频值为[image: alt]


显然，在近似曲线中，参数ζ的信息完全消失了，这会给系统辨识带来误差。
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图4.20　二阶微分环节Bode图

8）延滞环节

L（ω）＝20lg｜G（jω）｜＝0（dB）

φ（ω）＝∠G（jω）＝-τω

延滞环节的对数频率特性曲线如图4.21所示。
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图4.21　延滞环节Bode图

以上介绍了八种典型环节的对数频率特性曲线。为便于观察对比和引用，在图4.22中绘出了六种典型环节的对数幅频特性示意曲线。
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图4.22　典型环节对数幅频特性曲线示意图

2．开环系统的对数频率特性图

假设开环系统的传递函数为
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则

[image: alt]


【要点】开环系统的对数频率特性等于其组成环节的对数频率特性的叠加，因此，其对数频率特性曲线可由各组成环节的对数频率特性曲线叠加而得。

【例4.8】　设开环传递函数为

[image: alt]


试绘制Bode图。

解：

该开环系统由积分环节、一阶微分环节、惯性环节和振荡环节组成。为直接利用前面典型环节Bode图的有关结论，首先把组成环节传递函数化为标准形式，即
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为了叙述方便，如下标记各组成环节的传递函数和对数频率特性：

积分环节
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振荡环节
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惯性环节
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一阶微分环节
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分别绘出以上各环节的对数频率特性曲线，再把它们叠加，即得开环系统对数频率特性曲线，如图4.23（a）所示。

【特征1】开环系统对数幅频特性曲线是由一些直线连接而成的折线，其转折频率仍为各组成环节的转折频率，而且，在任意一个转折频率ωi
 处，斜率发生突变，斜率变化量恰好是ωi
 对应的那个环节的对数幅频特性曲线的斜率变化量。因此，开环系统对数幅频特性曲线前后相邻两线段的斜率之间存在如下关系：
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式中，SLi
 和SLi＋1
 分别为前后相邻的第i段和第i＋1段曲线的斜率；∆SLi
 为在第i个转折频率ωi
 处开环对数幅频特性曲线的斜率变化量。∆SLi
 的具体数值如下：

当ωi
 是惯性环节的转折频率时，∆SLi
 ＝-20dB/dec；

当ωi
 是振荡环节的转折频率时，∆SLi
 ＝-40dB/dec；

当ωi
 是一阶微分环节的转折频率时，∆SLi
 ＝+20dB/dec；当ωi
 是二阶微分环节的转折频率时，∆SLi
 ＝+40dB/dec。

例如，在本例中，由于[image: alt]
 是振荡环节的转折频率，在该频率处，振荡环节对数幅频曲线的斜率有-40dB/dec的突变量，所以，在[image: alt]
 处，开环对数幅频特性曲线也发生转折，斜率突变量也是-40dB/dec。
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图4.23　开环系统的Bode图

【特征2】对数幅频低频曲线只取决于比例、积分和微分三种环节，而与其他环节无关。这是由于惯性、一阶微分、振荡和二阶微分等环节的对数幅频低频渐近线与0dB线重合之故（见图4.22）。因此，0型系统的低频渐近线是平行于横轴的直线，Ⅰ型系统的低频渐近线是斜率为-20dB/dec的直线，Ⅱ型系统的低频渐近线是斜率为-40dB/dec的直线，等等。这可用数学式来描述，即λ型系统低频渐近线及其斜率的表达式分别为
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式中，K为开环增益；λ为开环系统含积分环节的个数；ω1
 为数值最小的转折频率。

同理，当开环系统含有δ重微分环节时，低频渐近线及其斜率的表达式分别为
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曲线叠加法的优点是技术路线简单明了、概念清楚，缺点是在叠加曲线时容易出错。下面介绍另外一种绘图方法。

根据开环系统对数幅频特性曲线的特征并考虑到平面上直线与直线的叠加仍为直线，由叠加形成的直线的斜率等于各直线的斜率之和，开环Bode图绘图步骤和方法如下：

（1）依照典型环节传递函数标准形式把开环传递函数化为标准形式。

（2）确定各典型环节的转折频率，并从小到大依次记为ω1
 ，ω2
 ，…。

（3）根据式（4.15）和式（4.16）［当有微分环节时用式（4.17）和式（4.18）］绘出低频渐近线。显然，低频渐近线终止于ω＝ω1
 处，其终点也是第二段曲线的始点。

（4）由于平面直线可由直线斜率和直线上任意一点唯一确定，所以，第二段曲线始于第一段曲线的终点，其斜率满足式（4.14）。

按上述步骤如法炮制，可绘出其余各段曲线。

按照以上步骤绘制的例4.8开环系统的对数幅频特性曲线如图4.23（b）所示。图中，对数幅频特性曲线旁边的标注符号-1、-3和-4等是表示曲线斜率的数字符号，把这些数字乘以+20dB/dec，就是曲线的斜率值。这是工程上常用的一种曲线斜率的表示法，其优点是可使标注简化、图面整洁。

【例4.9】开环传递函数为
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试绘制对数幅频特性曲线图。

解：

（1）把开环传递函数化为标准形式。
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（2）确定各组成环节的对数幅频特性曲线的转折频率。

惯性环节　　　　　　ω1
 ＝40

一阶微分环节　　　　ω2
 ＝100

振荡环节　　　　　　ω3
 ＝200

（3）绘制低频渐近线。

本例为Ⅱ型系统，根据式（4.15），低频渐近线的表达式为

Lk
 （ω）＝20lg80－2×20lgω　（ω≤ω1
 ＝40）

据此，不难绘出低频渐近线。显然，低频渐近线的斜率为SL1
 ＝-40dB/dec，该渐近线的终点频率为ω1
 ＝40，如图4.24所示。

（4）绘制其余各段曲线（见图4.24）。

ω1
 ＝40是惯性环节的转折频率，在此频率处，开环对数幅频特性曲线的斜率变化量应为∆SL1
 ＝-20dB/dec，因此，第二段曲线的斜率为

SL2
 ＝SL1
 ＋∆SL1
 ＝-60（dB/dec）

以低频渐近线的终点为始点，按斜率SL2
 ＝-60dB/dec可绘出第二段曲线。第二段曲线的终点频率为ω2
 ＝100。

同理，因ω2
 ＝100是一阶微分环节的转折频率，故

∆SL2
 ＝+20（dB/dec）

SL3
 ＝SL2
 ＋∆SL2
 ＝-40（dB/dec）

以第二段曲线的终点为始点，按斜率SL3
 ＝-40dB/dec可绘出第三段曲线。第三段曲线的终点频率为ω3
 ＝200。

ω3
 ＝200对应于振荡环节的转折频率，故

∆SL3
 ＝-40（dB/dec）

SL4
 ＝SL3
 ＋∆SL3
 ＝-80（dB/dec）

以第三段曲线的终点为始点，按斜率SL4
 ＝-80dB/dec可绘出高频渐近线。
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图4.24　开环系统的Bode图

【要点】开环对数幅频特性近似曲线低频段斜率反映了系统型别，纵坐标位置反映了开环增益大小，转折频率及对应的斜率变化量含有其他组成环节的信息，这为运用频率特性实验分析法确定被测对象的传递函数提供了理论依据。

3．由对数频率特性曲线图确定对应的传递函数

在系统综合和系统辨识中，经常会遇到根据Bode图确定其对应传递函数的问题。这个问题是上述问题的逆问题，解决问题的方法可由上述方法经变通而得。下面举例予以说明。

【例4.10】　假设某最小相位开环系统的对数幅频特性曲线如图4.25所示，试求其对应的传递函数。

解：

（1）环节识别。

①确定转折频率：

从图4.25容易看出，转折频率为

ω1
 ＝5　　ω2
 ＝10　　ω3
 ＝100

②识别低频段因子：

当ω＜ω1
 ＝5时，L（ω）的斜率为-20dB/dec，据此判断，G（s）必含因子[image: alt]


③识别中高频段因子：

在ω1
 ＝5处，L（ω）的斜率有∆SL1
 ＝SL2
 －SL1
 ＝-20（dB/dec）突变量，据此判断，G（s）含因子[image: alt]


在ω2
 ＝10处，L（ω）的斜率变化量为∆SL2
 ＝SL3
 －SL2
 ＝+20（dB/dec），由此可知，G（s）含有因子[image: alt]


在ω3
 ＝100处，L（ω）的斜率有∆SL3
 ＝SL4
 －SL3
 ＝-20（dB/dec）突变量，因此，G（s）含因子[image: alt]


至此，系统所含环节已识别完毕。根据各环节的数学因子，可写出传递函数表达式，即
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图4.25　对数幅频特性曲线图

（2）确定增益K。

从图4.25可以看出，因低频对数幅频特性曲线与0dB线交于ω＝100（s-1
 ）处，且系统传递函数只含一个积分因子，故根据式（4.15），有

L（100）＝20lgK－20lg100＝0dB

从而可得K＝100。

于是
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【例4.11】　求前面图4.24所示对数频率特性曲线对应的开环系统的传递函数。

解：

（1）环节识别。

低频段ω1
 ≤40，SL1
 ＝-40（dB），故Gk
 （s）含[image: alt]


由转折频率和斜率变化量识别Gk
 （s）所含其他因子，

由ω1
 ＝40及其对应的∆SL1
 ＝-20dB/dec，可知Gk
 （s）含[image: alt]


由ω2
 ＝100及其对应的∆SL2
 ＝20dB/dec，可知Gk
 （s）含[image: alt]


由ω3
 ＝200及其对应的∆SL3
 ＝-40dB/dec，可知Gk
 （s）含[image: alt]


从而可得

[image: alt]


（2）确定增益K。

从图4.24可以看出，Lk
 （10）＝20lg0.8dB，考虑到传递函数含两个积分因子，根据式（4.15），有

Lk
 （10）＝20lgK－20×2lg10＝20lg0.8dB

从而可得K＝80。

于是
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【评注】在ω3
 ＝200、∆SL3
 ＝-40dB/dec处，Gk
 （s）可取因子[image: alt]
 也可取[image: alt]
 但因渐近线不含阻尼比的信息，取后者时无法确定ξ，故本例取前者。

当对数幅频特性近似曲线在频率ωi
 处的斜率变化量为+40dB/dec时，也会遇到选[image: alt]
 还是选[image: alt]
 的问题。

4.3　闭环系统的频率特性

4.3.1　闭环系统的频率特性

闭环系统频率特性的计算方法与典型环节及开环系统的频率特性的计算方法完全一样，只不过所依据的传递函数不同罢了。

对于如图4.26所示的单回路闭环系统，其闭环传递函数和频率特性及其幅频特性和相频特性分别为
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式中，Gk
 （s）＝G（s）H（s）和Gk
 （jω）＝G（jω）H（jω）分别为开环传递函数和开环频率特性。
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图4.26　单回路闭环系统结构图

4.3.2　控制系统频域性能指标

频率特性给出了在不同频率下系统稳定输出的振幅和相位的全部信息。因此，系统的稳定性和响应速度必能用频率特性的一些特征量来表征。在频域内描述系统动态品质的这些特征量就是频域性能指标。这些频域性能指标与第3章介绍的时域性能指标之间存在内在联系。

1．谐振频率ωr
 和谐振峰值Mr


系统幅频特性的最大值称为谐振峰值，记为Mr
 ；相应的频率称为谐振频率，记为ωr
 。

系统的幅频特性Ab
 （ω）＝｜Gb
 （jω）｜是频率ω的单值实函数。典型的系统幅频特性曲线和对数幅频特性曲线如图4.27所示。从该图可以看出，Ab
 （ω）＝｜Gb
 （jω）｜随ω的变化而变化，当ω＝ωr
 时，取得最大值Mr
 ＝Ab
 （ωr
 ）＝maxAb
 （ω）。根据定义，该最大幅频特性值及其对应的频率就是谐振峰值和谐振频率。
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图4.27　典型系统的幅频特性曲线和对数幅频特性曲线

显然，谐振频率的数学定义式为
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谐振峰值的数学定义式为
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谐振频率和谐振峰值的物理意义：对于一定振幅的正弦输入信号u（t）＝Rsinωt，系统的稳定输出为y（t）＝RAb
 （ω）sin［ωt＋∠φb
 （ω）］，当频率ω变化时，稳定输出的振幅y（t）｜＝RAb
 （ω）＝R｜Gb
 （jω）｜将随之发生变化，在ω＝ωr
 处，输出振幅取得最大值max｜y（t）｜＝RAb
 （ωr
 ）＝RMr
 。在电信技术中，这种现象称为谐振现象。

对于如图4.28所示的二阶系统，其传递函数和频率特性分别为
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图4.28　二阶系统结构图

显然，该二阶系统的数学模型与振荡环节的数学模型相同，故由前面的讨论可知：
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谐振频率ωr
 是表征系统响应速度的一个性能指标。以二阶系统为例，根据式（4.21），其无阻尼自然频率ωn
 与谐振频率ωr
 之间的关系为[image: alt]


把式（4.23）代入式（3.16）和式（3.21），可得
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由此可见，谐振频率ωr
 的值越大，系统的峰值时间tp
 和调整时间ts
 越小，因而系统响应速度越快；反之，情况相反。

谐振峰值Mr
 是表征系统相对稳定性的一个性能指标，其值越大，系统的相对稳定性和过渡过程的平稳性越差；反之，其值越小，系统的相对稳定性和过渡过程的平稳性越好。这一观点将在后面予以证实。

【评注1】谐振峰值不是输出信号振幅的最大值，而是输出信号振幅与输入信号振幅之比值的最大值，即
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【评注2】给一个二阶系统分别输入振幅相同而频率不同的两个信号u1
 （t）＝Rsin（ω1
 t）和u2
 （t）＝Rsin（ωr
 t）（其中ω1
 ≠ωr
 ），如果对应的稳定输出分别为y1
 （t）＝C1
 sin（ω1
 t＋φ1
 ）和y2
 （t）＝C2
 sin（ωr
 t＋φ2
 ），那么C1
 ＜C2
 。

2．截止频率ωb
 和带宽BW

系统的截止频率ωb
 是系统幅频特性值下降到0.707时的频率，或对数幅频特性值衰减到-3dB时的频率，如图4.27所示。

显然，截止频率ωb
 的数学定义为
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或
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截止频率ωb
 的物理意义：系统对正弦输入信号u（t）＝Rsinωt的稳定输出的振幅｜y（t）｜＝RAb
 （ω）＝R｜Gb
 （jω）｜随ω的变化而变化，当ω大于某个频率值后，稳定输出振幅｜y（t）｜＝RAb
 （ω）＝R｜Gb
 （jω）｜随ω的进一步增大而不断衰减。当ω＝ωb
 时，幅频特性值Ab
 （ωb
 ）就衰减到0.707，因而稳定输出振幅就衰减到｜y（t）｜＝RAb
 （ωb
 ）＝0.707R；当ω＞ωb
 时，｜y（t）｜＝RAb
 （ω）＜0.707R。这表明，把频率高于ωb
 的正弦信号输入系统，其输出信号振幅比输入信号振幅小得多。

对二阶系统，根据截止频率的定义，有
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或
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因而可得
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截止频率ωb
 是表征系统响应速度和高频噪声抑制能力的一个性能指标。以二阶系统为例，把式（4.28）代入式（3.16）和式（3.21），可得
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由此可见，截止频率ωb
 越大，系统的峰值时间tp
 和调整时间ts
 越小，因而系统响应速度越快；反之，情况相反。

另一方面，截止频率ωb
 越大，高频噪声就越易通过系统，因而系统抑制高频噪声的能力就越弱；反之，ωb
 越小，系统抑制高频噪声的能力就越强。

系统的带宽BW是系统对数幅频特性值不低于-3dB的频率范围。对于具有如图4.27所示幅频特性的典型系统，带宽BW为0～ωb
 的频率范围。因此，带宽BW也是表征系统响应速度和高频噪声抑制能力的一个性能指标，其值越大，系统响应速度越快而抑制高频噪声的能力越弱；反之，其值越小，系统的响应速度越慢而抑制高频噪声的能力越强。

【评注】给一个二阶系统分别输入振幅相同而频率不同的三个信号u1
 （t）＝Rsin（ω1
 t）、u2
 （t）＝Rsin（ωb
 t）和u3
 （t）＝Rsin（ω3
 t），其中ω1
 是系统带宽内的任一频率，ω3
 是系统带宽外的任一频率，如果对应的稳定输出分别为y1
 （t）＝c1
 sin（ω1
 t＋φ1
 ）、y2
 （t）＝c2
 sin（ωb
 t＋φ2
 ）和y3
 （t）＝c3
 sin（ω3
 t＋φ3
 ），那么c1
 ＞c2
 ＞c3
 。

4.4　最小相位传递函数与最小相位系统

凡是在［s］右半部没有零点和极点的传递函数称为最小相位传递函数，由最小相位传递函数所描述的系统（或单元）称为最小相位系统（或单元）；反之，凡是在［s］右半部有零点或极点的传递函数称为非最小相位传递函数，由非最小相位传递函数所描述的系统（或单元）称为非最小相位系统（或单元）。

在所有具有相同幅频特性的稳定系统中，最小相位系统的相位滞后和变动量必定是最小的。例如，假设有两个系统，其传递函数分别为
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显然，系统1的零点为[image: alt]
 极点为[image: alt]
 它们均位于［s］的左半部，如图4.29（a）所示；而系统2的零点为[image: alt]
 位于右半部，极点为[image: alt]
 位于左半部，如图4.29（b）所示。根据定义，系统1的传递函数是最小相位的，因而它是最小相位系统；而系统2的传递函数是非最小相位的，因而它是非最小相位系统。

再来考察这两个系统的幅频特性和相频特性。
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φ1x
 （ω）＝arctanT1
 ω－arctanT2
 ω

φ2x
 （ω）＝-（arctanT1
 ω＋arctanT2
 ω）

可见，尽管这两系统的幅频特性相同，但它们的相频特性是不同的。在任意频率处，非最小相位系统2的相位滞后量总是大于最小相位系统1的相位滞后量；当频率ω由0变化到∞时，系统1的相位变动量为0，而系统2的相位变动量为-π，如图4.29（c）所示。
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图4.29　最小相位与非最小相位系统特性对比图

Bode证明，最小相位系统的幅频特性和相频特性之间存在确定的单值对应关系，并且当ω→∞时，对数幅频特性曲线的斜率和对数相频特性值之间存在如下对应关系：
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式中，n和m分别为系统传递函数的分母多项式和分子多项式的最高幂次数。

和最小相位系统不同，非最小相位系统的幅频特性和相频特性之间不存在这种单值对应关系。因此，高频段对数幅频特性曲线斜率和对数相频值是否满足上面对应关系是判断一个系统是不是最小相位系统的一个试金石。

由于最小相位系统的幅频特性与相频特性之间存在这种单值对应关系，所以，只凭对数幅频特性曲线就能确定其传递函数。

凡其传递函数只包含比例、积分、微分、惯性、振荡、一阶微分和二阶微分等环节的系统一定是最小相位系统；而非最小相位系统的传递函数或者包含延滞环节e-τs
 、或者包含一些所谓不稳定环节，如

不稳定惯性环节　　[image: alt]


不稳定振荡环节[image: alt]


不稳定一阶微分环　　τs－1

不稳定二阶微分环节　　τ2
 s2
 －2ζτs＋1

　4.5　控制系统稳定性的频域分析法

第3章介绍了时域稳定性判据，现介绍频域稳定性判据，即奈奎斯特稳定性判据（简称奈氏判据）及其推论——对数频率稳定性判据。

奈奎斯特稳定性判据是根据系统开环幅相频率特性曲线来判定系统闭环稳定性的一种准则。对数频率稳定性判据是把根植于幅相频率特性曲线的奈奎斯特稳定性判据移植到对数频率特性曲线后所形成的一种判据，实际上是奈奎斯特稳定性判据的另一描述形式。

4.5.1　奈奎斯特稳定性判据

1．柯西（Cauchy）辐角定理

1）映射

【定义】假设F（s）＝Uf
 （σ，ω）＋jVf
 （σ，ω）是以复变量s＝σ＋jω为自变量的复变函数，则对于在F（s）的定义域内任意取定的一个自变量值s＝si
 ＝σi
 ＋jωi
 ，函数F（s）必唯一确定一个复数F（si
 ）＝Uf
 （σi
 ，ωi
 ）＋jVf
 （σi
 ，ωi
 ）。又假定在s的复平面［s］上，si
 ＝σi
 ＋jωi
 位于A点，而在F（s）的复平面［F］上，F（si
 ）＝Uf
 （σi
 ，ωi
 ）＋jVf
 （σi
 ，ωi
 ）位于A′点，则称［F］上的点A′为［s］上的点A的映像，而点A为点A′的原像，由原像A到映像A′的变换就是由F（s）＝Uf
 （σ，ω）＋jVf
 （σ，ω）所形成的映射，如图4.30所示。
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图4.30　点的映射示意图

在定义域内由解析函数所形成的映射关系是一一对应的。因此，当复变量s在［s］上连续移动而形成一条连续曲线Γs
 时，函数F（s）必在［F］上映射出一条对应的连续曲线Γf
 。例如，假设
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其极点为1±j，零点为1±j2，在［s］上，零、极点位置如图4.31所示。显然，F（s）除了在极点s＝1±j外处处解析。

如图4.31（a）所示，当s＝sa
 ＝-j2时，有
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在［s］上，s＝sa
 ＝-j2位于点a，而在［F］上，[image: alt]
 位于点a′，点a′即为由F（s）在［F］上映射形成的点a的映像。
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图4.31　点和曲线的映射示意图

同理，对于［s］上的点b（s＝sb
 ＝+j2），由函数F（s）在［F］上映射形成的映像位于点[image: alt]
 [image: alt]
 当复变量s顺时针沿着由［s］虚轴和半径为2的半圆弧组成的封闭曲线（即路径a—0—b—c—a）移动一周时，F（s）就在［F］上映射出一条以逆时针方向变化的映像曲线（即路径a′—0′—b′—c′—a′），该映像曲线也是封闭的，如图4.31（a）所示。

按以上方法如法炮制，还可绘出当s沿着［s］上不同部位的封闭曲线连续移动时、由函数F（s）映射形成的映像曲线，分别如图4.31（b）、图4.31（c）和图4.31（d）所示。

按照映射的观点，Gk
 （jω）＝G（jω）H（jω）（ω＝0～+∞）的奈氏曲线实际上是［s］的正虚轴（即s＝jω，ω＝0～+∞）被传递函数Gk
 （s）映射到其幅相频率特性平面［Gk
 ］后所形成的映像曲线。

2）辐角定理

如图4.31所示，设复变函数F（s）是复变量s的有理函数，该函数在［s］上除在有限个极点处外为单值、连续、正则函数，又设Γs
 为［s］上的一条封闭曲线，在Γs
 内部包含有F（s）的Z个零点和P个极点，在Γs
 上没有F（s）的任何零点和极点，则在F（s）的复平面［F］上，由F（s）映射形成的Γs
 的映像必为一条封闭曲线Γf
 ，当s在［s］上沿着Γs
 顺时针方向移动一周时，映像曲线Γf
 包围其坐标原点的圈数为
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当N＞0时，Γf
 以逆时针方向包围坐标原点；当N＜0时，Γf
 以顺时针方向包围坐标原点；当N＝0时，Γf
 不包围原点。

例如，在图4.31（a）中，在［s］上，Γs
 路径为顺时针的封闭曲线a—0—b—c—a，其内部有P＝2个F（s）的极点和Z＝0个F（s）的零点，N＝P－Z＝2，与之相对应，在［F］上，映像曲线Γf
 （即路径a′—0′—b′—c′—a′）以逆时针方向包围其坐标原点的圈数恰好为2圈。请读者自行考察图4.31（b）、图4.31（c）和图4.31（d）。

必须指出，在辐角定理中，对［s］上的封闭曲线Γs
 ，所在的区域并未加任何限制，也就是说，Γs
 可以在整个［s］的任何部位。另外，在计算零点和极点的总数时，λ阶重极点计为λ个极点，δ阶重零点计为δ个零点。

2．奈氏稳定性判据

（1）如果系统开环传递函数Gk
 （s）有P（P≥0）个右极点，而且开环频率特性Gk
 （jω）＝G（jω）H（jω）（ω＝0～+∞）的半叶奈氏曲线不通过其复平面［Gk
 ］上点（-1，j0），那么，当Gk
 （jω）＝G（jω）H（jω）的半叶奈氏曲线以逆时针方向包围［Gk
 ］上点（-1，j0）的圈数N等于[image: alt]
 ［或者包围（-1，j0）点的正负圈数之和N等于[image: alt]
 ］时，闭环传递函数Gb
 （s）的极点均为左极点，因而闭环系统是稳定的；反之，当N不等于[image: alt]
 时，Gb
 （s）含有Z＝P－2N个右极点，因而闭环系统是不稳定的。

如果Gk
 （jω）＝G（jω）H（jω）的半叶奈氏曲线通过（-1，j0）点，那么，Gb
 （s）就含有共轭纯虚数极点或零极点，此时，系统可能临界稳定，也可能不稳定。

这里，奈氏曲线包围（-1，j0）点圈数的正负号规定为：逆时针方向包围为正，顺时针方向包围为负。

（2）对于λ（λ＞0）型系统，Gk
 （jω）＝G（jω）H（jω）的奈氏曲线在ω＝0处不连续，其半叶奈氏曲线由对应于ω＝0+
 ～∞的常义上的奈氏曲线和对应于ω＝0～0+
 的奈氏曲线两部分组成，后者是圆心在原点、半径为无穷大、始于正实轴无穷远处（相频值为0），终止于相频值[image: alt]
 的圆弧线，如图4.32（b）、图4.32（c）和图4.32（d）虚线所示。

【例4.12】　设某单位反馈系统的开环传递函数为
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试应用奈氏判据判定当λ分别等于0、1、2和3时系统的稳定性。
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图4.32　系统开环半叶奈氏曲线图

解：

（1）确定Gk
 （s）的右极点数P。

当λ＝0时，Gk
 （s）的极点为：s1
 ＝-10，s2
 ＝-2。

当λ＞0时，除了以上两极点外，还有λ个0极点，即sλ
 ＝0。

显然，开环右极点数P＝0。

（2）判别系统稳定性。

在复平面［Gk
 ］上，分别绘出λ等于0、1、2和3的Gk
 （jω）的半叶奈氏曲线，如图4.32（a）、图4.32（b）、图4.32（c）和图4.32（d）所示。显然，0型、Ⅰ型和Ⅱ型系统的开环半叶奈氏曲线不包围点（-1，j0）点，包围圈数N＝0，且[image: alt]
 因此，这几种系统是稳定的；而Ⅲ型系统的开环半叶奈氏曲线顺时针方向围绕（-1，j0）点转了一圈，且不通过点（-1，j0），包围圈数[image: alt]
 所以，Ⅲ型系统闭环传递函数Gb
 （s）有Z＝P－2N＝2个右极点，因而是不稳定的。

在第3章曾指出，Ⅲ型系统及更高型别的系统很难稳定，本例证实了这一论断。

【例4.13】　设单位反馈系统的闭环传递函数为
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试运用奈氏判据求使系统稳定的K值。

解：

系统的开环传递函数为
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开环极点为

s1
 ＝-1　　s2
 ＝-2　　s3
 ＝0

显然Gk
 （s）的右极点数P＝0。

由于Gk
 （s）由两个惯性环节及一个积分环节所组成，所以，Gk
 （jω）的半叶奈氏曲线必以顺时针方向穿过负实轴，如图4.33所示。设曲线穿过负实轴处的频率为ωg
 ，则有

[image: alt]


从而可得
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由于Gk
 （s）无右极点，所以，根据奈氏判据，系统稳定的充分必要条件是其半叶奈氏曲线不包围（-1，j0）点。为此，须有
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从而可得
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图4.33绘出了K取不同值时开环半叶奈氏曲线。从该图可以看出，当K＜3时，奈氏曲线不包围（-1，j0）点，故系统是稳定的；当K＝3时，奈氏曲线通过了（-1，j0）点，故系统是临界稳定的；当K＞3时，奈氏曲线包围了（-1，j0）点，故系统是不稳定的。这表明过大的系统开环增益K对系统稳定性是不利的。
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图4.33　奈氏曲线图

下面深入讨论奈奎斯特解决稳定性问题的思想和方法。

1）基本原理

假设系统的结构图如图4.34所示，其前向通路和反馈通路的传递函数分别为
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则系统的开环传递函数和闭环传递函数分别为
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式中，WG
 （s）和DG
 （s）分别为G（s）的分子和分母多项式；WH
 （s）和DH
 （s）分别为H（s）的分子和分母多项式；Dk
 （s）＝DG
 （s）DH
 （s）和Db
 （s）＝DG
 （s）DH
 （s）＋WG
 （s）WH
 （s）分别为Gk
 （s）和Gb
 （s）的特征多项式；Wk
 （s）＝WG
 （s）WH
 （s）和Wb
 （s）＝WG
 （s）DH
 （s）分别为Gk
 （s）和Gb
 （s）的分子多项式。
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图4.34　系统结构图

工程实际中的系统，Gk
 （s）＝G（s）H（s）为正则有理分式函数或严格正则有理分式函数，其分子多项式Wk
 （s）＝WG
 （s）WH
 （s）的最高次数不大于其分母多项式Dk
 （s）＝DG
 （s）DH
 （s）的最高次数，所以，从式（4.32）和式（4.33）不难看出，系统闭环特征多项式Db
 （s）＝DG
 （s）DH
 （s）＋WG
 （s）WH
 （s）与开环特征多项式Dk
 （s）＝DG
 （s）DH
 （s）同阶。

考虑到闭环特征方程为1＋G（s）H（s）＝0，引进辅助函数为
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由式（4.32）、式（4.33）和式（4.34），可以看出：

当Db
 （s）＝0时，F（s）＝0，Gb
 （s）＝∞

当Dk
 （s）＝0时，F（s）＝∞，Gk
 （s）＝∞

可见：

F（s）零点＝Gb
 （s）极点

F（s）极点＝Gk
 （s）极点

因此，如果F（s）无右零点，那么Gb
 （s）就无右极点，因而，按照稳定性基本准则，系统闭环是稳定的；反之，如果F（s）有Z个右零点，那么Gb
 （s）也就有Z个右极点，因而，系统闭环是不稳定的。这表明辅助函数F（s）有没有右零点是系统稳定与否的试金石。

F（s）有没有右零点，可应用辐角定理来判别。显然，在［s］上，F（s）除在开环极点处外为单值、连续、正则有理函数，符合辐角定理条件。

如图4.35所示，假设Γs
 是复变量s在［s］右半部的一条顺时针封闭曲线，Γf
 为由F（s）在［F］上映射形成的Γs
 的映像曲线，在Γs
 内部包围着F（s）的全部右零点和全部右极点，在Γs
 上没有F（s）的任何零点和极点，那么，根据辐角定理，F（s）的右零点数Z与右极点数P及Γf
 包围［F］原点的圈数N之间必定满足如下关系

Z＝P－N

当Γf
 以逆时针方向包围［F］原点时，N为正；反之，当Γf
 以顺时针方向包围［F］原点时，N为负。
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图4.35　辐角原理示意图

由此可见：

如果F（s）有P（P≥0）个右极点，那么，当映像曲线Γf
 以逆时针方向包围［F］原点的圈数N等于P时，F（s）的右零点数为Z＝P－N＝0；反之，当N不等于P时，F（s）一定有Z＝P－N个右零点。

由于

F（s）的右零点数Z＝Gb
 （s）的右极点数

F（s）的右极点数P＝Gk
 （s）的右极点数

所以，以上结论可转化为：

假设Γs
 是s在［s］右半部的一条顺时针封闭曲线，在Γs
 内部包围着Gk
 （s）和Gb
 （s）的全部右极点，在Γs
 上没有Gk
 （s）和Gb
 （s）的任何极点，则

如果Gk
 （s）有P（P≥0）个右极点，那么，当Γs
 的映像曲线Γf
 以逆时针方向包围［F］原点的圈数N等于P时，Gb
 （s）的右极点数为Z＝P－N＝0；反之，当N不等于P时，Gb
 （s）就含有Z＝P－N个右极点。

另一方面，由于

F（s）＝1＋G（s）H（s）＝1＋Gk
 （s）

对于任意复变量s＝σ＋jω，Gk
 （s）和F（s）可表示成以下形式：

Gk
 （s）＝Uk
 （σ，ω）＋jVk
 （σ，ω）

F（s）＝Uf
 （σ，ω）＋jVf
 （σ，ω）＝1＋Gk
 （s）＝1＋Uk
 （σ，ω）＋jVk
 （σ，ω）

比较以上两式，容易看出，F（s）与Gk
 （s）二者的虚部相同，实部只相差常数1。因此，对于［s］上的同一个封闭曲线Γs
 ，F（s）的映像曲线Γf
 与Gk
 （s）的映像曲线Γg
 两者的形状和大小以及它们相对于各自复平面实轴的距离完全相同，不同处在于曲线Γf
 到其复平面［F］虚轴的距离比Γg
 到其复平面［Gk
 ］虚轴的距离大1个单位，如图4.36（a）、图4.36（b）所示。如果把Γf
 和Γg
 这两个曲线重叠放置在一起，那么复平面［F］与［Gk
 ］两者的实轴相重叠而虚轴相距1个单位，如图4.36（c）所示。此时，［F］的原点就是［Gk
 ］的（-1，j0）点，曲线Γf
 包围［F］的原点就等价于曲线Γg
 包围［Gk
 ］的（-1，j0）点。于是，上述有关稳定性的结论又可转化为：

假设Γs
 是位于［s］右半部的一条顺时针封闭曲线，在Γs
 内部包围着Gk
 （s）和Gb
 （s）的全部右极点，在Γs
 上没有Gk
 （s）和Gb
 （s）的任何极点，则

如果Gk
 （s）有P（P≥0）个右极点，那么在［Gk
 ］上，当Gk
 （s）映射Γs
 形成的映像曲线Γg
 以逆时针方向包围（-1，j0）点的圈数N等于P时，Gb
 （s）的右极点数为Z＝P－N＝0；反之，当N不等于P时，Gb
 （s）就含有Z＝P－N个右极点。

这就是奈氏判据的基本原理。

于是，系统的稳定性问题又可归结为，如何在［s］的右半部选择一条符合上述辐角定理条件的封闭路径Γs
 ，及如何在［Gk
 ］上确定Γs
 的映像曲线Γg
 的问题。下面介绍奈奎斯特解决这个问题的思想和方法。
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图4.36　曲线Γf
 与Γg
 两者之间关系示意图

2）Gk
 （s）不含位于虚轴上的极点的情形

当Gk
 （s）不含位于［s］虚轴上的极点（即零极点和共轭纯虚数极点）时，奈奎斯特选择的顺时针路径Γs
 由［s］的整个虚轴和圆心在原点、半径为无穷大的半圆弧所组成，如图4.37（a）所示，这一路径被称为奈奎斯特路径。毫无疑问，Γs
 包围了Gk
 （s）和Gb
 （s）的全部右极点，根据题目假定，在该路径上没有Gk
 （s）的极点，因此，只要Gb
 （s）不含位于［s］虚轴上的极点，那么，在该路径上也不会有Gb
 （s）的任何极点。对于稳定的系统，Gb
 （s）必然在整个Γs
 的闭域上无极点。

以下面讨论映像曲线Γg
 。

如图4.37（a）所示，奈奎斯特路径Γs
 可分为两部分，即整个虚轴部分和圆心在原点、半径为无穷大的半圆弧部分。

首先讨论虚轴部分的映像。

当s沿着［s］的虚轴移动时，s＝jω（ω＝-∞～+∞）。将s＝jω代入Gk
 （s）中，立即有Gk
 （s）＝Gk
 （jω）。很显然，当ω从-∞变为+∞时，在［Gk
 ］上，由Gk
 （jω）确定的曲线就是系统开环频率特性Gk
 （jω）的一条完整的奈氏曲线。该曲线就是［s］的虚轴被Gk
 （s）映射到［Gk
 ］上后所形成的映像曲线。
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图4.37　奈奎斯特路径及其映像曲线图

其次讨论无穷大半圆弧部分的映像。

设系统的开环传递函数为
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当复变量s沿着［s］上的无穷大半圆弧移动时，有

s＝rcosθ＋jrsinθ＝rejθ
 且r→∞、θ由[image: alt]
 顺时针变为[image: alt]


从而
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上式表明，当s在r→∞、θ由[image: alt]
 变为[image: alt]
 的半圆弧路径上顺时针方向移动时，不论它所处的极角θ为何值（因而不论动点s在何位置），它被Gk
 （s）映射到［Gk
 ］后形成的映像统统重合于［Gk
 ］的原点。由于无穷大半圆弧路径的两端点就是［s］虚轴的两端点，所以［s］虚轴的映像包含了整个Γs
 的映像。

由此可见，当Gk
 （s）＝G（s）H（s）不含位于［s］虚轴上的极点时，［s］上包括虚轴和无穷大半径的圆弧线在内的整个奈奎斯特路径Γs
 的映像曲线Γg
 等价于［s］的整个虚轴的映像曲线，该曲线是系统开环频率特性Gk
 （jω）＝G（jω）H（jω）的一条完整的奈氏曲线（对应于频率范围ω＝-∞～+∞）。由于Gk
 （s）是有理函数，Gk
 （-jω））与Gk
 （jω）互为共轭［即[image: alt]
 ］，所以，Gk
 （jω）＝G（jω）H（jω）的完整奈氏曲线以ω＝-∞～0与ω＝0～+∞为分段区间、关于横坐标轴对称，如图4.37（b）所示。于是，上述奈氏稳定性判据基本原理又可表述如下。

假设Gb
 （s）不含位于［s］虚轴上的极点，则：

如果Gk
 （s）有P（P≥0）个右极点，那么，当Gk
 （jω）＝G（jω）H（jω）的整条奈氏曲线以逆时针方向包围（-1，j0）点的圈数N等于P时，Gb
 （s）的右极点数为Z＝P－N＝0；反之，当N≠P时，Gb
 （s）一定含有Z＝P－N个右极点。

再来讨论在什么情况下Gb
 （s）含位于［s］虚轴上的极点的问题。

假设s′＝±jω′是Gb
 （s）的一对共轭纯虚数极点或0极点（位于［s］的虚轴上），由于Gb
 （s）的极点就是F（s）的零点，所以有

F（s′）＝1＋Gk
 （s′）＝1＋Gk
 （jω′）＝0

从而有

Gk
 （jω′）＝G（jω′）H（jω′）＝-1＋j0

这表明，此时Gk
 （jω）＝G（jω）H（jω）的奈氏曲线通过（-1，j0）点。

由此可见，当Gk（jω）＝G（jω）H（jω）的奈氏曲线通过（-1，j0）点时，F（s）含位于［s］虚轴上的零点，Gb
 （s）含位于［s］虚轴上的极点。显然，此时，奈奎斯特路径上存在F（s）的零点。这违背了辐角定理的适用条件。因此，在这种情况下，只能认定Gb
 （s）含位于［s］虚轴上的极点，而无法认定它是否含右极点。

据此，并考虑到Gk
 （jω）＝G（jω）H（jω）的整条奈氏曲线由ω＝-∞～0与ω＝0～+∞的两条半叶奈氏曲线构成，而这两条半叶奈氏曲线关于横坐标轴对称，如图4.37（b）、图4.37（c）所示，立即可得本节开头提出的奈氏判据第（1）条。

3）Gk
 （s）含零极点而不含共轭纯虚数极点的情形

当Gk
 （s）含有零极点而不含共轭纯虚数极点时，奈奎斯特路径Γs
 与上述路径的唯一不同之处在于：用圆心在原点、半径为无穷小ε→0的半圆弧在右侧绕过了位于［s］原点的零极点，如图4.38（a）所示。显然，这样的路径已把Gk
 （s）的零极点视为左极点。这样的路径也肯定包围了Gk
 （s）和Gb
 （s）的全部右极点，根据题目假定，在该路径上不会有Gk
 （s）的极点，只要开环奈氏曲线不通过［Gk
 ］的（-1，j0）点，那么，在该路径上也不会有Gb
 （s）的任何极点。

下面来分析这种奈奎斯特路径的映像曲线。首先来分析一下Ⅰ型系统。

假设系统开环传递函数为
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式中，[image: alt]
 且G0
 （0）＝1；K为系统的开环增益。

如图4.38（a）所示，在这种情况下，奈氏路径Γs
 可分为这样两部分，即位于［s］原点处的无穷小半圆弧部分和除无穷小半圆弧外的其余部分。上面已经证明，除无穷小半圆弧外的其余部分路径的映像曲线就是［s］的整个虚轴（原点除外）的映像曲线，无须赘言，下面讨论无穷小半圆弧的映像。

当复变量s沿［s］上半径为无穷小的半圆弧移动时，有

s＝εcosθ＋jεsinθ＝εejθ
 且ε→0、θ由[image: alt]
 连续变化为[image: alt]


将上式代入式（4.35），并考虑到G0
 （0）＝1和ε→0，有
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图4.38　奈奎路径及其映像曲线图

这表明，位于［s］原点处的无穷小半圆弧被Gk
 （s）映射到［Gk
 ］上后所形成的映像是始点极角为[image: alt]
 终点极角为[image: alt]
 的绕原点顺时针方向变化的无穷大半圆弧，如图4.38（b）中的虚线所示。如果把该无穷大圆弧线映像当作对应于［s］原点（s＝jω，ω＝0-
 ～0+
 ）的奈氏曲线，那么，整个奈奎斯特路径Γs
 的映像曲线Γg
 也等价于［s］的整个虚轴的映像曲线，该映像曲线是Gk
 （jω）＝G（jω）H（jω）的一条完整的奈氏曲线，亦即，对应于频率范围ω＝-∞～+∞的奈氏曲线，只不过对应于［s］原点的那部分奈氏曲线是半径为无穷大的圆弧线罢了。整个映像曲线也是封闭的、且关于横轴对称。

显然，对应于频率变化范围ω＝0～+∞的半叶奈氏曲线由这样两部分曲线组成：一部分为对应于ω＝0+
 ～+∞的常义上的奈氏曲线；另一部分为对应于频率范围ω＝0～0+
 的那部分奈氏曲线，这部分奈氏曲线是圆心在原点、半径为无穷大、始于正实轴无穷远处（极角为0），终止于极角等于[image: alt]
 处的圆弧线。于是可得本节开头提出的奈氏稳定性判据第（2）条。

同理，可证Ⅱ型系统，如图4.38（d）和图4.38（e）所示，等等。

4）Gk
 （s）含共轭纯虚数极点的情形

这种情形与Gk
 （s）含零极点的情形类似，不再赘述。

【例4.14】　设某单位反馈系统的开环传递函数为
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试应用奈氏判据判定系统的稳定性。

解：

Gk
 （s）的极点为：s1
 ＝-10，s2，3
 ＝±j。

由于Gk
 （s）有共轭纯虚数极点s2，3
 ＝±j，所以Gk
 （jω）的幅相频率特性曲线在ω＝1处不连续。此时，奈奎斯特路径Γs
 如图4.39（a）所示，沿半径为无穷小ε→0的半圆弧在右侧绕过了［s］虚轴上的极点s2，3
 ＝±j。Gk
 （jω）的半叶奈氏曲线包括对应于ω＝0～1-
 、ω＝1+
 ～+∞的常义上的奈氏曲线和对应于s＝jω（ω＝1-
 ～1+
 ）的奈氏曲线，后者是在ω＝1处连接幅相频率特性曲线左右极限点的半径为无穷大的圆弧线，如图4.39（b）所示。因系统开环传递函数无右极点（右极点数P＝0），而半叶奈氏曲线以顺时针方向绕（-1，j0）点转了一圈（包围圈数N＝-1）且不通过（-1，j0）点，故系统闭环传递函数Gb
 （s）有Z＝P-2N＝2个右极点，因而该系统是不稳定的。

以上详细介绍了奈氏判据。必须强调指出，在应用时，Gk
 （s）的右极点不包括Gk
 （s）的零极点和共轭纯虚数极点。这是由于这两种极点都被划在奈奎斯特路径Γs
 的左边之故。另外，对于复杂的系统，其开环频率特性的奈氏曲线可能在某些频率区域以逆时针方向包围（-1，j0）点，而在另一些频率区域以顺时针方向包围（-1，j0）点。由辐角定理可知，在这种情况下，以逆时针方向包围（-1，j0）点的圈数为正包围圈数，而以顺时针方向包围（-1，j0）点的圈数为负包围圈数。因此，奈氏曲线包围（-1，j0）点的圈数N等于正包围圈数与负包围圈数的代数和。
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图4.39　奈奎斯特路径及其映像曲线图

4.5.2　奈奎斯特稳定性判据的推论

1．基于正负穿越次数的奈氏判据

在Gk
 （jω）的复平面［Gk
 ］上，伴随着频率ω的增大，奈氏曲线从上而下和从下而上穿过（-1，j0）点以左负实轴的现象称为穿越。当奈氏曲线从上而下穿过（-1，j0）点以左负实轴时，相频特性随频率ω的增大而增大，增量为正，故这种穿越称为正穿越；反之，当奈氏曲线从下而上穿过（-1，j0）点以左负实轴时，相频特性增量为负，故这种穿越称为负穿越。每一次正穿越的穿越次数计为+1，每一次负穿越的穿越次数计为-1，以正穿越的方式终止于或起始于（-1，j0）点以左负实轴的穿越次数计为[image: alt]
 以负穿越的方式终止于或起始于（-1，j0）点以左负实轴的穿越次数计为[image: alt]
 如图4.40所示。
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图4.40　穿越示意图

容易验证，奈氏曲线包围（-1，j0）点的总圈数N等于奈氏曲线正负穿越次数的代数和。由此可得奈氏判据的一个推论：

如果开环传递函数Gk
 （s）有P（P≥0）个右极点，而且Gk
 （jω）＝G（jω）H（jω）的半叶奈氏曲线不通过（-1，j0）点，那么，当Gk
 （jω）＝G（jω）H（jω）的半叶奈氏曲线穿过（-1，j0）点以左负实轴的穿越次数的代数和为[image: alt]
 时，Gb
 （s）的所有极点均为左极点；反之，当该穿越次数的代数和为[image: alt]
 时，Gb
 （s）含有Z＝P-2N个右极点。

2．基于对数频率特性曲线的奈氏判据

奈氏判据是以系统开环频率特性的奈氏曲线为依据来判定闭环系统稳定性的准则。应用此判据判定系统的稳定性，必须绘出系统开环频率特性的奈氏曲线。在工程实际中，对数频率特性曲线的应用远比奈氏曲线的应用广泛，因此，人们自然希望能将根植于奈氏曲线的稳定性判据移植到对数频率特性曲线上，以便能依据对数频率特性曲线判定闭环系统稳定性。由于奈氏曲线和对数频率特性曲线是对同一频率特性的不同几何描述，所以它们两者之间存在确定的对应关系。因此，欲将奈氏判据从奈氏曲线上移植到对数频率特性曲线上，只须根据两种曲线间的对应关系对号移植即可。

1）增益交界频率ωc
 与相位交界频率ωg


图4.41（a）、图4.41（b）分别为某两系统的开环奈氏曲线，假定这两系统均无开环右极点，则根据奈氏判据，图4.41（a）表示的系统是稳定的，而图4.41（b）表示的系统是不稳定的。为凸显奈氏曲线的特点，图中还绘出了单位圆，显然，单位圆通过（-1，j0）点。从该图容易看出，单位圆把奈氏曲线一分为二，即位于单位圆以内的部分和位于单位圆以外的部分。若记奈氏曲线与单位圆的交点频率为ωc
 ，则有
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另一方面，从图4.41（a）、图4.41（b）还可以看出，负实轴也将奈氏曲线一分为二，即负实轴以下部分和负实轴以上部分。若记奈氏曲线与负实轴的交点频率为ωg
 ，则有
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在图4.41（a）所示的稳定系统中，ωc
 ＜ωg
 ；而在图4.41（b）所示的不稳定系统中，ωc
 ＞ωg
 。显然，如果奈氏曲线通过（-1，j0）点，那么ωc
 ＝ωg
 。

这表明频率ωc
 和ωg
 与系统的稳定性有关。因奈氏曲线与单位圆的交点频率ωc
 是开环幅频值大于与小于1的交界频率，奈氏曲线与负实轴的交点频率ωg
 是开环相频值大于与小于-π的交界频率，故ωc
 和ωg
 分别被称为系统的增益交界频率（或剪切频率）和相位交界频率。

2）奈氏曲线与对数频率特性曲线间的对应关系

奈氏图在同一张图上描述了幅频特性和相频特性的变化规律，而对数频率特性图则在两张图上分别描述了对数幅频特性和对数相频特性的变化规律。因此，奈氏曲线上的每一个点，对应到对数频率特性图上就是两个点，即对数幅频曲线上的对应点和对数相频曲线上的对应点，显然，这两个对应点具有相同的横坐标（亦即同频率）。

开环幅频特性和对数幅频特性两者之间有如下关系：

Lk
 （ω）＝201gAk
 （ω）＝201g｜Gk
 （jω）｜

据此，如图4.41（a）、图4.41（b）、图4.41（c）、图4.41（d）所示，奈氏曲线与对数频率特性曲线有如下对应关系：

单位圆外部奈氏曲线，Ak
 （ω）＝｜Gk
 （jω）｜＞1，对应于Lk
 （ω）＞0（dB）的对数频率特性曲线；

单位圆内部奈氏曲线，Ak
 （ω）＝｜Gk
 （jω）｜＜1，对应于Lk
 （ω）＜0（dB）的对数频率特性曲线；

奈氏曲线与单位圆的交点，Ak
 （ωc
 ）＝｜Gk
 （jωc
 ）｜＝1，对应于Lk
 （ωc
 ）＝0（dB）的点；

奈氏曲线与负实轴的交点，φk
 （ωg
 ）＝∠Gk
 （jωg
 ）＝-π，对应于对数相频特性曲线与-π线的交点。
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图4.41　奈氏曲线与对数频率特性曲线间的对应关系
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图4.41　奈氏曲线与对数频率特性曲线间的对应关系（续）

3）基于Bode图的奈氏判据

根据奈氏曲线与对数频率特性曲线间的对应关系，不难找到穿越在Bode图上的对应关系：“穿越”对应于Lk
 （ω）＞0（dB），“穿过负实轴”对应于φk
 （ω）曲线穿过-π线。于是，如图4.42所示，有：
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图4.42　在Bode图上的正负穿越

“正穿越”——在Lk
 （ω）＞0（dB）的频率范围内，对数相频φk
 （ω）曲线从下而上穿过-π线（相频增量为正）；

“负穿越”——在Lk
 （ω）＞0（dB）的频率范围内，对数相频φk
 （ω）曲线从上而下穿过-π线（相频增量为负）；

奈氏曲线通过（-1，j0）点——在ωc
 ＝ωg
 处，同时有Lk
 （ω）＝0（dB）和φk
 （ω）＝-π成立。

据此，由基于正负穿越次数的奈氏判据，可得奈氏判据的另一个推论，即

如果开环传递函数Gk
 （s）有P（P≥0）个右极点且ωc
 ≠ωg
 ，那么，在对数幅频Lk
 （ω）＞0（dB）的频率范围内，当对数相频φk
 （ω）曲线穿越-π线的正负穿越次数的代数和为[image: alt]
 时，Gb
 （s）的极点均为左极点，因而闭环系统是稳定的；反之，当φk
 （ω）曲线穿越-π线的正负穿越次数的代数和为[image: alt]
 时，Gb
 （s）含有Z＝P－2N个右极点，因而系统不稳定。如果ωc
 ＝ωg
 ，那么Gb
 （s）定含有位于［s］虚轴上的极点，此时系统可能临界稳定，也可能不稳定。

这就是基于Bode图的奈氏判据，该判据通常被称为对数稳定性判据。

必须指出，对数稳定性判据是根据奈氏曲线与对数频率特性曲线间的对应关系从奈氏判据移植过来的，而奈氏曲线覆盖的频率范围为ω＝0～+∞，Ⅲ型系统和有些Ⅱ型系统的奈氏曲线在ω＝0～0+
 的频率范围内存在穿越现象，因此，对于这样的系统，在应用对数稳定性判据时，对数相频曲线应当从假想的0频率开始绘起，以免漏计可能存在于ω＝0～0+
 这一频率范围内的穿越次数。如前所述，λ型系统在ω＝0～0+
 这一频率范围内的开环奈氏曲线是圆心在原点、半径为无穷大、始于正实轴无穷远处（极角为0），终止于极角等于[image: alt]
 处的圆弧线，在Bode图上，与该圆弧线对应的相频曲线应当是从0到[image: alt]


的一条垂直于横坐标轴的直线，对应频率为ω＝0～0+
 ，如图4.43所示。

【例4.15】　设某单位反馈系统的开环传递函数为
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试应用对数稳定性判据判定系统的稳定性。

解：

（1）确定Gk
 （s）的右极点数P。

Gk
 （s）的极点为

s1
 ＝-10，s2
 ＝-2，s3，4
 ＝0

显然，开环右极点数P＝0。

（2）判别系统稳定性。

系统的开环Bode图如图4.43所示。由于在对数幅频Lk
 （ω）＞0dB的频率范围内，对数相频特性曲线只有-1次穿越，穿越次数的代数和为N＝-1，[image: alt]
 且ωc
 ≠ωg
 ，所以，Gb
 （s）不含位于虚轴上的极点，而含有Z＝P－2N＝2个右极点，因而该系统不稳定。
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图4.43　某反馈系统的开环Bode图

4.5.3　系统的相对稳定性

技术实践表明，在理论计算时被判为临界稳定的系统实际上都是不稳定的，甚至许多在理论计算时被判为稳定的系统，在实际运行中也是不稳定的。究其原因，主要有两个方面：一是系统的数学模型难免存在误差，二是系统的有些参数会随着环境条件的变化和系统元件的老化而变化。因此，在设计一个实际系统时，不仅要求它是稳定的，而且要求它具有足够的稳定裕量。这类问题属于系统的稳定性裕度问题。

1．增益裕量和相位裕量

下面讨论表征系统稳定性裕度的两个指标——增益裕量和相位裕量。在具体讨论之前，先来考察一下例4.13。为便于对照分析，现将图4.33对应于K＜3和K＞3的两曲线分离出来分别重置于图4.44（a）、图4.44（b）中，并同图绘出了单位圆，旨在凸显奈氏曲线包围（-1，j0）点的情况。

在图4.44（a）、图4.44（b）中，P点为单位圆与负实轴的交点，亦即（-1，j0）点；G点为奈氏曲线与负实轴的交点，对应的频率为相位交界频率ωg
 ；C点为奈氏曲线与单位圆的交点，对应的频率为增益交界频率ωc
 。关于该例的稳定性问题前面已得出结论，即当K＜3时，系统是稳定的；当K＝3时，系统是临界稳定的；当K＞3时，系统是不稳定的。

由图4.44（a）可以看出，当K＜3时，G点在P点右侧，这两个点到原点的距离比[image: alt]
 且K值越小，G点就越靠近原点，因而距离比[image: alt]
 就越大；由图4.44（b）可以看出，当K＞3时，G点在P点左侧，[image: alt]
 且K值越大，G点就越远离原点，因而距离比[image: alt]
 就越小；当K＝3时，G、C与P三点重合，[image: alt]
 可见，P点与G点到原点的距离比[image: alt]
 能够反映系统稳定与否及稳定程度。现在被广泛用来表征系统相对稳定性裕度的性能指标——增益裕量（或幅值裕量）Kg
 正是基于此建立的，即
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式中，[image: alt]
 为系统开环奈氏曲线穿过负实轴时的幅频值，亦即当频率为相位交界频率ωg
 时的幅频值。
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图4.44　在奈氏图上稳定性裕量表示法

从图4.44（a）、图4.44（b）和式（4.38）可以看出，对于稳定的系统，Kg
 ＞1，而且，Kg
 的值越大，奈氏曲线距离（-1，j0）点就越远，系统的稳定性程度就越高；对于不稳定的系统，Kg
 ＜1，对于临界稳定的系统，Kg
 ＝1。

另一方面，由图4.44（a）可以看出，当K＜3时，C点在P点下方，这两个点与原点间的夹角∠COP＝φk
 （ωc
 ）－（-π）＝π＋φk
 （ωc
 ）＞0，且K值越小，C点越远离P点，角∠COP越大；由图4.44（b）可以看出，当K＞3时，C点在P点上方，∠COP＝φk
 （ωc
 ）－（-π）＝π＋φk
 （ωc
 ）＜0，且K值越大，C点越远离P点，角∠COP越小；当K＝3时，G、C与P三点重合，∠COP＝φk
 （ωc
 ）－（-π）＝π＋φk
 （ωc
 ）＝0。可见，∠COP的大小也能够反映系统稳定与否及稳定程度。现在被广泛用来表征系统相对稳定性裕度的另一性能指标——相位裕量γc
 正是基于此建立的，即
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式中，φk
 （ωc
 ）为系统开环奈氏曲线穿过单位圆时的相频值，亦即当频率为增益交界频率ωc
 时、开环频率特性的相频值φk
 （ωc
 ）＝∠Gk
 （jωc
 ）＝∠G（jωc
 ）H（jωc
 ）。

从图4.44（a）、图4.44（b）和式（4.39）可以看出，对于稳定的系统，γc
 ＞0°，而且，γc
 的值越大，奈氏曲线距离点（-1，j0）就越远，系统的稳定性程度就越高；对于不稳定的系统，γc
 ＜0°；对于临界稳定的系统，γc
 ＝0°。

2．稳定性裕度在Bode图上的表示法

在实际工程中，增益裕量和相位裕量通常根据Bode图确定。为此，须把Kg
 转化为分贝数，即
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根据式（4.40），以分贝数表示的增益裕量Kg
 （dB）等于在相位交界频率ωg
 处、对数幅频值的负值。因此，在ωg
 处，正增益裕量位于0dB线的下方，负增益裕量位于0dB线的上方，如图4.45（a）、图4.45（b）所示。据此，很容易从系统开环Bode图上量取Kg
 （dB）。

对于稳定的系统，由于Kg
 ＞1，所以Kg
 （dB）＞0dB；对于不稳定的系统，Kg
 ＜1，Kg
 （dB）＜0dB；对于临界稳定的系统，由于Kg
 ＝1，所以Kg
 （dB）＝0dB。

根据式（4.39），由于γc
 ＝φk
 （ωc
 ）－（-π），所以，在对数幅频曲线穿过0dB线的频率ωc
 处，对数相频曲线与-π线两者之间的差值，即为相位裕量γc
 。显然，当φk
 （ωc
 ）＜-π时，γc
 ＜0，当φk
 （ωc
 ）＞-π时，γc
 ＞0。因此在ωc
 ，负相位裕量位于-π线的下方，正相位裕量位于-π线的上方，如图4.45（a）、图4.45（b）所示。据此，可在开环Bode图上量取γc
 。
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图4.45　稳定性裕度在Bode图上的表示法

系统的增益裕量和相位裕量是表征系统相对稳定性的一对重要性能指标，应用时，需要注意以下几点。

（1）对于一个实际的系统，为保证能在各种干扰下稳定工作，相位裕量取γc
 ≥30°～60°、增益裕量取Kg
 ＞2、Kg
 （dB）＞201g2＝6（dB）比较恰当。

（2）具有正相位裕量和增益裕量分贝数的闭环系统是稳定的，这一结论只适合于开环稳定的系统［即Gk
 （s）＝G（s）H（s）无右极点］。

（3）如前所述，在Gk
 （s）为最小相位的情况下，开环幅频特性与相频特性之间存在确定的对应关系，当频率ω足够大时，相频值与对数幅频特性曲线的斜率之间存在如下对应关系：
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式中，m和n分别为开环传递函数的分子多项式与分母多项式的最高幂次数。

当相位裕量取γc
 ≥30°～60°时，φk
 （ωc
 ）＝（γc
 －180°）≥（-150°～-120°），据此，在增益交界频率ωc
 处，对数幅频特性曲线的斜率应为
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【要点】在系统设计时，为保障γc
 ≥30°～60°，在ωc
 处，开环对数幅频特性曲线的斜率取SL＝-20dB/dec为宜。

（4）从例4.13、图4.33及图4.44可以看出，对于开环稳定的系统，当开环增益K增大时，奈氏曲线就向外扩张，结果导致增益裕量Kg
 和相位裕量γc
 减小；反之，当开环增益K减小时，奈氏曲线就向内收缩，结果导致增益裕量Kg
 和相位裕量γc
 增大。因此，就提高系统的稳定裕度而言，减小开环增益K是有利的，但第3章已经证明，开环增益K的减小，必然导致稳态误差增大。

【评注】开环增益K的选取不能使系统稳定性和控制精度同时得到改善。

【例4.16】　设系统的开环传递函数为
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试分别求当K1
 ＝10和K1
 ＝100时系统的相位裕量和增益裕量。

解：

将系统开环传递函数化为标准形式，有

[image: alt]


式中，开环增益为[image: alt]
 对应于K1
 ＝10和K1
 ＝100，有K＝2和K＝20。

分别根据K＝2和K＝20可绘出如图4.46（a）、图4.46（b）所示Bode图。

量测图4.46（a）可知，当K＝2（K1
 ＝10）时，增益裕量为Kg
 （dB）≈7.7（dB），相位裕量为γc
 ≈19.5°。可见，此时，系统是稳定的，但相位裕量偏低。

量测图4.46（b）可知，当K＝20（K1
 ＝100）时，增益裕量为Kg
 （dB）≈-12.3（dB），相位裕量为γc
 ≈-29.3°。可见，此时系统是不稳定的。
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图4.46　Bode图

3．欠阻尼二阶系统的增益交界频率和相位裕量

欠阻尼二阶系统的开环传递函数和频率特性及幅相频率特性分别为
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由增益交界频率的定义式（4.36）可得
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解该方程可得
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于是，开环相频特性在ωc
 处的值为
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将上式再代入相位裕量的定义式（4.39），得[image: alt]


根据式（4.42）、式（4.22）和式（3.18b），二阶系统的频域性能指标——相位裕量γc
 和谐振峰值Mr
 及时域性能指标——最大百分比超调量Mp
 ％三者都只与阻尼比ξ有关，其变化曲线如图4.47所示。从该图可以看出，γc
 随ξ的增大而增大，Mp
 ％和Mr
 随ξ的增大而减小。这表明γc
 随Mr
 ％和Mr
 的减小而增大，随Mr
 ％和Mr
 的增大而减小。
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图4.47　γc
 与Mr
 及Mp
 ％之间的关系曲线

【要点】Mp
 ％和Mr
 这两个性能指标是表征系统相对稳定性的指标，当ξ减小时，它们同增长，与之相对应，γc
 就减小；反之，当ξ增大时，它们同下降，与之相对应，γc
 就增大。因此，从提高系统的γc
 来说，减小Mp
 ％和Mr
 是有利的。然而，如第3章所述，随ξ的增大，当Mp
 ％减小时，tp
 和tr
 将增大，系统响应速度将变慢。

【评注】ξ的选择无法同时改善系统的稳定性裕度和响应速度，一般取ξ＝0.4～0.8。

将式（4.41）代入式（3.21b），可得
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可见，当阻尼比ξ一定时，增益交界频率ωc
 与调整时间ts
 成反比，ωc
 越大，ts
 就越小，因而系统的响应速度就越快。这表明增益交界频率ωc
 是一个重要的参量，它的大小不仅关系到系统相位裕量的大小，因而关系到系统的稳定裕度，还关系到系统响应速度的快慢。

4.5.4　高阶系统时域性能指标与频域性能指标间的近似关系

和二阶系统一样，高阶系统的相位裕量γc
 与谐振峰值Mr
 、最大超调量Mp
 三者之间，增益交界频率ωc
 、谐振频率ωr
 和截止频率ωb
 三者与调整时间ts
 之间也存在确定的关系，但这种关系一般来说是很复杂的，难以用解析方法求出来。下面几个公式是在工程实践中总结得出的经验公式，常被用来确定不同性能指标间的关系。

（1）相位裕量γc
 与谐振峰值Mr
 间的近似关系为
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（2）最大超调量Mp
 与谐振峰值Mr
 间的近似关系为
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（3）调整时间ts
 与谐振峰值Mr
 及增益交界频率ωc
 间的近似关系为
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习　题　四

4.1　已知系统的单位阶跃响应为y（t）＝（1－1.8e-4t
 ＋0.8e-9t
 ）·1（t），试求系统的幅频特性和相频特性。

4.2　设系统的闭环传递函数和输入信号分别为
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试求系统的稳定输出。

4.3　设单位反馈控制系统的开环传递函数为
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试求系统对下列输入信号的稳定输出。
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4.4　以下各式是图4.48所示系统的前向通路和反馈通路的传递函数，系统的输入信号为u（t）＝sin2t，试求稳定输出。
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图4.48　题4.4

4.5　试绘制下列开环系统的Nyquist图和Bode图。
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4.6　试绘制下列开环系统的Bode图，并比较其特点。
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4.7　图4.49所示为最小相位开环系统的对数幅频渐近线图，试求其对应的开环传递函数。
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图4.49　题4.7

4.8设系统的传递函数为
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试求系统的谐振频率ωr
 和谐振峰值Mr
 及截止频率ωb
 （提示：可用作图方法求近似值）。

4.9设系统的闭环传递函数为[image: alt]
 ωi
 是系统带宽内的任意频率，试比较｜Gb
 （jωr
 ）｜、｜Gb
 （jωi
 ）｜、｜Gb
 （jωb
 ）｜的大小，并说明理由。

4.10　若单位反馈系统的开环传递函数为G（s），则其截止频率ωb
 满足______。

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．｜G（jωb
 ）｜＝0.707

D．201g｜G（jωb
 ）｜＝-3dB

4.11　已知某单位反馈系统的开环传递函数为G（s），系统的谐振频率和截止频率分别为ωr
 ，ωb
 ，ωi
 是系统带宽中的任一频率，则______。
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4.12　已知某单位反馈系统的开环传递函数为G（s），谐振频率为ωr
 ，则下列关系式正确的是______。
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4.13　试根据下列开环频率特性分析相应系统的稳定性。
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4.14　试运用奈氏判据或其推论求K值，使具有下列开环传递函数的单位反馈系统稳定。

[image: alt]


4.15　设系统的开环传递函数为
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试求当K＝10和K＝100时的相位裕量γc
 和幅值裕量Kg
 ，并根据计算结果说明系统开环增益对稳定性的影响。

4.16　设单位反馈系统的开环传递函数
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试确定a值，使相位裕量等于45°。

4.17　设单位反馈系统的开环传递函数为
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试确定：

（1）使系统的幅值裕量达到Kg
 （dB）＝20（dB）的K值；

（2）使系统的相位裕量达到γc
 ＝60°的K值。

4.18　系统结构图如图4.50所示，试运用奈氏判据及其推论判定该系统的稳定性，并求稳定裕量。
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图4.50　题4.18

4.19　已知Gb
 （s）为某单位反馈系统的闭环传递函数，ωc
 和ωg
 分别是系统的增益交界频率和相位交界频率，则下列关系式正确的是______。

A．γc
 ＝π＋φk
 （ωc
 ）　且φk
 （ωc
 ）＝∠Gb
 （jωc
 ）－∠［1－Gb
 （jωc
 ）］

B．γc
 ＝π＋φk
 （ωc
 ）　且φk
 （ωc
 ）＝∠Gb
 （jωc
 ）

C．[image: alt]


D．[image: alt]


4.20　已知Gb
 （s）为某单位反馈系统的闭环传递函数，相位交界频率为ωg
 ，则下列关系式正确的是______。
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第5章　控制系统的综合与校正

内容提示：本章讨论系统综合与校正方法。

教学要求：弄清并熟记基本控制律和常用校正装置的校正作用和校正原理，弄清并基本掌握系统综合与校正方法。

5.1　系统综合与校正概述

前面第3章、第4章讨论了系统分析方法，如稳定性分析、稳态误差分析及时间响应分析等方法。应用这些分析方法可以评价控制系统的动态品质和稳态性能。本章讨论如何设计建构控制系统的问题——系统综合与校正问题。

系统综合简单地说就是系统构造，其任务是寻求满足设计指标要求的控制规律和能提供这种规律的元件，以便在理论上构造出一个在物理上能实现的控制系统。

系统校正指的是系统的修正，其任务是在已定的系统基本组成结构（称为不可变部分或固有部分）的基础上，通过调整结构参数或以某种方式加入一些新元件（即校正元件）来改变系统的参数或结构，使修正后的系统符合设计指标要求。

系统综合与系统校正是系统方案设计的基本内容。系统的方案设计是一项复杂的工作，一般需要多次试探、反复修改才能完成。系统综合与系统校正的过程是一个相辅相成、相伴而生的过程，综合中有校正，校正中有综合，综合和校正的对象、目的也是完全一致的，只不过思考和解决问题的思路和方法略有区别罢了。因此，通常把系统综合与系统校正合并称为系统的综合与校正。系统综合与系统校正的过程是一个不断完善、逐步逼近的过程，其最终目的是构造一个符合给定设计指标要求的控制系统。

5.1.1　系统设计指标

控制系统的功能是控制输出量，使之保持不变或按预定的方式变化。为保证这一功能的实现，首先，控制系统必须是稳定的；其次，它应具有较快的响应速度和较高的稳态响应精度。另外，它还应有较好的灵敏度、较高的可靠性、良好的工艺性、合理的经济性等。在进行系统综合时，首先要对系统稳定性、响应速度、稳态精度等品质特性提出量化指标要求，这些具体的量化指标要求是系统设计的依据和技术约束条件，称为设计指标。每一项设计指标标志着对系统某一方面品质特性的具体要求。

系统设计指标的大小，不仅直接决定着系统技术品质的优劣，还影响到系统组成元件的数量多少及元件的制造精度等级，从而影响到系统的体积、制造和使用成本以及可靠性和寿命等。一般来说，给定的设计指标越严，系统构成就越复杂，系统技术品质越好而经济性越差；反之，给定的设计指标比较宽松一些，系统构成就会相应简单一些，系统技术品质就会差一些而经济性就会好一些。因此，设计指标应根据市场对技术先进性和经济合理性以及可靠性等的认同水平来确定。另外，在许多情况下，系统的稳定性、响应速度及稳态精度三者难以同时得到改善，而且稳定性的提高往往会导致稳态精度的降低或响应速度的变慢；反之，稳态精度的提高也会导致系统稳定性的下降。因此对这三方面的要求不能同时过严，应在深入研究控制对象工作机理、明确控制任务的基础上，分清矛盾主次，适当折中，有所侧重。例如，对于调节系统，稳态精度是第一位的，响应速度是第二位的，而对于随动系统，响应速度又比稳态精度更为重要。

用频率法进行系统综合与系统校正时，给定的设计指标一般是频域指标，并且以开环指标为多见，有时也会以频域指标与时域指标的混合指标形式出现。当设计指标以混合指标形式给出时，为便于设计，通常把混合指标转换成频域开环指标。

在后面的讨论中，设计指标用右上角标符号“*”予以标注，例如相位裕量设计指标用符号[image: alt]
 表示，增益交界频率设计指标用[image: alt]
 表示，等等。

5.1.2　系统设计的一般过程和系统校正的基本概念

系统设计是一项很复杂的工作，主要内容包括系统基本方案的选择和确定、系统的静态计算和动态计算、系统的结构设计、系统仿真和实验等。一个理想的系统设计往往要经过多次反复并辅之以必要的实验研究才能完成。在设计时，可类比资料的占有程度、实验条件及元件供应情况和制造装备水平等都是影响设计的外因，而设计者的综合技术素质、发明创造能力及实践经验等更是决定系统设计成功与否的内因。

系统设计过程大致如下几步骤。

1．静态设计

系统设计的第一项工作就是确定组成系统的基本元件和结构及其数学模型和性能参数。具体实施步骤：首先根据控制对象工作机理和控制任务，在调查研究、参考类比和功能分析的基础上选择组成系统的基本元件，如执行元件、功率放大器和检测元件等，并确定基本控制方式，从而构造出系统的基本结构。

由于系统的基本结构是根据对控制系统的功能要求构思出来的，不论是否满足设计指标要求，它所包含的元件一般是为完成控制任务所必不可少的，所以通常把基本结构称为系统的不可变部分或固有部分。不可变部分是一个未经校正的系统，所以又称为未校正系统。因不可变部分决定着系统的类型和开环增益，而系统类型和开环增益又决定着系统的静态特性（即稳态精度），所以通常把不可变部分的设计称为静态设计，有关的计算称为静态计算。

在后面的讨论中，未校正系统的传递函数、频率特性及其他参量用顶部波浪线予以标注。例如开环传递函数用[image: alt]
 表示，开环对数频率特性用[image: alt]
 和[image: alt]
 表示，相位裕量用[image: alt]
 表示，增益交界频率用[image: alt]
 表示，等等。

2．动态设计

一般来说，由静态设计确定的不可变部分只是系统的一个雏形，其技术性能是不能满足设计指标要求的，因此必须对其进行改造，使其不足得到补偿和校正。补偿校正的办法一是调整原有结构参数，二是引进补偿装置（即校正装置）。究竟怎样调整结构参数，又怎样引进校正装置，引进什么样的校正装置，这些正是本章重点讨论的问题。

系统校正的任务一是选择校正方式，二是选择校正装置。

1）校正方式

常用的系统校正方式有三种，即串联校正、反馈（并联）校正和顺馈（前馈）校正。

（1）串联校正。是把校正装置串接在系统前向通路中的一种校正方式，其结构图如图5.1（a）所示，图中Gc
 （s）为校正装置的传递函数。为避免功率损失，校正装置通常设在前向通路中能量较低的部位上。校正装置若采用无源网络，一般要附加放大器来提高增益，以补偿由无源校正网络引起的系统开环增益的下降；校正装置若采用有源网络（含有运算放大器），因有源网络本身具有放大作用，故可直接将其串接于前向通路低能量部位上，无需另外增加放大器。

（2）反馈（并联）校正。是把校正装置并联置于主反馈回路内部、形成局部反馈校正回路的一种校正方式，其结构图如图5.1（b）所示。采用反馈校正时，校正所用反馈信号通常由高功率部位（如系统输出端或放大器输出级）引出，经校正装置变换后引向低功率部位，因此不需附加放大器。

（3）顺馈（前馈）校正。是在主反馈回路之外，在给定信号（控制信号）与主反馈信号引出点之前，顺着前向通路方向引入校正装置，形成另一开环控制通路的一种校正方式。旨在补偿由反馈控制的原理性误差引起的控制精度之不足，如图5.1（c）所示。这种由主反馈回路和顺馈校正通路组成的系统有两条控制通道，一个是主反馈回路中的主控制通道，另一个是包含校正装置的开环控制通道。这两个控制通道形成复合控制作用，因此，这种控制系统称为复合控制系统。

扰动信号是影响系统稳态精度的又一重要因素，为补偿由扰动作用引起的控制精度之不足，通常在扰动信号可测点与偏差信号可测点之间引进校正装置，形成一条附加的校正通道，如图5.1（d）所示，这是顺馈校正的另一种形式。
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图5.1　校正方式结构图

以上三种校正方式各有其特点。究竟采用哪种校正方式，取决于系统的信号类型、可供选择的元件、系统工作环境条件和对抗干扰的要求以及经济性等因素。一般来说，串联校正设计简单，反馈校正能有效抑制元件参数波动对系统性能的影响，顺馈校正能有效提高控制精度。

2）校正装置

系统校正的另一主要内容就是选择校正装置。校正装置的选择比校正方式的选择更为灵活。常用的校正装置种类繁多、不胜枚举。通常按照校正装置本身的幅频特性和相频特性形式来划分校正装置的类型。按幅频特性来划分，可将校正装置分为有源校正装置（对信号有增益作用）和无源校正装置（对信号无增益作用）两大类型；按相频特性来划分，可将校正装置分为相位超前、相位滞后及相位滞后-超前三大类型。

选择校正装置的方法有两种，一是分析法，二是综合法。

（1）分析法。是一种试探法。具体做法是：首先根据给定的设计指标和系统不可变部分的特性凭分析和经验选取一种校正装置，并按某种校正方式把它加入到系统中去，然后计算校正后系统的性能参数并与设计指标进行对比，若校正后系统的性能参数不满足设计指标要求，则须重选校正装置并重新计算。如法炮制，反复试探，直到校正后系统的性能指标达到设计指标为止。

（2）综合法。是确定校正装置的另一种常用方法。在第4章曾指出，在系统开环传递函数为最小相位的情况下，根据开环幅频特性完全可以确定开环传递函数及其性能指标。因此，在给定设计指标以后，可以依据这些设计指标构造出校正后系统应当具有的开环频率特性，这样的开环频率特性称为希望频率特性。另一方面，一个需要校正的系统，其性能指标必然达不到设计指标要求，因而其频率特性也必然与希望频率特性不相符。于是，由未校正系统的频率特性与希望频率特性两者之差，即可确定校正装置频率特性及其传递函数。

在后面的讨论中，校正装置的传递函数和频率特性及其他参量用右下角标符号“c”予以标注，例如，Gc
 （s）、Lc
 （ω）、φc
 （ω）等。校正后系统的传递函数及其他参量仍沿用前面使用的符号，例如，Gk
 （s）、φk
 （ω）、γc
 、ωc
 等。

综上所述，系统校正就是以某种方式改造由静态设计确定的系统的不可变部分，使改造后的系统满足设计指标要求。系统校正的方法比较灵活，不仅校正方式有三种可供选择，而且校正装置的选择也很灵活。因此，通常将校正装置称为系统的可变部分。因校正设计主要解决系统稳定性差和响应速度慢的问题，校正设计的出发点和归宿在于改善系统的动态品质，所以，通常把与校正方式和校正装置的选择有关的设计称为动态设计，相应的分析计算称为动态计算。

动态设计完成后，系统的综合就宣告结束了。此时，一个符合设计指标要求的系统方案就被确定下来了，剩下的工作就是把已经确定的系统方案具体化——结构设计，必要时进行系统仿真和实验研究。

5.2　基本控制规律

选择校正装置是系统校正设计的一项重要内容。校正装置的选择须以所需的控制规律为依据。工业过程使用的包括校正装置在内的控制器，其控制规律以比例、微分、积分的组合形式（如比例微分、比例积分、比例积分微分等）为多见。

5.2.1　比例（P）控制律

只改变信号幅值而不改变信号相位的控制规律称为比例控制律，具有这种控制律的控制器称为比例控制器，又称P控制器，其结构图如图5.2所示。
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图5.2　P控制器

在比例控制器中，对信号实施比例变换的部分实际上是一个具有可调增益的放大器，其增益为[image: alt]
 称为比例控制器增益。

用比例控制律来进行系统校正，可提高系统的开环增益，从而可提高系统的控制精度，但同时会使系统的稳定性裕度减小，甚至可能导致系统失去稳定，因此，比例控制律一般不单独使用。

5.2.2　比例微分（PD）控制律

对信号具有比例微分变换作用的控制规律称为比例微分控制律，能提供这种控制律的控制器称为比例微分控制器，又称为PD控制器，其结构图如图5.3（a）所示。
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图5.3　PD控制器

PD控制律的数学描述形式为

[image: alt]


式中，[image: alt]
 为比例系数，τd
 为时间常数，两者大小均可调。

PD控制律的Bode图如图5.3（b）所示，其低频具有比例环节特征，高频具有微分环节特征。

图5.4是用比例微分控制律进行系统校正的一个例子。由图可见，未校正系统的开环传递函数为
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当比例微分控制律中的参数取[image: alt]
 τd
 ＝T1
 时，校正后系统的传递函数为

[image: alt]


校正前后系统的开环对数频率特性曲线如图5.4（b）所示。图中，虚线为未校正系统曲线，实线为校正后系统曲线。从该图可以看出，未校正系统开环对数幅频曲线的中频段斜率为-40dB/dec，相位裕量为负值，而校正后系统开环对数幅频曲线的中频段斜率为-20dB/dec，相位裕量为正值，这表明校正作用使不稳定系统变为稳定系统。另外，从该图还可以看出，校正后系统的增益交界频率也比校正前增大了，这表明校正还使系统的响应速度加快了。
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图5.4　PD控制器的校正作用

【要点】用PD控制律进行系统校正，可有效改善系统的动态性能。

5.2.3　积分（I）控制律

对信号有积分变换作用的控制规律称为积分控制律，能提供积分控制律的控制器称为积分控制器，又称为I控制器，其结构图如图5.5（a）所示。
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图5.5　I控制器

I控制律的数学描述形式为

[image: alt]


式中，Ti
 为可调积分时间常数。

用I控制律进行系统校正，可提高系统的无差度，从而可消除或减小稳态误差，改善系统的稳态性能，但同时也给系统增加了一个开环零极点，使系统开环产生[image: alt]
 的相位滞后量，从而将导致相位裕量减小，相对稳定性下降。

图5.5（b）是用积分控制律进行系统校正的一个例子。未校正系统和校正后系统二者的开环传递函数、闭环传递函数分别为

[image: alt]


从以上诸式可以看出，一方面，未校正系统为Ⅰ型系统，校正后变为Ⅱ型系统，表明校正使系统的无差度增大了，从而稳态性能得以改善。但另一方面，校正后系统的特征多项式Ti
 Ts3
 ＋＋Ti
 s2
 ＋K0
 缺少一次项，表明校正使系统失去了稳定。

【要点】用I控制律进行校正，能提高稳态性能，但同时导致稳定性下降。

5.2.4　比例积分（PI）控制律

对信号具有比例积分变换作用的控制规律称为比例积分控制律，具有这种控制律的控制器称为比例积分控制器，又称为PI控制器，其结构图如图5.6（a）所示。

[image: alt]


图5.6　PI控制器

PI控制律的数学描述形式为

[image: alt]


式中，[image: alt]
 为比例系数，Ti
 为时间常数，两者大小均可调。

PI控制律的Bode图如图5.6（b）所示，其低频具有积分环节特征，高频具有比例环节特征。

用PI控制律进行系统校正，会给系统增加一个开环零极点和开环负实数零点。开环零极点的增加有助于改善系统的稳态性能（无差度增大），负实数零点的增加有助于削弱零极点对稳定性的不利影响，且这种削弱效果随时间常数Ti
 的增大而增强。

图5.7是用比例积分控制律进行系统校正的一个例子，校正前后系统的开环传递函数、闭环传递函数分别为

[image: alt]


从以上诸式可以看出，未校正系统为Ⅰ型系统，校正后变为Ⅱ型系统，同时，校正后系统的开环增益比校正前增大[image: alt]
 倍，因此，校正将有效改善稳态性能。校正后系统的特征多项式为[image: alt]
 只要适当选择积分时间常数Ti
 和比例系数[image: alt]
 就能使系统稳定。

[image: alt]


图5.7　用PI控制律校正系统

【要点】用PI控制律进行系统校正，可在保证系统稳定性不受影响的情况下，改善系统的稳态性能。

5.2.5　比例积分微分（PID）控制律

比例积分微分控制律是由比例P、积分I和微分D三种控制律组合而成的一种控制律，这种控制律对信号具有比例、积分、微分控制作用，具有这种控制律的控制器称为比例积分微分控制器，其结构图如图5.8（a）所示。

PID控制律的数学描述形式为

[image: alt]


当[image: alt]
 时，有

[image: alt]


式中，[image: alt]


PID控制律的对数频率特性图如图5.8（b）所示，由图可见，在低频段，起主导作用的是PI控制律，而在高频段，起主导作用的是PD控制律。

[image: alt]


图5.8　PID控制器

【要点】PID控制律兼有PI和PD两种控制律的作用，能同时改善系统的稳态和动态性能。

5.3　串联校正

串联校正因其设计简单易行、信号变换方便而受许多设计者青睐。根据所用校正装置的相频特性，串联校正可分为超前校正、滞后校正和滞后-超前校正几种形式。

由图5.1（a），串联校正前后系统的开环传递函数关系为

[image: alt]


于是有

[image: alt]


或

[image: alt]


式中，[image: alt]
 ωc
 为校正后系统的增益交界频率。

5.3.1　串联超前校正

串联超前校正是把超前校正装置串接于未校正系统前向通路低功率部位的一种校正方案。超前校正装置是相频特性值为正的一种校正装置，其输出量的相位超前于输入量的相位，按照对信号有无增益作用，分为有源和无源两种类型。

1．有源超前校正电网络

一种有源超前校正电网络如图5.9（a）所示，其数学模型为

[image: alt]


式中，[image: alt]
 称为比例系数；

[image: alt]
 称为分度系数；

[image: alt]
 称为时间常数。

[image: alt]


图5.9　有源超前校正电网络

按式（5.8）绘出的对数频率特性曲线如图5.9（b）所示。从图5.9（b）中可以看出，有源超前校正网络相频特性φc
 （ω）为正（相位超前），随频率ω的增大，φc
 （ω）先以单调增大方式变化、达到最大值后以单调减小方式变化。按照高等数学函数极值的求解方法，容易求得产生最大相位超前角的频率ωm
 及其对应的最大相位超前角φm
 和对数幅频特性值Lm
 ，即由[image: alt]
 可得
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把式（5.9）分别代入式（5.8c）和式（5.8b），可得

[image: alt]


可见，最大相位超前角φm
 发生于两转折频率[image: alt]
 和[image: alt]
 的几何中心频率[image: alt]
 处，φm
 的大小只与分度系数a有关，而且有

[image: alt]


这表明φm
 随a的增大而单调增大，但其变化率[image: alt]
 随a的增大而变小，当a值大于15时，φm
 的变化就很缓慢了。

对比图5.9（b）和图5.3（b），可以看出，有源超前校正网络的频率特性具有PD控制律的特征，不仅能提供超前相位，还能提供增益，从而能同时增大系统相位裕量和增益交界频率。

2．无源超前校正电网络

无源超前校正网络通常由一些阻容元件组成。一种无源超前校正电网络如图5.10（a）所示，其传递函数为

[image: alt]


式中，分度系数[image: alt]
 时间常数T＝R1
 C；比例系数[image: alt]


对应于式（5.12）的对数频率特性曲线如图5.10（b）所示。

[image: alt]


图5.10　无源超前校正网络

对比无源超前校正网络和有源超前校正网络这两种网络的数学模型，很明显，唯一的区别是比例系数大小（从而对数幅频曲线的纵坐标位置）不同：无源超前网络的比例系数Kc
 ＜1，而有源超前网络的比例系数Kc
 ＞1。因此，无源超前校正网络除了在低频对信号有衰减作用（且这种衰减作用随分度系数a的增大而变强）以外，其对数相频曲线、最大相位滞后角φm
 、频率ωm
 以及对数幅频特性值Lm
 等与有源超前校正网络的各对应项完全相同。

显然，有源超前校正装置的校正作用可用无源超前校正装置辅之以附加放大器（或增大未校正系统开环增益）来实现，且后者的结构比前者的结构更为简单，成本更低廉。有源超前校正装置的最大优点是其参数可根据需要进行调节。如果对系统特性没有可调节要求，那么从经济上考虑，采用无源超前校正装置另加放大器（或增大未校正系统开环增益）更为合理。

采用无源超前校正装置另加放大器进行系统校正时，为了增大最大相位超前角φm
 ，以提高系统稳定性，分度系数a应选大一些，但当a＞15时，若进一步增大a，φm
 的增长越来越缓慢，而系统开环增益亏损却因比例系数[image: alt]
 而越来越严重。为补偿这种增益亏损，需要附加增益很大的放大器，这在经济上是不划算的。因此，通常取a＝5～20。

3．串联超前校正的校正作用

【要点】　串联超前校正的主要校正作用有两个：①直接利用校正装置的相位超前特性来增大系统的相位裕量，②利用有源超前校正装置（或无源超前校正装置另附加放大器）的相位超前特性和高频幅值增益特性同时增大相位裕量和提高响应速度。为充分利用相位超前角，应使最大相位超前角频率ωm
 位于校正后系统的增益交界频率ωc
 附近。

【例5.1】　某单位反馈系统结构图如图5.11（a）所示，其中，参数K0
 为可调节参数，试设计校正方案，使校正后的系统速度误差系数等于20（s-1
 ），相位裕量不小于50°。

解：

1．静态计算

未校正系统的开环传递函数为

[image: alt]


1）确定参数K0


K0
 值的选取应以实现[image: alt]
 为准。而这只须有

[image: alt]


显然，按静态设计指标确定K0
 后，校正装置的比例系数可取Kc
 ＝1。

[image: alt]


图5.11　某反馈系统结构图

2）绘制未校正系统的开环对数频率曲线图

当K0
 ＝10时，未校正系统的开环对数频率曲线如图5.12曲线①所示，从该图可查得未校正系统的增益交界频率、开环相频值及相位裕量，即

[image: alt]


可见，系统是稳定的，但相位裕量不足，与设计指标值[image: alt]
 相比，相位裕量尚差[image: alt]


[image: alt]


图5.12　串联超前校正频率特性曲线图

2．动态计算

因该校正问题属于稳定性裕量不足的问题，且未校正系统相频特性[image: alt]
 曲线在增益交界频率[image: alt]
 附近变化比较平缓，所以，采用串联超前校正方案是适宜的。

因在静态计算中，静态速度误差指标已实现，故校正装置的比例系数Kc
 可取1，其传递函数可取

[image: alt]


该传递函数可选用有源超前校正装置来实现，也可以在选用无源超前校正装置的同时通过调整K0
 的值来实现。为叙述方便，下面先按有源超前校正装置确定参数a和T。

1）预选有源超前校正装置的最大相位超前角度φm


为充分利用有源超前校正装置的相位超前特性，最大相位超前角φm
 所在频率ωm
 应设在校正后系统的增益交界频率ωc
 处，即ωm
 ＝ωc
 ，以最大限度地提高相位裕量γc
 。参见图5.9（b），当比例系数取Kc
 ＝1时，有源超前校正装置在提供最大相位超前角度φm
 的同时，还提供相应的对数幅频值Lm
 ＝Lc
 （ωm
 ）＝Lc
 （ωc
 ）＞0（dB），因此，校正后系统的增益交界频率必大于未校正系统的增益交界频率，即[image: alt]
 另一方面，由图5.12可知，未校正系统的相频特性[image: alt]
 随频率的增大单调减小，因而当[image: alt]
 时，有

[image: alt]


或

[image: alt]


式中，[image: alt]
 为未校正系统在原增益交界频率[image: alt]
 处的相频值[image: alt]
 与在新增益交界频率ωc
 处的相频值[image: alt]
 两者之差。

若按设计指标要求，校正后系统的相位裕量取[image: alt]
 则由式（5.6）和式（5.13），并考虑到ωm
 ＝ωc
 ，可得超前校正装置应当提供的最大相位超前角φm
 ，即

[image: alt]


可见，只要确定了未校正系统在频率[image: alt]
 和ωc
 处的相位差[image: alt]
 那么所需超前校正装置的最大相位超前角φm
 随即确定。[image: alt]
 依据未校正系统相频曲线在[image: alt]
 的邻近频段下降的快慢程度凭估计而定，一般取5°～12°。通过观察图5.12可知，未校正系统相频曲线在[image: alt]
 附近变化比较平缓，因此，凭估计预选[image: alt]
 于是

[image: alt]


2）确定有源超前校正装置的特征参数及传递函数

（1）计算分度系数。

由式（5.10）得

[image: alt]


（2）确定最大相位超前角度φm
 所在频率ωm
 和时间常数T。

根据式（5.11），当Kc
 ＝1时，该校正装置对数幅频Lc
 （ω）在ωm
 处的值为

[image: alt]


把Lm
 值代入式（5.7b）可得

[image: alt]


这表明未校正系统对数幅频等于-6.2dB对应的频率就是ωc
 。据此，在图5.12上容易查得ωc
 ＝9（s-1
 ），于是，ωm
 ＝ωc
 ＝9（s-1
 ）。

再由式（5.9）可得

[image: alt]


（3）有源超前校正装置的传递函数为

[image: alt]


该校正装置的对数频率特性曲线如图5.12曲线②所示。

3）验证Gc
 （s）是否满足要求

校正后系统的开环传递函数为

[image: alt]


校正后系统的对数频率特性曲线等于未校正系统与校正装置两者的对数频率特性曲线的叠加，如图5.12曲线③所示。从该图可以看出，校正后系统的相位裕量为γc
 ＝50.5°，满足设计指标要求。由于校正前后系统的开环增益未变，而未校正系统的开环增益是根据稳态精度指标[image: alt]
 确定的，故校正后系统的速度误差系数仍为20。事实上

[image: alt]


另外，从图5.12中还可以看出，系统的增益交界频率由校正前的[image: alt]
 增大到校正后的ωc
 ＝9（s-1
 ），这表明校正作用还加大了系统带宽，从而提高了系统的响应速度。

以上这些都说明，上述有源超前校正装置传递函数满足设计要求。同时也证实了前面所说的用有源超前校正装置可同时提高系统的稳定性裕量和响应速度这一论断。

必须指出，上述Gc
 （s）的参数a和T是根据试探性选择的[image: alt]
 确定的，如果Gc
 （s）不能满足相位裕量指标要求，应重新选更大的[image: alt]
 并重新确定a和T，直到所定Gc
 （s）满足相位裕量指标要求为止。

4）选择具体的校正装置

确定了校正装置的传递函数表达式后，就可根据传递函数来选择具体的校正装置及其物理参数了。

传递函数[image: alt]
 可选用有源超前校正装置来实现，也可以在选用无源超前校正装置的同时通过调整K0
 的值来实现。为降低成本，这里选图5.10（a）所示的无源超前校正网络。因该网络提供的传递函数为[image: alt]
 所以，为补偿增益亏损，可把前面确定的K0
 ＝10扩大a＝4.2倍，即实际取K0
 ＝42，如图5.11（b）所示。

至此，系统动态计算即告完成。

从本例题可归纳出串联超前校正的一般步骤：

第一步：静态计算

（1）根据稳态精度指标确定系统开环增益。

（2）绘出未校正系统的开环Bode图，并从图上查取未校正系统的有关性能参数值，如增益交界频率[image: alt]
 相位裕量[image: alt]
 等。

第二步：动态计算

（1）预选超前校正装置的最大相位超前角φm
 。

[image: alt]
 依[image: alt]
 曲线在[image: alt]
 的邻近频段下降的缓急程度（即函数变化率）而定，一般取[image: alt]


（2）确定超前校正装置的结构参数和传递函数：

①根据式（5.10）计算超前校正装置的分度系数a。

②确定最大超前角频率ωm
 。

分度系数a确定后，根据式（5.11）计算出Lm
 ，再根据ωm
 ＝ωc
 和[image: alt]
 [image: alt]
 ［见式（5.7b）］，在未校正系统的对数幅频曲线上查取-Lm
 （dB）对应的频率，该频率即为ωc
 ，从而可定ωm
 。

③根据式（5.9）确定超前校正装置的时间常数T。

④确定传递函数Gc
 （s）

（3）绘制校正后系统的开环Bode图，从图上查取系统性能指标值并与给定的设计指标进行对比。若校正后系统的性能指标不满足设计指标要求，须选更大的相位超前角φm
 并重复进行分析，直到所定超前校正装置的传递函数能够使校正后系统性能指标达到设计指标为止。

（4）按已定的传递函数Gc
 （s）选择具体的超前校正装置及其物理参数。

最后指出，串联超前校正方案存在一定的局限性。在以下两种情况下，采用这种校正方案往往难以奏效：

（1）未校正系统不稳定。

（2）未校正系统虽稳定但稳定裕度不足且同时其相频[image: alt]
 的曲线在增益交界频率[image: alt]
 附近下降得很快。

在这第一种情况下，由于未校正系统不稳定，所以超前校正装置就必须提供很大的相位超前角φm
 ，为此就必须选很大的分度系数a。而当a值很大时，由于该校正装置的比例系数Kc
 不能选得过小（否则会严重影响系统稳态性能），所以校正装置的高频增益就非常大，这必然导致校正后系统增益交界频率ωc
 过大，从而造成系统带宽过大。过大的系统带宽，必然导致系统抑制高频噪声干扰的能力过弱，而强烈的高频噪声会导致系统失控。

在第二种情况下，相频特性[image: alt]
 在[image: alt]
 附近的迅速下降会大大冲消超前装置提供的正相角，结果使相位裕量的增幅大大减小。一般来说，当未校正系统的相频特性[image: alt]
 在[image: alt]
 附近迅速下降时，其对数幅频[image: alt]
 曲线在[image: alt]
 附近的斜率为-60（dB/dec）或更小。

5.3.2　串联滞后校正

串联滞后校正是把滞后校正装置串接于未校正系统前向通路低功率部位的一种校正方案。滞后校正装置是相频特性值为负的一种校正装置，其输出量的相位滞后于输入量的相位，按照对信号有无增益作用，分为有源和无源两种类型。

1．有源滞后校正网络

一种有源滞后校正网络如图5.13（a）所示，其数学模型为

[image: alt]


式中，比例系数[image: alt]
 分度系数[image: alt]
 时间常数[image: alt]


[image: alt]


图5.13　有源滞后校正网络

按式（5.14a）～式（5.14c）可绘出如图5.13（b）所示的对数频率特性曲线图，从图中可以看出，相频特性φc
 （ω）为负（相位滞后），随频率ω的增大，φc
 （ω）先以单调减小方式变化、达到最小值后以单调增大方式变化。按照高等数学函数极值的求解方法，容易求得产生最大相位滞后角的频率ωm
 及其对应的最大相位滞后角φm
 和对数幅频特性值Lm
 ，即由[image: alt]
 可得

[image: alt]


把式（5.15）分别代入式（5.14c）和式（5.14b），可得

[image: alt]


[image: alt]


可见，产生最大相位滞后角φm
 的频率正好是两转折频率[image: alt]
 和[image: alt]
 的几何中心频率[image: alt]
 φm
 的大小只与分度系数a有关，a越大，φm
 的绝对值就越大。

对比图5.6（b）和图5.13（b），可以看出，有源滞后校正网络的频率特性具有PI控制律的特征，其校正作用主要是改善系统稳态性能。

2．无源滞后校正电网络

一种无源滞后校正电网络如图5.14（a）所示，其传递函数为

[image: alt]


式中，分度系数[image: alt]
 时间常数T＝R2
 C；比例系数Kc
 ＝1。

对应于式（5.18）的对数频率特性曲线图如图5.14（b）所示。

[image: alt]


图5.14　无源滞后校正电网络

对比无源滞后和有源滞后这两种网络的数学模型，很明显，唯一的区别是比例系数大小（从而对数幅频曲线的纵坐标位置）不同：无源滞后网络的比例系数Kc
 ＝1，而有源滞后网络的比例系数Kc
 ≥1。因此，无源滞后校正网络除了在中高频对信号有衰减作用（且这种衰减作用随分度系数a的增大而变强）外，其对数相频曲线、最大相位滞后角φm
 、频率ωm
 以及对数幅频值Lm
 等与有源滞后校正网络的各对应项完全相同。

显然，无源滞后校正装置和附加放大器二者相串联的综合校正作用等效于有源滞后校正装置的校正作用。

在无源滞后网络中，分度系数a是一个很重要的参数，a越大，相位滞后特性和高频对数幅频的衰减特性就越严重。一般来说，a的取值应根据对系统的稳态精度要求并考虑物理元件和所需附加放大器的成本来定，通常a取10左右。

3．串联滞后校正的校正作用

【要点1】把无源滞后校正装置直接串联于系统前向通路，可提高系统的相对稳定性但同时将使响应速度变慢。这种校正作用的实现靠的是无源滞后校正装置的高频幅值衰减特性。

校正原理：

如图5.14（b）所示，因无源滞后校正装置的高频幅频值为-201ga（dB）、高频相频值约等于0，所以，校正后系统的增益交界频率小于未校正系统的增益交界频率，即[image: alt]
 当无源滞后校正装置转折频率满足[image: alt]
 时，φc
 （ωc
 ）≈0。考虑到一般未校正系统的开环相频特性在频率[image: alt]
 附近呈下降特性，当[image: alt]
 时，[image: alt]
 所以根据式（5.6），有

[image: alt]


这表明校正作用使相位裕量增大了。但另一方面，由于增益交界频率的减小会导致系统带宽减小，故这种相位裕量的增大是以响应速度变慢为代价的。

【要点2】用有源滞后校正装置（或无源滞后校正装置另附加放大器）实施串联滞后校正可提高系统稳态精度而不致动态品质变坏。这种校正作用主要是利用有源滞后校正装置低频幅频特性大于高频幅频特性这一特点来实现的。

校正原理：

如图5.13（b）所示，当有源滞后校正装置的比例系数为Kc
 ＝a＞1时，该校正装置的高频对数幅频值为0dB时，校正前后系统的增益交界频率就保持不变（即[image: alt]
 ，若使[image: alt]
 则φc
 （ωc
 ）≈0，从而有

[image: alt]


以上分析表明，把比例系数Kc
 ＝a＞1的有源滞后校正装置（或无源滞后校正装置并附加增益等于a的放大器）串联在系统前向通路时，可在不改变系统增益交界频率[image: alt]
 和相位裕量的情况下把系统开环增益扩大a倍，从而实现在系统稳定性和快速性不受损失的情况下有效改善系统稳态性能的校正作用。

【要点3】串联滞后校正适用于动态品质好但稳态精度差、或者稳态精度和稳定性均差但对快速性要求不高的系统校正。

需强调指出的是，为防止滞后校正装置的相位滞后角引起相位裕量减小，滞后校正装置转折频率[image: alt]
 须远小于校正后系统的增益交界频率ωc
 。

【例5.2】　某单位反馈系统结构如图5.15（a）所示，试设计校正方案，使系统的稳态速度误差系数达到[image: alt]
 相位裕量达到[image: alt]
 增益交界频率达到[image: alt]


[image: alt]


图5.15　某反馈系统结构图

解：

1．静态计算

1）确定系统开环增益K

K值的选取应以实现[image: alt]
 为准，而这只需有

[image: alt]


显然，按静态设计指标确定开环增益K后，校正装置的比例系数可取Kc
 ＝1。

2）绘制未校正系统的开环对数频率曲线

当K＝40时，未校正系统的开环对数频率特性曲线如图5.16曲线①所示，从该曲线图可以看出，未校正系统中频段对数幅频曲线斜率为-60dB/dec，增益交界频率和相位裕量分别为[image: alt]
 这表明系统是不稳定的。

2．动态计算

由于未校正系统不稳定，且其相频特性[image: alt]
 在[image: alt]
 附近下降很快，所以用串联超前校正难以奏效。考虑到[image: alt]
 比设计要求值[image: alt]
 大得多，采用串联滞后校正当能取得满意效果。为此取

[image: alt]


该传递函数可选用如图5.14（a）所示无源滞后校正网络来实现，下面用分析法确定该网络的参数a和T。

1）预选校正后系统的增益交界频率ωc


ωc
 的预选值应比设计要求值[image: alt]
 略大一些，现选ωc
 ＝2.7（s-1
 ）。

2）确定滞后装置特征参数及传递函数

（1）选择滞后校正装置转角频率ω2
 。

ω2
 应比校正后系统增益交界频率ωc
 小足够多。现试探选取ω2
 ＝0.1ωc
 ＝0.27（s-1
 ）。

（2）确定时间常数T。

根据式（5.14b），时间常数为

[image: alt]


（3）确定分度系数a。

如图5.14（b）所示，当ω2
 ＜ωc
 ＝2.7（s-1
 ）时，有

Lc
 （ωc
 ）＝Lc
 （ω2
 ）＝-20lga（dB）

再由式（5.7b），可得

[image: alt]


从图5.16可查得，[image: alt]
 把该对数幅频值代入上式，立即可得

a＝14.13

（4）无源滞后校正装置传递函数。

[image: alt]


该校正装置的对数频率特性曲线如图5.16中的曲线②所示。

3）验证Gc
 （s）是否满足设计要求

校正后系统的开环传递函数为

[image: alt]


校正后系统的开环对数频率特性曲线如图5.16中的曲线③所示，从该曲线图可测量出校正后系统的性能指标，即

ωc
 ＝2.7（s-1
 ）

γc
 ＝41.5°

可见，这两项性能指标均满足设计指标要求。

又因校正前后系统的开环增益和型别未变，而未校正系统的开环增益是根据稳态精度指标[image: alt]
 确定的，故校正后系统的速度误差系数仍为40。

以上这些说明，上述校正装置传递函数满足设计要求。

[image: alt]


图5.16　串联滞后校正频率特性曲线图

4）确定滞后校正装置的具体结构及其物理参数

根据校正装置传递函数的表达式，滞后校正装置选用图5.14（a）所示无源滞后校正网络是适宜的，其物理参数R1
 、R2
 和C等可由已定的时间常数T和分度系数a来确定。

至此，系统动态计算即告完成。校正后系统的结构图如图5.15（b）所示。

从本例题可以看出，尽管校正作用使系统由不稳定变为稳定，但同时使增益交界频率由校正前的[image: alt]
 变为校正后的ωc
 ＝2.7（s-1
 ），从而使系统带宽减小、响应速度变慢。

从本例题可归纳出用分析法进行串联滞后校正的一般步骤：

第一步：静态计算

（1）根据稳态精度指标确定系统开环增益。

（2）绘出未校正系统的开环Bode图，并从图上查取未校正系统的有关性能参数值，如增益交界频率[image: alt]
 相位裕量[image: alt]
 等。

第二步：动态计算

（1）根据给定的频率指标[image: alt]
 预选校正后系统的增益交界频率ωc
 （ωc
 应比[image: alt]
 略大）。

（2）确定校正装置的结构参数和传递函数。

①选择滞后校正装置转角频率ω2
 （ω2
 应比ωc
 足够小）。

②由[image: alt]
 确定时间常数T。

③根据已定的ωc
 查取[image: alt]
 并按[image: alt]
 确定分度系数a。

④由T和a确定传递函数Gc
 （s）。

（3）绘制校正后系统的开环Bode图，从图上查取系统性能指标值并与给定的设计指标进行对比。若校正后系统的性能指标不满足设计指标要求，须减小转角频率ω2
 或减小增益交界频率ωc
 （但必须有[image: alt]
 ）并重复进行分析，直到所定滞后校正装置的传递函数能够使校正后系统性能指标达到设计指标为止。

（4）按已定的传递函数Gc
 （s）选择具体的滞后校正装置及其物理参数。

对比以上例5.1和例5.2的校正设计方法，不难看出，尽管串联超前校正和串联滞后校正这两种校正方案都具有纠正系统稳定性差的校正作用，但纠正问题的方式是不同的。在保持系统稳态精度不变的条件下，串联超前校正利用超前网络的相位超前特性直接增大了相位裕量，而串联滞后校正则利用滞后网络的高频幅值衰减特性，通过减小系统增益交界频率间接增大了相位裕量。在提高稳定性裕量的同时，串联超前校正因超前装置的高频幅值增益特性而导致系统的增益交界频率增大，与此相反，串联滞后校正因滞后装置的高频幅值衰减特性而导致系统的增益交界频率减小。因此，超前校正后的系统带宽大于滞后校正后的系统带宽。系统带宽的增大，就系统的快速性来说是有利的，但就抑制高频噪声来说是有害的。这个利弊得失孰轻孰重视具体的系统而定。一般来说，如果要求系统具有快速的响应特性且系统工作时无过多的高频噪声干扰，那么采用串联超前校正是适宜的，反之，如果系统工作时存在较大的高频噪声干扰，就不宜采用串联超前校正，否则会使系统信噪比严重下降。

5.3.3　串联滞后-超前校正

串联滞后-超前校正是把滞后-超前校正装置串接于未校正系统前向通路低功率部位的一种校正方案。相位滞后-超前校正装置的特点是，当信号频率小于某一固定值时，相频值为负，而当频率大于该值时，相频值为正。

1．有源滞后-超前校正网络

一种有源滞后-超前校正电网络如图5.17（a）所示，其对数频率特性曲线图如图5.17（b）所示，其传递函数为

[image: alt]


式中，[image: alt]
 T1
 ＝R4
 C2
 ；[image: alt]
 T2
 ＝（R1
 ＋R2
 ）C1
 ；T1
 ＞T2
 。

[image: alt]


图5.17　有源滞后-超前校正网络

从图5.17（b）可以看出，在低中频段，相位滞后，校正规律明显具有PI校正特征；在中高频段，相位超前，校正规律具有PD校正特征；在全频率范围内，相位呈滞后-超前特征，整个校正规律具有PID特征。

2．无源滞后-超前校正网络

一种无源滞后-超前校正电网络如图5.18（a）所示，其传递函数为

[image: alt]


式中，[image: alt]


[image: alt]


当a＞1时，上式中的[image: alt]
 为滞后因子，而[image: alt]
 为超前因子，又当T1
 ＞T2
 时，整个网络的特性就成为相位滞后-超前特性，其对数频率特性曲线图如图5.18（b）所示。

显然，无源滞后-超前网络和附加放大器二者相串联的综合校正作用等效于有源滞后-超前网络的校正作用。

[image: alt]


图5.18　无源滞后-超前校正网络

3．校正作用

【要点】滞后-超前校正兼有滞后校正和超前校正的优点。利用超前因子的相位超前特性可直接使系统相位裕量增大，从而使系统相对稳定性提高；利用滞后因子低频和高频幅值差可使系统开环增益和增益交界频率增大，从而使系统稳态精度和响应速度提高。因此，滞后-超前校正可同时改善系统稳态精度和动态品质。

串联滞后-超前校正的动态计算可分两步进行，即

第一步：利用滞后因子低频和高频幅值之间存在差值这一特性设法使稳态精度达到设计指标，在此过程中，考虑到超前因子校正作用会使增益交界频率增大，滞后校正后的增益交界频率应略低于设计指标要求值。

第二步：利用超前因子的相位超前特性设法使相位裕量和增益交界频率同时达到给定的设计指标。

【例5.3】　设系统结构图如图5.19所示，试设计校正方案，使其稳态速度误差系数达到[image: alt]
 相位裕量达到[image: alt]
 增益交界频率达到[image: alt]


[image: alt]


图5.19　系统结构图

解：

除了[image: alt]
 这一项外，本例系统及设计指标均与例5.2的各对应项相同。

1．静态计算

1）确定开环增益K

与例5.2一样，校正装置比例系数取Kc
 ＝1，按稳态精度指标要求，取K＝40。

2）绘制未校正系统的开环对数幅频曲线

当K＝40时未校正系统的开环对数幅频曲线如图5.20中的曲线①所示，从该曲线上可查得[image: alt]


以上这些与例5.2中的各对应项完全相同。

[image: alt]


图5.20　串联滞后-超前校正对数幅频特性曲线图

2．动态计算

由于设计任务对稳态精度、快速性及稳定性三方面均要求较高，且未校正系统不稳定，所以单独采用超前校正或滞后校正都难以实现所需的校正作用。可以验证，若采用超前校正，[image: alt]
 和[image: alt]
 两指标无法同时达到，若采用滞后校正，[image: alt]
 和[image: alt]
 两项指标无法同时达到。为此，采用滞后-超前校正。

假设校正装置的传递函数为

[image: alt]


式中，[image: alt]
 为滞后因子，其转角频率为[image: alt]
 为超前因子，其转角频率为[image: alt]
 a＞1，T1
 ＞T2
 ，如图5.18（b）所示。

1）滞后因子校正设计

经滞后因子校正后系统的开环传递函数和对数频率特性分别变为

[image: alt]


（1）预选经滞后因子校正后系统的增益交界频率[image: alt]


如前所述，滞后校正须使[image: alt]
 略小于设计指标[image: alt]
 现试探取[image: alt]


（2）选择滞后因子的第二个转角频率ω12
 。

ω12
 应比[image: alt]
 小足够多，以免滞后角过多冲消相位裕量。现试探选取[image: alt]


（3）确定滞后因子的时间常数T1
 。

[image: alt]


（4）确定分度系数a。

分度系数a的确定方法与例5.2滞后校正中a的确定方法完全相同，即经滞后因子校正后，在新的增益交界频率[image: alt]
 处，有

[image: alt]


据此，由图5.20可查得[image: alt]
 从而可得a＝6.3。

（5）滞后因子[image: alt]


[image: alt]


经滞后因子校正后系统的开环传递函数和相位裕量分别变为

[image: alt]


可见，滞后因子校正使相位裕量由校正前的[image: alt]
 变为[image: alt]
 但与设计指标[image: alt]
 相比仍有[image: alt]
 的差额。毫无疑问，这个差额须由超前因子来补足。

经滞后因子校正后，系统的对数幅频曲线如图5.20曲线②所示。

2）超前因子校正设计

从图5.20曲线②可以看出，经滞后因子校正后，增益交界频率变为[image: alt]
 小于设计指标[image: alt]
 在该频率附近，对数幅频曲线斜率为-40dB/dec，小于-20dB/dec。显然，超前因子的校正作用，应使增益交界频率达到ωc
 ＝6（s-1
 ），同时，使中频段对数幅频曲线的斜率变为-20dB/dec、相位裕量γc
 达到设计指标[image: alt]


从图5.20曲线②可以看出，在转角频率ω＝5（s-1
 ）处，对数幅频曲线的斜率由-20dB/dec变为-40dB/dec。若把超前因子的第一个转角频率选在该频率处，即ω21
 ＝5（s-1
 ），则斜率为-20dB/dec的直线段将延长，若使该直线段穿过0dB线，那么不仅稳定性能得到提高，而且增益交界频率也将有所增大。为此，选ω21
 ＝5（s-1
 ）。于是，超前因子的时间常数和第二个转角频率随即确定，即

[image: alt]


这样，超前因子为

[image: alt]


3）验证校正装置传递函数是否满足校正要求

整个滞后-超前校正装置的传递函数为

[image: alt]


经滞后-超前校正后系统的开环传递函数变为

[image: alt]


校正后系统的开环对数幅频曲线如图5.20曲线③所示，从该曲线可以看出，增益交界频率为ωc
 ＝6.3（s-1
 ），满足设计指标要求[image: alt]
 同时，在该频率附近，系统的对数幅频曲线斜率为-20（dB/dec）。校正后系统的相位裕量为

[image: alt]


可见，相位裕量也满足设计指标要求[image: alt]


4）确定滞后-超前校正装置的具体结构及其物理参数

本例校正装置传递函数表达式与式（5.20）完全类似，故可选用图5.18（a）所示的无源滞后-超前网络作为校正装置，其物理参数可根据已定的时间常数和分度系数并考虑物理实现的方便性来确定。

至此，系统的动态计算即告完成。校正后系统的结构图如图5.19（b）所示。

5.3.4　串联校正综合法

在上面例5.1～例5.3中，校正装置均是用分析法确定的。用分析法选择校正装置时，“分析”二字具有重要意义。分析什么？怎样分析？决策很灵活，经验很重要。

串联校正综合法是根据未校正系统的开环对数幅频特性曲线与希望对数幅频特性曲线两者之差来确定校正装置的一种方法。系统的希望对数幅频特性曲线是设计者希望校正后系统具有的符合设计指标要求的开环对数幅频特性曲线。在下面的讨论中，希望对数幅频特性曲线及其参数用右下角标d予以标注，如Cd
 （s），Ld
 （ω）等。下面首先讨论系统的希望对数幅频特性曲线的绘制方法。

1．低频段曲线

第4章曾指出，低频段对数幅频特性曲线的斜率大小表征着系统的型别，曲线的纵坐标位置反映了系统的开环增益大小，系统的型别和开环增益决定了系统的稳态精度，因此，希望对数幅频特性曲线的低频段应按给定的稳态精度设计指标确定。

2．中频段曲线

开环对数幅频特性曲线的中频段是在增益交界频率ωc
 附近的一段曲线。这段曲线的形状和位置与系统稳定性和动态过渡过程特性有关。根据第4章的讨论，为使校正后系统具有足够的相对稳定性裕量，其开环对数幅频特性曲线的中频段斜率须取-20dB/dec，上下延伸覆盖的频程长度[image: alt]
 应适当大（见图5.21）。一般来说，中频段频程长度h越大，系统的相对稳定性越好而抗高频噪声干扰的能力越低。通常，中频段上下转角频率ω2
 和ω3
 可依[image: alt]
 （即[image: alt]
 是ω2
 和ω3
 的几何中心）并考虑未校正系统开环对数幅频特性曲线适当确定，ω3
 常取中频段与未校正开环对数幅频特性曲线的交点频率。

3．高频段曲线

一般来说，开环对数幅频特性曲线的高频段只与系统抗高频噪声干扰的能力有关，与其他性能指标关系不大。因此，只要未校正系统开环对数幅频特性曲线的高频段具有适当大的衰减特征，为使校正装置尽可能简单，希望对数幅频特性曲线的高频段应与未校正系统的高频段相重合，至少它们的斜率应当相同。

4．连接低、中频段和中、高频段的衔接频段曲线

在希望对数幅频特性曲线的低频段、中频段、高频段已确定的情况下，连接低频段与中频段、中频段与高频段的衔接频段可参照它所连接的前后两频段曲线的斜率适当确定。通常，连接低、中频两段的衔接频段的斜率与这两段的斜率相差20dB/dec，连接中、高频两段的衔接频段的斜率取-40dB/dec或-60dB/dec。另外，为使校正装置尽可能简单，衔接频段的斜率应尽量与未校正系统对应频段的斜率一致或接近，如有可能，最好使它们相重合。

系统的希望对数幅频特性曲线不是唯一的。尽管绘制希望对数幅频特性曲线的主要依据是设计指标，但在确定某些细节时还要参考未校正系统的开环对数幅频特性曲线。当给定的设计指标要求较高、而未校正系统的固有特性又比较复杂时，要绘制一个理想的希望对数幅频特性曲线并非易事，有时绘出的希望对数幅频特性曲线甚至不符合设计指标要求。因此，为可靠起见，必要时应对希望对数幅频特性曲线进行校核。校核方法是：首先根据已定的希望对数幅频特性曲线确定与之相对应的传递函数Gd
 （s），然后根据Gd
 （s）确定与设计指标对应的性能指标；若性能指标未达到设计指标，那么该希望对数幅频特性曲线是不合格的，必须进行修正并重新进行校核，直到按希望对数幅频特性曲线确定的性能指标达到设计指标为止。

【例5.4】　设单位反馈系统的开环传递函数为

[image: alt]


试设计校正方案，使系统性能参数达到[image: alt]


解：

1．静态计算

由给定的速度误差系数指标[image: alt]
 可求得系统开环增益，即K＝70。

按K＝70可绘出如图5.21曲线①所示的未校正系统的开环对数幅频特性曲线，从该曲线图可查得未校正系统的增益交界频率，即[image: alt]


未校正系统的相位裕量为

[image: alt]


可见系统是不稳定的。

[image: alt]


图5.21　开环对数幅频特性曲线

2．动态计算

1）绘制希望对数幅频特性曲线

（1）低频段曲线。

由于未校正系统开环增益已按给定的稳态速度误差系数[image: alt]
 确定，稳态精度已满足要求，所以，希望对数幅频特性的低频段曲线取未校正系统的低频段对数幅频特性曲线。

（2）中频段曲线及低、中频衔接频段曲线。

希望对数幅频特性曲线的中频段穿过0dB线的频率须取给定的增益交界频率[image: alt]
 中频段斜率取-20dB/dec，中频段上限转角频率ω3
 取希望对数幅频特性曲线与未校正系统开环对数幅频特性曲线的交点频率。由图5.21曲线②可知，ω3
 ＝45（s-1
 ）。

中频段下限转角频率根据[image: alt]
 取[image: alt]


低频段与中频段曲线确定后，它们之间的衔接频段曲线不难确定。由图5.21曲线②可知，当低、中频衔接频段曲线的斜率取-40dB/dec时，该衔接频段斜率与低、中频两段曲线的斜率相差20dB/dec。据此，过希望对数幅频特性曲线中频段的下限点［频率为ω2
 ＝3.75（s-1
 ）］朝低频作出斜率为-40dB/dec的直线并使其延伸至与低频段曲线交于频率ω1
 ＝0.7（s-1
 ）处，即得低、中频衔接频段曲线。

（3）高频段和中、高频段的衔接频段曲线

希望对数幅频特性曲线的高频段应当具有适当大的衰减特征，以使系统具有较强的高频噪声抑制能力。考虑到未校正系统高频段对数幅频特性曲线已具有较强的衰减特征，为使校正装置尽可能简单，希望对数幅频特性曲线的高频段和中、高频衔接频段曲线就取未校正系统的对应频段曲线，如图5.21曲线②所示。

至此，希望对数幅频特性曲线就确定了，其斜率变化形式为→1→2→1→2→3。

2）确定校正装置的传递函数

由于系统的希望对数幅频特性曲线是校正后系统应当具有的对数幅频特性曲线，而校正后系统的对数幅频特性曲线等于未校正系统和校正装置两者对数幅频特性曲线的叠加，所以，校正装置的对数幅频特性曲线必然等于希望对数幅频特性曲线与未校正系统曲线两者之差。据此，可绘出如图5.21曲线③所示的校正装置的对数幅频特性曲线。根据该曲线不难识别出对应的传递函数，即

[image: alt]


式中，T1
 ＝0.27（s）；T2
 ＝0.12（s）；a＝5.3。

校正装置传递函数还可这样来确定：

首先根据希望对数幅频特性曲线识别出校正后系统的开环传递函数，即

[image: alt]


然后，根据式（5.5a）校正装置的传递函数应当等于校正后系统与未校正系统两者开环传递函数之比，即

[image: alt]


3）验证校正装置传递函数是否满足校正要求

校正后系统的开环传递函数为

[image: alt]


由图5.21，校正后系统的增益交界频率为

[image: alt]


校正后系统的相位裕量为

[image: alt]


校正后系统的稳态速度误差系数为

[image: alt]


以上这些都说明上述校正装置传递函数能满足校正要求。

4）确定校正装置的具体结构及其物理参数

本例校正装置传递函数表达式与式（5.20）完全类似，故可选用图5.18所示无源滞后-超前网络作为校正装置，其物理参数可根据已定的时间常数和分度系数并考虑物理实现的方便性来确定。

至此，系统的动态计算即告完成，校正后系统结构图如图5.22所示。

[image: alt]


图5.22　校正后系统结构图

从本例可归纳出用串联校正综合法设计校正装置的一般步骤：

（1）绘制未校正系统的开环对数幅频特性曲线。

（2）绘制系统的希望对数幅频特性曲线。

（3）根据希望对数幅频特性曲线与未校正系统对数幅频特性曲线绘制校正装置的对数幅频特性曲线，并据此曲线识别出对应的传递函数［或者根据希望对数幅频特性曲线识别出校正后系统的开环传递函数Gk
 （s），并计算出校正后系统与未校正系统两者开环传递函数之比］，即得校正装置传递函数。

（4）验证校正装置传递函数是否满足校正要求。若不满足校正要求，须分析原因，修正希望对数幅频特性曲线，并按上述过程重新进行设计，直至所定校正装置传递函数满足校正要求为止。

（5）确定校正装置具体结构和物理参数。

从以上讨论可以看出，与分析法相比，综合法最为显著的特点是其技术路线简单清晰，只要希望对数幅频特性曲线绘制适当，一般来说校正设计可一次完成。绘制希望对数幅频特性曲线的关键在于适当选择中频段频程长度h及其上下限转角频率ω2
 和ω3
 。

5.4　反馈校正

反馈校正不仅能收到和串联校正同样的效果，还能有效地抑制被反馈校正回路包围的某些环节的不良特性，在一定条件下，被包围环节的不良特性甚至能被反馈环节的特性所取代，因此，反馈校正在控制系统设计中有着广泛的应用。

在反馈校正中，可用作反馈信号源的信号有速度、加速度、电流和电压等，反馈元件一般是一些测量传感器，如测速发电机、加速度传感器、电流互感器等。

5.4.1　反馈校正作用

【要点1】比例反馈校正可减小时间常数、提高反应速度。

图5.23（a）、图5.23（b）所示分别为校正前后某系统的结构图，图5.23（b）中的内回路是反馈校正回路。假定[image: alt]
 （惯性环节），反馈校正取比例环节，即Gc
 （s）＝Kc
 ，则校正内回路部分的闭环传递函数Gcb
 （s）为

[image: alt]


式中，[image: alt]


如果[image: alt]
 （振荡环节），反馈校正仍取Gc
 （s）＝Kc
 ，则校正内回路的传递函数为

[image: alt]


式中，[image: alt]


以上两式表明，由比例环节反馈包围某个环节形成的反馈回路仍具有被包围环节的性质，若被包围环节为惯性环节，那么反馈回路特性仍为惯性环节，若被包围环节为振荡环节，那么反馈回路特性仍为振荡环节，但反馈回路的时间常数比被包围环节的时间常数小，因而回路的惯性比被包围环节的惯性小，从而回路的反应速度比被包围环节的反应速度快，同时，回路的放大系数比被包围环节的放大系数小，且反馈比例系数Kc
 越大，上述效应越显著。据此，如果因组成系统的某个环节的时间常数过大而致系统响应速度达不到设计指标时，可考虑对该环节实施局部比例反馈校正。为避免局部比例反馈校正引起系统增益下降，可在引入局部比例反馈校正的同时，提高其他环节（通常是放大环节）的增益。

[image: alt]


图5.23　反馈校正控制系统

【要点2】反馈校正可减小系统某些参数变化对控制作用的影响。

系统的某些参数往往受被控对象工作状况变化的影响而变化。这种参数的变化必然导致系统动态特性的变化，从而影响控制效果。为减小参数变化对系统动态特性和控制作用的影响，可采用元件质量好、特性稳定的校正装置对存在参数变化的元件实施反馈校正。现仍以图5.23为例说明这种校正的原理。

假定G2
 （s）中的参数随系统工作状况的变化而变化，则校正前变量X2
 （s）和由G2
 （s）参数变化引起的X2
 （s）的变化量dX2
 （s）及相对变化量[image: alt]
 分别为

[image: alt]


校正后变量X2
 （s）和由G2
 （s）参数变化引起的X2
 （s）的变化量dX2
 （s）及相对变化量[image: alt]
 分别为

[image: alt]


分别把式（5.21b）与式（5.22b）、式（5.21c）与式（5.22c）进行比较，可以看出，经反馈校正后，由G2
 （s）变化引起的X2
 （s）的变化量dX2
 （s）及相对变化量[image: alt]
 都下降了，分别是校正前的[image: alt]
 和[image: alt]
 倍。

【要点3】反馈校正可消除系统中某些环节的不良特性，代之以期望特性。

在图5.23（b）中，内部反馈校正回路的频率特性为

[image: alt]


当｜G2
 （jω）Gc
 （jω）｜＞＞1时，有

[image: alt]


这表明，经局部反馈校正后，原环节G2
 （s）的特性被新的特性取代了。据此，如果环节G2
 （s）的特性不理想，可对其实施局部反馈校正。只要校正装置结构和参数选择适当，使其频率特性的倒数[image: alt]
 具有理想特性，并在系统工作频率范围内使｜G2
 （jω）Gc
 （jω）｜＞＞1，就可使不良特性G2
 （jω）消失，代之以理想特性[image: alt]


【要点4】对放大环节实施比例正反馈校正可极大地提高系统增益。

图5.24所示为对放大环节引入比例正反馈的回路，该回路的放大系数为

[image: alt]


当反馈通道的系数取[image: alt]
 （即Kc
 K≈1）时，有

[image: alt]


[image: alt]


图5.24　比例正反馈

5.4.2　确定反馈校正装置的综合法

反馈校正的基本原理是：用反馈校正装置包围对系统动态特性有较大不良作用的某些环节，形成一个局部反馈校正回路，如果该回路的开环幅频值远大于1，则该回路的特性主要取决于反馈校正装置的特性，而与被包围环节无关。

和串联校正一样，确定反馈校正装置的方法也有分析法和综合法两种。采用反馈校正的系统必定是多回路系统，其动态计算要比串联校正的动态计算复杂。鉴于综合法解决问题的技术路线简单明了、容易辨认、便于把握，所以，反馈校正动态计算常采用综合法。下面讨论用综合法进行反馈校正动态计算的具体方法和步骤。

假设反馈校正控制系统如图5.23所示，由该图可知，未校正系统的开环传递函数为

[image: alt]


局部反馈校正内回路的开环传递函数为

[image: alt]


式中，Gck
 （s）表示反馈校正内回路的开环传递函数。

校正后系统的开环传递函数为

[image: alt]


由于校正后系统的特性应取系统的希望特性，即Gk
 （s）＝Gd
 （s），所以，由上式可得

[image: alt]


从而有

[image: alt]


（1）如果｜G2
 （jω）Gc
 （jω）｜＜＜1，则

201g｜1＋G2
 （jω）Gc
 （jω）｜≈201g1＝0

从而由式（5.28）立即可得

[image: alt]


这说明此时无需进行校正，校正装置不应发挥作用。

这一过程的反向思维路线是

如果[image: alt]
 那么，校正装置不应发挥作用，而这只需有

｜G2
 （jω）Gc
 （jω）｜＜＜1

Lck
 （ω）＝201g｜G2
 （jω）Gc
 （jω）｜＜＜0dB

式中，Lck
 （ω）表示反馈校正内回路的开环幅频特性。

（2）如果｜G2
 （jω）Gc
 （jω）｜＞＞1，则

201g｜1＋G2
 （jω）Gc
 （jω）｜≈201g｜G2
 （jω）Gc
 （jω）｜＞＞0

从而由式（5.28）可得

[image: alt]


于是有

[image: alt]


这一过程的反向思维路线是，如果[image: alt]
 则须使

[image: alt]


综上所述，校正装置的选择应当遵循这样两条基本原则：

【要点1】在[image: alt]
 的频率范围内，须使

Lck
 （ω）＝201g｜G2
 （jω）Gc
 （jω）｜＜0（dB）

【要点2】在[image: alt]
 的频率范围内，须取

[image: alt]


另外，还必须保证反馈校正内回路本身稳定。如果校正内回路失去稳定，则整个系统也难以稳定地工作。

用综合法确定反馈校正装置的步骤如下：

①绘制未校正系统开环对数幅频特性[image: alt]
 的曲线。

②按给定的设计指标绘制系统的希望对数幅频特性Ld
 （ω）的曲线。

③确定局部反馈校正内回路的开环对数幅频特性曲线及其对应的传递函数Gck
 （s）＝Gc
 （s）G2
 （s）。

④检验局部反馈校正内回路本身的稳定性和校正后系统性能参数，若反馈校正内回路不稳定或校正后系统性能不满足设计指标要求，须重新绘制希望对数幅频特性曲线并重复上述过程。

⑤根据已定的校正装置传递函数确定具体的校正装置结构和物理参数。

【例5.5】　设某系统结构图如图5.23（a）所示，已知

[image: alt]


试设计校正方案，使系统性能参数达到[image: alt]


解：

1．静态计算

系统不可变部分（未校正系统）开环传递函数为

[image: alt]


由给定的速度误差系数指标[image: alt]
 可求得K1
 K2
 ＝200。考虑到K1
 为不可变部分放大器的放大倍数，故取K1
 ＝200，K2
 ＝1。于是

[image: alt]


未校正系统的开环对数幅频曲线如图5.25曲线①所示，从该图曲线①可查得未校正系统的增益交界频率，即[image: alt]


未校正系统的相位裕量为

[image: alt]


可见系统是不稳定的，需要校正。考虑到G1
 （s）＝K1
 和[image: alt]
 分别是系统的放大器和积分器，其特性是系统必须具备的，系统的不良特性主要存在于[image: alt]
 故对该环节实施局部反馈校正是适宜的，因此，校正后系统的结构图如图5.23（b）所示。

2．动态计算

1）绘制希望对数幅频特性曲线

（1）低频段曲线。

由于未校正系统开环增益已按给定的稳态速度误差系数[image: alt]
 确定，稳态精度已满足要求，所以，希望对数幅频特性的低频段曲线取未校正系统的低频段对数幅频特性曲线。

（2）中频段曲线及低、中频衔接频段曲线。

如图5.25曲线②所示，中频段穿过0dB线的频率须取给定的增益交界频率，即[image: alt]
 中频段斜率取-20dB/dec，为使校正装置尽可能简单，中频段上限转角频率ω3
 取希望对数幅频特性曲线与未校正系统曲线的交点频率ω3
 ＝100（s-1
 ），中频段下限转角频率根据[image: alt]
 取[image: alt]


低频段与中频段曲线确定后，考虑到低频段和中频段斜率均为-20dB/dec，为使低、中频衔接频段曲线的斜率与低、中频两段曲线的斜率相差20dB/dec，该衔接频段曲线斜率应取-40dB/dec。据此，过希望对数幅特性曲线中频段的下限点［频率ω2
 ＝4（s-1
 ）］作斜率为-40dB/dec的直线并使其朝低频延伸至与低频段曲线交于频率ω1
 ＝0.4（s-1
 ）处，即得低、中频衔接频段，如图5.25曲线②所示。

（3）高频段曲线。

因希望对数幅频特性曲线的中频段上限频率点已取该段曲线与未校正系统开环对数幅频特性曲线二者之交点，且未校正系统高频段对数幅频特性曲线已具有较强的衰减特征，故为使校正装置尽可能简单，希望对数幅频特性曲线的高频段曲线就取未校正系统的对应频段曲线。

至此，希望对数幅频特性曲线就确定了，其斜率变化形式为→1→2→1→3，如图5.25曲线②所示。

2）确定局部反馈校正内回路的开环传递函数Gck
 （s）＝Gc
 （s）G2
 （s）和校正装置传递函数

（1）确定内回路的开环对数幅频特性曲线。

由图5.25可知，在ω＝0.4～100（s-1
 ）的频率范围内，[image: alt]
 根据前面讨论，在此频段内，可按[image: alt]
 确定校正内回路的开环对数幅频特性曲线，如图5.25曲线③所示。

如图5.25所示，在ω＞100（s-1
 ）和ω＜0.4（s-1
 ）的频率范围内，因[image: alt]
 故应有Lck
 （ω）＝201g｜G2
 （jω）Gc
 （jω）｜＜0dB，显然，这只需把已定ω＝0.4～100（s-1
 ）频段上的校正内回路对数幅频特性曲线延长即可。

于是，反馈校正内回路的开环对数幅频特性曲线就确定了，如图5.25曲线③所示。

[image: alt]


图5.25　对数幅频特性曲线

（2）确定内回路的开环传递函数Gck
 （s）＝Gc
 （s）G2
 （s）及校正装置传递函数Gc
 （s）。

根据已定的内回路的开环对数幅频特性Lck
 （ω）＝201g｜G2
 （jω）Gc
 （jω）｜的曲线，不难识别出与之对应的传递函数，即

[image: alt]


于是可得

[image: alt]


3）校正设计合理性验证

（1）检验反馈校正内回路本身的稳定性。

由图5.25曲线③可知，内回路的增益交界频率为ωnc
 ＝ω3
 ＝100（s-1
 ）。在该频率处，内回路的相频值为

φck
 （ω）＝∠Gck
 （jω）＝90°－arctan0.25ωnc
 －arctan0.1ωnc
 ＝-82°

反馈校正内回路的相位裕量为

γck
 ＝180°＋φck
 （ωnc
 ）＝98°

可见，反馈校正内回路的稳定性足够好。

（2）性能指标验证。

校正后系统的开环传递函数为

[image: alt]


校正后系统的速度误差系数为

[image: alt]


根据图5.25，校正后，ωc
 ＝20（s-1
 ），且在中频段，因Lck
 （ω）＝201g｜G2
 （jω）Gc
 （jω）｜＞0（dB），故｜G2
 （jω）Gc
 （jω）｜＞＞1，所以，校正后系统的频率特性可近似表示为

[image: alt]


据此，由计算可得

[image: alt]


以上这些都说明校正后系统的性能指标满足设计指标要求。

4）确定校正装置的具体结构及其物理参数（略）

5.5　顺馈校正与复合控制系统

串联和反馈校正是工程上广泛采用的系统校正方式，这两种校正都能达到改善系统性能的效果。然而，如果在控制系统中存在强扰动（特别是低频强扰动）、或者控制任务对稳态精度和动态品质两方面均要求很高，则串联校正和反馈校正一般难以奏效，此时可采用顺馈和串联联合校正方式或顺馈和反馈联合校正方式，这样的校正称为复合校正。

5.5.1　按输入补偿的复合控制原理

图5.26（a）所示的系统是由开环传递函数为G1
 （s）G2
 （s）的单位反馈系统与传递函数为Gc
 （s）的顺馈补偿装置组合而成的复合控制系统。现以该系统为例来分析顺馈控制对主反馈控制回路控制精度的补偿原理。在引入顺馈补偿装置前，单位反馈系统的开环传递函数和闭环传递函数及误差信号分别为

[image: alt]


引入顺馈补偿装置后，复合控制系统的闭环传递函数和误差信号分别为

[image: alt]


比较式（5.32）与式（5.34），可以看出，顺馈补偿装置使系统产生了一项附加误差信号分量[image: alt]
 显然，只要Gc
 （s）选择得当，就能实现对控制精度的补偿作用。另一方面，比较式（5.31）和式（5.33），容易看出，引入补偿装置后，系统的特征方程没有改变，仍为

1＋G1
 （s）G2
 （s）＝0

这表明顺馈补偿装置的引入不影响系统的稳定性。据此，如果反馈控制系统的稳定性和控制精度二者不能同时满足给定设计条件，那么通过引入顺馈补偿装置，这个问题很容易解决——只需使主反馈回路满足稳定性要求、使补偿装置满足控制精度要求即可。这就很好地解决了一般反馈控制系统中存在的控制精度和稳定性二者相互制约、不能同时得到提高的问题。

[image: alt]


图5.26　复合控制系统

1．完全补偿

在引入顺馈补偿装置后，如果补偿装置传递函数取

[image: alt]


则由式（5.33）和式（5.34）得

[image: alt]


这表明系统的输出量在任何时候都准确无误地复现输入量，主反馈控制回路存在的原理性误差被顺馈控制作用完全抵消了，从而，由主控制回路的原理性误差造成的控制精度之不足得到全额补偿。为此，式（5.35）称为对输入信号误差的全补偿条件，又称为绝对不变性条件。

2．部分补偿

由于G2
 （s）一般具有比较复杂的形式，所以全补偿条件在物理上常常难以实现。在实际中，一般只能以满足跟踪精度要求为原则实现部分补偿，或者在对系统起主要影响的频段内实现近似全补偿。下面讨论部分补偿原理。为便于分析，现仿照单位反馈系统开环传递函数与闭环传递函数间的关系，如下定义复合控制系统的等效开环传递函数为

[image: alt]


式中，Gkeq
 （s）表示复合系统的等效开环传递函数。

图5.26（a）所示，如果主控制通道的传递函数取如下形式

[image: alt]


则当无顺馈控制［即Gc
 （s）＝0］时，单位反馈系统的开环传递函数和闭环传递函数分别为

[image: alt]


显然，此时系统为Ⅰ型系统，其稳态速度误差为常数[image: alt]
 稳态加速度误差为∞。

引入顺馈补偿装置后，假设由补偿装置产生的补偿信号为其输入信号的一阶导数和二阶导数的线性和，即设

Gc
 （s）＝q1
 s＋q2
 s2


并取[image: alt]
 则由式（5.36）和式（5.33）可得

[image: alt]


式（5.41）表明，复合控制系统相当于Ⅲ型系统，其稳态速度误差和稳态加速度误差均为0。与没有顺馈补偿装置的纯反馈系统相比，顺馈补偿装置使系统的无差度由Ⅰ型提高到Ⅲ型，因而使系统对速度信号的稳态误差由[image: alt]
 变为0，使系统对加速度信号的稳态误差由∞变为0。同时，由式（5.40）和式（5.42）可知，引入补偿装置前后，系统的特征方程没有改变，均为

s（an－1
 sn－1
 ＋…＋a1
 s＋a0
 ）＋K1
 K2
 ＝0

这充分证明补偿装置只改变系统的控制精度而不改变稳定性。

5.5.2　按扰动补偿的复合控制原理

如果扰动信号是可量测的，仿上述按输入补偿的复合控制原理，同样可导出对扰动信号误差的全补偿条件或部分补偿条件。现以图5.26（b）所示的复合控制为例说明按扰动补偿的补偿条件。

引入顺馈补偿装置前，由扰动信号产生的误差信号为

[image: alt]


引入顺馈补偿装置后，由扰动信号产生的误差信号为

[image: alt]


显然，当补偿装置传递函数取

[image: alt]


时，就可使En
 （s）＝0，即由扰动信号产生的误差被补偿装置的补偿作用完全抵消。因此，式（5.45）为对扰动信号误差的全补偿条件。通常实现全补偿是困难的，但部分补偿是可以做到的。

综上所述，复合控制可在不改变系统稳定性的条件下有效提高控制精度。因此，在设计复合控制系统时，应以满足动态性能（稳定性和快速性）为原则设计主反馈回路，以满足稳态性能为原则设计补偿装置。

习　题　五

5.1　设某单位反馈系统前向通道的传递函数为

[image: alt]


（1）试设计校正方案，使校正后系统的相角裕量达到[image: alt]
 稳态速度误差系数达到[image: alt]


（2）试以同时达到上面设计指标和增益交界频率指标[image: alt]
 为准设计校正方案。

5.2　已知某单位反馈系统前向通道的传递函数为

[image: alt]


试设计校正方案，使校正后系统的稳态速度误差系数达到[image: alt]
 增益交界频率达到[image: alt]
 相位裕量达到[image: alt]


5.3　设单位反馈系统的开环传递函数为

[image: alt]


（1）试设计校正方案，使校正后系统的稳态速度误差系数达到[image: alt]
 增益裕量达到[image: alt]


（2）试设计校正方案，使校正后系统的稳态速度误差系数达到[image: alt]
 增益裕量达到[image: alt]


5.4　单位反馈系统前向通道的传递函数为

[image: alt]


试设计校正方案，使校正后系统的稳态速度误差系数达到[image: alt]
 增益交界频率达到[image: alt]
 相位裕量达到[image: alt]


5.5　设系统的结构图如图5.23（b）所示，如果

（1）系统不可变部分的传递函数为

[image: alt]


试确定反馈校正装置传递函数Gc
 （s），使校正后系统的稳态速度误差系数达到[image: alt]
 相位裕量达到[image: alt]


（2）系统不可变部分的传递函数为

[image: alt]


试确定反馈校正装置传递函数Gc
 （s），使校正后系统的相角裕量达到[image: alt]
 增益交界频率指标达到[image: alt]


5.6　两个复合控制系统结构图如图5.26（a）所示，如果

（1）系统1：

[image: alt]


（2）系统2：

[image: alt]


试确定λ1
 和λ2
 的值，使系统对于加速度输入信号的稳态误差为ess
 ＝0，并讨论系统2中的惯性因子[image: alt]
 对系统稳定性和动态性能的影响。


第6章　离散控制系统

内容提示：本章介绍信号的采样、保持和转换，Z变换，离散系统的数学模型，离散系统的稳定性分析、稳态误差和瞬态响应分析等。

教学要求：熟练掌握Z变换方法，离散系统的数学建模，稳定性分析、稳态误差和瞬态响应分析方法等。

6.1　有关离散控制系统的基本概念

前面几章讨论的是连续控制系统，在这类系统中，所有信号都是模拟信号，这种信号在数学上可表示为时间变量t的连续函数。在工程实际中，还有另外一类控制系统——离散控制系统（以下简称离散系统），在这类系统中，有些信号是脉冲序列或数字编码，这种信号只在特定的离散瞬时t1
 ，t2
 ，…，tn
 处可表示为时间t的函数，而在所有两相邻离散瞬时之间无意义，故称为离散信号。为区别于连续信号，离散信号用右上角标符号“*”予以标注，例如x*
 （t）、e*
 （t）等，并将该上角标符号“*”称为离散算子。

离散控制系统有采样控制系统和数字控制系统两种类型。

如果系统中的离散信号是由名为采样器的装置经采样获得的脉冲序列，则这样的离散系统就是采样控制系统；如果离散信号是由数字元件产生的数字序列，则这样的离散系统就是数字控制系统。

一般来说，在采样控制系统中，控制器信号是离散的脉冲序列，而受控对象信号是连续的模拟信号。因此，在这类系统中，必然存在着从连续模拟信号到离散脉冲信号和从离散脉冲信号到连续模拟信号两种信号类型的变换过程。从连续模拟信号到离散脉冲序列信号的变换过程称为信号的采样过程，简称采样，实现采样的元件称为采样器或采样开关。从离散脉冲信号到连续模拟信号的变换过程称为信号的复现过程，信号的复现是由被称为保持器的元件完成的。典型的采样控制系统的结构图如图6.1所示，在该系统中，误差信号e（t）是连续模拟信号，经过采样开关作用后，变为一组脉冲序列e*
 （t），该脉冲序列是离散化了的误差信号，e*
 （t）被传输到脉冲控制器、经处理变换后变为新的脉冲信号，该脉冲信号经保持器处理变换后返还为连续模拟信号。
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图6.1　典型采样控制系统结构框图

数字控制系统是以计算机为控制器的闭环控制系统，因而又称为计算机控制系统。由于计算机具有运算速度快、精度高、集成化、容量大、功能多、体积小以及通用性和灵活性强等优点，所以，自20世纪60年代出现小型计算机、70年代出现微型计算机以来，伴随着硬件和软件技术日新月异的发展，计算机控制系统在各行各业中雨后春笋般地涌现出来，得到了极为广泛的应用。

在数字控制系统中，控制器信号是离散数字序列，受控对象信号是连续模拟信号。因此，在这种系统中，必然存在着从连续模拟信号到离散数字信号和从离散数字信号到连续模拟信号两种信号类型的转换过程。从连续模拟信号到离散数字信号的转换过程称为模／数（或A/D）转换过程，用以实现这一转换的元件称为模／数（或A/D）转换器。从离散数字信号到连续模拟信号的转换过程称为数／模（或D/A）转换过程，相应的元件称为数／模（或D/A）转换器。用于工业控制的计算机一般或者直接集运算处理、A/D和D/A于一体、或者备有A/D和D/A接口。

典型的数字控制系统结构图如图6.2（a）、图6.2（b）所示。

与连续控制系统相比，离散控制系统有如下优点：

（1）校正作用由计算机软件实现，可随时随意修改校正作用，校正效果既好又灵活。

（2）数字信号的传递可有效抑制噪声，从而可有效提高系统的抗干扰能力。

（3）可采用一台计算机分时控制几个系统，可有效提高设备利用率和经济效益。

（4）可采用光栅、码盘、磁栅等高灵敏度元件来提高系统的灵敏度。
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图6.2　典型数字控制系统结构框图

6.2　信号的采样、保持及转换

6.2.1　采样过程

1．采样器和采样过程

采样器多为电子开关，闭合时采得信号，断开时信号中断，一闭一开一次采样瞬间完成，且闭合时间比断开时间短得多。因此，一个连续信号通过采样器后就会变成幅值宽度极窄、在时间上离散、在幅值上随连续信号变化的一系列离散脉冲信号，如图6.3（a）、图6.3（b）所示，图中，x（t）为采样器的输入信号，它是连续的模拟信号，x*
 （t）为采样器的输出信号，它是离散的脉冲序列。当然，脉冲序列仍然是模拟信号，只不过在时间上不连续罢了。比较x（t）和x*
 （t）的变化曲线，显然，采样器只是按某种时间间隔规律原原本本地截取输入的连续信号，并不改变连续信号的幅值。从整体来看，采样信号可视为由采样器把连续信号沿时间坐标截成无数段、并按某种间隔规律提取一系列小段而形成的一种离散序列信号。因此，采样信号x*
 （t）是一种幅值上连续而时间上离散的信号，在同一采样瞬时与连续信号x（t）具有完全相同的幅值。

采样器采样间隔的规律不同，获得的采样信号的规律也不同。如果采样器每一次采样的间隔和持续时间是固定不变的，则采得的离散脉冲序列的间断和持续时间也是固定不变的，这样的采样称为周期采样。反之，如果采样器每一次采样的间隔和持续时间是变化的，则采得的离散脉冲序列的间断和持续时间也是变化的，这样的采样称为非周期采样。与非周期采样相类似的还有随机采样，此时，采样器每一次采样的间隔和持续时间是随机变化的，因而采得的离散脉冲序列的间断和持续时间也是随机变化的。本章的讨论仅限于等周期采样，且当多个采样器共存于一个系统时，认为它们的采样过程是同步等周期的。

采样器每一回合采样所用时间称为采样周期，用T表示，单位为s（秒）；采样周期的倒数[image: alt]
 称为采样频率，用fs
 表示，单位为1/s，即[image: alt]
 采样频率常用角度形式表示，称为采样角频率，记为ωs
 ，单位为rad/s，即
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由于采样器的一次闭合持续时间τ极短，比采样周期T和系统连续部分各环节的最大时间常数小得多，通常以毫秒和微秒计，所以，在进行系统分析时，一般认为采样器的闭合时间为零，即τ＝0。无疑，τ＝0的采样器是假想的理想采样器，经理想采样器采样获得的信号是理想采样信号，它是一种无时间宽度的离散脉冲序列，如图6.3（c）所示。用理想采样信号代替实际采样信号进行系统分析既不背离实际又便于数学处理，是非常可取的。尽管这样做会丢失实际离散脉冲序列的某些信息，因而会产生某种误差，但对实际工程问题来说，这种误差微不足道，完全可以忽略不计。
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图6.3　采样信号与连续信号间的关系

2．采样数学原理

由图6.3（a）、图6.3（c）可知，采样信号x*
 （t）可视为由理想采样器把连续信号x（t）截成时间宽度为零的无数个脉冲、并按相同的间隔提取其中的一系列脉冲而形成的离散序列信号，在任意采样瞬时t＝kT，x*
 （t）＝x（t）。因此，x*
 （t）和x（t）间的数学关系为
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式中，[image: alt]
 为理想单位脉冲序列函数：δ（t－kT）为具有单位强度的理想脉冲函数（亦即脉冲幅值为1），其几何描述如图6.4（b）所示。

式（6.1）的几何描述如图6.4所示，从该图可以看出，采样过程可视为一个幅值调制过程，理想采样器如同一个幅值调制器，其载波信号为理想单位脉冲序列函数[image: alt]
 调制信号为连续信号x（t），输出信号为离散脉冲序列x*
 （t）。
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图6.4　采样数学原理图

因为在控制系统中，当t＜0时，x（t）＝0，所以，式（6.1）可化为
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对式（6.2a）进行拉氏变换，可得采样信号x*
 （t）的拉氏变换，即
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式（6.2b）是采样信号的复域表达形式，反映了x*
 （t）的拉氏变换X*
 （s）与连续信号x（t）之间的关系。

另一方面，理想单位脉冲序列函数[image: alt]
 是周期为T的周期函数，可以展开成复数形式的傅里叶（简称傅氏）级数，即
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式中，ωs
 ＝2π／T为采样角频率；ck
 为傅氏系数，其值为
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由式（6.1）、式（6.3）和式（6.4）可得
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式（6.5）是描述采样信号与连续信号之间关系的又一数学关系式。

应用拉氏变换的位移定理对式（6.5）进行拉氏变换，易得
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式（6.6）是采样信号的又一种复域表达形式，反映了采样信号x*
 （t）的拉氏变换X*
 （s）与连续信号x（t）的拉氏变换X（s）之间的关系。

3．采样信号的性质

【性质1】采样函数的拉氏变换具有周期性，即
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证明：

在式（6.6）中，令s＝s′＋jnωs
 ，可得
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令m＝k＋n，得
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由式（6.6），上式右边可化为
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于是有

X*
 （s′＋jnωs
 ）＝X*
 （s′）

再把上式中的符号s′用s替换，立即得式（6.7）。

证毕。

【性质2】采样函数拉氏变换X*
 （s）与连续函数拉氏变换Y（s）之积的离散表达式等于X*
 （s）与Y*
 （s）之积，即
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性质2表明，当把采样函数拉氏变换X*
 （s）与连续函数拉氏变换Y（s）相乘后再进行离散化时，可将X*
 （s）从离散算子符号中提出来。

证明：

由式（6.6）可得
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根据式（6.7），上式右边项可化为
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再由式（6.6），上式右边项可进一步化为
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于是，式（6.8）成立。

证毕。

6.2.2　采样定理

采样周期T（或采样频率fs
 和ωs
 ）的大小直接决定着采样信号的真实性。毫无疑问，T越小（或fs
 和ωs
 越大），采样信号就越接近连续信号，当T→0时，离散系统实际上转变为连续系统。反之，T越大（或fs
 和ωs
 越小），采样点就越少，丢失的信息就越多，因而采样信号就越背离连续信号。过大的采样周期会使离散系统产生额外误差，降低系统的动态性能，甚至有可能导致系统失去稳定，因此，为了保持采样信号的真实性，采样周期T应尽可能地小（或fs
 和ωs
 尽可能地大）。但另一方面，过小的采样周期T（或过大的fs
 和ωs
 ）会导致过大的计算工作量，同时在物理上也难以实现，因此，采样周期T（或fs
 和ωs
 ）的大小应当合理选择。香农（Shannon）采样定理提出并证明了采样频率的取值原则。

【香农采样定理】　如果连续信号的有效频谱的最高频率为ωmax
 ，则欲使采样信号能够无失真地恢复到原连续信号，采样频率ωs
 应取
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下面简要证明一下香农采样定理。

在式（6.6）中，如果X*
 （s）没有右极点，则令s＝jω，立即可得采样信号x*
 （t）的傅氏变换，即
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式中，X*
 （jω）和X（jω）分别为x*
 （t）和x（t）的傅氏变换，即X*
 （jω）＝F［x*
 （t）］，X（jω）＝F［x（t）］，它们的模｜X*
 （jω）｜和｜X（jω）｜分别称为x*
 （t）和x（t）的幅值谱，简称频谱。

从式（6.10）可以看出，X*
 （jω）中含有[image: alt]
 项。这表明采样信号包含有原连续信号的真实成分，在一定条件下，可以将它不失真地还原成原连续信号。

一般来说，连续信号x（t）的频谱｜X（jω）｜是带宽有限的一个单一连续频谱，其最高频率为ωmax
 ，其频谱图如图6.5（a）所示，而由式（6.10）和式（6.7）可知，采样信号x*
 （t）的频谱｜X*
 （jω）｜则含有以ωs
 为周期的无穷多个频谱分量[image: alt]
 如果ωs
 ≥2ωmax
 ，那么，这无穷多个频谱分量[image: alt]
 互不交叠，它们叠加后分布于不同的频率位置，如图6.5（b）所示。但如果ωs
 ＜2ωmax
 ，那么这些频谱分量就必然在某些频段交叠在一起，在这些交叠频段，｜X*
 （jω）｜不等于相交分量的简单叠加，其频谱形状必然发生畸变，如图6.5（c）所示。在各频谱分量中，对应于n＝0的频谱分量为[image: alt]
 它就是采样前连续信号的频谱，只不过在幅值上变化了[image: alt]
 倍，因而被称为采样频谱的主分量，除主分量以外的其余频谱分量[image: alt]
 都是由采样过程引起的高频分量，称为采样频谱的补分量。显然，主分量含有原连续信号的真实信息，是采样信号得以恢复到原连续信号的依据，需要还原的采样信号正是这部分信号分量，而所有补分量应当在信号还原时截去。从图6.5（b）可以看出，对于ωs
 ≥2ωmax
 的采样信号，由于其频谱主分量和各个补分量互不交叠，所以信号还原时只须在用一个理想低通滤波器［其频谱特性如图6.5（b）所示］就能把所有补分量滤除，只让主分量还原，以使采样信号不失真地恢复到原连续信号；而对于ωs
 ＜2ωmax
 的采样信号，由于其频谱主分量和某些补分量交叠在一起，无法用滤波器从这些交叠在一起的信号分量中提取需要还原的主分量，因而也就无法使其不失真地恢复到原连续信号，这便是香农采样定理的由来所在。

应当指出，香农采样定理只是给出了一个选择采样角频率ωs
 或采样周期T的指导原则，给出的是由采样脉冲序列无失真地再现原连续信号所允许的最小采样角频率ωs
 或最大采样周期。在工程实际中，具有如图6.5（b）所示频谱特性的理想低通滤波器实际上是不存在的，只能用具有低通滤波特性的保持器来实现采样信号到连续信号的转换。因此，欲使采样信号尽可能真实地再现原连续信号，须使ωs
 ＞＞ωmax
 。
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图6.5　连续信号和采样信号频谱图

6.2.3　零阶保持器

在采样控制系统中，控制器是脉冲信号元件，受控对象是连续信号元件，脉冲信号元件不能直接驱动连续信号元件动作，两者之间必须配置一种信号转换装置，把离散的脉冲信号转换成连续信号。保持器正是用来把采样信号转换为连续信号的一种信号转换装置。

根据香农采样定理，由符合香农采样定理条件的采样器采得的脉冲序列信号，可用一个理想低通滤波器将其不失真地还原为原连续信号。这一结论表明，保持器应当是一个低通滤波器，其特性应当尽可能接近理想低通滤波器的特性。

在采样控制系统中，用保持器把采样序列信号转换为连续信号的过程是：边接收边转换，总是用已经获得的采样序列信号来构造当前和随后一时间小区段的连续信号。这表明保持器是一个数据外推器，其功能是用已获得的采样序列信号用外推方式构造出当前和未来的连续信号值。这一功能的数学描述就是用各采样点的数据实现插值。

在由脉冲序列x*
 （t）向连续信号x（t）的转换过程中，根据采样原理，在各采样时刻，连续信号就等于采样信号，即

x（t）｜t＝kT
 ＝x（kT）＝x*
 （kT）

x（t）｜t＝（k＋1）T
 ＝x［（k＋1）T］＝x*
 ［（k＋1）T］

而在kT与（k＋1）T时刻之间，即当0＜∆t＜T时，连续信号x（kT＋∆t）应取何值呢？这个问题就是保持器要解决的插值问题。常用的保持器外推插值公式为
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式中，∆t是以kT时刻为原点的坐标；c0
 ，c1
 ，c2
 ，…，cm
 是由0，-T，-2T，…，-mT各过去时刻的离散信号x*
 （kT），x*
 ［（k-1）T］，x*
 ［（k-2）T］，…，x*
 ［（k-m）T］这m＋1个数据按该插值公式确定的常系数。这样的保持器称为m阶保持器。m＝0的保持器称为零阶保持器，m＝1的保持器称为一阶保持器。在实际中应用最广泛的保持器是零阶保持器。下面来分析零阶保持器复现连续信号的原理。

零阶保持器使用的外推插值公式为

x（kT＋∆t）＝c0


显然，当∆t＝0时，上式也应成立。因此有

c0
 ＝x（kT）

从而有
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式（6.12）表明，零阶保持器是一种按常值外推的保持器，它把前一采样时刻kT的采样值x（kT）＝x*
 （kT）一直保持到下一采样时刻（k＋1）T。因此，由零阶保持器再现的连续信号是以阶梯方式变化的连续信号xh
 （t），如图6.6（a）所示。当采样频率足够高时，xh
 （t）就接近于连续信号x（t）。如果把xh
 （t）阶梯曲线各段的中点光滑连接起来，则可以得到与连续信号x（t）曲线形状一致但时间上延迟[image: alt]
 的曲线［即[image: alt]
 的曲线］。

根据式（6.12），如果给零阶保持器输入一个强度为1的理想单位脉冲δ（t），则其响应函数gh
 （t）为幅值等于1、持续时间为T的矩形脉冲函数，如图6.6（b）所示，其表达式为
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对式（6.13）取拉氏变换，可得零阶保持器的传递函数，即
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在式（6.14a）中，令s＝jω，即得零阶保持器的频率特性，即
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若用采样角频率[image: alt]
 来表示，则有
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根据式（6.14c）可绘出如图6.6（c）所示的零阶保持器的幅频特性｜Gh
 （jω）｜和相频特性∠Gh
 （jω）曲线。从该曲线图可以看出，零阶保持器具有如下特性。

1）低通滤波特性

由于幅频特性值大于0且随频率值的增大迅速衰减，所以零阶保持器基本上是一个低通滤波器，在ω＝ωs
 ／2处，幅频特性值等于初值的63.7％，即｜Gh
 （jωs
 ／2）｜＝0.637｜Gh
 （j0）｜，但在ω＞ωs
 ／2的部分频段内，幅频值不为0。因此，它不是一个理想低通滤波器，除允许频谱主分量通过外，还允许部分高频频谱补分量通过，它所还原的连续信号与原连续信号还是有差别的。

2）相角滞后特性

由相频特性曲线可以看出，零阶保持器的相频呈滞后特性，且频率越大，其相位滞后作用越强。这将使系统的输出比输入在时间上要滞后，这种滞后作用相当于给系统增加了一个延滞环节，对系统的稳定性不利。
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图6.6　零阶保持器的特性曲线

6.2.4　A/D与D/A转换

1.A/D转换器与A/D转换

A/D转换器是把连续的信号转换为数字信号的一个电子元件。A/D转换过程包括两个步骤，一是采样过程，二是量化过程。采样过程就是由A/D转换器每隔T秒对输入的连续模拟信号x（t）进行一次采样、从而得到离散信号x*
 （t）的过程，这一过程是由采样器完成的。显然，离散信号x*
 （t）只是在时间上断续的电脉冲，是离散的模拟信号，还不能被计算机识别和处理，必须将其进一步转换成最小位二进制数的整数倍，使其成为数字信号[image: alt]
 才能让计算机识别和处理。量化过程正是将采样信号x*
 （t）转换成一组二进制数码的过程，称为编码过程。在编码过程中，用以将采样信号x*
 （t）转换成数字信号[image: alt]
 的最小位二进制数，称为量化单位。由于计算机的字长是有限的，量化单位不能无限地小，而采样信号x*
 （t）的大小可能是任意的，所以，量化过程只能用一组二进制数码来逼近采样信号的幅值，难免存在四舍五入或只舍不入的误差，因而量化后的数字信号不像采样信号那样具有任意值，只能是量化单位的整数倍，因此，数字信号在幅值上是断续的。可见，采样过程使数字信号在时间上成为断续的，量化过程使数字信号在幅值上成为断续的，因此，数字信号在时间上和幅值上都是离散的。

把连续信号x（t）转换为数字信号[image: alt]
 的数学描述如图6.7所示。
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图6.7　A/D转换的数学描述

2.D/A转换器与D/A转换

D/A转换器是把离散的数字信号转换为连续的模拟信号的一个电子元件。D/A转换也包括两个步骤，即解码过程和信号复现过程。解码过程是把离散数字信号[image: alt]
 转换为离散模拟信号x*
 （t）的过程。复现过程是通过信号保持把离散模拟信号x*
 （t）转换成连续信号xh
 （t）的过程。

把数字信号[image: alt]
 转换为连续信号xh
 （t）的数学描述如图6.8所示，由该图可见，经D/A转换获得的连续信号是一个随时间以阶梯方式变化的信号，当采样频率足够高时，它将趋于原连续信号。
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图6.8　D/A转换的数学描述

6.3　Z变换及其反变换

离散系统的研究方法不同于连续系统的研究方法。对于连续系统，描述系统动态特性的时域数学模型为微分方程，复域数学模型为基于拉氏变换的传递函数。而对于离散系统，由于系统存在脉冲序列或数字序列信号，这些信号的微分不存在，所以，系统动态特性不能用微分方程来描述，只能改用差分方程来描述。另外，离散信号的拉氏变换式含有复变量s的超越函数e-kTs
 ，在数学处理上有困难，因此，研究离散系统的数学工具不再是拉氏变换，而是建立在拉氏变换基础上的Z变换。相应地，复域数学模型是基于Z变换的脉冲传递函数。在后面的讨论中将会看到，基于Z变换的离散系统的脉冲传递函数与基于拉氏变换的连续系统的传递函数在形式上很相似，因此，在Z变换的基础上，有关连续系统的分析和设计方法大多数适用于离散系统。

6.3.1　Z变换

1．Z变换定义

设连续函数x（t）是可拉氏变换的，则x（t）的拉氏变换为
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x（t）的采样信号x*
 （t）的表达式为
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对上式进行拉氏变换，并考虑到当t＜0时，x（t）＝0，可得
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应用广义脉冲函数的筛选性质[image: alt]
 可得
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上式便是x*
 （t）的拉氏变换式。因该式右边各项含有复变量s的超越函数，不便于数学处理，故引进新的复变量z并令
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于是可得
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式（6.15a）被定义为采样信号x*
 （t）的Z变换，并在不致引起误解的情况下，通常省去离散算子“*”，直接记作
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或记作
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式中，X（z）是复变量z的函数，称为x*
 （t）的Z变换函数（即象函数）；x*
 （t）称为X（z）的原函数。

由式（6.15b）或式（6.15c）定义的Z变换称为单边Z变换。这里“单边”的意义是：当t＜0时，x（t）＝0［或当k＜0时，x（kT）＝0］。后面讨论的Z变换均指单边Z变换。

由于Z变换是在采样信号的拉氏变换式中用z置换esT
 后所得的一种变换，所以，Z变换和拉氏变换二者之间存在确定的对应关系。

由于在任意采样时刻kT，连续信号值x（t）与采样信号值相同，所以，正是在这个意义上讲，连续信号x（t）与采样信号x*
 （t）具有相同的Z变换，并用X（z）＝Z［x（t）］来表示。不过，此时仍应把X（z）＝Z［x（t）］理解为连续信号x（t）的采样序列的Z变换，总而言之，Z变换本身包含着离散时间概念。

【例6.1】　计算单位阶跃函数1（t）的Z变换。

解：

由于连续信号1（t）在所有采样时刻上的采样值均为1，即x（kT）＝1（k＝0，1，2，…），故根据式（6.15b），

Z［1（t）］＝1＋z-1
 ＋z-2
 ＋…＋z-n
 ＋…

当｜z-1
 ｜＜1时，该无穷级数是收敛的，可将其化为闭合形式。考虑到｜z-1
 ｜＝｜e-sT
 ｜＝｜e-（σ＋jω）T
 ｜＝e-σT
 （其中，s＝σ＋jω，σ和ω均为实数），｜z-1
 ｜＜1意味着σ＞0，而σ＞0恰好是单位阶跃函数可拉氏变换的条件，故上式的闭合形式是存在的。应用等比级数求和公式，立即可得
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2．Z变换的基本定理

与连续函数拉氏变换一样，Z变换也有类似的一些基本定理，应用这些定理可简化Z变换运算。

1）线性定理

设Z［x1
 （t）］＝X1
 （z），Z［x2
 （t）］＝X2
 （z），a、b为常数，则
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证明：

由Z变换定义式（6.15b）得
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证毕。

式（6.16）表明，Z变换是一种线性变换，满足可叠加性与齐次性。

2）实数位移定理

实数位移指的是采样序列函数在时间坐标上的左右平移。具体来说，当采样序列函数在时间坐标上向左平移时，信号发生时间提前，这种位移是超前位移。反之，当采样序列函数在时间坐标上向右平移时，信号发生时间延迟，这样的位移是滞后位移。

（1）延迟（或右移）定理。

设Z［x（t）］＝X（z），则
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证明：

由Z变换定义式（6.15b）得
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令n＝k－m并考虑到Z变换的单边性，即x（kT）＝0（当k＜0），上式可化为
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再由Z变换的定义式（6.15c），立即可得式（6.17）。

证毕。

因x（t－mT）是函数x（t）的延迟函数，延迟时间为m个采样周期，把x（t）曲线沿时间坐标向右平移mT时段即得x（t－mT）曲线，如图6.9所示，所以式（6.17）称为延迟（或右移）定理。
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图6.9　延迟与超前函数

根据延迟定理有

Z［x（t－T）］＝z-1
 X（z）

这表明，时域中原函数延迟1个采样周期，对应于复域中象函数乘上复算子z-1
 。因此，z-1
 代表时域中的延迟环节，事实上，z-1
 ＝e-sT
 ，而e-sT
 是连续系统中延迟时间为T的延迟环节。

z-1
 可用独立的物理元件来实现，这种元件称为单位延迟器，其功能是把输入的信号延迟1个采样周期后原样输出。因此，单位延迟器的输出信号总是比输入信号恰好慢1拍（即1个采样周期），如果把输出信号记为x（kT）［一般记为x（k）］，则输入信号比x（kT）超前1拍，等于x［（k＋1）T］［记为x（k＋1）］。这种输入／输出关系可分别用式（6.18）和图6.10（a）表示。
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（2）超前（或左移）定理。

设Z［x（t）］＝X（z），则[image: alt]


证明：

由Z变换定义式（6.15b）得
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令n＝k＋m并应用Z变换的定义式（6.15c），得
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证毕。

因x（t＋mT）是函数x（t）的超前函数，超前时间为m个采样周期，把x（t）曲线沿时间坐标向左平移mT时段即得x（t＋mT）曲线，如图6.9所示，所以式（6.19）被称为超前（或左移）定理。

根据超前定理，当x（0）＝0时，有

Z［x（t＋T）］＝zX（z）

这表明，时域中原函数超前1个采样周期，对应于复域中象函数乘上复算子z。因此，z代表时域中的超前环节，事实上，z＝esT
 正是连续系统中超前时间为T的超前环节。

超前环节z的输入／输出关系可分别用以下数学式和图6.10（b）表示。
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不过，与z-1
 不同，超前环节z只具有数学意义，不具有物理意义，亦即z在物理上无法实现。
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图6.10　延迟和超前环节

3）复数位移定理

设Z［x（t）］＝X（z），则
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证明：

由Z变换定义式（6.15b）得
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令[image: alt]
 并由式（6.15b），可得
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同理，有
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证毕。

【例6.2】　计算指数函数e-at
 （α＞0）的Z变换。

解：

Z［e-at
 ］＝Z［e-at
 1（t）］

由[image: alt]
 和式（6.21a），立即可得
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同理
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【例6.3】　计算余弦函数cosωt与正弦函数sinωt的Z变换。

解：

根据欧拉公式和例6.2指数函数的Z变换公式
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4）初值定理

设Z［x（t）］＝X（z），且[image: alt]
 存在，则
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证明：

由式（6.15b）可得
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证毕。

5）终值定理

设Z［x（t）］＝X（z），且X（z）的所有极点均位于［z］平面上以原点为圆心的单位圆内，则
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证明：

根据超前位移定理，可得
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由Z变换定义式（6.15b）得
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由以上两式可得
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当z→1时，有
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将上式左边的和式展开并取极限，得

[image: alt]


于是，式（6.23）成立。

证毕。

6）差分定理

（1）前向差分。

离散序列信号x（kT）的前向差分定义为

一阶前向差分
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二阶前向差分
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n阶前向差分
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（2）后向差分。

离散序列信号x（kT）的反向差分定义为

一阶后向差分
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二阶后向差分
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n阶后向差分
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（3）Z变换的差分定理。

一阶前向差分定理
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一阶后向差分定理
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7）卷积定理

两个采样函数x（kT）与y（kT）的卷积定义为
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Z变换的卷积定理如下：

设Z［x（t）］＝X（z），Z［y（t）］＝Y（z），则
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证明：

由Z变换定义式（6.15b）得
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交换求和次序，并由Z变换的延迟定理式（6.17）和定义式（6.15b），可得
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证毕。

8）复微分定理

设Z［x（t）］＝X（z），则
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证明：
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证毕。

【例6.4】　计算单位速度函数t·1（t）的Z变换。

解：

由[image: alt]
 和式（6.30），立即可得
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【例6.5】　计算函数te-at
 的Z变换。

解：

本题可应用复位移定理或复微分定理两种方法求解。

（1）应用复位移定理求解。

由[image: alt]
 和式（6.21a），可得
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（2）应用复微分定理求解。

由[image: alt]
 和式（6.30），可得
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3．Z变换方法

计算离散时间函数的Z变换的常用方法有三种，即级数求和法、部分分式法和留数法。

1）级数求和法

级数求和法是直接按定义式（6.15a）～式（6.15c）进行计算的一种方法。对于控制系统的离散信号，一般来说，应用幂级数求和公式可将其Z变换的幂级数表达式化为闭合形式。

2）部分分式法

设连续函数x（t）的拉氏变换X（s）为有理函数，且可以展开成部分分式形式，即
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式中，si
 为X（s）的第i个极点；ci
 为X（s）在si
 处的留数。

因与[image: alt]
 对应的原函数为[image: alt]
 即[image: alt]
 所以与上式对应的原函数为
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对上式进行Z变换，并考虑到[image: alt]
 有
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从以上分析可归纳出借助于函数拉氏变换的部分分式法计算Z变换的步骤，即

把x（t）的拉氏变换X（s）展开成部分分式，使每一项分式对应简单的时间函数，这些简单时间函数对应的Z变换是已知的，然后，根据每一项分式对应的简单时间函数的Z变换确定原函数的Z变换。即有
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【例6.6】　已知某连续函数的拉氏变换为
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试计算相应的Z变换X（z）。

解：

将X（s）展开成部分分式，有
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根据Z变换与拉氏变换的对应关系对上式进行Z变换，可得
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3）留数法

设连续函数x（t）的拉氏变换为X（s），则x（t）的采样信号的Z变换可应用下面的留数计算公式求得
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式中，n为X（s）的极点个数；si
 是X（s）的第i个极点；[image: alt]
 是函数[image: alt]
 在si
 处的留数。该留数的计算公式如下：

当si
 是X（s）的一阶极点时
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当si
 是X（s）的q阶极点时
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常用时间函数的拉氏变换和Z变换列于表6-1中。由表6-1可见，这些函数的Z变换都是Z的有理分式函数，且分子多项式的次数不大于分母多项式的次数。另外，各原函数的Z变换的分母多项式的最高次数与拉氏变换的分母多项式的最高次数相等。

表6-1　常用函数Z变换表
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续表
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6.3.2　Z反变换

1．定义

已知Z变换像函数X（z），反求其原函数x*
 （t）［或x（kT）］的运算称为Z反变换，记为
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或
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2．Z反变换方法

常用Z反变换方法有三种，即幂级数法、部分分式法及反演积分法。

1）幂级数法

幂级数法又称综合除法，其运算步骤是：

（1）用综合除法把函数X（z）的表达式化为以z-1
 的升幂方式排列的幂级数，即
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（2）根据已定的Z变换幂级数表达式［即式（6.35）］和Z变换定义式确定原函数。把式（6.35）与Z变换的定义式（6.15b）进行比较，易知式（6.35）中的系数ck
 （k＝0，1，2，…）就是采样序列x*
 （t）的脉冲强度值x（kT）（k＝0，1，2，…）。于是，可得
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幂级数法运算比较简单，但用此法求得的原函数一般难以写成闭合形式，因此，幂级数法多在不易对X（z）进行部分分式展开的情况下应用。

【例6.7】　计算像函数
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的原函数。

解：

（1）将像函数的分子和分母化为以z-1
 升幂方式排列的形式，即
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（2）用长除法计算出上式的幂级数，即

X（z）＝0z0
 ＋10z-1
 ＋30z-2
 ＋70z-3
 ＋…

根据式（6.35）和式（6.36），X（z）的原函数及其在各采样时刻上的脉冲强度值分别为
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2）部分分式法

部分分式法的解题思路是：将像函数X（z）展开成部分分式形式，如果已知各分式的原函数，那么，根据Z变换的线性定理，X（z）的原函数就等于各分式的原函数之和。

在进行部分分式展开时，考虑到一般Z变换像函数X（z）的分子均含有因子z，为简化运算，可先计算[image: alt]
 的部分分式展开式。

【例6.8】　计算像函数
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的原函数。

解：

将[image: alt]
 展开成部分分式，有
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对上式两边同乘以因子z，可得
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由Z变换表可查得，[image: alt]
 的原函数是1（t）的采样脉冲序列，[image: alt]
 的原函数是e-at
 的采样脉冲序列，故X（z）的原函数及其在各采样时刻上的脉冲强度值分别为
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3）反演积分法（留数法）

在有些实际问题中，Z变换像函数是超越函数。对于这种函数，无法用幂级数法和部分分式法计算其原函数，只能采用反演积分法（又称留数法）。

计算Z反变换的反演积分公式为
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式中，积分闭路Γ是在Z平面上逆时针方向包围X（z）zk-1
 的全部极点的封闭曲线。

根据柯西留数定理，式（6.37a）所示的这个闭路积分等于X（z）zk-1
 在其各个极点处的留数和，即
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式中，n是X（z）zk-1
 的极点个数；zi
 是函数X（z）zk-1
 的第i个极点；Res［X（z）zk-1
 ，zi
 ］是X（z）zk-1
 在zi
 处的留数。该留数的计算公式如下：

当zi
 是X（z）zk-1
 的一阶极点时
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当zi
 是X（z）zk-1
 的q阶极点时
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【例6.9】　计算像函数
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的原函数。

解：

因X（z）zk-1
 有唯一的二阶极点z＝1，故有
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于是，X（z）的反变换为
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【例6.10】　计算
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的反变换。

解：

因X（z）zk-1
 有一个二阶极点z＝1和一个单极点z＝2，故有

[image: alt]


于是，X（z）的反变换为
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6.4　离散系统的数学模型

与描述连续系统动态行为的时域微分方程和复域传递函数相对应，描述离散系统动态行为的数学模型有时域中的差分方程和复域中的脉冲传递函数。

6.4.1　差分方程及其解法

1．差分方程

与线性定常连续系统相类似，对于一般的线性定常离散系统，kT时刻的输出y（kT）不仅与当前时刻的输入u（kT）有关，还与kT时刻以前的运动状态有关。这种关系可用n阶前向差分方程或n阶后向差分方程来描述。

n阶前向差分方程的一般形式为
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n阶后向差分方程的一般形式为
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式中，为书写方便，省略了采样周期T。

2．差分方程的Z变换解法

与微分方程的拉氏变换解法相类似，差分方程的Z变换解法包含如下三个基本步骤。

第一步：应用Z变换的有关定理和运算方法对差分方程进行Z变换，把描述时域输入量u（k）与输出量y（k）间关系的差分方程化为描述U（z）与Y（z）间关系的线性方程。

第二步：计算出输出量的Z变换Y（z）。

第三步：对Y（z）进行Z反变换，便得到输出量的时域表达式y*
 （t）。

【例6.11】　计算二阶差分方程

y（k＋2）＋3y（k＋1）＋2y（k）＝u（k）＝1（k）

在初始条件为y（0）＝0，y（1）＝1时的解。

解：

（1）应用实数位移定理对差分方程两边同时进行Z变换，可得
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经整理可得
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（2）计算输出量的Z变换式。
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（3）对输出量的Z变换式进行Z反变换。

考虑到Y（Z）有三个不同的单极点z1
 ＝1，z2
 ＝-1，z3
 ＝-2，应用留数法对上式进行Z反变换，有
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于是有
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6.4.2　脉冲传递函数

脉冲传递函数与离散系统的关系类似于传递函数与连续系统的关系。脉冲传递函数是研究离散系统的主要数学模型。在系统分析和设计中，基于脉冲传递函数比基于差分方程更为简便。

1．脉冲传递函数定义

类似于线性连续系统传递函数的定义，线性离散系统脉冲传递函数定义如下：

在零初始条件下，离散输出量的Z变换Y（z）与离散输入量的Z变换U（z）之比。

据此，假设离散系统的时域数学模型为差分方程式（6.39b），则对该方程两边同时在零初始条件下进行Z变换，可得系统的脉冲传递函数，即
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式中，Gx
 （z）表示脉冲传递函数，下标x泛指线性单元（元件或系统，下同）。

离散系统的输入量U（z）、输出量Y（z）、脉冲传递函数Gx
 （z）三者之间的关系类似于连续系统的输入量U（s）、输出量Y（s）、传递函数Gx
 （s）三者之间的关系，其结构图如图6.11所示，其数学关系式为
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与连续系统不同的是，离散系统脉冲传递函数不仅与组成系统的环节有关，还与系统中采样开关的数量和位置有关。因此，离散系统脉冲传递函数的计算方法与连续系统传递函数的计算方法不完全相同。另外，在脉冲传递函数的定义式中，输出信号是离散信号，而大多数实际采样系统的输出信号是连续信号而非离散信号。在这种情况下，为应用脉冲传递函数进行系统分析和设计，可在系统输出端虚设一个理想采样开关，它与输入采样开关同步同周期并用虚线表示，如图6.11（b）所示。
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图6.11　脉冲传递函数

2．串联环节的等效脉冲传递函数

1）中间有采样开关的两串联环节的等效脉冲传递函数

假设两个连续环节被理想采样开关隔开，如图6.12（a）所示，则由脉冲传递函数定义，易得

D（z）＝G1
 （z）U（z）

Y（z）＝G2
 （z）D（z）

式中，G1
 （z）与G2
 （z）分别为对应于G1
 （s）和G2
 （s）的两个环节的脉冲传递函数，即有G1
 （z）＝Z［G1
 （s）］，G2
 （z）＝Z［G2
 （s）］。

从以上两式中消去D（z）并由脉冲传递函数的定义，可得
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式（6.42）表明，由理想采样开关隔离的两个串联环节，其等效脉冲传递函数等于这两个环节的脉冲传递函数之积。这一结论对于由理想采样开关隔离的n个串联环节也是成立的，即由理想采样开关隔离的n个串联环节的等效脉冲传递函数等于这n个环节的脉冲传递函数之积。

2）中间无采样开关的两串联环节的等效脉冲传递函数

如图6.12（b）所示，两串联环节之间无理想采样开关，下面推导其脉冲传递函数。

连续输出信号的拉氏变换为

Y（s）＝G1
 （s）G2
 （s）U*
 （s）

式中，U*
 （s）为输入采样信号u*
 （t）的拉氏变换。

按式（6.8）对上式进行离散化，可得

Y*
 （s）＝［G1
 （s）G2
 （s）U*
 （s）］*
 ＝［G1
 （s）G2
 （s）］*
 U*
 （s）

由拉氏变换和Z变换的卷积定理，与上式对应的Z变换为
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从而可得
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式中，[image: alt]
 表示两串联环节传递函数之积G1
 （s）G2
 （s）对应的Z变换。
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图6.12　等效脉冲传递函数

式（6.43）表明，中间无采样开关隔离的两个串联环节的等效脉冲传递函数等于这两个环节的传递函数之积所对应的Z变换。将这一结论推而广之：n个串联环节的等效脉冲传递函数等于这n个环节的传递函数之积所对应的Z变换。

【例6.12】　在图6.12（a）、图6.12（b）中，假设
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试计算等效脉冲传递函数。

解：

对于图6.12（a），由式（6.42）可得
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对于图6.12（b），由式（6.43）可得
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可见，尽管组成环节相同，但因采样开关的设置不同，所以，脉冲传递函数也不同。

3．闭环采样系统的脉冲传递函数

在线性连续系统中，系统闭环传递函数与开环传递函数之间存在确定的关系，因此，可用一个典型的结构图来表示闭环系统。而对于闭环采样系统，其结构图随采样开关在系统中的数量和位置的不同而有所不同。系统的结构图不同，其脉冲传递函数也不同。下面举例说明计算闭环采样系统脉冲传递函数的一般方法。

图6.13是一种比较常见的闭环采样系统结构图，图中虚线所示采样开关是为分析和计算方便虚设的，它们与实际采样开关同步同周期工作。
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图6.13　典型闭环采样系统结构图

如图6.13所示，闭环采样系统的误差信号及其离散信号分别为

E（s）＝U（s）－B（s）

E*
 （s）＝U*
 （s）－B*
 （s）

对应于上式的Z变换为
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系统的反馈信号及其离散信号分别为

B（s）＝［G（s）H（s）］E*
 （s）

B*
 （s）＝［G（s）H（s）］*
 E*
 （s）

由Z变换的卷积定理，与上式对应的Z变换为
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联立式（6.44）和式（6.45），消去B（z），并定义误差信号的Z变换E（z）与采样输入信号的Z变换U（z）之比[image: alt]
 为误差脉冲传递函数，则有
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系统的输出信号及其离散信号分别为

Y（s）＝G（s）E*
 （s）

Y*
 （s）＝G*
 （s）E*
 （s）

对应于上式的Z变换为
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联立式（6.46）和式（6.47），消去E（z），并由脉冲传递函数的定义，容易求得闭环采样系统的脉冲传递函数，即
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闭环脉冲传递函数与误差脉冲传递函数是关于闭环采样系统的两个重要概念。与这两个概念相关联的还有开环脉冲传递函数和闭环采样系统特征方程两个概念。

开环脉冲传递函数定义为反馈信号的Z变换B（z）与误差信号的Z变换E（z）之比。据此并由式（6.45）可得
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闭环脉冲传递函数的特征方程为
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以上关于闭环采样系统的各个术语的定义完全类似于对应的闭环连续系统的各个术语，其计算式在形式上也与对应的闭环连续系统的各个计算式相类似。

仿以上分析方法，还可对具有不同采样器配置形式的其他闭环采样系统进行分析并推导出闭环脉冲传递函数、误差脉冲传递函数以及开环脉冲传递函数和特征方程等。不过，当闭环采样系统在误差信号处未设采样器时，只能推导出输出采样信号的Z变换Y（z），而无法推导出闭环脉冲传递函数。常见其他闭环采样系统的结构图及其采样输出信号的Z变换式列于表6-2。

Z变换是研究离散系统的一种有效数学工具，但Z变换法也有一定的局限性。

（1）Z变换是建立在这样一个假设基础之上的：采样信号是理想脉冲序列、每个理想脉冲的面积等于连续信号在采样瞬时的值。显然，这一假设只有当采样持续时间比系统各环节的最大时间常数小得多时才是成立的。

（2）实际离散系统的输出信号一般为连续信号，但用Z变换法确定的输出信号只能是时间离散信号，只能反映在采样瞬时的输出信号，不能反映采样间隔时间区间中的输出信号。

（3）用Z变换法分析离散系统时，系统连续部分传递函数的极点个数至少要比其零点个数多两个，否则，计算结果将与实际情况不符，甚至差别很大。

表6-2　典型闭环采样系统结构图及其输出Z变换像函数
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一般来说，Z变换法的适用范围和条件及应用Z变换法计算出的结果能满足大多数工程实际问题的需要。如果实际问题的某些方面确实超出了Z变换的适用范围和条件，则必须采用修正Z变换来解决问题。修正Z变换是Z变换的扩展和补充，限于篇幅，具体修正方法，本书不予讨论。

6.5　离散系统的稳定性分析

线性定常连续系统稳定的充分必要条件是系统闭环特征根（亦即闭环极点）均位于复平面［s］的左开半平面，换言之，闭环特征根均具有负实部。系统稳定与不稳定的分水岭是复平面［s］的虚轴。能否将这一现成的稳定性准则通过改造和移植应用于离散系统呢？要回答这个问题，首先需要弄清［s］平面与［z］平面间的关系。

6.5.1　［s］平面到［z］平面的映射

Z变换是采样信号的拉氏变换，从拉氏变换到Z变换的转化是通过引入z＝esT
 （或[image: alt]
 ）这一关系式而实现的。这一关系式，从数学角度看，它是把拉氏变换转化为Z变换的关系式，从几何角度看，它就是从［s］平面到［z］平面的映射关系式。

［s］平面上的任意点可表示为

s＝σ＋jω

按z＝esT
 将该点映射到［z］平面，映像点的极坐标表达式为
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或
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式中，｜z｜＝eσT
 是映像点的模（即映像点到［z］平面原点的距离）；∠z＝ωT为映像点的辐角。

1．［s］平面虚轴在［z］平面上的映像

［s］平面的虚轴方程为

σ＝0

s＝jω（ω＝-∞～∞）

根据式（6.51b），映射到［z］平面上，其映像的模和辐角分别为
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可见，［s］平面的整个虚轴在［z］平面上的映像轨迹为逆时针方向绕原点转了无数圈的单位圆，如图6.14所示。

2．［s］左开半平面和右开半平面到［z］平面的映射

对于［s］左半平面上的-σ1
 等距线，因位于它上面的所有点的实部值均为-σ1
 ＜0，根据式（6.51b），这些点被映射到［z］平面后，其映像点的模和辐角分别为
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故它在［z］平面上的映像轨迹为位于单位圆内的半径等于[image: alt]
 的圆，如图6.14所示，且-σ1
 线左离虚轴越远，其映像圆半径就越小，当-σ1
 线左离虚轴无穷远时，其映像圆就蜕变为与原点相重合的点。

同理，［s］右半平面上的σ2
 等距线在［z］平面的映像轨迹为位于单位圆外的半径等于[image: alt]
 的圆，且σ2
 线右离虚轴越远，其映像圆半径就越大，如图6.14所示。
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图6.14　［s］平面等σ线到［z］平面的映射

以上分析表明，［s］左开半平面的所有点在［z］平面上的映像点都在以原点为圆心的单位圆内部，［s］右开半平面的所有点在［z］平面上的映像点都在单位圆外部，如图6.15所示。
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图6.15　［s］平面到［z］平面的映射

6.5.2　离散系统稳定的充分必要条件

确定了［s］平面到［z］平面的映射关系，很容易把基于［s］平面的关于连续系统稳定的充分必要条件移植到离散系统来，即

如果离散系统的所有特征根都位于［z］平面上以圆点为圆心的单位圆内部，即有｜zi
 ｜＜1（i＝1，2，…，n），那么，系统是稳定的。反之，只要有一个系统特征根位于该单位圆外部，即｜zi
 ｜＞1，那么，系统就不稳定。如果系统除了有位于单位圆内部的特征根以外，还有位于单位圆上的特征根，那它就是临界稳定的，如图6.15所示。

与连续系统一样，上述关于稳定性的充分必要条件是导出其他稳定性定理的理论依据，一般不便直接应用。

6.5.3　W变换及基于W变换的离散系统的稳定性分析

对于连续系统来说，系统稳定与否的分水岭是［s］平面的虚轴，而根据上面的讨论，对于离散系统来说，其稳定性与否的分水岭是［z］平面上以圆点为圆心的单位圆。为了套用已有的关于连续系统的稳定性判据，以分析离散系统的稳定性，有必要对离散特征方程再进行一次变换，把在［z］平面上以单位圆为分水岭的稳定性问题转化为在另一复平面上以虚轴为分水岭的稳定性问题。这可通过被称为W变换的一种线性变换来实现。

1．W变换

在复变函数理论中，有一个双线性变换公式，即
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式中，z和w均为复变量，可分别表示为

z＝x＋jy

w＝μ＋jv

将这两式代入[image: alt]
 可得

[image: alt]


或

[image: alt]


在［z］平面上，单位圆的方程为

x2
 ＋y2
 ＝1

将上式代入式（6.53b），可得

μ＝0

而这恰是［w］平面上虚轴的方程。可见，按式（6.52）把［z］平面的单位圆映射到［w］平面后的映像就是［w］平面的虚轴，如图6.16所示。

在［z］平面上，对于单位圆内部的任意点，有

x2
 ＋y2
 ＜1

由式（6.53b）知，在［w］平面上，与x2
 ＋y2
 ＜1相对应的映像点的实部坐标为

μ＜0

这表明，位于［z］平面单位圆内部的任意点按式（6.52）被映射到［w］平面后，其映像点位于［w］平面的左开半平面上，如图6.16所示。

[image: alt]


图6.16　从［z］平面到［w］平面的映射

同理，位于［z］平面单位圆外部的任意点被映射到［w］平面后，其映像点位于［w］平面的右开半平面上。

如此说来，只要对［z］域的系统特征方程按式（6.52）进行线性变换，就可以把在［z］平面上以单位圆为分水岭的稳定性问题转化为在［w］平面上以虚轴为分水岭的稳定性问题。于是，在W变换的基础上，凡是适用于连续系统的时域和频域分析方法，均可应用于分析离散系统。

2．劳斯稳定性判据在离散系统中的应用

应用劳斯稳定性判据判定离散系统的稳定性的步骤如下：

第一步，按W变换式（6.52）对离散系统的特征方程进行W变换，得到基于［w］平面的特征方程。

第二步，根据［w］域内的特征方程应用劳斯稳定性判据判定系统的稳定性。

【例6.13】　有零阶保持器的闭环采样系统如图6.17所示，已知
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试分析当采样周期T＝1（s）、开环增益K＝1时系统的稳定性。

解：

（1）计算系统的［z］域特征方程。

系统的开环传递函数为

[image: alt]


令[image: alt]
 则上式可写为

Gk
 （s）＝K［X（s）－e-Ts
 X（s）］

对上式进行Z变换，可得

[image: alt]


另一方面
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于是
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将采样周期T＝1（s）、开环增益K＝1代入上式，可得

[image: alt]


系统的特征方程为1＋Gk
 （z）＝0，即

z2
 －z＋1－e-1
 ＝z2
 －z＋0.632＝0

[image: alt]


图6.17　闭环采样系统结构图

（2）计算系统的［w］域特征方程并应用劳斯判据判定稳定性。

对上式进行W变换，即令[image: alt]
 可得

0.632w2
 ＋0.736w＋2.632＝0

按上式构建劳斯表，有

[image: alt]


因劳斯表的第一列元素严格为正，故该系统是稳定的。

3．奈奎斯特稳定性判据和博德稳定性判据在离散系统中的应用

用奈奎斯特判据或博德判据判定离散系统稳定性的步骤是：

第一步，按W变换式（6.52）对离散系统的开环脉冲传递函数Gk
 （z）进行W变换，得到基于［w］平面的开环脉冲传递函数Gk
 （w）。

第二步，令Gk
 （w）中复变量w＝jωw
 （其中ωw
 称为假频率），得到［w］域内的开环假频率特性Gk
 （jωw
 ）。

第三步，根据［w］域内的开环假频率特性Gk
 （jωw
 ）应用奈奎斯特判据或博德判据判定系统的稳定性。

下面分析系统的角频率ω与［w］域内的假频率ωw
 之间的关系。

将
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三式代入式（6.52）可得

[image: alt]


由此可见，系统的角频率ω与［w］域内的假频率ωw
 之间的关系为
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【例6.14】　设离散系统的开环脉冲传递函数为
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试判定系统的稳定性。

解：

将[image: alt]
 代入开环脉冲传递函数式，可得

[image: alt]


在上式中，令w＝jωw
 ，可得系统的开环假频率特性，即

[image: alt]


按上式绘制的Bode图如图6.18所示。由该图可见，该系统的相位裕量为γ＝42.5°，幅值裕量为Kg
 （dB）＝5.823（dB），因此它是稳定的。
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图6.18　系统Bode图

4．开环增益K和采样周期T对系统稳定性的影响

对于连续系统，开环增益K的增大将使系统稳定性裕度下降。这一结论对离散系统也成立。除此之外，离散系统的稳定性还与采样周期T有关。下面举例说明开环增益K和采样周期T对系统稳定性的影响。

【例6.15】　试分析例6.13系统在以下两种情况下的稳定性。

（1）开环增益K＝4不变，采样周期分别取T＝1（s）和T＝0.5（s）。

（2）采样周期T＝1（s）不变，开环增益分别取K＝4和K＝1。

解：

在【例6.13】已求得
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由1＋Gk
 （z）＝0，可得特征方程

z2
 ＋［（K-1）e-T
 ＋KT－K－1］z＋K－（KT＋K－1）e-T
 ＝0

（1）当K＝4保持不变而采样周期分别取T＝1（s）和T＝0.5（s）时系统的稳定性。

①T＝1的情况。

将K＝4和T＝1代入系统的特征方程，可得

z2
 ＋（3e-1
 －1）z＋4－7e-1
 ＝0

对上式进行W变换，可得［w］域内的特征方程，即

4（1－e-1
 ）w2
 －（6－14e-1
 ）w＋6－10e-1
 ＝2.53w2
 －0.85w＋2.32＝0

显然，由于在［w］域内特征方程各次幂的系数不严格同符号，所以，根据系统稳定性的必要条件，系统是不稳定的。

②T＝0.5的情况。

将K＝4和T＝0.5代入特征方程，可得

z2
 －3（1－e-0.5
 ）z＋4－5e-0.5
 ＝0

对上式进行W变换，可得［w］域内的特征方程，即

2（1－e-0.5
 ）w2
 －（6－10e-0.5
 ）w＋8（1－e-0.5
 ）＝0.787w2
 ＋0.066w＋3.148＝0

解此方程，可得

w1，2
 ＝-1.56±j2

因在［w］域内系统特征根是一对具有负实部的共轭复数，故系统是稳定的。

以上计算结果表明，对于一定的开环增益K＝4和不同的采样周期T，系统的稳定性情况是不同的。当T＝0.5s时系统是稳定的，而当T＝1s时系统是不稳定的。可见，采样周期T的大小对系统稳定性有很大影响，当系统结构和开环增益一定时，系统的稳定性随采样周期T的增大而变差。过大的采样周期，会导致系统失去稳定。

（2）当采样周期T＝1s保持不变而开环增益分别取K＝4和K＝1时系统的稳定性。

①K＝4的情况。

上面已证明，当T＝1（s）、K＝4时，系统是不稳定的。

②K＝1的情况。

此时的系统就是例6.13系统，前已判定系统是稳定的。

以上结果表明，对于一定的采样周期T＝1（s）和不同的开环增益，系统的稳定性情况是不同的。当K＝1时系统是稳定的，而当K＝4时系统是不稳定的。可见，开环增益K的大小对系统稳定性有很大影响，当系统结构和采样周期T一定时，系统的稳定性随开环增益K的增大而变差。过大的开环增益K，会导致系统失去稳定。

6.6　离散系统的稳态误差分析

6.6.1　离散系统稳态误差的计算方法

与连续系统稳态误差及其分析方法相类似，离散系统的稳态误差也与系统的结构及输入信号有关，也可根据系统的误差脉冲传递函数应用Z变换终值定理来计算。

计算离散系统稳态误差的一般步骤如下：

第一步，确定系统误差信号的Z变换表达式。

第二步，应用Z变换终值定理计算稳态误差。

对于图6.19所示系统，误差信号的Z变换式为
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当系统稳定时，根据Z变换的终值定理，其稳态误差为
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图6.19　闭环采样系统结构图

6.6.2　离散系统的型别与稳态误差系数

1．离散系统的型别

在连续系统中，系统的型别定义为开环传递函数Gk
 （s）含积分环节[image: alt]
 的个数。由常用函数Z变换表6-1可知，连续函数拉氏变换的极点s＝0与离散函数Z变换的极点z＝1两者是一一对应的。如果Gk
 （s）含[image: alt]
 因子，那么，Gk
 （z）必含[image: alt]
 因子。据此，仿连续系统型别的定义，离散系统的型别可按开环脉冲传递Gk
 （z）含[image: alt]
 因子的个数来定义，即Gk
 （z）不含[image: alt]
 因子的系统为0型系统，Gk
 （z）含一个[image: alt]
 因子的系统是Ⅰ型系统，Gk
 （z）含[image: alt]
 因子的系统是Ⅱ型系统，等等。

下面针对图6.19系统讨论在三种典型信号作用下不同型别离散系统的稳态误差及相应的稳态误差系数。

2．稳态位置误差和稳态位置误差系数

当控制信号为单位阶跃函数u（t）＝1（t）时，因[image: alt]
 所以，根据式（6.55），系统的稳态位置误差为
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仿连续系统稳态位置误差系数的定义，如下定义离散系统的稳态位置误差系数
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则

[image: alt]


由式（6.57）和式（6.58），可得

0型系统：G（z）不含[image: alt]
 因子，Kp
 ＝常数，essp
 ＝常数。

λ≥I型系统：G（z）含[image: alt]
 因子，Kp
 ＝∞，essp
 ＝0。

3．稳态速度误差和稳态速度误差系数

当控制信号为速度函数r（t）＝t·1（t）时，[image: alt]
 根据式（6.55），系统的稳态速度误差为
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如下定义离散系统的稳态速度误差系数

[image: alt]


则

[image: alt]


由式（6.60）和式（6.61），可得

0型系统：G（z）不含[image: alt]
 因子，Kv
 ＝0，essv
 ＝∞。

I型系统：G（z）含[image: alt]
 因子，Kv
 ＝常数，essv
 ＝常数。

λ≥Ⅱ型系统：G（z）含[image: alt]
 因子，Kv
 ＝∞，essv
 ＝0。

4．稳态加速度误差和稳态加速度误差系数

当控制信号为单位加速度函数[image: alt]
 时，[image: alt]
 根据式（6.55），系统的稳态加速度误差为

[image: alt]


如下定义离散系统的稳态加速度误差系数

[image: alt]


则

[image: alt]


由式（6.63）和式（6.64），可得

0型和I型系统：Ka
 ＝0，essa
 ＝∞。

Ⅱ型系统：G（z）含[image: alt]
 因子，Ka
 ＝常数，essa
 ＝常数。

λ≥Ⅲ型系统：G（z）含[image: alt]
 因子，Ka
 ＝∞，essa
 ＝0。

根据上面的结论，再仿照连续系统无差度的概念，也可以把离散系统的型别数λ定义为无差度。

【要点】如果时域输入信号的最高幂次数小于无差度λ，那么稳态误差就等于0；反之，如果时域输入信号的最高幂次数大于λ，那么稳态误差就等于∞；当时域输入信号的最高幂次数恰好等于λ时，系统存在有界稳态误差。

把连续系统和离散系统两者的稳态误差及其稳态误差系数作一比较，不难发现，它们是很相似的。

6.7　离散系统的瞬态响应分析

6.7.1　瞬态响应分析方法

与连续系统一样，离散系统的时域指标也是建立在单位阶跃瞬态响应基础上的，时域指标的定义也与连续系统时域指标的定义相同。因此，对于一个给定的离散系统，只要确定了其单位阶跃响应表达式，即可根据定义确定峰值时间tp
 、最大百分比超调量Mp
 ％等性能指标。

通过Z变换来计算离散系统的单位阶跃响应是很简单的，步骤如下：

第一步，确定系统的闭环脉冲传递函数Gb
 （z）。

第二步，根据Gb
 （z）和[image: alt]
 确定输出量的Z变换Y（z），即

[image: alt]


第三步，对Y（z）进行Z反变换，即得瞬态响应表达式，即

y*
 （t）＝Z-1
 ［Y（z）］

【例6.16】　计算例6.13系统的单位阶跃响应及时间响应性能指标。

解：

由例6.13，系统的开环脉冲传递函数为

[image: alt]


输入信号为单位阶跃信号，其Z变换为[image: alt]
 系统输出量的Z变换为

[image: alt]


对上式进行Z反变换，即得系统的单位阶跃响应，即

[image: alt]


单位阶跃响应的序列值为

[image: alt]


根据以上离散输出序列值，可绘出如图6.20所示的系统单位阶跃响应脉冲序列图。由该图可确定近似的时间响应性能指标值，即

上升时间：tr
 ＝2（s）。

调整时间：tp
 ＝4（s）。

最大百分比超调量：Mp
 ％＝40％。

[image: alt]


图6.20　系统的单位阶跃响应脉冲序列图

应当指出，由于离散系统只在采样时刻有实际信号，所以，其时域性能指标应按采样周期整数倍的采样值来计算，因此，计算结果是近似的。

6.7.2　采样器和零阶保持器对系统动态性能的影响

采样器和保持器是采样系统的两种基本元件，它们对系统动态性能有没有或有什么影响呢？现就这一问题以例6.13系统为例来作一番分析。

1．无采样器和零阶保持器时系统的单位阶跃响应

在例6.13中，如果没有采样器和零阶保持器，则系统是连续的，其闭环传递函数为

[image: alt]


显然，该系统是二阶系统，其阻尼比为ξ＝0.5，无阻尼自然频率为ωn
 ＝1，其单位阶跃响应为

[image: alt]


按上式绘制的时间响应曲线如图6.21中曲线①所示。

2．只有采样器而无零阶保持器时系统的单位阶跃响应

如果系统只有采样器而无零阶保持器，则系统的开环脉冲传递函数为

[image: alt]


系统的闭环脉冲传递函数为

[image: alt]


系统单位阶跃响应的Z变换为

[image: alt]


对上式进行Z反变换，可得

[image: alt]


按上式绘制的时间响应曲线如图6.21中曲线②所示。

[image: alt]


图6.21　连续系统与离散系统的单位阶跃响应曲线

3．同时有采样器和零阶保持器时系统的单位阶跃响应

既有采样器又有零阶保持器时，系统的单位阶跃响应如例6.16中图6.20所示。为便于对照分析，现将其响应曲线重绘于图6.21，即图中的曲线③。

表6-3　连续系统与离散系统的时域性能指标

[image: alt]


根据图6.21，可确定以上三种系统的时域性能指标，如表6-3所示。由该表可得出如下结论：

（1）采样器可使系统的峰值时间和调整时间略有减小、使最大百分比超调量增大，因而使系统的稳定性降低。这是由采样过程的信息损失造成的。

（2）零阶保持器会使系统的峰值时间、调整时间和最大百分比超调量均增大，因而使系统的响应速度变慢，稳定性下降。这是由零阶保持器的相角滞后特性引起的。

6.7.3　闭环脉冲传递函数极点分布与系统瞬态响应的关系

连续系统的瞬态响应与闭环传递函数的零、极点在复平面［s］上的分布位置有关。同样，离散系统的瞬态响应也与闭环脉冲传递函数的零、极点在［z］平面上的分布位置有关。下面讨论闭环脉冲传递函数极点分布与系统瞬态响应的关系。

设离散系统的脉冲传递函数为
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式中：

[image: alt]
 的分子多项式；

[image: alt]
 的分母多项式；

pi
 （i＝1，2，…，n）和zi
 （i＝1，2，…，m）分别为Gb
 （z）的极点和零点，即有D（pi
 ）＝0，W（zi
 ）＝0，它们可以是实数，也可以是共轭复数。如果系统稳定，则所有闭环极点均位于［z］平面上圆心在原点的单位圆内，即｜pi
 ｜＜1（i＝1，2，…，n）。为便于讨论且不失一般性，现假定所有极点互不相同。

当输入信号为单位阶跃信号u（t）＝1（t）、[image: alt]
 时，系统输出信号的Z变换为

[image: alt]


对上式进行Z反变换，可得

[image: alt]


根据Z反变换的留数法并考虑到D（pi
 ）＝0（i＝1，2，…，n），y*
 （t）在各采样时刻的值为
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[image: alt]


式中：

[image: alt]


式中，[image: alt]


由式（6.66）～式（6.68），可得出如下几点结论：

（1）与连续系统的瞬态响应特性相类似，n阶离散系统的输出序列信号共有n＋1项，第一项c0
 为常数[image: alt]
 与闭环极点无关，不随采样时刻的变化而变化，称为稳态分量。其余n项各对应于一个闭环脉冲传递函数极点，即[image: alt]
 这些项的幅值随采样时序k的增大以指数衰减方式变化（因系统稳定，｜pi
 ｜＜1），最终衰减为0，故称为瞬态分量。

（2）若pi
 为实数闭环极点且位于［z］平面单位圆内的正实轴上，即0＜pi
 ＜1，则与pi
 对应的瞬态分量[image: alt]
 随采样时序k的增大以指数衰减方式变化，如图6.22所示，且pi
 愈靠近原点，该瞬态分量就衰减得愈快。

同理，如图6.22所示，若闭环极点pi
 位于［z］平面单位圆内的负实轴上，即-1＜pi
 ＜0，则当采样时序k以奇偶相间方式增大时，与pi
 对应的瞬态分量[image: alt]
 以正负相间的指数衰减伴振荡方式变化，且pi
 愈靠近原点，该瞬态分量的幅值就衰减得愈快。

[image: alt]


图6.22　各种极点对应的瞬态分量变化规律

（3）若pi
 和pi＋1
 是一对共轭复数右极点，即[image: alt]
 则由式（6.68），与它们对应的瞬态分量之和为

[image: alt]


由于D（z）和W（z）都是实常系数多项式，所以

[image: alt]


记

[image: alt]


则

[image: alt]


从而有

[image: alt]


这表明，一对共轭复数极点对应的瞬态分量随采样时序k的增大以指数衰减伴余弦振荡方式变化，最终衰减为0，且衰减速度随pi
 和pi＋1
 向原点靠近而加快，振荡角频率为[image: alt]
 如图6.22所示。容易证明，该共轭复数右极点是关于［z］平面虚轴呈镜像对称的一对共轭复数左极点，其对应的瞬态分量变化规律与式（6.69）类似，只不过由于该左极点的相角π－θi
 比，其右镜像右极点的相角θi
 大，所以，左极点对应的瞬态分量的振荡角频率[image: alt]
 此右极点对应的瞬态分量的振荡角频率[image: alt]
 大。相应地，左极点对应的瞬态分量的振荡特性强于右极点对应的瞬态分量的振荡特性，如图6.22所示。

综上所述，闭环脉冲传递函数的极点在［z］平面上的分布位置与系统瞬态响应密切相关。当闭环实数极点位于左半单位圆内的负实轴上时，因输出信号以正负交替方式变化，所以系统动态过程质量很差。当闭环复数极点位于左半单位圆内时，因输出信号以衰减趋势高频振荡，所以动态过程性能也欠佳。因此，为了使系统具有比较满意的瞬态响应性能，所有极点最好分布于单位圆内的右半部，并尽量靠近原点。

习　题　六

6.1　试计算下列函数的Z变换。

[image: alt]


6.2　试分别运用部分分式法、幂级数法和反演积分法计算下列函数的Z反变换。

[image: alt]


6.3　试用Z变换法求解下列差分方程。

（1）y*
 （t＋2T）－6y*
 （t＋T）＋8y*
 （t）＝u*
 （t）

　　初始条件：u（t）＝1（t），y*
 （t）＝0（t≤0）。

（2）y*
 （t＋2T）＋2y*
 （t＋T）＋y*
 （t）＝u*
 （t）

　　初始条件：y（0）＝y（T）＝0，u（kT）＝k（k＝0，1，2，…）。

（3）y（k＋3）＋6y（k＋2）＋11y（k＋1）＋6y（k）＝0

　　初始条件：y（0）＝y（1）＝1，y（2）＝0。

（4）[image: alt]


　　初始条件：y（0）＝y（1）＝0。

6.4　设开环离散系统如图6.23所示，试计算开环脉冲传递函数G（z）。
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图6.23　题6.4

6.5　已知系统的脉冲传递函数为
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若[image: alt]
 试计算y（kT）。

6.6　一单位反馈误差采样离散系统的连续部分传递函数为

[image: alt]


输入量为u（t）＝1（t），采样周期为T＝1s。试计算：

（1）输出量的Z变换Y（z）。

（2）采样瞬时的输出响应y*
 （t）。

（3）输出响应的终值y（∞）。

6.7　试判定具有下列特征方程的闭环离散系统的稳定性。

（1）D（z）＝（z＋1）（z＋0.5）（z＋2）＝0

（2）D（z）＝z4
 ＋0.2z3
 ＋z2
 ＋0.36z＋0.8＝0

6.8　已知误差采样的单位反馈离散系统的采样周期为T＝1s，其开环传递函数为
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试判定该系统的稳定性。

6.9　某离散闭环采样系统结构图如图6.24所示，已知：

采样周期T＝1（s），Gh
 （s）为零阶保持器。

[image: alt]


（1）当K＝5时，分别在［z］域和［w］域中分析系统的稳定性。

（2）确定使系统稳定的K值范围。
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图6.24　题6.9　闭环采样系统结构图

6.10　某离散闭环采样系统结构图如图6.25所示，已知T＝0.1，K＝1：

（1）试计算稳态误差系数Kp
 、Kv
 、Ka
 及其对应的稳态位置、速度和加速度误差。

（2）试计算系统的单位阶跃响及时域性能指标。

[image: alt]


图6.25　题6.10　闭环采样系统结构图
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