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自序

編輯此書的目的，是希望引起小學生們，對不規則的平面及體積算法產生好奇，進而思索如何求得它們的面積及體積。

書中，提出的微分、積分公式及其計算，都是最基礎易懂的，能讓孩子們容易吸收、運用；並在輕鬆的閱讀中，增進對微積分數學的理解及興趣，是我們所期盼。

另外，對國中、高中學生或不懂微積分的成人而言；此書亦是學習微積分的極佳入門書。

最後，要特別感謝蕭萍的鼎力相助，使得此書能夠順利的付梓，在此表示無限的感激。
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小明和小美是篤行國小六年級的同班同學，功課都很好，常常一、二名都是他們兩個包辦的。

但是，他們彼此都不服氣對方，總覺得自己的功課最好。還好在相處上，彼此還算融洽，也常討論功課上的問題。尤其是數學方面，二人都很有興趣。

有一天放學，小明邀請小美到他家參觀。

當小美一進入小明家的大門時，往右邊看是一個很大的圓形池塘。再望過去一點，有一座正六角形的涼亭。涼亭旁有一個半橢圓形的烏龜池。

看到小明家有這麼寬大的空間，小美不禁羨慕起小明來。因為小美家是在公寓的五樓，中庭又小，只種著幾顆小樹。
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小美站在花園往左前方看時，一棟豪華的四樓洋房又高又大矗立在那裡。

隨後，她和小明走進去那豪華的房子，看見客廳裡面，五十吋的液晶電視就放在電視櫃的中間。而兩旁各擺一個圓錐體當裝飾品，非常引人注目。
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客廳四周擺放許多的藝術品。走過客廳，小明領著小美走到屋子後面，小美發現那裡擺著一個倒梯形的籃球板及籃球。小明告訴她，有空他會在這裡運動，他喜歡運球上籃及投籃。
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後來，他們一起去圓形的池塘旁，坐著丟魚飼料餵魚。並且，在正六角形的涼亭內坐了一會兒。當時，小美一直盯著旁邊半橢圓形的烏龜池，不知道在想什麼。

隔日，老師上數學課時，正算到長方形的面積等於長乘寬，長方形的體積等於長乘寬乘高。小美想起小明家漂亮的正六角形涼亭，下課後，她問小明知不知道他家的正六角形涼亭面積是多少？
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小明笑著說：「這有什麼難的。只要把正六角型切成六個相等的三角形，求出三角形的面積後再乘於六，就是正六角形的面積。而三角形的面積等於底乘高除二，很容易吧！就算是不規則的多角形，如四角形也可切成兩個三角形；五角形也可切成五個三角形。把各個三角形加總起來，就可知多角形的面積。
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「因為，三角形是多角形的基礎。只要知道三角形的面積算法，多角形的面積皆可迎刃而解。」小明很臭屁地講著，一副自己很厲害的樣子。

「厲害，那你如何證明三角形的面積等於底乘高除二？」小美看小明那麼臭屁，心裡很不爽。

只是，經小美這麼一問，小明突然愣住：「是啊！這公式很容易，但它怎麼得來的？」小明自己並不是很清楚。於是他口氣不好地回說：「那妳知道嗎？」

小美雙眼一瞪：「不跟你說，自大狂！」就跑了。

翌日，小明走到小美身旁，微笑地問她知不知道平行四邊形面積的算法？
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小美說：「這有什麼難的，平行四邊形的面積等於底乘高，大家都知道。」

「厲害，那妳如何證明平行四邊形的面積等於底乘高？」小明心裡很不爽，想報昨天被白眼的一箭之仇。

「你還在生昨天的氣？」

「好啦，我跟妳道歉，是我口氣太差了。」

「算了，我原諒你，大人不記小人過！好，那我證明平行四邊形的面積等於底乘高給你看。很簡單，只要將平行四邊形畫一垂直線，然後沿垂直線剪下一角，將這一角移到另一邊拼成長方形。因為長方形的長和平行四邊形的底一樣長，而長方形的寬和平行四邊形的高一樣長，所以平行四邊形面積等於底乘高。」
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小明假裝讚美「嗯，妳好棒喔，小美。」

小美不太相信：「真的嗎？」

「謝謝妳，妳提供了我線索，讓我知道為什麼三角形面積的公式等於底乘高除二的原因。」
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「你確定嗎？那你說給我聽看看。」

小明得意地說：「那你可要豎起耳朵來聽。我的理由如下：首先，我先複製出兩個同樣的三角形。然後，把這二個同樣的三角形，顛倒排列，就拼成了一個平行四邊形。由此可知，三角形的面積等於平行四邊形面積的一半，而平行四邊形的面積等於底乘高。所以三角形面積就等於底乘高除二。」
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小明證明完，就說：「小美，我突然覺得自己好聰明喔，妳說是不是？」

小美沒辦法，只好做著鬼臉說：「對啦，對啦，愛現鬼！」

過兩天，小美又到小明家，二人一起在圓形的池塘旁餵魚。小美看著水池裡，碩大的魚兒一會兒游東，一會兒游西，感覺水池很大。於是，她問小明知不知道水池的面積是多大？

小明想了一下子，思索著老師上數學課時講過的話。他依稀記得，圓形的面積約等於半徑平方再乘以3.14。

於是，小明對小美說：「小美，因為水池的半徑是10公尺，所以我家水池的面積是10×10×3.14＝314平方公尺。」
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但是，他問小美，知不知道3.14這個數字是怎麼算出來的？

只見小美猛點頭，說道：「3.14這個數字可沒像司馬懿的兵。」

「那是什麼意思？」

「來的好快！你沒讀過三國演義嗎？司馬懿的兵來的太快，諸葛亮來不及撤退，只好演出空城記唬弄司馬懿。3.14的由來可不簡單，那可是好多人努力後才得出的成果！」小美一副不想立刻講的樣子。

小明說：「拜託啦，小美，講一下下就好。」

小美擺高姿態：「你再說一次，我再考慮考慮。」

小明拱起雙手：「拜託啦，最聰明的小美！」

小美勉為其難地說：「好吧！其實3.14這個數字真的得來不易！因為圓形的面積是由曲線圍起來的，而不是直線。但是若跟不規則的曲線所圍起來的圖形面積比較，則圓形的面積還是比較容易的，因為它的曲線是規則的。事實上，不規則的曲線所圍起來的面積，在古代是無法算出來的！」

「真的有這麼難嗎？」

小美嚴肅地答說：「真的很難！」

「小美，妳怎麼懂那麼多？」

「有嗎？你到現在才知道？我猜，你是來自夜郎國的人，對吧？！」小美抬著下巴說。

小明只好講：「好啦，別損我，快點教我！」

「說起來，古人們是使用分割法。」

「小美，那是怎樣的方法？」

小美說：「他們發現，如果將圓切成四塊後再重新拼起來，或是將圓切成八塊後再重新拼接起來，或是將圓切成十六塊後再重新拼接起來……切成六十四塊……

把圓切得越細，拼出的形狀就會越接近長方形。而長方形的寬就是圓的半徑，長方形的長就是圓周長的一半，所以長方形的面積就等於圓的面積。也就是說，圓的面積等於圓的半徑乘以圓周長的一半。」
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小明問說：「可是小美，3.14這個數字是怎樣得來的？妳還是沒說。」

「喔，這個嘛！因為古人算過，無論大圓、中圓、小圓，只要是圓。由圓周長的一半除以半徑都會得到3.14159…這個數字。因為無法整除，為了計算方便，我們都簡化成3.14。也就是說，由拼出的長方形，拿長除以寬，就會得到這數字。亦即是，圓的面積等於圓的半徑乘以圓的半徑再乘以3.14。」
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小明不禁讚美：「妳不是蓋的，真的挺厲害的！」

小美有點不好意思：「那裡，那裡，你過獎了。」

「對了，妳可不可以順便教我梯形面積公式的由來？」小明雖然讚美小美，心裡卻還想再跟她較量一下。

「小明，這個容易啦，你也會嘛！何必問我？」

「我瞭解，但我想先聽你講，再檢查自己的想法是對或錯。」

「真的是這樣嗎？你不怕變成長鼻子的小木偶皮諾曹？」小美還是不相信。

「真的啦！」

於是，小美認真地說：「那你聽好：首先，先畫出兩個個相等的梯形。然後顛倒拼成一個平行四邊形，此平行四邊形的面積就等於左底加右底乘高，也就是上底加下底乘高。如果把此平行四邊形拆開來，就是原本的兩個梯形。因此梯形的面積等於此平行四邊形面積的一半。就樣就可以證明出，梯形的面積等於（上底加下底）乘高除二。跟三角形拼成一個平行四邊形的情況，是一樣的啦。」

小明沒想到小美真的也會，嘴上便說：「這本來就很簡單，沒錯！我心裡也是這樣想的。」小明不管表面或心裡，都是不願服輸的。
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學期快結束時，小明邀小美來家裡看電視卡通片。當小明的表情隨著名偵探柯南的推理而變化時，小美的眼睛卻一直專注在電視機旁的二座圓錐體。

最後，小美忍不住問小明：「你知道圓錐體的體積怎麼算嗎？」

小明正專心看著卡通片，一時恍神，聽不清楚：「妳說什麼？」

小美大聲道：「知道圓錐體的體積怎麼算嗎？小明！」
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關掉電視，小明回過神來，認真看著小美。他搖搖頭，說他不清楚。然後他看著小美，以為小美會知道怎麼算。不料小美也搖起頭來，說她也不曉得。

隔日，他們一起去問老師這問題。老師對他們的好奇及好學非常高興。

老師說：「這問題很有趣。但我先問你們，你們覺得圓錐體和圓柱體有什麼不一樣？」

他們齊口說：「當然不一樣，圓錐體的頂端只是一點；而圓柱體的頂端是個圓形，和底部的圓形一樣大。」

「圓柱體的體積等於底面積乘高，這你們都知道。而圓錐體的體積等於底面積乘高再除以三。事實上，古希臘人對這問題也下過一番功夫研究過，並且用實驗證明了——在同樣的高度下，圓錐體的體積，只有圓柱體體積的三分之一。」
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小美問：「可是老師，那古希臘人實驗用的方法是什麼？」

小明搶答道：「老師，我猜古希臘人是把木頭的圓錐體及圓柱體磨成粉加以比較吧。」

小美不認為：「古希臘人真有這麼笨的嗎？真是的！」

老師笑說：「類似啦！但不是用木頭。他們先製作了各種同樣高度的圓錐體及圓柱體容器。並將圓錐容器注滿水後，再倒入同樣高度的圓柱容器中，結果發現，水的高度只到圓柱體高度的三分之一。亦即，圓錐體的體積為同樣高度圓柱體的三分之一。」

小美笑著說：「聽起來好簡單哦！但又覺得很不可思議。」

小明問：「老師，為什麼會是三分之一呢？」

「其實古希臘人自己也有著同樣的震驚，可惜，他們無法得知真正的原因，也無法導出正確的數學公式。更驚奇的是，他們發現不管是三角錐體、四角錐體、五角錐體……，它們的體積都為同樣高度角柱體的三分之一。而且有傾斜角度的圓錐體和角錐體，也是同樣的情形。為什麼會這樣？他們也這樣問自己。」
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「而且他們還注意到圓錐體的底面積也有學問。因為底面積為原來底面積二倍的錐體，在同樣的高度下，其體積也會為原來的二倍。」
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小美驚訝地說：「老師，這太神奇了。那你可以跟我們講真正的原因嗎？」

小明插嘴說：「沒想到在那麼久以前，神蹟就已經顯現了！」

老師說：「嗯，這有點難喔，因為要使用到積分學。而你們現在才小學六年級，恐怕……無法理解。」

小美急著說：「老師，你不說看看，怎知道我們無法理解。」

小明也想知道：「對啊！至少要告訴我們，什麼是積分學？」

小美想了想，問說：「老師，積分學是不是是把東西堆積在一起的意思？」

老師微笑說道：「意思很像。簡單地說，積分的意義就是求取總和。這在測量土地的面積上，及建築物的體積上特別的有用。」老師說著，低頭看了看錶：「我們待會兒還要上國語課，下回有空再跟你們聊，可以嗎？」
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隔日，
 完數學課後，小明和小美來到校園角落的小池塘觀賞浮萍。彎彎曲曲的小池塘，看上去都是拋物曲線，沒有一條直線，引起小美的思索。

小美過了一會兒，就開口問：「小明，你看這不規則形狀的小池塘面積，你有辦法算嗎？」

小明聽出小美口氣中的挑戰意味：「別臭屁了！我是沒辦法算，但這彎彎曲曲的小池塘，我就不相信妳有方法算！甚至老師…就有辦法算嗎？真難相信！」

說著，說著，剛好老師朝他們走過來。

小美一看到老師，就搶先說：「老師，小明在你背後說壞話喔！」

老師故意問：「小明，我有那麼壞嗎？」

小明有點糗，便說：「老師，你別聽小美的，她在胡說八道！」

小美哪裡咽得下這口氣：「我胡說八道？你明明說老師也不會算…」

小明不想承認：「我哪有，是妳聽錯了！」

「是你明明說…」小美還要辯駁。

老師怕他們吵起來，連忙阻止：「好了！沒關係！你們二個都不要說了。」

小美看小明不講話，這才說：「老師，你上次提到積分的意義就是求取總和，那這彎彎曲曲的小池塘，積分它就可以求出它面積的總和嗎？」

小明聽了，連說道：「對、對、對，老師，我就是要問這個。」

小美進一步要求：「老師，那你可以教我們積分的方法嗎？」

老師笑著說：「我們要求出形狀不規則的形狀的池塘時，可以從水平的長度對垂直的長度做積分，就可求出池塘的面積。

如下圖：x對y做積分
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主要的做法是把水平的長度x分割成細小的距離，垂直的長度y也分割成細小的距離。再由細小的x乘以細小的y，來求出池塘的細小面積，然後再加總全部的細小面積。
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小明問：「老師，這池塘是不規則的形狀，真的能準確地計算出來？」

小美不解：「老師，這樣分割過程會不會太繁瑣又耗時？」

老師搖搖頭：「小美，積分的計算過程簡單又快速，不是妳想的那樣。」她又繼續講：「小明，這個不規則池塘，當然能用積分準確地算出來。積分學在各種領域裡被廣泛地使用，而且都被確認無誤，能符合需要，故而實用性很高。我們從池塘這個例子可知，知道長度，就可以利用積分準確求出不規則形狀的面積。對了，先講比較簡單的，你們有沒有想過，籃球、排球、棒球的體積要怎樣來計算？」

小明搶答道：「它們都是球體，只是大小不同而已。但我不知道要如何計算它們的體積。」

小美得意了：「我好像記得球體公式是三分之四乘π再乘半徑的立方，至於為什麼是這樣，我也不知道原因。」
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老師說：「這是非常有趣的題目，你們回去想一想，我們明天再來討論。」

隔日下課時間，小美去導師休息室找老師。

一找到老師，小美就問：「老師，妳昨日提到球體的問題。那古希臘人有像求圓錐體的高度那樣，把球體的容量丟入圓柱體中，求圓柱體的高度嗎？」

小明也來了，他跟著問道：「老師，他們會不會像阿基米德發現浮力一樣，又有什麼驚人的發現？」

老師笑著說：「嗯，你們二個真聰明！都被你們二個猜對了。古希臘人也真的這樣想過，並且也做了實驗。因此而發現了一個規則：即圓柱體的高度，如果和底面積的半徑相等，則圓柱體的體積等於底面積相同且高度也同樣的圓錐體加底面積相同且高度也同樣的半球體。」

小明驚道：「哇！為什麼會這樣？」

老師笑問：「你們說呢？」

小美央求著說：「老師，跟我們講一下啦！」

老師便說：「在那時，這可是一個了不起的發現！他們真的不簡單！其中原因如下：因為圓柱體的高度，如果和半徑相等時，則圓柱體的體積等於圓面積再乘以等同於半徑的那個高度，也就是等於π（3.14）乘以立方半徑。而之前講過，圓錐體等於圓柱體的三分之一，所以相等高度的圓錐體體積就等於這個圓柱體體積的三分之一。因而半球體的體積等於π乘立方半徑（圓柱體積），減掉三分之一的π乘立方半徑（圓錐體體積）。也就是剩下三分之二的π乘立方半徑。現在再把這半球體體積，乘上二，就變成球體體積。也就是三分之四π乘立方半徑。當然，正確的公式推導，還是需要積分學來確立！而這一間隔幾乎二千年。」

下面我用圖形表示：
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小美聽完，驚嘆道：「原來是這樣啊！」

老師又說道：「這是規則體積，還可以用幾何原理來瞭解，但是如果利用積分來處理這些體積時，將變得會更容易，更不用說那些不規則的體積跟面積了！」

小明則問：「真的嗎？老師，你說積分能處理不規則面積、體積的計算，那公式及計算會不會很難？」

老師回答說：「當然不會。積分對各種面積體積的計算，是非常容易的。但是在我對積分的進一步說明前，還是得先把函數的觀念及函數圖形跟你們講解清楚，你們才能比較理解積分。這部份，明天上完社會課後，我再跟你們講解。」

小明和小美聽了，心裡充滿期待，覺得自己就快要能夠懂得大學才會教的積分了。


[image: epubch3f.jpg]


晚上，小美站在陽台上望著夜空，只見繁星星光閃爍。她記得老師說過許多人造衛星圍繞著地球上空，現在看著這些星光，她不知那些閃亮的星體，哪些是人造衛星？還是根本就看不到？

此時的小明，卻在自家別墅的四樓陽台上懊惱著另一件事——被手肘不小心碰落的可樂罐，不到二秒就聽到『咚』的一聲，消失得無影無蹤——可惜只喝了半罐。

小明這時候想，可樂掉下去的速度和車子開動的速度是一樣的嗎？他想要考考小美。

隔天，到了學校，他果然向小美提出這個問題。

小美就瞪他一眼說：「笨，當然不一樣啊！一個從高樓掉下，是重力加速度，是由地球引力控制的；而車子的行駛速度是由駕駛者控制的，當然不一樣。通常知道車子行駛的速度，就知道花多少時間可以跑多少距離。」

小明反擊說：「那妳知道可樂罐掉到地上花多少時間要怎麼算嗎？」

小美覺得受到挑戰，就回說：「我不會，難道你會嗎？」

小明聳肩搖頭說：「所以妳還是只懂一半，看來我們還是要找老師。」

小美回嗆說：「總比你全部都不懂的好！」

小明還要說話時，老師剛好走過來，問他們兩個在討論什麼。兩個人便異口同聲地問：「重力加速度的時間要怎麼算？」他們還將小明沒喝到汽水的事，講了一遍。

老師聽了，呵呵笑說：「原來你們在討論這個，那我就用這個例子來告訴你們自由落體的速度和距離怎麼算好了。如果問這罐汽水從高樓三十公尺頂掉落至地面上，要花費多少時間。很簡單，只要套用物理學的自由落體公式，一下子就可以算出來，約2.5秒左右。我們用式子來表示就是：
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那如果知道時間不知道高度的話，一樣可以由測量到的時間，測出高度。如果落下的時間共五秒。那麼，樓高會有多少呢？
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小明和小美聽了，忍不住都說：「好簡單啊！」

老師說：「對啊，那麼你們知道嗎？如果今天汽水罐不是從樓上掉下來，而是從老師的手上往上拋時，汽水罐拋出的高度和時間又是怎麼算？」

小明問道：「難道跟剛才算法不一樣嗎？」

老師搖搖頭說：「當然不一樣，而且會用到你們最有興趣的方法算！」

小美、小明眼睛一亮，齊聲問道：「什麼方法？是微積分嗎？」

「沒錯！正是要用微分！」

「那老師妳快教我們！」

老師正要講時，上課的鐘聲卻響起，老師只好說：「欲知詳情，請等下次吧！」

小明小美哀嘆了一聲後，趕緊跑去上課了。
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午飯時間，小明和小美很快地吃完飯，一起跑到老師辦公室來找老師。他們想問拋汽水罐的那個問題。

老師笑著說：「解答這個問題前，我想先問問你們，積分可以用在求不規則的面積，那麼微分呢？微分是求最微細的變化，那麼，你們猜微分可以用在哪裡？」

小明脫口而出猜道：「面積。」

小美則想著老師要講解拋汽水罐的問題，便搶先猜說：「距離和時間。」

老師點頭說：「你們兩個猜的都沒錯。當面積是不規則的時候，我們可以使用積分來計算總和。但是當面積不確定，只知周長，沒有確定的長、寬時，也可以使用微分來求出面積的最大值。至於小美講的時間和距離，就真的只能使用微分來算了。我們舉上次拋汽水罐的例子來講。假設拋汽水罐向上，經過x秒後，汽水罐升至距離地面y公尺處，請問幾秒後，汽水罐會到達最高處？」

小美：「老師你這樣講，聽起來好抽象。」

小明：「老師，我聽不懂。」

老師：「因為要使用到二次函數，而二次函數的圖形是拋物曲線，求出拋物曲線的極大值座標，就能知道距離和時間。我先畫個圖，讓你們有些概念，下次再仔細講解函數及其圖形。」

如下圖：
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小明聽了，喃喃地說：好像懂了！」

小美則說：「那老師，妳昨天說今天上完社會課後要教我們函數，順便會講到積分。那妳剛才講到函數，所以函數也跟微分有關嗎？」

老師笑說：「當然有，可是今天上完社會課，我剛好有事，我明天再找時間告訴你們好了！」

小美聽了，失望地嘆了一口氣說：「老師，您講微積分還真像連續劇，專門吊人胃口。」

「對啊！對啊！」小明附和著。

老師笑說：「誰叫你們還是小學生，沒有整堂課的時間來講。」
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隔日，小明及小美一起走路去學校。走在行人道上，只見後方的車子從他們眼前奔馳而過；速度有快有慢，距離他們有近有遠。

小美看了便問：「小明，長大以後開車，你會開快車還是慢車？」

「廢話！當然是快車，這樣才能快速到達目的地，又省時。」

「開快車你不怕會造成危險？你沒聽過十次車禍九次快這句話嗎？」

小明做了一個鬼臉：「妳是膽小鬼！我不跟妳說了。」

小美生氣道：「不說就不說，你根本是個白目兒！」

「這什麼意思？」

「不知輕重死活的笨蛋！」小美丟下這句話就跑了！

上第二堂課後，小明及小美一起來問老師說好要教他們的函數。

老師說：「我們從觀念上來講，函數主要是用來表示變數之間的關係。」

小美問：「老師，那何謂變數？」

小明也問：「老師，是說像車速那樣一直變動的數目嗎？」

老師回答：「差不多。通常我們表示變數x和y的數值時，是以一條水平與一條垂直的直線，分別表示變數x和y的位置。

如果決定了x值，就等於決定了y值。反之，如果決定了y值也相當於決定了x值。

例如：車速是每小時六十公里(x)，車子開了兩小時後，就能得知道車子走了一百二十公里距離（y）。

如果車速減為三十公里(x)，就算仍舊走了兩小時不變，車子走的距離（y），會改變為六十公里。x、y都是變數，而y會隨著x改變。

再以面積的例子做解釋：一旦知道正方形的邊長5公分（x）後，就可以得到面積是25平方公分（y）。如果邊長改變，面積也會改變，x、y都是變數。」
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小明又問：「老師，那如果x 為零次方怎麼辦？」

老師說：「通常，我們稱這函數為：常數函數，例如： y＝f（x）＝8」

接著，老師又說：「在函數圖形中，一個變數x值對應一個變數y值時，會形成一點 。兩個變數x值對應二個變數y值時，會形成兩點。三個變數x值對應三個變數y值時，會形成三點。n個變數x值對應n個變數y值時，會形成n點 。當我們把n個點連結起來，就會形成圖形，我們把它稱做函數圖形。」

小美問：「老師，那函數圖形有何重要性嗎？」

老師回答說：「函數的圖形在積分上，有非常重要的輔助功能，讓我們明確知道積分的範圍從哪裡到哪裡。」

下面老師舉幾個例子：
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老師畫好這幾個例子之後，說：「由上面前二個圖形我們可知，常數函數及一次函數的圖形皆為直線。第三個圖形是二次函數的圖形，為一個拋物曲線，而並非直線。第四個圖形則是三次函數的圖形，含有二個拋物曲線，並非直線。這些圖形可以幫助我們瞭解變數的變化模式和規則，也可以幫助我們更容易預測隨之而來的變數。」

小明和小美非常認真地聽著，老師繼續說：「其實，一般在講解積分學時，微分學也會一齊上，因為二者之間的關係非常的密切。另外，提到微積分學的話，極限的概念也是一定要說明的。因為，積分是講一種極限狀況，而微分也是一種極限。下次，我再跟你們解說。」

小明和小美終於知道大哥哥們常講的函數是什麼了。接下來，對老師及將要進入的主題——極限，更是充滿期待。
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星期一上學，小明及小美一起來見老師。他們兩個對微積分念念不忘

小美先問：「老師，你上次說到微分，那什麼是微分？」

小明接著問：「老師，那微分、積分它們之間的關係是什麼？」

老師回答說：「微分的話，是求瞬間微量的變化；而積分則是求微量變化的總和，二者是顛倒的情形。就像是加法與減法，互為顛倒。也就是說，當你把式子做完積分後再微分，就會回到原來的式子。其實，微分與積分之間的關係是非常密切的。因此，在大學裏的授課，微分學與積分學是一起教的。這樣說，你們可能沒什麼概念。但是，如果只是要計算的話，積分和微分的計算是相當容易的！下面我先舉出它們的部分公式及計算。」

小明和小美一聽老師這樣講，忍不住屏神凝聽。
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以下以正方形面積為例：
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積分時只是把函數方程式裡的每一項都加一次方而已，然後將加完次方後的數值除以增加後的次方數。

產生的新方程式，再代入積分的範圍，就可以計算出面積。

以下就是幾個函數方程式積分後的新方程式：
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從上面的新方程式，我們歸納得到下面的公式：

[image: p45.jpg]


老師講完之後，小明就問：「那老師可以舉實際的例子嗎？比如我們學校那個彎彎曲曲的池塘。」
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老師笑說：「那個對你們來說太難了，我先講簡單的例子好了！嗯……有什麼例子呢？」

小美靈機一動，說：「老師，你就算小明家裡那個半橢圓的烏龜池好了！」

老師說：「好，雖沒有丈量，但我們就假設它的數值好了。
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如下圖：
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小明和小美看了，都覺得不難，便又接著問：「那微分呢？微分有沒有這麼簡單？」

老師說：「我說看看，你們也聽看看。首先，微分符號是′，一撇′表示要進行一次的微分。兩撇′′表示要進行二次的微分。例如：函數y＝f（x）＝5時 ，對Ｙ進行微分，也就寫成Y′＝f（x）′＝０。這裡要特別注意的是，常數的微分等於零。

小美忍不住問：「為什麼會等於零？」

老師笑說：「等一下我會講，我現在先把這微分的公式講完。我們跟積分一樣，對所有的函數方程式作微分，以求取新的方程式。」
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從上面方程式我們可以整理出微分的公式：
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由微分的公式可知，微分時只是將函數方程式裡的每一項都減一次方而已，然後把原本的次方值移到每一項的前面。如果是常數函數，值則為0。

其實，微分也可以應用在面積的求取。

例如用一條24公尺長的繩子，圍成一個四邊形。長、寬各為多少公尺，才能圍成最大的面積？
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所以極大值的座標為（6，36），即圍成的最大面積為36平方公尺，如下圖：
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小美笑
 說：「老師，這樣我們懂了，微積分沒有想像中那麼困難嘛！」

小明也不甘示弱地說：「對啊！對啊！」

老師則笑著說：「那是也要你們有心學啊！」

小明忍不住又追著問：「難道微積分真的這麼淺嗎？只有這兩個公式，為什麼大人要當成一門學問來研究？」

老師回答說：「當然沒有這麼簡單，還有很多其他觀念和細節。你們如果想知道，我會選擇你們能夠了解的告訴你們。」

小美和小明齊聲講：「我們當然想知道！」

老師聽了笑說：「那麼，上課的時間到了，等下次有時間的時候吧！」
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周末，小美及媽媽來到位於台中的靜宜大學遊玩。站在高樓上往海岸線望去，只見模糊的二根煙囪及一片暗綠色的海水。

小美問媽媽，海的那一邊是那裡？

媽媽回說是更大的海。

小美又問，那更大海的那一邊又是那裡？

媽媽微笑地說，是我們看不到但更大的海。

假日，小明則和媽媽一起來到彰化鹿港參觀民俗活動。他們站在一攤拉麵線的攤位前觀賞，只見老師父神奇般地把揉好的麵團，來來回回地拉了幾次，細細長長的麵線就出現在眼前。

小明問媽媽，再拉下去麵線會變成怎樣？

媽媽答會變成更細長的麵線。

小明又問，更細長的麵線再拉下去會變成怎樣？

媽媽抓抓頭想了一下，回說會看到幾乎不存在的更細麵線。

小明說，媽我不是這意思。我是問麵線更細會不會斷掉？

「喔，你是問這個，麵線到達一定細度當然會斷掉。」

到了上學時間，小明和小美一下課就纏著老師，要老師跟他們講更深入的微積分觀念。

老師很喜歡他們的求知態度，自然很樂於告訴他們，老師說：「我們來先講微積分裡面一個很重要的觀念，極限。通常我們是以lim這個符號來代表極限的意思，這是英文limit極限這個字的前三個字母。

簡單地來說，所謂極限就是靠近無窮時的情形。

我舉個例子：當我們將含40%酒精濃度的高粱酒，倒出半瓶後加入半瓶水，它的酒精濃度就會稀釋成20%。

我們把同樣的步驟再重覆一次之後，酒精濃度會稀釋成10%。

我們一直反覆此步驟，則瓶中的高粱酒酒精濃度會從5%、，2.5% 、1.25%……愈來愈低，一直到酒精濃度變為%0。

如果我們以酒精濃度為Y%，加水次數設為ｎ次，就可以得到下列方程式：
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若是以圖形來表示，會隨著ｎ次數的增加，酒精濃度Y值會愈來愈靠近0。我們為表達這個非常靠近0的現象，會用下列式子表示：
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下面我用圖來表示：
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小美問：「老師，極限一定會往0靠近嗎？」

「當然不是，還有其他的情形。」

小明愛現地說：「我知道，還有往無限大靠近。」

老師回答：「那也是其中的一種情形。當極限靠近某一固定值時我們稱它為收斂。
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如果x由正值向∞，則每當x增加一點，y就會越靠近0一點，最後收斂至0。

這情形和我們提到高粱酒稀釋的情況很類似，都是收斂至0。

另一種情形，當極限無法靠近一固定值時，我們稱它為發散。

例如 Y＝5X的圖形：
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若取x由正值向∞，則y會逐漸變大至無限。我們將這樣的情形稱為發散至∞（無限大）。

小美有點疑問：「老師，收斂除了至0，還有其他的值嗎？」

老師說：「好，我再舉一個例子：
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如果x由正值向∞，則每當x增加一點，y就會越靠近2一點，最後收斂至2。

所以收斂至各種值都有可能。

總而言之，微積分都是在求發散或收斂的極限值 。」

經過老師的說明，小明和小美分別都想起他們假期的經驗——關於那海之外的海，細中之細的麵——原來都屬於微積分要闡述的概念。

對微積分有了更深一層的理解後，小明和小美連忙齊聲問說：「老師，下次還有什麼關於微積分的重要觀念可以教給我們的。」
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禮拜五這天，小明和小美來學校來得特別早。一大早，就纏著老師問問題。

小明首先提出他的問題：「老師，你上次講的函數，我還有問題。為什麼，常數函數及一次函數的圖形皆為直線；而二次函數的圖形卻為一個拋物曲線，且三次函數的圖形含有二個拋物曲線，它們並非直線？」

小美也問：「不同次方的函數，它們之間主要的差異是什麼？」

老師回答說：「是跟函數的次方有關係，主要的原因是它們斜率的不同。」

小明不忘表現自己的聰明，連忙問道：「斜率就是函數圖形傾斜的比率嗎？」

小美也不想落後，補充問說：「還是角度的差異？」

老師滿意地點頭：「你們兩個想的都沒錯，這裡指的斜率，是指函數圖形在座標上的傾斜程度而言。譬如爬山，山的傾斜角度，我們可以從水平面加以測量，求出角度。但在函數圖形上的表示，則為〈縱軸y〉除以〈橫軸x〉，也就是（y 除以x的值）。

舉例來說，通過a（2，2）和b（6，4）二點的直線斜率，如下圖：
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函數圖形就會變成下面這樣：
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小美追著問：「老師，那函數的斜率是多少？」

小明也問說：「那函數的斜率是固定的值嗎？」

老師停了一下說：「關於這問題，我們要看函數的次數而定。如果是常數函數或一次函數就非常容易求得，因為常數函數及一次函數的圖形皆為直線。

我們先提常數函數的斜率。關於常數函數的斜率，這有二種情況：0或是∞（無限大）

即圖形與x軸或y軸平行。

例如 x＝2 與y軸平行

因為x方向的差距是0

斜率會變成無限大
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又如 y＝2 與x軸平行

斜率＝0

因為y方向的差距是0
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小美聽得很仔細：「老師，那一次函數的斜率又是多少？」

老師說：「我們通常是以 y=ax+b 來 表示一次函數的方程式 （ a、b為常數，a≠0）。圖示如下：
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例如：
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畫成圖形如下：
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小明問說：「老師，那圖形的斜率有什麼意義嗎？」

老師回答：「斜率可以有不同的涵義。
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小明又繼續問：「老師，那二次函數的斜率是多少？」

老師說：「二次函數及二次以上函數的斜率比較複雜，因為它並不是固定的。畫出來的圖形，就會是拋物線。」

小美便問：「老師，那這樣的話，像拋物曲線的斜率要怎麼表示？」

老師一邊講，一邊在黑板上畫著：
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「二次函數的圖形就像我剛講的是拋物曲線，而非直線。所以它每一點的斜率都不一樣，並不固定，會因為位置不同，而有所變化。其實拋物曲線每一點的斜率都是用切線來表示的！」

小美問：「那什麼又是切線？」

老師解釋說：「因為該線只有觸碰到拋物曲線上的一點，所以稱為切線。也就是説，曲線和切線只互相碰到一點，而並未相交，而且切線和這一點是呈垂直的。

例如下圖：曲線上每個點的斜率，都可以用與該點相切的切線來表示！
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其實切線對物體的運動是很重要的。因為呈圓形運動的物體會在失去向心力的一瞬間，沿著切線方向飛出去。

例如下圖：
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小美又問：「老師，那三次函數的斜率是怎樣呢？」

小明跟著問：「對啊！我記得老師講函數的時候畫過，那是兩個拋物線！所以斜率會怎樣啊？」

老師回答說：「對的，很棒，你們都記下來了。三次函數的圖形含有兩個拋物曲線，它跟二次函數一樣，每一點的斜率也都是用切線來表示的，只是圖形更加複雜！

三次函數的圖形含有二個拋物曲線，至於這二個拋物曲線的開口方向不是固定的；但卻是相反的。我畫兩個三次函數的圖給你們看。」
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這二個拋物曲線的開口方向不同。一個先朝下，後一個朝上。再舉一個例子
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這二個拋物曲線的開口方向，一個先朝上，後一個朝下，跟上一個圖形相反。從這兩個圖，我們看到一個重要的點，那就是反曲點。

反曲點對三次函數圖形的輪廓有重要的意義。二條拋物曲線彎曲方向改變的點，稱為反曲點。

有個圖形可以來說明反曲點的意義：
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由上圖我們可知，在極小值與極大值之間存在著反曲點。」

小明問說：「老師，那我們可以去求得這反曲點嗎？」

老師笑答：「當然可以，做法是將三次函數微分二次。

當Y′′＝0時，就是拋物曲線彎曲方向改變的位置，也就是反曲點。

下面我舉例說明：
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所以（－1，2）就是反曲點座標。

但是常數和一次方函數不須用利用到微分，因為它們的斜率是固定的。

而微分一次，則可以求出拋物線函數圖形的極大值和極小值的座標，主要應用在二次函數圖形和三次函數圖形中。

而微分兩次，就可以求出反曲點的座標，因而可以幫助我們畫出三次方以上函數的圖形。」

老師說到這裡，看到兩個小學生都不講話，靜靜地在思考，便問：「你們都還聽得懂嗎？」

小明和小美連忙搶著說：「當然懂啊！」深怕會給對方搶先說了。
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這天，學期快結束了，小明和小美期末考考得非常好，並列第一名。老師很高興地跟他們說:「看你們表現得這麼好，為了鼓勵你們，我再跟你們講些微積分的事好了。關於微積分，你們還想知道什麼嗎？」

小明抓抓頭，一時想不出來。

小美則說：「我對球體體積公式的由來，怎麼由微積分推算很有興趣。老師，妳能告訴我們這個嗎？」

老師說：「當然可以，我們之前提到的圓錐體體積，它的推導，亦是藉由積分來導出：

我們先把圖中的圓錐放平。
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圖中x座標是h時，其橫切面的面積為S。

若x座標是×時，則其橫切面的面積T是多少呢？

我們可以使用相似比來求出。

因為是相似圖形，面積比就等於相似比的平方：
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小美問：「老師，我們之前有學到圓面積的公式是π乘以半徑平方，那也可以借由積分來推導出嗎？」

老師笑著說：「當然可以。 首先，我們將圓的半徑設為x面積為S（x），圓周長＝2πx然後將寬度△x的薄片剪下來，包在圓的周圍。△是極小的意思。」

[image: p64-1.jpg]


然後用剪刀將薄片剪開後鋪平：

會得到梯形面積△s

它的上底＝2πx

下底＝2π（x＋△x）

高＝△x
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它的面積現在是：
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再來，我們順便試做球體體積的推導。

我們可以從球體中截取一個圓形切面
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「這裡開根號，你們還沒教。」

老師才這麼講，小明就搶著講：「我知道開根號的意思，就是九九乘法表倒回去算的意思！」

小美不以為然地說：「更正確的說法，應該要用約分來算吧！」

老師笑笑說：「你們兩個講的都沒錯，就是這個意思。」

小明不甘示弱地對小美抬了一下下巴，翹了一下嘴，意思是說：「老師說我講的也對。」

小美一邊回瞪小明，一邊聽見老師說：「

開根號之後，我們得到了Y，然後我們將截面積用積分求其總合：
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小美看到老師輕鬆地推導出來，很高興地笑著說：「並沒有想像得難嘛！」

老師說：「那也要你們兩個夠聰明。」說完，又轉頭問小明：「那你的問題呢？」

小明抓抓頭髮說：「老師，妳可不可以讓我想一下，下一堂課再來問妳？」

老師說：「那有什麼問題？我們下一堂課再討論。」

「一言為定！」小明和小美異口同聲地說著，並跟老師道再見，然後心滿意足地走回教室了。
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一下課，小明果然想出自己要問的問題：「老師，我想知道不規則形狀的東西，例如小茶杯，要如何計算它的容積？我想知道它可以裝多少水？」

老師笑說：「嗯，問的好！你問到積分學的重心了。剛剛我提到的圓柱體、圓錐體、球體，就算不知道怎麼用微積分來推導，也可以利用公式來算它們的體積。但小茶杯這種不規則形狀的體積和面積則一直到了積分學的出現，才有辦法計算。」

小美不解：「老師，難道他們沒試過其他的辦法？」

「當然試過，可是不理想。早期古人遇到彎曲的圖形時，他們使用了我們稱作窮盡法的方法。即將形狀簡單的長方形、正方形、三角形適當地放入大小剛好的空間中。如此大致分割後，再仔細地放入適當的細小圖塊。但是這種方法耗時，又不精確。」

例如下圖
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小美想一想問說：「老師，小茶杯的形狀，很像U形的容器。」

老師回答：「小美，說的沒錯。因此要計算U形的小茶杯體積必須要使用到二次函數。我們先畫出一個二次函數的圖形，再將它旋轉一圈，就得出小茶杯內的容積。」如下圖：
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上面左邊的圖形是拋物曲線，當我們把這拋物曲線繞著y軸旋轉一圈之後，就會得到這個形狀，即變成U形的小茶杯！

但是，不曉得你們有沒有注意到，
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所以會有開口朝上，也有朝下的情形。如下圖：
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小美有點疑惑：「老師，那我們如何判斷拋物曲線開口是朝上或朝下？」

小明搶著答：「老師，我們多求幾個x、y的值，再把各點連接起來，不就可以看出拋物曲線的開口方向？」

老師不置可否，只說：「這問題我們稍後再討論，我想先舉例說明計算U形小茶杯的體積：
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它的圖形如下：
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圖形的截面積是 S。

我們以y範圍－1到3對截面積做積分

所以須先求出S的面積

[image: P67-1.jpg]


小美笑說：「老師，沒想到這麼容易就計算出來了！」

老師回答：「對啊，微積分真是一個偉大的發現。後來的應用更是難以計數！ 剛才小明說只要多求幾個x、y的值，再把各點連接起來，就可以看出拋物曲線的開口方向。這也是個方法，只是比較耗時。」
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小美忍不住問：「老師，妳為何要講拋物線的開口向上或向下呢？那有什麼重要嗎？」

小明脫口而出：「因為要知道最大最小啊！」

老師笑說：「小明說對了，微積分常常要求最大值和最小值，拋物線開口向上時，我們可以求出最小值；拋物線開口向下時，我們可以求出最大值。所以我才會跟你們提到開口向上向下的問題。」

小美看了小明一眼，暗暗佩服他，多少還是比自己聰明一點。

老師說：「好，關於微積分最基本最簡單的觀念我都告訴你們了！你們現在應該對微積分有一點點認識了！」

小美高興地說：「對啊！想不到我們這小學生也懂得微積分了！」

小明則又搶著說：「不只微積分，我還想知道更多！老師！下學期妳還有什麼深奧又有趣的學問要教我們！」

老師想了一下說：「不一定要深奧的啊！我看有沒有什麼比較實用的知識，可以讓你們了解！」

「那是什麼呢？」

老師笑容燦爛地說：「讓我賣個關子，下學期再說吧！」
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