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写在前面






数学曾是很多人上学时最头疼的科目，以至于社交媒体上甚至冒出过「数学滚出高考」的声音。 






这得有多大仇！ 






另一边，知乎上不少人却为各种数学问题深深着迷——他们动辄为了知乎上的一个数学问题写几十个小时的回答；有时候书写上万字只是为了让有中学基础的人也能读懂数学之美，在历史和生活的维度上还原人类智力的接力赛；他们乐此不疲地把生活中的问题数学化，并在严谨的计算和推理中获得快感。 






难怪会有人在这些回答下面评论：原来数学这么有趣啊！可能他们更想说的是，「原来用数学的方式思考这么有趣」吧。 






那就通过本期知乎周刊，让快乐来的更纯粹些吧，思考的芦苇们！ 






祝你读得开心！ 






P.S. 本期周刊最后有留思考题哦~欢迎来挑战！ 







猜你喜欢：






[image: Image]








《八卦微积分》

 （读完这本书，可能你会更爱微积分一点。）
















不用公式也能理解 e 的自然之美
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数学里的 e 为什么叫做自然底数？是不是自然界里什么东西恰好是 e？





□张英峰 






好问题，让我尝试不用公式，用跨越 7000 年人类文明的方式，来解读 e 的自然之美，争取有中学基础的人就能看懂。





e 有时被称为自然常数（Natural constant），是一个约等于 2.71828182845904523536……的无理数。





以 e 为底的对数称为自然对数（Natural logarithm），数学中使用自然（Natural）这个词的还有自然数（Natural number）。这里的「自然」并不是现代人所习惯的「大自然」，而是有点儿「天然存在，非人为」的意思。就像我们把食品分为天然食品和加工食品，天然食品就是未经人为处理的食品。





但这样解读「自然」这个词太浅薄了！为了还原全貌，必须穿越到 2500 多年前的古希腊时代。





（你也知道，穿越剧都很长(>﹏<)，不喜欢长篇大论的，可直接跳到后面看结论。）










「自然」的发明






我们知道，人类历史上曾出现过很多辉煌的文明，例如大家熟知的四大文明：古巴比伦、古埃及、古印度河以及古代中国。





但是要说谁对现代文明的影响最大？对不起，四大文明谁都排不上！真正对现代文明影响最大的是古希腊文明，特别是古希腊的哲学、科学思想，是整个现代文明的源头和基石。这里并不是要贬低四大文明，现代文明也从各文明继承了大量的文化遗产，只是相比古希腊要少很多。





现代人的基础教育，无论是什么国家、什么社会制度、什么民族，在教科书里除了介绍自己的古代成就外（如四大发明），还会大篇幅的介绍古希腊的科学、哲学思想，来启蒙学生的心智，这是跨越国界的共同做法。





大家都这样做的原因，就是因为古希腊哲学家发明了科学的思维方法和「自然」（Natural）这个词，在理论中用自然来取代具体的神灵，这是人类文明史上划时代的发明。如果没有这个发明，现代文明可能还会晚出现数千年，所以这是至关重要的进步。





在古希腊文明之外的古文明里，人们解释世间万物的运行时，总是要引入神灵等超自然、拟人化的因素。例如，得病了就认为鬼神附体，洪水泛滥就认为天神发怒，石人一出天下就可以造反了，总有一个超自然的神灵在操纵万物的运行。人们偏爱形象而戏剧化的解释，拟人化的神灵恰恰具有形象、戏剧化的特点，最易于接受和传播。现代喜欢希腊神话的人数，也远多于喜欢希腊哲学的。电视里最流行各种奇幻故事，例如狼人、吸血鬼什么的。古代人也一样，不同的是我们知道这是假的，古人则认为是真的，这成为他们理解世界运行的思维定势。





直到公元前 624 年，泰勒斯的出现，才第一次用自然取代神灵的位置。





泰勒斯被称为「科学和哲学之祖」、「科学之父」、「哲学史上第一人」！（还有比这更牛的称号吗？）





其实泰勒斯是个多神论者，他认为神是存在的，是神让万物有了自己内在的规律。但解释万物的运行，不能靠凭空的制造故事，要靠坚实的证据来发现这些规律，并用理性的方法解读。这就是泰勒斯的最大贡献，开创了一套认识世界的全新思维方法，他关注的是证据、规律、理性，而不是神。





尽管泰勒斯提出的理论现在看起来很粗糙。但是人们不再需要像宗教一样，把旧理论看成是不可否定的权威结论。只要有坚实的新证据和理性的推理，旧理论可以被修改或推翻，更好的理论就可以建立起来。这是一种可靠的、可进化的理论体系。相反，宗教是停止进化的、只能膨胀的理论体系，例如你只能解读圣经，但不能否定圣经。





后来的希腊哲学家不断借鉴和发展泰勒斯的理论，建立了「自然」(φύ
 σις
 )的概念，「自然」代表万物因为本源而发生自然而然的变化。赫拉克利特还引入了逻各斯（希腊语：λό
 γος
 ，英语：Logos）的观点，用以说明万物变化的规律性。逻各斯原来是指语言、演说、交谈、故事、原则等，这里的逻各斯则主要指一种尺度、大小、分寸，即数量上的比例关系。后来对数的发明人纳皮尔就用 Logos 和 arithmos（算法）创造了单词 Logarithm 来命名对数法，经过后人简化变成了对数符号 log。





几乎和古希腊同一时代，春秋战国时代的诸子百家也提出过一些相似的思想，例如老子的道。但很可惜，这种蓬勃发展的思想爆炸因为诸多原因戛然而止，只是昙花一现。但是限于篇幅，这里不再展开，请到最后的推荐阅读中了解。










「自然」与美






古希腊的学者还给「自然」赋予美的含义，他们认为规律性就是一种和谐感，数学的比例是种超越肉体感官、只能靠心智才能领悟到的美。毕达哥拉斯就是其中最极端的代表，他对数学美的狂热追求超过了偏执的程度，美像神一样不可冒犯，毕达哥拉斯主义走向了科学的反面，成了宗教。
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（毕达哥拉斯主义者庆祝日出）





这种宗教的狂热驱动他和信徒们不断的去挖掘「自然」之美，并在数学之外的音乐、建筑、雕刻、绘画等领域发现了大量的比例关系，最有名的是毕达哥拉斯定理（中国叫勾股定理）。毕达哥拉斯认为所有图形中，圆是最对称的，所以圆是最完美的图形。参见《毕达哥拉斯学派美学思想（朱光潜）》。










「自然」思想的意义






雷军说得好，「在风口上，猪都会飞」！就像乔布斯开启了移动互联网时代，泰勒斯则开启了古希腊哲学时代。





古希腊时代是一个科学、哲学大爆炸的时代，原本黑暗的天空中突然爆发出无数的新星：赫拉克利特、毕达哥拉斯、德谟克利特、苏格拉底、柏拉图、亚里士多德、阿基米德、欧几里得、希波克拉底等等，都因为得益于这套思维方法，发现了大量的自然规律，成为各学科领域里开天辟地的先贤。





古希腊人还把自然的概念引入社会领域，来分析社会中的现象和规律。例如亚里士多德就曾经激烈的抨击借贷，认为在所有赚钱方法中，利息是最不自然的。





以自然作为基础，会比人为强制规定作为基础更稳定和可靠。





例如：





英尺(foot)的长度就是根据人的脚长来人为规定，人的脚长差异太大，历史上英尺发生过很多次变化，不稳定，这是不自然的。

而海里的长度则接近自然，如下图，海里是根据地球周长计算的，是 1 角分的长度，变化就极小。





对比之下，宗教等理论体系的基石并不是自然的，靠的是强制手段来确立的权威，这是不稳定的。当强制手段不再有效时，就会使宗教分裂成各种教派。





自然思想不同于宗教，靠的是坚实的观察证据和理性思维，任何人都可以反复验证，具有可证伪性。这样打下的基础就非常的稳固。正是这种稳定性和可靠性，古希腊思想被越来越多的人所接受，对后人产生了巨大的影响，几乎奠定了现代所有科学领域的基础。





经过 2500 多年的不懈努力，终于在古希腊文明所铺就的最稳固基石上，人类建立起了现代文明的宏伟大厦。










自然数中的「自然」






古希腊认为像 1、2、3 这样的数，是事物本身就有的属性，可以用来描述日常事物的数量和顺序，无需过多解释，就是 3 岁小孩也能快速理解，所以这些数被称为自然数（Natural number）。





但这种朴素的自然观限制了数的范围，无法解释 0，负数、分数、小数等数。古希腊人认为这些数并不自然，是人为了计算而发明出来的，不是自然的数。





毕达哥拉斯就非常厌恶无理数，无理数的不规律破坏了和谐美。他的门生希帕索斯 Hippasus 就是因为发现了√2 并公布出去，居然被毕达哥拉斯以渎神的罪名被淹死了，这被称为数学史上的第一次数学危机。后人认为毕达哥拉斯也发现了黄金分割率，但因为也是无理数，所以一直秘而不宣。





现代我们知道，没有受过基础数学教育的人要想理解这些数，不仅需要了解更复杂的概念模型，还要熟悉加、减、乘、除等运算方法，只有这样才能完全明白。而更复杂的数，例如无理数、代数数和超越数，也需要了解更复杂的运算。





我们的主角 e，就是超越数，既然理解 e 的含义需要理解相关的运算，而这些运算最早都和利息有关，所以我们继续穿越。从古希腊再往回穿越 4000 年，穿越到 7000 年前的苏美尔文明时代。









利息的发明





7000 年前，美索不达米亚的苏美尔人因为发达的农业和贸易，建立起人类最早的文明和城市，参见问题《
为什么会有国家？

 》。





苏美尔人也第一个发明了利息，一起通过一个虚构的小故事来理解利息的起源：





· 农民张三经常去城市卖粮食、换日常用品，他发现城里人很喜欢羊奶，这是一个商机！

· 但是他自己没有母羊，也买不起，于是他找到牧羊人王二小，想租借他的母羊。

· 张三想用大麦作为每年母羊的租金，但王二小想了想，不想把母羊租给他。

· 因为母羊每年都生羊羔，把母羊给张三，虽然有租金，但羊羔的收益就没了。

· 张三明白了王二小的顾虑，就承诺他只用母羊产奶，如果母羊生下羊羔，羊羔还是归王二小。

· 王二小认为这样才比较划算，于是就答应了租借母羊。

· 张三和王二小到神庙，要在神的见证下订立合同。

· 公证人用楔形文字把债务合同刻在了泥板上，并明确了租金和羊羔的归属。





羊羔收益成为租借者的应得利润，这很公平，也很自然。





后来人们发现借钱也应该给羊羔收益，因为这笔钱如果用来买母羊，每年都会有羊羔收益。所以钱借给贷款者，他除了要归还本金，还要归还这笔钱本应获得的羊羔收益。





这个羊羔收益就成为了后来我们熟知的利息，在苏美尔文字中，利息的单词 mas 原本是牲畜幼崽的意思，随着时间的推移，利息的含义逐渐和牲畜没有了关系。这和我们汉字中货币、宝贝、财产等词中都含「贝」字是一样，因为海贝就是 3000 多年前夏商时代流通的货币。





历史上每次新能源的普及都会引发人类社会革命性的进步，利息就是一种革命性的新能源发明，只是这次驱动的不是机器，而是人。





利息的价值就在于其巨大的激励作用，驱动人们把自己的资源拿出来，分享给其他人使用。利息的激励模式也迅速在实物、粮食、金银等资产借贷上得到普及。金融领域的第二大创新（第一是货币）就这样诞生了。





4000 多年前的《埃什嫩那法典》（The Law of Eshnunna）中就有了对利息的规定：

每 1 谢克尔<白银>（180 粒大麦）的利息是 36 粒大麦（即利率为 20%）；

每 300 塞拉（sila）<谷物>的利息是 100 塞拉（即利率为 33.33%）。
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（来源：Iraq National Museum）





激励机制设计在经济、管理、教育等领域有着核心动力的关键作用，设计好了就可以把人的自身潜能释放出来，这一点，喜欢玩游戏的都有切身体会。正是知乎的激励机制设计的好，我这篇超长文才写得出来。XX 问答类网站无法让用户做到，是因为他们激励的方向是数量，而不是质量。





尽管利息能激励交换，但人们对利息还是有着爱恨交加的复杂感情：当急需钱时，人们焦急的不惜一切代价筹钱；等到终于借到钱，需要还利息时，人们又开始愤愤不平。





柏拉图就曾经主张，人们应该只还本金，不要归还利息。（参见《古希腊的债务危机》）





他的学生亚里士多德在《政治论》一书中也激烈的抨击利息，认为在所有赚钱方法中，利息是最不自然的。

And this term interest, which means the birth of money from money, is appliedto the breeding of money because the offspring resembles the parent. Wherefore of an modes of getting wealth this is the most unnatural.





来源：
http://classics.mit.edu/Aristotle/politics.1.one.html







每个时代的人们都有他们思想的天花板，亚里士多德的天花板就是不能接受金钱可以像生命一样增殖。他认为这是荒诞的、不是钱原来的属性、是不自然的。但如果他知道利息的起源，明白利息在经济系统中的推动作用，他可能会改变观点，整个人类经济和政治史都会彻底改写了。





柏拉图和亚里士多德并不是第一个站出来抨击利息的人，但是他们在历代学者和政治精英中的巨大影响力，这些观点后来成为了社会的主旋律，后世的社会现象，例如中世纪教会禁止收息放贷、犹太人被歧视迫害，以及马克思的共产主义思想，都和柏拉图、亚里士多德有着一脉相承的关系。





好了，先从历史里出来一会儿，让我们来看一下利息和 e 的关系。










利息中的 e






e 和圆周率π都是超越数，π的含义可以通过下图的割圆术来很形象的理解。





假设等边形的对角线长为 1，只要等边形的边足够多，算出来的周长就可以越来越接近圆周率π。
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但是解释 e 的含义却很难找到这样直观的例子，阮一峰翻译的文章《
数学常数 e 的含义

 》说的很好，只是公式太多，并不直观。

幸好我在原文《
An Intuitive Guide To Exponential Functions & e

 》中找到了很直观的图，只要理解了这个例子，e 的含义就明白了。





假设你在银行存了 1 元钱（下图蓝圆），很不幸同时又发生了严重的通货膨胀，银行存款利率达到了逆天的 100%！





银行一般 1 年才付一次利息，根据下图，满 1 年后银行付给你 1 元利息（绿圆），存款余额=2 元





[image: Image]






银行发善心，每半年付利息，你可以把利息提前存入，利息生利息(红圆)，1 年存款余额=2.25 元





[image: Image]






假设银行超级实在，每 4 个月就付利息，利息生利息(下图红圆、紫圆)，年底的余额≈2.37 元





[image: Image]






假设银行人品爆发，一年 365 天，愿意天天付利息，这样利滚利的余额≈2.71456748202 元





假设银行丧心病狂的每秒付利息，你也丧心病狂的每秒都再存入，1 年共 31536000 秒，利滚利的余额≈2.7182817813 元






这个数越来越接近于 e 了！






哎呀！费了半天劲也没多挣几个钱啊！





对！1 元存 1 年，在年利率 100%下，无论怎么利滚利，其余额总有一个无法突破的天花板，这个天花板就是 e，有兴趣可以用这个
网上计算器

 算一下。





我们和圆周率再做个对比：

· 多边形的边数和利滚利的次数是相似的；

· 对角线为 1 的 n 边等边形，n 趋于无穷，周长就无限接近于π，即π是周长的最大值；

· 年利率为 1（100%）的 1 元存款，利滚利的次数 n 趋于无穷，存款就无限接近 e，即 e 是存款的最大值。





换种表述方法：

· 每个完美的圆，其周长都是π的倍数；

· 每个理想的存款，其余额都是 e 的倍数。





这里停一停，你好好体会一下。





按照自然的观点，如果圆是最美的，那最赚钱也是最理想的。





有人问了：为啥银行不每秒返利息呢？这样就不是 100%回报率，而是 171.8%了，还我的 71.8%！

银行哭到：臣妾做不到啊！！！





以上是意淫，银行不会这样发利息，洗洗睡吧，下面这个案例才比较现实。






利息的逆运算






还是从一个虚构的故事开始：





· 有一土豪要去银行存入大额存款，比如存 1 元。

· 银行经理推荐他投资理财产品，因为年利率高达 100%，按照指数运算，bla bla bla……

· 但土豪的数学只有小学水平，听不懂有点烦，就问投资多长时间才能到 10 倍，100 倍，1000 倍？

· 经理有点懵，土豪不按常理出牌啊！

· 一般人都是根据存款时间问收益，例如收益第 1 年多少、第 2 年多少、第 3 年多少……

· 土豪居然逆向思维，根据收益问时间，多少年 2 倍，多少年 5 倍，多少年 10 倍！

· 不愧是老板，不问过程，只问结果！

· 于是经理就从第 1 年开始算，把 10 年内每年的收益都算出来，列成一个收益列表，如下图：





[image: Image]






· 然后再找出收益最接近 10 倍，100 倍，1000 倍的年份指给土豪

· 土豪一看第 4 年、第 7 年、第 10 年就肯定超过预期收益，非常高兴！





经理用这张表查找收益，再找到最接近收益的大体年份的过程，就是利息的逆运算，是最简单的对数运算，这个表就是对数表的雏形。





其实这和我们根据加法表进行减法运算、根据乘法表进行除法运算是同一个道理。





例如知道了[image: Image]
 ，就可以很快知道[image: Image]
 的除法逆运算结果了。





好了，放松一下大脑，继续回来穿越历史。






对数发明的历史






据说 4000 多年前，古巴比伦时代的人们就发明对数和对数表了，但因为我没找到资料证实，只能从近代开始。





16、17 世纪，英、法加入了大航海的行列，开始了美洲殖民地的开拓，远洋贸易变得日益频繁。那时的人们已经知道地球是球形，大海上船只的位置靠经纬度来确定。





纬度测定很容易，几千年前人们就知道，通过测量北极星的仰角，可以估算出船已经在南北方向航行了多远。但是经度的测量不是一般的困难。在茫茫的大洋上，如果无法准确测定船只的经度，代价会极为高昂。





1707 年，四艘英国战舰击败法国地中海舰队回航，10 多天的浓雾让舰队完全迷失，因为算错经度，舰队触礁，两千名士兵死亡。1714 年英国悬赏 2 万英镑（相当于现代的 2000 多万人民币），寻求精确测得经度的方法。





对于商人来说，与市场上的同类对手竞争，谁的航海定位越准确，意味着风险越低、利润越高。

对海军也是，同样的战舰，定位越准确，航行的时间越短，在战争中速度往往是决胜的关键。





经度的精确测量问题直到 18 世纪才得到有效解决，这归功于约翰·哈里森
 发明了高精度机械钟表。这段历史还被拍成了电影和记录片，推荐一本精彩的书《
经度：一个孤独的天才解决他所处时代最大难题的真实故事》

 和罗辑思维的节目《击溃牛顿的钟表匠
 》
 。





但是在哈里森之前的数百年里，人们只能求助于天文学家来解决，因为天空就是人们最早、最精确的钟表，太阳、月亮、星星等天体就是上面的表针，读懂这个钟表，就可以知道时间和经度了。





天文学家观测天体，计算出运行的轨道，来预测未来几年每个时间点上天体所在的精确位置，英国天文学家以格林尼治天文台的时间为基准，再把时间和天体位置整理成详细的表格，公开出版发行。这套星表可不便宜，星表加上六分仪售价约 20 英镑，相当于现在 2 万人民币，即便这样也经常脱销。海上的人用六分仪测量天体，再去查那本高价天文表格，求得当地时间和格林尼治时间，知道两地的时间差，就知道现在的经度了。





16 世纪和 17 世纪之交，天文学家第谷和开普勒通
 过大量的观测，绘制了当时最精确的星图，解决了天文学家天文数据精度不足的难题。有了高精度的星图，全欧洲的数学家开始了天体轨道的计算竞赛，很多科学家也因此获得了商业和学术上的丰厚回报。那时的天文学家、数学家可不是像现代这么冷门，更像当今那些 IT、金融等热门行业里的精英一样，享受着人人羡慕的不菲高薪。





顺便说一下，日心说之所以能取代地心说，也是因为日心说模型更简洁，不仅计算起来更简单，而且预测非常准确，可以很好的解释行星逆行等现象，这是地心说完全做不到的。





即使这样，要想预测天体的运行，其计算也是极其繁琐和浩瀚的，在解决计算问题时，数学家们发明了大量崭新的数学理论和计算工具，包括对数、解析几何、微积分和牛顿力学等伟大的创新。可以说天文学是当时科学界最闪亮的宝石，是当时的高科技热门产业。





其中，对数的发明人就是约翰·纳皮尔。
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纳皮尔是天文学家、数学家，在计算轨道数据时，也被浩瀚的计算量所折磨。





「看起来在数学实践中，最麻烦的莫过于大数字的乘法、除法、开平方和开立方，计算起来特别费事又伤脑筋，于是我开始构思有什么巧妙好用的方法可以解决这些问题。」

——约翰·纳皮尔，《奇妙的对数表的描述》（1614）


《
e 的故事：一个常数的传奇

 》






但纳皮尔不是一般人，不想像 IT 民工一样苦逼的重复劳动，于是用了 20 年的时间，进行了数百万次的计算，发明了对数和对数表，堪称学霸中的战斗机。





为了理解对数计算的优势，我们通过案例来说明，下面的表格里有两个数列：
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第 1 行是自然数，他们是等差的；

第 2 行是 2 的倍数，他们是等比的；

要计算第 2 行的等比数列中任意两个数的乘积，例如[image: Image]
 ；

先到第 1 行的等差数列，寻找对应的数，16 对应 4，64 对应 6；

然后做加法，[image: Image]
 ，再查找 10 所对应等比数列的 1024；

得到计算结果就是[image: Image]






借助这个表，仅靠心算就可以用[image: Image]
 的加法，完成麻烦的 16×64 乘法。





同样也可以进行除法变减法的运算，把[image: Image]
 ，变为[image: Image]
 ，对应结果为 8。





把这个表变的更长，就可以计算数值更大的乘法，这个表就是极度简化的对数表。





以上仅仅是对数的优点之一，对数的易于计算，大大减少了数学家、天文学家的计算量。





拉普拉斯认为「对数的发现，以其节省劳力而延长了天文学家的寿命。」





伽利略说过「给我空间、时间及对数，我就可以创造一个宇宙。」





如果把对数表的数列设计成尺子，就成了计算尺。有兴趣可以读果壳网的《
如果没有计算器，我们就用计算尺吧

 》
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把直尺掰弯了就成了柱状算尺，像不像风水大师的道具？





[image: Image]







微积分中的 e






有人说：我不懂微积分，估计看不懂！





没关系！你可以这样理解，积分是升维的过程，微分是降维的过程。





例如：





把一张张纸叠起来变成厚厚的词典，这是从 2 维变成 3 维的升维，这是积分；

把一大块羊肉，切成一片片羊肉片，就是从 3 维为变 2 维的降维，这是微分。





在微积分中，底数为 e 的指数函数[image: Image]
 ，其导数还是这个函数[image: Image]
 ，也就是不论求多少次导数，其导数就像一个常量一样永远是恒定的。不知道别人的感觉如何，反正我第一次知道时是很惊奇的。





举个例子：





西瓜都切过吧？





无论你怎么切一个实心球，其横截面都是圆面，也就是 3 维降 2 维，还是和圆有关。





2 维的圆面也是有很多 1 维的同心圆组成，也就是 2 维降 1 维，还是和圆有关。





如上所说，球被降维了 2 次还是和圆有关，π这个常数你是甩不掉的。





这一点对更高维度的球也适用，参见 n 维球面。






[image: Image]
 也是这样，而且比球面更厉害





无论如何降维，[image: Image]
 总是老样子，一点儿都没变！





就好像你切掉孙悟空的一部分，你以为是一小片肉，睁眼一看，居然是另一个孙悟空，而且一样大！





这种自相似或全息性太匪夷所思、太好玩儿了！





大刘！我知道怎么化解《三体》外星人的降维攻击了！





下面就是[image: Image]
 在直角坐标系中的样子
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美妙的螺线






在上面的部分中，指数函数[image: Image]
 的美并没有真正的体现出来。





让我们换一个视角看，你一定会大吃一惊。





我们知道二维坐标系除了直角坐标系外，还有一种常用的是极坐标系
 ，如下图
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我们把指数函数[image: Image]
 换成极坐标，就变成了[image: Image]
 ，[image: Image]
 是点与极轴的夹角。





这时的指数函数就会变成下图的样子，这个螺线叫对数螺线（Logarithmic spiral），又叫等角螺线
 。





之所以叫等角螺线，是因为在极坐标中，螺线和射线的夹角始终是一个固定夹角，如下图所示，蓝线每次穿过射线时，其夹角是固定的，也就是等角，我们在后面会用到这个等角特性。





[image: Image]


有人说：等等！我好想在哪里见过这货？





[image: Image]






不对，这个图，好像有什么东西乱入了！>_<#





这就是人体曲线，啊不，是斐波那契螺线，网上很流行玩这种摄影，都快被玩坏了。
（柯南的搞笑甩湿发秀 Conan Wet Hair）

 柯南的表情好贱！





斐波那契数列就是 1，1，2，3，5，8，13，21，34，55，89……这样的数列。





其特点是前两个数加起来就是下一个数，例如

1+1=2

1+2=3

2+3=5

……

34+55=89

……

用这些数画出来的半圆，可以拼接成下面的螺线形状，这就是斐波那契螺线。





[image: Image]






套用在美女图片上就可以这样玩，虽有过度解读之嫌，但可以获得极好的传播效果。





[image: Image]






有趣的是这个数列还和黄金比例有关，例如 55/34≈1.6176，接近黄金分割比例 1.618，数列的数字越到后面，结果就越趋近于黄金分割这个无理数，如下图





[image: Image]






不过斐波那契螺线仅仅是对一种叫黄金螺线（Golden spiral）的近似，黄金螺线是一种内涵黄金分割比例的对数螺线[image: Image]
 ，下图红色的才是黄金曲线，绿色的是「假黄金螺线」（斐波那契螺线），近似却不重合。
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很多科学家发现对数螺线[image: Image]
 在自然界中广泛存在。从大如星系、台风，到小如花朵、海螺……宇宙中到处都是对数螺线[image: Image]
 的身影。
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原来 e 以这种特殊的方式隐藏在自然之中。需要注意的是，这不是 e 被称为自然底数的原因，这和大自然没太大关系。





为什么自然界中存在这么多的对数螺线呢？





因为对数螺线具有等角性，受环境影响，很多直线运动会转变为等角螺线运动。





我们以飞蛾扑火为例：





亿万年来，夜晚活动的蛾子等昆虫都是靠月光和星光来导航，因为天体距离很远，这些光都是平行光，可以作为参照来做直线飞行。如下图所示，注意蛾子只要按照固定夹角飞行，就可以飞成直线，这样飞才最节省能量。





[image: Image]






但自从该死的人类学会了使用火，这些人造光源因为很近，光线成中心放射线状，可怜的蛾子就开始倒霉了。





[image: Image]






蛾子还以为按照与光线的固定夹角飞行就是直线运动，结果越飞越坑爹，飞成了等角螺线，最后飞到火里去了，这种现象还被人类称为昆虫的正趋光性。





蛾子说：





趋你妹的光啊，傻瓜才瞪着光飞，不知道会亮瞎眼啊？！！

我们完全被人类误导了，亿万年才演化出的精妙直线导航方法，被人类的光污染干扰失效了！

不用假慈悲的飞蛾扑火纱罩灯了，凸(#‵′)凸，赶紧把灯关了吧！





注意下图飞虫都在做螺线飞行，如果昆虫有趋光性。直飞不是更好吗？





[image: Image]






不要以为只有蛾子会这样，人在用指南针导航时也有同样的问题，因为篇幅太长就不展开了，有兴趣请移步《
既然昆虫有趋光性，为什么昆虫不齐刷刷地奔向太阳？

 》。





根本原因是原来作为参考的平行场变成了中心发散的场，导致直线运动变成了螺线运动。





[image: Image]






我们也知道，绝对平行的场在自然界中是不存在的，只是我们为了计算方便，在小范围内近似认为平行而已。如果把尺度放大了看，更多的场是不平行的、是发散的，所以自然界中大量存在等角螺线现象就很正常了。





例如理想状态下，流体应该是直线运动的，但在发散场和地球自转的作用下，就会像飞蛾一样走出类似等角螺线的形状，天上的台风和水中的漩涡就是这样形成的，不过实际情况远比这要复杂，只能近似这样考虑。





关于对数螺线还有一个小笑话。





对数螺线是笛卡儿在 1638 年发现的，雅各布·伯努利也做了研究，并发现了许多非常优美的特性，经过各种变换，结果还保持原来的样子。





他十分惊叹和欣赏这种美，要求死后自己的墓碑上一定要刻上对数螺线，以及墓志铭「纵使改变，依然故我」(eadem mutata resurgo)。

结果石匠同志误将阿基米德螺线刻了上去，雅各布九泉有知一定会把棺材掀翻的！





（╯￣皿￣）╯︵┴─┴





阿基米德螺线是这样的：





[image: Image]






常人的确看不出区别，你能看出来吗？千万不要搞混啊！





好了！长篇大论快结束了，能坚持到这的都是 Winner！下面开始讲为什么叫自然底数了。






对数的底数






对数中最常用的底数是 10、2 和 e






为什么要以 10 为底数？






因为我们使用 10 进制，数量级
 和科学计数法也是 10 的倍数，例如阿伏伽德罗常数[image: Image]
 。





所以[image: Image]
 的逆运算，以 10 为底的对数 lg x 最常用、最方便，所以又称常用对数。





10 进制是数字表示法中最容易普及的，根源是我们有 10 个手指，人们初学数字时都喜欢借助 10 个手指学习 1、2、3……10。到了学加减运算时，更是喜欢借助手指计算。不仅老师认为这样教学直观，学生也认为这样练习方便。通过教育，这个强大的习惯，被最广泛的传播和固化下来。但如果是 8 个腕足的章鱼发展出了文明，可能更喜欢 8 进制。






为什么要以 2 为底数？






因为 2 倍或成倍式的增长，即[image: Image]
 ，是我们日常中最简单的指数式增长。我们经常说数量成倍、翻倍、翻番、翻两番，都是 2 倍率的增长。





你可能也发现了，前面的存款例子实际上都是[image: Image]
 ，因为这样的例子最容易理解。所以[image: Image]
 的逆运算，底数为 2 的对数 lb x 也会比较常见。





虽然对数的底数 2 和 10 是人们使用体验和认知体验最好的对数，但是在数学中，这两个数却是不自然的，因为都是在方便人的需要。






为什么 e 被称为自然底数？






用 e 做底数的对数表达方式是 ln x 






按照古希腊哲学家的自然思想，自然是指万物的内在规律，就像自然数一样，是事物本身的属性，不以人的喜好而变化。





前面在讲「利息中的 e」时，曾拿π和 e 做过对比。

· 边数越多越接近圆，利滚利越多越接近最大收益

· 一个对角线为 1 的多边形，其周长最大值是π

· 一个本金为 1 利率为 1 的存款，其存款余额的最大值是 e





按照古希腊的自然思想来看：

· 对于一个完美的圆来说，π才是自然的，是圆本身的属性，尽管从数值上是一个「无理」的数。

· 对于最快速的指数增长来说，e 才是自然的，这是指数增长本身的属性。





而科学家们也发现，在做数学分析时，用 e 做底数的对数 ln x 做计算，其形式是最简约的，用其他对数例如 lg x 做计算，都会画蛇添足的多一些麻烦。





ln x 就像美学上的「增之一分则太长，减之一分则太短」。





对数学家来说，最简就是最美。这是一种纯理性的美，通过感官是无法欣赏的，只有熟悉数学的人才能深刻的感受到。这种美令无数数学家为之痴迷，虽然不会像毕达哥拉斯那样狂热，但也终其一生孜孜以求。






结论






1. 历史上，「自然」是一种划时代的思维方法，自然还有和谐、完美的内涵

2. 随着利息、对数、指数的发明，人们发现了 e 的存在

3. 1 元存 1 年，在年利率 100%下，无穷次的利滚利就会达到 e

4. e 和π一样都是内在规律，反映了指数增长的自然属性

5. 大自然中到处都有对数螺线[image: Image]
 的身影

6. 其他底数都是发明出来方便人使用，只有 e 为底数是被发现的

7. 数学家发现以 e 为底数的对数是计算中最简、最美、最自然的形式





把 e 冠以自然底数、自然常数之名，把 e 为底数的对数称为自然对数，是数学家们用自己的方式对 e 所进行的美学评价。





2004 年 Google 公司 IPO 上市，创始人 Larry Page 和 Sergey Brin 决定上市融资总额为 2718281828 美元，也就是 e 的前 10 位数字。因为他们都精通数学，很喜欢 e 的自然之美，当然也希望公司能像[image: Image]
 一样实现指数型高速增长。





Google 其实是 Googol 的错误拼写，Googol 代表[image: Image]
 这样的天文数字，实现这样大的数看来也只能靠[image: Image]
 指数增长了。





[image: Image]







为什么写这个超长的文章？






因为现有的解答我都不满意，有人只说 e 的数学含义，有人只说自然的表层意思，不能很好的解读 e 与自然之间的关系。





用公式解读 e 当然是简洁的，但也不是我喜欢的方式，这样不仅丢失了太多有价值的信息，还会把很多人拒之门外。





我相信从大历史尺度，用生活的案例来还原 e 的全貌，可以让更多人来欣赏 e 的自然之美。耐心的读完全文，你一定会有惊喜。






#以下为补充介绍







对数为什么叫对数？






根据前面所说，纳皮尔将对数命名为 Logarithm，拉丁文中 logos 的意思是「比率」，他用一种几何的方式发现了比例对应关系。





1653 年，清代顺治年间，对数传入中国，薛凤祚与波兰传教士穆尼阁编写了《比例对数表》。康熙时的《数理精蕴》解释了「对数」中文名的来源：「对数比例乃西士若往纳白尔所作，以借数与真数对列成表，故名对数表」。






为什么对数发明早于指数？






有趣的是，历史不走寻常路，对数的发明居然是早于指数！





这就相当于先发明减法符号，再发明加法符号。





1614 年，纳皮尔发明了对数和对数表。

1637 年，法国数学家笛卡儿发明了指数，比对数晚了 20 多年。

1770 年，欧拉才第一个指出：「对数源于指数」，这时对数和指数已经发明一百多年了。





我认为造成这个现象的原因有三个：





1. 纳皮尔首先发现的是大数运算中有对应比例关系，这种关系可以用来简化计算，而不是考虑求指数逆运算的。

2. 指数运算大家一直用，不过是用自乘的方法算。笛卡尔发明的是指数运算的符号和规则，简化了这种运算。对数和指数是不同目的下的发明，一开始人们就没有意识到两者之间的关系，直到一百多年后，欧拉才把这种互为逆运算的关系明确下来。

3. 后人喜欢把容易的运算说成正运算，难的运算是逆运算，例如加法易，减法难，这是认知路径的先后造成的。





我们现代人是这样学习的：





先学指数，再学对数，指数是正运算，对数是逆运算。我们直接学习了结论，一开始就明确谁正谁逆。但其实两者互为逆运算，谁做正都行。





欧拉发现两者关系后，人们在教授数学时，为了认知体验更好，把简单的指数放到了前面，不容易理解的对数则放到了后面。





这就是后人才有的疑惑，就像亚里士多德认为利息的不自然，中国人奇怪「货币」有贝字一样，因为历史断层，我们也会惊讶于指数的发明居然会晚于对数。






后续阅读







· 干扰昆虫导航会发生什么样的趣事：《
既然昆虫有趋光性，为什么昆虫不齐刷刷地奔向太阳？

 》






· 发明利息是处于什么样的时代背景：《
为什么会有国家？

 》






· 无限的指数型增长会引发什么陷阱：《
为什么春秋时大国间的战争还是争霸战争为主，到了战国就转向更残酷的灭国统一战争？》









推荐阅读






本文力求通俗，没用数学公式，但这样 e 更多的美就无法展现，目前所讲的仅仅是九牛一毛而已。在数学家的眼睛里，还可以看到 e 有无穷多的美妙特性。

有高等数学或数学分析基础的人可以系统阅读下面 3 本书：

· 马奥尔的《
e 的故事

 》

· 陈仁政的《
不可思议的 e

 》

· 堀场芳数的《
e 的奥秘

 》





我认为读数学史更能激发对数学的兴趣，下面的资料推荐阅读

· 《
古今数学思想

 》4 卷册

· 《
数学大师

 》


· 《
天才引导的历程

 》



· 《
数学：确定性的丧失

 》


· 还有罗辑思维推荐的《
费马大定理

 》





都看到这里了，这场思想马拉松能跑下来可真不容易啊！





给这篇长文、也给自己点个赞吧！





以下是不完整参考资料，有兴趣的可以阅读：


1. 
A Brief History of Interest





2. 
Have we caught your interest?





3. 
A Description of The Admirable Table of Logarithms





4. 
The Internet Classics Archive





5. 
那些货币金融史上的神人





6. 
《数学传播》- 对数与约翰．纳皮尔(John Napier)





7. 
中学数学与数学美





8. 
对数传奇：化乘为加





9. 
走进无限美妙的数学世界




10. 
纳皮尔




11. 
e，一个常数的传奇





12. 
交通大学，代数学分支，对数




13. 
对数符号




14. 
几种简单平面势流的叠加势流
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后宫佳丽三千，多久才能宠幸完？



[image: Image]











皇上后宫佳丽三千，皇上从第一天开始每天随机挑选一个宠幸，恰好宠幸完所有佳丽的天数的期望是多少？





□韩迪
 







答案是25751天 ，差不多是 70 年。





有人指出这个问题叫做 Coupon collector's problem(优惠券收集问题)。





如我想集齐小浣熊的 108 将人物卡，假设每张卡出现的概率是相同的（ [image: Image]
 ），则平均需要买多少袋干脆面。这实质上和本问题是一样的。





在这个问题中，我们假设皇帝现在已经宠幸了 [image: Image]
 位佳丽，也就是还没宠幸的佳丽是 [image: Image]
 位。





那么下次皇帝随机宠信佳丽时，遇到宠幸过的概率是 [image: Image]
 ，遇到没宠幸过的概率是 [image: Image]






[image: Image]






现在皇帝已经宠幸过了 [image: Image]
 位佳丽后，他再宠幸 1 位之前没宠信的佳丽，使得宠信过的佳丽数达到 [image: Image]
 需要的天数为 [image: Image]
 ，其满足几何分布，因此 [image: Image]
 的期望为：





[image: Image]






而宠幸所有佳丽所需的总天数为：





[image: Image]






而且不同的 [image: Image]
 之间相互独立，因此所需时间的期望为：





[image: Image]






因为专业背景用排队论比较多，所以我最初把问题考虑成了一个马尔可夫链，虽然也能求出结果，但复杂了很多，也不是那么好理解，如果大家感兴趣也可以看一下。





我最初的解题过程如下：





第 [image: Image]
 天结束后，宠幸过妃子的数为 [image: Image]
 。





易发现随机序列 [image: Image]
 是一个马尔科夫链，状态转移图如下：









[image: Image]






接下来让我们分析状态转移概率：

· 当 [image: Image]
 时，说明任何佳丽都没有宠幸，则第二天宠幸过的妃子数量一定会加 1，即 [image: Image]
 ;

· 当 [image: Image]
 时，代表 [image: Image]
 个佳丽已经被宠幸， [image: Image]
 个佳丽未被宠幸，则晚上皇帝宠幸到新妃子的概率为 [image: Image]
 ，即 [image: Image]
 ；

· 晚上皇帝宠未幸到新妃子的概率为 [image: Image]
 ；





令 [image: Image]
 表示状态 [image: Image]
 一步转换到 [image: Image]
 的概率，有：

· 当 [image: Image]
 和 [image: Image]
 时， [image: Image]
 ，代表皇帝宠幸过的佳丽数量是不会减少的，以及每晚增加的数量最多为 1；

· 当 [image: Image]
 时， [image: Image]
 ；

· 当 [image: Image]
 时， [image: Image]
 ；





以 [image: Image]
 情形举例，则状态转移方程为：





[image: Image]






然后设列向量矩阵 [image: Image]
 ,其中 [image: Image]
 代表皇帝宠信 [image: Image]
 个佳丽所需时间的期望，显然 [image: Image]
 。





接下来便是神奇之处:[image: Image]
 ，其物理意义有点绕，我尽量解释一下：

· 皇帝每晚的宠幸都会使得时间花费+1；

· 而 [image: Image]
 代表过去 1 晚后，各个期望的变化；

· 上述二者应该等价，因此有该关系式；





又，上式等同于(第 6 行左侧为 0，所以舍去)：

[image: Image]






其中 [image: Image]
 为单位矩阵。该公式展开可得：





[image: Image]






会发现这个线性方程非常有规律，口算即可解出。递推公式为：





[image: Image]






解得 [image: Image]
 ，即平均需要 11.4167 天。





以此类推，得到 [image: Image]
 情况下的矩阵 [image: Image]
 。计算机计算结果如下：

[image: Image]






得到平均时间为 25751 天（计算时间不到 6 毫秒）。





而且上述公式再加上一点简单的变化，还可以进一步化简为：





[image: Image]






数学最美的地方便在于殊途同归~





我计算了几组后宫佳丽数量下的期望天数：





[image: Image]






（重申一下，这道题用马尔科夫链是大炮打蚊子了，太过麻烦。但如果问题复杂一些，例如每隔一段时间都会有新人入宫，老人离宫，那么马尔科夫链可能会有用武之地）
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欧氏几何如同初恋般美好



[image: Image]











数学中有哪些巧合让人眼前一亮？ 









□德安城





我想讲一个故事。这个故事我已经想讲很多年了。





故事的开头，先从几个（数学竞赛党们）耳熟能详的定理说起。





我们都知道，每个三角形都有外接圆和内切圆。它们的圆心，分别称为外心和内心。外心是三角形三条中垂线的交点，而内心是三条内角平分线的交点。这也许是平面几何中，最简单、也最广为人知的巧合。





[image: Image]






然而，对于四边形来说，这个性质一般来说就不对了。绝大多数四边形，既没有外接圆，也没有内切圆。





过三个顶点的圆可以不过第四个顶点，和三条边相切的圆也可以不和第四条边相切。





[image: Image]






不过总有一些比较幸运的四边形，它们有的有外接圆，有的有内切圆。这些幸运儿们也有着一般的四边形所不具备的优良性质。





比如说，假如一个四边形有内切圆的话，那么它的对角线、对边上的切点的连线四线共点。





[image: Image]






这是一个漂亮的巧合。而这个定理的名字，叫做牛顿定理。不错，就是那个发现了万有引力的牛顿。





现在让我们的目光转向更为复杂的图形，六边形。





既然大多数四边形都没有外接圆和内切圆，那大多数的六边形就更没有了。不过，我们只关注那些幸运儿们。它们的身上，也有着不同寻常的巧合。





比如说，对于有外接圆的六边形来说，将它的三组相对的边分别延长相交，所得的三个交点共线。





[image: Image]






这里，相对的边这样解释：将六条边顺时针编号为 1,2,3,4,5,6，那么编号为 1 和 4,2 和 5,3 和 6 的三组边分别称作相对的边。严格地说，这里需要每组相对的边都不平行，这样才有交点。





这个定理也十分有名，被称作帕斯卡定理。 这里的帕斯卡，也就是大家都认识的那个帕斯卡。





对于有内切圆的六边形来说，有一个更为简洁优雅的巧合：三条主对角线一定相交于一点。





[image: Image]






这个定理相对来说较为小众一些，它叫做布里安桑(Brianchon)定理。

注意这个定理和牛顿定理不同，因为对边的切点连线一般不会共点。





到这里为止，数竞党们大概都十分熟悉。下面的才是正题。





如果说有内切圆或外接圆的多边形是幸运儿的话，那么下面所要提到的双心多边形，则可以说是集万千宠爱于一身。





双心多边形，顾名思义，就是既有外心，又有内心的多边形。换句话说，它们既有外接圆，又有内切圆。





[image: Image]






在高中的时候，我做过一道竞赛题。它是 1989 年的 IMO 预选题，题目很简洁，也很漂亮。





还记得牛顿定理中四条线所交汇于的那个点吗？这道题要求证明，假如牛顿定理中的四边形是双心四边形，那么这个四线相汇的点也在内心和外心的连线上。





[image: Image]






换句话说，就是双心四边形两条对角线、两条对边切点连线、两个圆心的连线这五条线相交于同一点。





这道题看似复杂，其实并不难。假如知道和配极相关的基本结论的话，证明几乎只要三行字。





2011 年 10 月初的一天，当时高三的我看到了上面这道题目。我很快就做了出来。然而，面对如此漂亮的结论，很难不让人浮想联翩：如果把这道题中的四边形换成六边形，会怎么样呢？会不会从五线共点，变成七线共点？





我的直觉告诉我，这个结论对于六边形很可能是错的。因为对于有内切圆的四边形来说，牛顿定理就保证了四线共点，加上一个外接圆的条件，结论只是多一条线（圆心连线）经过这个点。





而对于有内切圆的六边形来说，Brianchon 定理只能保证三线共点，而加上一个外接圆的条件，居然要证明七线共点，也就是多四条线经过这个点。这怎么看都不像是对的。





然而我还是将信将疑地打开了几何画板。 由于我不知道怎么用尺规作出双心六边形，所以只好近似作图，花了好久才画了一个相对精准的图。画完图的一刹那，我就惊呆了：





[image: Image]






这特么居然是对的！面对如此漂亮，还是自己猜到的结论，我当即决定试着证证看。





事后看来，这大概是我十年竞赛生涯中做过的最难的两三个几何题之一。不过好在对于六边形来说，有帕斯卡和布里安桑先生们的保佑，问题还不算难得太夸张。尽管费了将近两小时，我还是把它证出来了。





证完之后还没顾得上得意，又一个邪恶的念头从我脑子里冒了出来：既然这个巧合对四边形六边形都成立，会不会对八边形也是成立的呢？





虽然我很希望它是对的，但是冷静下来一想，我还是觉得它怎么都不像对的。因为对于双心六边形来说，Brianchon 保证一个三线共点，Pascal 加上配极又保证一个三线共点，下面只要证明这两个点是同一个，还在圆心连线上就可以了（这也是我的证明思路）。但是到了八边形，Pascal 和 Brianchon 都没法保佑我了，这鬼东西如果是对的谁能证得出来？





然而抱着将信将疑的态度，我还是决定画个图。





是的，和你们想的一样，我又被打脸了。这玩意还真特么就是对的！





这时候我已经在风中凌乱了。我实在是没法想象这鬼东西能怎么证明……然后又一个可怕的念头闪现了出来：这破玩意该不会对所有 2n 边形都成立吧？





我当即决定画个图。既然我都肯定证不出来了，干脆搞个大新闻，直接翻个倍，画 16 边形吧。





后来的事情你们应该也猜到了，半小时之后画完图，我看到的画面是这样的：





[image: Image]






我感觉整个人都斯巴达了。





我相信自己一定发现了一个不得了的东西，就拿着这东西去问竞赛圈一个有名的老师。他告诉我，以前在一个数学论坛上有人提到过这个结论，据说（未经证实，我猜很有可能不完全对）某个国家队的大神（不说具体是谁了）也发现过这个结论，还给了一个对于一般情况的物理（黑人问号脸）证明。具体是什么他也不清楚。





尽管没法自己证明这个定理，但我还是深深地被这个结论的壮观与美丽震撼到了。我告诉自己，一定要拿到数学联赛的一等奖，然后保送去北大的数院继续学数学。





然而我并没有如愿。





一周之后的联赛，我只用了三分钟就做出了平面几何大题。尽管其他发挥不太理想，我还是顺利获得了保送。在保送生面试中，北大的招生老师问我，想学什么专业？我毫不犹豫地回答数学。





然后他问：还有别的吗？





我想，他大概是觉得我的联赛分数还不够高吧。所以最后我来到了北大，但没有去成数院，一年之后又阴差阳错地决定不转系，从此远离了真正的数学。





故事还没有结束。一年多前一次偶然的机会，我从知友 
@rainbow zyop

 那里知道了这个定理的来历。





这个定理被称为彭赛列(Poncelet)定理，是数学家彭赛列在 1813 年法俄战争中，在俄国萨拉托夫的战俘营中发现的（这是有多么闲的蛋疼才能证出这么诡异的定理……）。在彭赛列发现这个定理的两百年后，2014 年 9 月的美国数学月刊上，两位来自苏黎世理工大学的数学家发表了一篇题为《彭赛列定理的一个简单证明》的论文，给出了这个定理的一个初等证明。 不过，这个「简单」的证明长达 12 页。（虽然我知道 12 页的初等证明对于这个问题来说应该已经算短了）






有兴趣的读者可以参考 
http://user.math.uzh.ch/halbeisen/publications/pdf/poncelet.pdf

 。






我想，这大概算是我见过的数学中最美丽的巧合吧。时隔五年后的今天，我还能想起那个十月的下午，发现这个神奇的结论时激动的心情。我真的很怀念当年参加数学竞赛的日子，那种单纯地喜欢数学之美的时光。





最后我想用罗素的一句话结束这个回答。





欧氏几何如同初恋般美好。
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如何用数学浪漫告白



[image: Image]











朋友发来一则短信「r=a(1-sin θ)」，是什么含义？





□太平天师





[image: Image]
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□皮蛋他二叔


 


[image: Image]






这是个垂直方向上的心形线极坐标方程，画出来大概是这个样子。
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相亲的次数太多，是不是不好？



[image: Image]











□曾加





我们不妨从数学
 的角度来分析这个相亲问题~





假设你要从一个 x 个人的全集中尽可能准确地找到最适合自己的人，但又不想把 x 个人全部试一遍，想尽可能少地去相亲，同时，不希望把已经相亲过的人晾在一边。那你应该怎么办呢？





数学家会告诉我们答案：先与 y 个人相亲，但全部都不要，然后继续相亲，一旦遇到一个比之前所有人都【合适】的对象，就选定他。





显然，y 是 一个关于 x 的函数，那么，y 是多少呢？





解：





假设相亲对象是随机的，即每一个人都是等概率地和你最合适。





不妨设，这 x 个人中，A 先生是最适合你的人，他等可能地出现在 x 个位置上，即在每个位置出现的概率都是[image: Image]
 ，





易见，当 A 先生出现在前 y 个位置时，你会错过他。





当 A 先生出现在第 y+1 个的位置时，你会得到他；

但当 A 先生出现在 更后面的位置时，你就不一定得到他了。





假设 A 先生出现在第 t 个位置（[image: Image]
 ），那什么时候，你能得到他呢？





正确答案是，在前 t-1 个位置中，「相对」最合适的人恰好出现在前 y 个人中，（这样的话，你就不会挑走 y+1 到 t-1 位置的人了），而这个概率是 [image: Image]
 。





于是，我们把上面的概率按照 A 先生出现的位置相加，得到

[image: Image]






对于这个式子，学过一点积分的朋友会很容易确定它的上下界，易见，

[image: Image]






于是，[image: Image]






我们得到了 [image: Image]
 的一个下界 [image: Image]
 ；





为了求这个下界的最大值，我们对 y 求导：





[image: Image]






当 [image: Image]
 时，[image: Image]
 ，这就是极值点！





[image: Image]






真相大白！





原来 ，我们要先拒绝 [image: Image]
 的人，然后遇到一个更合适的人，再去答应，这样的话，我们遇到最适合的人的概率就高达 [image: Image]
 ！





所以，数学告诉你了一个最佳的解决方案：





比如，如果你想在 100 个人中挑一个最适合你的人，又不想吃回头草，那么，你应该先拒绝前 37 个人，然后从第 38 个人开始，一旦遇到比之前更合适的，就答应他吧。





补充：





评论区有人提到，之前在别的地方看到过类似的内容，这里说明一下，这篇回答确实是我的作品，但是核心的数学问题也确实不是我的原创，我最早在 Introduction to Algorithms 看到过类似的问题。





另外，这个回答其实只是一个 抖机灵+吐槽 而已，我并未仔细琢磨，靠回忆和理解花了 20 分钟就刷刷刷写完了。而真正的恋爱模型，显然要比它复杂得多，比如吃回头草是可行的，我们也未必非要找到最好的，等等。这个问题就留给大家一起探索啦~
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互不知情，也能计算平均工资？



[image: Image]











五个同事决定计算他们的平均工资：在大家互相不告诉薪水的情况下，如何才能做到这一点？






问题描述：






由于提问者绑定了「数学」话题，可以合理推测问题有隐含条件：不借助第六人。





更进一步，应当要求所选择的方法有一定防止作弊和少数人串通的能力。





□王希





答案分为以下几个部分：第一部分介绍一些基本概念和讨论的大前提，第二部分分析目前知友们提出的方案，第三部分基于一位知友的答案进行改进，第四部分讨论几何均值的情况，第五部分总结。





一、介绍





在一个有信息需要保密的过程中，我们应该如何考虑消息的安全性？主要分为两个方面：





第一是消息的保密性。也就是说，要尽量保证不该知道这个消息的人不能知道与消息相关的信息（注意是信息而非内容。内容是指完整地掌握所有的信息，而信息则是与之相关的东西，比如最后一个比特，二进制中 1 的个数等等。这些信息的泄露也是需要避免的）。





第二是消息的可靠性。也就是说，A 收到了 B 发出的消息，他应该有办法验证这条消息确实是 B 发出的，而不是中间人掉包后的消息。





在研究一个协议的安全性时，我们经常构造一个「游戏（game）」，游戏中有两方：敌手和挑战者。挑战者进行保密通信，而敌手则需要窃取秘密或破坏通信。根据不同的假设，我们给予敌手一些能力，同时对通信中消息的保密性和可靠性做一些要求。最后，我们考虑在面对有这种能力的敌手时，需要的保密性和可靠性是否能够达到要求。





具体到这个问题中，我们先讨论一些大前提，再讨论其他知友给出的方案的安全性，构造一些攻击，最后提出一个相对来说安全性较高的方案。为了一般性，我们直接讨论 n 个人的情况。





大前提 1：所有的节点必须是诚实的。也就是说，每个人提供自己的工资信息时不能撒谎。





说明：这是一个很不现实但又必须做的假设。原因很简单：如果有且只有一个节点撒谎，那么他将获得其他四个人的平均工资，同时其他四个人不知道五个人的平均工资，且完全无法验证；如果有至少两个人撒谎，那么没有人可以同时知道所有人的平均工资。无论如何，整个协议将变得没有意义。





大前提 2：最坏的情况下只有 n-2 个节点进行合谋，攻击其余两个节点。





因为如果 n-1 个节点攻击另外一个节点，无论如何都一定成功。





（注： n-1 个节点如果可以合谋，可以在这 n-1 个节点不泄露自己工资的情况下得到剩下一个人的工资，这是一个递归的过程。简单起见，我们不允许这样的攻击。虽然 
@Pegasus

 的答案讨论了这样的攻击）





大前提 3：他们只能靠互相交流信息来获得答案。





也就是说，没有一个可信第三方来帮助计算。这个要求否决了找会计等答案。





二、方案分析





下面我们分析一些知友提出的方案的安全性。





1. 扑克牌/麻将/大富翁钞票





在这些知友的方案中，每个人通过扑克牌等将自己的工资信息拆分，之后混在一起加起来求平均。由于这些牌是扣起来混合的，因此不可能知道其他人的工资。





分析：这个方法在大多数情况下可以保证自己的工资不被其他人所知，但一定会有信息泄露。比如说我们用红桃代表千位，你看到翻开后的牌里有一个红桃九，而你自己的工资只有一千多，矛盾是不是就产生了？但是如果是理想情况，你只能知道最后的平均工资，而不能知道每一个人工资的任何信息。





由于这个方案泄露了大家工资的信息，因此不可靠。





2.第一个人加上一个随机数，最后减掉（
这个答案

 ）





这样的方式是符合最基本的安全要求的。也就是说，如果每个人都只知道自己的工资和传来的数字，没有人可以知道其他人的工资。





分析：这个方案几乎没有直接泄露的信息，但少数人合谋可以对某个人的工资数进行攻击。如果第一个人知道了第三个人收到的数字，他就可以知道第二个人的工资；2 号知道了 4 号收到的数字，就知道 3 号的工资……对于任意一个 n ，只需要知道前后的数字就可以算出一个人的工资，这个协议还是比较脆弱的。





3.每个人拆分自己的工资并发给其他人（
这个答案

 ）





在这种情况下，任意 n-2 个人合谋也只能得到其余两人的平均工资，无法获得更多的信息。这是目前最好的方案。





但是注意，这个方案我们进行了一些假设：每个人发给其他人的信息不会被这 n 个人之外的敌手窃听，也不会被篡改。但实际中并不是这样。我们的方案应该能防止这些事情的发生。





下面，我们提出这个问题中的敌手能力和安全性要求，并对方案 3 做出改进来满足我们提出的要求。





三、方案改进





现在我们假设这 n 个人不在一起，彼此之间只能通过计算机发送信息。而通信的信道是不可靠的，也就是说我们不能验证这条消息是不是对方发来的、没有被篡改过的，传输的信息也会被敌手得到。





而我们的要求包括两方面。第一，这 n 个人中即使有 n-2 个人合谋，也只能知道剩下 2 人的平均工资，不能获得更多的信息；第二，敌手即使可以获得所有的通信消息，也可以进行篡改。在这种情况下，敌手不能获得关于工资的任何信息，也不能篡改通信内容而不被发现。





在这里我们还要再做两点补充。第一是敌手的计算能力是有限的，这允许我们进行公钥加密和签名（这两个概念马上会具体介绍）；第二是公开信息是可靠的，也就是说，我可以公开一个字符串作为我的一个「公钥」，这个公钥没有保密性，任何人都可以看到。而这种情况下这个字符串是无法伪造的，也就是所有人都可以确定我确实公开的是这段字符串。





下面我们分别介绍公钥加密和数字签名。在传输中的消息是会被敌手看到的，所以要对消息进行加密。但如果使用传统的加密方式，需要加密者和解密者拥有共同的密钥，在这种情况下是做不到的（不考虑密钥交换，这个过程还是用公钥思想实现的）。因此我们需要使用另一种加密方式：加密密钥是公开的，每个人都可以看到并使用；但解密密钥是保密的，只有消息的接受者持有。这样，当 Alice 想给 Bob 发送一条保密消息时，他只需要使用 Bob 的公钥对消息进行加密再发给 Bob ，Bob 使用解密密钥进行解密即可。





这种加密方式需要一个困难问题，大家把困难问题理解为一个敌手和挑战者都无法进行的计算问题即可。比如说离散对数问题：在一个群 G 中， [image: Image]
 ，给出群 G 和 [image: Image]
 的值，求 [image: Image]
 。这里的对数和我们之前讨论的不同，是在群中的。实数中的对数是容易计算的，而一般情况下，群里的离散对数是难以计算的。





另外，我们还要做一个假设（CDH 假设）：在群 G 中，给出 [image: Image]
 ，计算 [image: Image]
 是困难的。





这样，我们就可以构造一个公钥加密体制，也就是著名的 ELGamal ：





1.Bob 找一个群（比如 [image: Image]
 ）和一个生成元 [image: Image]
 ,私钥为 [image: Image]
 ，公开 [image: Image]
 ，保密 [image: Image]
 . 






2.Alice 先随机选择一个数 [image: Image]
 ，然后分别计算 [image: Image]
 和 [image: Image]
 ,将其发送给 Bob. 






3.Bob 计算 [image: Image]
 ，可以验证其等于 [image: Image]
 ,解密成功。 （这里的描述不是很严谨，大家理解意思即可）





下面我们介绍数字签名。在现实生活中，我们经常需要对文件进行签名，证明我们已经阅读并认可该文件。类似地，在数字世界中，我们也需要对文件进行签名。签名可以防止信息的伪造：因为我们提到了，每个人可以公开一个字符串，这个字符串是可靠的，所有人都可以验证它属于你。类比公钥，你把一个消息用你的私钥进行处理，得到的值任何人都可以用你的公钥进行验证，这就达到了目的。





类似地，ELGamal 同样可以进行签名的构造。比如 Alice 要对消息 m 进行签名：





sAlice 随机选择 k 计算 [image: Image]
 和 [image: Image]
 dsis

Bob 验证 [image: Image]






其实具体的方法不重要，大家只要知道有一种方法，可以验证一条消息是不是由某个人发送的就行了。





好了，下面我们完整地过一遍：





1.每个人的工资分别记为 [image: Image]






2.每个人将工资随机地分解为 n 个数之和，记为 [image: Image]
 等等





3.每个人在自己分解的 n 个数随机排序，将第 [image: Image]
 个数用第 [image: Image]
 个人的公钥加密（如果是给自己的则省略），用自己的私钥对加密后的消息进行签名，然后将消息与加密结果一起发送给第 [image: Image]
 个人





4.每个人验证签名后用自的私钥解密其余 n-1 条消息，将其与自己留下的一个数共 n 个数求和





5.把求和结果用其余 n-1 个人的公钥分别加密，并对结果签名，将加密后的消息与对应的签名发送给对应的人





6.每个人验证签名后解密所有消息，计算平均值即可





四、几何均值





在第三部分最后，我们已经给出了所有人算术平均值的方案，可以证明在加密算法和签名算法安全的情况下，这种方案也是足够安全的。下面我们讨论求几何均值的情况。





如果用类似的方法，我们需要把每个数分解为若干个数的乘积，这是很难做到的。一方面，对整数进行素因子分解本身就不是一件容易的事情；另一方面，有些整数没有足够的素因子，将 1 作为因数之一并不是一个好办法。





看来只有另寻出路了。注意到 ELGamal 加密算法中的消息是作为一个因子的，这给了我们一个提示。构造这样的算法：





1. 其中任何一个人公开一个群 [image: Image]
 和一个生成元 [image: Image]
 ，每个人选取一个私钥 [image: Image]
 和一个随机数 [image: Image]
 ,公开所有 [image: Image]






2. 第一个人计算 [image: Image]
 ,传给第二个人





3.第二个人计算 [image: Image]
 ，以此类推，直到第 [image: Image]
 个人计算完毕，将结果 [image: Image]
 交给第一个人





4.第一个人计算 [image: Image]
 ,交给第二个人





5.第二个人计算 [image: Image]
 ，交给第三个人，以此类推，直到第 [image: Image]
 个人计算完毕。公布结果，即为所有人工资的乘积





6.别忘了这里的乘积是对 [image: Image]
 取模的，因此要得到最终答案还需要一点数学技巧：选取 [image: Image]
 个不同的大素数 [image: Image]
 ，重复上述过程，我们就得到了 [image: Image]
 个数的乘积对不同的 [image: Image]
 取模的值。用中国剩余定理，我们可以算出这个乘积对所有的 [image: Image]
 乘积的模值。注意到后者大于前者，因此取模并不影响，该数字就是这 [image: Image]
 个数的乘积，开 [image: Image]
 次方即为答案。





关于可靠性只需要再加一个签名即可，不再赘述。





五、总结





这个看起来很简单的问题，深究起来竟然涉及如此多的密码学知识，连我都有些惊讶。这也是我们思考问题的方式：假设每个环节都有泄密或被篡改的可能，然后逐个去排除，让协议更加安全可靠。





第二部分第三个方案是一个很不错的方案，不仅泄露的信息最少，而且很容易类比到任意人数的情况。因此很容易想到在此基础上进行修正。而第四部分纯粹是我突然想到的，画蛇添足了。





事实上，问题本身是一个最简单的安全多方计算问题，有兴趣的朋友可以顺着这个关键词查阅相关的资料。





最后我想说，密码学真的很好玩~
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为什么尺规不能三等分一个任意角？



[image: Image]











□匡世珉






「
 三等分角」
 是古希腊三大尺规作图难题之一，具体表述为：用只用圆规与一把没有刻度的直尺，将任意给定角三等分。





比如，如果给定的是直角，那么下图就是一种三等分的办法（图片来自网络）：





[image: Image]






但可以看出，这个方法只对直角有效。





那么是否存在可以三等分任意角的方法呢？这个看起来并不复杂的问题困扰了数学家们两千多年，直到十九世纪才被证明是无解的。





接下来我试着解释一下为什么这是无解的。同样地，这只是小小的「
 科普」
 。为了可读性，我会牺牲一些严谨性，想要彻底理解，还是得看教材。





我先说一下证明的思路（采用引用格式以方便阅读）：





假设存在三等分任意角的方法。





由于我们可以用尺规作出 60°角，那么我们就可以通过三等分 60°角而作出 20°角。





如果作出了 20°角，那么我们就可以作出长度为 cos 20°的线段。

然而，尺规无法作出长度为 cos 20°的线段，所以不存在三等分任意角的方法。





就是这样。





我们一步步看：作 60°角很简单，作一个正三角形即可，如下图（图片来自网络）：





[image: Image]






在有了 20°角的基础上，作出长度为 cos 20°的线段也很简单，只需要在一条边上与顶点距离为 1 的位置作另一条边的垂线段即可，如下图：





[image: Image]






难点在于，如何证明「
 尺规无法作出长度为 cos 20°的线段」
 。





（从解析几何的角度来看，「
 可以作出(c, 0)点」
 与「
 可以作出一条长度为|c|的线段」
 是等价的，所以我接下来可能会交替使用这两种表述。）





为什么作不出来呢？





因为尺规作图只能作出有理数域[image: Image]
 上次数为 2 的幂的数，而 cos 20°在[image: Image]
 上的次数为 3。





说人话！！！





在这之前，我们不妨先把问题反过来问：尺规作图能作出什么来呢？





基本的操作如下：

1. 过给定两点作直线；

2. 在给定点以给定半径作圆；

3. 确定直线与直线的交点；

4. 确定直线与圆的交点；

5. 确定圆与圆的交点。





基本操作有这五种。注意到，当我们确定了原点、坐标轴与单位长度之后，所有新的点只能通过后三种操作的方式被确定。





由于我们可以过一点作垂线，所以平面上所有的整点（即横坐标与纵坐标都是整数）都是可构作的；也就是说，我们可以作出所有的整数。





此外，尺规可以作加、减、乘、除以及开平方根这五种操作。





加、减是很显然的；乘法可以通过相似三角形来完成，如下图：





[image: Image]






除法类似；开平方根同样是通过相似三角形来完成：





[image: Image]






所以，既然整数都是可构作的，又可以加减乘除，那么所有的有理数都是可构作的。





而「
 开平方根」
 这个操作略特殊，为了更好地解释，我们需要引进一个新的概念：






域。






域的定义很冗长，不严谨地概括一下的话，域就是一个对加、减、乘、除都封闭的集合。





什么意思呢？就是说，对于一个域中的数字，无论你怎么用加减乘除去蹂躏它们，它们依然还是在这个域里。





举个例子，所有的有理数构成了有理数域[image: Image]
 ，因为任意两个有理数做加减乘除之后依然是有理数。





除此之外常见的域还有实数域[image: Image]
 、复数域[image: Image]
 等等。





而整数集合[image: Image]
 就不是域，因为一个整数除以另一个整数，得到的商不一定是整数。





有了「
 域」
 这个概念之后，我们再来看尺规作图：由于我们已经知道所有的有理数都是可构作的，所以如果我们只做加减乘除操作，我们还是只能得到有理数，还是在有理数域[image: Image]
 内。





而「
 开平方根」
 这个操作就不一样了——它可以让我们离开有理数域[image: Image]
 。比如我们对 2 开平方根，可以得到[image: Image]
 ，而[image: Image]
 就不属于有理数域[image: Image]
 .





当我们在[image: Image]
 的基础上多了[image: Image]
 之后，我们可以通过加减乘除得到所有形如[image: Image]
 的数（[image: Image]
 在[image: Image]
 内，即为有理数）。





可以验证，所有形如[image: Image]
 的数构成了一个新的域。这个域是包含[image: Image]
 和[image: Image]
 的最小的域，我们记作[image: Image]
 .





所以，「
 对 2 开平方根」
 的操作的本质是「
 域的扩张」
 ——把[image: Image]
 扩张为[image: Image]
 .





这个操作可以继续下去——对[image: Image]
 中的 3 开平方根，得到[image: Image]
 ，而[image: Image]
 不在[image: Image]
 内。于是，通过通过加减乘除，就可以得到包含[image: Image]
 和[image: Image]
 的最小的域，记作[image: Image]
 。





我们把这样的「
 新加入了一个数而得到的扩张」
 叫作「
 单扩张」
 。





当然，我们可以通过同时向[image: Image]
 中加[image: Image]
 和[image: Image]
 ，得到包含它们的最小的域[image: Image]
 . 显然，[image: Image]
 与[image: Image]
 是相等的。





但是，并不是每一次开平方根都会让我们得到更大的数域，比如对 9 开平方根，得到 3，而 3 仍然属于[image: Image]
 . 所以[image: Image]
 。





为了衡量扩张的大小，我们引进「
 扩张的维数」
 这个概念。





学过线性代数的同学对此一定不陌生，「
 维数」
 就是一组基的大小。对于没学过线代的同学，我来稍微解释一下：





[image: Image]
 到[image: Image]
 的扩张是二维的，为什么呢？





因为我们可以从[image: Image]
 中取出两个数[image: Image]
 ，使得[image: Image]
 中的每一个数都可以被唯一表示成[image: Image]
 的形式，其中[image: Image]
 在[image: Image]
 内。





我们把这个维数记作[image: Image]
 .





那么[image: Image]
 直接到[image: Image]
 的扩张是几维的呢？四维，即[image: Image]
 . 为什么呢？





因为我们可以从[image: Image]
 中取出四个数[image: Image]
 ，使得[image: Image]
 中的每一个数都可以被唯一表示成[image: Image]
 的形式，其中[image: Image]
 在[image: Image]
 内。





同样地，[image: Image]
 ，为什么呢？





因为我们可以从[image: Image]
 中取出两个数[image: Image]
 ，使得[image: Image]
 中的每一个数都可以被唯一表示成[image: Image]
 的形式，其中[image: Image]
 在[image: Image]
 内。






注意，这时[image: Image]
 在[image: Image]
 内而不是在[image: Image]
 内，因为我们是从[image: Image]
 扩张到[image: Image]
 的！






由于[image: Image]
 ，我们可以验证一下：





[image: Image]
 .





从这个例子中，我们可以看出，维数是相乘的关系：「
 从域 A 扩张域 B 的维数」
 乘「
 从域 B 扩张域 C 的维数」
 等于「
 从域 A 扩张域 C 的维数」
 ；也就是说，[image: Image]
 .





而由于[image: Image]
 ，所以[image: Image]
 .





与「
 维数」
 密不可分的概念是「
 次数」
 。






「
 维数」
 是对于「
 扩张」
 而言的，而「
 次数」
 是对于「
 新加入的数」
 而言的。什么意思呢？就是说，[image: Image]
 ，那么[image: Image]
 在[image: Image]
 上的次数为 2.





我们使用「
 次数」
 这个词，是因为[image: Image]
 是[image: Image]
 上的多项式[image: Image]
 的根，而这个多项式的次数是 2；同时，[image: Image]
 不是任何[image: Image]
 上次数小于 2 的多项式的根。[image: Image]
 叫作[image: Image]
 在[image: Image]
 上的「
 极小多项式」
 。





同样地，原本的域中每一个数的次数都是 1.





我们可以证明，对于单扩张来说，扩张的维数等于新加入的数的次数。





好了！关于维数和次数，需要知道的就是这么多！接下来让我们回到尺规作图！





之前说过，我们得到新的点的方式只有三种：直线与直线的交点、直线与圆的交点、圆与圆的交点。新得到的点，有可能在已有的域当中（维数与次数均为 1），也有可能在已有的域之外（维数与次数均大于 1）。





高中学的解析几何告诉我们，圆的一般方程是[image: Image]
 ，直线的一般方程是[image: Image]
 ；而求交点的坐标就是把两个方程联立起来，此时得到了一个一元二次方程。





而一元二次方程的求根公式是[image: Image]
 ；于是，交点相当于是往原本的域当中加了[image: Image]
 这个数。





根据之前的讨论，如果[image: Image]
 在原来的域内，那么这就是一个一维扩张；如果[image: Image]
 不在原来的域内，那么这就是一个二维扩张（因为[image: Image]
 一定在原来的域内）。





也就是说，每次得到新的交点，我们都是在之前的域的基础上做了一维或者二维的扩张。





又因为扩张的维数可以相乘，那么每一次扩张出的域对于最初的域[image: Image]
 来说，维数都是 2 的幂。





对于任意可构作的数[image: Image]
 来说，我们既然在有限步数[image: Image]
 之内得到了它，那么[image: Image]
 一定是在[image: Image]
 与[image: Image]
 之间。





由于[image: Image]
 是 2 的幂，所以[image: Image]
 一定是 2 的幂，所以[image: Image]
 的次数一定是 2 的幂。





也就是说，我们所有能构作出的数在[image: Image]
 上的次数一定是 2 的幂。





那么 cos 20°在[image: Image]
 上的次数是多少呢？





由于[image: Image]
 ；当[image: Image]
 时，[image: Image]
 .





所以，cos 20°是方程[image: Image]
 即[image: Image]
 的解，而[image: Image]
 是[image: Image]
 上的不可约多项式（即不能被分解为次数更小的多项式的乘积），所以[image: Image]
 是 cos 20°的极小多项式，所以 cos 20°在[image: Image]
 上的次数是 3，不是 2 的幂。





所以尺规作图是作不出 cos 20°的。





所以我们没法三等分 60°角。





所以尺规三等分任意角是无解的。





证毕。






补充说明：






评论里有不少人问「
 长度为 1」
 的线段怎么作出来。





可能是我没有表述清楚，所以在此补充一下：





长度为 1 的线段不是「
 作」
 出来的，而是最开始「
 规定」
 的。





只有确定了「
 原点」
 、「
 坐标轴」
 和「
 单位长度」
 之后，我们才能确定一个坐标系。





所以，尺规作图的最开始，没有任何点参照，我们可以任意取一个点作为原点，接着以该点为圆心，任选一个半径画圆，并把这个半径的长度规定为单位长度「1」
 。





而当单位长度已经规定好之后，我们就不能「
 任意取点」
 或者「
 任意选半径」
 了，否则我们就不知道该点或该半径在已建立好的坐标系中的位置或长度，那么这个任意的选择就没有意义了。






以下是一些题外话：






除了「
 三等分角」
 外，另外两道题是「
 倍立方体」
 ，即用尺规作出体积两倍于给定立方体的立方体，和「
 化圆为方」
 ，即用尺规作出与给定圆面积相等的正方形。





这两道题也都是无解的。






「
 倍立方体」
 问题等价于作出[image: Image]
 ，而[image: Image]
 是[image: Image]
 上的不可约多项式，所以[image: Image]
 的次数为 3，不是 2 的幂。所以『倍立方体』是无解的。





哇！秒杀哎！





嗯，确实秒杀。我们现在对「
 三等分角」
 与「
 倍立方体」
 不可解性的证明属于「
 伽罗瓦理论」
 的领域（虽然不是核心领域）。1830 年，该理论由法国数学家伽罗瓦于 18 岁创立!





不过这两个问题的正式证明是由法国数学家汪策尔于 1837 年给出的，因为伽罗瓦创立这个理论是为了解决「
 五次方程不存在根式解」
 的问题,而且伽罗瓦在 1832 年就死了。20 岁，死于决斗。






「
 化圆为方」
 呢？






「
 化圆为方」
 问题等价于作出[image: Image]
 ，而[image: Image]
 （和[image: Image]
 ）甚至都不是[image: Image]
 上任何多项式的根，所以「
 化圆为方」
 是无解的。





哇！秒杀哎！不过为什么[image: Image]
 不是[image: Image]
 上任何多项式的根？





这有点麻烦，也是光用伽罗瓦理论还不够的原因。[image: Image]
 的超越性是德国数学家林德曼于 1882 年证明的。到此为止，困扰数学家们两千多年的古希腊三大尺规作图难题都有了答案。





当然，这三大难题依然困扰着今天的民科们。






以下是故事时间






正如我在最开始所说的，我小时候也曾为三等分角而磨秃无数支铅笔……





大概是小学三年级的时候，我读了一本数学科普书：《特别要命的数学》。





这本书中有一个章节叫《如何能流芳百世》：





[image: Image]






首先先介绍了一些尺规作图的简单问题，比如作等边三角形、作正方形等等，最后是平分任意角。





接着，就是流芳百世的方法——解决「
 三等分角」
 问题：





[image: Image]






以及，「
 化圆为方」
 ：





[image: Image]






由于把任意角平分非常简单，而「
 三等分角」
 看起来与其差别不大，于是我随即就找来了铅笔、直尺、圆规和白纸，开始试着解决「
 三等分角」
 问题。





我记不得到底为此花了多长时间，但半个月肯定是有的，每天晚上就画呀画，最后自然是没能成功，不过也并非一无所获，至少我歪打正着作出了正五边形。





后来初中的数学课上讲到了尺规作图，对我来说就像见到了老朋友一样。初三有很长一段时间我的数学课都是在与朋友一起研究「
 锈规作图」
 与「
 尺圆作图」
 这两个尺规作图的推广问题中度过的。





现在，坐在十年前曾尝试三等分角的房间里，写下了这篇关于「
 三等分角不可解性」
 的回答，想想真是有些感慨。至少自己这十年还是学到了一点点东西的，虽然只是一点点。





看着手边的代数课本中伽罗瓦的名字——





[image: Image]






流芳百世。





2016-06-09
















游戏中的数学知识
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你在生活中用过最高端的数学知识是什么？ 









□顾归
 







在维基百科中，对兰彻斯特方程的介绍是这样的：





Lanchester's Linear Law





For ancient combat, between 
phalanxes

 of soldiers with 
spears

 , say, one soldier could only ever fight exactly one other soldier at a time. If each soldier kills, and is killed by, exactly one other, then the number of soldiers remaining at the end of the battle is simply the difference between the larger 
army

 and the smaller, assuming identical weapons.





Lanchester's Square Law





Suppose that two armies, Red and Blue are engaging each other in combat. Red is shooting a continuous stream of bullets at Blue. Meanwhile, Blue is shooting a continuous stream of bullets at Red.





Let symbol A represent the number of soldiers in the Red force at the beginning of the battle. Each one has offensive firepower α, which is the number of enemy soldiers it can incapacitate (e.g., kill or injure) per unit time. Likewise, Blue has B soldiers, each with offensive firepower β.





Lanchester's square law calculates the number of soldiers lost on each side using the following pair of equations.Here, dA/dtrepresents the rate at which the number of Red soldiers is changing at a particular instant. A negative value indicates the loss of soldiers. Similarly, dB/dt represents the rate of change of the number of Blue soldiers.





dA/dt = -βBdB/dt = -αA





简单的说，假如我有十个兵，你有八个兵，双方的战斗力都差不多，如果我们两个在一个狭窄的路口交战，每次都只有一个兵能参与战斗，这个时候满足兰彻斯特线性律——我所剩下的兵为我的兵力总数减去你的兵力总数，即（10-8=2）





但是假如说我们在一个开阔的场地交战，双方每个士兵都可以选择性的攻击到对方任意一个士兵，那么这个时候满足兰彻斯特平方律——我所剩下的兵力总数为我的战斗力的平方减去你的战斗力的平方再开方，即（[image: Image]
 ）





下面容我用游戏来





[image: Image]






首先进入游戏





[image: Image]






拿它举例是因为帝国时代的兵种比较简单，不像魔兽之类的有魔法和护甲相克的干扰因素。





[image: Image]






从图中可以看到，红蓝两支军队军队比为 8：10,





[image: Image]


[image: Image]






蓝军和红军的每一个士兵战斗力都是一样的，





[image: Image]


双方在激烈地交战着，





[image: Image]


最终红方全部阵亡，而蓝方还剩六个（多次实验的结果），全程本人没有加以操控。





当然，蓝方有两个残血，不过兰彻斯特方程也只是一个近似的结果，有误差是可以理解的。





假设红蓝两方士兵战斗力相等，都为 H 点生命及 A 点攻击（为了便于计算，假设没有防御），并且满足兰彻斯特平方定理的条件，设红方有 m 人，蓝方有 n 人，且 m>n，设在第 ts 时双方剩余部队人数为 m(t)，n(t),则可得微分方程组：





[image: Image]


[image: Image]






由微分方程组可得：





[image: Image]






两边同时取 0 到 t 上的定积分可得：





[image: Image]


即有：

[image: Image]






当 n(t)=0,即蓝方全部阵亡时，红方残存的人数还有[image: Image]
 ,恰好是兰彻斯特平方定理的结果。





假如说红蓝双方士兵只能 1v1 或者 NvN，人数优势便无法体现出来，如图：





[image: Image]






任你千军万马，在狭窄的路口上只能 2v2,一换一之后，你所剩的兵力只有（m-n）个。





从兰彻斯特方程中，我们可以看到即时战略游戏在战斗中几个重要的原则：





1.兵力优势非常重要，在双方战力相仿的时候，兵力之比代表着战力平方之比，所以在战斗中保持局部的兵力优势是取胜的关键。





2.战斗时兵力接触面积也十分关键，倘若能在小范围内保持真正参战人数与对方相当甚至更多，那么，即使你兵力有劣势也可以一打。





3.对科技优势的理解。在满足兰彻斯特平方律的条件时，我们可以从方程中计算得知，科技优势体现的是线性关系而不是平方关系。假设你有 10 名士兵而对方有 20 名士兵，你的士兵生命值是对方的两倍（其余条件相同），那么你的总战斗力为（10*10*2），对方总战斗力为（20*20*1），对方仍然可以以不到一半的损失全歼你，但如果你的士兵攻击力同时也是对方的两倍，则你可以与其同归于尽甚至有少量残存。





下面由我根据兰彻斯特方程来解（xia）释（che）一下各种在即时战略游戏中常用的战术：





爆兵流——例如在魔兽争霸中，有速科技和速出兵两种战术。暴兵流就是利用对方攀科技的时间，组织足够的军队来赚取便宜，由我们刚才的分析可知，军队的数量对于战斗力是平方影响关系，而科技只是线性关系，所以在局部战役中人数多的一方相对于科技流的一方有着更大的优势。但这同时也是一把双刃剑，当对方组织了足够的兵力或者利用兰彻斯特线性律的条件来与你作战时，暴兵流的优势就不复存在。





hit and run——如图





[image: Image]






重点在于减少对方与自己的兵力接触面积，一般出现在远程打近程，远程的优势是可以集中火力，这样可以在保证自己兵力全部输出的同时尽量减少对方兵力的输出，始终保持着局部上的多数打少数。





地形与阵型——保持好的阵型和占据优势地形的目的都是一样的，在局部地区尽力保证是多数打少数，让对方的输出单位尽可能少而自己的输出单位尽可能多，另外，占据好的地形（如高地）在很多游戏中都有输出奖励。





兵种搭配——一般是前排肉盾后排输出，前排肉盾的目的除了保护后排脆弱的远程单位，还有一个目的便是不能让对方全部兵力都保持持续输出，仍然是为了让局部地区对方的输出人数减少发挥优势。





切割战场——在对方兵力很多而自己兵力较少时怎么办？这个时候就需要切割战场，保证小范围内你的兵力优势，例如对方有 13 人你只有 10 人，直接打必败无疑，这个时候，如果你能先将其分割为 5 人和 8 人，先集中优势兵力击打 8 人小分队，这个时候你就还会剩下 6 人，在攻击剩下 5 人便可以取胜。在游戏中很多时候要面临能不能打这个问题，用兰彻斯特方程便可以简单的计算一下，可不可以打，如果打自己或者对方将死伤多少等等。





听起来是不是很厉害？





其实我玩即时战略游戏都很水，以上都是我瞎编的 T_T，就像你学会了二次方程，你真的就用它来投篮吗？





[image: Image]






大家看的开心就好>_<






补充说明：






积分步骤？

由

[image: Image]


可推出

[image: Image]


因为

[image: Image]


故可推出

[image: Image]







A 和 H 的运用？






实际上在兰彻斯特平方率本身，是没有 A 和 H 的，但是会引入一个参数,这个参数的意思是在单位时间内每单位杀伤对方战斗单位的比例，即战斗力比值。在即时战略游戏中，可以用最重要的两个数据，即攻击力/生命力来代替。因此，对于一个单位来说，增加一倍的攻击力，和增加一倍的生命力，在方程计算中的影响是相同的，都是增加一倍的单兵作战能力。






这个东西有什么用？






题主游戏虽然玩得不好，但是主要原因是手残（apm 低的痛......）。许多职业玩家，即使不知道这个公式的具体形式，在游戏玩多了之后也会对这个公式有一个大致的了解。或者，即使没有用，兰彻斯特方程可是事实存在并且已经被运用到军事当中的。就当多了解一点知识也好嘛。





2015-05-04
















囚犯抓绿豆，谁生谁死？



[image: Image]











五个囚犯先后从 100 颗绿豆中抓绿豆。抓得最多和最少的人将被处死，不能交流，可以摸出剩下绿豆的数量，谁的存活几率最大？





提示：

1.他们都是很聪明的人；

2.他们的原则是先求保命，再去多杀人；

3.100 颗不必都分完，但要保证每人至少抓一颗；

4.若有重复的情况，则也算最大和最小，一并处死。








□曾加





这道题怎么做，取决于我们如何从数学的角度理解题干中这句话：

「他们的原则是先求保命，再去多杀人」。





我的理解是：





1. 每个人采取方案，使得剩下的人在采取最佳方案的时候，自己的存活概率最大；

2. 如果有多种方案使得自己的存活概率最大且相同，则采取杀死人最多的方案。





假设我的理解正确，那么，这道题将会有一个可怕的答案。






定义：
 [image: Image]
 为第 [image: Image]
 个人取走的绿豆数，而 [image: Image]
 为前 [image: Image]
 个人取走的总绿豆数






引理 1：






当 [image: Image]
 个人 ([image: Image]
 ) 取过绿豆时，如果被取走的绿豆数满足

[image: Image]


则第 [image: Image]
 个人应该取 [image: Image]
 颗绿豆；






证明：






这个方案，可以确保自己不死，同时剩下未取豆子的人死亡概率最大。





其中：





· [image: Image]
 是确保剩下的人至少有一颗绿豆可选，且自己至少取了 2 颗；





· [image: Image]
 是确保自己取的绿豆数至少比前面取的最多的人少 1 ；





·由于 [image: Image]
 , 有[image: Image]
 , 这不仅保证了自己取的豆子数不是最多的，并且其他人不可能都取到那么多，所以自己必然存活；





· 如果 [image: Image]
 ，他在确保自己存活的情况下，使得剩下的豆子数最少，这样可以杀更多的人；





· 如果[image: Image]
 ，他在确保自己存活的情况下，剩下的人每个人只能取 1 颗豆子，确保杀死剩下的所有人；






推论 1：
 如果第 1 个人想要存活，那么他取的豆子数不能超过 20 颗，否则，后面的人只要采取引理 1 的方案，将保证自己存活，且此时第 1 个人会因为取的绿豆数最多而死亡，而最后 1~3 个人（根据第 1 个人取的绿豆数）会因为自己取的豆子数最少而死亡；






引理 2：
 当 [image: Image]
 时，若[image: Image]
 ，

则第 [image: Image]
 个人应该取 [image: Image]
 颗绿豆来确保自己的存活概率最高





（其中，[image: Image]
 是均值的四舍五入）





因为当且仅当在这种情况下，只要前面的人取的绿豆数的最大最小值之差不小于 2，自己就确保能存活（否则存活范围会变窄）





对于第 5 个人，这个条件可能不成立，比如见到前面四个人取了 62 颗， 可能是 14+16+16+16，也可能是 15+15+15+17，所以他无论取 15 颗还是 16 颗都有机会但不能确保自己存活。





而所有人取绿豆的最大最小值的差不大于 1，所有人都得死；






引理 3：
 当大家都极度自私的情况下，前 2 个人没有存活的可能





这是因为由引理 2，如果第 3~5 个人都会采取对他们而言存活概率的方案，如果第 2 个人和第 1 个人取的绿豆数差超过 1 个，那前两个人就包揽了最大最小值，必须死，如果差不超过 1，则所有人都得死；





既然第 1 个人没有存活概率，那他的目标就很耐人寻味了：





如果自己没有存活概率——

选择 1：杀死尽可能多的人

选择 2：尽可能拯救更多的人





按照我的假设，应该是前者。





既然第 1 个人没有存活概率，不妨让大家都死得干净些——取走 96 颗绿豆！





但如果，第 1 个人有点恻隐之心，做出了选择 2：





那，他会取走 21~33 的豆子数，根据引理 1， 第 2~4 个人会存活；





所以，本题根据对题意的不同理解，有两解：

· 所有人都死亡；

· 第 2~4 个人存活；





而对于第 1 个囚犯，他将面临一个哲学难题：





如果自己不可能活下去，你会选择让别人陪葬，还是让其他人好好活下去？





如果是你，会怎么选择呢？
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数学上的新发现，都是人类心智的荣耀
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如何看待美国数学家发现可无缝密铺平面的五边形？






问题描述：






卡西·曼夫妇发现的新五边形。图中所有的五边形都是全等的，作图者给五边形填上三种颜色，表明它们以每三个组成一组方式镶嵌满了整个平面。





[image: Image]







中新网
 8 月 19 日电 据外媒报道，美国华盛顿大学研究团队近日发现了一种新的不规则五边形，相互组合后可完全铺满平面，不会出现重迭或有任何空隙，是全球第 15 种能做到此效果的五边形。而距上次发现类似效果的五边形已时隔 30 年，这项发现相当于在数学领域中寻获了新原子粒子。













□陆zz





当国内出现这种新闻的时候，习惯性要先找到外媒的报道。
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看来基本属实，应该是科学而正确的报道。该发现由来自 University of Washington Bothell 的副教授 Casey Mann, 其妻子 Jennifer McLoud, 与一位在读本科生 David Von Derau 共同得到，采用的是数学上理论分析再加以计算机程序计算的方式。





上图覆盖即为第 15 种新的覆盖方式。其用了同一种不规则的五边形的三种摆放形状，五边形形状如下：





[image: Image]






既然题目是如何看待，那么下面应有一大堆历史与科普，时间紧直接翻到最后看结论也无妨。





大概只需要小学初中的一点平面几何知识即可理解大多数内容






一、什么是平面密铺理论






平面密铺，直观来说就是用不同的几何形状完全覆盖一个二维平面，而且图形没有重叠。





或者实际上来看，就是铺瓷砖……





[image: Image]


（利用正六边形，正三角形，正方形的密铺）





[image: Image]


（利用两种正方形的密铺）





[image: Image]


（利用正八边形和正方形的密铺）
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密铺理论的应用颇多。在艺术中，设计建筑的各种图案，在堆放物体时，如何最大利用空间节省成本（常见于三维密铺理论，对于层形对象则需要平面密铺理论），在晶体学中，如何优化晶体结构等等情形中，都有密铺理论的身影。





平面密铺理论以其几何的优美和对称性的利用而知名。如果对几何的美丽感兴趣的，可以看一看这个视频（【Ted-ED】探秘伊斯兰文化的复杂几何图形 @柚子木字幕组）






这个理论非常古老，从古希腊就有研究，不是看上去那样肤浅。如给定一组图形，其能否铺满平面，都是一个值得研究的问题。





数学家在讨论平面密铺时，有严谨的分类和定义，如周期性密铺（使用的图案是重复的），非周期性密铺，单面密铺（所有使用的图形都同胚于一个圆盘），单密铺（只使用一种全等的图案），正规密铺（使用高度对称的同种正多边形的单密铺）。对于密铺图形的对称性研究，还引入了 Wallpaper groups（共 17 种），用群论的现代方法来处理问题。





为了防止跑题，我们只限于讨论周期性密铺中的简单的多边形单密铺。

如果对一般的理论有兴趣，或者想见识一下数学上对凸规则多边形密铺的分类，可以去 wiki 上查询



Euclidean tilings of convex regular polygons

 。






[image: Image]






无特殊说明，下面的密铺均指单密铺。






二、规则的凸多边形的单密铺






我们先从三角形（非退化）说起，





1.任何三角形都可以密铺整个平面。





[image: Image]






证明：我们把 2 个三角形拼成一个平行四边形，然后将平行四边形上下叠放，从而密铺整个平面。





2.任何凸四边形（包括正方形，矩形）都可以密铺整个平面。





证明：





我们稍微思考一下，刚才三角形的方法只能推广到平行四边形。





注意到四边形内角和为 360，所以我们可以先把四个四边形对应不同的角拼在一起，使其拼满一个 360 度。
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如上图，不同颜色的角被集中到中央，接下来就是用四边形按照同样的不同四角补成 360 度的方式将周围补全。
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然后人们就自然想到，能否用五边形补全？出于自然的考虑，人们想到了正五边形。可是事与愿违：





3.正五边形不能密铺平面。





证明：首先，假设能够密铺平面，考虑任何一个正五边形，以下情况不会出现：





[image: Image]






否则在如图边与顶点交汇处的一部分，不能放入另一个正五边形铺满。

所以如果能铺满，应该是边对边，点对点，但是我们来思考一下某一个顶点，
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？号处依假设还能放入若干个正五边形密铺，和 2 类似，应该也是围成 360 度角，但？处角度为 360-108-108=144 度，铺一个还有余，两个就放不下，导出了矛盾。





那我们来看看正 6 边形，其密铺方式大多数人都能直接想到





4.正六边形能密铺平面





证明：显然。
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当我们寻找其他的正 n 边形时，我们不妨用简单的数学来思考一下前面的结论。正五边形不能密铺平面是因为其内角整数倍不能形成 360 度.对于一般的正 n 边形，其内角和为(n-2)*180 度，

一个内角的大小为[image: Image]
 度。其若能密铺平面，其内角度数某整数倍为 360 度，即[image: Image]
 整除 360，得

[image: Image]
 ，从而[image: Image]
 ，即 n-2 被 4 整除，所以 n-2=1，2，4；

n=3，4，6





于是结合前面的分析有





5.正 n 边形中，只有正三角形，正方形，正 6 边形能密铺平面，其余正 n 边形不能做到。





这就是为啥只有这几种常见的瓷砖了。





看来，对于正多边形单密铺问题，我们已经有了完美的答案。





然而，不规则的密铺能否实现？数学家于是又着手于这个问题的解决，谁知道是一个大坑。





三、我们为什么关注不规则五边形？





虽然这个多边形平面单密铺问题从公元前就已经出现，可是其的圆满解决方案迟迟没有出现。





这一等，就等到 1963 年。





1963 年是什么时候呢？相对论已经成熟的应用于生活，计算机技术已经开始发展，希尔伯特问题提出已经过去几十年，数学在泛函分析，数论，PDE，拓扑学，ODE 极限环理论等等分支上已经取得了很多成就，然而这个多边形单密铺问题还在继续等待着人类去挖掘。






摘自 
http://freethoughtblogs.com/singham/2015/08/16/a-new-pentagon-tile-that-covers-the-plane/








「It was proved in 1963 that there are exactly three types of convex hexagon that tile the plane. And no convex heptagon, octagon, or anything else-gon tiles the plane.」 






It turns out that pentagons are the only shape for which the number that can tile a plane is as yet unknown. Not all pentagons can tile the plane, and the familiar regular symmetric pentagon is an example of one that does not.





在 1963，数学家证明只有三种其他不同的六边形密铺，我查了查如下：





[image: Image]


（（最下方为三种方式的不同结构基元(lattice)，转自
Hexagonal tiling

 ）






其中还给出 13 种拓扑等价的六边形密铺方式;六边形密铺较五边形密铺在自然界中常见，其应用也更多。





然后证明了任何凸 n 边形（[image: Image]
 ）都没有合适的单密铺方式。





因此，只要解决了不规则的五边形密铺问题，就宣告了多边形单密铺问题的完美解决！

这就是为什么新五边形的发现，让一些数学家觉得很激动，乃至上了新闻被普通人看见。





于是，数学家的目光又转向了五边形。





四、五边形密铺(Pentagonal tiling)





让我们开始我们对五边形的探索之路吧！






1,2,3,4,5(Reinhardt 1918)



——独特的几何学家






对于不规则五边形密铺的研究，要从德国数学家 Karl Reinhardt 说起。





我们都知道 1900 年，Hilbert 在巴黎数学家大会上提出了 23 个最重要的问题供二十世纪的数学家们去研究，这就是著名的「
 希尔伯特 23 个问题」
 。





让我们看看第 18 个问题：





如何用全等多面体构造空间？





由德国数学家比勃马赫（1910）、莱因哈特（1928）作出部分解决。





莱因哈特是谁？就是我们要谈到的这位：Karl Reinhart(1895-1941)





[image: Image]



（简单的传记见
Reinhardt biography

 .）






Karl Reinhart 是一位有着独特想象力的几何学家，性格幽默，勇敢，大胆。他酷爱几何研究，对多边形的研究更是非常了得。





他在 University of Marburg 上过一年大学学习数学，之后一战便爆发。战争期间，他在中学担任过老师，也做著名数学家 David Hilbert 的助教，从 Hilbert 那里学到了很多知识，也正是 Hilbert 激励了他继续研究他所热爱的数学。（Hilbert 是最喜欢的数学家之一，颇有长者风范）





其贡献有解决了极大面积 n 边形（所有边长均为 1 的多边形中面积最大的多边形）问题的特殊情况，提出了
Smoothed octagon

 （可能是具有最小背包密度即打包整理最浪费空间的平面对称图形）。





其还有一个重要的发现是：





凭借出色的平面几何功底与直觉，他发现了前 5 种不同的五边形密铺方式，开启了一个新的研究方向。它们分别是：
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1：利用两个五边形拼成了一个类似平行四边形的图案，然后类比我们之前的平行四边形密铺方式





2：类比之前的一般四边形密铺方式，形成一个可拼接的结构





[image: Image]






3：将正六边形密铺方式恰当分割即可





4：类似 2





5：这个很难想到，大概是借鉴了花瓣的形成方式和六边形密铺方式，将正六边形的各边改成棱角状然后划分成 6 个五边形

……





当你以为五边形研究会一帆风顺的进行下去时，又过了毫无新发现的 50 年，甚至大家都产生了其实就只有这 5 种的感觉

……






6,7,8 （Kershner 1968）



——科学分析给出新方式






这次由 Kershners 在美国数学月刊上发的一篇详细分析的文献给出，有理有据使人信服



On Paving the Plane on JSTOR
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不得不说这 3 种五边形密铺方式非常奇怪，因而有一定难度。





6：像是平行四边形密铺的另一种变体；





7，8：已经不能三言两语说清其中的结构了…

然后这位 Kershner 想必也是费了一番功夫，用一大段论证了只可能存在这 8 种五边形平面密铺方式，然后事实大家都知道了…

……






10 （James 1975）



——站在 Kershner 的肩膀上






在阅读了上面这位老兄的文章后，1975 年 Richard E. James III 经过思考找到了又一种，所谓喜闻乐见的自打脸：
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10：这个挺像先强行用拼成的五边形构成一个类似的四边形去铺平面，然后用同一种五边形去填补留下的缝隙，然后通过计算角度解方程使其能填满。





等会，你可能会有疑问，为什么是 10 不是 9，9 难道被谁吃了么？





那是因为突然出现了一位神乎其神的研究者，在默默无闻地研究这个问题






9，11，12，13 （Marjorie Rice1975-1977）



——家庭主妇也爱数学






马乔里·赖斯（Marjorie Rice）当时是 50 多岁的家庭主妇，家住在 California。她从《科学美国人》杂志中看到了 James 的文章，感觉很有趣。





Rice 觉得在家闲着也是没有事做，不如无聊研究看看吧，于是她成为了一名平面密铺理论的业余的数学家，于是，她开始培养其自己的业余爱好：
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只受过高中教育，没关系，有大把空余时间涂涂画画。





有些符号不理解，没关系，那就创造自己的符号系统与研究方法。





于是，至 1977 前，她发现了五十多种多边形密铺方式（不止是单密铺），包括 4 种新的五边形密铺方式。





什么？你觉得她是民科？





数学家可不这么认为。





经过教授Doris Schattschneider 验证了其独特的数学符号体系后，向数学家们表明了这一些发现的正确性。





我们来看看翻译后版本：
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这确定是一个人想出来的么？这个结构基元排列感觉略复杂，都是 8 个五边形拼出来的图形，大概就是先拼接再组合，形成 4 种不同的模式。





和之前的相比，更加古怪奇怪了。





所以还是不自找麻烦去简单分析别人 2 年得到的成果了，这绝对不是简单的涂涂画画就可以得到的。





所以美国家庭主妇闲下来真可怕……恐怕 James 和 kershner 看见后内心也是复杂无比的心情……






14 （Rolf Stein 1985）



——21 世纪前最后一次新发现
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看起来是三个八边形互相扣在一起形成一个结构基元(lattice)，然后结构基元(lattice)之间互相扣着，绿线的划分是为了恰好得到了六个全等的五边形，具体角度应该是由方程解出。





分析了这么多，我们发现了结构基元(lattice)在密铺理论的重要性，可以先确定结构基元，再去试图划分得到所需的五边形，具体角度和边长可以再列方程解出。





还有仅借助人力枚举法不太可取，进度太慢。也正如我所说的这样，1985 到上个月，都没有新的密铺方式发现。






15 Mann/McLoud/Von Derau (2015)



——计算机大法好






借助计算机的枚举，前一阵子数学家得到了最新的第 15 种，为什么说这第 15 种很重要，我想原因也在于其结构的复杂性和将计算机程序引入枚举工作的新思想。





[image: Image]


（12 个五边形凑成的结构基元(lattice)）





为什么没有人能提前发现这种新的密铺方式了的原因，大概也能从图中看出。人类有限的枚举和计算能力，限制了进一步发现更多密铺方式。

感谢数学家和计算机的辛勤工作，让我们看到了这个美丽的图形。





至于其构成原理，大家可以自己思考一下，具体可能是还要等他们的文献发布，来解释计算机程序的原理。





计算机大法好！






五、一些后记和它的应用






这个回答我累计写了近二十个小时，终于算是成形了。





在此对那些质疑钱又花到哪里去了或者觉得没什么用的人，只能说科学研究并不是为了取悦大众，而是为了得到好的结果和进一步使科技进步。





不少人可能觉得这个没有什么用，的确，数学理论是很难直接第一时间投入到应用当中去，但是我们发现或得到的那些数学理论恰恰是推动若干年后工程界和科学界发展的要素之一。数学已经不可逆地融入了我们的生活之中，我们应该做到理解支持科学研究，如果不能也不要随意嘲讽科研者或者始终坚持一份科学研究无用论。这种就是一种典型的反智主义。





如果觉得这个回答挺简单的，可以尝试继续找出新的密铺方式，这样说不定可以推动这个问题进一步发展。





评论区有人询问了拓扑等价的问题，至于如何确定各种五边形密铺方式的不同，还有如何分类它们，这些需要的就不仅仅是平面几何知识了。我们知道密铺方式往往是有对称性的，这就不可避免的引入了群论。对于密铺方式的分类，可以使用壁纸群（wallpaper group）分类，进一步有兴趣的可以参考这个简单介绍壁纸群的 wiki 地址



Wallpaper group







至于这个究竟有什么实际应用，来看两段话，摘自



Scientists Discover 15th Convex Pentagon Able To Tile A Plane : NPR

 （一段关于这个发现的访谈，可以听一听）






REHMEYER: 






Well, it's always hard to predict exactly what the applications will be, though I think one prediction is safe, which is that artists are likely to make use of this pattern. There's a very rich field of mathematical art. There are also likely to be more practical applications. Crystals form in these patterns. They make use of the patterns that are forced by geometry. Viruses also form - the structure of viruses are formed in similar ways. There may well be uses of it in engineering, in creating materials with novel properties that have molecular building blocks along these lines. But we will just have to wait and find out what clever scientists do with it.







Finally, a new pentagon shape that tiles in a plane



Of course, there are practical uses to finding tiling surfaces, from biochemistry to structural design.

「Many structures that we see in nature, from crystals to viruses, are comprised of building blocks that are forced by geometry and other dynamics to fit together to form the larger scale structure,」 he added.





「I am too cautious to make predictions about whether or not more pentagon types will be found, but we have found no evidence preventing more from being found and are hopeful that we will see a few more. As we continue our computerized enumerations, we also hope to gather enough data to start making specific predictions that can be tested.」





可见这个目前还没有实际应用，我们期待科学家们的进一步发现，说不定能够有所突破。





成果以后可能应用于：





1.生物化学，结构分析，晶体学。比如研究细胞，病毒或者晶体的排列方式等等；

2.铺瓷砖（也是国内外网友调侃最多的）；

3.工程的结构设计还有建模；

4.数学理论分支的进一步发展等等。（如果五边形单密铺问题被完全解决，则意味着多边形单密铺问题的完全解决，从而可以推进对 Hilbert 第 18 问题的研究。





不过我觉得，美丽的图形覆盖和其简单又复杂的结论，本来就是数学上的一种美丽，至于其实际应用并不是最值得在意的（因为我们不知道，也无法知道）。





因为每一次数学上的新发现，都是人类心智的荣耀。
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附加思考题
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「知乎周刊」杯数学爱好者竞赛附加题





一、100 个囚犯与 100 个抽屉






有 100 个囚犯，编号 1~100。在一个封闭的房间里放着一排抽屉，总共 100 个。另外有 100 张卡片，上面分别写着 1~100。卡片被随机放入抽屉中，每个抽屉里放一张。





囚犯依次进入房间，每人最多打开 50 个抽屉。如果打开的抽屉中的卡片号码与自己的编号一致，那么这个囚犯就成功了。当且仅当所有的囚犯成功，大家才能被释放。求策略？





注意：

1. 囚犯依次进房间，进房间时以及进房间前后，都不能互相交流。

2. 不能做任何记号，不允许把卡片拿出来，哪怕是自己的号码。

3. 打开下一个抽屉前，必须把之前的抽屉关上，即不能用抽屉的开关传递信息，也就是说，每个囚犯进房间的时候，房间的布置是一模一样的。





二、一枚硬币，扔了一亿次都是正面朝上，再扔一次反面朝上的概率是多少？






一枚硬币，扔了 3 次都是正面朝上，再扔一次反面朝上的概率是多少？





一枚硬币，扔了 10 次都是正面朝上，再扔一次反面朝上的概率是多少？





一枚硬币，扔了 100 次都是正面朝上，再扔一次反面朝上的概率是多少？





一枚硬币，扔了 10000 次都是正面朝上，再扔一次反面朝上的概率是多少？ 






如果如某位答主所言，扔一亿次就有理由相信这是一枚两面都是正面的硬币，那么扔 2 次有理由吗？扔 10 次有理由吗？





具体从第几次开始我们就可以有理由相信这是一枚两面都是正面的硬币？





如果第一亿零一次投出反面，那么第一亿零二次投出正反面的概率各为多少？





三、逻辑学教授和三个聪明的学生






一个教授逻辑学的教授，有三个学生，而且三个学生均非常聪明！





一天教授给他们出了一个题，教授在每个人脑门上贴了一张纸条并告诉他们，每个人的纸条上都写了一个正整数，且某两个数的和等于第三个！（每个人可以看见另两个数，但看不见自己的） 






教授问第一个学生：你能猜出自己的数吗？

回答：不能

问第二个，不能

第三个，不能

再问第一个，不能

第二个，不能

第三个：我猜出来了，是 144！

教授很满意地笑了。

请问您能猜出另外两个人的数吗？





请问： 第三个人是怎么猜出来的？你是怎么猜出另外两个数的？





四、600 个人站一排，每次随机杀掉一个奇数位的人，几号最安全？






最安全参考两种定义方式：

杀死需要的次数的期望值最大。

成为最后一个被杀死的概率最大。
















参考答案及解析
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来几道趣味题消消气：







在北京大马路上撞见自己某一个前男友/前女友的数学概率是多少？ - 知乎
  







人寿推出了一个恋爱保险，十年内和心上人领证结婚会收到一万朵玫瑰花，试用数学建模或其他方式分析其可行性? - 知乎 








萧敬腾所处地点的下雨概率是怎样的？ - 知乎
  







负数与负数相乘为什么会得正？ - 知乎







你还可能感兴趣：







为什么做数学题时，自己想不出来，而翻到后面看答案解析时却全都能能看懂？ - 知乎







其实熟悉周刊的读者都知道，点进去这些问题的链接，就能在知乎看到专业又认真的好回答对吧？你们没有真的生气对吧？







可能你会说，看到「略」就还是很不爽啊！







略略略略略你能把我怎么样







（下期再见）







（逃）
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