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前　言

中国高等教育在“十一五”期间的一个主题是走向内涵发展的道路。对每个高等职业技术学院来讲，最重要的任务除了要建设一支具有相当水平的师资队伍，要构建一个对人才培养必须具备的高效的产学研结合体系之外，就是要有一个与高职定位相吻合的高等职业技术课程技术。这其中，基础课，特别是数学课是我们不可能回避、又是极为重要的课程。

在高等教育的精英阶段发展起来的高等专科学校，数学课遵循的是“必需、够用”的原则。当时，数学基本上就是“微积分”、“线性代数”、“概率论与数理统计”三门课，学时也都在150～200学时之间，内容基本上是本科生内容的简化。当高等教育进入大众化阶段后，高等职业技术学院的定位发生了很大变化，学生生源发生了很大变化。我们培养的人才是社会上各类岗位的技能型、应用型人才，而学生的数学基础明显薄弱，单凭主观想象和判断来对数学内容进行取舍就会遇到许多矛盾。因此，数学课的改革便成为高职教育的重要课题。

“必需、够用”在这种新形势下如何赋予新的内涵，并在此方针下进行数学课的改革是非常重要的。我们以为“必需、够用”不能以数学自身的学科系统来衡量，不能由数学教师的爱好来决定，也不能由学校统一规定课程的学时和内容。“必需、够用”要由每个专业的职业岗位需求来决定，要由每个专业的专业要求来决定，要由学生的实际基础来决定。为此，近几年来，我们进行了数学课的实用化、小型化、模块化的改革探索。这套系列教材便是这种改革的阶段性成果。

本系列教材将高等数学分为5个小型化模块，分别为：《微积分》、《矩阵方法》、《概率与统计方法》、《集合初步》和《图的方法》，除了《微积分》为36学时外，其他课程均为18学时，前三门课程提供给任一专业选择，后两门课主要是为大量的信息类专业选择。为了满足有兴趣并需要提高的学生的要求，我们又组织编写了《应用数学基础》，内容包括多元微积分、微分方程、矩阵特征值与特征向量、矢量代数和空间解析几何、无穷级数等。

本系列教材具有以下鲜明特点：

1．注重实用性

系列教材力求从实际问题出发，从学生容易理解的角度自然地、直观地引入数学概念和定义，淡化数学严密的理论体系，突出培养学生的知识应用能力；并借助于常用数学软件训练学生的实际动手操作能力，注重数学作为工具的实用性。

2．小型化、模块化，兼顾包容性和可选择性

我们根据高职院校对数学知识的要求，对数学课内容进行重组，总共设立了5个模块。各专业可根据自己的专业特点和相应职业岗位的需求选择不同的模块进行教学，把“必需、够用”的尺度掌握在各专业自己手中，更好地发挥数学知识为专业服务的功能。同时，每本教材都精选了大量例题，涵盖几何学、经济学、力学、工程学和电学等方面内容，任课教师可根据专业需要和学生基础选讲其中的合适例题，真正做到因材施教。

3．注重学生逻辑思维能力的培养

通过数学课如何培养学生的逻辑思维能力仍是一项重要任务。根据高职教育的特点，我们着重直观地讲解推理过程，尽量少用抽象的严密的逻辑，同时通过对学生学习过程中常见错误的纠正，培养学生正确的逻辑思维方法。

如何选择数学课的内容，如何让学生对数学产生兴趣，并让学生掌握今后工作和学习需要的数学知识和抽象思维能力，都需要我们通过实践不断改进和提高。由于改革和探索的时间较短，加上水平的限制，定有许多不足甚至错误之处，敬请老师和同学们不吝赐教。
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第1章　图的基本概念

说起图，同学们想必对惟妙惟肖、内蕴丰富的美术作品感兴趣吧．但我们所说的图与徐悲鸿的《奔马图》和达·芬奇的《最后的晚餐》等艺术作品无关，也不是指函数图像．在这一个模块当中，有趣的实例、漂亮的图形，同样引人入胜；强有力的逻辑、巧妙的论证，丝毫不逊色于传统数学．

1.1　图的概念

1.1.1　哥尼斯堡（Königsberg）七桥问题

濒临蓝色的波罗的海，有一座古老而美丽的城市，叫做哥尼斯堡（今属俄罗斯）．布勒格尔河的两条支流在这里汇合，然后横贯全城，流入大海．河心有一个小岛．河水把城市分成了4块，于是，人们建造了7座各具特色的桥，把哥尼斯堡连成一体．如图1-1（a）所示．

一天又一天，7座桥上走过了无数的行人．不知从什么时候起，脚下的桥梁触发了人们的灵感，一个有趣的问题在居民中传开了：

谁能够从家中出发，一次走遍所有的7座桥，而且每座桥都只通过一次，最后再回到家中？

这个问题似乎不难，谁都乐意用它来测试一下自己的智力．可是，谁也没有找到一条这样的路线．虽然当时很多人都相信这样的路线是不存在的，但没有人能解释其原因，连以博学著称的大学教授们，也感到一筹莫展．“七桥问题”难住了哥尼斯堡的所有居民．哥尼斯堡也因“七桥问题”而出了名．

[image: alt]


图1-1

哥尼斯堡“七桥问题”传开后，引起了大数学家欧拉（L. Euler）的兴趣．欧拉没有去过哥尼斯堡，这一次，他也没有去亲自测试可能的路线．他知道，如果沿着所有可能的路线都走一次，假设一天走一次，需要很多年的时间．实际上，欧拉只用了几天的时间就解决了“七桥问题”．

欧拉把“七桥问题”抽象成一个合适的“数学模型”．他想：两岸的陆地与河中的小岛，都是桥梁的连接点，它们的大小、形状均与问题本身无关．因此，不妨把它们看作是4个点．7座桥是7条必须经过的路线，它们的长短、曲直，也与问题本身无关．因此，不妨用7条陆地或小岛之间的连线来表示它们．如图1-1（b）所示．

欧拉对上述问题作出了否定回答．他指出，比如家在岸的游人，开始从与岸相连的3座桥之一的任一座桥出发，不久又经另一座桥回到岸，因为要求每座桥恰好通过一次，所以他不得不经过第三条与岸相连的桥离岸出游，但这时他已无法过桥回家了，因为与岸相连的桥他都各走过一次；对于家在别处的情形结果和道理都是相似的．

欧拉把他的研究结果写成论文，论文中给出了判断存在这种走法的充要条件，于1736年发表，那年欧拉仅29岁．此文被公认为第一篇图论文章，开创了图论（一维拓扑学）的研究．因此欧拉被尊称为图论和拓扑学之父．

1.1.2　图的概念

欧拉把在解决“七桥问题”时得到的这个“数学模型”（如图1-1（b）所示）称之为图（graph）．

图是一个数学概念．它们仅由一些结点和连接两个结点之间连线所组成，至于连线的曲直长度与结点的位置是无关紧要的．

例1　（握手问题）4个好朋友久别重逢，相互握手一次，一共握了几次手？

分析　学过排列组合的同学都知道结果为[image: alt]
 次．如果我们没有这方面的知识，则可以用图的方法来得到相同的结果：用结点a，b，c，d分别表示4个人，握手一次用结点之间的一条连线表示，得握手图G（如图1-2（a）所示），那么图1-2（a）的边数6即是握手次数．
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图1-2

定义1.1　一个图G是一个二元组〈V（G），E（G）〉，其中V（G）是一个非空的结点集（顶点集），E（G）是边集．图常记作G＝〈V，E〉．

如握手图1-2（a）中，G＝〈V（G），E（G）〉，其中V（G）＝｛a，b，c，d｝，E（G）＝｛e1
 ，e2
 ，e3
 ，e4
 ，e5
 ，e6
 ｝．在此我们用小实心圆圈表示结点，此外，根据实际需要，我们还往往可以用小空心圆圈、大空心圆圈和方框来表示结点．

由数学模块《集合初步》中二元关系的知识可知，边集E（G）中的边元素也可以用序偶表达：

　　E（G）＝｛（a，b），（a，c），（b，d），（b，c），（d，c），（a，d）｝

也可以简写成

　　E（G）＝｛ab，ac，bd，bc，dc，ad｝

图1-2（a）中边集E（G）中的边元素是无序偶．边e1
 的两个端点分别是a和b，我们称边e1
 与结点a、b相关联．

在图中若边ei
 与结点无序偶（vj
 ，vk
 ）相关联，则称该边为无向边．每条边均为无向边的图称为无向图．关联于同一条边的两个结点称为邻接点，如图1-2（a）中结点a与结点b、c、d均邻接．

从例1中我们发现一个图实质上给出了结点之间的一种二元关系．在客观世界中，存在着诸如人与人之间的同学关系、朋友关系、相识关系等对称关系，我们可以用无向图来表示这种对称关系．但在现实生活中也有不少非对称关系．如认识关系，甲认识乙，乙不一定认识甲；又如城市中有单行道，水的特性避高而趋下等．像这些问题不能简单地用无向图来描述，因此我们引入有向图的概念．

例2　设4种血型构成的集合P＝｛A，B，AB，O｝，他们之间的输送关系R＝｛（x，y）｜x型血可以供给y型血；x，y∈P｝．试画出二元关系R的关系图．

解　R的集合形式为

R＝｛（O，A），（O，B），（O，AB），（A，AB），（B，AB）｝∪IP


R具有自反，反对称，传递的性质，它是集合P上的偏序关系．我们分别用结点v1
 ，v2
 ，v3
 ，v4
 表示O，A，B，AB这4种血型；用有向边表示集合R中的元素．其关系图如图1-3所示．

[image: alt]


图1-3

若边ei
 与结点有序偶（vj
 ，vk
 ）相关联，则称该边为有向边或弧．其中vj
 为ei
 的起始结点，vk
 为ei
 的终止结点．在数学模块《集合初步》中有向边ei
 常用〈vj
 ，vk
 〉表示，以示与无向边的区别．每条边均为有向边的图称为有向图．

关联同一个结点的一条边称为环．图1-3中每个结点均有一个环．

在无向图中，连接同一对结点的两条或两条以上的边，我们称其为无向图的平行边（重边）；在有向图中，连接同一对结点的两条或两条以上方向相同的有向边，我们也称其为有向图的平行边（重边）．在有向图中，连接同一对结点的两条方向相反的有向边，我们称其为有向图的对称边．

我们称形如图1-2和图1-3等既不包含环又不包含平行边的无向图为简单图，在很多实际问题中，我们接触的都是简单图．

1.1.3　子图与补图

假设位于钱塘江两岸的杭州v1
 、绍兴v2
 、宁波v3
 、嘉兴v4
 和上海v5
 等五大城市的交通网络（含水陆空三种航线），如图1-4（a）所示．一名旅游者从宁波出发，往其他一些城市参观考察．如图1-4（b）、1-4（c）和1-4（d）分别代表他选择的三条旅行路线，它们均是图1-4（a）的子图．
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图1-4

定义1.2　设G＝〈V，E〉，G′＝〈V′，E′〉都是图，如果V′⊆V，E′⊆E，则称G′是G的子图，G是G′的母图．

特别地，设G′＝〈V′，E′〉是G＝〈V，E〉的子图，且V′＝V，则称G′是G的生成子图．

图1-4（b）和1-4（c）均是图1-4（a）的生成子图．

例3　在任意6个人的聚会上，要么存在3个人两两相识，要么存在3个人两两不相识（至少存在一方不认识另一方称为不相识）．

此命题称为拉姆齐（Ramsey）问题．问题提出者弗朗克·普鲁姆泼顿·拉姆齐（1903—1930）是英国数理逻辑学家．

如图1-5所示，我们用顶点A，B，C，D，E，F表示6个人．根据鸽笼原理，F要么至少与A，B，C，D，E中3人相识，要么至少与其中3人不相识．不失一般性，不妨设F与A，B，C相识，图中用实线表示．下面对A，B，C分情况讨论．
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图1-5

若A，B，C中两两不相识，则命题成立．A，B，C即为我们要找的满足条件的3人．

若A，B，C中存在两人相识，不妨设A与B相识，则ΔABF是一个实边三角形，此时A，B，F即我们要找的满足条件的3人．

任意6个人中都有3个人相互认识或相互陌生．我们可以用两个简单图来建立模型描述这两种关系．如图1-6所示，其中每个顶点表示一个人，图1-6（a）中每条边表示该边关联的两个人相互认识；相同顶点集不相识关系产生图1-6（b）．请同学们思考两图边集之间的关系．任意6个人中都有3个人相互认识或相互不认识，代表图1-6（a）与1-6（b）中至少有一个图含有三角形．

不难得知，两图有相同的顶点集，两图边集之间的关系是：

　　uv∈E（[image: alt]
 ）当且仅当uv∉E（G）

图1-6（b）与1-6（a）互为补图．我们给出补图的一般定义如下：

[image: alt]


图1-6

设G是n阶简单无向图，在G中添加一些边后，可使G成为n阶无向完全图，由这些添加边和G的n个顶点构成的图称为图G的补图，记作[image: alt]
 显然[image: alt]
 ＝G

1.1.4　图与逻辑结构

在计算机科学中，数据元素之间的关系往往有不同特性，根据元素之间的二元关系，数据的基本逻辑结构常分为四种：集合（数据元素间除同属于一个集合外没有其他关系）、线性结构、树形结构和图状结构．

（1）线性结构中数据元素之间存在一个一对一的关系，有且仅有一个开始结点和终端结点；除开始结点外，每个结点有且仅有一个前驱结点（前驱），除终端结点外，每个结点有且仅有一个后继结点（后继）．

例4　铁路上两条铁轨的距离叫轨距．美国铁道轨距的标准（d）是四英尺八点五英寸，它是由英国有轨电车的轨距决定的．英国有轨电车的轨距标准（c）由何而来？它又取决于古罗马战车的轮距标准（b）．那么罗马人为什么又以四英尺八点五英寸为战车的轮距标准呢？答案自然又简单，这是两匹拉战车的马的屁股的宽度（a）．故事到此还没结束，美国航天飞机的火箭推进器（e）考虑到容量尽量大但运载过程中又受到铁路隧道宽度（d）的限制，那么匪夷所思的事情发生了：当今世界上最先进的运输系统的设计便由两匹马的屁股宽度所决定．上述发展过程如图1-7所示．

（2）树形关系中的元素存在一对多的关系，其中存在唯一的一个数据元素没有，称为根，其他所有数据元素都只有唯一的一个前驱，但可以有多个后继．

[image: alt]


图1-7

例5　E是数据元素集合V上的二元关系，其中V＝｛a，b，c，d，e，f，g，h，i，j，k｝，E＝｛〈a，b〉，〈a，c〉，〈a，d〉，〈b，e〉，〈b，f〉，〈b，g〉，〈c，h〉，〈c，i〉，〈d，j〉，〈d，k〉｝．二元关系E的关系图G＝〈V，E〉如图1-8所示（由于该图边的方向都是自上而下，所以图中省去了有向边的箭头）．
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图1-8

（3）图状关系的数据元素间存在多对多的关系，即任意两个数据元素都可能存在关系．

例6　E是数据元素集合V上的二元关系，其中V＝｛1，2，3，4，5，6｝，E＝｛〈1，2〉，〈1，3〉，〈1，4〉，〈2，5〉，〈2，6〉，〈3，4〉，〈3，5〉，〈4，2〉，〈6，5〉｝．
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图1-9

二元关系E的关系图G＝〈V，E〉如图1-9所示．

常见错误

对图的概念理解有所偏差：误以为连线的曲直长度与结点的位置是图的关键要素．事实上，两图如果结点一一对应，边一一对应，且结点与边的关联关系也一一对应，我们认为两图是等价的，图论中我们称这两个图是同构的．

例1中握手图1-2（a）也可表示为图1-2（b）或1-2（c）．它们是相互等价的：三图有共同的结点集V（G）＝｛a，b，c，d｝，且结点集V（G）＝｛a，b，c，d｝中任意两个结点间的关联关系是完全相同的．

习题1.1

1．填空

（1）1736年，瑞士数学家________研究并解决了哥尼斯堡七桥问题，从而开创了数学新领域图论的新纪元．

（2）设图G＝〈V，E〉，如果G′＝〈V′，E′〉是图G的生成子图，那么V′_______V，E′_______E．

（3）设无向简单图G有5个顶点4条边，则G的补图[image: alt]
 有________个顶点________条边．

2．有4个城市，其中任意两个城市间均有直达长途电话相连，试将此事实用图的方法表示之．

3．试用图的方法画出浙江省各地级（或地级以上）城市之间高速公路的贯通状况．

4．下列集合中各数据元素属于哪种类型的逻辑结构？

A＝｛春，夏，秋，冬｝

B＝｛中国古代四大发明｝

C＝｛大红鹰学院，计算机系，人文艺术系，现代应用技术系，国际交流系，信息经济与管理系｝

5．集合V＝｛1，2，3，4，5，6，7，8，9｝，E是集合V上的二元关系，E＝｛〈x，y〉｜y－x＝1，x，y∈V｝．试用图来表示E，并指出E属于哪种逻辑结构．

6．集合V＝｛1，2，3，4，8，9｝，E是集合V上的二元关系，E＝｛〈x，y〉｜x整除y，但不存在z使x整除z且z整除y，x，y，z∈V，x≠y｝．试用图来表示E，并指出E属于哪种逻辑结构．

1.2　结点的度数

图的两个要素之间的关系即结点与边之间的关系能部分地反映一个图的特征，它是我们关注的重点之一：对图的每一个结点，有多少边与之关联？哪些边与之关联？对有向图而言与该结点关联的边以此结点为始点还是终点？弄清这些问题对于我们用矩阵来表示图从而用计算机的手段来处理图的问题是非常重要的．

1.2.1　结点的度数

在握手图1-2（a）中，每个结点都关联3条边，意即每个人均与他的3个好朋友各握手一次．我们说，该图每个结点的度数都是3．

定义1.3　图G中，与结点v关联的边数称为点v的度数，记作deg（v），特别地，一个环须给它相关联的结点计算两度．在有向图中，以v为始点的有向边数称为v的出度，记为deg+
 （v）；以v为终点的有向边数称为v的入度，记为deg-
 （v）．特殊地，度数为零的结点称为孤立点．

某班举行迎新文艺晚会，晚会结束时朋友间握手相互告别．若让每个人都报告出自己握过手的次数，我们可以预知有如下结论：各人报告的次数总和为偶数，握手次数为奇数的人有偶数个．这是为什么呢？

事实上，让参加晚会的每个人都报告出自己握过手的次数，设参加晚会的人为v1
 ，v2
 ，…，vn
 ，他们分别报告说握过手deg（v1
 ），…，deg（vn
 ）次手，则deg（v1
 ）＋deg（v2
 ）＋…＋deg（vn
 ）是偶数，这是因为每当有两人握手，则他们对总和deg（v1
 ）＋deg（v2
 ）＋…＋deg（vn
 ）恰提供了数值2．不妨设deg（v1
 ），…，deg（vn
 ）中deg（v1
 ），deg（v2
 ），…，deg（vk
 ）是奇数，deg（vk＋1
 ），deg（vk＋2
 ），…，deg（vk
 ）也是偶数，则由于deg（vk＋1
 ），deg（vk＋2
 ），…，deg（vn
 ）是偶数，于是deg（v1
 ），…，deg（vk
 ）也是偶数，而deg（v1
 ），deg（v2
 ），…，deg（vk
 ）每个皆奇数，所以它们的个数不能是奇数，不然其总和得不出偶数，即是偶数，从而证明了握奇次手的人数是偶数．

握手图1-2（a）中，n＝4，m＝6；deg（a）＝deg（b）＝deg（c）＝deg（d）＝3，那么deg（a）＋deg（b）＋deg（c）＋deg（d）＝12．计算结果告诉我们：各结点的度数之和不仅为偶数，而且恰为边数的两倍．这是偶然的吗？

定理1.1　设图G是具有n个顶点，m条边组成的无向图，其中点集

　　V＝｛v1
 ，v2
 ，…，vn
 ｝

则

　　[image: alt]


在无向图中，每一条边使其所关联的两个顶点均增加一度，所以，定理的结论是容易推知的．

定理1.1我们称之为握手定理，用一句话概括：各顶点的度数之和等于边数的两倍．

上述握手问题中握手次数满足“握奇次手的人数是偶数”．这一结论我们可以用更一般的图论语言描述：

推论1　在无向图中，度数为奇数的顶点个数必为偶数．

分析　不妨设度数为奇数的顶点有奇数个．由于奇数个奇数相加仍然为奇数，而任意个偶数相加为偶数，且奇数与偶数之和为奇数，所以[image: alt]
 为奇数，与[image: alt]
 矛盾．得证．

上述分析过程我们实际上用到了数学定理的一个很重要的证明方法——反证法．

例1　试分析如下结论正确与否：不存在奇数个面且每个面都是奇数条棱的多面体．

分析　我们可以考察一些特殊的凸多面体（如表1-1），如棱锥和棱柱等．

表1-1

[image: alt]


表中各凸多面体满足以下结论：如果该多面体每个面都是奇数条棱围成，则面数必为偶数；如果该多面体面数为奇数，则必存在偶数条棱的面．于是我们由不完全归纳法猜想例题中的结论是正确的．

证明　（反证法）假设存在奇数个面且每个面都是奇数条棱的多面体．以其每个面为顶，使当两面有公共棱时，在此相应的两顶间连一边，构成图G（V，E），于是V（G）中元素个数是奇数，而且每个顶点度数皆为奇数，与推论1相矛盾．故不存在奇数个面且每个面都是奇数条棱的多面体．

例2　对图G＝〈V，E〉，V＝｛v1
 ，v2
 ，…，vn
 ｝，称deg（v1
 ），deg（v2
 ），…，deg（vn
 ）为G的度序列．给定下列自然数序列，哪些可构成图的结点度数序列？

（1）1，1，2，2，3

（2）1，1，1，2，2，3

解　在序列（1）中，奇数有3个，不满足推论1，故不能构成图的结点度数序列．而序列（2）仅有4个奇数，可以构成图的结点度数序列．如图1-10（a）和图1-10（b）均是满足要求的图，其中图1-10（b）是简单图．

推论2　自然数序列（deg（v1
 ），deg（v2
 ），…，deg（vn
 ））是某一图的度数列，当且仅当[image: alt]
 为偶数．

定理1.2　定理1.1对有向图也是成立的，对有向图我们有更加详细的结论：

推论3　设图是具有n个顶点，m条边的有向图，其中点集，则
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图1-10
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因为每一条有向边提供一个出度和一个入度，而所有各顶点出度之和及入度之和均由m条有向边提供，所以推论3成立是显而易见的．

例3　在一次围棋擂台赛中，双方各出n名选手．比赛的规则是双方先各自排定一个次序，设甲方排定的次序为x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，乙方排定的次序为y1
 ，y2
 ，…，yn
 .x1
 与y1
 先比赛，胜的一位与输的对方下一位选手比赛．按这种方法进行比赛，直到有一方的最后一位选手出场比赛并且输给对方，比赛就结束．问：最多进行几场比赛可定其胜负（假定比赛不出现平局）．

解　建立一个有向图G＝（V，E），V＝｛x1
 ，x2，…，xn
 ，y1
 ，y2
 ，…，yn
 ｝，如果xi
 与yj
 进行过一场比赛，就在xi
 与yj
 之间连一条弧，其方向从胜者指向负者．则G的每一条弧对应一场比赛，G中弧的数目就是这次比赛的次数．根据比赛规则，每一名选手至多输一场，所以G中每个顶点的入度至多为1，但xn
 与yn
 必有一个入度为1，另一个为0．由推论3得
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即至多进行2n－1场比赛就可以确定胜负．

1.2.2　完全图

关于握手问题，如果n位同学两两握手且相互仅握手一次，那么握手图会是一种怎样的情形呢？我们不妨设n等于5，试着画图并计算握手次数．若n等于6呢？

定义1.4　在n阶简单无向图中，如果任何两个结点间都有且只有一条边相关联，则称此图为n阶无向完全图，记作Kn
 ．在n阶简单有向图中，如果任意两点都是两条方向相反的有向边相关联，则称此有向图为n阶有向完全图．

如图1-11所示，图1-11（a）为5阶无向完全图，即K5
 ．我们不难发现n阶无向完全图中每一个结点的度数均为n－1．图1-11（b）为4阶有向完全图．
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图1-11

定理1.2　n个结点的无向完全图Kn
 的边数为[image: alt]
 ，n个结点的有向完全图的边数为n（n－1）．

定理的证明留给读者．

例4　有n个药箱，若每两个药箱里有且仅有一种相同的药，而每种药恰好放在两个箱中．问：共有多少种药品？

分析　不妨给n取个特殊值，如令n＝5．用5个结点表示5个药箱，当2个药箱放有一种相同的药时在2个结点间连1条边．依题意，任意2个结点间有且只有1条边，可以构成无向完全图K5
 ，有[image: alt]
 条边，故有10种药品．易推知本题答案为[image: alt]
 种药品．

上述分析是一个从特殊到一般的过程，我们称之为归纳法，它是一种重要的数学思维方法．

常见错误

（1）错误命题：非空集合A上的全域关系EA
 的关系图是有向完全图．

正确命题：《集合初步》模块中学习的非空集合A上的二元关系EA
 －IA
 的关系图是有向完全图．

（2）错误命题：有n个结点的无向简单图的边数可以无限制地增加．

分析：由简单图的概念和定理1.2我们不难推知，如果某n个结点的无向图的边数超过[image: alt]
 则此无向图必含有环或平行边，不是简单图；我们还有如下结论：如果某n阶无向图某一顶点的度数大于n－1，则此顶点关联有平行边或环，此无向图也非简单图．

习题1.2

1．（1）画出4阶完全无向图K4
 ；

（2）标记K4
 的4个结点，并画出K4
 有4条边的所有生成子图；

（3）标记K4
 的4个结点，并画出K4
 有3条边的所有生成子图．

2．（1）K5
 共有_________条边，[image: alt]


（2）设图有5个顶点[image: alt]
 ，则G有__________条边．

3．证明：（1）在n阶无向完全图中，边数[image: alt]


（2）在n阶有向完全图中，边数m＝n（n－1）．

4．已知一个无向图G中有10条边，2个2度顶点，2个3度顶点，1个4度顶点，其余顶点度数都是1．问：G中有几个1度顶点？

5．给定下列4组数：

（a）1，1，2，2，2

（b）1，1，2，2，3

（c）2，3，3，4

（d）1，3，3，3

问：（1）哪些能成为无向图的度数列？

（2）哪些能成为无向简单图的度数列？

6．两个人或两人以上的人群中必有两个人在此人群中的朋友一样多．也即数学命题：在n（n≥2）阶无向简单图中，至少有两个顶点的度数相同．

7．证明下述命题：碳氢化合物中氢原子个数是偶数．

8．在一次象棋比赛中，如果每个选手与其余所有的选手都比赛一次，且选手总数是n，求总盘数．

9．在一次围棋擂台赛中，双方各出5名选手．比赛的规则是双方先各自排定一个次序，设甲方排定的次序为x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ，x5
 ，乙方排定的次序为y1
 ，y2
 ，y3
 ，y4
 ，y5
 .x1
 与y1
 先比赛，胜的一位与输的对方下一位选手比赛．按这种方法进行比赛，直到有一方的最后一位选手出场比赛并且输给对方，比赛就结束．问：最多进行几场比赛可定其胜负（假定比赛不出现平局）．

1.3　图的连通性

1.3.1　路径与回路

（过河问题）船夫（R）欲带一匹狼（L）、一只羊（Y）、一捆青草（C）从河的南岸到北岸，已知船夫不在场时，狼要吃羊（设狼对船夫无攻击性），羊要吃草且船夫每次最多只允许携带一名乘客过河，问过河方案．

分析：考虑南岸的可能状态，共有10种（每一种状态用一个顶点表示）：

v11
 －｛RLYC｝，v12
 －｛LC｝，v13
 －｛RLC｝，v14
 －｛L｝，v15
 －｛RYL｝，v16
 －｛Y｝，v17
 －｛RY｝，v18
 －除，v24
 －｛C｝，v25
 －｛RYC｝．

过河方案图示如下（图1-12中边方向均向右，故省略）：
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图1-12

过河方案有两种，分别是v11
 →v12
 →v13
 →v14
 →v15
 →v16
 →v17
 →v18
 或v11
 →v12
 →v13
 →v24
 →v25
 →v16
 →v17
 →v18
 ．我们也可以说，从初始状态v11
 到最终状态v18
 有两条路径．

在无向图中，一条路径是顶点与边的交替序列v1
 e1
 v2
 e2
 …vn
 ，它以顶点开始，以顶点结束，其中每条边关联于直接在它前面与直接在它后面的这两个顶点；对有向图而言，我们还要求直接关联于每条边前面的顶点和直接关联于该边后面的顶点分别是该边的始点和终点．在简单图中，一条始点为v1
 ，终点为vn
 的路径通常称为v1
 －vn
 路径（通路），也可以用顶点序列v1
 v2
 …vn
 表示．路径中边的条数称为该路径的长度．如果路径中的始点与终点相同，则称该路径为回路．

如果路径v1
 v2
 …vn
 中除始点v1
 和终点vn
 可能相同外，各个顶点都不相同，称这样的路径为简单路径，有时也简称为路．

如图1-13所示，v1
 v2
 v3
 ，v1
 v2
 v6
 v5
 v3
 v4
 和v1
 v2
 v5
 v6
 v1
 均是简单路径，其中v1
 v2
 v5
 v6
 v1
 始点和终点相同，称为简单回路．但是v1
 v2
 v5
 v6
 v2
 v3
 v4
 并非简单路径．
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图1-13

1.3.2　无向图与有向图的连通性

图1-14是建于1690年奥伦治的威廉王迷宫平面示意图．读者可以试试看能否从迷宫外x处到达迷宫中心y或其他任何地方．
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图1-14

一座迷宫是带一些死角和岔口的回廊，如果把死胡同的底端及分岔点作为图的结点，那么连接图的结点的边即可代表相应的回廊，得到图G（如图1-15所示）．如果要想从迷宫外x处到达迷宫中心y处，就是要在图G找一条从x到y的路径．这样的路径是存在的：xbdfgijy．我们称从迷宫外x处到达迷宫中心y是连通的．
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图1-15

定义1.5　在无向图G中，如果顶点vi
 到vj
 存在一条路径，则称顶点vi
 与vj
 连通；如果任意两个顶点vi
 与vj
 是连通的，则称此无向图是连通的，否则称为不连通．

如果图G是不连通的，但图能分解为若干个不相交的连通子图，则称每个连通子图为图G的一个连通分支．在“山峦叠嶂”图1-16（a）中，结点v1
 与v7
 间存在路径v1
 v2
 v3
 v4
 v5
 v6
 v7
 ．我们说v1
 与v7
 是连通的．“月上柳梢头”图1-16（b）是具有两个连通分支的不连通图．
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图1-16

例1　设有6个交换台，每台至少与3个台有直通线路相连，则任两台间都可通话．

解　该问题等价于一个顶点数为6的简单图G中，如果每个顶点的度数至少为3，即deg（vi
 ）≥3，i＝1，2，…，6，则G为连通图．

假设G不连通，则其中必有一连通分支顶点数小于等于3，因此该连通分支（也是一简单图）中的每个顶点的度小于或等于2，与假设deg（vi
 ）≥3，i＝1，2，…，6是矛盾的．

本题可以推广为一般情况：一个顶点数为2n的简单图G中，如果每个顶点的度数至少为n，即deg（vi
 ）≥n，i＝1，2，3，…，2n，则G为连通图．

例2　有村镇若干，任两镇之间都修筑了一条公路，有的两村之间是二级公路，有的两村之间是四级公路．规定汽车只在二级公路上行驶，拖拉机只在四级公路上行驶．问：是否乘坐汽车或拖拉机中的一种车即可到达每一个村子？

分析　同学们可以动手构造以村镇为顶点、公路为边的简单连通图并试着走一走，你会发现坐其中一种车走遍村村寨寨是可以办到的．事实上，简单图G与其补图[image: alt]
 中至少有一是连通的．下面给出简要的证明．

如图1-17是村镇公路示意图，其中实线表示二级公路，虚线表示四级公路．实线和各顶点构成的图为G1
 ，虚线和各顶点构成的图为G2
 ．
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图1-17

证明　（反证法）设G1
 不连通，只欠证G2
 连通．假设G2
 也不连通，则G2
 至少有两个连通分支，设为G21
 ，G22
 ，…，G2ω
 ，ω≥2．任取两个顶点u，v，可能有下述两种情况之一：

（1）若两个顶点u，v同属于G2
 的一个连通分支，设u，v∈G2i
 ，再取顶点w∈G2j
 ，i≠j且i，j∈｛1，2，…，ω｝，则uw∉E（G2
 ），vw∉E（G2
 ），故uw∈E（G1
 ），vw∈E（G1
 ）．

（2）若两个顶点u，v分属于G2
 的两个连通分支，则uv∉E（G2
 ），uv∈E（G1
 ），即任取两顶点在G1
 中总是连通的，与假设G1
 不连通矛盾．得证．

在有向图的连通性中，我们着重要掌握有向图的强连通性．

定义1.6　在有向图G中，如果任意两个顶点vi
 与vj
 （vi
 ≠vj
 ），存在从vi
 到vj
 和从vj
 到vi
 的路径，则称此有向图为强连通的．

有向图G为强连通的，有向图G中存在经过每个顶点至少一次的回路．图1-18为强连通的．

反之，若有向图G中存在一条经过每个顶点（至少一次）的回路，则由定义知有向图G是强连通的．此条判断法则对判断较复杂的有向图是否为强连通的较为方便．

例3　在操作系统中，设某一时刻共有4道程序P1
 ，P2
 ，P3
 ，P4
 在运行，系统的资源r1
 ，r2
 ，r3
 ，r4
 又被运行中的程序所占用：P1
 占有r1
 ，对r2
 ，r3
 提出要求；P2
 占有r2
 ，对r3
 ，r4
 提出要求；P3
 占有r3
 ，对r4
 ，r1
 提出要求；P4
 占有r4
 ，对r1
 ，r2
 提出要求．我们用结点表示系统资源，用有向边表示运行中的程序，并规定：当且仅当占用ri
 的程序Pk
 又对rj
 提出要求时，从结点ri
 引一条有向边指向rj
 ．得资源分配状态图1-19．
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图1-18
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图1-19

在上述情况下，系统资源无法从被占有的状态中释放出来，我们称这个时刻系统处于死锁状态．事实上，当且仅当资源分配图G包含一个至少有两个结点的强连通子图时，系统在该时刻发生死锁．

常见错误

错误命题：对n个结点的无向简单图G，当边数m不小于n－1时，G是连通的．

分析　事实上，对n个结点的无向简单图G，若G是连通的，则边数m不小于n－1；但反之是不成立的．

我们给出一个无向简单图是连通图的充分条件：对n个结点的无向简单图G，若G的边数[image: alt]
 则G是连通图．

我们用反证法来证明上述结论．假设G不连通，不妨设有两个连通分支G1
 ，G2
 ，设G1
 ，G2
 分别有n1
 ，n2
 个结点，有n1
 ＋n2
 ＝n．那么由定理1.2得
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与已知矛盾．故假设不成立，原命题得证．

习题1.3

1．求n个顶点的无向简单连通图边数的范围；如果是n个顶点的有向简单强连通图呢？

2．证明：在n阶简单图中，如果存在一条通过v1
 的回路，则必存在一条长度不大于n的通过v1
 的简单回路．

3．有一座迷宫如下图所示，请画出该迷宫所对应的图，再找一条从进口到中心的行走路线．
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4．设无向连通图G存在一个回路C，e是G中的一条边，去除边e所得图G′（记作G‐e）仍连通吗？

5．有8个人在一起聚会，其中每个人至少同其余人中4个人相互认识．试分析下列结论的正确性：这8个人可以排成一列，使得每个人都与之相邻的人相互认识．

6．无向图中结点间的连通关系是等价关系吗？

7．无向完全图K4
 和K5
 分别有多少条回路？

1.4　图的矩阵表示

图作为一种数学模型在现实世界的不同领域有着广泛的应用，但用图形表示图，尽管形象直观，然而当要表示结点和边的数目很多的图时是很不方便的．为了方便处理较为复杂的图的问题，我们把图看作一个二元关系，引入矩阵表示图．我们正是用矩阵把图存储在计算机里．这一方法不仅为我们用计算机处理规模较大的图的问题提供了可能，而且为使用经典的数学方法研究图开辟了道路．

我们在本节中只研究无重边的图．

1.4.1　图的邻接矩阵

在《集合初步》模块中，我们学习了二元关系的关系图和关系矩阵．如定义在集合M＝｛a，b，c｝上的二元关系R＝｛〈a，b〉，〈b，a〉，〈c，a〉，〈b，c〉｝．关系图如图1-20所示．关系矩阵为[image: alt]
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图1-20

事实上，关系图的邻接矩阵即为二元关系R的关系矩阵A（R）．

定义1.7　设无重边图G＝〈V，E〉，V＝｛v1
 ，v2
 ，…，vn
 ｝，令
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则称矩阵A＝（aij
 ）n×n
 为图G的邻接矩阵．

例1　已知无向图G如图1-21所示，求它的邻接矩阵．
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图1-21

解　无向图G的邻接矩阵B为[image: alt]


从例中可以看出，当给定的图是无向图时，邻接矩阵为对称的；然而当给定的图是有向图时，邻接矩阵并不一定对称．

邻接矩阵A是布尔矩阵，也称0-1矩阵．它的幂M2
 ＝M·M，这里的乘积是指矩阵乘法．下面讨论邻接矩阵的幂Am
 中元素的意义：

当m＝1时，A中的元素aij
 ＝1，说明存在一条边（vi
 ，vj
 ），或者说从vi
 到vj
 存在一条长度为1的通路．

当m＝2时，用[image: alt]
 表示A2
 中的元素，于是[image: alt]
 ，因此当且仅当aik
 和akj
 都为1时，ai
 k
 ·akj
 ＝1，而aik
 ＝1和akj
 ＝1表示存在边（vi
 ，vk
 ）和（vk
 ，vj
 ），即存在一条从vi
 到vj
 的长度为2的通路．所以，[image: alt]
 表示从vi
 到vj
 的长度为2的所有通路的数目．

不难用归纳法证明下述结论，本书从略．

定理1.3　设图G＝〈V，E〉，V＝｛v1
 ，v2
 ，…，vn
 ｝，A是G的邻接矩阵，它的m次幂Am
 中的元素[image: alt]
 表示从vi
 到vj
 的长度为m的所有通路的数目．

例2　求图1-22所示图的邻接矩阵，并指出A2
 中元素[image: alt]
 以及A3
 中元素[image: alt]
 的意义．
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图1-22

解　由图1-23易知邻接矩阵为

[image: alt]


所以有
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在A2
 中元素[image: alt]
 表示从v2
 到v1
 的长度为2的通路的有两条，分别为v2
 v4
 v1
 和v2
 v3
 v1
 ．

在A3
 中元素[image: alt]
 表示从v3
 到v4
 的长度为3的通路的有两条，分别为v3
 v1
 v2
 v4
 和v3
 v2
 v3
 v4
 ．

1.4.2　有向图的可达矩阵

定义1.8　设图G是n阶无重边有向图，V＝｛v1
 ，v2
 ，…，vn
 ｝，令
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则称矩阵P＝（pij
 ）n
 为图G的可达矩阵．

例3　图1-20的可达矩阵为[image: alt]
 ．对于二元关系，有

　　R＝｛〈a，b〉，〈b，a〉，〈c，a〉，〈b，c〉｝

　　R2
 ＝｛〈a，a〉，〈a，c〉，〈b，b〉，〈c，b〉，〈b，a〉｝

　　R3
 ＝｛〈a，b〉，〈a，a〉，〈b，a〉，〈b，c〉，〈c，a〉，〈c，c〉，〈b，b〉｝

传递闭包t（R）＝R∪R2
 ∪R3
 为M＝｛a，b，c｝上的全域关系，其关系矩阵也为[image: alt]


事实上，无重边有向图G＝〈V，E〉的邻接矩阵是结点集V上的二元关系的关系R的关系矩阵，则可达矩阵P即为R的传递闭包t（R）的关系矩阵．因此我们求无重边有向图G＝〈V，E〉的可达矩阵可以转化为求结点集V上的二元关系R的传递闭包t（R）的关系矩阵．下面我们讨论用邻接矩阵的幂矩阵来求可达矩阵的方法．

作矩阵之和

　　Br
 ＝A＋A2
 ＋A3
 ＋…＋Ar
 　　（*）

用bij
 表示矩阵Br
 的元素，易知[image: alt]
 所以bij
 的值表示所有长度小于等于r的从vi
 到vj
 的通路的数量．若bij
 ＞0，则相应图的可达矩阵中pij
 等于1．问题是若bij
 ＝0，只能说明vi
 至vj
 没有长度小于等于r的通路；那么，为得到pij
 ，是否有必要无限制地去增加（*）式中的r的值呢？

事实上，如果我们要得到一个有n个结点的图的可达矩阵，只要算到r＝n就可以了（这个问题我们留给读者，读者可以结合本章1.3节练习第2题去思考）．于是，

　　Bn
 ＝A＋A2
 ＋A3
 ＋…＋An


一列矩阵之和Bn
 已经包含了所有结点之间是否可达的全部信息．若仍以bij
 表示它的元素，那么当bij
 ＞0时表示从vi
 到vj
 存在bij
 条有向通路，否则从vi
 到vj
 不存在有向通路．

这时要求可达矩阵P＝（pij
 ）n
 ，只要当bij
 ＞0时令pij
 ＝1而当bij
 ＝0时令pij
 ＝0即可．

例4　求例题2中图1-22的可达矩阵．

解　A，A2
 ，A3
 已经求出．而且
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把Bn
 中非零元素改为1，得到可达矩阵

[image: alt]


图1-20和1-22均是强连通图，它们的可达矩阵元素全为1．事实上，有向图G＝〈V，E〉是强连通的当且仅当可达矩阵P的元素全为1．

1.4.3　赋权图的邻接矩阵

某城市中六个路口之间的邻接关系图如图1-23所示，边（vi
 ，vj
 ）上的数字称为边（vi
 ，vj
 ）的权，表示连接路口的街道每分钟通过的汽车数量的最大值．
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图1-23

我们称图1-23为赋权图，在实际问题中，边权可以表示距离、时间等各种物理量．我们可以类似定义赋权图的邻接矩阵．

对赋权无向图，如果图中两顶点之间有边相连，在矩阵相应位置写上它们的权数，无边相连的记为“∞”，对角线上记为“0”．

定义1.9　设赋权无向图G＝〈V，E〉，V＝｛v1
 ，v2
 ，…，vn
 ｝，令
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则称矩阵A＝（aij
 ）n×n
 为赋权无向图G的邻接矩阵．

图1-23的邻接矩阵为：

[image: alt]


赋权有向图G的邻接矩阵只要把定义1.9中无向边改成有向边即可．

常见错误

（1）混淆邻接矩阵和可达矩阵．

分析　邻接矩阵反映的是图的结点间的邻接关系，可达矩阵反映的是图的顶点间的连通关系，两者有内在的联系但也有很大不同．

（2）错误说法：图的邻接矩阵均为对称矩阵．

分析　无向图和赋权无向图的邻接矩阵都是对称矩阵．但是对于有向图和赋权有向图，由于边是有方向的，当图含有边〈vi
 ，vj
 〉时，有时不含〈vj
 ，vi
 〉，故有向图和赋权有向图的邻接矩阵一般不是对称的．
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图1-24

如把图的无向边改成有向边，得图1-24，那么图1-24的邻接矩阵为：
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习题1.4

1．写出4阶无向完全图和4阶有向完全图的邻接矩阵和可达矩阵，并分别说明各自邻接矩阵的特点．

2．（1）写出下图的邻接矩阵A，并分别指出第2行元素之和以及第2列元素之和的意义．

（2）求出A2
 ，指出元素[image: alt]
 的含义．
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第2题图

（3）求出A3
 ，指出元素[image: alt]
 的含义．

3．写出下图的邻接矩阵并求出可达矩阵．
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第3题图

4．设顶点集V＝｛v1
 ，v2
 ，v3
 ，v4
 ，v5
 ｝上的二元关系

　　R＝｛〈v1
 ，v3
 〉，〈v3
 ，v4
 〉，〈v4
 ，v3
 〉，〈v2
 ，v4
 〉，〈v4
 ，v5
 〉，〈v5
 ，v4
 〉｝

求R的传递闭包t（R），并指出t（R）与R的关系图的可达矩阵P之间的关系．

5．考察世界上五个大城市：北京v1
 、东京v2
 、纽约v3
 、巴黎v4
 、伦敦v5
 之间的航线距离（以百英里计量）如图所示．写出该图的邻接矩阵．
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复习题

一、选择题

1．给定下列结点度数序列，可构成无向简单图的是（　　）．

A．（1，2，2，4，4）

B．（1，1，3，4，4）

C．（1，2，2，2，3）

D．（2，3，3，3，4）

2．图G＝〈V，E〉，G′＝〈V′，E′〉，G′是G的生成子图，则有（　　）．

A．V′⊆V，E′⊆E

B．V′⊆V，E′＝E

C．V′＝V，E′⊆E

D．V′⊂V，E′⊂E

3．5阶无向图有4条边，则G的补图具有（　　）．

A．5个顶点，4条边

B．4个顶点，5条边

C．6个顶点，4条边

D．5个顶点，6条边

4．已知无向图G的邻接矩阵为[image: alt]
 ，则G有（　　）．

A．5点，8边

B．6点，7边

C．5点，9边

D．6点，8边

5．4个结点的无向完全图与4个结点的有向完全图的边数相差（　　）．

A．4

B．6

C．10

D．16

6．设V＝｛a，b，c，d｝，则与V构成强连通的图的边集为（　　）．

A．E1
 ＝｛〈a，d〉，〈b，a〉，〈b，d〉，〈c，b〉，〈d，c〉｝

B．E2
 ＝｛〈a，d〉，〈b，a〉，〈b，c〉，〈b，d〉，〈d，c〉｝

C．E3
 ＝｛〈a，c〉，〈b，a〉，〈b，c〉，〈d，a〉，〈d，c〉｝

D．E4
 ＝｛〈a，b〉，〈a，c〉，〈a，d〉，〈b，d〉，〈c，d〉｝

二、填空题

1．1736年，瑞士数学家欧拉研究了________问题，发表了图论的第一篇论文，被公认为图论的创始人．

2．某图有6个顶点，各顶点度数之和为24，则该图的边数为_____________．

3．5阶有向完全图的总边数是__________．

4．设图G是n阶图，V＝｛v1
 ，v2
 ，…，vn
 ｝，其可达性矩阵记为P，则P中元素pij
 ＝1的意义是__________．

5．某有向图G＝〈V，E〉，V＝｛v1
 ，v2
 ，v3
 ，v4
 ｝，G的邻接矩阵为A，A3
 中元素[image: alt]
 的意义是____________________．

三、计算题

1．设有向图G＝〈V，E〉，其中V＝｛a，b，c，d，e｝，

E＝｛〈a，b〉，〈b，c〉，〈c，d〉，〈d，e〉，〈a，d〉，〈b，d〉，〈c，e〉，〈b，e〉｝

试画出图G，并求出图G中各顶点度数出度、入度以及度数为奇数的顶点．

2．设有向简单图G的度数序列为2，2，3，3，入度序列为0，0，2，3，试求G的出度序列和该图的边数．

3．有向图G如下图所示．

（1）求G的邻接矩阵A，A2
 ，指出A2
 中的元素[image: alt]
 的含义，并指出相应的通路．

[image: alt]


第3题图

（2）求G的可达性矩阵．

4．有向图G如下图所示．

[image: alt]


第4题图

（1）求G的邻接矩阵A，A2
 ，指出A2
 中的元素[image: alt]
 的含义，并指出相应的通路．

（2）求G的可达矩阵．

5．在一次象棋比赛中，任意两名选手间至多下一盘棋，试分析下述结论：总存在两名选手，他们下过的盘数相同．


第2章　树

2.1　无向树

树是图论中重要的概念之一，它在计算机科学中应用非常广泛．早在1847年，克希霍夫（Kirchhoff）就用树的理论来研究网络．1857年，凯莱（Cayley）在计算有机化学中的同分异构体数目时也用到了树的理论．本节将介绍树的一些基本性质和应用．

2.1.1　无向树的性质

通过图2-1（a）和2-1（b）观察碳氢化合物C4
 H10
 的两个同分异构体的分子结构（其中度数为4的结点代表碳原子，度数为1的结点代表氢原子），并简要说说分子结构图的特征．图2-1（a）和2-1（b）分别代表丁烷和异丁烷．
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图2-1

定义2.1　没有回路的无向连通图称为无向树，简称树，树中度数为1的结点称为树叶，度数大于1的结点称为内点或支点．

图2-2（a）所示的“人”形图和图2-2（b）所示的“星”形图都是树，分别有5片树叶和7片树叶．
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图2-2

观察以上“树”的模型并结合“树”的定义我们可以得到树T的一个重要性质：T是连通的，若T有v个结点和e条边，则e＝v－1．

例1　饱和烃分子形如Cm
 Hn
 ，其中碳原子的价键为4，氢原子的价键为1，且任何价键系列都不构成圈．问：饱和烃分子中氢原子个数n与碳原子个数m有某种必然的联系吗？

分析　我们先分析特殊饱和烃，如m＝1时，根据饱和烃分子的结构要求，知n＝4，得甲烷的分子式CH4
 ，如图2-3（a）所示；同理，m＝2时，n＝6，得乙烷的分子结构式C2
 H6
 ，如图2-3（b）所示．我们猜想n＝2m＋2．
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图2-3

事实上，若把碳原子和氢原子当成结点，把价键当做边，则每个饱和烃分子Cm
 Hn
 结构图都是树，其中有m个结点的度为4；n个结点的度为1；结点数v＝m＋n．因此，[image: alt]
 [image: alt]
 从而有n＝2m＋2．

2.1.2　生成树

有一块稻田被田埂分割成6块（如图2-4（a）所示），稻子快成熟时为促进成熟和方便收割，需把稻田的积水排放完．问：至少需要打通多少田埂才能达到要求．

本问题所对应的图G为无向连通简单图，结点数为10，边数为15．对每一块稻田所对应的圈，只需各去除而且必须去除一条边，得到图G的一个生成子图T，如图2-4（b）所示是一种去边方法．T不存在圈了，因而可以把多余的水全部放完．易见G的一个生成子图T是一棵树，我们称T是G的一棵生成树．而生成树T的边称为树枝，树枝数为10－1＝9；G不在T中的边称为T的弦，相应的弦数为15－9＝6．故当破除6条田埂后，水可以全部放完．
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图2-4

生成树是图的一个重要研究对象．如图2-5所示，图（b）和（c）都是图（a）的生成树．

一个连通图的不同生成树往往是很多的．不难列出K3
 （为方便讨论，假定结点均已标记，本节下同）的3棵不同的生成树，这里的不同，不是指不同构，而是指标记不同；K4
 有16棵不同的生成树．事实上，凯莱在1889年证明了Kn
 有nn－2
 棵不同的生成树．照此计算，K10
 的生成树数目竟达1亿棵之多．要穷尽一个连通图的所有生成树经常是不易办到的，但要找其中的一两棵生成树还是不难的．
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图2-5

2.1.3　最小生成树

下面我们讨论一个很有实用意义的问题：赋权图的最小生成树问题．

先来看一个实例．

在一个新建的城市中，煤气厂必须供应煤气经n个住宅区，需要铺设煤气管道．例如，在图2-6中，A表示煤气厂，B，C，D，E，F，G表示各个住宅区，煤气管必须沿着图中所示线路铺设，每条线路上的数字为相应边的权，在此表示铺设煤气管的费用．现在问怎样铺设煤气管道，使煤气能供应给各个住宅区，且费用最小．
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图2-6

这个问题可以归结为在赋权连通图中找一棵生成树T，使T中各边的边权之和最小，也称这样的生成树T为最小生成树．

求最小生成树算法很多，下面介绍两种．

（1）避圈法．该算法由克鲁斯卡尔（Kruskal）于1956年首先提出，故也称克鲁斯卡尔算法．

先把该算法的基本思想叙述如下：

设G是具有n个结点、m条边的无向连通赋权图（在现实情况下一般是简单图）．首先，将G中的m条边按权由小到大顺序排列，不妨设顺序为e1
 ，e2
 ，…，em
 ，然后将G中权最小的边e1
 作为所求生成树的一条边．

再取余下边中权最小的边e2
 作为所求最小生成树的一条边．

再取G中余下边中权最小的边e3
 ，这时检查一下，e1
 ，e2
 ，e3
 是否构成回路，如果不构成回路，则将边e3
 作为所求最小生成树一边，否则将e3
 删去．

继续取G中余下边中权最小的边e4
 ，检查一下e4
 与前面作为最小生成树的边是否构成回路，如果不构成回路，则将边e4
 作为所求最小生成树的一边，否则将e4
 删去……如此不断地取G中余下的权最小边，不断检查它们是否构成回路以决定取舍，直到取到n－1条边为止．

按照避圈法，图2-5的最小生成树有两棵．如图2-7所示．
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图2-7

树权W（T）＝1＋1＋2＋2＋3＋4＝13．

（2）破圈法．1975年，管梅谷教授在《数学的认识与实践》上提出求最小生成树的破圈法．设G是无向连通赋权简单图，若G不是树，则G中必有回路．我们删去G中含有某回路内权最大的一条边，所得图记为G1
 ，G1
 是G的连通生成子图．下一步，若G1
 不是树，又从G1
 的某回路内删去权最大的一条边，如此下去，最后不能按上述方式删边时，得到的树T便是G的一棵最小生成树．

按照破圈法，我们依次删去边cf，df，af，ce，cd后求得图2-8（a）的一棵最小生成树如图2-8（b）所示．
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图2-8

常见错误

错误命题：对无向图G，若G有v个结点、e条边且满足e＝v－1，则G是一棵树．

分析　“边数为顶点数减1”并非树的本质特征．如图2-9所示，该图既非连通图，又含有回路，却满足“边数为顶点数减1”．
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图2-9

习题2.1

1．设无向树中有11片树叶，1个3度结点，2个4度结点，其余都是5度结点，求5度结点的个数．

2．在下图中找出至少三棵生成树．
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第2题图

3．某地搞特色产业，要兴建6个工厂，拟修建道路连接这6处，经勘探其道路可以如下图的无向边铺设．为使这6个工厂都有道路相连，问至少要铺多少条路？总长度最短为多少？
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第3题图

4．某省为促进经济的发展，拟建造连接8个城市的铁路网络，已知城市之间的直达铁路的造价如下图所示．请设计一个总造价为最少的铁路网络．

[image: alt]


第4题图

2.2　有向树

2.2.1　有向树

有向树也许是图论中使用最广泛的一类图形，特别是在计算机科学中数据库的构造以及语言的编译方面用途极广．

例1　有p1
 ，p2
 ，p3
 ，p4
 和p5
 5个程序，它们之间调用关系如下：p1
 能调用p2
 ，p2
 能调用p3
 ，p2
 能调用p4
 ，p5
 能调用p4
 ．我们用图2-10来表示这种调用关系．
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图2-10

图2-10是有向树．一个有向图，如果它是一棵树，边的方向可以是任意的，则这个有向图称为有向树．

2.2.2　根　树

公司的组织结构图就是一个根树的实际例子，如图2-11所示，其中结点表示各级职务，结点连线表示直属上下级关系．因为有向边的方向都是自上而下的，故省略边的方向也不会引起误解．

定义2.2　满足以下条件的有向树T称为根树：

（1）T中有且仅有一个入度为零的顶点，称这个顶点为根．

（2）除根外，T中其他顶点的入度都为1．
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图2-11

例如，图2-12所示的图为根树，顶点a是根．在画根树时，经常将根画在最上面，并使树中各有向边的箭头朝下，为了方便，我们约定把根树各边的方向省略．
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图2-12

图2-12所示的根树T中，ab是T中的一条有向边，如果a是起点，b是终点，则称a是b的父亲，b是a的儿子．

这些术语自然让人想到家谱就是一个树形图．

在根树T中，出度为零的点称为树叶，T中其他顶点称为内点或支点．

例如，在图2-12中e，f，c，g，i，j，k是树叶，a，b，d，h是内点．

在根树中，我们称根a的层次为1，根a的儿子b，c，d的层次为2，其余结点依此类推．树T中结点的最大层次称为T的深度．在图2-12中，e，f，g，h，i的层次为3，j和k的层次为4，T的深度为4．

T中有一条以a是起点，k为终点的有向通路，则称a是k的祖先（前驱），k是a的后代（后继）．事实上，在图2-12中，除根a本身外所有结点均是根a的后代．对在T中的除根a以外的任一结点v，称v及其后代导出的子图T′为T的以v为根的子树，简称根子树．在图2-12中，结点集｛h，j，k｝和｛d，g，h，i，j，k｝各自导出的子图分别是以h和d为根的子树．所谓｛d，g，h，i，j，k｝的导出子图，就是以两端点均在｛d，g，h，i，j，k｝中的边为边集的T的子图．

例2　明清四大小说之首《红楼梦》的开头，有一张描写荣国府中主要人物之间的关系表，如果将每个人用一个结点来表示，并且在父子之间连一条边，便得到一棵根树，如图2-13所示．
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图2-13

2.2.3　有序树

例如，为了用图2-14所示的根树准确地表示代数式ab－c（d＋e/f）．我们规定树中的叶表示参加运算的元素，分支点表示相应的运算，运算的次序是先左后右，自下而上．这样，同一层次上的结点次序不能互换．

在根树中，有时需要考虑同一层上结点的次序（一般而言顺序从左到右）．规定了每一层上的结点的次序的根树称为有序树．
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图2-14

例3　若有8枚硬币，其中仅一枚比其他硬币稍轻，其余7枚重量相同．现要求以天平为工具，用最少的比较次数挑出轻币来．

解　设8枚硬币分别为a，b，c，d，e，f，g，h．可用如图2-15所示的有序树来表示判断过程．其中如果内点有两个儿子，左儿子和右儿子分别是天平右倾（左轻）和左倾（右轻）产生的结果；其中如果内点有三个儿子，三兄弟分别是天平右倾（左轻）、平衡（等重）和左倾（右轻）产生的结果．

从图2-15中可知，只需称两次即可挑出轻币．
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图2-15

例4　用图2-16所示的有序树给出了一个对大小不同的三数进行排序的方法．
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图2-16

上述例3以及例4描述的有序树每个内点都对应着一次决策，这些顶点的子树都对应着该决策的每种可能结果，这样的有序树称为决策树，它的每一片叶子都对应一个解，从根到叶的一条路对应于一个解决过程的执行，所有可能的解决路的集合构成一个决策树．

定义2.3　在有序树T中，如果各个顶点至多有n个儿子，则称T为n叉树，如果各个顶点的儿子数都是n或零，则称T为完全n叉树．

例如图2-17（a）为四叉树，图2-17（b）为完全三叉树．
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图2-17

定理2.1　设T是完全n叉树，T有k个内点，t片树叶，则

　　[image: alt]


特别当n＝2时，k＝t－1，这说明在完全二叉树中，内点数比树叶少1．

实际上，对完全n叉树，边数为nk，顶点数为k＋t，于是有

　　k＋t＝nk＋1

例5　若有一棵9片树叶的完全3叉树，求这棵完全3叉树的内点数？

解　这棵完全3叉树有9片树叶，应用定理2.1（即t＝9）有

　　[image: alt]


所以，9片树叶的完全3叉树有4个内点，图2-17（b）一棵9片树叶的完全3叉树，内点数为4．

例6　假如有一台计算机，它有一条加法指令，可计算3个数之和．如果需求9个数之和，问至少要执行几次加法指令？

解　设9个数分别为a，b，c，d，e，f，g，h，i，把9个数看成树叶，将表示3数之和的结点作为它们的父结点．这样本问题可以理解为求一个完全三叉树的分支点的个数问题．

由定理知，[image: alt]
 所以要执行4次加法指令．

读者可以思考有多少种可能的顺序．图2-18表示了两种可能的顺序．
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图2-18

常见错误

错误命题：对有序树，同一层次上的结点不必考虑结点次序．

分析　有序树是一种规定了结点次序的有向树，结点存在次序恰是有序树的一个重要的方面．如图2-19是一棵表达式2叉树，如果不规定结点次序，则不能确定相应表达式为a－b还是b－a．
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图2-19

习题2.2

1．完全二叉树有6个内点，则有_________片树叶．

2．已知有一棵9片树叶的完全三叉树，回答下列问题：

（1）有几个内点？

（2）此完全三叉树唯一吗？如果不唯一，请构造两棵．

3．证明在完全二叉树中，边数m＝2（t－1），其中t为树叶数．

4．证明完全三叉树有奇数片树叶．

5．假设n个人参加围棋巡回赛，若一个选手输掉一盘就遭淘汰，而且比赛要进行到只有一位参加者还没有输过为止，请利用这个巡回赛的根树模型来确定为了决出冠军必须下多少盘棋．

6．求表达式a×b－｛c÷（d－e）＋f｝所对应的二叉树．

7．根据简单有向图的邻接矩阵，如何确定它是否是根树？如果是根树，如何确定它的根和叶．

8．（3x＋1问题）是20世纪30年代汉堡大学的卡拉兹提出的一个至今仍无人能够证明或反驳的猜想：任给一个自然数，若该数为偶数时则除以2，为奇数时则乘以3加上1再除以2，如此进行，则经过若干步运算，最终结果必然为1．东京大学的永内达用计算机检验了所有不超过240
 的自然数，结果都符合卡拉兹猜想．试取48，52，53，160四个数，用有向树来表示这一过程．

2.3　二叉树的应用

2.3.1　二叉树

二叉树是一种重要的树形结构．它是每个结点最多有两个子树的有序树，因而其子树有左右之分，不能随意颠倒．如图2-20所示是一棵以a为根的二叉树，根的两棵子树从左到右依次称为左子树和右子树．
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图2-20

在二叉树的第一层上，只有1个根结点，在第二层上最多有2个结点，在第三层上最多有22
 个结点……以此类推，不难得知第i层最多有2i－1
 个结点，一棵深度为i的二叉树最大结点数为1＋2＋4＋…＋2i－1
 ＝2i
 －1．

2.3.2　前缀码

二进制编码是指用一些二进制序列来表示某种信息，一个二进制序列称为一个码字，由码字组成的集合称为码，下面介绍分组码和前缀码．

分组码是常用的一类编码形式，在分组码中，每一个码字都是位数相同的二进制序列．例如，要对26个英文字母进行编码，如果采用分组码，则用5位二进制序列来表示一个英文字母，可以用00000表示a，00001表示b，…，11001表示z，在接受端每收到一个5位二进制序列就能确定一个字母．这样做虽然简单但不能满足快速的要求，由于各个英文字母使用的频率不同（大量统计表明，在各类英文单词中，字母e出现次数最多，而字母q，z等出现的次数较少），自然希望用较短的二进制序列去表示使用频繁的英文字母，用较长的二进制序列去表示使用较少的英文字母．然而用不同长度的二进制序列表示英文字母，会使接受端难以将一长串二进制序列分隔成有唯一可能的英文字母．例如若用00表示y，10表示e，11表示s，001表示n，011表示o，则当接收端得到001011时，将无法确定它表示yes，还是表示no．

为了使编码能够做到快速而又准确，我们用完全二叉树来解决这个问题．在一棵完全二叉树中，我们特作如下规定：

①把每一个顶点引出去的左枝（左面那条边）标记0，右枝标记1；

②把从根到每一片树叶所经过的边标记串作为这片树叶的标记．

由这些树叶的标记作为码字构成的集合称为前缀码．如图2-21所示，集合｛000，001，01，10，11｝是前缀码．
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图2-21

容易看到，在前缀码中，没有一个码字是另一个码字的前面部分，使用前缀码就能分辨出长短不一的二进制序列．这是由两点决定的：

①根到树叶的每一个有向通路互不相同；

②每一个顶点不可能既是树叶又是内点．比如若001是一片树叶的标记，那么00就不可能是树叶的标记．

例如，对于图2-21所示的前缀码，当接受到的信息为001011000011，则可分隔成：001，01，10，000，11，且这种分隔是唯一的．

例1　收报机滴滴作响，我军收到司令部来电，电码抄收如下：111011100110100101010000001000101010000101．我司令部的保险柜中有一张树密码图如图2-22所示，它有8片树叶，从左到右依次是a，f，g，h，i，n，x，z．如果你是收报员，试以最快的速度破译之．

[image: alt]


图2-22

解　从根到a叶的唯一轨上的码为000，称为此叶的前缀码，写成

　　a＝000

同理

　　f＝001，g＝010，h＝011，i＝100，n＝101，x＝110，z＝111

所以从此树唯一确定出电码译文：ZhiXingA FangAn（执行A方案）．

由于你的快速译码，尽管敌军可能也同时收到一电码，但没等敌方破译出我方密电内容，我军已行动在先，一举打垮了敌军．

密码要具有己方易于翻译，敌方难以破译的特点．我们介绍的只是一种很简单的密码，在实际使用中，还必须再予“加密”才能增加保密性．历史上，由于密码被敌方破译而吃败仗的例子很多，例如第二次世界大战中，日军海军司令山本五十六大将偷袭中途岛美军的部署密电被美军破译，美军事先在中途岛海面设下埋伏，一举击沉日军“赤城”、“加贺”、“苍龙”和“飞龙”四艘航空母舰，日本海军从此一蹶不振．之后，山本五十六到南太平洋督战的密电又被美军破译，他的专机遭到美军事先准备好的大批战斗机的截击，山本五十六葬身鱼腹．

保密通信自古有之，相传安徽省凤阳县农民朱元璋等人于中秋节前夕把“杀鞑子”的纸条包在月饼里，号召各家各户杀掉统治汉人的鞑子，后来朱元璋果真推翻元朝统治，建立了明朝，自称明太祖．又一传说云，北宋年间，辽国奸细王钦若打入宋朝内部“卧底”，官至“枢密使”，辽国在送密信给王时为了逃避路上的盘查，竟把藏书人的大腿切开，把密件腊丸塞入大腿的肌肉里，等腿伤痊愈后，再去宋朝．见到王钦若，此人把腿切开，把密件交王执行！当年人们的数学水平低，传输技术差，竟用这般落后乃至野蛮的方式来传递密件．

2.3.3　最优树与最优树的形成

下面介绍如何构造一棵完全二叉树，使26个英文字母的编码最佳．

设给定了各字母的使用概率为p1
 ，p2
 ，…，p26
 ．所谓最佳，就是需求一棵有26片树叶，其权分别为p1
 ，p2
 ，…，p26
 的完全二元树，使各码字的长度的数学期望[image: alt]
 最小，其中Li
 是树根在第i片树叶通路的长度（即通路中所含边数）．因此对于寻求26个英文字母的最佳前缀码问题，我们将通过下述定义化归为求一棵树叶权为p1
 ，p2
 ，…，p26
 的最优树的问题．

一般地，如果一棵完全二叉树的t片树叶分别带有权w1
 ，w2
 ，…，wt
 ，称这样的树T为带权树，定义树权[image: alt]
 ，其中Li
 是指由树根到第i片树叶的通路长度．如果一棵树叶权为w1
 ，w2
 ，…，wt
 的完全二叉树有最小的权，则称此完全二叉树为最优二叉树．以下所涉及最优树均指最优二叉树．

1952年，哈夫曼（Huffman）给出了求最优树的算法．他的基本思想是：如图2-23所示，从一棵树叶权为w1
 ，w2
 ，w3
 ，…，wt
 的最优树T可得到一棵树叶权为w1
 ，w2
 ，…，wt
 的最优树，其中树叶权为从小到大顺序排列，即w1
 ≤w2
 ≤…≤wt
 ．因此，画一个有t片树叶的最优树可简化为求有t－1片树叶的最优树；画一个有t－1片树叶的最优树可简化为求有t－2片树叶的最优树……以此类推，最后可简化为求两片树叶的最优树．由于仅有两片树叶的完全二元树是唯一的，所以一定是最优树．

下面介绍哈夫曼最优树的形成．

如果T是有t片树叶的带权完全二元树，t片树叶的权分别为w1
 ，w2
 ，…，wt
 且w1
 ≤w2
 ≤…≤wt
 ．

①连接以w1
 ，w2
 为权的两片树叶，得一分支点，其权为w1
 ＋w2
 ；

②在w1
 ＋w2
 ，w3
 ，…，wt
 中选出两个最小的权，连接它们对应的顶点（不一定都是树叶），得分支点及所带的权；

③重复步骤②，直到形成t－1个分支点，t片树叶为止．
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图2-23

例2　求树叶权为1，2，3，4，5的最优树，并计算树权．

解　步骤如下：

①先将树叶权由小到大排列：1，2，3，4，5．

②然后把权最小（1，2）两片树叶“合成”一片树叶，并赋以权1＋2＝3，如图2-23（a）所示．

③再把“合成”的树叶与未经过处理的树叶中权最小（3，3）的两片树叶，再“合成”为一片树叶，并赋以权3＋3＝6，如图2-24（b）所示．

④接着再把“合成”的树叶与未经过处理的树叶中权最小（4，5）的两片树叶，再“合成”为一片树叶，并赋以权4＋5＝9，如图2-24（c）所示．

⑤最后只留下两片树叶，将它们“合成”后，即得最优树，如图2-24（d）所示．

该最优树的树权
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图2-24

例3　在通信中，0，1，2，3，4，5，6，7出现的频率如下：



	0：30％，
	1：20％



	2：15％，
	3：10％



	4：10％，
	5：6％



	6：5％，
	7：4％




求传输它们的最佳前缀码．

分析　如果不要求节省二进制数字，用长为3的码字（如000传0，001传1，…，111传7）传输按上述比例出现的数字1000个，要用3000个二进制数字．如果用最佳前缀码传输会节省二进制数字．

解　取w1
 ＝4，w2
 ＝5，w3
 ＝6，w4
 ＝10，w5
 ＝10，w6
 ＝15，w7
 ＝20，w8
 ＝30为8个树叶权，用Huffman算法求最优2元树．所求2元树T如图2-25所示．

[image: alt]


图2-25

树T是带权w1
 ＝4，w2
 ＝5，w3
 ＝6，w4
 ＝10，w5
 ＝10，w6
 ＝15，w7
 ＝20，w8
 ＝30的最优2元树．带权为wi
 的树叶vi
 对应的码字传输出现频率为wi
 ％的数字，即



	11传1，
	101传4



	01传0，
	0001传5



	001传2，
	00001传6



	100传3，
	00000传7




2.3.4　遍历二叉树

已知图2-26（a）所表示的二叉树代表某一个算式，你能正确写出该二叉树代表的算法表达式并求其值吗？

　　÷（＋（×（＋a（×bc）d）e））（×fg）
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图2-26

上述问题实质上是一个遍历二叉树的问题．遍历二叉树是指以一定的次序访问二叉树的每一个结点，且每一个结点仅被访问一次．这里说的访问，是指对结点进行诸如标记、信息输出等操作．遍历二叉树的过程，实际上是按某种规律把二叉树的结点排成序列．

二叉树的常见遍历方式主要有中序遍历、前序遍历和后序遍历．

（1）中序遍历法

其访问次序为：左子树，树根，右子树．

对于图2-26（b）所示的二叉树，按中序遍历法，遍历结果为：

　　（（a＋（b×c））×d＋e）÷（f×g）　　　①

按图所示给各字母赋值，结果为2．

（2）前序遍历法

其访问次序为：树根，左子树，右子树．

对于图2-26（b）所示的二叉树，按前序遍历法，遍历结果为：

　　÷（＋（×（＋a（×bc）d）e））（×fg）　　　②

我们规定，对于算式②，每个运算符与它后面紧邻的两数进行运算．这样即使我们去除式中所有括号（如③式），仍不会发生误解，仍能还原为①式，从而得到正确结果．这个优点是中序遍历法所不具有的．这种运算符在参加运算的两数之前的算法称为前缀符号法．

　　÷＋×＋a×bcde×fg　　　③

（3）后序遍历法

其访问次序为：左子树，右子树，树根．

对于图2-26（b）所示的二叉树，按后序遍历法，遍历结果为：

（（（a（bc×）＋）d×）e＋）（fg×）÷　　　④

我们规定，对于算式④，每个运算符与它前面紧邻的两数进行运算．这样即使我们去除式中所有括号（如⑤式），一样不会发生误解，仍能还原为①式，从而得到正确结果．这种运算符在参加运算的两数之后的算法称为后缀符号法．

　　abc×＋d×e＋fg×÷　　　⑤

⑤式的还原为①式的过程示意如下：

[image: alt]


常见错误

（1）值得注意的是，对例2，如图2-27所示二叉树并非是最优二叉树，因为新合成的权为6的树叶与权为4和5的树叶比较大小后应该先把权为4和5的树叶进行合成．
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图2-27

该二叉树的树权
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（2）二叉树按中序遍历所得遍历列不加括号，以致引起歧义．如把图2-26（b）所对应的二叉树的中序遍历列写成

　　a＋b×c×d＋e÷f×g

则不能得到正确结果．

习题2.3

1．用哈夫曼算法求树叶权为2，3，5，7，8的最优树T，并回答：

（1）T的权为多少？

（2）T中有几片树叶，几个二度顶点，几个三度顶点，几个四度顶点？

（3）T的深度为多少？

2．试画出树叶权为2，4，6，8，10的最优树，并求出此最优树的权．

3．试画出树叶权为1，2，4，5，6，12的最优树，并求出此最优树的权．

4．写出下图所示二叉树所产生的前缀码．
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第4题图

5．试给出如右图所示表达式二叉树的前序遍历列、中序遍历列与后序遍历列．
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第5题图

复习题

一、选择题

1．下列哪种说法描述的可能不是树（　　）．

A．G中任意两点有且仅有一条通路相连

B．G是连通的．在G中任意删去一条边，则变成为不连通图

C．G中无回路．G中任意两个不邻接的结点中添加一条新边，则构成的图包含唯一回路

D．G有n个结点，n＋1条边

2．设T是一棵完全三元树，T有6个内点，则T有（　　）片树叶．

A．10片

B．11片

C．12片

D．13片

3．下列（　　）不是二叉树所确定的前缀．

A．A＝｛1，01，001，000｝

B．B＝｛1，01，111，0111｝

C．B＝｛10，000，010，011，111｝

D．D＝｛10，001，010，011，110｝

二、填空题

1．共有三个内点的有向树中，如果各个内点的儿子数分别为1，2，4，则T称为________元树．

2．设T是根树，如果T中有一条以a是起点、b为终点的有向通路，则称a是b的_________，b是a的__________．

3．若树T有5条边，则树有__________个顶点．

4．根树T中树根的层次为__________．

5．根树T中，出度为____________的点称为树叶．

三、计算题

1．在乒乓球单打比赛中采用淘汰制，即一名选手如果在一场比赛中失败就被淘汰．现有8名选手参加比赛来决出冠军，试用图来表示这一过程，并回答共需进行多少场比赛．如果有n名选手参加比赛呢？

2．求如下图所示带权图的最小生成树，并计算树权．
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第2题图

3．画一棵带权为0.5，1，2，3.5，4，5，6.8的最优二元树，并计算它的权．

4．设7个符号在通信中出现的频率如下：



	a：35％
	b：20％
	c：15％
	d：10％



	e：10％
	f：5％
	g：5％
	




试编一个最优前缀码，画出相应的最优二元树．问传送1000个符号，需要多少个二进制位？

5．试给出如下图所示表达式二叉树的前序遍历列、中序遍历列与后序遍历列．
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第5题图

6．某城市拟在6个区之间假设电话网，其网点间的距离如下赋权图邻接矩阵给出：
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试设计架设线路的最佳方案，请画出图并计算出线路长．


第3章　特殊的图

3.1　欧拉图

我们在本节中首先提一个与哥尼斯堡七桥问题类似的问题：宁波城市中心三江口附近有七座桥，它们贯通了海曙、江东和江北三大行政区，如图3-1（a）所示．假如某游客骑自行车从江东出发，能否经过每座桥恰好一次最后再回到江东？（不考虑经过图中七桥之外的其他桥的情况）

我们把海曙、江东和江北3个区抽象成3个结点，把桥用连接2个区的相应边来表示，如图3-1（b）所示．实践证明，从江东（江北）骑车出发，经过每座桥恰好一次最后将来到江北（江东），但不能回到原出发地．也就是说，图3-1（b）可以以结点“江东（江北）”为始点，笔不离纸且不重复边地一笔画成，终结点为“江北（江东）”．

3.1.1　欧拉图的充要条件

我们不妨循着欧拉的思维轨迹来仔细考察可一笔画图形的结构特征．我们可以发现，凡是能用一笔画成的图形，都有这样一个特点：每当你用笔画一条线进入中间的一个点时，你还必须画一条线离开这个点．否则，整个图形就不可能用一笔画出．也就是说，单独考察图中的任何一个点（除起点和终点外），它都应该与偶数条线相连；如果起点与终点重合，那么，连这个点也应该与偶数条线相连．
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图3-1

在哥尼斯堡七桥问题的图1-1中，B、C、D3点分别与3条线相连，A点与5条线相连．连线都是奇数条．因此，欧拉断定：一笔画出这个图形是不可能的．也就是说，不重复地通过7座桥的路线是根本不存在的！真可谓“人们跑断腿，不如欧拉一张图”．

三江口七桥问题情况比哥尼斯堡七桥问题好多了．图3-1（b）存在通过图中各边一次且仅一次的通路，比如e1
 e2
 e3
 e4
 e5
 e6
 e7
 ．

如图3-2，哪些图形存在恰好通过每边一次的通路（可以一笔画）？

容易验证，图3-2（a）中可以从任意一点出发一笔画成，且回到出发点，每个结点进出的次数一样；图3-2（b）也可以一笔画成，但必须从结点v1
 或v2
 出发，且若由结点v1
 （v2
 ）出发，则终止于结点v2
 （v1
 ），中转点进出次数一样．图3-2（c）不能一笔画．

为叙述方便，我们给出如下定义：

定义3.1　如果图中存在一条通过图中各边一次且仅一次的通路，则称此通路为欧拉通路，具有欧拉通路的图称为半欧拉图．如果图中存在一条通过图中各边一次且仅一次的回路，则称此回路为欧拉回路，具有欧拉回路的图称为欧拉图．
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图3-2

图3-2（a）是欧拉图，图3-2（b）是半欧拉图，欧拉图和半欧拉图均可一笔画成．图3-2（c）既不是欧拉图也不是半欧拉图，不能一笔画成．

欧拉在1736年有关哥尼斯堡七桥问题的论文中提炼出了一条简单的准则，严格论证了哥尼斯堡七座桥问题是不能解的．下面我们以定理的形式来阐述如何判定一个图是欧拉图或是半欧拉图．

定理3.1　一个无向连通图是欧拉图的充分必要条件是图中各点的度数为偶数．一个无向连通图是半欧拉图的充分必要条件是图中至多有两个奇数度点．

半欧拉图可能有零个或两个奇数度顶点．当半欧拉图G没有奇数度点时，则G为欧拉图．

例1　判定图3-3中（a），（b）能否一笔画成．
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图3-3

解　用定理3.1进行判别．

蝴蝶结（图3-3（a））、皇冠（图3-3（b））中奇数度结点个数为0个，所以由定理3.1，两图均为欧拉图，所以均能一笔画成．

请读者画一画，看从某点出发的欧拉回路有几条．

例2　如图3-4所示，有4个村庄的地下各有一个防空洞甲、乙、丙、丁，相邻两个防空洞之间有地道相通（图中箭头表示地道）．问：能否从某一个防空洞开始，每个地道恰好走一次后回到防空洞？
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图3-4
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图3-5

解

对防空洞和地面用结点表示，地道用边来表示，当且仅当两防空洞（防空洞与地面）之间存在一条地道时相应结点间连一条边，得无向图3-5．本题转化为判断图中是否有欧拉回路的问题．

由图3-5可知甲、乙、丙、丁4个结点的度数均为奇数，根据定理3.1，从某一个防空洞开始，每个地道恰好走一次后回到防空洞是办不到的．

例3　邮递员从邮局出发沿邮路投递邮件，其邮路图如图3-6所示．试问：是否存在一条投递路线是邮递员从邮局出发通过所有路线而不重复且最后回到邮局？
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图3-6

解　图中各点度数都是偶数，由定理3.1知道这样的投递路线是存在的．如以结点序列表示的一条欧拉回路：abcdefghicegibjhkflda．

这样的投递路线是很多的，读者可以自行再找几条．

3.1.2　中国邮路问题

1960年，我国数学家管梅谷先生首次提出中国邮路问题并对之进行了研究：邮政局一位邮递员选好邮件骑摩托车去投递，局长要求他把辖区内每个街道都要至少投递一次，且尽快返回邮局．请为这位邮递员设计一个投递路线．

若图中各结点度数为偶数，则该图为欧拉图，可从图中一点出发，经过图中各边一次回到出发点．如例3．

但图中往往存在一些结点度数为奇数，为此要在某些边上走两次，这就相当于新增了一些边，图中所有奇度结点均要增加一条边，此时又可能使原来的偶度结点变成奇度结点，因此也要相应地新增一些边，其原则是保证新增边的距离最短．此问题解法有一个充分条件：

①无多余边；

②对于每一回路中新增边的总长度不超过此回路总长度的一半．

例4　设邮递员投递区如图3-7所示，图中权值为街道长度．问：从邮局a出发，如何以最短路径走遍全区各街最后回到邮局？
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图3-7
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图3-8

解

图3-7中a和f是奇度结点，需要新增边．如图3-8所示，此时结点b和e变成奇度，需要新增边，此时有三种连接方法．

为计算方便，我们先把各回路的长度求出．回路bdecb总长度为：120＋160＋80＋100＝460；同理可得，回路bceb总长度为380；回路bdeb总长度为480．各连接方案为：

①连接结点b和d，d和e，如图3-9所示。
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图3-9
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图3-10

新

增边的总长度为280，大于回路bdecb总长度的一半，也大于回路bdeb总长度的一半．故不能按本图的方法来新增边．

②连接结点b和c，c和e，如图3-10所示。

新增边的总长度为180，小于回路bdecb总长度的一半，也小于回路bceb总长度的一半．故按本图的方法来新增边可满足题目要求．此时从邮局出发走遍全区各街再回到邮局的最短路径为abcefedbecba．

③连接结点b和e，如图3-11所示。

新增边的总长度为200，尽管小于回路bdeb总长度的一半，但大于回路bceb总长度的一半．故不能按本图的方法来新增边．
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图3-11
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第1题图

习题3.1

1．指出下图中哪些是欧拉图，哪些是半欧拉图？若是半欧拉图，指出其起点和终点．

2．当n取什么值时，无向完全图Kn
 是欧拉图？请先从n＝3，n＝4，n＝5，n＝6四种特殊情况来考虑，得出一般结论后再加以证明．

3．请在下图中添加一条边或一些平行边，使之成为欧拉图．
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第3题图

4．画一个无向简单图，使它成为欧拉图，并且有：

（1）奇数个顶点，奇数条边；

（2）偶数个顶点，偶数条边；

（3）奇数个顶点，偶数条边；

（4）偶数个顶点，奇数条边．

5．下图是一幢房子的平面图形（图中箭头表示门），前门进入一个客厅，有客厅通向4个房间．如果每扇门只能进出一次，现在你由前门进去，能否通过所有的门走遍所有的房间和客厅，然后从后门走出？

6．若一个有向图G是欧拉图，它是否一定是强连通？若一个有向图G是强连通的，它是否一定是欧拉图？成立说明理由，否则举反例说明．

7．对哥尼斯堡七桥问题，如果提议再建一些桥，最少建几座？建在何处，才能使每桥恰过一次又能返回出发点？

3.2　汉密尔顿图

汉密尔顿图起源于周游世界问题，从表面上看，它和哥尼斯堡七桥问题十分相似．1857年，爱尔兰著名数学家威廉·汉密尔顿爵士发明了一种注册为“周游世界”的玩具，在正十二面体的20个顶点上分别标注了北京、柏林、华沙等20个城市名，要求从其中某一个城市出发，沿正十二面体的棱前进，每城只到一次，再返回出发地．汉密尔顿爵士把该项专利卖给一个玩具商，得酬金25个金币．但该玩具销路并不好，因为要玩好它必须有较佳的数学素质．图3-12尽管不是正十二面体，不过它反映了正十二面体顶点间的邻接关系，我们关心的是能否“周游世界”，至于游走时所经路线的形状与长度，则不是我们感兴趣的．这是分析问题时抓住主要矛盾的方法．
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第5题图
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图3-12
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图3-13

3.2.1　汉密尔顿图及其充分条件

图3-12中这样的一条回路是存在的，图中实线就给出了一个经过每个顶点一次且一次最后回到起点的回路．我们很高兴“周游世界”成功，而且线路不是唯一的，读者可以试着找找看．

定义3.2　如果图G中存在一条通过图G中各个顶点一次且仅一次的通路，则称此通路为图G的汉密尔顿通路．若存在一条回路，经过图中的每个结点恰好一次，这条回路称为汉密尔顿回路．具有汉密尔顿回路的图称作汉密尔顿图．

例1　今有a，b，c，d，e，f，g7人，已知下列事实：a会讲英语；b会讲英语和汉语；c会讲英语、意大利语和俄语；d会讲日语和汉语；e会讲德语和意大利语；f会讲法语、日语和俄语；g会讲法语和德语．试问：这7个人应如何排座位，才能使每个人和他身边的人不用借助翻译可以相互交谈？

解　设无向图G＝〈V，E〉如图3-14所示，其中

　　V＝｛a，b，c，d，e，f，g｝

　　E＝｛（u，v）｜u，v∈V且u和v有一种共同语言｝
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图3-14

图G是连通图，且存在汉密尔顿回路：abdfgeca．按照此回路的结点次序将7人围成一圆桌，即可达到每个人能与两边的人交谈的目的．

对判断任意图G是否为汉密尔顿图，目前还没找到充要条件．这是图论的难题之一．下面介绍图G是汉密尔顿图的充分条件．

定理3.2（充分条件）

（1）设图G是具有n个顶点的无向简单图，如果G中任意两个不相邻顶点的度数之和不小于n－1，即deg（vi
 ）＋deg（vj
 ）≥n－1，则G具有汉密尔顿通路．

（2）设图G是具有n个顶点的无向简单图，如果G中任意两个不相邻顶点的度数之和不小于n，即deg（vi
 ）＋deg（vj
 ）≥n，则G具有汉密尔顿回路，即G是汉密尔顿图．

证明略．

例2　某地有5个风景点，若每个景点均至少有两条道路与其他景点相通．问：是否可经过每个景点恰好一次而游完这5处？

解　将景点作为结点，道路作为边，则得到一个有5个结点的无向连通图G＝（V，E）．那么对每个结点vi
 均有deg（vi
 ）≥2，则对任意vi
 ，vj
 ∈V都有

　　deg（vi
 ）＋deg（vj
 ）≥4

根据定理3.2知图有汉密尔顿通路，可经过每个景点恰好一次而游完这5处．

例3　某次会议有20人参加，其中每人都至少有10个朋友，这20人围一圆桌而坐．问：使每人相邻的两位都是该人的朋友是否可能？

解　将20人作为图G＝〈v，E〉中顶点集V中的元素，当且仅当两人是朋友关系时在相应的两个顶点间连一条边．

那么对每个顶点vi
 均有deg（vi
 ）≥10，则对任意的vi
 ，vj
 ∈v均有

　　deg（vi
 ）＋deg（vj
 ）≥20

根据定理3.2知图G＝〈v，E〉具有汉密尔顿回路．一条汉密尔顿回路对应于一种满足题意的坐法．

例4　考虑在7天内安排7门课程的考试，使得同一位教师主考的2门课程不排在连续的2天中，试证明如果每位教师至多主考4门课，则符合上述要求的考试安排总是可能的．

证明　设G为具有7个结点的图，每个结点对应于1门课程考试，如果2个结点对应的课程考试是由不同教师主考的，那么这2个结点间有1条边．

因为每个教师主考课程数不超过4，故每个结点的度数至少是3，任2个结点的度数之和至少是6，故G总是包含一条汉密尔顿通路，它对应于一个7门课程考试的一个适当安排．

例5　设图G是具有6个顶点、m条边的无向简单图，如果m＞10．证明：图G具有汉密尔顿通路．

证明　先证图G中任意两个不同点的度数之和大于等于5．然后利用定理即得本例的证明．

用反证法：设图G中存在两个顶点v1
 和v2
 ，有

　　deg（v1
 ）＋deg（v2
 ）＜5

即　　　deg（v1
 ）＋deg（v2
 ）≤4

即与两个顶点v1
 和v2
 相关联的边数总和最多为4，删去点v1
 和v2
 后，所得的图为G′，易见G′是具有4个顶点的无向简单图，设G′的边数为m′，则有

　　m′≥m－4＞10－4＝6

但G′是4个顶点的无向简单图．其边数[image: alt]
 ，由此得出矛盾，证毕．

本题可以推广到一般情况，叙述和证明留给读者．

3.2.2　货郎担问题

某流动售货员居住在a城，为推销货物他要访问b，c，d城后返回．若该4城间均有唯一的道路相连，相互距离如图3-15所示．问如何安排行程才能使行程最短？

图3-15是一个赋权图，它的每一条边都附加一个实数w（e），我们把w（e）称为边e的权．w（e）通常是表明某种信息的数如费用、路程、流量等．

上述问题就是著名的货郎担问题，它通常可以这样叙述：设有一个货郎，从他所在的城镇出发去n－1个城镇．要求经过每个城镇恰好一次，然后返回原地，问他的旅行路线怎样安排才最经济？

从图论的观点来看，该问题就是：在一个赋权完全图中找一条权最小的哈密尔顿回路．研究这个问题是十分有趣且有实用价值的，但很可惜至今没有找到一个很有效的算法．当然我们可以用枚举法来解，但是当完全图的结点较多时，枚举法的运算量在计算机上也很难实现．下面介绍的“最邻近方法”给出了问题的近似解．
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图3-15

最邻近方法的步骤如下：

①由任意选择的结点开始，找与该点最靠近（即权最小）的点，形成有一条边的初始路径．

②设x表示最新加到这条路上的结点，从不在路上的所有结点中选一个与x最靠近的结点，把连接x与这一结点的边加到这条路上．重复这一步，直到G中所有结点包含在路上．

③将连接起始点与最后加入的结点之间的边加到这条路上，就得到一个圈，即为问题的近似解．

图3-15对应的货郎担问题可以用“最邻近方法”得出问题的近似解．

按最邻近方法一共有4步，见图3-16．得到的总距离为53．

常见错误

（1）误以定理3.2为图G具有汉密尔顿通路（回路）的充要条件．事实上，定理条件并非是必要的，如图3-17是汉密尔顿图但

　　deg（vi
 ）＋deg（vj
 ）＝4＜n＝6，　i，j＝1，2，…，6
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图3-16

[image: alt]


图3-17
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图3-18

（2）

误

认为用“最邻近方法”解货郎担问题所得结果一定是最优解．

如欲求图3-18中从出发的一条权最小的一条汉密尔顿回路．用“最邻近方法”所得结果如图3-19（a）所示，该汉密尔顿回路adbcea长为40．但这并非权最小的汉密尔顿回路，如图3-19（b）粗线所示汉密尔顿回路acebda长为37．
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图3-19

习题3.2

1．判定下图是否有汉密尔顿回路．

[image: alt]


第1题图

2．画一个无向简单图，使它满足：

（1）既是欧拉图又是汉密尔顿图．

（2）是欧拉图但不是汉密尔顿图．

（3）不是欧拉图却是汉密尔顿图．

（4）既不是欧拉图也不是汉密尔顿图．

3．5位朋友见面后围着圆桌坐成一圈相互交谈．不久有人提议，调整他们的座位，使每个人的座位都挨着两个新的邻居以增进友情．可以办到吗？

4．证明下述命题：

（1）无向完全图Kn
 具有汉密尔顿回路．

（2）设图G是具有n个顶点、m条边的无向简单图，如果

　　[image: alt]


证明：图G具有汉密尔顿通路．

3.3　二分图

相传在战国时代，齐威王约大将军田忌在泰山脚下的围猎场赛马．双方约定各选上中下三种等级马各一匹共赛三局，每局胜者赢一千两黄金．同一等级的马，齐王的马总是比田忌的马略强；而不管是谁的马，上马、中马、下马相互间均有明显的差距．齐王和众大臣皆认为田忌必输无疑．田忌一筹莫展，急忙问策于军师孙膑，孙膑附耳献计，令田忌笑逐颜开，于是大将军田忌对军师孙膑佩服之至．比赛结果田忌赢得一千两黄金，大大出乎齐王和大臣们的意料．这就是历史上有名的“田忌赛马”的故事，其实赢得一千两黄金的功劳应该归于孙膑，因为他才是幕后的主角．

设田忌的上、中、下三等马分别用结点x1
 ，x2
 ，x3
 表示，齐王的上、中、下三等马分别表示为结点y1
 ，y2
 ，y3
 ，在任何两个可能的“对手”间连一条线，构成图3-21（a）．而孙膑的策略如图3-20（b）所示．

[image: alt]


图3-20

我们称图3-20（a）是一个二分图，而图3-20（b）是二分图3-20（a）的一个匹配．在日常生活和生产实际中的某些问题，如婚姻问题、工作分配问题等都可以用二分图表示，下面将做详细讨论．

3.3.1　二分图的定义

定义3.3　若无向图G的结点集V可以划分为两个子集V1
 和V2
 （即V1
 ∪V2
 ＝V，V1
 ∩V2
 ＝∅），使图G边集E中的每一条边的一个端点在V1
 中，另一个端点在V2
 中，则称G为二分图或偶图，记作G（V1
 ，V2
 ，E）．

例如图3-21（a）和图3-21（b）都是二分图．
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图3-21

定义3.4　若G（V1
 ，V2
 ）是简单二分图，且V1
 中的每一个结点都与V2
 中的每一个结点邻接，则称图G（V1
 ，V2
 ）为完全二分图，记作Kn，m
 ，其中n＝｜V1
 ｜，m＝｜V2
 ｜．

例如图3-21（b）是完全二分图K2，3
 ．图3-20（a）是完全二分图K3，3
 ，它和K5
 一起在平面图的判定（本章第3节）中扮演非常重要的角色．

根据排列组合的加法和乘法原理不难推知，完全二分图Kn，m
 有n＋m个结点和n·m条边．如K2，3
 有5个结点、6条边．

例1　设G为n（n≥2）阶二分图，给G的结点都染上颜色，为使相邻的结点颜色不同，问至少需要几种颜色？

解　G为二分图，则G的结点集V可以划分为两个子集V1
 和V2
 且满足V1
 ∪V2
 ＝V，V1
 ∩V2
 ＝∅．给V1
 的结点染上某种颜色，然后给V2
 的结点染上另外一种颜色即可．故至少需要两种颜色．

对一个无向图G，给G的结点都染上颜色且使相邻的结点颜色不同，如果至少需要两种颜色，那么图G是二分图．

图3-22（a）和图3-22（b）均是二分图．
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图3-22

判断一个二分图是不是二分图的方法还有如下简单的方法．

定理3.3　图G为二分图的充要条件是：图G中的每一条回路都是由偶数条边组成．

定理证明略．我们只简单举例说明：

当G（V1
 ，V2
 ）是二分图时，显然G中任意一条回路的各边必须经返于V1
 和V2
 之间，因此其回路必由偶数条边组成．

反之，当图G中任意一条回路都由偶数条边组成．例如3-23（a）所示，可以在图中任取一点记作a1
 ，然后将与a1
 邻接的结点记作b1
 和b2
 ；再将与b1
 邻接及与b2
 邻接的未加标记的结点分别记作a2
 和a3
 ；最后将与a2
 和a3
 邻接的未加标记的结点记作b3
 ．于是令：

　　V1
 ＝｛a1
 ，a2
 ，a3
 ｝，V2
 ＝｛b1
 ，b2
 ，b3
 ｝

将图3-23（a）改画成如图3-23（b）所示．
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图3-23

3.3.2　匹　配

设a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 表示4位技术工人；b1
 ，b2
 ，b3
 ，b4
 ，表示4种不同的工作．当某技术工人能够胜任某种工作时，则在它们之间用边相连从而构成图3-24；如果规定一个技术工人只能担任一种工作，那么一种工作分配方案就是一个匹配，用M表示．

例如在图3-24中，边集M＝｛a1
 b2
 ，a2
 b3
 ，a4
 b1
 ｝是一个工作分配方案．
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图3-24

定义3.5　设图G（V1
 ，V2
 ）是二分图，M是G中一些边组成的集合，如果M中任意两条边都没有公共端点，则称M为G的一个匹配（或称对集）．设v是G的结点，如果v是M中某条边的端点，则称M饱和结点v，否则称M不饱和结点v．

在图3-24中，工作分配方案M＝｛a1
 b2
 ，a2
 b3
 ，a4
 b1
 ｝是一个匹配，结点a1
 ，a2
 ，a4
 和b1
 ，b2
 ，b3
 都是M饱和的，结点a3
 和b4
 是M非饱和的．

3.3.3　最大匹配及其求法

图3-24对应的分配方案并没有尽可能做到“人人有事干，事事有人干”．为了使工作分配方案能最大限度地做到“各尽所能”，下面将引进最大匹配的概念．

定义3.6　设G（V1
 ，V2
 ，E）是二分图，M是G的一个匹配，如果对于G中任意匹配M′，都有｜M′｜≤｜M｜，则称M为G的最大匹配．

特别地，当｜V1
 ｜≤｜V2
 ｜且M饱和结点集V1
 时，称M为G的一个从V1
 到V2
 的一个完备匹配．如果｜V1
 ｜＝｜V2
 ｜且M饱和G中所有顶点，则M为G的完美匹配．显然完备匹配和完美匹配均为最大匹配．

在图3-24中，工作分配方案M＝｛a1
 b2
 ，a2
 b3
 ，a4
 b1
 ｝不是一个最大匹配．但是我们调整工人a4
 的工作，让他做工作b4
 ，而把工作b1
 让给a3
 ．此时已经是“人人有事干，事事有人干”．相应匹配为最大匹配，也为完美匹配．

通常情况下，我们从一个初始匹配M（往往不是最大匹配）出发，不断调整M中的边来寻求二分图的最大匹配．为了寻求二分图的最大匹配，我们再引进交替通路和增长通路的定义．

定义3.7　设G（V1
 ，V2
 ）是二分图，M是其匹配，p是G中的一条通路．如果p是由G中属于M的边和不属于M的边交替组成，则称p是G的M交替通路．始点和终点都是M非饱和点的交替通路称为M增长通路．

例2　在图3-25（a）中，初始匹配M＝｛a1
 b2
 ，a2
 b3
 ，a3
 b5
 ｝，试找出图中不少于两条交替通路和增长通路．
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图3-25

解　通路a1
 b2
 a2
 b3
 a3
 ，a2
 b3
 a3
 b5
 a4
 ，b1
 a3
 b5
 a4
 ，b1
 a1
 b2
 a2
 b3
 a3
 b5
 a4
 都是M交替通路，其中后两条交替通路b1
 a3
 b5
 a4
 ，b1
 a1
 b2
 a2
 b3
 a3
 b5
 a4
 的始点和终点都是M非饱和的，所以这两条通路是M增长通路．

将M增长通路b1
 a3
 b5
 a4
 中的两条不属于M的边b1
 a3
 和b5
 a4
 替代属于M的边a3
 b5
 ，于是就得到一个新的匹配M′＝｛a1
 b2
 ，a2
 b3
 ，b1
 a3
 ，a4
 b5
 ｝．如图3-25（b）．如此不断寻求增长通路以增加匹配所含的边数，到再也找不出新的增长通路时所得匹配为最大匹配．

定理3.4　设G（V1
 ，V2
 ，E）是二分图．图G的匹配M是最大匹配，当且仅当图中不存在M增长通路．

证明略．

求二分图G（V1
 ，V2
 ，E）的最大匹配关键是寻找增长通路，通常是在有了一个初始匹配M以后，我们先看看V1
 中有没有M不饱和顶点．如果没有，那么M肯定是最大匹配了；如果存在，我们从该点出发就可能找到M增长通路．

下面我们采用标记法找M增长通路．

首先在G中作一个匹配M，把V1
 中所有不属于M的边的端点用（*）表示，然后交替地执行以下步骤①和②．

①选一个V1
 的新标记过的结点，比如xi
 ，用（xi
 ）标记不通过M中的边与xi
 邻接而且未标记过的V2
 的所有结点．对V1
 中所有新标记过的结点重复这一过程．

②选一个V2
 的新标记过的结点，比如yi
 ，用（yi
 ）标记通过在M中的边与yi
 邻接而且未标记过的V1
 的所有结点．对V2
 中所有新标记过的结点重复这一过程．

执行以上步骤，直到标记到一个V2
 的不与M中的任何边关联的结点，从该结点倒向追踪到标记有（*）的结点，就出现一个M增长通路．可按例2中的方法得到一个边数为｜M｜＋1的匹配．然后返回①．如果已不可能标记更多的结点，而V2
 的所有标记的结点均与M的边关联，则说明G中已不存在M增长通路，这时M就是最大匹配．

例3　已知图3-26所示二分图的初始匹配M0＝｛a1
 b5
 ，a3
 b1
 ，a4
 b3
 ｝，求该图的最大匹配．

解　利用标记法，如下：

①由于a2
 是V1
 中唯一的M非饱和点，把a2
 标记（*）．

②将a2
 的邻接点b1
 和b3
 标记（a2
 ）．
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图3-26

③从b1
 出发，把a3
 标记（b1
 ），从b3
 出发把a4
 标记（b3
 ）．

④从a3
 出发，把b4
 标记（a3
 ），因b4
 是M非饱和点，说明已找到一条增长通路：a2
 b1
 a3
 b4
 ．再用增长通路中不属于M的边代替属于M的边，于是得到匹配，M＝｛a1
 b5
 ，a2
 b1
 ，a3
 b4
 ，a4
 b3
 ｝，见图3-27．
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图3-27

从M＝｛a1
 b5
 ，a2
 b1
 ，a3
 b4
 ，a4
 b3
 ｝开始，重复上述过程，直到找不出M的增长通路为止．但由于这时V1
 中已没有M的非饱和点，故M就是最大匹配．

常见错误

（1）错误命题：例3中图3-27的交替通路a4
 b3
 a2
 b1
 是一条增长通路．

分析　交替通路a4
 b3
 a2
 b1
 的起点a4
 和终点b1
 均为匹配M饱和点，故该通路不满足增长通路的要求．

（2）错误命题：如图3-28所示，M′＝｛a1
 b5
 ，a2
 b1
 ，a3
 b4
 ，a4
 b3
 ，a1
 b2
 ｝是例3中图3-26的一个比M＝｛a1
 b5
 ，a2
 b1
 ，a3
 b4
 ，a4
 b3
 ｝更大的匹配，因为第二项工作b2
 也有人做了，做到了“人人有事干，事事有人干”．

分析　边集M′＝｛a1
 b5
 ，a2
 b1
 ，a3
 b4
 ，a4
 b3
 ，a1
 b2
 ｝中两条边a1
 b5
 和a1
 b2
 有公共顶点a1
 ，故M′并非匹配．
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图3-28

习题3.3

1．画出完全二分图k1，
 3，k2，
 2，k3，
 3和k2，
 4

2．求下图所示二分图的最大匹配，图中粗线为初始匹配．
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第2题图

3．求下图所示二分图的最大匹配
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第3题图

4．某单位按编制有7个空缺：p1
 ，p2
 ，…，p7
 ．有10个申请者a1
 ，a2
 ，…，a10
 ．

他们的合格工作岗位集合依次为：

｛p1
 p5
 ，p6
 ｝，｛p2
 ，p6
 ，p7
 ｝，｛p3
 ，p4
 ｝，｛p1
 ，p5
 ｝，｛p6
 ，p7
 ｝，｛p3
 ｝，｛p2
 ，p3
 ｝，｛p1
 ，p3
 ｝，｛p1
 ｝，｛p5
 ｝．

如何安排他们的工作，使无工作的人最少．

5．如果G是具有n个结点、m条边的二分图，证明[image: alt]


6．小磊、小萍、小薇3人参加英语四级考试后自己估计了一下成绩．小磊说：“我肯定优秀”．小萍说：“我肯定及格了”．小薇说：“我不可能优秀”．成绩下来后发现：他们3人全估计错了，并且知道不及格、及格、优秀各1人．试用图的方法分析3位同学考试成绩情况．

7．（碉堡选址问题）有一街区如图所示，其中所有的街道均为直线段，为控制巷战防御敌人的进攻，我方欲在一些街道口修筑碉堡．问：如何修筑才能使碉堡数最少且能控制所有街道？

[image: alt]


第7题图

3.4　平面图

3.4.1　平面图的充要条件

在现实生活中，常常要画一些图形或解决一些实际问题，希望边（线）与边（线）之间尽量减少相交的情况．比如城市的道路设计问题，为避免交通堵塞和车祸需尽量少出现交叉路口；又如两根裸导线压在一起，电流就会短路，把保险丝烧断甚至引起火灾．相传一位封建暴君临死留下遗嘱，把国土瓜分给他的5个儿子做世袭领地，这5个王子在自己的领地上修筑豪华宫殿，他们还企图修一些驿道，让彼此的宫殿两两相通，又要求道路不打叉，结果这5个愚蠢的王子煞费苦心，终告失败．读者可以先在纸上画一画试试看．

实际上，他们不明白这是一个根本无法实现的事情，其中道理我们不久就会明白．对图3-29（a），无论在平面上怎么画，均至少有两条边相交于除端点外的某一点，如图3-29（b）所示．
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图3-29

定义3.8　如果能把一个图在平面上画成任何两边除了端点外没有其他的交点，则称此图为可平面图，简称为平面图．

把一个可平面图G在平面上画成任何两边除了端点外没有其他交点而得到图G′称为G的一个平面表示，相应过程我们简单称之为摆平．

例如，如图3-30所示的图都是平面图．
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图3-30

定义3.9　设G是一连通平面图，如果由图中的边所包围的区域，在区域内既不包含图的结点，也不包含图的边，则这样的区域称为G的一个面，包含该面的诸边所构成的回路称为这个面的边界．

例如，如图3-31所示的平面图G将平面划分为4个区域，其中R1
 ，R2
 ，R3
 是有限区域，称为内部面；R4
 是无限区域，它在图形的外面，也是图G的一个面，称为外部面．如果我们把整个平面缩小成一个包含图G的一个矩形，那我们计算面的数目时就不容易遗漏这个面了．
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图3-31

面的边界的回路长度称作是该面的度数，记作deg（R）.

如图3-31所示中，结点数n＝5，边数m＝7，

　　deg（R1
 ）＝3，deg（R2
 ）＝3，deg（R3
 ）＝4，deg（R4
 ）＝4

我们发现[image: alt]
 ，恰好等于边数的两倍，这不是偶然的．

对连通平面图面的度数，我们还很容易得到两个相关结论：

（1）对连通简单平面图，任何一个面的度数都不可能小于3，即

　　deg（R）≥3

（2）对连通平面图，面的度数之和等于其边数m的两倍，即

　　[image: alt]


3.4.2　欧拉定理及其推论

在三维空间中，关于凸多面体有一个著名的欧拉定理．设多面体有n个顶点m条棱和r个面，则n－m＋r＝2．类似地，一个平面图中的顶点数、边数和区域数也有密切的联系，下面介绍著名的欧拉定理（公式）．

定理3.5　（欧拉定理）设G是无向连通平面图，它具有n个顶点，m条边和r个面，则

　　n－m＋r＝2

证明　（数学归纳法）对面数r进行归纳．

当r＝1时，G中不含有回路，又是连通图，故G为一棵树，那么

　　m＝n－1

故有

　　n－m＋r＝n－（n－1）＋1＝2

设定理对有r－1个面的所有连通的平面图均成立．

而G是有r个面的一个连通的平面图，r≥2．于是，G中至少有一条回路（否则r＝1）．去掉G的某条回路上的一条边e得图G′，则G′仍是连通的，且G′有r－1个面、m－1条边．由归纳假设n－（m－1）＋（r－1）＝2，即n－m＋r＝2．定理成立．

推论1　设图G是具有n（n≥3）个顶点、m条边的无向简单连通平面图，则m≤3n－6．

证明　设平面图有r个面．

对连通简单平面图，任何一个面的度数都不可能小于3，即deg（R）≥3，则
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而对连通平面图，面的度数之和等于其边数m的两倍，即
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联立上两式得

　　2m≥3r

即
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根据欧拉定理

　　n－m＋r＝2　　　（4）

把（3）式代入（4）式消去r得

　　m≤3n－6

推论告诉我们，对于给定顶点数n的无向简单连通平面图，其边数是不能无限多的，有一个下确界3n－6．这与我们的直觉经验是一致的，如果给一个顶点确定的图加边，边加得越多边中间相交的可能性就越大．

由于每一个简单连通平面图都应满足上述不等式，因此这个不等式可以作为一个图是否是平面图的必要条件．也就是说，根据推论的逆否命题，若无向简单连通图G不满足m≤3n－6，则图G不是平面图．

例1　证明K5
 不是平面图．

证明　利用定理3.5推论1，K5
 图中有5个顶点、10条边，则有

　　3n－6＝3×5－6＝9＜10

即　　3n－6＜m

所以，对K5
 而言不满足

　　3n－6≥m

故K5
 为非平面图．

这就是前面提到的“五王子修路”问题无解的原因．他们干的是想把K5
 摆平的傻事！

推论2　设图G是具有n（n≥3）个顶点、m条边的无向简单连通平面图，且G中每个面的次数都不小于4，则m≤2n－4．

例2　判断K3，3
 图是否为平面图．

错误解法　图K3，3
 是具有6个顶点、9条边的无向简单连通平面图，满足m≤3n－6，故K3，3
 图是平面图．

推论1和推论2都是图G为无向简单连通平面图的必要条件，而非充分必要条件．错误的根本原因在此．根据前面的分析，K3，3
 不能摆平，故不是平面图，下面用推论2证明．

证明　（反证法）K3，3
 是无向简单连通图，假设K3，3
 是平面图．在K3，3
 中任取3个结点，其中必有2个结点不邻接，故每个面的次数都不小于4．根据推论2，m≤2n－4．

实际上，K3，3
 具有6个结点、9条边，9＝m＞2n－4＝12－4＝8．与推论2矛盾．即K3，3
 不是平面图．

3.4.3　库拉托夫斯基定理

从上述两个例子我们得知K5
 ，K3，3
 都不是平面图．

我们容易推知，若图包含K3，3
 或K5
 作为其子图，则此图不是平面图．可见K3，3
 和K5
 是图中的两个“瘤子”，而且是恶性的，只要有这两种疙瘩之一时，则一定摆不平了．

例3　证明图3-32（a）所示图是非平面图．

证明　将图3-32（a）中的边AB删去后，所得的子图就是K3，3
 （见图3-32（b））．所以，此图是非平面图．

[image: alt]


图3-32

需要说明的是，并非所有的非平面图均含有K3，3
 或K5
 ．然而令人惊讶和兴奋的是，1930年波兰数学家库拉托夫斯基证明了一个非常简洁而又漂亮的定理，给出了平面图的充要条件，就与K3，3
 和K5
 有密切的联系．

先叙述在边上插顶点的概念，所谓在图G的边上插入一个顶点就是：删去图G的一条边（v1
 ，v2
 ），然后再添加一个新的顶点u以及新的边（v1
 ，u）和（u，v2
 ）．从定义易知u必然为二度结点．

定义3.10　设图G2
 是在图G1
 的边上有限次插入顶点后所得，则称G2
 是G1
 的一个剖分．

图3-33给出了图的剖分的一个例子．
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图3-33

定理3.6　（库拉托夫斯基定理）图G是平面图的充分必要条件是该图不含K5
 或K3，3
 的剖分作为G的子图．

该定理还有另一个叙述方式．我们先定义相邻两结点u，v之间的初等收缩的概念：删去边（u，v），用新的结点w取代u，v，使w关联u，v关联的一切边（除u，v外）．

易知K5
 或K3，3
 的剖分可以经过初等收缩分别成为K5
 或K3，3
 ．

定理3.7　图G是平面图的充分必要条件是该图不含可以收缩到K5
 的子图，也不含可以收缩到K3，3
 的子图．

例3　证明：彼得森图（图3-34（a））不是平面图．

证明1　彼得森图可以收缩成K5
 ，故它为非平面图．

证明2　删去彼得森图的结点v及其相关联的边，得到它的一个子图如图图3-34（b）所示，是K3，3
 的一个剖分．

3.4.4　正多面体

前面我们提到凸多面体的顶点棱面的数目满足欧拉公式．事实上，平面图的理论与多面体的研究密切相关．每个凸多面体可以与一个连通平面图G相对应：以多面体的顶为图G之顶点，以多面体的棱为G的边，则G是连通平面图．

下面我们根据欧拉公式推导一些有趣的结论．

定理3.8　正多面体只有5种．

证明　每个面是正六边形的正多面体是不存在的，因为正多面体的一个顶点处至少有3个面拼在一起，而正六边形每个内角为120°，3个正六边形拼在一起已经是360°，形成平面的一部分，形不成正多面体的“顶尖”了．边数再多的正多边形更没办法成为一个正多面体的面，因为它们的每个内角超过了120°．可见正多面体的面只可能是正五边形、正方形和正三角形．
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图3-34

（1）正三角形为面的正多面体

情形1　若组成的正多面体每顶皆3次，则3n＝2m，2m＝3r代入欧拉公式得

　　[image: alt]


解得m＝6，n＝4，r＝4，这种多面体是正八面体．

情形2　若组成的正多面体每顶皆4次，则[image: alt]
 [image: alt]
 代入欧拉公式得

　　[image: alt]


解得m＝12，n＝6，r＝8，这种多面体是正八面体．

情形3　若组成的正多面体每顶皆5次，则[image: alt]
 [image: alt]
 代入欧拉公式得

　　[image: alt]


解得m＝30，n＝12，r＝20，这种多面体是正二十面体．

（2）正方形为面的正多面体

这种正多面体每顶只能3次，故[image: alt]
 [image: alt]
 代入欧拉公式得

　　[image: alt]


解得m＝12，n＝8，r＝6，这种多面体是立方体．以上得到的四种正多面体的形象见图．

（3）正五边形为面的正多面体

这种多面体每顶皆3次，于是[image: alt]
 代入欧拉公式得
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解得m＝30，n＝20，r＝12，这种正多面体是正十二面体．

可见只有以下5种正多面体：

[image: alt]


常见错误

错误命题：k4
 不是平面图．

分析　应该注意，有些图形从表面上看有一条甚至几条边相交的，但不能肯定它不是平面图．图3-35（a）为具有4个顶点的无向完全图k4
 ，它可以改画成图3-35（b），所以k4
 是平面图．
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图3-35

有些图形不论怎样改画，除去结点外，总有边相交．如3间房子A1
 ，A2
 ，A3
 ，拟分别连接水、煤气、电3个接口，如图3-36（a）所示，这个图无论怎么样改画，至少有一条边和其他边相交，如图3-36（b）所示，故它是非平面图．

习题7

1．一个工厂有3个车间和3个车库，为了工作需要，各车间与各车库之间均设专用的车道．为避免发生车祸，应尽量减少车道的交叉点，最好是没有交叉点，这是否可能？说明理由．如果不可能，如何尽量避免交叉点．

2．观察下列无向连通图，它们都是简单平面图吗？如果给每个图都增加且仅增加一条边呢？你能否根据你的结果归纳出顶点个数确定的简单平面图顶点个数与边数的关系，然后与欧拉定理3.5的推论1相对照．
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图3-36
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第2题图

3．写出下面平面图的面边界以及每面的次数．
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第3题图

4．设一个连通平面图有30条边、20个面．问这个图有多少个顶点？

5．设一个连通平面图有6个顶点，每个顶点的度数都为4．问：这个平面图有多少个面？

6．在一个连通平面图中，若它有n个结点m条边．

（1）每个面由3条边围成．试证：m＝3n－6．

（2）每个面由条边围成．试证：[image: alt]


7．证明下图是非平面图．

8．给定平面图G的一个平面表示，在其每个面内取一点，如果两个面有m条公共边，则用m条线连接这两个面内取定的点，并使其分别与m条公共边相交，由这些点和连线组成的边在非结点处不相交的图形，称以该图形为一个平面表示的平面图为G的对偶图，记为G*
 ．

（1）作出下图的对偶图．
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第7题图

（2）如果G*
 同构于G，则称G为自对偶图．图G是自对偶图吗？
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第8题图

9．证明当每个结点的度数大于等于3时，不存在7条边的简单连通平面图．

10．证明在简单平面图中，必存在一点，其度数小于等于5．

11．证明小于30条边的简单平面图中，必存在一点，其度数小于等于4．

12．证明在有6个顶点、12条边的连通简单平面图中，每个区域恰好由3条边围成．

复习题

一、选择题

1．当n为（　　）时，kn
 为欧拉图．

A．2

B．4

C．5

D．6

2．下列顶点数n和边数m构成的无向连通图中肯定不是平面图的是（　　）．

A．n＝5，m＝10

B．n＝5，m＝9

C．n＝6，m＝9

D．n＝6，m＝10

3．下列关于图的命题中，是真命题的为（　　）．

A．欧拉图一定是汉密尔顿图

B．汉密尔顿图一定是欧拉图

C．二部图是平面图

D．k5
 和k3，3
 都不是平面图

4．一个无向连通图G，如果所有顶点度数均为偶数，那么它一定具有一条（　　）．

A．汉密尔顿回路

B．欧拉回路

C．增长通路

D．交替通路
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第5题图

5．对右图说法错误的是（　　）．

A．G是4阶无向完全图K4


B．G是哈密尔顿图

C．G不是半欧拉图，更不是欧拉图

D．G不是平面图

6．当n（n≥3）为（　　）时，Kn
 必是欧拉图．

A．奇数

B．偶数

C．3的倍数

D．2的倍数

7．G是有6个顶点的无向连通图，如果G是平面图，则边数不超过（　　）．

A．10

B．11

C．12

D．9

二、填空题

1．若无向连通平面图G有5个结点、4个面，则G有________条边．

2．完全二部图K2，3
 具有_______顶点、_________边．

3．G（V1
 ，V2
 ）为二部图，共顶点集V可以划分为两个子集V1
 和V2
 ，则

V1
 ∩V2
 ＝________，V1
 ∪V2
 ＝_________

4．半欧拉图G的欧拉通路的始点和终点可以是顶点________和顶点________．
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第4题图

5．判断正误：无向简单连通图G具有n（n≥3）个顶点、m条边，且3n－6≥m，则G为平面图________．

6．具有欧拉回路的图G，其欧拉回路要求经过图中_________一次且仅一次；具有汉密尔顿回路的图，其汉密尔顿回路要求经过图中________一次且仅一次．

三、计算题

1．如图所示，二部图G＝〈V1
 ，V2
 〉，V1
 ＝｛a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 ｝，V2
 ＝｛b1
 ，b2
 ，b3
 ，b4
 ，b5
 ｝，初始对集M＝｛a3
 b1
 ，a4
 b3
 ｝，求G的最大对集．
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第1题图

2．设G是n阶m条边的连通平面图，且每个面的度数至少为4．试：

（1）求图G的面数；

（2）证明：m≤2n－4．

3．有张、王、李、赵四位老师，要分配他们教数学、C语言、计算机文化、数据结构4门课程．张老师熟悉C语言和数据结构，王老师熟悉数学和计算机文化，李老师熟悉数学、C语言和数据结构，赵老师熟悉数据结构，

（1）画出关于老师熟悉课程的二部图．

（2）如何分配，才能使每位老师都教一门自己熟悉的课程．


第4章　图的简单应用

4.1　图的着色

有形如图4-1的平面地图，图中每一块区域代表一个省份，边表示省份之间的边界．现请你用红、蓝、黄、绿等颜色给这些省份填上颜色，要求每一省份用一种颜色，且任意两个相邻省份的颜色不能相同，请给出一种符合条件的填色方案并使所用的颜色数最少．
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图4-1

我们发现，符合条件的填色最少需要4种颜色．图4-1给出了一种填色方案．上述问题涉及了四色猜想，这是一个有着非常有趣来历的数学问题．1852年，英国大学生F.格思里（Guthrie）提出四色问题（Four Colour Problem，亦称四色猜想），即在为一平面或一球面的地图着色时，假定每一个国家在地图上是一个连通域，并且有相邻边界线的两个国家必须用不同的颜色，问是否只要4种颜色就可完成着色．格思里把这个问题求教于他的胞兄古德里，古德里将这一猜想告诉了他的老师、著名数学家德·摩根（Augustus De Morgan），希望帮助找到证明．但德·摩根也不能证明，转而请教发明四元数的哈密顿，却未引起哈密顿重视．1878年，英国数学家凯莱对此问题进行一番思考后，相信这不是一个可以等闲视之的问题，于是在《伦敦数学会文集》上发表了一篇《论地图着色》的文章．凯莱的文章在当时掀起了一场四色问题热．第二年，一位叫肯泊（A. Kemp）的英国律师宣布证明了四色猜想，他的论文发表在西尔维斯（J. Sylvester）主编的《美国数学杂志》上，但11年以后，一位叫希伍德（P. Heawood）的青年人指出了肯泊的证明中有严重错误．希伍德对肯泊的方法作了适当的补救后，用它证明了五色定理（即用5种颜色一定可以区分地图上有公共边界的相邻区域）．希伍德一生坚持研究四色问题，但始终未能证明四色猜想．1976年，美国伊利诺大学的沃尔夫冈·哈肯（Wolfgang Haken）与数学家肯尼斯·阿佩尔（Kenneth Appel）合作，发表了一个借助于计算机的证明．但是，整个证明引起了广泛的争论，原因在于在他们的证明中借助高速电子计算机长达1200多个小时，人们不能确认这算不算真正的证明．

图4-1我们可以用无向图G的形式给出（如图4-2），图G上的一个顶点代表一个省份，边代表两个省份是相邻的，G称为平面地图4-1的对偶图，G是一个无向简单平面图．

显然，对平面地图4-1的面着色的问题等价于对图4-1的对偶图G的结点进行着色的问题．图的顶点着色是指对该图的每一个结点都指定一种颜色，使得没有两个相邻的结点指定为相同的颜色，如果这些颜色选自于有k种颜色的集合而不管k种颜色是否都用到，这样的着色称为k-结点着色．研究平面图的结点着色问题只要考虑简单图的情况即可．

图G的色数是着色这个图G的所有结点所需要的最少颜色数，记作χ（G）．平面图的色数等于平面地图着色所需要的最少颜色数，使得没有两个相邻的区域指定为相同的颜色．
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图4-2

例1　图4-3所示的图G的色数是多少？
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图4-3

解　a，b，c3个结点两两相邻，必须指定为不同的颜色，不妨给分别着上红、黄、绿3种颜色．d与b，c均相邻，但与a不相邻，给d着上红色（除非不得已，否则不使用第四种颜色）．e与b，c，d均相邻，给e着上白色．接下来f可以着上黄色或绿色．给G的所有结点着色至少需要4种颜色，故G的色数χ（G）为4．

例2　Kn
 和Km，n
 的色数分别是多少？

解　无向完全图的所有结点都两两相邻，而相邻的两个结点必须着上不同的颜色．因而Kn
 的色数为n．

Km，n
 是二分图，给V1
 中的m个结点着上一种颜色，给V2
 中的n个结点着上另外一种颜色，故Km，n
 的色数为2．

图着色问题在生产实践中有着广泛的应用，下面我们给出图着色应用的若干例子．

例3　（变址寄存器问题）在有效的编译器里，当把频繁使用的变量暂时保存在中央处理单元而不是保存在常规内存时，可以加速循环的执行，对于给定的循环来说，需要多少个变址寄存器？

解　可以用图的色数来解决这个问题．假设用结点表示循环里的变量，每个结点表示一个变量，若在循环执行期间两个结点表示的变量必须同时保存在变址寄存器中，则在这两个结点之间连一条边，构成一个图．因此，所需要的变址寄存器数就是这个图的色数．

例4　（考试安排问题）某高校有7门课程需要进行期末考试．同一个学生不能在同一个时段参加两门课的考试．若课程的编号为a至g，且已知下列成对的课程有公共的学生选修：（a，b），（a，c），（a，d），（a，g），（b，c），（b，d），（b，e），（b，g），（c，d），（c，f），（c，g），（d，e），（d，f），（e，f），（e，g），（f，g）．问：该学校的期末考试至少需要几个时段？

解　构作简单无向图G＝〈V，E〉，其中V＝｛a，b，c，d，e，f，g｝，如果两门课程被同一个学生选修，则在相应的两个结点间连一条无向边，得图4-4．于是考试需要的最少时段等于χ（G）．
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图4-4

不难得到图4-4的色数为4，图4-4中给出了一种着色方法．

例5　（储藏问题）某化学工厂生产8种化学制品c1
 ，c2
 ，c3
 ，c4
 ，c5
 ，c6
 ，c7
 ，c8
 ，其中某些制品是互不相容的．如果它们相互接触，则会引起爆炸．各种化学制品相容关系见表4-1．作为一种预防措施，该工厂必须把仓库分成若干个隔间，以便把不相容的化学制品储藏在不同的隔间里．试问：至少应该分成几个隔间？

表4-1
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解　构作简单无向图G＝〈V，E〉，其中V＝｛c1
 ，c2
 ，c3
 ，c4
 ，c5
 ，c6
 ，c7
 ，c8
 ｝，如果两种化学制品互不相容，则在相应的两个结点间连一条无向边，得图4-5．于是仓库的最小隔间数等于图G的色数χ（G）．

不难得到图4-5的色数χ（G）为3，图4-5中给出了一种着色方法．
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图4-5

常见错误

错误命题：图4-4有7个顶点，可以用红、橙、黄、绿、蓝、靛、紫7种颜色着色，故图4-4的色数为7．

分析　上述着色方法称为7-顶点着色，但现实意义不大．图的色数指对该图的每一个结点都指定一种颜色，使得没有两个相邻的结点指定为相同的颜色所需的最少颜色数．

习题4.1

1．由n个结点v1
 ，v2
 ，…，vn
 以及边（v1
 ，v2
 ），（v2
 ，v3
 ），…，（vn－1
 ，vn
 ），（vn
 ，v1
 ）组成的图称为圈图，记做Cn
 ．试问C6
 ，C7
 的色数分别是多少？你能否推出一般结论？

2．有7个变量出现在计算机的循环里．这些变量和必须保存它们的步骤见下表：
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问：在执行期间需要多少个不同的变址寄存器来保存这些变量？

3．对n≥3来说，当给圈图Cn
 添加另外一个顶点，而且把这个新顶点与Cn
 里的每一个顶点逐个连接时，就得到轮图Wn
 ，问Wn
 的色数是多少？

4.2　最短路

图4-6是一个简单赋权连通图G＝〈V，E〉．如果图中各结点表示各个城市，边e＝（vi
 ，vj
 ）表示城市间的高速公路，边上的权w（e）表示高速公路的长度，这就是一个高速公路交通网络图．

如果我们自城市a出发，目的地是城市z，那么如何寻找一条自源点a到目的地z的通路，使得通路上各边的权之和最小，这就是赋权图的最短通路问题．

4.2.1　狄克斯屈拉算法及其执行过程

赋权连通图的最短通路问题已有不少算法，下面介绍1959年荷兰数学家狄克斯屈拉（Dijkstra）提出的算法．该算法已被普遍采用，优点是给出了从源点u0
 到G的其他所有结点的最短路．
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图4-6

狄克斯屈拉算法思想和步骤如下：

①由于从起点到终点往往存在着许多不同的通路，可经过各不同的中间点，情况比较复杂，该算法的计算过程中，把所有的计算局限在关联边，即直接连接相邻两点的边．这样就把一个复杂的问题转化成一系列的简单运算．

②从起点出发，依次寻找到起点距离最短的点，并以这最短距离作为该点的标号，每次寻找一个点．

③若已经计算出起点到若干点S＝｛u1
 ，u2
 ，…，ui
 ｝的最短距离，在找下一点时，要充分考虑到经过S集合中的每一点到其他点的距离，从中选取最短距离的点．

④重复上述过程，直到终点的标号被找到，则可终止计算，找出最短路．如果要找起点到其他每一点的最短路，则必须计算到所有点的标号均找到为止．

下面以图4-6为例说明用狄克斯屈拉算法求最短通路的全过程．

首先给源点a标号0，记为l（a）＝0.S＝｛a｝．下面依次寻找源点a到距离最短的点．
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图4-7

步骤1　首先取与S＝｛a｝中点直接相连的结点和相应的边，并计算[image: alt]
 中各结点的临时标号：

　　D（b）←l（a）＋w（a，b）＝0＋1＝1

　　D（c）←l（a）＋w（a，c）＝0＋4＝4

其余结点d，e，z与a不相邻，记D（d）＝D（e）＝D（z）＝∞，下同．

取上述值中最小者1，对应结点为b，说明b是a到其余结点距离最短的，则b进入S，S＝｛a，b｝，并令b的永久标号l（b）＝1．现在我们得到a到b的最短路为a→b．
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图4-8

步骤2　找出与S＝｛a，b｝中点直接相连的结点和相应的边（两个端点均在S中的边不用考虑），并计算[image: alt]
 中各结点的临时标号：

　　D（c）←min｛D（c），l（b）＋w（b，c）｝＝min｛4，1＋2｝＝3

w（b，c）表示边（b，c）上的权．

　　D（d）←min｛D（d），l（b）＋w（b，d）｝＝min｛∞，1＋7｝＝8

　　D（e）←min｛D（e），l（b）＋w（b，e）｝＝min｛∞，1＋6｝＝7

　　D（z）←min｛D（z），l（b）＋w（b，z）｝＝min｛∞，∞｝＝∞

取上述值中最小者3，对应结点为c，则c进入S，S＝｛a，b，c｝，并令c的y永久标号l（c）＝3．现在我们得到a到c的最短路为a→b→c．
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图4-9

步骤3　找出与S＝｛a，b，c｝中点直接相连的结点和相应的边（两个端点均在S中的边不用考虑），并计算[image: alt]
 中各结点的临时标号：

　　D（d）←min｛D（d），l（c）＋w（d，c）｝＝min｛8，∞｝＝8

　　D（e）←min｛D（e），l（c）＋w（e，c）｝＝min｛7，3＋3｝＝6

　　D（z）←min｛D（z），l（c）＋w（z，c）｝＝min｛∞，∞｝＝∞

取上述值中最小者6，对应结点为e，则e进入S，S＝｛a，b，c，e｝，并令e的永久标号l（e）＝6．现在我们得到a到e的最短路为a→b→c→e．
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图4-10

步骤4　找出与S＝｛a，b，c，e｝中点直接相连的结点和相应的边（两个端点均在S中的边不用考虑），并计算[image: alt]
 中各结点的临时标号：

　　D（d）←min｛D（d），l（e）＋w（d，e）｝＝min｛8，6＋1｝＝7

　　D（z）←min｛D（z），l（e）＋w（z，e）｝＝min｛∞，6＋9｝＝15

取上述值中最小者7，对应结点为d，则d进入S，S＝｛a，b，c，e，d｝，并令d的永久标号l（d）＝7．现在我们得到a到d的最短路为a→b→c→e→d．
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图4-11

步骤5　找出与S＝｛a，b，c，e，d｝中点直接相连的结点和相应的边（两个端点均在S中的边不用考虑），并计算[image: alt]
 中各结点的临时标号：

　　D（z）←min｛D（z），l（d）＋w（d，z）｝＝min｛15，7＋2｝＝9

对应结点唯一为z，则z进入S，S＝｛a，b，c，e，d，z｝，并令z的永久标号l（z）＝9．至此，我们得到了a到z的最短通路的权和为9，最短通路为：a→b→c→e→d→z．
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图4-12

4.2.2　最短路问题的应用

例1　（设备更新问题）某企业使用一套设备，每年年初，企业领导总要考虑是购买新设备，还是继续使用旧设备．若购置新设备，就要支付购买费，否则每年就要支付一笔维修费．具体需多少，根据该设备已使用的年数来决定．现在的问题是如何制订一个几年之内的设备更新计划，使得支付的总费用最少．表4-2给出了企业对该种设备的维修费用，表4-3给出了在不同年代购买该种设备所需的费用，试给出该企业5年内的理想的设备更新计划．

表4-2　设备售价
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表4-3　维修费用
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分析　可供选择的方案显然是很多的．例如每年初都购进一台新设备，这就是一个方案，按这个方案，总的购买费用为10＋10＋11＋11＋12＝55万元，每年支付维修费用4万元，5年共付20万元，于是总支付为55＋20＝75万元．又如决定第1，3，5年年初各购进一台新设备也是一个方案，这时购买费用为10＋11＋12＝33万元，维修费为4＋5＋4＋5＋4＝22万元，总支付为55万元，等等．

怎样的方案能使总支付最少呢？我们把这个问题化为最短路问题．

设v1
 ，…，v5
 分别表示1～5年年初更新设备状态，用v6
 表示第5年底更新设备状态．从vi
 到vi＋1
 ，…，v6
 各画一条有向边（因为各有向边的方向均为自左向右，故省略边的方向）．有向边（v1
 ，v2
 ）表示在第1年年初购进的设备用到第2年年初，权ω12
 表示需付出的购买费加维修费，即ω12
 ＝10＋4＝14，有向边（v1
 ，v3
 ）表示第1年买的设备用到第3年年初，权ω13
 表示所需总费用，即ω13
 ＝10＋4＋5＝19，其余以此类推．我们得到图4-13．

设备更新问题化为求从v1
 到v6
 的最短路问题．计算结果表明：v1
 v3
 v6
 和v1
 v4
 v6
 都是最短路，对应的费用为46万元，它们都是最优的更新方案．
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图4-13

习题4.2

1．考虑从油田a铺设管道把原油送到加工厂z，要求管道必须沿所给线路铺设，如下图所示，边上的数字表示两结点之间的距离，求从油田a到加工厂z管道的最佳铺设方案．
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第1题图

4.3　网络应用

无环有向网在生活实践中有着广泛而重要的应用，尤其是在工程计划和管理方面．

4.3.1　AOV网与拓扑排序

大学里同学们在进行某个专业的课程学习时，可以发现有些课程是基础课，它们可独立于其他课程；但有些课程必须在一些相关课程学习完形成一定的知识基础后才能开始学习．课程间的关系可以用有向图来表示，我们的问题是如何设计课程学习流程．

例如，计算机专业的同学学习的一系列课程中，有的是专业基础课，有的是核心技术课程．按照知识建构的原理，课程设置必须按照内容的逻辑顺序来决定先后顺序，这种顺序可以看作是一种课程之间相互制约的二元关系．表4-4给出了9门课程的关系：

表4-4
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我们用结点表示课程的学习过程，用有向边表示课程学习的优先关系，得到一个无环有向图，如图4-14所示，我们称这种有向图为活动在顶点上的网络或简称AOV网（Activity On Vertex）．

根据上图4-14，如何设置课程，使得学生能够按照内容的逻辑顺序进行学习？一种可能的排列方案为：v1
 　v2
 　v3
 　v4
 　v7
 　v6
 　v5
 　v8
 　v9
 ．这样的一个结点序列称为一个无环有向图G＝〈V，E〉的拓扑序列，它满足下述条件：它包含了V中的所有结点，且若从结点vi
 到vj
 存在一条路径，则在序列中结点vi
 必须vj
 排在之前．
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图4-14

寻找一个有向图的一个拓扑序列的过程称为拓扑排序．对给定的无环有向图进行拓扑排序可以按照以下步骤进行：

①从给定有向图中选择一个入度为0的结点，输出该结点．

②把该结点及其相关联的弧从图中删去．

③重复执行步骤①、②，直到所有结点均被输出，拓扑排序完成．

按照上述方法，我们还可以得到图4-14的其他拓扑序列，比如：v1
 　v3
 　v5
 　v2
 　v4
 　v6
 　v8
 　v7
 　v9
 ．

4.3.2　AOE网与关键路径

一个大型工程往往是由一些相关的活动（工序）组成，考虑各工序开始的先后顺序可以借助于拓扑排序来完成．

在一个实际问题中，要考虑的因素往往比较多．比如建造房子，各道工序有起始点和终结点，有完成这道工序所需的时间；而工序之间有的可以同时进行，有的必须在其他某些工序完成之后才能开始进行（如表4-5）．所以，我们不仅要考虑各道工序的先后顺序，还要考虑整个工程至少需要多少时间，哪些活动是影响工程进度的关键？

表4-5
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续表
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我们用结点表示一个或若干个工序的开始或结束，并称为一个事件，它是相邻工序在时间上的分界点．结点用圆圈和里面的数字表示，数字表示结点的编号，如①，②，…．有向边表示一道工序，有向边上的数字表示相应工序所需的时间．构成图4-15，我们称这种以边表示活动的带权有向无环图为AOE网（Activity On Edge）．
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图4-15

在图4-15中只有一个入度为0的点（称为源点）和一个出度为0的点（称为汇点），因为一个工程只有一个开始点和一个完成点．完成工程的最短时间是从源点到汇点的最长路径的长度，即该路径上所有活动持续时间之和．这条长度最长的路径就称关键路径，关键路径上的所有活动称为关键活动．

图4-15从源点到汇点有三条路径，分别是①②③④⑤⑥，①②⑤⑥，①②④⑤⑥长度分别为39，32，33，关键路径为①②③④⑤⑥，关键活动为a，b，c，d，g．

辨别出关键活动，目的一方面是让工程计划人员特别关注这些活动，不能随意推迟关键活动，另一方面如果提高关键活动的效率，将缩短整个工期．

比较每条路径的长度来找关键路径并非理想的方法，下面我们讨论在一般情况下如何辨别关键活动．

为了辨别出关键活动，我们来分析各项活动的时间方面的特点，首先给出在寻找关键活动时需用到的几个网络时间量．

（1）事件vi
 的最早发生时间VE（i）和事件vi
 的最迟发生时间VL（i）

从源点v1
 到任意结点vi
 的最长路径长度叫做事件vi
 的最早发生时间（记作VE（i））．任何一个顶点vi
 所代表的事件的最早发生时间，必须是它的所有以该顶点为终点的有向边（简称为入弧）上的始点所代表的事件（简称为弧尾顶点事件）的最早发生时间加上该弧上活动的持续时间之和中的最大者．

从VE（1）＝0开始向前递推求各顶点的最早发生时间公式为：

VE（i）＝max（VE（x）＋dut（〈x，i〉）），（i＝2，3，…，n）

其中，〈x，i〉属于以i为终点的弧的集合．

任何一个顶点vi
 所代表的事件vi
 的最迟发生时间，必须是它的所有以该顶点为始点的有向边（简称为出弧）上的终点所代表的事件（简称为弧头顶点事件）的最迟发生时间减去相应弧上活动的持续时间之差中的最小者．

从VL（n）＝VE（n）开始向后递推求各顶点的最迟发生时间公式为：

VL（i）＝min（VL（y）－dut（〈i，y〉）），（i＝n－1，n－2，…，2，1）其中，〈i，y〉属于以i为始点的弧的集合．

例如图4-15中各事项的最早开始时间为：

VE（1）＝0

VE（2）＝VE（1）＋dut（〈1，2〉）＝0＋7＝7

VE（3）＝VE（2）＋dut（〈2，3〉）＝7＋4＝11

VE（4）＝max｛VE（3）＋dut（〈3，4〉），VE（2）＋dut（〈2，4〉）｝

＝max｛21，15｝＝21

VE（5）＝max｛VE（2）＋dut（〈2，5〉），VE（4）＋dut（〈4，5〉）｝

＝max｛17，24｝＝24

VE（6）＝VE（5）＋dut（〈5，6〉）＝24＋15＝39

图4-15中各事项的最迟开始时间为：

VL（6）＝VE（6）＝39

VL（5）＝VL（6）－dut（〈5，6〉）＝39－15＝24

VL（4）＝VL（4）－dut（〈4，5〉）＝24－3＝21

VL（3）＝VL（4）－dut（〈3，4〉）＝21－10＝11

VL（2）＝min｛VL（3）－dut（〈2，3〉），VL（4）

－dut（〈2，4〉），VL（5）－dut（〈2，5〉）｝

＝min｛7，13，14｝＝7

VL（1）＝VL（2）－dut（〈1，2〉）＝7－7＝0

（2）活动ai
 的最早发生时间E（i）和活动ai
 的最迟发生时间L（i）

我们首先假设活动ai
 用弧〈j，k〉表示，设其持续时间用dut（〈j，k〉）表示．

事件vj
 的最早发生时间VE（j）决定了所有以vj
 为始点（尾）的弧所表示的活动的最早开始时间．我们用E（i）表示活动ai
 的最早开始时间．

活动ai
 的最迟发生时间L（i）是在不推迟整个工程完成的前提下，活动ai
 最迟必须开始的时间，利用它所在的弧头顶点vk
 的最迟发生时间与该弧上的持续时间dut（〈j，k〉）之差来计算．

关系式如下：E（i）＝VE（j）；L（i）＝VL（k）－dut（〈j，k〉）．

图4-15中各活动的最早开始时间为：

E（a）＝VE（1）＝0

E（b）＝VE（2）＝7

E（c）＝VE（3）＝11

E（d）＝VE（4）＝21

E（e）＝VE（2）＝7

E（f）＝VE（2）＝7

E（g）＝VE（5）＝24

图4-15中各活动的最迟开始时间为：

L（a）＝VL（2）－dut｛〈1，2〉｝＝7－7＝0

L（b）＝VL（3）－dut｛〈2，3〉｝＝11－4＝7

L（c）＝VL（4）－dut｛〈3，4〉｝＝21－10＝11

L（d）＝VL（5）－dut｛〈4，5〉｝＝24－3＝21

L（e）＝VL（5）－dut｛〈2，5〉｝＝24－10＝14

L（f）＝VL（4）－dut｛〈2，4〉｝＝21－8＝13

L（g）＝VL（6）－dut｛〈5，6〉｝＝39－15＝24

（3）活动ai
 的时间余量

L（i）－E（i）称为活动ai
 的时间余量，当L（i）－E（i）＝0时活动ai
 没有时间余量，这样的活动是影响整个工程进度的关键，它们的提前或拖延将使整个工程提前或拖延，这样的活动就是关键活动．

图4-15中，活动e和f的时间余量分别为7天和6天，而活动a，b，c，d，g的时间余量均为0，故关键活动为a，b，c，d，g．

例1　已知图4-16所示的AOE网中顶点v0
 ，v1
 ，v2
 ，v3
 ，v4
 ，v5
 ，v6
 ，v7
 和v8
 分别表示9个事件，有向线段a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 ，a5
 ，a6
 ，a7
 ，a8
 ，a9
 ，a10
 和a11
 分别表示11个活动，线段旁的数值表示每个活动花费的天数．请分别计算出各事件的最早发生时间、各事件的最迟发生时间、各活动的最早开始时间、各活动的最迟开始时间、各活动的时间余量，用顶点序列表示出关键路径，给出关键活动．

利用公式计算各时间参量，结果如表4-6所示．

表4-6（1）
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图4-16

表4-6（2）
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关键活动：a1
 　a4
 　a7
 　a8
 　a10
 　a11


关键路径有两条：v0
 v1
 v4
 v6
 v8
 ，v0
 v1
 v4
 v7
 v8


4.3.3　网络最大流

现实生活中有许多关于流量的问题，例如，计算机网络系统有信息流，铁路系统中有运输流，金融系统中有现金流，河流系统、电网系统中也常有计算流量的问题．

例2　从甲军驻地到前沿阵地的通行路线见图4-17，各段路上标明了每小时最多可调运的人数（单位：千人）．甲军司令希望每小时能从甲军驻地调运22000人去前沿阵地，试问该计划是否可行？设图中每条连线上给出的数值是单位时间内允许的最大流量．

图4-17中仅有一个入度为0的结点（甲军驻地），我们称之为源，且仅有一个出度为0的结点（前沿阵地），我们称之为汇．

[image: alt]


图4-17

从图4-17中的源到汇，有多条线路．每一条线路上包含了若干段连线（简称为路段），路段上标记的数字为该路段单位时间的最大流量，我们称之为路段的容量．

每条线路的最大流量，显然应是其中路段的容量中的最小值．即线路上的最窄口决定了该线路的最大流量．如线路：甲军驻地—1—4—前沿阵地，该线路上的最大流量为6千人/小时．

现在我们要计算从源到汇的最大流量，然后比较与目标值22千人/小时的大小．我们可以按照如下方法来求解．

在本例中，先找出从源到汇的任一条线路，如l1
 ，甲军驻地—1—4—前沿阵地，该线路上的最大流量为6千人/小时．除去该线路上的这些流量后，原图就变成如图4-18．注意，流量为0的路段应当抹去，表示已不能通行．其余的路段应保留，不过，在路段标明的数据应改为剩余流量能力，它是路段容量与当前情况下路段流量之差．

[image: alt]


图4-18

对图4-18再做同样的工作，可以找到另一条线路l2
 ：甲军驻地—2—4—前沿阵地，其最大流量为10千人/小时．除去该流量后得到图4-19．

[image: alt]


图4-19

在图4-19上又可找到线路l3
 ：甲军驻地—3—前沿阵地，其最大流量为5千人/小时．除去该流量后得到图4-20．

[image: alt]


图4-20

在图4-20上又可找到线路l4
 ：甲军驻地—3—2—4—前沿阵地，其最大流量为1千人/小时．除去该流量后得到图4-21．

[image: alt]


图4-21

在图4-21上又可找到线路l5
 ：甲军驻地—3—1—4—前沿阵地，其最大流量为1千人/小时．除去该流量后，从源到汇已无剩余流量能力．

所以，图4-17所示网络的最大流即从甲军驻地到前沿阵地总计最大流量为6＋10＋5＋1＋1＝23千人/小时，可以完成计划．

调军方案如图4-22所示．路段上的标记（Cij
 ，Fij
 ）中Cij
 表示路段容量，表示Fij
 路段流量．

[image: alt]


图4-22

从图4-22中我们可以得出以下结论：

（1）源的流出量等于汇的流入量．

（2）对于既不是源也不是汇的顶点，流出量等于流入量．如顶点①的流出量与流入量均为7千人/小时．

常见错误

（1）错误说法：对图4-18，路线l1
 ，甲军驻地—1—4—前沿阵地，该线路上的最大流量为18千人/小时．

分析：线路上的最大流量并不取决于各路段容量的最大者，而是取决于各路段容量的最小者．

（2）错误说法：如图4-22所示，网络流的最大值等于源的最大流出量与汇的最大流入量中的最小者．

分析　网络最大流量与各路段的容量均有关系，不能简单的取决于源的最大流出量或汇的最大流入量．

习题4.3

1．（1）写出下图所示的有向无环图的所有拓扑序列；
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第1题图

（2）问添加哪条边后，该图有唯一的拓扑序列？

2．在下图所示的AOE网中，求出各活动的最早开始时间和最晚完成时间，并列出所有的关键活动．
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第2题图

3．对下图，求出从源到汇的最大流量．
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第3题图

复习题

解答题

1．求下列图的色数．

（1）K5
 　　（2）K2，
 3　　（3）C8
 　　（4）C5


2．假设当两家电视台相距在100英里以内时，它们就不能使用相同的频道，那么对于下表中所示距离的6家电视台来说，需要多少个不同的频道？

[image: alt]


3．如图G中a到z的最短路．
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第3题图

4．已知图4-16所示的AOE网中顶点v1
 ，v2
 ，v3
 ，v4
 ，v5
 ，v6
 和v7
 分别表示7个事件，有向线段a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 ，a5
 ，a6
 ，a7
 ，a8
 ，a9
 和a10
 分别表示10个活动，线段旁的数值表示每个活动花费的天数．请分别计算出各事件的最早发生时间、各事件的最迟发生时间、各活动的最早开始时间、各活动的最迟开始时间、各活动的时间余量，分别填入下面的表1和表2中，用顶点序列表示出关键路径，给出关键活动．

表1

[image: alt]


表2

[image: alt]


5．对下图，求出从源到汇的最大流量．
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第5题图


附　录

附录1　数学实验

在微积分和矩阵方法两个模块中，我们学习了Matlab软件的简单使用．下面我们举例说明它在处理图论中的一些问题的应用．

例1　处理求解1.4节中例2和例4时涉及的主要运算．

解：＞＞A＝［0，1，0，0；0，0，1，1；1，1，0，1；1，0，0，0］

A＝

　0　1　0　0

　0　0　1　1

　1　1　0　1

　1　0　0　0

＞＞A＾2

ans＝

　0　0　1　1

　2　1　0　1

　1　1　1　1

　0　1　0　0

＞＞A＾3

ans＝

　2　1　0　1

　1　2　1　1

　2　2　1　2

　0　0　1　1

＞＞A＾4

ans＝

　1　2　1　1

　2　2　2　3

　3　3　2　3

　2　1　0　1

＞＞B＝A＋A＾2＋A＾3＋A＾4

B＝

　3　4　2　3

　5　5　4　6

　7　7　4　7

　3　2　1　2

例2　求2.1节中图2-6的最小生成树．

解　从指令窗口工具栏的“新建空白文件”按钮进入Matlab的程序编辑器（Editer）窗口，写函数文件：
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保存为mintree.m，然后在指令窗口执行

[image: alt]


[image: alt]






附录2　参考答案

第1章

习题1.1

1．（1）欧拉　（2）＝，E′⊆E　（3）5，6

2．提示：用4阶无向完全图或4阶有向完全图表示均可

3．略

4．集合分别属于线性结构、集合型结构、树形结构

5．图略．线性结构

6．图略．树形结构

习题1.2

1．略

2．（1）10，20　（2）9

3．提示：（1）[image: alt]
 　（2）[image: alt]


4．6个1度顶点

5．（1）a组，c组，d组　（2）a组

6．提示：用反证法．不妨设个结点度数两两不同，那么该简单图度数序列必为0，1，2，3，…，n－1.而这是不可能的

7．提示：用定理1.1的推论1

8．[image: alt]


9．最多进行五场比赛，如下图是双方各出3名队员进行了5次比赛的一种情况，其中弧的方向表示从胜者指向负者．

习题1.3

1．[image: alt]


2．提示：从已知回路是否为简单回路两方面分情况考虑

3．略

[image: alt]


4．连通

5．正确

6．等价

7．4！＝24；5！＝120

习题1.4

1．4阶无向完全图和4阶有向完全图的邻接矩阵和可达性矩阵均相同．邻接矩阵为[image: alt]
 ，除主对角线元素为0以外其余元素均为1；可达性矩阵为[image: alt]
 ，所有元素均为1

2．（1）[image: alt]
 第2行元素之和为2，代表v2
 的出度为2；第2列元素之和为1，代表v2
 的入度为1

（2）[image: alt]
 表示从v2
 到v3
 长度为2的通路仅有1条，即v2
 v1
 v3


（3）[image: alt]
 表示从v2
 到v3
 长度为3的通路有2条，即v2
 v1
 v4
 v3
 和v2
 v3
 v2
 v3


3．[image: alt]


4．R的传递闭包t（R）的关系矩阵即R的关系图的可达矩阵P

注[image: alt]
 v2
 →v3
 →v2
 →v3
 是一种满足要求的通路

5．[image: alt]


复习题

一．1．C　2．C　3．D　4．A　5．B　6．A

二．1．哥尼斯堡七桥

2．12

3．20

4．从vi
 到vj
 存在一条通路

5．从v4
 到v3
 长度为3的有向通路有2条

三．1．

[image: alt]


[image: alt]


度数为奇数的结点为c和e

2．出度序列为2，2，1，0

[image: alt]


3．（1）[image: alt]
 中的元素[image: alt]
 的含义：从v3
 到v2
 长度为2的有向通路仅1条

（2）可达矩阵[image: alt]


4．（1）G的邻接矩阵[image: alt]
 中的元素[image: alt]
 的含义：从v1
 到v4
 长度为2的有向通路有两条，相应通路为v1
 v2
 v4
 和v1
 v3
 v4


（2）G为强连通图，其可达性矩阵中每一个元素均为1

5．提示：本题可以转化为如下数学命题：n阶简单无向图中存在两个结点的度数相同．

第2章

习题2.1

1．根据握手定理可得有2个5度顶点

2．略

3．5条．最短总长度为18

4．一个总造价最小的铁路网络如下：

[image: alt]


最少总造价为11

习题2.2

1．7片

2．（1）4

（2）不唯一；图略

3．提示：设边数为m，k个内点，t片树叶，得

[image: alt]


4．提示：与上题类似

5．n＋1

6．

7．提示：根据根树的定义

8．略

习题2.3

1．（1）T的权为55

（2）T中有5片树叶，1个二度顶点，3个三度顶点，0个四度顶点

（3）T的深度为3

2．树权为66

3．树权为69

[image: alt]


4．｛000，001，01，100，101，11｝

5．前序遍历列：－＋ab×÷c＋def

中序遍历列：（a＋b）－（c÷（d＋e））×f

后序遍历列：ab＋cde＋÷f×－

复习题

一．1．D　2．C　3．B

二．1．4元树　2．祖先；后代　3．6　4．1　5．0

三．1．图略；9场比赛；n＋1场比赛

2．图略；树权为28

3．图略；树权为57.6

4．图略；2550个

5．中序遍历列：［（a×b）＋c］÷（d－e）

　前序遍历列：÷＋×abc－de

　后序遍历列：ab×c＋de－÷

6．线路长23

习题3.1

1．图（c）和（e）为欧拉图；图（b），（d），（f）为半欧拉图，起点和终点均为奇度顶点

2．k3
 和k5
 均是欧拉图；n（n≥3）为奇数时kn
 为欧拉图

3．提示：从图的奇数度结点去考虑

4．略

5．否．如下图不是半欧拉图：

[image: alt]


6．有向欧拉图一定是强连通的，但反之不成立

7．略

习题3.2

1．无汉密尔顿回路

2．略

3．可以．结合k5
 来分析，假设5个人按照1，2，3，4，5，1的顺序坐成一圈，可以调整顺序为1，3，5，2，4，1

4．提示：参考本节例5

习题3.3

1．略

2．最大对集不唯一，｛a2
 b1
 ，a3
 b2
 ，a4
 b3
 ，a5
 b5
 ｝是一个满足要求的最大对集

3．略

4．略

5．提示：设二分图G（V1
 ，V2
 ）且｜V1
 ｜＝n1
 ，｜V2
 ｜＝n2
 ，满足：

　　n1
 ＋n2
 ＝n且n1
 ·n2
 ≥m

6．提示：小磊、小萍、小薇3人英语四级考试成绩分别为及格、不及格、优秀

7．提示：该图为可二色图

习题3.4

1．提示：k3，3
 不是平面图

2．略

3．略

4．12个顶点

5．8个面

6．提示：把[image: alt]
 代入到n＋r－m＝2后消去r整理即得

7．提示：该图可以收缩成k3，3


8．提示：该图是自对偶图

9．提示：用反证法，以下第10、11、12同

复习题

一、1．C　2．A　3．D　4．B　5．D　6．A　7．C

二、1．7条边

2．5个顶点、6条边

3．∅，V

4．B，C

5．错误

6．各条边，各个顶点

三．1．提示：最大对集不唯一，M＝｛a1
 b5
 ，a2
 b1
 ，a3
 b4
 ，a4
 b3
 ｝是其中一最大对集

2．提示：利用结论“对连通平面图，面的度数之和等于其边数m的两倍”和连通平面图的欧拉定理3.5

3．略．

第4章

习题4.1

1．C6
 ，C7
 的色数分别是2和3．对n≥3来说，当n为偶数时Cn
 的色数为2，当n为奇数时Cn
 的色数为3

2．5个

3．当n为偶数时Wn的色数为3，当n为奇数时Wn的色数为4

习题4.2

1．从a到z的最短路为：a→d→g→f→z

习题4.3

1．（1）①②③④；①③②④；②①③④；　（2）边〈3，2〉

2．

[image: alt]


关键活动为a，c，d，e

[image: alt]


关键路径有两条：v1
 v2
 v5
 v7
 ，v1
 v4
 v5
 v7


关键活动：a1
 　a2
 　a4
 　a8
 　a9


3．最大流量为9

复习题

1．（1）5　（2）2　（3）2　（4）3

2．3个

3．a→b→e→f→z．

4．

[image: alt]


[image: alt]


关键路径有两条：v1
 v2
 v5
 v7
 ，v1
 v4
 v5
 v7


关键活动：a1
 　a2
 　a4
 　a8
 　a9


5．最大流量为14
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