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丛书前言

一、独创方法



二、对考试大纲的精准把握



三、体系明晰，“讲”、“练”、“考”结合
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管理类联考数学考试大纲及题型说明

第一节 管理类联考数学考试大纲

(一)算术



(二)代数



(三)几何



(四)数据分析





第二节 题型说明

一、题型与分值



二、条件充分性判断







第一章 算 术

第一节 实 数

题型1 整除问题



题型2 带余除法问题



题型3 奇数与偶数问题



题型4 质数与合数问题



题型5 约数与倍数问题



题型6 整数不定方程问题



题型7 无理数的整数与小数部分



题型8 有理数与无理数的运算



题型9 实数的运算技巧问题



题型10 其他实数问题





第二节 比和比例

题型11 等比定理与合比定理的应用



题型12 其他比例问题





第三节 绝对值

题型13 非负性问题



题型14 自比性问题



题型15 绝对值的最值问题



题型16 求解绝对值方程和不等式



题型17 证明绝对值等式或不等式



题型18 定整问题



题型19 含绝对值的式子求值





第四节 平均值和方差

题型20 平均值和方差的定义



题型21 均值不等式







第二章 整式与分式

第一节 整 式

题型22 因式分解问题



题型23 双十字相乘法



题型24 求展开式的系数



题型25 代数式的最值问题



题型26 三角形的形状判断问题



题型27 整式除法与余式定理



题型28 其他整式化简求值问题





第二节 分 式

题型29 齐次分式求值



题型30 已知x+x-1
 =a或者x2
 +ax+1=0，求代数的值



题型31 关于a-1
 +b-1
 +c-1
 =0的问题



题型32 其他分式的化简求值问题







第三章 函数、方程、不等式

第一节 简单方程与不等式

题型33 简单方程（组）和不等式（组）



题型34 不等式的性质





第二节 一元二次函数、方程、不等式

题型35 一元二次函数、方程和不等式的基本题型



题型36 根的判别式问题



题型37 韦达定理问题



题型38 一元二次函数的最值



题型39 根的分布问题



题型40 一元二次不等式的恒成立问题





第三节 特殊函数、方程、不等式

题型41 指数与对数



题型42 分式方程及其增根



题型43 穿线法解分式、高次不等式



题型44 无理方程和无理不等式







第四章 数 列

第一节 等差数列

题型45 等差数列基本问题



题型46 连续等长片段和



题型47 奇数项、偶数项的关系



题型48 两等差数列相同的奇数项和之比



题型49 等差数列前n项和的最值





第二节 等比数列

题型50 等比数列基本问题



题型51 无穷等比数列



题型52 连续等长片段和





第三节 数列综合题

题型53 等差数列和等比数列的判定



题型54 等差与等比数列综合题



题型55 数列与函数、方程的综合题



题型56 递推公式问题







第五章 应用题

题型57 简单算术问题



题型58 工程问题



题型59 平均值问题



题型60 行程问题



题型61 简单比率问题



题型62 利润问题



题型63 增长率问题



题型64 溶液问题



题型65 集合问题



题型66 最值问题



题型67 线性规划问题



题型68 阶梯价格问题





第六章 数据分析

第一节 图表分析

题型69 数据的图表分析





第二节 排列组合

题型70 加法原理、乘法原理



题型71 排队问题



题型72 看电影问题



题型73 数字问题



题型74 万能元素问题



题型75 简单组合问题



题型76 不同元素的分组与分配



题型77 相同元素的分配问题



题型78 相同元素的排列问题



题型79 涂色问题



题型80 不能对号入座问题



题型81 成双成对问题



题型82 求系数问题与二项式定理





第三节 概 率

题型83 古典概型



题型84 古典概型之色子问题



题型85 古典概型之几何体涂漆问题



题型86 数字之和问题



题型87 袋中取球问题



题型88 独立事件的概率



题型89 伯努利概型



题型90 闯关和比赛问题







第七章 平面几何

第一节 平面几何

题型91 与三角形有关的问题



题型92 阴影部分面积





第二节 立体几何

题型93 立体几何基本问题



题型94 几何体的“接”与“切”





第三节 解析几何

题型95 点与点的关系



题型96 点与直线的位置关系



题型97 直线与直线的位置关系



题型98 点、直线与圆的位置关系



题型99 圆与圆的位置关系



题型100 图像的判断



题型101 过定点与曲线系



题型102 面积问题



题型103 对称问题



题型104 最值问题
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丛书前言




针对管理类、经济类联考的备考，吕建刚老师精心编著了这套“老吕系列”丛书。它是吕老师近十年心血的结晶，已经帮助无数考生梦圆名校，是联考的必备丛书。


一、独创方法


本套丛书采用老吕独创的教学方法，可快速有效地提升考生的成绩。其中，“老吕数学”系列采用老吕数学“四网一模”学习法。其注重知识网、题型网、方法网和错题网的搭建，通过模考提高考生的考试拿分能力。其对真题的130类常见题型进行了归纳，对每类题型有几种变化，每种变化用何种方法，有无快速得分方法进行了详细总结。“老吕逻辑”系列采用由老吕独创的“老吕逻辑”学习法。这一方法颠覆了传统逻辑学习方法，具有独创性、易学性和有效性。其成功地将形式逻辑公式化、论证逻辑模型化、逻辑术语口语化，并且剔除了大量对考试无用的学术知识，直接传授解题技巧，突破命题本质，使考生迅速夺取高分。“老吕写作”系列突出写作技巧的可用性和公式化。其中，论证有效性分析部分与“老吕逻辑”体系紧密结合，互有帮助；论说文部分则重点提高学生的成文能力，即使没有文字功底的考生也可以迅速写出一篇令人较为满意的文章。


二、对考试大纲的精准把握


丛书紧扣考试大纲，例题难度等同于真题或者略高于真题，突出题型的系统总结和解题技巧的全面提升.在深入研究最新考试大纲和真题的基础上，丛书精准把握联考的难点、重点和命题趋势，避免对考试无用的超难题、偏题、怪题，绝对避免浪费考生的时间和金钱。


三、体系明晰，“讲”、“练”、“考”结合


“老吕数学”图书系列包括：

《老吕数学·2015年MBA/MPA/MPAcc管理类联考·数学名家精讲》；

《老吕数学·2015年MBA/MPA/MPAcc管理类联考·数学母题名家精练》；

《老吕数学·2015年MBA/MPA/MPAcc管理类联考·数学真题名家精解》。

“老吕逻辑”图书系列包括：

《老吕逻辑·2015年MBA/MPA/MPAcc管理类、经济类联考·逻辑名家精讲》；

《老吕逻辑·2015年MBA/MPA/MPAcc管理类、经济类联考·逻辑母题名家精练》；

《老吕逻辑·2015年MBA/MPA/MPAcc管理类联考·逻辑真题名家精解》。

“老吕写作”图书系列包括：

《老吕写作·2015年MBA/MPA/MPAcc管理类、经济类联考·写作名家精讲》。

“老吕综合”图书系列包括：

《老吕综合·2015年MBA/MPA/MPAcc管理类联考·考前冲刺6套卷》。

其中，数学、逻辑、写作《名家精讲》是核心教材，夯实基础、突出重点、讲练结合，建议学习2～3遍。

《母题名家精练》是题型分类练习，可用于第2轮复习或者作为《名家精讲》的配套习题使用。

《真题名家精解》对历年真题进行超精解，既适用于模考，又适合深入分析学习真题，建议用于第2、3轮复习。

《综合冲刺6套卷》是考前1～2个月的必备资料，用于模考和押题，是对真题的精准预测和实战模拟。


四、微博、微信答疑与网络课程


为了更好地服务广大考生，吕老师用微博、微信、QQ群等多种手段为大家答疑解惑。新浪微博：吕建刚老湿（http://weibocom/laolvzhuanshuo）；微信：wx2816472531；QQ群：376413117。对丛书有任何意见或建议，可致信：2816472531@qqcom。

需要购买“老吕系列”网络课程或者面授课程的同学，欢迎与吕老师联系。 “

十年寒窗无人问，一举成名天下知！”祝各位考生金榜题名！




管理类联考数学考试大纲及题型说明










第一节 管理类联考数学考试大纲




综合能力考试中的数学基础部分主要考查考生的运算能力、逻辑推理能力、空间想象能力和数据处理能力，通过问题求解和条件充分性判断两种形式来测试。

试题涉及的数学知识如下。


(一)算术


1.整数

(1)整数及其运算。

(2)整除、公倍数、公约数。

(3)奇数、偶数。

(4)质数、合数。

2.分数、小数、百分数

3.比与比例

4.数轴与绝对值


(二)代数


1.整式

(1)整式及其运算。

(2)整式的因式与因式分解。

2.分式及其运算

3.函数

(1)集合。

(2)一元二次函数及其图像。

(3)指数函数、对数函数。

4.代数方程

(1)一元一次方程。

(2)一元二次方程。

(3)二元一次方程组。

5.不等式

(1)不等式的性质。

(2)均值不等式。

(3)不等式求解。

一元一次不等式(组)，一元二次不等式，简单绝对值不等式，简单分式不等式。

6.数列、等差数列、等比数列


(三)几何


1.平面图形

(1)三角形。

(2)四边形(矩形、平行四边形、梯形)。

(3)圆与扇形。

2.空间几何体

(1)长方体。

(2)柱体。

(3)球体。

3.平面解析几何

(1)平面直角坐标系。

(2)直线方程与圆的方程。

(3)两点间的距离公式与点到直线的距离公式。


(四)数据分析


1.计数原理

(1)加法原理、乘法原理。

(2)排列与排列数。

(3)组合与组合数。

2.数据描述

(1)平均值。

(2)方差与标准差。

(3)数据的图表表示(直方图、饼图、数表)。

3.概率

(1)事件及其简单运算。

(2)加法公式。

(3)乘法公式。

(4)古典概型。

(5)伯努利概型。



第二节 题型说明





一、题型与分值


管理类联考中，数学分为两种题型：问题求解和条件充分性判断，均为选择题。其中，问题求解题有10道，每道题3分，共30分；条件充分性判断题有15道，每题3分，共45分。


二、条件充分性判断


1.充分性定义

对于两个命题A和B，若有A⇒B，则称A为B的充分条件。

2.充分性判断题的解题说明

题干给定一个结论和两个条件，要求判断给定的条件是否足以推出题干中的结论。

若：条件（1）充分，但条件（2）不充分，选择A。

若：条件（2）充分，但条件（1）不充分，选择B。

若：条件（1）和（2）单独都不充分，但条件（1）和条件（2）联合起来充分，选择C。

若：条件（1）充分，条件（2）也充分，选择D。

若：条件（1）和（2）单独都不充分，两个条件联合起来也不充分，选择E。

3.例题



例1.

 条件充分性判断。

x=3.

（1）x是自然数；

（2）4>x>2。



【解析】

 条件（1）显然不充分，条件（2）显然也不充分。联立两个条件：可得x=3，所以条件（1）和条件（2）联合起来充分。



【答案】

 C



例2.

 条件充分性判断。

方程f(x)=1有且仅有一个实根。

（1）f(x)=|x－1|;

（2）f(x)=|x－1|+1。



【解析】

 由条件（1）得|x－1|=1→x－1=±1→x 
1

 =2,x 
2

 =0，所以条件（1）单独不充分。

由条件（2）得|x－1|+1=1→x－1=0→x=1，所以条件（2）单独充分。



【答案】

 B


三、注意


本书正文例题中的条件充分性问题，不再注明选项，同学们务必记住各选项的含意，按照上述说明进行选择即可。




第一章 算 术
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 本章题型网




(一)实数[image: 1-1-1]


(二)比与比例[image: QQ截图20141106111245]


(三)绝对值[image: 1-1-3]


(四)均值与方差[image: QQ截图20141106112505]




第一节 实 数






题型1 整除问题
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 母题精讲



母题1.1
 (2007-10)m是一个整数.

(1)若m=[image: 1003]
 ，其中p与q为非零整数，且m2
 是一个整数；

(2)若m=[image: 1003]
 ，其中p与q为非零整数，且[image: 1004]
 是一个整数.



【解析】

 设K法、特殊值法.

条件(1)：p与q为非零整数，所以m=[image: 1003]
 为整数或分数.

因为分数的平方必然为分数，又因为m2是整数，所以m必然是整数，故条件(1)充分；

条件(2)：令[image: 1004]
 =k，则m=[image: 1005]
 .所以，当k为偶数时，m是整数；当k为奇数时，m是分数，故条件(2)不充分.



【快速得分法】

 对于条件(2)有特殊值法：

令p=-1，q=2，则[image: 1004]
 =1是整数，但m=[image: 1003]
 =-[image: 1006]
 ，不是整数，所以条件(2)不充分.



【答案】

 A



母题1.2

 4x2
 +7xy-2y2
 是9的倍数.

(1)x,y是整数；

(2)4x-y是3的倍数.



【解析】

 方法一：设K法.

使用特殊值法，易知两个条件单独不充分，联立之：

设4x-y=3k⇒y=4x-3k，代入，得：

4x2
 +7xy-2y2
 =4x2
 +7x(4x-3k)-2(4x-3k)2
 =27kx-18k2
 =9(3kx-2k2
 ).

因为3kx-2k2
 为整数，故原式能被9整除，两个条件联立起来充分.

方法二：因式分解法

4x2
 +7xy-2y2
 =x(4x-y)+8xy-2y2
 =x(4x-y)+2y(4x-y)=(4x-y)(x+2y)

4x-y=3k⇒y=4x-3k，故x+2y=x+8x-6k=9x-6k，是3的倍数，故4x2
 +7xy-2y2
 是9的倍数.



【快速得分法】

 令x=1,y=1，4+7-2=9，猜测选C.



【答案】

 C

[image: zt]
 老吕施法


整除问题，常有两种命题方式，即母题1.1和母题1.2；常用以下解题方法：


1.特殊值法


与整除有关的条件充分性判断问题，首选特殊值法.


2.设K法


经典方法为设K法：a被b整除，可设[image: 1013]
 =k，整理得a=bk,(k∈Z).


3.因式分解法


如母题1.2，因式分解出已知条件.


4.拆项法


与整除有关的问题，常用拆项法.

例如：[image: 1014]
 为整数，如果我们直接设[image: 1014]
 =k，整理得：m=[image: 1015]
 ，此式很复杂，不容易进行下一步的分析；所以，常用拆项法，令[image: 1014]
 =[image: 1016]
 +[image: 1017]
 =2+[image: 1017]
 ，此时，只需要令[image: 1017]
 =k，即m=[image: 1018]
 -1，再进行下一步分析就简单很多

[image: zt]
 习题精练


1.[image: ]
 是整数.

(1)a是一个整数，且[image: ]
 也是一个整数；

(2)a是一个整数，且[image: ]
 也是一个整数.

2.[image: ]
 是整数.

(1)n是整数，[image: ]
 是整数；

(2)n是整数，[image: ]
 是整数.

3. m是一个整数.

(1)若m=[image: ]
 ，其中p与q为非零整数，且log2
 3m是一个整数；

(2)若m=[image: ]
 ，其中p与q为非零整数，且[image: ]
 是一个整数.

4.已知a,b是整数，3a(2a+1)+b(1-7a-3b)是10的倍数.

(1)b是奇数；

(2)3a+b是5的倍数.

5.三个数的和为252，这三个数分别能被6、7、8整除，而且商相同，则最大的数与最小的数相差( ).

(A)18　　　　(B)20　　　　(C)22　　　　(D)24　　　　(E)26

[image: zt]
 习题详解


1.C



【解析】

 　条件(1)：令a=4，显然不充分;

条件(2)：令a=13，显然不充分.

联立两个条件：

由(1)：[image: ]
 =[image: ]
 ，可知，a能被4整除；

由(2)可知，a能被13整除.

故a可被4×13=52整除，故[image: ]
 是整数，联立起来充分.

2. C



【解析】

 　特殊值法、拆项法.

条件(1)：令n=4，显然不充分；

条件(2)：令n=6，显然不充分.

联立两个条件：

[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 +1，为整数，故n-1必能被3整除；

[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 +1，为整数，故n-1必能被5整除；

3与5互质，故n-1能被15整除；

[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 +1，必为整数.

故联立两个条件充分.

3. E



【解析】

 　条件(1)：令log2
 3m=k得，3m=2k
 ,m=[image: ]
 ，不充分；

条件(2)：令[image: ]
 =k，即，[image: ]
 =k,即，2+[image: ]
 =k，得m=[image: ]
 -1，不充分.

两个条件联立也不充分.



【快速得分法】

 　特殊值法.

条件(1)令m=[image: ]
 ，可迅速排除；条件(2)令m=-[image: ]
 ，可迅速排除.

4. C



【解析】

 　代特殊值易知两个条件单独都不充分，联立之.

由条件(2)得：3a+b=5k，得b=5k-3a，则：

3a(2a+1)+b(1-7a-3b)

=6a2
 +3a+(5k-3a)[1-7a-3(5k-3a)]

=6a2
 +3a+5k-35ka-75k2
 +45ka-3a+21a2
 +45ka-27a2


=5k+55ka-75k2


=5(k+11ka-15k2
 )

由条件(1)b是奇数，又由b=5k-3a，可知a,k必为一奇一偶，故k+11ka-25k2
 必为偶数，故原式是10的倍数.

方法二：由条件(2)得：

3a(2a+1)+b(1-7a-3b)

=6a2
 +3a+b-7ab-3b2


=6a2
 -7ab-3b2
 +3a+b

=(3a+b)(2a-b)+(3a+b)

=(3a+b)(2a-b+1)

由条件(1)b是奇数，则2a-b+1能被2整数，又由条件(2)知3a+b能被5整除.

故(3a+b)(2a-b+1)能被10整除，两个条件联立起来充分.

5. D



【解析】

 　设商为k，则这三个数为6k,7k,8k，由三个数的和为252，可得：



6k+7k+8k=252，

解得k=12，故：8k-6k=2k=24.



题型2　带余除法问题




[image: zt]
 母题精讲




母题2

 　若x和y是整数，则xy+1能被3整除.

(1)当x被3除时，余数为1；

(2)当y被9除时，余数为8.



【解析】

 　特殊值法、设K法.

条件(1)：令x=1，xy+1=y+1，能否被3整除与y的值有关，不充分；

同理可知：条件(2)不充分；

联立条件(1)(2)：

由条件(1)可设：x=3m+1，由条件(2)可设y=9n+8，故



xy+1=(3m+1)(9n+8)+1=27mn+24m+9n+9=3(9mn+8m+3n+3)

可被3整除，联立两个条件充分.



【快速得分法】

 　特殊值法.

令x=1，y=8，可得xy+1=9能被3整除，猜测选C.



【易错点】

 　有同学误用设K法

由条件(1)设x=3k+1，由条件(2)设y=9k+8，误把两个未知数当一个未知数，应设k1
 ,k2
 .



【答案】

 　C

[image: zt]
 老吕施法


带余除法问题常用以下方法：


1.特殊值法


带余除法的条件充分性判断问题，首选特殊值法.


2.设K法


若a被b除余r，可设a=bk+r,(k∈Z).

若a被b除余r，则a-r能被b整除.


3.同余问题


若a被b,c,d除均余r，则a-r能被b,c,d整除，即a-r能被b,c,d的最小公倍数整除，见习题2.


4.不同余问题


利用同一个数被另外一个数除的商和余数为定值，即可列方程求解，见习题3，4

[image: zt]
 习题精练


1.正整数n的8倍与5倍之和，除以10的余数为9，则n的个位数字为( ).

(A)2　　(B)3　　(C)5　　(D)7　　(E)9

2.某人手中握有一把玉米粒，若3粒一组取出，余1粒；若5粒一组取出，也余1粒；若6粒一组取出，也余1粒，则这把玉米粒最少有( )粒.

(A)28　　(B)39　　(C)51　　(D)91　　(E)31

3.自然数n的各位数字积是6.

(1)n是除以5余3且除以7余2的最小自然数；

(2)n是形如24m
 (m∈ Z+
 )的最小正整数.

4.有一个四位数，它被121除余2，被122除余109，则此数字的各位数字之和为( ).

(A)12　　(B)13　　(C)14　　(D)16　　(E)17

5.一个盒子装有m个小球(m≤100)，每次2个、3个、4个的取出，最终盒内都只剩下一个小球，如果每次以11个的取出，则余4个，则m的各数位上的数字之和为( ).

(A)9　　(B)10　　(C)11　　(D)12　　(E)13

[image: zt]
 习题详解


1. B



【解析】

 　8n+5n=13n，13n被10除余9，个位数为9，故n的个位数为3.

2. E



【解析】

 　同余问题.

设共有x粒玉米粒，则x-1能被3，5，6整除，求玉米粒最少有多少，则x-1是3，5，6的最小公倍数30，故最少有31粒.

3. D



【解析】

 　方法一：

条件(1)：设n=5k1
 +3,n=7k2
 +2,(k1
 ,k2
 ∈ Z)，则有：5k1
 +3=7k2
 +2，得：k2
 =[image: ]
 .

穷举可知：k1
 =4,k2
 =3时，nmin
 =23，故n的各位数字积为：2×3=6，条件(1)充分；

条件(2)：nmin
 =24
 =16，故n的各位数字积为：1×6=6，条件(2)充分.

方法二：

条件(1)n=5k1
 +3=7k2
 +2=5k2
 +2k2
 +5-3=5(k2
 +1)+2k2
 -3

因为n被5除的商和余数均应为定值，故有：



[image: ]
 ⇒k1
 =4,k2
 =3，

故n=5k1
 +3=5×4+3=23，故n的各位数字积为：2×3=6，条件(1)充分.

条件(2)同方法一.

4. E



【解析】

 　设所求的4位数为x，则有：



[image: ]
 ，

由第二个式子可得：x=(121+1)k2
 +121-12=121(k2
 +1)+k2
 -12.

可知：[image: ]
 ，故[image: ]
 .



x=121×15+2=1 817，

各位数字之和为：1+8+1+7=17.

5. B



【解析】

 　同余问题+不同余问题.

由“每次2个、3个、4个的取出，最终盒内都只剩下一个小球”知m-1能被2、3、4最小公倍数12整除，设m=12k1
 +1；

又由“每次以11个的取出，则余4个”，设m=11k2
 +4；

故：m=12k1
 +1=11k1
 +k1
 +1=11k2
 +4，故有：k1
 +1=4,k1
 =3；

故：m=12k1
 +1=37，各数位上的数字之和为10.



题型3　奇数与偶数问题




[image: zt]
 母题精讲




母题3

 　(2012-1)已知m,n是正整数,则m是偶数.

(1)3m+2n是偶数；

(2)3m2
 +2n2
 是偶数.



【解析】



条件(1)：3m+2n是偶数，2n也是偶数，则3m是偶数，m必是偶数，条件(1)充分；

条件(2)：3m2
 +2n2
 是偶数，2n2
 也是偶数，则3m2
 是偶数.

因为3是奇数，所以m2
 是偶数，m必为整数或者无理数；又因为m是正整数，所以m必是偶数，条件(2)也充分.

[image: zt]
 老吕施法


奇数偶数问题常用以下方法：

(1)设偶数=2n,(n∈Z)，奇数=2n+1,(n∈Z).

(2)奇数和偶数的四则运算规律，即：

奇数+奇数=偶数，奇数+偶数=奇数，奇数×奇数=奇数，奇数×偶数=偶数.

(3)特殊值法.

[image: zt]
 习题精练


1.(2012-1)m2
 n2
 -1能被2整除.

(1)m是奇数；　　　(2)n是奇数.

2.设a为正奇数，则a2
 -1必是( ).

(A)5的倍数　　(B)6的倍数　　(C)8的倍数　　(D)9的倍数　　(E)7的倍数

3. m为偶数.

(1)设n为整数，m=n2
 +n；

(2)在1，2，3，4,…，90这些自然数中的相邻两数之间任意添加一个加号或减号，运算结果为m.

4.如果a、b、c是三个任意整数，那么[image: ]
 、[image: ]
 、[image: ]
 ( ).

(A)都不是整数　　 (B)至少有两个整数

(C)至少有一个整数　　(D)都是整数

(E)以上答案均不正确

5.已知n是偶数，m是奇数，x,y为整数且满足方程组[image: ]
 的解，那么( ).

(A)x,y都是偶数　　(B)x,y都是奇数

(C)x是偶数，y是奇数　　(D)x是奇数，y是偶数

(E)以上都不对

[image: zt]
 习题详解


1.C



【解析】

 　条件(1)与(2)单独显然不充分，考虑联合起来：m2
 n2
 -1=(mn)2
 -1，当m和n均为奇数时，mn为奇数，故m2
 n2
 -1为偶数.

2. C



【解析】

 　设a=2n+1(n是整数)，则a2
 -1=(2n+1)2
 -1=4n2
 +4n=4n(n+1).

因为n是整数，所以n与n+1之中至少有一个是偶数，即2的倍数，故4n(n+1)是8的倍数.



【快速得分法】

 　特殊值法.

令a=3，则a2
 -1=8，故选C.

3. A



【解析】

 　条件(1)：m=n2
 +n=n(n+1)，相邻两个数必为一奇一偶，一奇一偶相乘必为偶，充分；

条件(2)：1，2，3，4，…，90中有45个奇数进行加减运算，运算结果必奇数，再与45个偶数做加减运算，运算结果必为奇数，不充分.

4. C



【解析】

 　a、b、c为3个奇数、2奇1偶、1奇2偶、或3偶，无论哪一种情况，都能保证a+b、b+c、c+a中至少有一个是偶数，所以[image: ]
 、[image: ]
 、[image: ]
 有一个是整数.

5. C



【解析】

 　由方程组得：x=1 998y+n，因为1 998y和n都是偶数，故x是偶数；

又由方程组得：13y=m-9x，m是奇数，9x是偶数，故m-9x是奇数，故y是奇数.



题型4　质数与合数问题




[image: zt]
 母题精讲




母题4

 　(2014-1)若几个质数(素数)的乘积为770，则它们的和为( ).

(A)85　　(B)84　　(C)28　　(D)26　　(E)25



【解析】

 　分解质因数：770=2×5×7×11

2+5+7+11=25



【答案】

 　
 　E


[image: zt]
 老吕施法


解质数合数问题，常见3种方法.


1.穷举法


30以内的质数要熟练记忆：2，3，5，7，11，13，17，19，23，29.


2.分解质因数法


遇到和质数有关的乘法、整除、带余除法等问题时，常用分解质因数法.


3.分析法


常分析奇偶性：所有质数中只有一个质数为偶数，即2.

[image: zt]
 习题精练


1.(2013-1)p=mq+1为质数.

(1)m为正整数，q为质数；(2)m，q均为质数.

2.每一个合数都可以写成k个质数的乘积，在小于100的合数中，k的最大值为( ).

(A)3　　(B)4　　(C)5　　(D)6　　(E)7

3.若20以内的质数的算术平均数为x，则与x最接近的整数是( ).

(A)8　　(B)9　　(C)10　　(D)11　　(E)12

4.在20以内的质数中，两个质数之和还是质数的共有( )种.

(A)2　　(B)3　　(C)4　　(D)5　　(E)6

5.(2011-1)设a,b,c是小于12的三个不同的质数(素数)，且|a-b|+|b-c|+|c-a|=8，则a+b+c=( ).

(A)10　　(B)12　　(C)14　　(D)15　　(E)19

6.已知3个质数的倒数和为[image: ]
 ，则这三个质数的和为( ).

(A)334　　(B)335

(C)336　　(D)338

(E)不存在满足条件的三个质数

7. 1 374除以某质数，余数为9，则这个质数为( ).

(A)7　　(B)11　　(C)13　　(D)17　　(E)19

8.如果a、b、c是三个连续的奇数整数，有a+b=32.

(1)10＜a＜b＜c＜20；

(2)b和c为质数.

9.设m,n都是自然数，则m=2，

(1)n≠2,m+n为奇数；

(2)m,n均为质数.

10.若a,b都是质数，且a2
 +b=2003，则a+b的值等于( ).

(A)1999　　(B)2000　　(C)2001　　(D)2002　　(E)2003

[image: zt]
 习题详解


1. E



【解析】

 　特殊值法.

条件(1)：当m=1,q=3时，p=1×3+1=4不是质数，故条件(1)不充分；

条件(2)：当m=3,q=5时，p=3×5+1=16不是质数，故条件(2)不充分；

条件(1)(2)联立等价于条件(2)，不充分.

2. D



【解析】

 　由于最小的质数是2，且26
 =64＜100，27
 =128＞100，所以小于100的合数最多可以写成6个质数的乘积.

3. C



【解析】

 　x=[image: ]
 =9.625

故最接近的整数为10.

4. C



【解析】

 　20以内的质数为2,3,5,7,11,13,17,19.

大于2的质数一定为奇数，偶数+奇数=奇数，故这两个质数中有一个为偶数2；另外一个可能为：3,5,11,17共有4种情况.

5. D



【解析】

 　设a＞b＞c，则




|a-b|+|b-c|+|c-a|
 =a-b+b-c+a-c=2a-2c=8；

即a-c=4，又因为a,b,c是小于12的质数，可知a=7,b=5,c=3，所以a+b+c=15.

6. C



【解析】

 　分解质因数法.

设这三个数分别为a,b,c，则有：



[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 ，

将1986分解质因数可知：1986=2×3×331，故这三个数可能为2，3，331代入分子验证即可，故有：a+b+c=336.

7. C



【解析】

 　分解质因数法.



1 374-9=1 365=3×5×7×13

因为余数为9，所以除数必然大于9，故此质数为13.



【快速得分法】

 　此题可用选项代入法迅速得解.

8. C



【解析】

 　条件(1)和(2)单独显然不充分，联立之.

10到20之间的奇数为：11，13，15，17，19；

10到20之间的质数为：11，13，17，19；

a,b,c是3个连续的奇数，且b和c为质数，故这三个数为：15,17,19.

故a+b=15+17=32，联立起来充分.

9. C



【解析】

 　取特殊值，显然两个条件单独不充分，联立之.

由条件(1)：m+n为奇数，则m,n必为一奇一偶；

又由条件(2)：m,n均为质数，则两数必有一个为偶质数2，又由n≠2，故m=2.

两个条件联立起来充分.

10. C



【解析】

 　a2
 +b=2003，可知a2
 和b必为一奇一偶，又因为a,b都是质数，所以a,b中有一个为2.

故有两组解：a=2,b=1 999时，a+b=2 001；b=2，a=[image: ]
 时，不符合题意.



题型5　约数与倍数问题




[image: zt]
 母题精讲




母题5.

 (2010-10)　某种同样的商品装成一箱，每个商品的重量都超过1千克，并且是1千克的整数倍，去掉箱子重量后净重210千克，拿出若干个商品后，净重183千克，则每个商品的重量为( ).

(A)1　　(B)2　　(C)3　　(D)4　　(E)5



【解析】

 　公约数问题.

由题意可知，商品重量必为210和183的公约数.

210和183的公约数为1和3；重量大于1千克，只能是3千克.



【答案】

 　C

[image: zt]
 老吕施法


约数倍数问题，需要掌握以下技巧：

(1)分解质因数法求公约数和公倍数；

(2)若已知两个数的最大公约数为k，可设这两个数分别为ak，bk，则最小公倍数为abk，这两个数的乘积为abk2
 ；

(3)两个正整数的乘积等于这两个数的最大公约数与最小公倍数的积，即ab=(a,b)[a,b].

[image: zt]
 习题精练


1.若n是一个大于2的正整数，则n3
 -n一定有约数( ).

(A)7　　(B)6　　(C)8　　(D)4　　(E)5

2.两个正整数的最大公约数是6，最小公倍数是90，满足条件的两个正整数组成的大数在前的数对共有( ).

(A)0对　　(B)1对　　(C)2对　　(D)3对　　(E)无数对

3.已知两数之和是60，它们的最大公约数与最小公倍数之和是84，此两数中较大那个数为( ).

(A)36　　(B)38　　(C)40　　(D)42　　(E)48

4.有5个最简正分数的和为1，其中的三个是[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，其余两个分数的分母为两位整数，且这两个分母的最大公约数是21，则这两个分数的积的所有不同值的个数为( ).

(A)2个　　(B)3个　　(C)4个　　(D)5个　　(E)无数个

[image: zt]
 习题详解


1. B



【解析】

 　n3
 -n=(n-1)n(n+1)(连续n个自然数相乘一定可以被n!整除)，故3个连续的自然数相乘，一定可以被6整除.

2. C



【解析】

 　设这两个数为a,b，则有：



ab=(a,b)[a,b]=6×90=6×6×3×5，

故a=90,b=6或a=30,b=18，故大数在前的数对有2对.

3. A



【解析】

 　设x=ad,y=bd，(d为最大公约数)，故最小公倍数为abd，由题意得：



[image: ]
 等价于[image: ]
 .

所以，d为60和84的公约数，d=1,2,3,4,6,12，d取最大值12.

[image: ]
 ⇒[image: ]
 或者[image: ]
 ，所以x=36,y=24.



【快速得分法】

 　此题可用选项代入法迅速得解.

4. C



【解析】

 　因为1-[image: ]
 -[image: ]
 -[image: ]
 =[image: ]
 ，所以其余两个分数之和为[image: ]
 .

由于这两个分数的分母都是两位数，最大公约数是21，且为最简分数，故分母只可能是21和63.

设这两个分数为[image: ]
 和[image: ]
 (m，n是正整数)，则[image: ]
 +[image: ]
 =[image: ]
 ，可得3m+n=26.

由于1≤3m≤25，所以1≤m≤8且m不能是3或7的倍数，故m只能是1，2，4，5，8.

因为n不能是3，7或9的倍数，故只有m=1，n=23；m=2，n=20；m=5，n=11；m=8，n=2四组解.



题型6　整数不定方程问题




[image: zt]
 母题精讲




母题6.1

 (2011-1)　在年底的献爱心活动中，某单位共有100人参加捐款，经统计，捐款总额是19 000元，个人捐款数额有100元、500元和2 000元三种，该单位捐款500元的人数为( ).

(A)13　　(B)18　　(C)25　　(D)30　　(E)28



【解析】

 　设捐款100、500、2 000的人数分别为a,b,c，根据题意得：



[image: ]
 .

化简得：



b=[image: ]


①

又因为a,b,c均为正整数，代入选项验证(或穷举法)可知：b=13,c=2.



【注意】

 　整理得到①式时，如果化为c=[image: ]
 ，则在进行穷举时，要试验很多组才能出答案，所以一般我们解出系数较小的未知数.



【答案】

 　A



母题6.2

 　一个整数x，加6之后是一个完全平方数，减5之后也是一个完全平方数，则x的各数位上的数字之和为( ).

(A)3　　(B)4　　(C)5　　(D)6　　(E)7



【解析】

 　分解因数法，由题意知



[image: ]
 .

两式相减得：11=m2
 -n2
 =(m+n)(m-n)=11×1.

故有：[image: ]
 ，解得：[image: ]
 .所以，x=m2
 -6=30，各数字之和为3.



【快速得分法】

 　用穷举法，由题干知两个完全平方数的差为9，从最小的完全平方数开始穷举，易知这两个完全平方数为25，36，可知x=30.



【答案】

 　A

[image: zt]
 老吕施法


一个方程里面有多个未知数，若已知未知数的解为整数，则有以下两类解法：

1.穷举法(如母题6.1)

(1)在穷举时，常用特征判断法、奇偶分析法减少讨论的范围；

(2)若ax+by=c，整理得：x=[image: 1019]
 ，然后再用穷举法讨论.

2.分解因数法(如母题6.2)

(1)分解为两式的积等于某整数的形式.

如：若已知a,b为自然数，又有ab=7，因为7=1×7，故a=1,b=7或a=7,b=1.

(2)分解因数法常用以下公式：

ab±n(a+b)=(a±n)(b±n)-n2
 ；

若ab±n(a+b)=0，则有(a±n)(b±n)=n2
 .

[image: zt]
 习题精练


1.(2010-10)一次考试有20道题，做对一题得8分，做错一题扣5分，不做不计分.某同学共得13分，则该同学没做的题数是( ).

(A)4　　(B)6　　(C)7　　(D)8　　(E)9

2.小明买了三种水果共30千克，共用去80元.其中苹果每千克4元，橘子每千克3元，梨每千克2元.已知小明买的三种水果的重量均为整数，则他买橘子的重量为( ).

(A)奇数　　(B)偶数　　(C)质数　　(D)合数　　(E)不确定

3.某次数学竞赛准备22枝铅笔作为奖品发给获得一、二、三等奖的学生.原计划一等奖每人发6枝，二等奖每人发3枝，三等奖每人发2枝，后又改为一等奖每人发9枝，二等奖每人发4枝，三等奖每人发1枝，则得一等奖的学生有( )人.

(A)1　　(B)2　　(C)3　　(D)4　　(E)5

4. a和b的算术平均值是8.

(1)a、b为不相等的自然数，且[image: ]
 和[image: ]
 的算术平均值为[image: ]
 ；

(2)a、b为自然数，且[image: ]
 和[image: ]
 的算术平均值为[image: ]
 .

5.已知a1
 ,a2
 ,a3
 ,a4
 ,a5
 是满足条件a1
 +a2
 +a3
 +a4
 +a5
 =-7的不同整数，b是关于x的一元五次方程(x-a1
 )(x-a2
 )(x-a3
 )(x-a4
 )(x-a5
 )=1 773的整数根，则b的值为( ).

(A)15　　(B)17　　(C)25　　(D)36　　(E)38

6.实数x的值为8或3.

(1)某车间原计划30天生产零件165个，前8天共生产44个，从第9天起每天至少生产x个零件，才能提前5天超额完成任务.

(2)小王的哥哥的年龄是20岁，小王的年龄的2倍加上他弟弟的年龄的5倍等于97，小王比他弟弟大x岁.

[image: zt]
 习题详解


1. C



【解析】

 　设该同学做对的题目数为x，做错的题目数为y，则没做的题目数为20-x-y，根据题意可得：



8x-5y=13，

即



y=[image: ]
 .

由穷举法可知：x=6,y=7.

所以，没做的题目数为：20-x-y=7

2.B



【解析】

 　设苹果买了x千克，橘子买了y千克，则梨买了30-x-y千克.根据题意得：



4x+3y+2×(30-x-y)=82.

解得：y=10-2x，故橘子的重量y为偶数.

3. A



【解析】

 　设一等奖有x人，二等奖有y人，三等奖有z人，则：



[image: ]
 ⇒12x+5y=22⇒y=[image: ]
 .

穷举得：x=1,y=2,z=5.所以，得一等奖的学生有1人.

4. A



【解析】

 　分解因数法.

条件(2)：令a=b=6，显然不充分；

条件(1)：由题意知，[image: ]
 +[image: ]
 =[image: ]
 ，即，[image: ]
 =[image: ]
 .

整理得：ab-3(a+b)=0.

由公式(1)得：



(a-3)(b-3)=9=3×3=9×1(分解因数法)；

故有：[image: ]
 或[image: ]
 ；解得：[image: ]
 (舍去)或[image: ]
 .

则a和b的算术值=[image: ]
 =8，条件(1)充分.

5. E



【解析】

 　分解因数法.

由



(x-a1
 )(x-a2
 )(x-a3
 )(x-a4
 )(x-a5
 )=1 773=1×(-1)×3×(-3)×197

得：



x-a1
 =1，x-a2
 =-1，x-a3
 =3，x-a4
 =-3，x-a5
 =197.

故



(x-a1
 )+(x-a2
 )+(x-a3
 )+(x-a4
 )+(x-a5
 )

=5x-(a1
 +a2
 +a3
 +a4
 +a5
 )

=1-1+3-3+197=197.

得5x+7=197,x=38，故b的值为38.

6. D



【解析】

 　条件(1)：提前5天完成，则一共工作了25天，由题意知：



44+(25-8)x≥165，

解得：x≥7.1.

x只能取整数，故x=8，条件(1)充分.

条件(2)：设小王的年龄为a，他弟弟的年龄为b，根据题意知：



2a+5b=97，

得a=[image: ]
 ≤20.

穷举可知：a=16,b=13，故x=16-13=3，条件(2)充分.



题型7　无理数的整数与小数部分




[image: zt]
 母题精讲




母题7

 　把无理数[image: ]
 记作a，它的小数部分记作b，则a-[image: ]
 等于( )

(A)1　　　　　(B)-1　　　　　(C)2　　　　　(D)-2　　　　　(E)3



【解析】

 　由题意得，a=[image: 1020]
 ，b=[image: 1020]
 -2，则a-[image: ]
 =[image: 1020]
 -[image: ]
 =-2



【答案】

 　D

[image: zt]
 老吕施法


(1)一个数的整数部分，是不大于这个数的最大整数.小数部分是原数减去整数部分.

例如：

2.5的整数部分是2，小数部分是0.5；

[image: 1020]
 的整数部分是2，小数部分是[image: 1020]
 -2；

-2.2的整数部分是-3，小数部分是0.8；

-[image: 1020]
 的整数部分是-3，小数部分是-[image: 1020]
 -(-3)=3-[image: 1020]
 .

(2)求解无理数的整数部分与小数部分问题，首先通过等价变换求出此无理数的整数部分，再用原数减去整数部分即得小数部分.

[image: zt]
 习题精练


1.已知实数2+[image: ]
 的整数部分为x，小数部分为y，求[image: ]
 =( ).

(A)[image: ]
 　(B)[image: ]
 　(C)[image: ]
 　(D)[image: ]
 　(E)[image: ]


2.设x=[image: ]
 ，a是x的小数部分，b是-x的小数部分，则a3
 +b3
 +3ab=( ).

(A)0　　(B)1　　(C)2　　(D)3　　(E)4

3.设[image: ]
 的整数部分为a，小数部分为b，则a2
 +[image: ]
 ab+b2
 =( ).

(A)0　　(B)1　　(C)[image: ]
 　　(D)3　　(E)5

[image: zt]
 习题详解


1. A



【解析】

 　1＜[image: ]
 ＜2，故3＜2+[image: ]
 ＜4，得，x=3，y=2+[image: ]
 -3=[image: ]
 -1.



[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]


2. B



【解析】

 　因为x=[image: ]
 =[image: ]
 +1≈2.414，故a=x-2=[image: ]
 -1.

-x=-[image: ]
 -1≈-2.414，所以b=(-[image: ]
 -1)-(-3)=2-[image: ]
 .

所以



a+b=1.

a3
 +b3
 +3ab=(a+b)(a2
 -ab+b2
 )+3ab=a2
 +2ab+b2
 =(a+b)2
 =1.

3. E



【解析】

 　分母有理化：[image: ]
 =[image: ]
 ≈2.618，故



a=2，b=[image: ]
 -2=[image: ]
 ，

故



a2
 +[image: ]
 ab+b2
 =22
 +[image: ]
 ×2×[image: ]
 +[image: ]
 2
 =5.



题型8　有理数与无理数的运算




[image: zt]
 母题精讲




母题8.

 (2009-10)　若是x，y有理数，且满足(1+2[image: ]
 )x+(1-[image: ]
 )y-2+5[image: ]
 =0，则x，y的值分别为( ).

(A)1,3　　(B)-1,2　　(C)-1,3　　(D)1,2

(E)以上结论都不正确



【解析】

 　将原方程整理可得：



(1+2[image: ]
 )x+(1-[image: ]
 )y-2+5[image: ]
 =0；

x+2[image: ]
 x+y-[image: ]
 y-2+5[image: ]
 =0；

x+y-2+(2x-y+5)[image: ]
 =0，

即[image: ]
 .解得x=-1，y=3.



【答案】

 　C

[image: zt]
 老吕施法



(1)已知a，b为有理数，λ为无理数，若有a+bλ=0，则有a=b=0.


所以，形如a+bλ=0的问题，将有理部分和无理部分分别合并同类项，即可求解.


(2)有理数的加、减、乘、除四则运算仍为有理数；


有理数+无理数=无理数；

无理数+无理数=有理数或无理数；

有理数×无理数=0或无理数；

无理数×无理数=有理数或无理数.


(3)无理数的化简求值.


①分母有理化；

②将根号下面的式子凑成完全平方式，可以去根号；

③[image: 1021]
 =k

[image: zt]
 习题精练


1.设x,y是有理数，且(x-[image: ]
 y)2
 =6-4[image: ]
 ，则x2
 +y2
 =( ).

(A)2　　(B)3　　(C)4　　(D)5　　(E)6

2.已知a,b,c为有理数，有a=b=c=0.

(1)a+b[image: ]
 +c[image: ]
 =0；　　(2)a+b[image: ]
 +c[image: ]
 =0.

3.已知a为无理数，(a-1)(a+2)为有理数，则下列说法正确的是( ).

(A)a2
 为有理数　　(B)(a+1)(a+2)为无理数

(C)(a-5)2
 为有理数　　(D)(a+5)2
 为有理数

(E)以上都不对

4.设a是一个无理数，且a,b满足ab+a-b=1，则b=( ).

(A)0　　(B)1　　(C)-1　　(D)±1　　(E)1或0

5.已知m,n是有理数，且([image: ]
 +2)m+(3-2[image: ]
 )n+7=0，求m+n=( ).

(A)-4　　(B)-3　　(C)4　　(D)1　　(E)3

6.已知a、b为有理数，若[image: ]
 =a[image: ]
 +b，则1 998a+1 999b为( ).

(A)0　　(B)1　　(C)-1　　(D)2 000　　(E)-2 000

7.设整数a、m、n满足[image: ]
 =[image: ]
 -[image: ]
 ，则a+m+n的取值有( )种.

(A)0　　(B)1　　(C)2　　(D)3　　(E)无数种

8.([image: ]
 )1998
 ([image: ]
 )2000
 =( ).

(A)5-2[image: ]
 　　(B)5+2[image: ]
 　　(C)[image: ]
 -[image: ]
 　　(D)5+2[image: ]
 　　(E)5-2[image: ]


9.已知x=[image: ]
 ,y=[image: ]
 ，则x2
 -xy+y2
 =( ).

(A)1　　(B)-1　　(C)[image: ]
 -[image: ]
 　　(D)[image: ]
 +[image: ]
 　　(E)97

10.[image: ]
 +[image: ]
 =( ).

(A)2[image: ]
 　　(B)2[image: ]
 　　(C)2　　(D)2[image: ]
 -1　　(E)2[image: ]
 +1

[image: zt]
 习题详解


1. D



【解析】

 　由(x-[image: ]
 y)2
 =x2
 +2y2
 -2[image: ]
 xy=6-4[image: ]
 ，得



[image: ]
 ，

解得x2
 +y2
 =5.

2. A



【解析】　

 条件(1)：a+b[image: ]
 +c[image: ]
 =0中[image: ]
 ,[image: ]
 是无理数，所以只能a=b=c=0，充分；

条件(2)：a+b[image: ]
 +c[image: ]
 =a+2b+c[image: ]
 =0，得a+2b=0,c=0，不能得a=b=c=0，不充分.

3. B



【解析】

 　(a-1)(a+2)=a2
 +a-2为有理数，故a2
 +a为有理数，故a2
 为无理数，排除A项.

B项中，(a+1)(a+2)=a2
 +3a+2=a2
 +a+2a+2，a为无理数，则2a+2为无理数，又因为a2
 +a为有理数，故(a+1)(a+2)为无理数，B项正确.

同理可知，C、D两项均为无理数.

4. C



【解析】

 　ab+a-b=1⇒a(b+1)-(b+1)=0⇒(a-1)(b+1)=0.

因为a是一个无理数，故a-1也是无理数，故b+1=0,b=-1.

5. B



【解析】

 　([image: ]
 +2)m+(3-2[image: ]
 )n+7=(m-2n)[image: ]
 +2m+3n+7=0，得：



[image: ]
 ，

解得：m=-2,n=-1,m+n=-3.

6. E



【解析】

 　[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 -2=a[image: ]
 +b，得a=1,b=-2.故1 998a+1 999b=-2 000.

7. C



【解析】

 　根据原方程左边大于等于0，可知，m≥n.

两边平方得：a2
 -4[image: ]
 =m+n-2[image: ]
 ，故有：



[image: ]
 ，

解得：

[image: ]
 .

故a+m+n的取值有2种.

8. A



【解析】

 　利用公式([image: ]
 +[image: ]
 )([image: ]
 -[image: ]
 )=1求解.



原式=[image: ]
 1998
 [image: ]
 1998
 ([image: ]
 -[image: ]
 )2


　　　　=[image: ]
 1998
 ([image: ]
 -[image: ]
 )2


　　　　=([image: ]
 -[image: ]
 )2
 =5-2[image: ]
 .

9. E



【解析】



xy=[image: ]
 ×[image: ]
 =1，

x+y=[image: ]
 +[image: ]
 =([image: ]
 -[image: ]
 )2
 +([image: ]
 +[image: ]
 )2
 =10，

故x2
 -xy+y2
 =(x+y)2
 -3xy=102
 -3=97.

10. A



【解析】

 　原式=[image: ]
 +[image: ]
 =[image: ]
 +1+[image: ]
 -1=2[image: ]
 .



题型9　实数的运算技巧问题




[image: zt]
 母题精讲




母题9

 　(2013-1)已知f(x)=[image: ]
 +[image: ]
 +…+[image: ]
 ，则f(8)=( ).

A.[image: ]
 　　　　　B.[image: ]
 　　　　　C.[image: ]
 　　　　　D.[image: ]
 　　　　　E.[image: ]




【解析】

 　裂项相消法.



f(x)=[image: ]
 +[image: ]
 +…+[image: ]


=[image: ]
 .

所以，f(8)=[image: ]
 -[image: ]
 =[image: ]
 .



【答案】

 　E

[image: zt]
 老吕施法



1.多个分数求和


如果题干为多个分数求和，使用裂项相消法，常用公式有：

(1)[image: 1022]
 =[image: 1023]
 ；当k=1时，[image: 1024]
 =[image: 1025]
 ；

(2)[image: 1026]
 =[image: 1027]
 ；

(3)[image: 1028]
 =[image: 1029]
 ；

(4)[image: 1030]
 .


2.多个括号乘积


如果题干有多个括号的乘积，则使用分子分母相消法或者凑平方差公式法，常用公式有：

(1)[image: 1031]
 ；

(2)[image: 1032]
 .


3.多个无理分数相加减


将每个无理分数分母有理化，再消项即可.

[image: 1033]
 =[image: 1034]
 ；当k=1时，[image: 1035]
 =[image: 1036]
 .


4. n个相同数字的数相加


利用9+99+999+9 999…=101-1+102-1+103-1+104-1…这一恒等式求解.


5.换元法


如果题干中多次出现某些相同的项，可将这些相同的项换元，设为t.


6.错位相减法


形如求数列{an
 ·bn
 }的前n项和，其中{an
 }、{bn
 }分别是等差数列和等比数列，则使用错位相减法，在Sn
 上乘以{bn
 }的公比q得qSn
 ，再与Sn
 相减得qSn
 -Sn
 ，即可求解.


7.公式法


转化为等差数列、等比数列，利用求和公式求解.

[image: zt]
 习题精练


1.(2007-10)[image: ]
 =( ).

(A)[image: ]
 　　　(B)[image: ]
 　　　(C)[image: ]
 　　　(D)[image: ]
 　　　(E)以上结论不正确

2.(2008-1)[image: ]
 =( ).

(A)[image: ]
 ×31
 0+31
 9　　(B)[image: ]
 +31
 9

(C)[image: ]
 ×31
 9　　(D)[image: ]
 ×39


(E)以上都不对

3.[image: ]
 ·(1+[image: ]
 )=( ).

(A)2 006　　(B)2 007　　(C)2 008　　(D)2 009　　(E)2 010

4.[image: ]
 ×2 011=( ).

(A)2 007　　(B)2 008　　(C)2 009　　(D)2 010　　(E)2 011

5.[image: ]
 ·[image: ]
 -[image: ]
 [image: ]
 =( ).

(1)[image: ]
 　　(B)[image: ]
 　　(C)0　　(D)1　　(E)-1

6. 8+88+888+…+888 888 888=( ).

(A)[image: ]
 ×[image: ]
 -8　　(B)[image: ]
 ×[image: ]
 -8

(C)[image: ]
 -8　　(D)[image: ]
 ×[image: ]
 +8

(E)以上均不正确

7.[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 +…+[image: ]
 =( ).

(A)[image: ]
 　　(B)[image: ]
 　　(C)[image: ]
 　　(D)[image: ]
 　　(E)[image: ]


8.[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 +…+[image: ]
 =( ).

(A)1-[image: ]
 　　(B)1-[image: ]


(C)[image: ]
 　　(D)[image: ]


(E)1-[image: ]


9.1-[image: ]
 -[image: ]
 -…-[image: ]
 =( ).

(A)[image: ]
 　　(B)[image: ]
 　　(C)[image: ]
 　　(D)[image: ]
 　　(E)[image: ]


10.[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 …[image: ]
 =( ).

(A)[image: ]
 　　(B)[image: ]
 　　(C)[image: ]
 　　(D)[image: ]
 　　(E)[image: ]


11.[image: ]
 =( ).

(A)[image: ]
 　　(B)[image: ]
 　　(C)[image: ]
 　　(D)[image: ]
 　　(E)[image: ]


12.[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 =( ).

(A)4[image: ]
 　　(B)4[image: ]
 　　(C)4　　(D)5[image: ]
 　　(E)5[image: ]


13.11+22[image: ]
 +33[image: ]
 +44[image: ]
 +55[image: ]
 +66[image: ]
 +77[image: ]
 =( ).

(A)308[image: ]
 　　(B)308[image: ]
 　　(C)308[image: ]
 　　(D)308[image: ]
 　　(E)309[image: ]


14.设直线nx+(n+1)y=1(n为正整数)与两坐标轴围成的三角形面积Sn
 (n=1,2,…,2 009),则S1
 +S2
 +…+S2
 009=(　).

(A)[image: ]
 ×[image: ]
 　　(B)[image: ]
 ×[image: ]


(C)[image: ]
 ×[image: ]
 　　(D)[image: ]
 ×[image: ]


(E)以上都不对

15.对于一个不小于2的自然数n，关于x的一元二次方程x2
 -(n+2)x-2n2
 =0的两个根记作an
 ,bn
 (n≥2)则[image: ]
 +[image: ]
 +…+[image: ]
 =( ).

(A)-[image: ]
 ×[image: ]
 　　(B)[image: ]
 ×[image: ]


(C)-[image: ]
 ×[image: ]
 　　(D)[image: ]
 ×[image: ]


(E)-[image: ]
 ×[image: ]


[image: zt]
 习题详解


1. C



【解析】

 　等差、等比数列求和.



原式=[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 .

2. D



【解析】

 　凑平方差公式法.



[image: ]


=[image: ]
 =[image: ]
 ×39
 .

3. E



【解析】

 　分母有理化.

[image: ]
 ·(1+[image: ]
 )

=([image: ]
 -1+[image: ]
 -[image: ]
 +…+([image: ]
 -[image: ]
 )+([image: ]
 -[image: ]
 )·([image: ]
 +1)

=([image: ]
 -1)([image: ]
 +1)

=2 011-1=2 010.

4. D



【解析】

 　裂项相消法.

　　　　　　　

[image: ]
 ×2 011

=[image: ]
 ×2 011

=[image: ]
 ×2 011=2 010.

5. A



【解析】

 　换元法.

设t=[image: ]
 +[image: ]
 +…+[image: ]
 ，则：



原式=(1+t)[image: ]
 -[image: ]
 t

　　=t+[image: ]
 +t2
 +[image: ]
 -t-t2
 -[image: ]


　　=[image: ]
 .

6. A



【解析】

 　利用9+99+999+9 999…=101
 -1+102
 -1+103
 -1+104
 -1+…解题，原式可化为：

[image: ]
 (9+99+999+…+999 999 999)

=[image: ]
 (10-1+102
 -1+103
 -1+…+109
 -1)

=[image: ]
 (10+102
 +103
 +…+109
 -9)

=[image: ]
 ×[image: ]
 -8

=[image: ]
 ×[image: ]
 -8.

7. B



【解析】

 　裂项相消法.

因为：



[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 ；

故



原式=[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 +…+[image: ]


　　=2[image: ]


　　=2[image: ]
 =[image: ]
 .

8. B



【解析】

 　裂项相消法.

因为：



[image: ]
 =[image: ]
 -[image: ]
 ，

故



原式=1-[image: ]
 +[image: ]
 -[image: ]
 +…+[image: ]
 -[image: ]
 =1-[image: ]
 .

9. B



【解析】

 　裂项相消法.

原式=1-[image: ]
 -[image: ]
 -…-[image: ]
 =[image: ]
 .

10. E



【解析】

 　分子分母相消法.

因为，1-[image: ]
 =[image: ]
 ·[image: ]
 ，　　故原式=[image: ]
 ×[image: ]
 ×[image: ]
 ×[image: ]
 ×[image: ]
 ×[image: ]
 ×…×[image: ]
 ×[image: ]
 =[image: ]
 ×[image: ]
 =[image: ]
 .

11. B



【解析】

 　提公因式法.

原式=[image: ]
 =[image: ]
 .

12. E



【解析】

 [image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]






=2×[image: ]
 +10×[image: ]
 +24×[image: ]
 +44×[image: ]
 +70×[image: ]






=2+2+2+2+2-[image: ]






=[image: ]
 =5[image: ]
 .

13. C



【解析】

 　分组求和法.



11+22[image: ]
 +33[image: ]
 +44[image: ]
 +55[image: ]
 +66[image: ]
 +77[image: ]


=11+22+…+77+[image: ]
 +[image: ]
 +…+[image: ]


=[image: ]
 +[image: ]
 =308[image: ]
 .

14. C



【解析】

 　裂项相消法.

直线的横截距为[image: ]
 ，截距为[image: ]
 ，故三角形的面积为：

Sn
 =[image: ]
 =[image: ]
 [image: ]


S1
 +S2
 +…+S2
 009

=[image: ]
 [image: ]


=[image: ]
 [image: ]
 =[image: ]
 [image: ]
 .

15. E



【解析】

 　韦达定理+裂项相消法.

由韦达定理知：an
 +bn
 =n+2,an
 bn
 =-2n2
 ，

故



[image: ]
 =[image: ]
 =-[image: ]
 =-[image: ]
 ·[image: ]
 ，

故

[image: ]
 +[image: ]
 +…+[image: ]


=-[image: ]


=-[image: ]


=-[image: ]
 ×[image: ]
 .



题型10　其他实数问题




[image: zt]
 母题精讲




母题10.1

 　有一个非零的自然数，当乘以[image: ]
 由于误乘了2.126，使答案差1.4，则此自然数等于( ).

(A)11 100　　　(B)11 010　　　(C)10 110　　　(D)10 100　　　(E)11 000



【解析】

 　设此自然数为a，根据题意有：



[image: ]
 a-2.126a=1.4，

即



([image: ]
 -0.126)a=[image: ]
 .

化为分数为：[image: ]
 a=[image: ]
 ，解得：a=11 100.



【答案】

 　A



母题10.2

 　设a＞0＞b＞c，a+b+c=1，M=[image: ]
 ，N=[image: ]
 ，P=[image: ]
 ，则M,N,P之间的关系是( ).

(A)P＞M＞N　　(B)M＞N＞P　　(C)N＞P＞M　　(D)M＞P＞N

(E)以上答案均不正确



【解析】



M=[image: ]
 ,N=[image: ]
 ,P=[image: ]
 ，





M+1=[image: ]
 ，N+1=[image: ]
 ，P+1=[image: ]
 ，　　因为a＞0＞b＞c，则N+1＜P+1＜M+1,N＜P＜M.



【快速得分法】

 　代入特殊值，可快速得答案.



【答案】

 　D

[image: zt]
 老吕施法



1.无限循环小数化分数


(1)纯循环小数.

例①：0.3333…=[image: 1037]
 ；

例②：0.1212…=[image: 1038]
 .

结论：将纯循环小数化为分数，分子是循环节，循环节有几位，分母就是几个9，最后进行约分.

(2)混循环小数.

例①0.203 030 3…=[image: 1039]
 ；

例②0.238 888…=[image: 1040]
 .

结论：混循环小数化为分数，分子为小数点后的数字减去不循环的部分，分母为循环节有几位，分母就有几个9，循环节前有几位，分母中的9后面就有几个0.


2.比较大小


比较大小问题可以用比差法、比商法、比较分母法、平方法等，但最常用的方法是特殊值法.

[image: zt]
 习题精练


1.若a,b为有理数，a＞0,b＜0且[image: ]
 ＜[image: ]
 ，那么a,b,-a,-b的大小关系是( ).

(A)b＜-b＜-a＜a　 　　　(B)b＜-a＜-b＜a

(C)b＜-a＜a＜-b　　(D)-a＜-b＜b＜a

(E)以上答案均不正确

2.已知0＜x＜1，那么在x,[image: ]
 ,[image: ]
 ,x2
 中，最大的数是( ).

(A)x　　　　(B)[image: ]
 　　　　(C)[image: ]
 　　　　(D)x2
 　　　　(E)无法确定

3.设a=[image: ]
 -[image: ]
 ，b=2-[image: ]
 ，c=[image: ]
 -2则a,b,c的大小关系是( ).

(A)a＞b＞c　　(B)a＞c＞b　　(C)c＞b＞a　　(D)b＞c＞a　　(E)以上都不对

[image: zt]
 习题详解


1. C



【解析】

 　特殊值法.

设a=1,b=-2，则-a=-1,-b=2，因为-2＜-1＜1＜2，所以b＜-a＜a＜-b.

2. B



【解析】

 　特殊值法，令x=[image: ]
 ，可知最大的数为[image: ]
 .

3. A



【解析】

 　方法一：a=[image: ]
 -[image: ]
 ≈0.318，b=2-[image: ]
 ≈0.268，c=[image: ]
 -2≈0.236，故有a＞b＞c.

方法二：



a=[image: ]
 -[image: ]
 =[image: ]
 ，b=2-[image: ]
 =[image: ]
 ，c=[image: ]
 -2=[image: ]
 .

因为[image: ]
 +[image: ]
 ＜2+[image: ]
 ＜[image: ]
 +2，故a＞b＞c.



第二节　比和比例






题型11　等比定理与合比定理的应用




[image: zt]
 母题精讲




母题11

 　(2002-10)若[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =k，则k的值为( ).

(A)1　　(B)1或-2

(C)-1或2　　(D)-2

(E)以上都不正确



【解析】

 　

方法一：设K法.

由[image: ]
 =k，得，a+b-c=ck.

以此类推，



a-b+c=bk，

-a+b+c=ak.

三个等式相加得(a+b+c)=k(a+b+c)，故有k=1或者a+b+c=0，a+b=-c代入原式可知k=-2.

方法二：等比定理法.

欲使用等比定理，先判断分母之和是否为0，故分2类讨论：

(1)当a+b+c=0时，a+b=-c，代入原式，可知k=-2；

(2)当a+b+c≠0时，由等比定理可知：



[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =k，

整理得：k=1.

方法三：合比定理法.

在等式的各个位置均+2，得



[image: ]
 +2=[image: ]
 +2=[image: ]
 +2=k+2；

[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =k+2；

[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =k+2，

可知a=b=c,3=k+2,k=1，或者，a+b+c=0，a+b=-c，代入原式可知k=-2.



【答案】

 　B

[image: zt]
 老吕施法


(1)等比定理：[image: 1041]
 .


【易错点】
 使用等比定理时，“分母不等于0”并不能保证“分母之和也不等于0”，所以要先讨论分母之和是否为0.

(2)合比定理：[image: 1042]
 (等式左右同加1)；

分比定理：[image: 1043]
 (等式左右同减1).

合比定理与分比定理是在等式两边加减1得到的，但是解题时，未必非得是加减1，也可以是加减别的数.

使用合比定理的目标，往往是将分子变成相等的项，吕老师将其命名为“通分子”.

(3)能用等比合比定理的题型，常常也可以用设K法.

(4)本题型解决的多为分式问题，可参考与分式有关的各种题型.

[image: zt]
 习题精练


1.若a+b+c≠0，[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =k，则k的值为( ).

(A)2　　(B)3　　(C)-2　　(D)-3　　(E)1

2.(2004-10)[image: ]
 ＜[image: ]
 ＜[image: ]
 .

(1)0＜c＜a＜b；　　　　(2)0＜a＜b＜c.

3.[image: ]
 =8.

(1)abc≠0，且[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 ；

(2)abc≠0，[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 .

4.若非零实数a,b,c,d满足等式[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =n，则n的值为( ).

(A)-1或[image: ]
 　　(B)[image: ]
 　　(C)[image: ]
 　　(D)-1　　(E)-1或[image: ]


5.已知a,b,c,d均为正数，且[image: ]
 =[image: ]
 ，则[image: ]
 的值为( ).

(A)[image: ]
 　　(B)[image: ]
 　　(C)[image: ]
 　　(D)[image: ]
 　　(E)[image: ]


[image: zt]
 习题详解


1. B


【解析】
 　由已知得：[image: ]
 ，因此，3(a+b+c)=k(a+b+c).

若a+b+c≠0，则k=3.

2. A



【解析】

 　合比定理法(通分子).

原式可化简为：



[image: ]
 +1＜[image: ]
 +1＜[image: ]
 +1，

即



[image: ]
 ＜[image: ]
 ＜[image: ]
 .

条件(1)：由0＜c＜a＜b，得：



a+b＞b+c＞a+c＞0，

故[image: ]
 ＜[image: ]
 ＜[image: ]
 ，条件(1)充分；

条件(2)：由0＜a＜b＜c，得：



0＜a+b＜a+c＜b+c，

故[image: ]
 ＞[image: ]
 ＞[image: ]
 ，条件(2)不充分.



【快速得分法】

 　使用特殊值法可迅速求解.

3. E



【解析】

 　条件(1)：合比定理法，在原式的每个部分+2，得：



[image: ]
 +2=[image: ]
 +2=[image: ]
 +2；

[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 .

若a+b+c=0，则原式=-1；

若a+b+c≠0，则a=b=c，原式=8，条件(1)不充分.

条件(2):特殊值法.

令a=2,b=3,c=4，则原式=[image: ]
 ·[image: ]
 ·[image: ]
 ≠8，条件(2)不充分.

4. E



【解析】

 　由[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =n，

当a+b+c+d≠0时，由等比定理得：n=[image: ]
 =[image: ]
 ；

当a+b+c+d=0时，将b+c+d=-a代入得：n=[image: ]
 =[image: ]
 =-1.

5. C



【解析】

 　[image: ]
 =[image: ]
 ⇒[image: ]
 =[image: ]
 ⇒[image: ]
 =[image: ]
 ⇒[image: ]
 =[image: ]
 .

因为a,b,c,d均为正数，故[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 .



【快速得分法】

 　用特殊值法可迅速得解.



题型12　其他比例问题




[image: zt]
 母题精讲




母题12.1

 　(2002-1)设[image: ]
 ∶[image: ]
 ∶[image: ]
 =4∶5∶6，则使x+y+z=74成立的y值是( ).

(A)24　　(B)36　　(C)[image: ]
 　　(D)[image: ]
 　　(E)[image: ]




【解析】

 　设K法

设[image: ]
 ∶[image: ]
 ∶[image: ]
 =4k∶5k∶6k，则有：



[image: ]
 ,得[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 =74.

将k=[image: ]
 代入，y=[image: ]
 =[image: ]
 =24.



【答案】

 　A



母题12.2

 　若y与x-1成正比，比例系数为k1
 ；y又与x+1成反比，比例系数为k2
 ,且k1
 ∶k2
 =2∶3,则x值为( ).

(A)±[image: ]
 　　(B)[image: ]
 　　(C)-[image: ]
 　　(D)±[image: ]
 　　(E)-[image: ]




【解析】



设[image: ]
 ，用①除以②，有：



1=[image: ]
 (x-1)(x+1)，

即x2
 -1=[image: ]
 ,x2
 =[image: ]
 ⇒x=±[image: ]
 .



【快速得分法】

 　特殊值法.

可令k1
 =2，k2
 =3，则有y=2(x-1)=[image: ]
 ，所以得x=±[image: ]
 .



【答案】

 　D

[image: zt]
 老吕施法



1.连比问题


常用设K法.

如：已知[image: 1044]
 ，则可设[image: 1045]
 ，则x=ak,y=bk.


2.两两之比问题


已知3个对象的两两之比问题，常用最小公倍数法，取中间项的最小公倍数.

如：

甲∶乙=7∶3，乙∶丙=5∶3.

可令乙取3和5的最小公倍数15，则甲∶乙∶丙=35∶15∶9.


3.正比例与反比例


若两个数x，y，满足y=kx(k≠0)，则称y与x成正比例.

若两个数x，y，满足[image: 1046]
 (k≠0)，则称y与x成反比例.

[image: zt]
 习题精练


1.已知[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 (a,b,c互不相等)，求x+y+z的值为( ).

(A)1　　(B)[image: ]
 　　(C)±1　　(D)-1　　(E)0

2.(2007-10)某产品有一等品、二等品和不合格品三种，若在一批产品中一等品件数和二等品件数的比是5∶3，二等品件数和不合格品件数的比是4∶1，则该产品的不合格品率约为( ).

(A)7.2%　　(B)8%

(C)8.6%　　(D)9.2%

(E)10%

3.(2003-1)某公司得到一笔贷款共68万元用于下属三个工厂的设备改造，结果甲、乙、丙三个工厂按比例分别得到36万元、24万元和8万元.

(1)甲、乙、丙三个工厂按[image: ]
 ∶[image: ]
 ∶[image: ]
 的比例分配贷款；

(2)甲、乙、丙三个工厂按9∶6∶2的比例分配贷款.

4.已知y=y1
 -y2
 ，且y1
 与[image: ]
 成反比例，y2
 与[image: ]
 成正比例.当x=0时，y=-3，又当x=1时，y=1，那么y的x表达式是( ).

(A)y=[image: ]
 -[image: ]
 　　(B)y=3x2
 -[image: ]


(C)y=3x2
 +[image: ]
 　　(D)y=-[image: ]
 +[image: ]


(E)y=-3x2
 -[image: ]


[image: zt]
 习题详解


1. E



【解析】

 　设



[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =k，

则



x=(a-b)k,y=(b-c)k,z=(c-a)k，

所以x+y+z=(a-b)k+(b-c)k+(c-a)k=(a-b+b-c+c-a)k=0.

2. C



【解析】

 　设二等品的件数为x，则一等品的件数为[image: ]
 x，不合格品的件数为[image: ]
 x，所以，总件数为[image: ]
 x+x+[image: ]
 x=[image: ]
 x，不合格率为：[image: ]
 ×100%=[image: ]
 ×100%≈8.6%.



【快速得分法】

 　最小公倍数法.

取二等品的两个数字的最小公倍数12，得



一等品∶二等品∶不合格品=20∶12∶3，

所以，不合格率为：[image: ]
 ×100%≈8.6%.

3. D



【解析】

 　条件(1)各项同乘以18，可知两个条件等价.　　故

甲工厂：68×[image: ]
 =36(万元)；

　　　　乙工厂：68×[image: ]
 =24(万元)；　　　　丙工厂：68×[image: ]
 =8(万元).两个条件都充分.

4. B



【解析】

 　设y1
 =[image: ]
 =2k1
 x2
 ,y2
 =[image: ]
 ，得y=2k1
 x2
 -[image: ]
 .

根据过(0,-3)(1,1)点，得：



[image: ]
 ，

解出k1
 =[image: ]
 ,k2
 =2，故y=3x2
 -[image: ]
 .




 第三节　绝对值






题型13　非负性问题




[image: zt]
 母题精讲




母题13

 　(2009-10)2x
 +y+2a
 +b=17.

(1)a,b,x,y满足且y+[image: ]
 =1-a2
 +[image: ]
 b；

(2)a,b,x,y满足且|x-3|+[image: ]
 b=y-1-b2
 .



【解析】

 　条件(1)和条件(2)单独显然不成立，联立两个条件：

由条件(1)：y+[image: ]
 =1-a2
 +[image: ]
 b，整理得：[image: ]
 +a2
 =-y+1+[image: ]
 b　①；

由条件(2)：|x-3|
 +
 [image: ]
 b=y-1-b
 2
 ，整理得：
 |x-3|
 +b
 2
 =y-1-
 [image: ]
 b　②；


①+②得：[image: ]
 +a2
 +|x-3|
 +b
 2
 =0，　　根据非负性，可知x=3，a=b=0，代入①可得，y=1，所以


2x
 +y+2a
 +b=24
 +20
 =17.

条件(1)和(2)联合起来充分.



【答案】

 　C

[image: zt]
 老吕施法


(1)具有非负性的式子有：|a|≥0，a2
 ≥0，[image: 1048]
 ≥0；

(2)若已知a+b2
 +[image: 1047]
 =0或a+b2
 +[image: 1047]
 ≤0，可得a=b=c=0；

(3)非负性问题常见3种变化：

①两式型：两式相加减即可求解；

②配方型：通过配方整理成|a|+b2
 +[image: 1047]
 =0的形式，或者a2
 +b2
 +c2
 ≤0的形式；

③定义域型：根据根号下面的数大于等于0，可以列出不等式求值.

[image: zt]
 习题精练


1.(2008-10)|3x+2|+2x2
 -12xy+18y2
 =0，则2y-3x=( ).

(A)-[image: ]
 　　(B)-[image: ]
 　　(C)0　　(D)[image: ]
 　　(E)[image: ]


2.实数x,y,z满足条件|x2
 +4xy+5y2
 |+[image: ]
 =-2y-1，则(4x-10y)z
 =( ).

(A)[image: ]
 　　(B)-[image: ]
 　　(C)[image: ]
 　　(D)-[image: ]
 　　(E)[image: ]


3.已知实数a,b,x,y满足y+[image: ]
 =1-a2
 -b2
 和|x-2|=y-2+2a，则logx
 +y(a+b)的值为( ).

(A)log3
 2　　(B)log2
 3　　(C)0　　(D)1　　(E)2

4.若(x-y)2
 +|xy-1|=0，则[image: ]
 -[image: ]
 =( ).

(A)2　　(B)-2　　(C)1　　(D)-1　　(E)0

5.若3(a2
 +b2
 +c2
 )=(a+b+c)2
 ，则a、b、c三者的关系为( ).

(A)a+b=b+c　　(B)a+b+c=1

(C)a=b=c　　(D)ab=bc=ac

(E)abc=1

6.已知整数a,b,c满足不等式a2
 +b2
 +c2
 +43≤ab+9b+8c，则a的值等于( ).

(A)10　　(B)8　　(C)6　　(D)4　　(E)3

7.已知m2
 +n2
 +mn+m-n+1=0，则[image: ]
 +[image: ]
 =( ).

(A)-2　　(B)-1　　(C)0　　(D)1　　(E)2

8.设x、y、z满足[image: ]
 +[image: ]
 =[image: ]
 +[image: ]
 ，则x+y+z=( ).

(A)4 000　　(B)4 002　　(C)4 004　　(D)4 006　　(E)4 008

9.若实数x,y满足[image: ]
 |y-2 011|+(x+5)[image: ]
 =
 (x+1)(x+2)(x+3)(x+4)-24，则(y-2 012)x
 =( ).

(A)-2　　(B)-1　　(C)0　　(D)1　　(E)2

[image: zt]
 习题详解


1. E



【解析】

 　配方型，原式可化为：



|3x+2|+2(x-3y)2
 =0⇒x=-[image: ]
 ,y=-[image: ]
 ，所以2y-3x=[image: ]
 .

2. C



【解析】

 　配方型，将条件进行化简：



|x2
 +4xy+5y2
 |+[image: ]
 =-2y-1；

|x2
 +4xy+4y2
 |+[image: ]
 +y2
 +2y+1=0；

|(x+2y)2
 |+[image: ]
 +(y+1)2
 =0.

由非负性可得：



[image: ]
 ，

解得：



[image: ]
 .所以(4x-10y)z
 =(8+10)-
 [image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 .

3. C



【解析】

 　两式型，将题干中的两个式子相加，得：

y+[image: ]
 +|x-2|=1-a2
 -b2
 +y-2+2a；

[image: ]
 +|x-2|
 =-(a-1)
 2
 -b
 2
 ；


[image: ]
 +|x-2|
 +(a-1)
 2
 +b
 2
 =0.


故x=2,a=1,b=0，代入条件可得：y=0，故：logx
 +y(a+b)=log2
 1=0.

4. E



【解析】

 　基本型，由非负性可知：x-y=0，xy=1，故



[image: ]
 -[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =0.

5. C



【解析】

 　配方型.

3(a2
 +b2
 +c2
 )=(a+b+c)2
 ；

3(a2
 +b2
 +c2
 )=a2
 +b2
 +c2
 +2ab+2ac+2bc；

a2
 +b2
 +c2
 -ab-ac-bc=0；

[image: ]
 [(a-c)2
 +(b-c)2
 +(a-b)2
 ]=0.

故有a=b=c.

6. E



【解析】

 　配方型，题干可作如下化简：





a2
 +b2
 +c2
 +43≤ab+9b+8c；

a2
 -ab+[image: ]
 +[image: ]
 -9b+27+c2
 -8c+16≤0；

[image: ]
 2
 +3[image: ]
 2
 +(c-4)2
 ≤0，

故有：[image: ]
 ，解得：[image: ]
 ，a的值等于3.

7. C



【解析】

 　配方型，题干可做如下化简：

m2
 +n2
 +mn+m-n+1=0；

2m2
 +2n2
 +2mn+2m-2n+2=0；

m2
 +2mn+n2
 +m2
 +2m+1+n2
 -2n+1=0；

(m+n)2
 +(m+1)2
 +(n-1)2
 =0；

故m=-1,n=1；故[image: ]
 +[image: ]
 =0.

8. D



【解析】

 　定义域型，由根号下面的数大于等于0可知：

x+y-2 002≥0且2 002-x-y≥0，可得：x+y=2 002 ①

由此可得等式右边的值为零，那么原方程可化为：



[image: ]
 +[image: ]
 =0

由于[image: ]
 ≥0，[image: ]
 ≥0可得：

3x+y-z-2=0 ②

2x+y-z=0 ③

联立①②③式可得：x=2,y=2 000,z=2 004，故，x+y+z=2+2 000+2 004=4 006.

9. B



【解析】

 　定义域型.

等式左边恒大于等于0，将等式右边也应该大于等于0，即：

(x+1)(x+2)(x+3)(x+4)-24≥0；

(x+1)(x+4)(x+2)(x+3)-24≥0；

|(x2
 +5x)+4||(x2
 +5x)+6|-24≥0；

(x2
 +5x)2
 +10(x2
 +5x)≥0；

(x2
 +5x)(x2
 +5x+10)≥0；

x(x+5)(x2
 +5x+10)≥0；

x2
 +5x+10＞0，

故有：x(x+5)≥0得x≤-5或x≥0.　①

又由[image: ]
 |y-2 011|+(x+5)[image: ]

 的定义域知[image: ]
 ，得-5≤x≤0.　②

联立①②可得：x=-5或x=0.

代入原式，可知x=-5时，y=2 011；x=0时，不成立，舍去，故



(y-2 012)x
 =(2 011-2 012)-5
 =-1.



【快速得分法】

 　根据题干的形式可知此题考非负性，绝对值内的数和根号下的数必为0，故有y=2 011，x=-5或x=0，代入原式验证可知x=-5，y=2 011.



题型14　自比性问题




[image: zt]
 母题精讲




母题14

 　(2008-1)[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 =1.

(1)实数a,b,c满足a+b+c=0；　　　(2)实数a,b,c满足abc＞0.



【解析】

 　显然条件(1)和(2)都不充分，联合两个条件，可令a＞b＞c，因为a+b+c=0，且abc＞0，必有a＞0，b＜0，c＜0，故原式可化简为：



[image: ]
 -[image: ]
 -[image: ]
 =[image: ]
 -[image: ]
 -[image: ]
 =1.

故两个条件联合起来充分.



【答案】

 　C

[image: zt]
 老吕施法


自比性问题要注意以下几点：

(1)[image: 1049]
 .

(2)自比问题的关键是判断符号，常与以下几个表达式有关：

abc＞0，说明a,b,c有3正或2负1正；

abc＜0，说明a,b,c有3负或2正1负；

abc=0，说明a,b,c至少有1个为0；

a+b+c＞0，说明a,b,c至少有1正，注意有可能某个字母等于0；

a+b+c＜0，说明a,b,c至少有1负，注意有可能某个字母等于0；

a+b+c=0，说明a,b,c至少有1正1负，或者三者都等于0.

(3)常用特殊值法.

[image: zt]
 习题精练


1.[image: ]
 +[image: ]
 的值为-2.

(1)1＜x＜2；　　　　　　　　　(2)2＜x＜3.

2.若0＜a＜1,-2＜b＜-1，则[image: ]
 -[image: ]
 +[image: ]
 =( ).

(A)-3　　　　(B)-2　　　　(C)-1　　　　(D)0　　　　(E)1

3.代数式[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 的可能取值有( ).

(A)1种　　(B)2种　　(C)3种　　(D)4种　　(E)5种

4.代数式[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 可能得取值有( )个.

(A)4个　　(B)3个　　(C)2个　　(D)1个　　(E)5个

5.已知abc＜0，a+b+c=0，则[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 =( ).

(A)0　　(B)1

(C)-1　　(D)2

(E)以上选项都不正确

6.已知实数a,b,c满足a+b+c=0,abc＞0，且x=[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 ，y=a[image: ]
 +b[image: ]
 +c[image: ]
 ，则xy
 =( ).

(A)-1　　(B)0　　(C)1　　(D)8　　(E)-8

7. m=1.

(1)m=[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 ；　(2)m=[image: ]
 -[image: ]
 +[image: ]
 .

8.实数A，B，C中至少有一个大于零.

(1)x,y,z∈R,A=x2
 -2y+[image: ]
 ,B=y2
 -2z+[image: ]
 ,C=z2
 -2x+[image: ]
 ；

(2)x∈R且|x|≠1,A=x-1,B=x+1,C=x2
 -1.

[image: zt]
 习题详解


1. A



【解析】

 　条件(1)：x-1＞0,x-2＜0，所以[image: ]
 +[image: ]
 =-1-1=-2，充分；

条件(2)：x-1＞0,x-2＞0，所以，[image: ]
 +[image: ]
 =-1+1=0，不充分.

2. A



【解析】

 　a-1＜0,b+2＞0,a+b＜0，故[image: ]
 -[image: ]
 +[image: ]
 =-1-1-1=-3.

3. D



【解析】



当a,b,c为3负时，结果为-3；

当a,b,c为3正时，结果为3；

当a,b,c为2正1负时，结果为1；

当a,b,c为1正2页时，结果为-1.

故有4种可能的取值.

4. B



【解析】

 　符号分析法.

a,b,c 2正1负：[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 =0；a,b,c 2负1正：[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 =0；

a,b,c为3负时：[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 =-4；a,b,c为3正时：[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 =4.

故所有可能情况有3种.

5. A



【解析】

 　abc＜0，又因为a+b+c=0，故a,b,c为1负2正.

方法一：令a＜0,b＞0,c＞0，则：



[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 =-1+1+1-1+1-1=0.



【快速得分法】

 　特殊值法，令a=-2,b=1,c=1，代入可得原式为0.

6. A



【解析】

 　由a+b+c=0可知a,b,c至少有1负1正.

由abc＞0可知a,b,c为3正或1正2负；联立二者可知a,b,c为1正2负，故：



x=[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 =-1.

y=a[image: ]
 +b[image: ]
 +c[image: ]
 =[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 =[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 =-3，

故xy
 =-1.



【快速得分法】

 　取特殊值a=2，b=c=-1，知x=-1，y=-3，可得xy
 =-1.

7. A



【解析】

 　由根号下面的数大于等于0，分母不等于0，可知x＞1.

条件(1)：m=[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 =1-1+1=1，充分；

条件(2)：m=[image: ]
 -[image: ]
 -[image: ]
 =1-(-1)+1=3，不充分.

8. D



【解析】

 　条件(1)：A+B+C=(x-1)2
 +(y-1)2
 +(z-1)2
 +(π-3)＞0，所以A，B，C中至少有一个大于零，条件(1)充分；

条件(2)：ABC=(x-1)(x+1)(x2
 -1)=(x2
 -1)2
 ,又因为|x|≠1,所以ABC＞0，A，B，C的符号为1正2负或者3正，条件(2)充分.



题型15　绝对值的最值问题




[image: zt]
 母题精讲




母题15

 　(2008-1)f(x)有最小值2.

(1)f(x)=[image: ]
 +[image: ]
 ；　　　　(2)f(x)=|x-2|+|4-x|.



【解析】

 　方法一：根据三角不等式，显然有：

条件(1)：f(x)=[image: ]
 +[image: ]
 ≥[image: ]
 =[image: ]
 ，条件(1)不充分；

条件(2)：f(x)=|x-2|+|4-x|≥|x-2+4-x|=2，条件(2)充分.



【快速得分法】

 　直接记忆下表中类型1的结论，迅速得解.



【答案】

 　B

[image: zt]
 老吕施法



(1)求解绝对值的最值问题有以下几种方法：


①几何意义；

②三角不等式；

③图像法；

④分组讨论法.


(2)绝对值的最值问题有以下五类(记忆)：


①形如y=|x-a|+|x-b|.

设a＜b，则当x∈[a,b]时，y有最小值|a-b|.

函数的图像如图1-1所示(盆地形)：

[image: 1050]


图1-1

②形如y=|x-a|-|x-b|.

y有最小值-|a-b|，最大值|a-b|.

函数的图像如图1-2所示(正Z或反Z形中的一个)：

[image: 1052]


图1-2

③形如y=|x-a|+|x-b|+|x-c|.

若a＜b＜c，则当x=b时，y有最小值|a-c|.

函数的图像如图1-3所示(尖铅笔形).

[image: 1053]


图1-3

推广：y=|x-a|+|x-b|+|x-c|+…(共奇数个)，则当x取到中间值时，y的值最小.

④形如y=m|x-a|+n|x-b|-p|x-c|+q|x-d|.

通过“描点看边法”画绝对值的图像，观察图像即可得最值.

例：求f(x)=|x+1|+|x+3|+|x-5|的最值.

第一步，描点连线.

分别令x+1=0,x+3=0,x-5=0，得x=-1,x=-3,x=5，代入函数可知：

图像必过3个点：(-3，10)，(-1，8)，(5，14)，将这3个点描在平面直角坐标系中，并用线段连接这3个点，如图1-4所示.

[image: 1054]


图1-4

第二步，画出最右边的一段图像.

令x＞5，f(x)=3x-1，是增函数.画出最右边的图像，如图1-5所示.

[image: 1055]


图1-5

第三步，画出最左边的一段图像.

最左边一段的图像的斜率必与最右边的一段图像的斜率互为相反数，故右边为增函数，左边必为减函数，画出图像如图16所示.

[image: 1056]


图1-6

第四步，取最值.

根据图像可知，原函数的最小值为8.


【注意】
 若此题的题干的问题是函数的最小值是多少，则可以直接令x=-1,x=-3,x=5，代入函数可知图像过3个点：(-3，10)，(-1，8)，(5，14)，可直接取这三个点的纵坐标的最小值8，即为函数的最小值，无需画图.

我们将以上方法总结成“描点看边取拐点法”口诀，如下：

描点看右边，最值取拐点；

右减左必增，右增左必减；

右减有最大，右增有最小.

题干知大小，直接取拐角.

⑤自变量有范围.

以上1～4这四种类型中，x的定义域均为全体实数；若定义域不是全体实数时，则不能直接套用以上结论常见以下三种解法：

①根据自变量的范围，分类讨论法.

②若自变量的范围足够小，则可直接去绝对值符号.

③画出函数的图像，根据自变量的范围，结合图像求最值.

[image: zt]
 习题精练


1.(2003-1)不等式|x-2|+|4-x|＜s无解.

(1)s≤2；　　(2)s＞2.

2.不等式|1-x|+|1+x|＞a对于任意的x成立.

(1)a∈(-∞,2)；

(2)a=2.

3.已知|2x-a|≤1,|2x-y|≤1，则|y-a|的最大值为( ).

(A)1　　(B)2　　(C)3　　(D)4　　(E)5

4.方程的整数解有7个.

(1)方程为|x+1|+|x-5|=6；　　　　　　(2)|x+1|-|x-5|=6.

5.函数y=|x-1|+|x|+|x+1|+|x+2|+|x+3|的最小值为( ).

(A)-1　　(B)0　　(C)1　　(D)2　　(E)6

6.(2009-10)设y=|x-a|+|x-20|+|x-a-20|，其中0＜a＜20，则对于满足a≤x≤20的x值，y的最小值是( ).

(A)10　　(B)15　　(C)20　　(D)25　　(E)30

7.已知[image: ]
 -1≤x-[image: ]
 ，关于|x-1|-|x-3|的最值，下列说法正确的是( ).

(A)最大值为1，最小值为-1　　(B)最大值为2，最小值为-1

(C)最大值为2，最小值为-2　　(D)最大值为1，最小值为-2

(E)无最大值和最小值

8.当|x|≤4时，函数y=|x-1|+|x-2|+|x-3|的最大值与最小值之差是( ).

(A)4　　(B)6　　(C)16　　(D)20　　(E)14

9.若(|2x+1|+|2x-3|)(|3y-2|+|3y+1|)(|z-3|+|z+1|)=48，则2x+3y+z的最大值为( ).

(A)6　　(B)8　　(C)10　　(D)12　　(E)22

[image: zt]
 习题详解


1. A



【解析】

 　由类型1的结论可知：|x-2|+|4-x|的值域为|2，+∞)，故条件(1)充分，条件(2)不充分.

2. A



【解析】

 　|1-x|+|x+1|≥|1-x+x+1|=2，故当a＜2时，|x+1|+|1-x|＞2恒成立.条件(1)充分，条件(2)不充分.

3. B



【解析】

 　由三角不等式|y-a|=|(2x-a)-(2x-y)|≤|2x-a|+|2x-y|≤1+1=2.

4. A



【解析】

 　条件(1)：由类型1的结论可知，当-1≤x≤5时，|x+1|+|x-5|=6，所以整数解为-1，0，1，2，3，4，5共7个，充分；

条件(2)：由类型2的结论可知，当x≥5时，|x+1|-|x-5|=6，整数解有无数个，不充分.

5. E



【答案】

 　由类型3的推论：y=|x-a|+|x-b|+|x-c|+…(共奇数个)，则当x取到中间值时，y的值最小，可知当x=-1时，y的最小值为6.

6. C



【解析】

 　方法一：去绝对值符号.

由题意可知，x-a≥0，x-20≤0，x-a-20＜0，所以



y=|x-a|+|x-20|+|x-a-20|=x-a+20-x+a+20-x=40-x.

故当x=20时，y的最小值是20.



【快速得分法】

 　由类型3的结论，当x取a,20,a+20的中间值时，取到最值；又知a＜20＜a+20，将x=20代入原式，可知：y的最小值是20.

7. D



【解析】

 　类型5，自变量有范围求绝对值的最值.

由[image: ]
 -1≤x-[image: ]
 ⇒[image: ]
 ≤[image: ]
 ，得到8x-11≤6x-6⇒2x≤5，解得x≤[image: ]
 .

当x≤1时，|x-1|-|x-3|=1-x-(3-x)=-2；

当1＜x≤[image: ]
 时，|x-1|-|x-3|=x-1+(x-3)=2x-4，当x=[image: ]
 时，有最大值1.

所以当x≤[image: ]
 时，|x-1|-|x-3|的最大值为1，最小值是-2.



【快速得分法】

 　由类型2画出函数y=|x-1|-|x-3|的图像，取x∈[image: ]
 部分，易知最大值为1，最小值为-2.

8. C



【解析】

 　类型5，由|x|≤4可知-4≤x≤4，所以：



y=[image: ]
 .

当x=-4时，y取最大值18；当x=2时，y取最小值2.



【快速得分法】

 　由类型3的结论，迅速得x=2时，y取最小值2.描点看边法画图像易知当x=-4时，y取最大值18.

9. B



【解析】

 　据三角不等式可知：

|2x+1|+|2x-3|≥|2x+1-(2x-3)|=4， ①

|3y-2|+|3y+1|≥|3y-2-(3y+1)|=3， ②

|z-3|+|z+1|≥|z-3-(z+1)|=4. ③

因为48=4×3×4，故①②③式恰好分别取其最小值4，3，4.

当[image: ]
 ≤x≤[image: ]
 时，①式取最小值；

当[image: ]
 ≤y≤[image: ]
 时，②式取最小值；

当-1≤z≤3时，③式取最小值.

故2x+3y+z的最大值为：2x+3y+z=2×[image: ]
 +3×[image: ]
 +3=8.



题型16　求解绝对值方程和不等式




[image: zt]
 母题精讲




母题16

 　(2009-1)方程|x-|2x+1||=4的根是( ).

(A)x=-5或x=1　　(B)x=5或x=-1

(C)x=3或x=-[image: ]
 　　(D)x=-3或x=[image: ]


(E)不存在



【解析】

 　分组讨论法.

原式等价于x-|2x+1|=4或x-|2x+1|=-4，即



[image: ]
 或[image: ]
 (无解)；

或者



[image: ]
 或[image: ]
 ，

解得x=3或x=-[image: ]
 .



【快速得分法】

 　选项代入法，排除，易知选C.



【答案】

 　C

[image: zt]
 老吕施法



1.解绝对值方程的常用方法


(1)首先考虑选项代入法；

(2)平方法去绝对值；

(3)分类讨论法去绝对值；

(4)图像法.


2.解绝对值方程的易错点


绝对值方程可能暗含定义域，如f(x)=|g(x)|，暗含的定义域为f(x)=|g(x)|≥0.


3.解绝对值不等式的常用方法


(1)特殊值法验证选项法；

(2)平方法去绝对值；

(3)分类讨论法去绝对值；

(4)图像法.

[image: zt]
 习题精练


1.(2010-10)x2
 -x-5＞|1-2x|.

(1)x＞4；

(2)x＜-1.

2.(2007-10)方程|x+1|+|x|=2无根.

(1)x∈(-∞,-1)；　　　　　(2)x∈(-1,0).

3.(2007-1)如果方程|x|=ax+1有一个负根，那么a的取值范围是( ).

(A)a＜1　　(B)a=1

(C)a＞-1　　(D)a＜-1

(E)以上结论都不正确

[image: zt]
 习题详解


1. A



【解析】

 　分组讨论法.

原式可化为：



[image: ]
 或者[image: ]
 .

解得：x＞4或x＜-3，故条件(1)充分，条件(2)不充分.

2. B



【解析】



条件(1)：当x∈(-∞,-1)时，|x+1|+|x|=2可化为：-x-1-x=2，x=-[image: ]
 ，有解，所以条件(1)不充分；

条件(2)：当x∈(-1,0)时，|x+1|+|x|=2可化为：x+1-x=2，显然无解，所以条件(2)充分.

3. C



【解析】

 　方法一：将根代入方程.

设x0
 为此方程的负根，则x0
 ＜0，有：

|x0
 |=ax0
 +1；

-x0
 =ax0
 +1；

x0
 =[image: ]
 ＜0.

解得：a＞-1.

方法二：图像法.

原题等价于函数y=|x|与函数y=ax+1的图像在第二象限有交点，如图1-7所示.

[image: 1057]


图1-7



由图1—7可知，直线的斜率a＞-1时，在第二象限有交点.



题型17　证明绝对值等式或不等式




[image: zt]
 母题精讲




母题17

 　(2013-1)已知a,b是实数，且|a|≤1,|b|≤1.

(1)|a+b|≤1；　　(2)|a-b|≤1.



【解析】



条件(1)：举反例，令a=-2,b=1，则|a|＞1，故，条件(1)不充分；

条件(2)：举反例，令a=2,b=1，则|a|＞1，故，条件(2)不充分.

联立条件(1)(2)：

方法一：平方法.

由条件(1)：|a+b|≤1，平方得：a2
 +2ab+b2
 ≤1；

由条件(2)：|a-b|≤1，平方得：a2
 -2ab+b2
 ≤1.

两式相加得：2(a2
 +b2
 )≤2，即，a2
 +b2
 ≤1，故|a|≤1,|b|≤1.

方法二：三角不等式法.

条件(1)和(2)相加得：|a+b|+|a-b|≤2.

由三角不等式：|(a+b)+(a-b)|≤|a+b|+|a-b|≤2⇒|2a|≤2⇒|a|≤1；

又有：|(a+b)-(a-b)|≤|a+b|+|a-b|≤2⇒|-2b|≤2⇒|b|≤1.

方法三：去绝对值符号.

由条件(1)：|a+b|≤1，得-1≤a+b≤1 　①

由条件(2)：|a-b|≤1，得-1≤a-b≤1　 ②，等价于：-1≤b-a≤1 　③

①②相加得：-2≤2a≤2⇒-1≤a≤1⇒|a|≤1；

①③相加得：-2≤2b≤2⇒-1≤b≤1⇒|b|≤1.

故联立两个条件充分.



【答案】

 　C

[image: zt]
 老吕施法


证明绝对值等式或不等式，常用以下方法：

(1)首选特殊值法，特殊值一般先选0，再选负数.

(2)不等式的基本性质.

(3)三角不等式，常考三角不等式等号成立时的条件：

||a|-|b||≤|a+b|≤|a|+|b|.

左边等号成立的条件：ab≤0；右边等号成立的条件：ab≥0.

口诀：左异右同，可以为零.

||a|-|b||≤|a-b|≤|a|+|b|.

左边等号成立的条件：ab≥0；右边等号成立的条件：ab≤0.

口诀：左同右异，可以为零.

(4)平方法或分类讨论法去绝对值符号.

(5)图像法.

[image: zt]
 习题精练


1.(2004-1)x,y是实数，|x|+|y|=|x-y|.

(1)x＞0,y＜0；　　(2)x＜0,y＞0.

2.(2008-10)|1-x|-[image: ]
 =2x-5.

(1)2＜x；　　(2)x＜3.

3.(2007-10)a＜-1＜1＜-a.

(1)a为实数，a+1＜0；　　(2)a为实数，|a|＜1.

4.(2010-1)a|a-b|≥|a|(a-b).

(1)实数a＞0；

(2)实数a，b满足a＞b.

5.(2005-1)实数a、b满足：|a|(a+b)＞a|a+b|.

(1)a＜0；　　(2)b＞-a.

[image: zt]
 习题详解


1. D



【解析】

 　三角不等式|x-y|≤|x|+|y|，在异号或为0时等号成立，故两个条件都成立.

2. C



【解析】

 　(1)分类讨论法.



|1-x|-[image: ]
 =|x-1|-|x-4|=[image: ]
 ，

所以当1≤x≤4时题干中的结论成立，故条件(1)和(2)单独不充分，联合起来充分.

(2)快速得分法　三角不等式|x-y|≤|x|+|y|，在异号或为0时等号成立，故(x-1)(x-4)≤0，得1≤x≤4.

3. A



【解析】

 　条件(1)：a+1＜0，即a＜-1，左右两边同乘以-1，得-a＞1，条件(1)充分；

条件(2)：|a|＜1，得-1＜a＜1，条件(2)不充分.

4. A



【解析】

 　条件(1)：a＞0，则|a|=a，原式化为a|a-b|≥a(a-b)，即|a-b|≥a-b，成立，充分；

条件(2)：令a=-1,b=-2，显然不充分.

5. C



【解析】

 　条件(1)：令a=-1,b=1，显然不充分；

条件(2)：令a=0，显然不充分.

联立两个条件：

由条件(2)a+b＞0，故a+b=|a+b|，原不等式可化为|a|＞a；

由条件(1)a＜0，可知|a|＞a成立，故两个条件联合起来充分.



题型18　定整问题




[image: zt]
 母题精讲




母题18

 　(2008-10)设a,b,c为整数，且|a-b|20
 +|c-a|41
 =1，则|a-b|+|a-c|+|b-c|=( ).

(A)2　　(B)3　　(C)4　　(D)-3　　(E)-2



【解析】

 　特殊值法.

令a=b=0,则c=±1，代入可得|a-b|+|a-c|+|b-c|=2.



【答案】

 　A

[image: zt]
 老吕施法


几个整数的绝对值的和为较小的自然数(如1，2等)，称为定整问题.

解决方法是抓住整数的绝对值均为自然数的特征，推理出整数绝对值定整可能出现的情况，常用特殊值法.

例如：

几个整数的绝对值的和为1，则必然是其中一个绝对值为1，其余为0.

几个整数的绝对值的和为2，则其中一个为2，其余为0；或者两个为1，其余为0.

[image: zt]
 习题精练


1.设a,b,c为整数，且|a-b|20
 +|c-a|41
 =2，则|a-b|+|a-c|+|b-c|=( ).

(A)2或4　　(B)2　　(C)4　　(D)0或2　　(E)0

2.|a-b|+|a-c|+|b-c|≤2.

(1)a,b,c为整数，且|a-b|20
 +|c-a|41
 =1；

(2)a,b,c为整数，且|a-b|20
 +|c-a|41
 =2.

3.满足|a-b|+ab=1的非负整数对(a,b)的个数是( ).

(A)1　　(B)2　　(C)3　　(D)4　　(E)5

[image: zt]
 习题详解


1. A



【解析】

 　由|a-b|20
 +|c-a|41
 =2可知|a-b|=1,|c-a|=1，故有a-b=±1,c-a=±1，两式相加可得：c-b=±2或0.

故|a-b|+|a-c|+|b-c|=2或4.



【易错点】

 　本题如果用特殊值法，容易漏根.

2. A



【解析】

 　条件(1)：令a=b=0,则c=±1，代入可得|a-b|+|a-c|+|b-c|=2，充分；

条件(2)：由|a-b|20
 +|c-a|41
 =2可知|a-b|=1,|c-a|=1.

故有a-b=±1,c-a=±1，两式相加可得：c-b=±2或0.

故|a-b|+|a-c|+|b-c|=2或4，条件(2)不充分.

3. C



【解析】

 　由|a-b|+ab=1且a,b为非负整数，故有：

[image: ]
 或[image: ]
 ，

解得

[image: ]
 或[image: ]
 或[image: ]
 ，

从而(a,b)的非负整数对为(1,0)，(0，1)，(1，1).



题型19　含绝对值的式子求值




[image: zt]
 母题精讲




母题19

 　对任意实数x∈[image: ]
 ，代数式|1-2x|+|1-3x|+|1-4x|+…+|1-10x|=( ).

(A)10　　(B)1　　(C)3　　(D)4　　(E)5



【解析】

 　因为[image: ]
 ＜x＜[image: ]
 得7x＜1,8x＞1，从而



原式=(1-2x)+(1-3x)+…+(1-7x)+(8x-1)+(9x-1)+(10x-1)=6-3=3.



【答案】

 　C

[image: zt]
 老吕施法


此类题型一般根据自变量的符号或范围，去绝对值符号.

(1)已知自变量的符号或范围，直接去绝对值符号；

(2)根据已知条件，求出自变量的范围，再去绝对值符号

[image: zt]
 习题精练


1.若x＜-2，则|1-|1+x||=( ).

(A)-x　　(B)x　　(C)2+x　　(D)-2-x　　(E)0

2.(2011-10)已知g(x)=[image: ]
 ，f(x)=|x-1|-g(x)|x+1|+|x-2|+|x+2|，则f(x)是与x无关的常数.

(1)-1＜x＜0；

(2)1＜x＜2.

3.已知有理数t满足|1-t|=1+|t|，|t-2006|-|1-t|=( ).

(A)2 000　　(B)2 001　　(C)2 002　　(D)2 005　　(E)2 006

4.已知[image: ]
 -|a|=1,则[image: ]
 +|a|=( ).

(A)[image: ]
 　　(B)-[image: ]
 　　(C)-[image: ]
 　　(D)[image: ]
 　　(E)2[image: ]


5.已知|a-1|=3，|b|=4，b＞ab，则|a-1-b|=( ).

(A)1　　(B)5　　(C)7　　(D)8　　(E)16

[image: zt]
 习题详解


1. D



【解析】

 　去绝对值符号|1-|1+x||=|2+x|=-2-x.



2.【解析】

 　条件(1)：-1＜x＜0，所以g(x)=-1.

f(x)=|x-1|-g(x)|x+1|+|x-2|+|x+2|=-(x-1)+x+1-(x-2)+x+2=6，

是与x无关的常数，条件(1)充分.

条件(2)：1＜x＜2，所以g(x)=1.

f(x)=|x-1|-g(x)|x+1|+|x-2|+|x+2|=x-1-(x+1)-(x-2)+x+2=2，

是与x无关的常数，条件(2)充分.

3. D



【解析】

 　原等式两边平方得：1-2t+t2
 =1+2|t|+t2
 ，所以|t|=-t，即t≤0，故



|t-2006|-|1-t|=-(t-2006)-(1-t)=2005.

4. D



【解析】

 　若a＜0则[image: ]
 -|a|＜0，与题意不符；

若a＞0，则[image: ]
 -|a|=[image: ]
 -a=1，解得



a=[image: ]
 .

故[image: ]
 +|a|=[image: ]
 +[image: ]
 =[image: ]
 .

5. C



【解析】

 　分类讨论法

①b=4⇒a＜0⇒a=-2⇒|a-1-b|=7；

②b=-4⇒a＞0⇒a=4⇒|a-1-b|=7.



第四节　平均值和方差






题型20　平均值和方差的定义




[image: zt]
 母题精讲




母题20

 　(2014-1)已知M={a,b,c,d,e}是一个整数集合，则能确定集合M.

(1)a,b,c,d,e的平均值为10；

(2)a,b,c,d,e的方差为2.



【解析】

 　

条件(1)：a+b+c+d+e=50①，显然不充分；

条件(2)，显然不充分；

联立两个条件：



[image: ]
 =2.

整理得：a2
 +b2
 +c2
 +d2
 +e2
 -20(a+b+c+d+e)+500=10②.

②式可化为：a2
 +b2
 +c2
 +d2
 +e2
 =510.

穷举可知510=82
 +92
 +102
 +112
 +122
 ，故联立起来充分.



【答案】

 　C

[image: zt]
 老吕施法


(1)算术平均值：n个数x1,x2,x3,…,xn的算术平均值为[image: 1058]
 ，记为[image: 1059]
 .

(2)几何平均值：n个正数x1,x2,x3，…,xn的几何平均值为[image: 1060]
 ，记为[image: 1058]
 .


【易错点】
 注意只有正数才有几何平均值.

(3)方差：[image: 1058]
 ，也可记为D(x)；

方差的简化公式：[image: 1058]
 .

(4)标准差：S=[image: 1058]
 =[image: 1058]
 ，也可记为[image: 1058]
 .

(5)方差的性质：D(ax+b)=a2
 D(x)，(a≠0,b≠0)，即在一组数据中的每个数字都乘以一个非零的数字a，方差变为原来的a2倍，标准差变为原来的a倍；在该组数据中的每个数字都加上一个非零的数字b，方差和标准差不变.

[image: zt]
 习题精练


1.(2007-10)三个实数x1
 ,x2
 ,x3
 的算术平均数为4.

(1)x1
 +6，x2
 -2，x3
 +5的算术平均数为4；

(2)x2
 为x1
 和x3
 的等差中项，且x2
 =4.

2.(2006-1)如果x1
 ,x2
 ,x3
 三个数的算术平均值为5，则x1
 +2,x2
 -3,x3
 +6与8的算术平均值为( ).

(A)3[image: ]
 　　(B)6[image: ]
 　　(C)7　　(D)7[image: ]
 　　(E)9[image: ]


3.(1999-10)设方程3x2
 -8x+a=0的两个实根为x1
 和x2
 ，若[image: ]
 和[image: ]
 的算术平均值为2，则a的值是( ).

(A)-2　　(B)-1　　(C)1　　(D)[image: ]
 　　(E)2

4.(1997-10)x1
 ,x2
 是方程6x2
 -7x+a=0的两个实根，若[image: ]
 和[image: ]
 的几何平均值是[image: ]
 ，则a的值是( ).

(A)2　　(B)3　　(C)4　　(D)-2　　(E)-3

5.(2013-10)如果a，b，c的算术平均值等于13，且a∶b∶c=[image: ]
 ∶[image: ]
 ∶[image: ]
 ，那么c=( ).

(A)7　　(B)8　　(C)9　　(D)12　　(E)18

6.(2012-10)在一次数学考试中，某班前6名同学的成绩恰好成等差数列.若前6名同学的平均成绩为95分，前4名同学的成绩之和为388分，则第6名同学的成绩为( )分.

(A)92　　(B)91　　(C)90　　(D)89　　(E)88

7.设x＞0,y＞0,x,y的算数平均值为6，[image: ]
 ,[image: ]
 的算数平均值为2，则x,y的等比中项为( ).

(A)[image: ]
 　　(B)±[image: ]
 　　(C)12　　(D)24　　(E)28

8.已知样本x1
 ,x2
 ,…xn
 的方差是2，则样本2x1
 ,2x2
 ,…,2xn
 和x1
 +2,x2
 +2,…,xn
 +2样本的方差分别是( ).

(A)8，2　　(B)4，2　　(C)2，4　　(D)8，0　　(E)4，4

9.一组数据有10个，数据与它们的平均数的差依次为-2,4,-4,5,-1,-2,0,2,3-5，则这组数据的方差为( ).

(A)1　　(B)10.4　　(C)4.8　　(D)3.2　　(E)8.4

10. 1、2、3、4、x的方差是2.

(1)1、2、3、4、x的平均数是2；　　(2)x=0.

11.为选拔奥运会射击运动员，举行一次选拔赛，甲、乙、丙各打10发子弹，命中的环数如下：

甲：10，10，9，10，9，9，9，9，9，9；

乙：10，10，10，9，10，8，8，10，10，8；

丙：10，9，8，10，8，9，10，9，9，9.

根据这次成绩应该选拔( )去参加比赛.

(A)甲　　(B)乙　　(C)丙　　(D)甲和乙　　(E)甲和丙

[image: zt]
 习题详解


1. B



【解析】

 　题干等价于：x1
 +x2
 +x3
 =12.

条件(1)：[image: ]
 =4，所以x1
 +x2
 +x3
 =3，条件(1)不充分；

条件(2)：2x2
 =x1
 +x3
 =8，所以x1
 +x2
 +x3
 =12，条件(2)充分.

2. C



【解析】

 　由已知[image: ]
 =5，即x1
 +x2
 +x3
 =15，因此



[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =7.

3. E



【解析】

 　由韦达定理知：x1
 +x2
 =[image: ]
 ，x1
 x2
 =[image: ]
 ，故



[image: ]
 +[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =4，

解得，a=2.

4. A



【解析】

 　根据韦达定理：x1
 x2
 =[image: ]
 ；几何平均值：[image: ]
 =[image: ]
 ，得[image: ]
 =3，a=2.

5. C



【解析】

 　[image: ]
 =13，得a+b+c=39.

a∶b∶c=[image: ]
 ∶[image: ]
 ∶[image: ]
 =[image: ]
 ∶[image: ]
 ∶[image: ]
 =6∶4∶3，所以c=39×[image: ]
 =9.

6. C



【解析】



由题意知：[image: ]
 ，即



[image: ]
 .

解得：a1
 =100，d=-2，故a6
 =90.

7. B



【解析】

 　由题意得x+y=12,[image: ]
 +[image: ]
 =[image: ]
 =4，故xy=3，所以，x,y的等比中项为±[image: ]
 .

8. A



【解析】

 　由方差的性质D(ax+b)=a2
 D(x)，可知：

2x1
 ,2x2
 ,…,2xn
 是将原样本的每个数值乘以2，故方差应乘以4，故方差为8；

x1
 +2,x2
 +2,…,xn
 +2是在原样本的每个数值加上2，方差不变，仍为2.

9. B



【解析】

 　S2
 =[image: ]
 [(-2)2
 +42
 (-4)2
 +52
 +(-1)2
 +(-2)2
 +02
 +22
 +32
 +(-5)2
 ]=10.4.

10. D



【解析】

 　条件(1)：[image: ]
 =2，解得x=0，故两个条件等价.

s2
 =[image: ]
 [(0-2)2
 +(1-2)2
 +(3-2)2
 +(4-2)2
 ]=2，故两个条件都充分.

11. A



【解析】

 　x
 甲
 =9.3，x
 乙
 =9.3，x
 丙
 =9.1，丙应淘汰；

s2
 甲
 =[image: ]
 [(10-9.3)2
 +(10-9.3)2
 +(9-9.3)2
 ]=0.21；

s2
 乙
 =[image: ]
 [(10-9.3)2
 +(10-9.3)2
 +(8-9.3)2
 ]=0.81.

由于s2
 甲
 ＜s2
 乙
 ，说明甲的成绩更稳定，应选甲参加比赛.



题型21　均值不等式




[image: zt]
 母题精讲




母题21

 　(2 009-10)[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 ＞[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 .

(1)abc=1；

(2)a，b，c为不全相等的正数.



【解析】

 　用均值不等式证明不等式.

条件(1)：令a=b=c=1，显然不充分；

条件(2)：令a=1,b=1,c=4，显然不充分.

联立两个条件：

[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 =[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 =bc+ac+ab=[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 　　≥[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 =[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 ，所以条件(1)和(2)联合起来充分.



【快速得分法】

 　特殊值法.

令a=1,b=1,c=1，显然不充分；令a=1,b=[image: ]
 ,c=4，充分，猜测答案是C.



【答案】

 　C

[image: zt]
 老吕施法


(1)使用均值不等式求最值.

①口诀：

一“正”二“定”三“相等”；

“正”是使用均值不等式的前提；

“定”是使用均值不等式的目标；

“相等”是最值取到时的条件.

②常用拆项法，拆项必拆成相等的项，拆项常拆次数较小的项.

③和为定值积最大，积为定值和最小.

(2)常考用均值不等式证明不等式，但遇到此类问题仍应该先考虑特殊值法.

(3)对勾函数.

函数[image: 1067]
 (或[image: 1067]
 ,a≠0,b≠0)的图像形如两个“对勾”，因此将这个函数称为对勾函数当x＞0时，此函数有最小值2；当x＜0时，此函数有最大值-2.

图像如图1-8所示.

[image: 1057]


图1-8

[image: zt]
 习题精练


1.当x＞0时，则y=4x+[image: ]
 的最小值为( ).

(A)6　　(B)[image: ]
 　　(C)3[image: ]
 　　(D)3[image: ]
 　　(E)以上都不对

2.函数y=x+[image: ]
 (x＞1)的最小值为( ).

(A)[image: ]
 　　(B)1　　(C)2[image: ]
 　　(D)2　　(E)3

3.已知x,y∈R且x+y=4，则3x
 +3y
 的最小值为( ).

(A)2[image: ]
 　　(B)3[image: ]
 　　(C)6　　(D)9　　(E)18

4.(2012-1)已知{an
 }，{bn
 }分别为等比数列与等差数列，a1
 =b1
 =1则b2
 ≥a2


(1)a2
 ＞0；

(2)a1
 0=b1
 0.

5.(2004-1)矩形周长为2，将它绕其一边旋转一周，所得圆柱体积最大时的矩形面积为( ).

(A)[image: ]
 　　(B)[image: ]
 　　(C)[image: ]
 　　(D)[image: ]
 　　(E)以上都不对

6.[image: ]
 +[image: ]
 的最小值为3+2[image: ]
 .

(1)函数y=ax
 +1-2(a＞0,a≠1)的图像恒过定点A，点A在直线mx+ny+1=0上；

(2)m,n＞0.

[image: zt]
 习题详解


1. D



【解析】

 　用拆项法：y=2x+2x+[image: ]
 ≥3[image: ]
 =3[image: ]
 .

2. A



【解析】

 　拆项法.



y=x+[image: ]
 =[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 +1≥3[image: ]
 +1=[image: ]
 .

3. E



【解析】

 　由x+y=4,得y=4-x，则3x
 +34
 -x=3x
 +[image: ]
 ≥2[image: ]
 =18.

4. C



【解析】

 　均值不等式+数列综合题.

条件(1)：显然不充分.

条件(2)：a1
 0=b1
 0，即



1+9d=q9
 ⇒d=[image: ]
 ；

b2
 =1+d=1+[image: ]
 =[image: ]
 .

当q＞0时，有



b2
 =[image: ]
 =[image: ]
 ≥[image: ]
 =q=a2
 ，

即b2
 ≥a2
 ，由条件(1)可得q＞0，所以条件(1)和条件(2)联立起来充分.

5. C



【解析】

 　设矩形边长分别为x和1-x，则旋转后，矩形的一边为半径，一边为高，故体积



V=πx2
 (1-x)=[image: ]
 π·x·x·(2-2x)≤[image: ]
 π·[image: ]
 3
 =[image: ]
 π.

当x=2-2x，即x=[image: ]
 时，体积有最大值，矩形的面积为[image: ]
 [image: ]
 =[image: ]
 .

6. C



【解析】

 　条件(1)由y=ax
 +1-2(a＞0,a≠1)恒过定点，可知A点坐标为(-1，-1).

将A点坐标代入直线方程得：m+n=1，故



[image: ]
 +[image: ]
 =[image: ]
 +[image: ]
 =3+[image: ]
 +[image: ]
 .



第二章　整式与分式


[image: ]
 本章题型网


(一)整式[image: ]


(二)分式[image: ]



第一节　整　　式



题型22　因式分解问题


[image: ]
 母题精讲



母题22
 　在实数的范围内，将(x+1)(x+2)(x+3)(x+4)-24分解因式为().

　　(A)x(x-5)(x2
 +5x+10)

　　(B)x(x+5)(x2
 +5x+10)

　　(C)x(x-5)(x2
 +5x-10)

　　(D)(x+1)(x+5)(x2
 +5x+10)

　　(E)(x-1)(x+5)(x2
 +5x-10)


【解析】
 　方法一：分组分解法.

原式=［(x+1)(x+4)］［(x+2)(x+3)］-24

　　=(x2
 +5x+4)(x2
 +5x+6)-24

　　=(x2
 +5x)2
 +10(x2
 +5x)

　　=(x2
 +5x)(x2
 +5x+10)

　　=x(x+5)(x2
 +5x+10).


【快速得分法】
 　特值检验法、首尾项法.

原式的常数项为0，D项、E项的常数项为50，排除；

令x=5，原式显然大于0，A、C两项等于0，排除.故选B.


【答案】
 　B

[image: ]
 老吕施法


(1)对于因式分解问题，首先使用首尾项检验法和特值检验法.

①首尾项检验法.

原式的最高次项系数，一定等于各因式的最高次项系数之积；原式的常数项，一定等于各因式常数项之积.利用此规律排除选项即可.

②特值检验法.

原式等于各因式之积是恒成立的，故可令x等于0，1，-1等特殊值，排除各选项即可.

(2)常规方法.

如：提公因式法、公式法、配方法、十字相乘法、双十字相乘法、待定系数法、分组分解法、换元法等.

(3)用整式的除法也可以解决已知某因式的因式分解问题.

(4)真题较少对因式分解单独出题，但是，因式分解是解所有整式、分式、方程、不等式的基础，故需熟练掌握.

[image: ]
 习题精练


1.将x3
 +6x-7因式分解为().

　　(A)(x-1)(x2
 +x+7)

　　(B)(x+1)(x2
 +x+7)

　　(C)(x-1)(x2
 +x-7)

　　(D)(x-1)(x2
 -x+7)

　　(E)(x-1)(x2
 -x-7)

2.将x5
 +x4
 +1因式分解为().

　　(A)(x2
 +x+1)(x3
 +x+1)

　　(B)(x2
 -x+1)(x3
 +x+1)

　　(C)(x2
 -x+1)(x3
 -x-1)

　　(D)(x2
 +x+1)(x3
 -x+1)

　　(E)(x2
 +x-1)(x3
 +x+1)

3.将多项式2x4
 -x3
 -6x2
 -x+2因式分解为(2x-1)q(x)，则q(x)等于().

　　(A)(x+2)(2x-1)2


　　(B)(x-2)(x+1)2


　　(C)(2x+1)(x2
 -2)

　　(D)(2x-1)(x+2)2


　　(E)(2x+1)2
 (x-2)

4.多项式2x3
 +ax2
 +1可分解因式为三个一次因式的乘积.

(1)a=-5;

(2)a=-3.

5.(2010-1)多项式x3
 +ax2
 +bx-6的两个因式是x-1和x-2，则第三个一次因式为().

　　(A)x-6

　　(B)x-3

　　(C)x+1

　　(D)x+2

　　(E)x+3

[image: ]
 习题详解


1. A


【解析】
 　原式=x3
 -1+6x-6

　　　　　　　=(x-1)(x2
 +x+1)+6(x-1)

　　　　　　　=(x-1)(x2
 +x+7).

2. D


【解析】
 　添项法.

原式=x5
 +x4
 +x3
 -(x3
 -1)

　　=x3
 (x2
 +x+1)-(x-1)(x2
 +x+1)

　　=(x2
 +x+1)(x3
 -x+1).


【快速得分法】
 　特值检验法、首尾项法.

原式常数项为1，可排除C、E项；令x=1，可排除A项，再令x=-1，可排除B项.选D.

3. B


【解析】
 　方法一：

2x4
 -x3
 -6x2
 -x+2=x3
 (2x-1)-3x(2x-1)-2(2x-1)

　　　　　　=(2x-1)(x3
 -3x-2)

　　　　　　=(2x-1)［(x3
 +1)-3(x+1)］

　　　　　　=(2x-1)［(x+1)(x2
 -x+1)-3(x+1)］

　　　　　　=(2x-1)(x+1)(x2
 -x-2)

　　　　　　=(2x-1)(x+1)2
 (x-2).


【快速得分法】
 　首尾项法.

原式的最高次项系数为2，故q(x)的最高次项系数必为1，排除A、C、D、E，故选B.

4. D


【解析】
 　条件(1)：a=-5时,

原式=2x3
 -5x2
 +1

　　=2x3
 -x2
 -4x2
 +1

　　=(2x-1)(x2
 -2x-1)

　　=(2x-1)(x-[image: ]
 -1)(x+[image: ]
 -1)，

故条件(1)充分.

条件(2)：a=-3时，

原式=2x3
 -3x2
 +1

　　=2x3
 -2x2
 -x2
 +1

　　=2x2
 (x-1)-(x+1)(x-1)

　　=(2x+1)(x-1)2
 ,

故条件(2)充分.

5. B


【解析】
 　待定系数法.

设第三个一次因式为x+c，则有

x3
 +ax2
 +bx-6=(x-1)(x-2)(x+c),

故-6=(-1)(-2)·c，解得c=-3，第三个一次因式为x-3.


【快速得分法】
 　首尾项法.

根据首尾项法直接有：-6=(-1)(-2)·c，得c=-3，选B.


题型23　双十字相乘法


[image: ]
 母题精讲



母题23.1
 　(2008-10)x2
 +mxy+6y2
 -10y-4=0的图像是两条直线.

(1)m=7;

(2)m=-7.


【解析】
 　条件(1)：将m=7代入原方程，用双十相乘法可得

x2
 +7xy+6y2
 -10y-4=(x+6y+2)(x+y-2)=0,

即x+6y+2=0或x+y-2=0是两条直线，条件(1)充分.

条件(2)：将m=-7代入原方程，用双十相乘法可得

x2
 -7xy+6y2
 -10y-4=(x-6y-2)(x-y+2)=0,

即x-6y-2=0或x-y+2=0，是两条直线，条件(2)充分.


【答案】
 　D


母题23.2
 　(2008-10)ax2
 +bx+1与3x2
 -4x+5的积不含x的一次方项和三次方项.

(1)a∶b=3∶4;

(2)a=[image: ]
 ,b=[image: ]
 .


【解析】
 　方法一：利用多项式相等的定义.

(ax2
 +bx+1)(3x2
 -4x+5)=3ax4
 +(3b-4a)x3
 +(5a+3-4b)x2
 +(5b-4)x+6.

由题意可知,需要有[image: ]
 ，得a=[image: ]
 ,b=[image: ]
 .所以，条件(1)不充分，条件(2)充分.

方法二：将两式的积写为双十字相乘的形式如下：

[image: QQ截图20141103134013]

右十字用十字相乘，得一次项，故5bx-4x=0，b=[image: ]
 ；

左十字用十字相乘，得三次项，故3bx-4ax=0，a=[image: ]
 .

所以，条件(1)不充分，条件(2)充分.


【答案】
 　B

[image: ]
 老吕施法


双十字相乘法可以解决两类问题：

(1)形如ax2
 +bxy+cy2
 +dx+ey+f的因式分解问题.

分解x2
 项，y2
 项和常数项，去凑xy项、x项和y项的系数.

例如：将4x2
 -4xy-3y2
 -4x+10y-3分解因式

[image: QQ截图20141103134156]

即2x·(-3y)+2x·y=-4xy;

y·1+(-3y)·3=10y;

2x·1+2x·(-3)=-4x.

故4x2
 -4xy-3y2
 -4x+10y-3=(2x+y-3)(2x-3y+1).

(2)求(a1
 x2
 +b1
 y+c1
 )(a2
 x2
 +b2
 y+c2
 )的展开式问题.

例如：(x2
 +x+1)(x2
 +2x+1)=x4
 +3x3
 +4x2
 +3x+1.

[image: QQ截图20141103134241]

注意，左边小十字相乘为3次项，右边小十字相乘为1次项，大十字与中间两个x项之积的和，得到2次项.

(3)常用待定系数法.

[image: ]
 习题精练


1.已知(x2
 +ax+8)(x2
 +2x+1=x2
 -3x+b)的展开式中不含x2
 ,x3
 项，求a、b的值为().

　　(A)[image: ]


　　(B)[image: ]


　　(C)[image: ]


　　(D)[image: ]


　　(E)[image: ]


2.已知6x2
 +7xy-3y2
 -8x+10y+c是两个关于x,y的一次多项式的乘积，则常数c=().

　　(A)-8

　　(B)8

　　(C)6

　　(D)-6

　　(E)10

3. x2
 +kxy+y2
 -2y-3=0的图像是两条直线，则k=().

　　(A)1

　　(B)-1

　　(C)±1

　　(D)[image: ]


　　(E)±[image: ]


4.已知x4
 -6x3
 +ax2
 +bx+4是一个二次三项式的完全平方式，则ab=().

　　(A)-156

　　(B)±60

　　(C)±156

　　(D)-156或60

　　(E)60

[image: ]
 习题详解


1. E


【解析】
 　类型2.

[image: QQ截图20141103134433]

x2
 项的系数为：8+b-3a=0；x3
 项的系数为：-3+a=0,解得：a=3,b=1.

2. A


【解析】
 　类型1.

用双十字相乘法，设c可分解为m×[image: ]
 ，则有：

[image: QQ截图20141103134522]

则大十字为x的一次项，即

3·[image: ]
 x+2mx=-8x；

则右十字为y的一次项，即，

(-1)·[image: ]
 y+3my=10y.

解得，c=-8,m=-4.

3. E


【解析】
 　双十字相乘法.

[image: QQ截图20141103134613]

或者

[image: QQ截图20141103134719]

故有k=[image: ]
 ×1+[image: ]
 ×1=[image: ]
 或k=-[image: ]
 ×1+[image: ]
 ×1=-[image: ]
 .

4. D


【解析】
 　方法一：待定系数法.

x4
 -6x3
 +ax2
 +bx+4=(x2
 +mx+2)2
 或(x2
 +mx-2)2
 .

当x4
 -6x3
 +ax2
 +bx+4=(x2
 +mx+2)2
 时,

x4
 -6x3
 +ax2
 +bx+4

=(x2
 +mx+2)2


=x4
 +m2
 x2
 +4+2mx3
 +4x2
 +4mx

=x4
 +2mx3
 +(m2
 +4)x2
 4mx+4

故有：

[image: ]
 .

解得：a=13,b=-12，故ab=-156.

同理，当x4
 -6x3
 +ax2
 +bx+4=(x2
 +mx-2)2
 时，a=5，b=12，故ab=60.

方法二：双十字相乘法.

x4
 -6x3
 +ax2
 +bx+4=(x2
 +mx+2)2
 或(x2
 +mx-2)2
 ，对第二种情况使用双十字相乘：

[image: QQ截图20141103134812]

左十字：2mx3
 =-6x3
 ，得m=-3;

右十字：-4mx=bx，得b=12;

大十字加中间两项的积：-4x2
 +m2
 x2
 =ax，得a=5.

故a=5，b=12，故ab=60.

同理，可得x4
 -6x3
 +ax2
 +bx+4=(x2
 +mx+2)2
 时，a=13,b=-12，故ab=-156.


题型24　求展开式的系数


[image: ]
 母题精讲



母题24
 　(2011-10)已知x(1-kx)3
 =a1
 x+a2
 x2
 +a3
 x3
 +a4
 x4
 对所有实数x都成立，则a1
 +a2
 +a3
 +a4
 =-8.

(1)a2
 =-9;

(2)a3
 =27.


【解析】


x(1-kx)3
 =x[1-3kx+3(kx)2
 -(kx)3
 ]=x-3kx2
 +3k2
 x3
 -k3
 x4


　　　=a1
 x+a2
 x2
 +a3
 x3
 +a4
 x4


故

a1
 +a2
 +a3
 +a4
 =f(1)=1-3k+3k2
 -k3
 .

条件(1)：a2
 =-3k=-9，得k=3，a1
 +a2
 +a3
 +a4
 =f(1)=1-3k+3k2
 -k3
 =-8，充分；

条件(2)：a3
 =3k2
 =27，得k=±3，a1
 +a2
 +a3
 +a4
 =f(1)=1-3k+3k2
 -k3
 =-8或64，不充分.


【答案】
 　A

[image: ]
 老吕施法


1.多项式相等

两个多项式相等,则对应项的系数均相等.

2.待定系数法

(1) 待定系数法是设某一多项式的全部或部分系数为未知数,利用两个多项式相等时,各同类项系数相等,即得待求的值.

(2) 使用待定系数法时,最高次项和常数项往往能直接写出,但要注意符号问题(分析是否有正负两种情况).

3.求展开式系数之和问题,用赋值法

对多项式f(x)=a0
 xn＋a1
 xn－1
 ＋…＋an－1
 x＋an


(1) 求常数项,则an
 =f(0)；

(2) 求各项系数和,则a0
 ＋a1
 ＋…＋an－1
 ＋an
 =f(1);

(3) 求奇次项系数和，则a1
 ＋a3
 ＋a5
 ＋…=(f(1)-f(-1))/2

(4) 求偶次项系数和，则a0
 ＋a2
 ＋a4
 ＋…=(f(1)+f(-1))/2

[image: ]
 习题精练


1.若mx2
 +kx+9=(2x-3)2
 ，则m,k的值分别是().

　　(A)m-2,k=6

　　(B)m=2,k=12

　　(C)m=-4,k=-12

　　(D)m=4,k=-12

　　(E)以上各项都不正确

2.若4x4
 -ax3
 +bx2
 -40x+16是完全平方式，ab＜0，则a,b分别等于().

　　(A)-20，9　　(B)20，41　　(C)-20，41　　(D)20，-9　　(E)20，-41

3.多项式f(x)=2x-7与g(x)=a(x-1)2
 +b(x+2)+c(x2
 +x-2)相等，则a、b、c分别等于().

　　(A)a=[image: ]
 ,b=[image: ]
 ,c=-[image: ]


　　(B)a=-11,b=15,c=11

　　(C)a=[image: ]
 ,b=-[image: ]
 ,c=-[image: ]


　　(D)a=11,b=-15,c=-11

　　(E)a=-[image: ]
 ,b=-[image: ]
 ,c=[image: ]


4.(1-2x)n
 =a7
 x7
 +a6
 x6
 +…+a1
 x+a0
 ，则a0
 +a2
 +a4
 +a6
 的值为().

　　(A)-1

　　(B)2 187

　　(C)2 186

　　(D)1 093

　　(E)-1 093

5.设(1+x)2
 (1-x)=a+bx+cx2
 +dx3
 ，则a+b+c+d=().

　　(A)-1

　　(B)0

　　(C)1

　　(D)2

　　(E)3

6.(2009-1)(1+x)+(1+x)2
 +…+(1+x)n
 =a1
 (x-1)+2a2
 (x-1)2
 +…+nan
 (x-1)n
 ,则a1
 +2a2
 +3a3
 +…+nan
 =().

　　(A)[image: ]


　　(B)[image: ]


　　(C)[image: ]


　　(D)[image: ]


　　(E)[image: ]


[image: ]
 习题详解


1. D


【解析】
 　多项式相等，则对应项系数均相等：

(2x-3)2
 =4x2
 -12x+9=mx2
 +kx+9,

故m=4,k=-12.

2. A


【解析】
 　待定系数法，设4x4
 -ax3
 +bx2
 -40x+16=(2x2
 +mx+4)2
 ，展开可得：

[image: ]
 ,

解得

[image: ]
 ;

或4x4
 -ax3
 +bx2
 -40x+16=(2x2
 +mx-4)2
 ,展开可得

[image: ]
 ,

解得

[image: ]
 .

3. E


【解析】
 　方法一，利用多项式相等.

g(x)=a(x-1)2
 +b(x+2)+c(x2
 +x-2)

　　=(a+c)x2
 +(c-2a+b)x+a+2b-2c

　　=2x-7,

得[image: ]
 ，解得：a=-[image: ]
 ,b=-[image: ]
 ,c=[image: ]
 .


【快速得分法】
 　赋值法.

a(x-1)2
 +b(x+2)+c(x2
 +x-2)=2x-7对于任意x值成立，故：

令x=1，得3b=-5,b=-[image: ]
 ;

令x=-2，得9a=-11，a=-[image: ]
 .

观察选项，可知选E.当然，再令x等于某特殊值，即可求出C来.

4. D


【解析】
 　求多项式展开式系数之和，用赋值法.

最高次项为7次，故n=7.

f(1)=a7
 +a6
 +…+a1
 +a0
 =(1-2)7
 =-1;

f(-1)=-a7
 +a6
 -…-a1
 +a0
 =(1+2)7
 =2 187;

a0
 +a2
 +a4
 +…=[image: ]
 =1 093.

5. B


【解析】
 　求多项式展开式系数之和，用赋值法.

令x=1，有(1+1)2
 (1-1)=a+b+c+d，所以a+b+c+d=0.

6. C


【解析】
 　求多项式展开式系数之和，用赋值法.

令x=2，有a1
 +2a2
 +3a3
 +…+nan
 =3+32
 +…+3n
 =[image: ]
 =[image: ]
 .


题型25　代数式的最值问题


[image: ]
 母题精讲



母题25
 　(1998-1)设实数x、y满足等式x2
 -4xy+4y2
 +[image: ]
 x+[image: ]
 y-6=0，则x+y的最大值为().

　　(A)2

　　(B)3

　　(C)2[image: ]


　　(D)3[image: ]


　　(E)3[image: ]



【解析】
 　配方法.

原式可化为：(x-2y)2
 +[image: ]
 (x+y)-6=0→[image: ]
 (x+y)=6-(x-2y)2
 ≤6,

故(x+y)≤[image: ]
 =2[image: ]
 .


【答案】
 　C

[image: ]
 老吕施法


求代数式的最值问题，常用四种方法：

(1) 配方法，将代数式化为形如a±f
 2
 (x)的形式；

(2) 均值不等式法，见题型21；

(3) 一元二次函数求最值法，见题型38；

(4) 几何意义，见题型104.

[image: ]
 习题精练


1.(2010-10)若实数a,b,c满足：a2
 +b2
 +c2
 =9，则代数式(a-b)2
 +(b-c)2
 +(c-a)2
 的最大值是().

　　(A)21

　　(B)27

　　(C)29

　　(D)32

　　(E)39

2.(2012-10)设实数x,y满足x+2y=3,则x2
 +y2
 +2y的最小值为().

　　(A)4

　　(B)5

　　(C)6

　　(D)[image: ]
 -1

　　(E)[image: ]
 +1

[image: ]
 习题详解


1. B


【解析】
 　配方法.

(a-b)2
 +(b-c)2
 +(c-a)2
 =2(a2
 +b2
 +c2
 )-2(ab+bc+ac)

=3(a2
 +b2
 +c2
 )-(a+b+c)2
 =27-(a+b+c)2
 ≤27.

当a+b+c=0时，所求代数式的最大值为27.

2. A


【解析】
 　方法一：化为一元二次函数求最值.

由题干x+2y=3,整理得：x=3-2y.

代入x2
 +y2
 +2y，得：(3-2y)2
 +y2
 +2y=5y2
 -10y+9.

根据一元二次函数的顶点坐标公式，最小值为：[image: ]
 =[image: ]
 =4.

方法二：几何方法.

x2
 +y2
 +2y=x2
 +(y+1)2
 -1，可以看作点(0，-1)到直线x+2y=3的距离的平方减去1，故有：

点到直线的距离[image: ]
 =[image: ]
 ,

故x2
 +y2
 +2y的最小值为：[image: ]
 2
 -1=4.


题型26　三角形的形状判断问题


[image: ]
 母题精讲



母题26
 　(2008-1)若△ABC的三边a,b,c满足a2
 +b2
 +c2
 =ab+ac+bc，则△ABC为().

　　(A)等腰三角形

　　(B)直角三角形

　　(C)等边三角形

　　(D)等腰直角三角形

　　(E)以上都不是


【解析】
 　原式可化为：[image: ]
 ×[(a-b)2
 +(b-c)2
 +(a-c)2
 ]=0,所以a=b=c，是等边三角形.


【答案】
 　C

[image: ]
 老吕施法


(1) 判断三角形的形状时，此三角形必为特殊三角形，即：等边三角形、等腰三角形、等腰直角三角形、直角三角形；

(2) 常考公式a2
 +b2
 +c2
 －ab－bc－ac=[image: ]
 [(a-b)2
 +(b-c)2
 +(a-c)2
 ]，若此式等于0，则a=b=c；

(3) 等腰直角三角形是既是等腰又是直角(等腰并且直角)的三角形，而不是等腰或者直角三角形.

[image: ]
 习题精练


1.(2013-1)△ABC的边长分别为a,b,c，则△ABC为直角三角形.

(1)(c2
 -a2
 -b2
 )(a2
 -b2
 )=0;

(2)△ABC的面积为[image: ]
 ab.

2.(2000-10)已知a,b,c是△ABC的三条边长，并且a=c=1,若(b-x)2
 -4(a-x)(c-x)=0有两个相同实根，则△ABC为().

　　(A)等边三角形

　　(B)等腰三角形

　　(C)直角三角形

　　(D)钝角三角形

　　(E)锐角三角形

3.(2011-1)已知三角形ABC的三条边分别为a,b,c，则三角形ABC是等腰直角三角形.

(1)(a-b)(c2
 -a2
 -b2
 )=0;

(2)c=[image: ]
 b.

4.(2008-10)方程3x2
 +[2b-4(ac-b)]x+(4ac-b2
 )=0有相等的实根.

(1)a,b,c是等边三角形的三条边;

(2)a,b,c是等腰三角形的三条边.

5.(2009-10)是等边三角形.

(1)△ABC的三边满足a2
 +b2
 +c2
 =ab+bc+ac;

(2)△ABC的三边满足a3
 -a2
 b+ab2
 -b3
 -bc2
 =0.

[image: ]
 习题详解


1. B


【解析】
 　条件(1)：(c2
 -a2
 -b2
 )(a2
 -b2
 )=0→c2
 =a2
 +b2
 或a=b,故三角形为直角三角形或者等腰三角形，条件(1)不充分；

条件(2)：由正弦定理知：S△ABC
 =[image: ]
 ab·sinC=[image: ]
 ab，sinC=1，故角C为90度，△ABC为直角三角形，条件(2)充分.

2. A


【解析】
 　a=c=1,故原方程为(b-x)2
 -4(1-x)2
 =0.

整理得：(3x-b-2)(x+b-2)=0,两根相等，即[image: ]
 =2-b,解得b=1,故三角形是等边三角形.

3. C


【解析】
 　条件(1)：a=b或c2
 =a2
 +b2
 ，三角形ABC为等腰三角形或直角三角形，不充分；

条件(2)显然不充分.

联合条件(1)和(2)，则有如下两种情况：

①a=b,c=[image: ]
 b，得c2
 =a2
 +b2
 ，是等腰直角三角形；

②c2
 =a2
 +b2
 ，c=[image: ]
 b，可得a=b，是等腰直角三角形.

所以条件(1)和条件(2)联合起来充分.

4. A


【解析】
 　有两相等的实根，即Δ=[2b-4(a+c)]2
 -4×3×(4ac-b2
 )=0.

条件(1)：a=b=c，Δ=[2b-8b]2
 -4×3×(4b2
 -b2
 )=0，充分；

条件(2)：可令a=c=1，b=[image: ]
 ，代入可得Δ≠0，不充分.

5. A


【解析】
 　三角形的形状判断.

条件(1)：a2
 +b2
 +c2
 -ab-bc-ac=0.

整理得[image: ]
 ［(a-b)2
 +(b-c)2
 +(a-c)2
 ］=0,得a=b=c，条件(1)充分.

条件(2)：

a3
 -a2
 b+ab2
 +ac2
 -b3
 -bc2


　　=a3
 -b3
 -(a2
 b-ab2
 )+ac2
 -bc2


　　=(a-b)(a2
 +ab+b2
 )-ab(a-b)+c2
 (a-b)

　　=(a-b)(a2
 +b2
 +c2
 )

　　=0.

得，a=b或a=b=c=0,所以条件(2)不充分.


题型27　整式除法与余式定理


[image: ]
 母题精讲



母题27.1
 　[image: ]
 的余式为().

　　(A)0

　　(B)12

　　(C)1

　　(D)2

　　(E)-1


【解析】


[image: FBD2IMG_1467_]


【答案】
 　B


母题27.2
 　(2007-10)若多项式f(x)=x3
 +a2
 x2
 +x-3a能被x-1整除，则实数a=().

　　(A)0

　　(B)1

　　(C)0或1

　　(D)2或-1

　　(E)2或1


【解析】
 　令除式=0，使被除式=余式即可.

令除式x-1=0，得x=1.所以f(1)=13
 +a2
 12
 +1-3a=a2
 -3a+2=0，解得a=2或1.


【答案】
 　E

[image: ]
 老吕施法


(１) 整式的除法很少单独出题，但是它是一种万能方法，思路简单，必须掌握.

(２) 余式定理：

若F(x)除以f(x)，得到的商式是g(x)，余式是R(x)，则F(x)=f(x)g(x)＋R(x)，其中R(x)的次数小于f(x)的次数，

则：

①若有x=a使f(a)=0,则F(a)=R(a)；即，当除式等于0时，被除式等于余式.

②对于F(x)，若x=a时，F(a)=0,则x-a是F(x)的一个因式；若x-a是F(x)的一个因式，则f(a)=0，也将此结论称为因式定理.

③已知f(x)除以ax2
 ＋bx＋c的余式,可令除式ax2
 ＋bx＋c=0,解得两个根x1
 ,x2
 ,则有余式=f(x1
 )=f(x2
 ).

④求f(x)除以ax2
 ＋bx＋c的余式,用待定系数法,设余式为ax＋b,再用余式定 理即可.

⑤已知f(x)除以ax2
 ＋bx＋c的余式为px＋q,又知f(x)除以mx－n的余式为r,求f(x)除以(ax2
 ＋bx＋c)(mx－n)的余式，解法如下：

设f(x)=(ax2
 ＋bx＋c)(mx－n)g(x)＋k(ax2
 ＋bx＋c)＋px＋q,再用余式定理即可.

[image: ]
 习题精练


1.设ax3
 +bx2
 +cx+d能被x2
 +h2
 (h≠0)整除，则a，b，c，d间的关系为().

　　(A)ab=cd

　　(B)ac=bd

　　(C)ad=bc

　　(D)a+b=cd

　　(E)以上都不正确

2.已知ax4
 +bx3
 +1能被(x-1)2
 整除，则a、b的值分别为().

　　(A)a=-3,b=4

　　(B)a=-1,b=4

　　(C)a=3,b=-4

　　(D)a=-1,b=-3

　　(E)a=1,b=3

3.(2012-1)若x3
 +x2
 +ax+b能被x2
 -3x+2整除，则().

　　(A)a=4,b=4

　　(B)a=-4,b=-4

　　(C)a=10,b=-8

　　(D)a=-10,b=8

　　(E)a=-2,b=0

4.(2009-10)二次三项式x2
 +x-6是多项式2x4
 +x3
 -ax2
 +bx+a+b-1的一个因式.

(1)a=16;

(2)b=2.

5.已知f(x)=x3
 +2x2
 +ax+b除以x2
 -x-2的余式为2x+1，则a,b的值是().

　　(A)a=1,b=3

　　(B)a=-3,b=-1

　　(C)a=-2,b=3

　　(D)a=1,b=-3

　　(E)a=-3,b=-5

6. f(x)被(x-1)(x-2)除的余式为2x+3.

(1)多项式f(x)被x-1除的余式为5;

(2)多项式f(x)被x-2除的余式为7.

7.已知多项式f(x)除以x-1所得余数为2，除以x2
 -2x+3所得余式为4x+6，则多项式f(x)除以(x-1)(x2
 -2x+3)所得余式是().

　　(A)-2x2
 +6x-3

　　(B)2x2
 +6x-3

　　(C)-4x2
 +12x-3

　　(D)x+4

　　(E)2x-1

8.多项式f(x)除以x2
 +x+1所得的余式为x+3.

(1)多项式f(x)除以x4
 +x2
 +1所得的余式为x3
 +2x2
 +3x+4;

(2)多项式f(x)除以x4
 +x2
 +1所得的余式为x3
 +x+2.

9.f(x)为二次多项式，且f(2 004)=1，f(2 005)=2，f(2 006)=7，则f(2 008)=().

　　(A)29

　　(B)26

　　(C)28

　　(D)27

　　(E)39

10.设多项式f(x)有因式x，f(x)被x2
 -1除后的余式为3x+4，若f(x)被x(x2
 -1)除后的余式为ax2
 +bx+c，则a2
 +b2
 +c2
 =().

　　(A)1

　　(B)13

　　(C)16

　　(D)25

　　(E)36

11.若三次多项式f(x)满足f(2)=f(-1)=f(1)=0,f(0)=4，则f(-2)=().

　　(A)0

　　(B)1

　　(C)-1

　　(D)24

　　(E)-24

12.多项式f(x)被x+3除后的余数为-19.

(1)多项式f(x)被x-2除后所得商式为Q(x)，余数为1；

(2)Q(x)被x+3除后的余数为4.

[image: ]
 习题详解


1. C


【解析】
 　整式的除法.

[image: FBD2IMG_1476_]

因为，ax3
 +bx2
 +cx+d能被x2
 +h2
 (h≠0)整除，故(c-ah2
 )x+(d-bh2
 )=0，必有：

[image: ]
 ，

得[image: ]
 =[image: ]
 ，即ad=bc.

2. C


【解析】
 　方法一：整式除法.

[image: FBD2IMG_1480_]

即有[image: ]
 ，解得[image: ]
 .

方法二：待定系数法.

设ax4
 +bx3
 +1=(ax2
 +mx+1)(x-1)2
 ，展开得：

ax4
 +bx3
 +1=ax4
 +(m-2a)x3
 +(a+1-2m)x2
 +(a-2)x+1,

故有[image: ]
 ，解得[image: ]
 .


【快速得分法】
 　令f(x)=ax4
 +bx3
 +1由f(x)能被(x-1)2
 整除知：f(1)=0,

故有：f(1)=a+b+1=0,a+b=-1，只有C项满足，故选C.

3. D


【解析】
 　令x2
 -3x+2=0，解得x=1,x=2，有：

[image: ]
 ，

解得a=-10,b=8.

4. E


【解析】
 　条件(1)和(2)单独显然不充分，假设联立两个条件可以充分，得：

f(x)=2x4
 +x3
 -ax2
 +bx+a+b-1

　　=2x4
 +x3
 -16x2
 +2x+17

　　=(x2
 +x-6)g(x).

根据余式定理，令x2
 +x-6=0，得x=2或-3，应该有：

[image: ]
 ,

但是，经计算可知f(2)=2×24
 +23
 -16×22
 +2×2+17，显然是奇数，不可能为0,故两个条件联立起来也不充分.

5. E


【解析】
 　令除式x2
 -x-2=(x-2)(x+1)=0，得x=2或x=-1.

由余式定理得：

[image: ]
 ，

即

[image: ]
 .

解得：a=-3,b=-5.

6. C


【解析】
 　条件(1)和(2)单独显然不充分，联立之：

设f(x)=(x-1)(x-2)g(x)+ax+b，由余式定理得：

条件(1)：f(1)=a+b=5;

条件(2)：f(2)=2a+b=7.

解得：a=2,b=3，故余式为2x+3，两个条件联立充分，选C.

7. C


【解析】
 　待定系数法.

设

f(x)=(x2
 -2x+3)(x-1)g(x)+k(x2
 -2x+3)+4x+6,

可知k(x2
 -2x+3)+4x+6除以x-1所得余数为2，据余式定理得：

k(12
 -2+3)+4+6=2，

解得k=-4.

余式为：k(x2
 -2x+3)+4x+6=-4x2
 +12x-3.


【快速得分法】
 　选项代入法.

因为f(x)可以写成a(x-1)(x2
 -2x+3)+b的形式，而a(x-1)(x2
 -2x+3)能被x-1和x2
 -2x+3整除，故题干中的两个余数一定来自于余式b，故可以看每个选项除以x-1和x2
 -2x+3的余式是否分别为2和4x+6即可.

如A项：fA
 (1)=-2+6-3=1，故A项除以x-1的余式为1，不是2，排除.以此类推即可得到答案.

8. D


【解析】
 　条件(1)：设f(x)=g(x)(x4
 +x2
 +1)+x3
 +2x2
 +3x+4，

因为x4
 +x2
 +1=(x2
 +x+1)(x2
 -x+1)，能被x2
 +x+1整除,所以，只要x3
 +2x2
 +3x+4除以x2
 +x+1的余式为x+3即可.

利用整式除法可知：x3
 +2x2
 +3x+4=(x2
 +x+1)(x+1)+(x+3)，故条件(1)充分.

同理，条件(2)也充分.

9. A


【解析】
 　待定系数法.设f(x)=a(x-2 004)(x-2 005)+b(x-2 004)+1.

由余式定理得：

[image: ]
 ，

解得：a=2,b=1.

故f(x)=2(x-2 004)(x-2 005)+(x-2 004)+1，代入知f(2 008)=29.

10. D


【解析】
 　由余式定理可设：f(x)=x(x2
 -1)g(x)+ax2
 +bx+c.

由f(x)有因式x可知：f(0)=c=0.

由f(x)被x2
 -1除后的余式为3x+4，可令x2
 -1=0，即x=1或-1，故有：

[image: ]
 ，

即

[image: ]
 .

解得：a=4,b=3,c=0，故a2
 +b2
 +c2
 =25.

11. E


【解析】
 　根据因式定理，可知(x+1),(x-1),(x-2)均为f(x)的因式,

故可设

f(x)=a(x-1)(x+1)(x-2)；

f(0)=a(0-1)(0+1)(0-2)=2a=4.

得a=2.故

f(x)=2(x-1)(x+1)(x-2)，f(-2)=2(-2-1)(-2+1)(-2-2)=-24.

12.【解析】
 　两个条件单独显然不充分，联立之.

条件(1)：f(x)=(x-2)Q(x)+1　①

条件(2)：Q(x)=(x+3)g(x)+4　②

将②式代入①式得：

f(x)=(x-2)[(x+3)g(x)+4]+1　

　　=(x-2)(x+3)g(x)+4(x-2)+1.

故被x+3除后的余数为f(-3)=4(-3-2)+1=-19，两个条件联立充分，选C.


题型28　其他整式化简求值问题


[image: ]
 母题精讲



母题28
 　已知x-y=5，且z-y=10，则整式x2
 +y2
 +z2
 -xy-yz-zx的值为().

　　(A)105　　　　(B)75　　　　(C)55　　　　(D)35　　　　(E)25


【解析】
 　x2
 +y2
 +z2
 -xy-yz-zx=[image: ]
 ［(x-y)2
 +(y-z)2
 +(z-x)2
 ］.

[image: ]
 →z-x=5，代入得：x2
 +y2
 +z2
 -xy-yz-zx=75.


【答案】
 　B

[image: ]
 老吕施法


(1) 已知等式，求多项式的值，基本思想是将多项式等价变形，凑出已知条件．

(2) 常考等式：a2
 +b2
 +c2
 -ac-bc-ab=[image: ]
 [(a-b)2
 ＋(b-c)2
 ＋(c-a)2
 ]

[image: ]
 习题精练


1.已知a=1 999x+2 000,b=1 999x+2 001,c=1 999x+2 002，则多项式a2
 +b2
 +c2
 -ac-bc-ab的值为().

　　(A)1

　　(B)2

　　(C)4

　　(D)3

　　(E)0

2.当x=1时，ax2
 +bx+1的值是3，则(a+b-1)(1-a-b)=().

　　(A)1

　　(B)-1

　　(C)2

　　(D)-2

　　(E)-2[image: ]


3.若x2
 +xy+y=14,y2
 +xy+x=28，则x+y的值为().

　　(A)6或7

　　(B)6或-7

　　(C)-6或-7

　　(D)6

　　(E)7

4.已知a2
 +bc=14,b2
 -2bc=-6，则3a2
 +4b2
 -5bc=().

　　(A)13

　　(B)14

　　(C)18

　　(D)20

　　(E)1

5.已知实数a、b、c满足a+b+c=-2，则当x=-1时，多项式ax5
 +bx3
 +cx-1的值是().

　　(A)1

　　(B)-1

　　(C)2

　　(D)-2

　　(E)0

6.若x3
 +x2
 +x+1=0，则x-27
 +x-26
 +…+x-1
 +1+x+…+x26
 +x27
 值是().

　　(A)0

　　(B)-1

　　(C)1

　　(D)-2

　　(E)2

[image: ]
 习题详解


1. D


【解析】
 　方法一：特殊值代入法.

令1 999x=-2 000，则a=0,b=1,c=2，代入得a2
 +b2
 +c2
 -ac-bc-ab=3.

方法二：公式法.

a-b=-1，b-c=-1，c-a=2，故

a2
 +b2
 +c2
 -ac-bc-ab=[image: ]
 [(a-b)2
 +(b-c)2
 +(c-a)2
 ]=3.

2. B


【解析】
 　当x=1时，ax2
 +bx+1=a+b+1=3→a+b=2,故

(a+b-1)(1-a-b)=(2-1)(1-2)=-1.

3. B


【解析】
 　将已知两式相加可得：(x+y)2
 +x+y-42=0，即(x+y+7)(x+y-6)=0，

解得x+y=6或-7.

4. C


【解析】
 　原式=3(a2
 +bc)+4(b2
 -2bc)=42-24=18.

5. A


【解析】
 　当x=-1时，原式可化简为：

ax5
 +bx3
 +cx-1

　　=(-1)5
 a+(-1)3
 b+(-1)c-1

　　=-a-b-c-1

　　=-(-2)-1=1.

6. B


【解析】
 　x-27
 +x-26
 +x-25
 +x-24
 =x-27
 (1+x+x2
 +x3
 )=0.

可知所求多项式中，每4项的计算结果为0，剩余x3
 +x2
 +x=-1，故所求结果为-1.


第二节　分　　式



题型29　齐次分式求值


[image: ]
 母题精讲



母题29
 　(2008-10)若a∶b=[image: ]
 ∶[image: ]
 ，则[image: ]
 =().

　　(A)2

　　(B)3

　　(C)4

　　(D)-3

　　(E)-2


【解析】
 　

方法一:设a=[image: ]
 k，b=[image: ]
 k，则[image: ]
 =[image: ]
 =4.


【快速得分法】
 　赋值法.

设a=[image: ]
 ，b=[image: ]
 ，代入可得，[image: ]
 =4.


【答案】
 　C

[image: ]
 老吕施法


齐次分式是指分子和分母中的每个项的次数都相等的分式，注意以下三点：

(1) 齐次分式求值必可用赋值法；

(2) 若已知各字母的比例关系，则可直接用赋值法；

(3) 若不能直接知道各字母的比例关系，则通过整理已知条件，求出各字母之间的关系，再用赋值法

[image: ]
 习题精练


1.(2013-1)设x,y,z为非零实数，则[image: ]
 =1.

(1)3x-2y=0;

(2)2y-z=0.

2.[image: ]
 =[image: ]
 .

(1)a，b均为实数，且|a2
 -2|+(a2
 -b2
 -1)2
 =0;

(2)a，b均为实数，且[image: ]
 =1.

3.已知4x-3y-6z=0，x+2y-7z=0，则[image: ]
 =().

　　(A)-1

　　(B)2

　　(C)[image: ]


　　(D)[image: ]


　　(E)1

4.[image: ]
 =[image: ]
 .

(1)x∶y∶z=3∶4∶5;　　　　　　(2)x∶y∶z=2∶3∶4.

5.已知2x-3[image: ]
 -2y=0,(x＞0,y＞0)，则[image: ]
 =().

　　(A)-1

　　(B)[image: ]


　　(C)[image: ]


　　(D)[image: ]


　　(E)[image: ]


[image: ]
 习题详解


1. C


【解析】
 　条件(1)：3x-2y=0，则3x=2y.令x=2,y=3,代入

[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 ，

故其值与Z有关，不充分.

条件(2)：2y-z=0，则2y=z.令y=1,z=2,代入

[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 ，

故其值与x有关，不充分.

联立条件(1)(2),即

[image: ]
 ，

解得[image: ]
 .

代入[image: ]
 =[image: ]
 =1，充分.


【快速得分法】
 　赋值法.

求出x,y,z关系之后，可设x=2,y=3,z=6，代入求值.

2. D


【解析】
 　条件(1)：

a2
 =2,a2
 -b2
 -1=0,b2
 =1.

[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 ，

条件(1)充分.

条件(2)：[image: ]
 =1，整理得：

a2
 b2
 =a4
 -2b4


a2
 b2
 +b4
 =a4
 -b4


b2
 (a2
 +bf
 2)=(a2
 +b2
 )(a2
 -b2
 )

2b2
 =a2


[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 ，条件(2)也充分.

3. E


【解析】
 　由已知[image: ]
 ,解得

[image: ]
 ，

令x=3,y=2,z=1，代入所求分式，可得：[image: ]
 =1.

4. B


【解析】
 　赋值法.

条件(1)：令x=3，y=4，z=5，

[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 ≠[image: ]


条件(1)不充分.

条件(2)：令x=2，y=3，z=4，

[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]


条件(2)充分.

5. E


【解析】
 　因为x＞0,y＞0，故有：

2x-3[image: ]
 -2y=2[image: ]
 2
 -3[image: ]
 ·[image: ]
 -2[image: ]
 2
 =(2[image: ]
 +[image: ]
 )([image: ]
 -2[image: ]
 )=0

得：2[image: ]
 +[image: ]
 =0(舍去)或[image: ]
 -2[image: ]
 =0.

故有[image: ]
 =2[image: ]
 ，令x=4,y=1代入所求分式可得：

[image: ]
 =[image: ]
 .


题型30　已知x+x-1
 =a或者x2
 +ax+1=0，求代数的值


[image: ]
 母题精讲



母题30
 　(2009-1)2a2
 -5a+[image: ]
 =-1.

(1)a是方程x2
 -3x+1=0的根;

(2)|a|=1.


【解析】
 　条件(1)：a是方程x2
 -3x+1=0的根，代入可得：a2
 -3a+1=0,则有

a2
 +1=3a，a2
 =3a-1，a+[image: ]
 =3,

2a2
 -5a+[image: ]
 =6a-2-5a+[image: ]
 =a-2+[image: ]
 =1，

不充分.

条件(2)：

|a|=1，a2
 =1，a=±1.

2a2
 -5a+[image: ]
 =2±5+[image: ]
 =[image: ]
 或-[image: ]
 ，

也不充分；两个条件无法联立.


【答案】
 　E

[image: ]
 老吕施法


此类题目的已知条件有两种：

x＋[image: ]
 =a ①，或x2
 ＋ax＋1=0 ②.

类型1.求整式f(x)的值.

先将已知条件整理成②式的形式，然后：

解法１：将已知条件进一步整理成x2
 =-ax－1或者x2
 ＋ax=-1的形式，代入所求整式，迭代降次即可；

解法２：利用整式的除法，用f(x)除以x2
 ＋ax＋1=0，所得余数即为f(x)的值．

类型2.求形如x3
 ＋x-3
 ，x4
 ＋x-4
 等分式的值.

解法：先将已知条件整理成①式的形式，再将已知条件平方升次，或者将未知分式因式分解降次，即可求解.

[image: ]
 习题精练


1.(2010-10)若x+[image: ]
 =3，则[image: ]
 =().

　　(A)-[image: ]


　　(B)[image: ]


　　(C)[image: ]


　　(D)-[image: ]


　　(E)[image: ]


2.(2014-1)设x是非零实数，则[image: ]
 +x3
 =18.

(1)[image: ]
 +x=3;

(2)[image: ]
 +x2
 =7.

3.已知x2
 -3x-1=0，则多项式3x3
 -11x2
 +3x+3的值为().

　　(A)-1

　　(B)0

　　(C)1

　　(D)2

　　(E)3

4.代数式x5
 -3x4
 +2x3
 -3x2
 +x+2的值为2.

(1)x+[image: ]
 =3;

(2)x-[image: ]
 =3.

5.已知x2
 -2x-1=0，则2 001x3
 -6 003x2
 +2 001x-7=().

　　(A)0

　　(B)1

　　(C)2 008

　　(D)-2 008

　　(E)2 009

6.若[image: ]
 +x=-3，那么x5
 +[image: ]
 等于().

　　(A)123

　　(B)-123

　　(C)246

　　(D)-246

　　(E)1

[image: ]
 习题详解


1. E


【解析】
 　[image: ]
 2
 =x2
 +[image: ]
 +2=9，所以x2
 +[image: ]
 =7.

[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 (分式上下同除x2
 ).

2. A


【解析】
 　[image: ]
 +x3
 =[image: ]
 .

条件(1)：

[image: ]
 +x=3，[image: ]
 +x2
 =[image: ]
 2
 -2=7，

所以[image: ]
 +x3
 =[image: ]
 =3×6=18，条件(1)充分.

条件(2)：

[image: ]
 +x2
 =[image: ]
 2
 -2=7，得[image: ]
 2
 =9，

所以，[image: ]
 +x=±3,则

[image: ]
 +x3
 =[image: ]
 =±3×6=±18，

条件(2)不充分.

3. C


【解析】
 　方法一：迭代降次法.

x2
 -3x-1=0等价于x2
 =3x+1，代入所求多项式得：

3x3
 -11x2
 +3x+3　

　　=3x·x2
 -11x2
 +3x+3

　　=3x·(3x+1)-11x2
 +3x+3

　　=-2x2
 +6x+3

　　=-2·(3x+1)+6x+3

　　=1.

方法二：整式的除法.

[image: FBD2IMG_1642_]

可知：3x3
 -11x2
 +3x+3=(x2
 -3x-1)(3x-2)+1.

因为x2
 -3x-1=0，故3x3
 -11x2
 +3x+3=1.

4. A


【解析】
 　可以使用迭代降次法或整式除法.

条件(1)：x+[image: ]
 =3，则x2
 -3x+1=0，用整式除法:

[image: FBD2IMG_1644_]

条件(2)：x-[image: ]
 =3，则x2
 -3x=1，同理可得余式为：22x+8≠2，不充分.

5. D


【解析】
 　可使用迭代降次法或整式除法.

由已知得：x2
 =2x+1，迭代降次如下：

2 001x3
 -6 003x2
 +2 001x-7

　　=2 001x(2x+1)-6 003x2
 +2 001x-7

　　=4 002x2
 +2 001x-6 003x2
 +2 001x-7

　　=-2 001x2
 +4 002x-7

　　=-2 001(2x+1)+4 002x-7

　　=-2 001-7=-2 008.

6. B


【解析】
 　[image: ]
 +x2
 =[image: ]
 2
 -2=7,[image: ]
 +x3
 =[image: ]
 =-18,

x5
 +[image: ]
 =[image: ]
 -[image: ]
 =7×(-18)+3=-123.


题型31　关于a-1
 +b-1
 +c-1
 =0的问题


[image: ]
 母题精讲



母题31
 　已知a+b+c=-3，且[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 =0，则(a+1)2
 +(b+2)2
 +(c+3)2
 的值为().

　　(A)9　　　　(B)16　　　　(C)4　　　　(D)25　　　　(E)36


【解析】
 　利用定理：若[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 =0，则(a+b+c)2
 =a2
 +b2
 +c2
 ，可得：

(a+1)2
 +(b+2)2
 +(c+3)2
 =(a+1+b+2+c+3)2
 =(6-3)2
 =9.


【答案】
 　A

[image: ]
 老吕施法


定理：若a-1
 ＋b-1
 ＋c-1
 =0，则(a+b+c)2
 =a2
 ＋b2
 ＋c2
 .

[image: ]
 习题精练


1.[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 =1成立.

(1)[image: ]
 =1;

(2)[image: ]
 =0.

2.已知[image: ]
 =3，[image: ]
 =0，那么[image: ]
 =().

　　(A)0

　　(B)1

　　(C)3

　　(D)9

　　(E)2

[image: ]
 习题详解


1. C


【解析】
 　方法一：

设[image: ]
 =u,[image: ]
 =v,[image: ]
 =w,因此可得:

条件(1)u+v+w=1不能推出u2
 +v2
 +w2
 =1;

条件(2)[image: ]
 =0不能推出u2
 +v2
 +w2
 =1.

(1)，(2)联合可得:

[image: ]
 =0→[image: ]
 =0→uv+vw+uw=0;

u+v+w=1→u2
 +v2
 +w2
 +2uv+2uw+2vw=1.

因此可得u2
 +v2
 +w2
 =1，所以条件(1)和(2)联合起来充分.


【快速解题法】
 　利用上述公式.

由条件(2)，[image: ]
 =0，则[image: ]
 =[image: ]
 2
 .

由条件(1)得，[image: ]
 2
 =1，所以两个条件联立起来充分.

2. D


【解析】
 　根据定理若[image: ]
 =0，则(a+b+c)2
 =a2
 +b2
 +c2
 ，可知：

[image: ]
 =0，则[image: ]
 =[image: ]
 2
 =9.


题型32　其他分式的化简求值问题


[image: ]
 母题精讲



母题32
 　(2011-1)已知x2
 +y2
 =9,xy=4,则[image: ]
 =().

　　(A)[image: ]


　　(B)[image: ]


　　(C)[image: ]


　　(D)[image: ]


　　(E)[image: ]



【解析】
 　[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 .


【答案】
 　C

[image: ]
 老吕施法


分式化简求值的常见技巧总结如下：

（１） 特殊值法.

首选方法，尤其适合解代数式求值以及条件充分性判断题.其中，齐次分式求值必用特殊值法.

（２） 见比设K法.

（３） 等比合比定理法.

常用方法，使用合比定理的目标往往是使分子化为相同的项.

（４） 等式左右同乘除某式.

（５） 分式上下同乘除某式.

（６） 迭代降次与平方升次法.

（７） 取倒数.

（８） 将已知式子相乘.

[image: ]
 习题精练


1.已知a,b,c均是非零实数，有a[image: ]
 +b[image: ]
 +c[image: ]
 =-3.

(1)a+b+c=0;

(2)a+b+c=1.

2.已知x,y,z为两两不相等的三个实数，且x+[image: ]
 =y+[image: ]
 =z+[image: ]
 ，则x2
 y2
 z2
 的值为().

　　(A)-1

　　(B)±1

　　(C)0或1

　　(D)1

　　(E)2

3.若x,y,z为非零实数，那么有z+[image: ]
 =1.

(1)x+[image: ]
 =1;

(2)y+[image: ]
 =1.

4.若abc=1，那么[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 =().

　　(A)-1

　　(B)0

　　(C)1

　　(D)0或1

　　(E)±1

5.已知x,y,z都是实数，有x+y+z=0.

(1)[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 ;

(2)[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 .

6.已知a,b是实数，且[image: ]
 ，则[image: ]
 =().

　　(A)[image: ]


　　(B)[image: ]


　　(C)[image: ]


　　(D)[image: ]


　　(E)1

7.已知[image: ]
 =[image: ]
 ,[image: ]
 =[image: ]
 ,[image: ]
 =[image: ]
 ，则[image: ]
 =().

　　(A)1

　　(B)[image: ]


　　(C)[image: ]


　　(D)[image: ]


　　(E)-[image: ]


[image: ]
 习题详解


1. A


【解析】
 　a[image: ]
 +b[image: ]
 +a[image: ]
 =[image: ]
 .

条件(1)：a+c=-b,b+c=-a,a+b=-c，故

[image: ]
 =[image: ]
 =-3，

充分；

条件(2)：a+c=1-b,b+c=1-a,a+b=1-c，故

[image: ]
 =[image: ]
 =-3+[image: ]
 ≠-3，

不充分.


【快速得分法】
 　特殊值法.

条件(1)：令a=1,b=1,c=-2，则有：

原式=1×[image: ]
 +1×[image: ]
 +(-2)×[image: ]
 =[image: ]
 +[image: ]
 -4=-3，

猜测充分；

条件(2)：令a=1,b=-1,c=1，则有：

原式=1×[image: ]
 -1×[image: ]
 +1×[image: ]
 =-2≠-3，

不充分.

2. D


【解析】


x+[image: ]
 =y+[image: ]
 →x-y=[image: ]
 -[image: ]
 =[image: ]
 →yz=[image: ]
 .

同理得：

xz=[image: ]
 ，xy=[image: ]
 .

故

x2
 y2
 z2
 =[image: ]
 ·[image: ]
 ·[image: ]
 =1.

3. C


【解析】
 　两个条件单独显然不充分，联立之：

由条件(1)得：x=1-[image: ]
 =[image: ]
 ；

由条件(2)得：[image: ]
 =1-y,z=[image: ]
 .

故z+[image: ]
 =[image: ]
 +[image: ]
 =1，故两个条件联立起来充分，选C.

4. C


【解析】
 　由abc=1，得a=[image: ]
 ，故：

[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]


　　=[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]


　　=[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]


　　=1.

5. B


【解析】
 　设K法.

条件(1)：设[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =k，故x=(a+b)k,y=(b+c)k,z=(a+c)k,故x+y+z=2(a+b+c)k不一定为0，不充分；

条件(2)：设[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =k，故x=(a-b)k,y=(b-c)k,z=(c-a)k，

故x+y+z=(a-b)k+(b-c)k+(c-a)k=0，充分.

6. D


【解析】
 　令1+a=m,1+b=n，则[image: ]
 -[image: ]
 =[image: ]
 可化为：[image: ]
 -[image: ]
 =[image: ]
 .

得[image: ]
 =[image: ]
 ，即m2
 -3mn+n2
 =0，1-3×[image: ]
 +[image: ]
 2
 =0.解得：

[image: ]
 .

7. C


【解析】
 　将已知条件取倒数，则有

[image: ]
 =[image: ]
 +[image: ]
 =3,[image: ]
 =[image: ]
 +[image: ]
 =4,[image: ]
 =[image: ]
 +[image: ]
 =5,

解得

[image: ]
 =2,[image: ]
 =1,[image: ]
 =3.

故

[image: ]
 =[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 =6，[image: ]
 =[image: ]
 .







第三章　函数、方程、不等式


[image: ]
 本章题型网


　　（一）简单方程不等式[image: ]


　　（二）一元二次函数[image: ]


　　（三）特殊函数方程不等式[image: ]



第一节　简单方程与不等式



题型33　简单方程（组）和不等式（组）


[image: ]
 母题精讲



母题33
 　（2008-10）某学生在解方程[image: ]
 -[image: ]
 =1时，误将式中的x+1看成x-1，得出的解为x=1，那么a的值和原方程的解应是（ ）.

　　(A)a=1,x=7

　　(B)a=2,x=5

　　(C)a=2,x=7

　　(D)a=5,x=2

　　(E)a=5,x=[image: ]



【解析】
 　将x=1代入方程[image: ]
 -[image: ]
 =1，解得a=2；

将a=2代入[image: ]
 -[image: ]
 =1，得[image: ]
 -[image: ]
 =1，解得x=7.


【答案】
 　C

[image: ]
 老吕施法


此类题真题很少单独出题，即使出题也很简单，但是解简单方程（组）和不等式（组）是解其他问题的基础，要熟练求解.

[image: ]
 习题精练


1.（2010-10）不等式3ax-[image: ]
 ≤2a的解集是x≤[image: ]
 .

（1）直线[image: ]
 +[image: ]
 =1与x轴的交点是（1，0）;

（2）方程[image: ]
 -a=[image: ]
 的根为x=1.

2.（2010-10）(α＋β)2 009
 =1.

（1）[image: ]
 与[image: ]
 有相同的解;

（2）α,β是方程x2
 +x-1=0的两个根.

3.若关于x,y的二元一次方程组[image: ]
 的解也是二元一次方程2x+3y=6的解，则k的值为（ ）.

　　（A）-[image: ]


　　（B）[image: ]


　　（C）[image: ]


　　（D）-[image: ]


　　（E）1

4.能确定2m-n=4.

（1）[image: ]
 是二元一次方程组[image: ]
 的解;

（2）m,n满足[image: ]
 .

[image: ]
 习题详解


1. D


【解析】
 　条件（1）：根据直线的截距式方程可知a=1，代入不等式可得：

3x-[image: ]
 ≤2，

解得x≤[image: ]
 ，条件（1）充分；

条件（2）：将x=1代入原方程可得：

[image: ]
 -a=[image: ]
 ,

解得：a=1，故条件（2）也充分，选D.

2. A


【解析】
 　(α＋β)2 009
 =1，显然必须有α+β=1.

条件（1）：两组方程同解，可拆分得方程组：

[image: ]
 ，

解得x=1,y=2.

[image: ]
 ，

将x=1,y=2代入，得[image: ]
 .

两式相加得α+β=1，故条件（1）充分.

条件（2）：由韦达定理得，α+β=-1，故条件（2）不充分.

3. B


【解析】
 　解方程组得x=7k,y=-2k，代入2x+3y=6，得14k-6k=6解得k=[image: ]
 .

4. D


【解析】
 　条件（1）：将x=2,y=1代入方程组得：

[image: ]
 ,

解得[image: ]
 ，则2m-n=4，条件（1）充分.

条件（2）：直接求解可得：[image: ]
 ，故2m-n=4，条件（2）也充分，选D.


题型34　不等式的性质


[image: ]
 母题精讲



母题34
 　（2012-1）已知a,b是实数,则a＞b.

(1)a2
 ＞b2
 ;　　　　　(2)a2
 ＞b.


【解析】
 　条件（1）：(-2)2
 ＞(-1)2
 ，但是-2＜-1，条件（1）不充分.

条件（2）：(-2)2
 ＞1，但是-2＜1，条件（2）不充分.

显然联立起来也不充分.


【答案】
 　E

[image: ]
 老吕施法


1.不等式的基本性质

（1）若a＞b,b＞c,则a＞c.

（2）若a＞b,则a+c＞b+c.

（3）若a＞b,c＞0,则ac＞bc;若a＞b,c＜0,则ac＜bc.

（4）若a＞b＞0,c＞d＞0,则ac＞bd.

（5）若a＞b＞0,则an
 ＞bn
 (n∈Z+
 ).

（6）若a＞b＞0,则a1/n
 ＞b1/n
 (n∈Z+
 ).

2.解此类问题首选特殊值法

使用特殊值法时，一般优先考虑0，再考虑-1，再考虑1.这是因为考生出错往往是因为忘掉0的存在，命题人喜欢在考生易错点上出题.对于条件充分性判断问题，优先找反例.

[image: ]
 习题精练


1.（2007-10）x＞y.

（1）若x和y都是正整数，且x2
 ＜y;

（2）若x和y都是正整数，且[image: ]
 ＜y.

2.（2007-10）a＜-1＜1＜-a.

（1）a为实数，a+1＜0;　　　　（2）a为实数，|a|＜1.

3.（2008-1）ab2
 ＜cb2
 .

（1）实数a,b,c满足a+b+c=0;　　　　（2）实数a,b,c满足a＜b＜c.

4.（2008-1）a＞b.

（1）a,b为实数，且a2
 ＞b2
 ;　　　　（2）a,b为实数，且[image: ]
 a
 ＜[image: ]
 b
 .

[image: ]
 习题详解


1. E


【解析】
 　令x=1，y=2，显然条件（1）和（2）都不充分，联立起来也不充分.

2. A


【解析】
 　条件（1）：a+1＜0，即a＜-1，左右两边同乘以-1，得-a＞1，条件（1）充分；

条件（2）：|a|＜1，得-1＜a＜1，条件（2）不充分.

3. E


【解析】


条件（1）：令a=b=c=0，显然ab2
 =cb2
 ，不充分；

条件（2）：令b=0，显然ab2
 =cb2
 ，不充分.

令b=0，则两个条件联立也不充分.

4. B


【解析】
 　条件（1）：令a=-2,b=1，显然不充分；

条件（2）：函数y=[image: ]
 x
 为减函数，所以[image: ]
 a
 ＜[image: ]
 b
 ，则a＞b，充分.


第二节　一元二次函数、方程、不等式



题型35　一元二次函数、方程和不等式的基本题型


[image: ]
 母题精讲



母题35
 　（2014-1）已知二次函数f(x)=ax2
 +bx+c.则能确定a,b,c的值.

（1）曲线y=f(x)经过点(0,0)和点(1,1);

（2）曲线y=f(x)与直线y=a+b相切.


【解析】
 　

条件（1）：两个点代入函数，可得：

[image: ]
 ,

无法确定a,b的值，不充分.

条件（2）：由此条件可知，二次函数顶点的纵坐标为[image: ]
 =a+b，显然不充分.

联立两个条件可得：a=-1,b=2,c=0.


【答案】
 　C

[image: ]
 老吕施法


一元二次函数、方程和不等式的基本题型包括：

（１） 解一元二次方程；

（2） 解一元二次不等式；

（３） 一元二次函数的图像.

[image: ]
 习题精练


1.（2006-10）已知不等式ax2
 +2x+2＞0的解集是[image: ]
 ，则a=（ ）.

　　(A)-12

　　(B)6

　　(C)0

　　(D)12

　　(E)以上结论均不正确

2.（2005-10）4x2
 -4x＜3.

(1)x∈[image: ]
 ;　　　　　(2)x∈（-1，0）.

3.（2000-10）已知-2x2
 +5x+c≥0的解为-[image: ]
 ≤x≤3，则C为（ ）.

　　（A）[image: ]


　　(B)3

　　(C)-[image: ]


　　(D)-3

4.（1999-10）不等式（x4
 -4)-(x2
 -2)≥0的解集是（ ）.

　　（A）x≥[image: ]
 或x≤-[image: ]


　　（B）-[image: ]
 ≤x≤[image: ]


　　（C）x＜-[image: ]
 或x＞[image: ]


　　（D）-[image: ]
 ＜x＜[image: ]


　　（E）空集

5.（1998-1）一元二次不等式3x2
 -4ax+a2
 ＜0(a＜0)的解集是（ ）.

　　（A）[image: ]
 ＜x＜a

　　（B）x＞a或x＜[image: ]


　　（C）a＜x＜[image: ]


　　（D）x＞[image: ]
 或x＜a

　　（E）a＜x＜3a

6.（2006-1）方程x2
 +ax+2=0与x2
 -2x-a=0有一个公共实数解.

(1)a=3;　　　(2)a=-2.

7.（2005-1）满足不等式(x+4）（x+6)+3＞0的所有实数的集合是（ ）.

　　（A）［4，+∞）

　　（B）（4，+∞）

　　（C）（-∞，-2］

　　（D）（-∞，-1］

　　(E)（-∞，+∞）

8.（2013-1）已知抛物线y=x2
 +bx+c的对称轴为x=1，且过点(-1,1)，则（ ）.

　　(A) b=-2,c=-2

　　(B) b=2,c=2

　　(C) b=-2,c=2

　　(D) b=-1,c=-1

　　(E) b=1,c=1

9.（2008-1）方程x2
 -(1+[image: ]
 )x+[image: ]
 =0的两根分别为等腰三角形的腰a和底b（a＜b）,则该三角形的面积是（ ）.

　　（A）[image: ]


　　（B）[image: ]


　　（C）[image: ]


　　（D）[image: ]


　　（E）[image: ]


10.（2009-10）关于x的方程a2
 x2
 -(3a2
 -8a)x+2a2
 -13a+15=0至少有一个整数根.

（1）a=3

（2）a=5

11.（2012-1）直线y=x+b是抛物线y=x2
 +a的切线.

（1）y=x+b与y=x2
 +a有且仅有一个交点；

（2）x2
 -x≥b-a(x∈R).

12.函数y=ax2
 +bx+c(a≠0)在[0,+∞)上单调增的充分必要条件是（ ）.

　　(A)a＜0且b≥0

　　(B)a＜0且b≤0

　　(C)a＞0且b≥0

　　(D）a＞0且b≤0

　　(E)以上均不正确

13.函数y=ax+1与y=ax2
 +bx+1(a≠0)的图像可能是（ ）.

　　（A）[image: QQ截图20141104135226]


　　（B）[image: QQ截图20141104135238]


　　（C）[image: QQ截图20141104135307]


　　（D）[image: QQ截图20141104135323]


　　（E）以上都不正确

[image: ]
 习题详解


1. A


【解析】
 　由题意可知x1
 =-[image: ]
 ，x2
 =[image: ]
 为方程ax2
 +2x+2=0的根，故

[image: ]
 =[image: ]
 a+3=0，

解得a=-12.


【快速得分法】
 　根据一元二次不等式解集的特征，ax2
 +2x+2＞0在两根之间，说明a＜0，选A.

2. A


【解析】
 　4x2
 -4x＜3⇒4x2
 -4x-3＜0⇒(2x+1)(2x-3)＜0⇒-[image: ]
 ＜x＜[image: ]
 ，故条件（1）充分，条件（2）不充分.

3. B


【解析】
 　一元二次不等式问题.

方法一：由题意可知，方程-2x2
 +5x+c=0的两根为-[image: ]
 和3，根据韦达定理得：

x1
 x2
 =[image: ]
 =-[image: ]
 ，

解得c=3.

方法二：将x=3代入方程可使-2x2
 +5x+c=0，即-2×32
 +5×3+c=0，解得c=3.

4. A


【解析】
 　原不等式化为（x2
 -2)(x2
 +1)≥0，即x2
 ≥2，解得x≥[image: ]
 或x≤-[image: ]
 .

5. C


【解析】
 　解一元二次不等式.

由3x2
 -4ax+a2
 ＜0得（3x-a)(x-a)＜0，又a＜0，故解集为a＜x＜[image: ]
 .

6. A


【解析】
 　条件（1）：两个方程化为：

x2
 +3x+2=0，解得x=-2或x=-1;

x2
 -2x-3=0，解得x=3或x=-1.

有相同的实数解，条件（1）充分.

条件（2）：两个方程均可化为：

x2
 -2x+2=0，Δ=4-8=-4＜0，无实根.

两方程不可能有相同的实数解，条件（2）不充分.

7. B


【解析】
 　整理原不等式如下：

(x+4)(x+6)+3＞0;

x2
 +10x+27＞0;

Δ=102
 -4×27=-8＜0.

故此不等式恒成立.

8. A


【解析】
 　对称轴：x=-[image: ]
 =1 ①,抛物线过（-1，1）点，则有：1=1-b+c ②.

联立①②可得：b=-2,c=-2.

9. C


【解析】
 　原方程可化为：(x-1)(x-[image: ]
 )=0，故a=x1
 =1，b=x2
 =[image: ]
 .

底边上的高h=[image: ]
 =[image: ]
 ，所以面积S=[image: ]
 ×[image: ]
 ×[image: ]
 =[image: ]
 .

10. D


【解析】
 　条件（1）：将a=3代入原方程可得：

9x2
 -3x-6=0，解得x1
 =1或x2
 =-[image: ]
 ，条件（1）充分.

条件（2）：将a=5代入原方程可得：

25x2
 -35x=0，解得x1
 =0或x2
 =[image: ]
 ，条件（2）充分.

11. A


【解析】
 　条件（1）：y=x+b与y=x2
 +a有且仅有一个交点，直线是抛物线的切线，充分；

条件（2）：x2
 -x≥b-a(x∈R)⇒x2
 +a≥x+b，即抛物线位于直线上方(相离)，或者直线与抛物线相切，不充分.

12. C


【解析】
 　由题知a＞0，并且对称轴x=-[image: ]
 ≤0，故得出b≥0，选C.

13. C


【解析】
 　考查a，知只有A、C符合，又两个函数同时过（0,1）点（令x=0，y=1），故选C.


题型36　根的判别式问题


[image: ]
 母题精讲



母题36
 　（2001-1）已知关于x的一元二次方程k2
 x2
 -(2k+1)x+1=0有两个相异实根，则k的取值范围为（ ）.

　　(A)k＞[image: ]


　　(B)k≥[image: ]


　　(C)k＞-[image: ]
 且k≠0

　　(D)k≥-[image: ]
 且k≠0


【解析】
 　由题意知，[image: ]
 ，解得k＞-[image: ]
 且k≠0.


【答案】
 　C

[image: ]
 老吕施法


根的判别式问题，有以下四种命题方式：

（1）已知二次三项式ax2
 +bx+c（a≠0）是一个完全平方式，则Δ=b2
 -4ac=0.

（2）已知方程ax2
 +bx+c=0的根的情况.

①有两个不相等的实根，则：

[image: QQ截图20141103154142]

②有两个相等的实根，则：

[image: QQ截图20141103154318]

③没有实根，则：

[image: QQ截图20141103154513]

（3）已知函数y=ax2
 +bx+c与x轴交点的个数.

①与x轴有2个交点，则：

[image: QQ截图20141103154703]

②与x轴有1个交点，则抛物线与x轴相切或图像是一条直线：

[image: QQ截图20141103154844]

③与x轴没有交点，则：

[image: QQ截图20141103155026]


【易错点】
 对此类题易忘掉一元二次函数（方程、不等式）的二次项系数不能为0.要使用Δ=b2
 -4ac，必先看二次项系数是否为0.

（4）判断形如a|x|2
 +b|x|+c=0(a≠0)的方程的根的个数.

令t=|x|，则原式化为at2
 +bt+c=0(a≠0).

若把相等的x根算作1个根，则有：

①x有4个不等实根⇔t有2个不等正根；

②x有3个不等实根⇔t有1个根是0，另外1个根是正数；

③x有2个不等实根⇔t有2个相等正根，或者有1正根一负根；

④x有1个实根⇔t的根为0；

⑤x无实根⇔t无实根，或者根为负值.

[image: ]
 习题精练


1.（2012-1）一元二次方程x2
 +bx+1=0有两个不同实根.

(1)b＜-2;　(2)b＞2.

2.（2004-1）x1
 ,x2
 是方程x2
 -2(k+1)x+k2
 +2=0的两个实根.

（1）k＞[image: ]
 ;　（2）k=[image: ]
 .

3.（2011-10）抛物线y=x2
 +(a+2)x+2a与x轴相切.

（1）a＞0;

（2）a2
 +a-6=0.

4.（2002-1）已知关于x的方程x2
 -6x+(a-2)|x-3|+9-2a=0有两个不等的实根，则系数a的取值范围是（ ）.

　　（A）a=2或a＞0

　　（B）a＜0

　　（C）a＞0或a=-2

　　（D）a=-2

　　（E）以上结论均不正确

5.（2014-1）方程x2
 +2(a+b)x+c2
 =0有实根.

（1）a,b,c是一个三角形的三边长;

（2）实数a,c,b成等差数列.

6.已知x2
 -x+a-3是一个完全平方式，求a=（ ）.

　　（A）3[image: ]


　　（B）2[image: ]


　　（C）1[image: ]


　　（D）3[image: ]


　　（E）2[image: ]


7.一元二次方程x2
 +2(m+1)x+(3m2
 +4mn+4n2
 +2)=0有实根，则m,n的值为（ ）.

　　（A）m=-1,n=[image: ]


　　（B）m=[image: ]
 ,n=-1

　　（C）m=-[image: ]
 ,n=1

　　（D）m=1,n=-[image: ]


　　（E）以上结论均不正确

8.关于x的两个方程x2
 +(2m+3)x+m2
 =0,(m-2)x2
 -2mx+m+1=0中至少有一个方程有实根，则m的取值范围为（ ）.

　　（A）[image: ]


　　（B）[-2,+∞)

　　（C）[image: ]


　　（D）[-2,2]∪[-2,+∞)

　　（E）以上结论均不正确

[image: ]
 习题详解


1. D


【解析】
 　x2
 +bx+1=0有两个不同实根，等价于：

Δ=b2
 -4×1×1＞0，

解得b＞2或b＜-2.所以，条件（1）和（2）都充分.

2. D


【解析】
 　方程有两个实根，说明Δ≥0,即

Δ=b2
 -4ac=4(k+1)2
 -4(k2
 +2)=8k-4≥0.

解得k≥[image: ]
 ，所以条件（1）和（2）都充分.

3. C


【解析】
 　抛物线与x轴相切，说明x2
 +(a+2)x+2a=0有两个相等的实根，Δ=0,即(a+2)2
 -4×2a=0，解得a=2.

条件（1）单独显然不充分；

条件（2）：a2
 +a-6=0，解得a=2或a=-3，单独也不充分.

显然联立条件（1）和（2）能推出a=2，充分.

4. C


【解析】
 　原方程即|x-3|2
 +(a-2)|x-3|-2a=0.

设t=|x-3|,即要求t2
 +(a-2)t-2a=0有两个相同正根或有一正、一负两实根.

当Δ=(a-2)2
 +8a=(a+2)2
 =0时，a=-2.此时对称轴t=-[image: ]
 =2＞0，所以t有两相等的正根.

当a≠-2时，Δ＞0，只要x1
 x2
 =-2a＜0，即a＞0，y有一正、一负两实根.

5. D


【解析】
 　Δ=4(a+b)2
 -4c2
 ≥0，即(a+b)2
 ≥c2
 .

条件（1）:三角形两边之和大于第三边，a+b＞c，显然(a+b)2
 ≥c2
 ，条件（1）充分；

条件（2）：2c=a+b，故(a+b)2
 =4c2
 ≥c2
 ，条件（2）充分.

6. A


【解析】
 　x2
 -x+a-3是一个完全平方式，故Δ=(-1)2
 -4(a-3)=0，解得a=3[image: ]
 .

7. D


【解析】
 　方程有实根，故Δ≥0，即：

4(m+1)2
 -4(3m2
 +4mn+4n2
 +2)≥0,

m2
 +2m+1-3m2
 -4mn-4n2
 -2≥0,

m2
 -2m+1+m2
 +4mn+4n2
 ≤0,

(m-1)2
 +(m+2n)2
 ≤0.

解得：m=1,n=-[image: ]
 .

8. B


【解析】
 　对于第一个方程有：Δ=(2m+3)2
 -4m2
 =12m+9≥0，得m≥-[image: ]
 ；

对于第二个方程有：当m=2时，方程显然有实根；当m≠2时，Δ=4m2
 -4(m-2)(m+1)≥0，得m≥-2；

至少有一个方程有实根，取并集，故m的取值范围为[-2,+∞).


题型37　韦达定理问题


[image: ]
 母题精讲



母题37
 　（1997-10）x1
 ,x2
 是方程6x2
 -7x+a=0的两个实根，若[image: ]
 和[image: ]
 的几何平均值是[image: ]
 ，则a的值是（ ）.

　　（A）2　　　　　（B）3　　　　　　（C）4　　　　（D）-2　　　　（E）-3


【解析】
 　根据韦达定理：x1
 x2
 =[image: ]
 ；几何平均值：[image: ]
 =[image: ]
 ，得[image: ]
 =3，a=2.


【答案】
 　A

[image: ]
 老吕施法


1. 韦达定理

若x1
 ,x2
 为一元二次方程ax2
 ＋bx＋c=0的根,则有：

x1
 ＋x2
 =-a-1
 b,x1
 x2
 =a-1
 c,|x1
 -x2
 |=|a|-1
 (b2-4ac)1/2


2. 韦达定理的使用前提

任何时候使用韦达定理,都应该先考虑以下两个前提:

(1) 方程ax2
 ＋bx＋c=0 的二次项系数a≠0；

(2) 一元二次方程ax2
 ＋bx＋c=0 根的判别式Δ=b2
 -4ac≥0.

3. 韦达定理的常见变形

(1) x1
 -1
 ＋ x2
 -1
 =(x1
 ＋x2
 )/x1
 x2
 =－bc-1
 ;

(2) x1
 -2
 ＋ x2
 -2
 =[(x1
 ＋x2
 )2
 －2x1
 x2
 ]/(x1
 x2
 )2
 ；

(3) |x1
 －x2
 |= [(x1
 －x2
 )2
 ]1/2
 = [(x1
 ＋x2
 )2
 －4x1
 x2
 ]1/2
 =(b2
 -4ac)1/2
 /|a|；

(4) x1
 2
 ＋x2
 2
 =(x1
 ＋x2
 )2
 －2x1
 x2
 ；

(5) x1
 2
 －x2
 2
 =(x1
 ＋x2
 )(x1
 －x2
 )=(x1
 ＋x2
 )[(x1
 ＋x2
 )2
 －4x1
 x2
 ]1/2
 （其中,x1
 ＞x2
 ）；

(6) x1
 3
 ＋x2
 3
 =(x1
 ＋x2
 )(x1
 2
 －x1
 x2
 ＋x2
 2
 )=(x1
 ＋x2
 )[(x1
 ＋x2
 )2
 －3x1
 x2
 ]；

(7) x1
 4
 ＋x2
 4
 =(x1
 2
 ＋x2
 2
 )2
 －2(x1
 x2
 )2
 .

4. 已知α、β 是方程ax2
 ＋bx＋c=0 的根的处理方式

一般同学看到这样的已知条件会想到韦达定理,但是实际上,这种命题方式有以下4个考点：

(1) a≠0,这是方程是一元二次方程的前提,也是使用Δ和韦达定理的前提；

(2) Δ≥0,Δ≥0 与a≠0共同构成使用韦达定理的前提；

(3) 韦达定理；

(4) 可以将根代入方程.

[image: ]
 习题精练


1.（2002-1）已知方程3x2
 -5x+1=0的两个根为α和β，则[image: ]
 =（ ）.

　　（A）-[image: ]


　　（B）[image: ]


　　（C）[image: ]


　　（D）-[image: ]


　　（E）1

2.（2007-10）若方程x2
 +px+q=0的一个根是另一个根的2倍，则p和q应满足（ ）.

　　（A）p2
 =4q

　　（B）2p2
 =9q

　　（C）4p=9q2


　　（D）2p=3q2


　　（E）以上结论均不正确

3.（2009-1）3x2
 +bx+c=0(c≠0)的两个根为α、β，如果又以α+β、αβ为根的一元二次方程是3x2
 -bx+c=0，则b和c分别为（ ）.

　　（A）2，6

　　（B）3，4

　　（C）-2，-6

　　（D）-3，-6

　　（E）以上结果都不正确

4.（2011-10）若三次方程ax3
 +bx2
 +cx+d=0的三个不同实根x1
 ，x2
 ，x3
 满足：x1
 +x2
 +x3
 =0，x1
 x2
 x3
 =0，则下列关系式中恒成立的是（ ）.

　　(A)ac=0

　　(B)ac＜0

　　(C)ac＞0

　　(D)a+c＜0

　　(E)a+c＞0

5.已知方程x3
 -2x2
 -2x+1=0有三个根x1
 ,x2
 ,x3
 ，其中x1
 =-1，则|x2
 -x3
 |等于（ ）.

　　（A）[image: ]


　　（B）1

　　（C）2

　　（D）3

　　（E）[image: ]


6.设a2
 +1=3a，b2
 +1=3b，且a≠b，则代数式[image: ]
 的值为（ ）.

　　（A）3

　　（B）4

　　（C）5

　　（D）6

　　（E）7

7.若m,n分别满足2m2
 +1 999m+5=0,5n2
 +1 999n+2=0，且mn≠1，则[image: ]
 =（ ）.

　　(A)-[image: ]


　　(B)[image: ]


　　(C)-[image: ]


　　(D)[image: ]


　　(E)-[image: ]


8.已知不等式x2
 -ax+b＜0的解是x∈(-1,2)，则不等式x2
 +bx+a＞0的解集是（ ）.

　　（A）x≠1

　　（B）x≠2

　　（C）x≠3

　　（D）x为R

　　（E）x∈(1,3)

9.关于x的一元二次方程x2
 -mx+2m-1=0的两个实数根分别是x1
 、x2
 ，且x2
 1
 +x2
 2
 =7，则(x1
 -x2
 )2
 的值是（ ）.

　　（A）-11或13

　　（B）-11

　　（C）13

　　（D）-13

　　（E）19

10.已知α与β是方程x2
 -x-1=0的两个根，则α4
 +3β的值为（ ）.

　　（A）1

　　（B）2

　　（C）5

　　（D）5[image: ]


　　（E）6[image: ]


11.已知a、b是方程x2
 -4x+m=0的两个根，b、c是方程x2
 -8x+5m=0的两个根，则m=（ ）.

　　（A）0

　　（B）3

　　（C）0或3

　　（D）-3

　　（E）0或-3

12.已知m,n是方程x2
 -3x+1=0的两实根，则2m2
 +4n2
 -6n-1的值为（ ）.

　　（A）4

　　（B）6

　　（C）7

　　（D）9

　　（E）11

13.已知x1
 ,x2
 是方程x2
 +m2
 x+n=0的两实根，y1
 ,y2
 是方程y2
 +5my+7=0的两实根，且则x1
 -y1
 =2，x2
 -y2
 =2，则m,n的值为（ ）.

　　（A）4，-29

　　（B）4，29

　　（C）-4，-29

　　（D）-4，29

　　（E）以上结论都不正确

[image: ]
 习题详解


1. B


【解析】
 　由韦达定理得：

α+β=-[image: ]
 ，αβ=[image: ]
 ,

[image: ]
 2
 =[image: ]
 +2+[image: ]
 =[image: ]
 ,

[image: ]
 +[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 .【快速解题法】
 [image: ]
 一定为正值，且一定大于1，故选B.

2. B


【解析】
 　设两个根为x1
 =a和x2
 =2a，根据韦达定理有：

x1
 +x2
 =-p=3a，x1
 x2
 =q=2a2
 ,

整理得：2p2
 =9q.


【快速得分法】
 　特殊值法.

设两个根分别为1和2，则p=-3，q=2，显然B选项正确.

3. D


【解析】
 　根据韦达定理，可知：

[image: ]
 ，且[image: ]
 ,

解得b=-3,c=-6.

4. B


【解析】
 　x1
 x2
 x3
 =0，所以必有一根为0，不妨设x3
 =0，代入方程可得d=0.

原方程化为：ax3
 +bx2
 +cx=0，即x=0或ax2
 +bx+c=0.

又因为x1
 +x2
 +x3
 =0，说明x1
 +x2
 =0，x1
 ，x2
 ，x3
 为方程的不同实根，所以x1
 ，x2
 互为相反数，且x1
 ，x2
 为方程ax2
 +bx+c=0的两个根，由韦达定理可得：

x1
 x2
 =[image: ]
 ＜0，

所以ac＜0.


【快速得分法】
 　特殊值法.

令x1
 =1，x2
 =-1，x3
 =0，则有

ax3
 +bx2
 +cx+d=x(x+1)(x-1)=x3
 -x=0,

所以a=1,c=-1，ac＜0.

5. A


【解析】
 　原式=(x3
 +1)-2(x2
 +x)=(1+x)(1-x+x2
 )-2x(1+x)=（x+1）(x2
 -3x+1)；

因为x1
 =-1，故x2
 ,x3
 是x2
 -3x+1=0的根，故：

|x2
 -x3
 |=[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 .

6. E


【解析】
 　由题意可知a、b为方程x2
 -3x+1=0的两根，故ab=1,a+b=3.

[image: ]
 =[image: ]
 =9-2=7.

7. A


【解析】
 　方程ax2
 +bx+c=0,cx2
 +bx+a=0,(ac≠0)的根互为倒数，故设2m2
 +1 999m+5=0的两个根为m1
 ,m2
 ，必有5n2
 +1 999n+2=0的两个根为[image: ]
 ,[image: ]
 ；

m,n分别是两个方程的根，且mn≠1，则不妨设m=m1
 ，则必有n=[image: ]
 ,则

[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =-[image: ]
 .

8. A


【解析】
 　由x2
 -ax+b＜0的解是x∈(-1,2)可知，x1
 =-1，x2
 =2为方程x2
 -ax+b=0的两个根，由韦达定理知：x1
 +x2
 =-1+2=a,x1
 x2
 =-1×2=b，得a=1,b=-2，故

x2
 +bx+a=x2
 -2x+1=(x-1)2
 ＞0，

得x≠1.

9. C


【解析】
 　方程有实根，故Δ=m2
 -4(2m-1)=m2
 -8m+4＞0.

由韦达定理知：x1
 +x2
 =m,x1
 x2
 =2m-1，故x2
 1
 +x2
 2
 =(x1
 +x2
 )2
 -2x1
 x2
 =m2
 -2(2m-1)=7,解得m1
 =5（使Δ＜0，舍去），m2
 =-1，故

(x1
 -x2
 )2
 =(x1
 +x2
 )2
 -4x1
 x2
 =1+12=13.

10. C


【解析】
 　α是方程的根，代入方程得：

α2
 -α-1=0,α2
 =α+1；

故

α4
 =(α2
 )2
 =(α+1)2
 =α2
 +2α+1=(α+1)+2α+1=3α+2；

故

α4
 +3β=3(α+β)+2=5.

11. C


【解析】
 　b是两个方程的根，代入可得：

[image: ]
 ,

解得[image: ]
 　或　[image: ]
 .

代入两个方程的根的判别式Δ，可知m的两个取值都成立.

12. E


【解析】
 　将n代入方程可得：

n2
 -3n+1=0，n2
 =3n-1,

故

2m2
 +4n2
 -6n-1=2m2
 +2n2
 +2n2
 -6n-1=2m2
 +2n2
 -3

由韦达定理m+n=3,mn=1，故

m2
 +n2
 =(m+n)2
 -2mn=7；

故原式=14-3=11.

13. A


【解析】
 　x1
 -y1
 +x2
 -y2
 =(x1
 +x2
 )-(y1
 +y2
 )=4　①

根据韦达定理可知：x1
 +x2
 =-m2
 ,y1
 +y2
 =-5m，代入①式得：

-m2
 +5m-4=0，

解得，m=1或4.

当m=1时，y2
 +5my+7=0的判别式小于0，舍去，故m=4；

由x1
 -y1
 =2，x2
 -y2
 =2以及韦达定理得：

n=x1
 x2
 =(y1
 +2)(y2
 +2)=y1
 y2
 +2(y1
 +y2
 )+4=7-40+4=-29

故m=4，n=-29.


题型38　一元二次函数的最值


[image: ]
 母题精讲



母题38
 　（1997-10）已知二次方程x2
 -2ax+10x+2a2
 -4a-2=0有实根，求其两根之积的最小值是（ ）.

　　（A）-4

　　（B）-3

　　（C）-2

　　（D）-1

　　（E）-6


【解析】
 　方程有实根，则

Δ=(-2a+10)2
 -4(2a2
 -4a-2)=4(-a2
 -6a+27)≥0

即

a2
 +6a-27≤0，

解得-9≤a≤3.

根据韦达定理：x1
 x2
 =2a2
 -4a-2，画图像如图3—1所示.

[image: QQ截图20141104143045]


图3—1


可见，最小值取在a=1的点上，最大值取在a=-9的点上；两根之积的最小值为-4.


【答案】
 　A

[image: ]
 老吕施法


一元二次函数y=ax2
 +bx+c(a≠0)的最值问题，应该按以下步骤解题：

（1）先看定义域是否全体实数.

（2）若定义域为全体实体，则：

①当x∈R时，若a＞0，函数图像开口向上，y有最小值，ymin
 =(4ac-b2
 )4a-1
 ，无最大值.

②当x∈R时，若a＜0，函数图像开口向下，y有最大值，ymax
 =(4ac-b2
 )4a-1
 ，无最小值.

③若已知方程ax2
 +bx+c=0的两根为x1
 ，x2
 ，且x∈R，则y=ax2
 +bx+c(a≠0)的最值为f((x1
 +x2
 )2-1
 ).

（3）若x的定义域不是全体实数，则需要画图像，根据图像的最高点和最低点求解最大值和最小值.

[image: ]
 习题精练


1.（2008-10）α2
 +β2
 的最小值是[image: ]
 .

（1）α与β是方程x2
 -2ax+(a2
 +2a+1)=0的两个实根；

（2）αβ=[image: ]
 .

2.设x1
 、x2
 是关于x的一元二次方程x2
 +ax+a=2的两个实数根，则(x1
 -2x2
 )(x2
 -2x1
 )的最大值为（ ）.

　　（A）[image: ]


　　（B）-[image: ]


　　（C）[image: ]


　　（D）-[image: ]


　　（E）[image: ]


3.设α、β是方程4x2
 -4mx+m+2=0的两个实根，α2
 +β2
 有最小值，最小值是（ ）.

　　（A）0.5

　　（B）1

　　（C）1.5

　　（D）2

　　（E）以上结论均不正确

[image: ]
 习题详解


1. D


【解析】
 　条件（1）：

Δ=4a2
 -4(a2
 +2a+1)=4(-2a-1)≥0⇒a≤-[image: ]
 ;

α+β=2a，αβ=a2
 +2a+1;

α2
 +β2
 =(α+β)2
 -2αβ=2(a2
 -2a-1).

根据图像知：当a=-[image: ]
 时，其最小值为[image: ]
 ，条件（1）充分.

条件（2）：α2
 +β2
 ≥2αβ=[image: ]
 ，充分.

2. B


【解析】
 　Δ=a2
 -4(a-2)=a2
 -4a+8=(a-2)2
 +4＞0，故a可以取任意实数.

由韦达定理得：

x1
 +x2
 =-a,x1
 x2
 =a-2，故

(x1
 -2x2
 )(x2
 -2x1
 )=-2(x1
 +x2
 )2
 +9x1
 x2
 =-2a2
 +9a-18.由顶点坐标公式得：a=[image: ]
 时，原式有最大值-[image: ]
 .

3. A


【解析】
 　由方程有实根可得：Δ=(4m)2
 -4×4(m+2)≥0，解得m≤-1或m≥2.

α2
 +β2
 =(α+β)2
 -2αβ=m2
 -[image: ]
 =[image: ]
 2
 -[image: ]


根据图像知，当m=-1时，α2
 +β2
 有最小值，最小值为[image: ]
 .


题型39　根的分布问题


[image: ]
 母题精讲



母题39
 　（2008-1）方程2ax2
 -2x-3a+5=0的一个根大于1，另一个根小于1.

（1）a＞3;　　　　　（2）a＜0.


【解析】
 　a的符号不定，要分情况讨论：

当a＞0时，图像开口向上，只需f(1)＜0即可，即：

2a-2-3a+5＜0，

解得a＞3.

当a＜0时，图像开口向下，只需f(1)＞0即可，即：

2a-2-3a+5＞0，

解得a＜3，所以a＜0.

故条件（1）和（2）单独都充分.


【答案】
 　D

[image: ]
 老吕施法


一元二次方程ax2
 ＋bx＋c＝0（ａ≠０） 的根的分布问题分为四种类型．

类型1. 正负根

(1) 方程有两不等正根[image: QQ截图20141103165307]
 .

(2) 方程有两不等负根[image: QQ截图20141103165533]


(3) 方程有一正根一负根⇔x1
 x2
 ＜0⇔ac＜0.

(4) 方程有一正根一负根且正根的绝对值大[image: QQ截图20141103165904]


(5) 方程有一正根一负根且负根的绝对值大[image: QQ截图20141103170038]


类型2. 区间根

区间根问题，使用“两点式”解题法，即：看顶点(横坐标相当于看对称轴，纵坐标相当于看Δ)、看端点(根所分布区间的端点).

为了讨论方便，只讨论ａ＞０的情况，考试时，如果ａ的符号不定，则需要先讨论开口方向.

(1) 若ａ＞０，程的一根大于１，另外一根小于１，则：

f(1)＜0（看端点）.

(2) 若ａ＞０，方程的根x1
 位于区间（１，２）上，x2
 位于区间（３，＋∞ ），x1
 ＜x2
 ，则：

[image: QQ截图20141103170954]

(3) 若ａ＞０，方程的根x1
 和x2
 均位于区间（１，２）上，则：

[image: QQ截图20141103171151]

(4) 若ａ＞０，方程的根x2
 ＞x1
 ＞１， 则：

[image: QQ截图20141103171319]

类型3. 有理根

若一元二次方程ax2
 ＋bx＋c=0（ａ≠０）的系数ａ，ｂ，ｃ均为有理数，方程的根为有理数，则Δ需能开方.

类型4. 整数根

若一元二次方程ax2
 ＋bx＋c＝0（ａ≠０）的系数ａ，ｂ，ｃ均为整数，方程的根为整数，则：

[image: QQ截图20141103171700]
 ,
即ａ是ｂ，ｃ的公约数.

[image: ]
 习题精练


1.（2005-10）方程x2
 +ax+b=0有一正一负两个实根.

（1）b=-C3
 4
 ;　　　　 （2）b=-C5
 7
 .

2.（2005-1）方程4x2
 +(a-2)x+a-5=0有两个不等的负实根.

(1)a＜6;　　　　　　(2)a＞5.

3.若方程(k2
 +1)x2
 -(3k+1)x+2=0有两个不同的正根，则k应满足的条件是（ ）.

　　（A）k＞1或k＜-7

　　（B）k＞-[image: ]
 或k＜-7

　　（C）k＞1

　　（D）k＞-[image: ]


　　（E）以上答案均不正确

4.一元二次方程ax2
 +bx+c=0的两实根满足x1
 x2
 ＜0.

（1）a+b+c=0，且a＜b;　　（2）a+b+c=0，且b＜c.

5.方程ax2
 +bx+c=0有异号的两实数根，且正根的绝对值大.

（1）a＞0,c＜0;　　（2）b＜0.

6.设关于x的方程ax2
 +(a+2)x+9a=0有两个不等的实数根x1
 、x2
 ，且x1
 ＜1＜x2
 ，那么a的取值范围是（ ）.

　　（A）-[image: ]
 ＜a＜[image: ]


　　（B）a＞[image: ]


　　（C）a＜-[image: ]


　　（D）-[image: ]
 ＜a＜0

　　（E）-[image: ]
 ＜a

7.要使3x2
 +(m-5)x+m2
 -m-2=0的两根分别满足：0＜x1
 ＜1＜x2
 ＜2，则m的取值范围为（ ）.

　　（A）-2≤m＜0

　　（B）-2≤m＜-1

　　（C）-2＜m＜-1

　　（D）-1＜m＜2

　　（E）1＜m＜2

8.一元二次方程x2
 +(m-2)x+m=0的两实根均在开区间(-1,1)内，则m的取值范围为（ ）.

　　（A）[image: ]
 ＜m≤4-2[image: ]


　　（B）-[image: ]
 ＜m≤4-2[image: ]


　　（C）-[image: ]
 ＜m≤4+2[image: ]


　　（D）[image: ]
 ＜m≤4+2[image: ]


　　（E）-[image: ]
 ＜m≤0

9.已知二次方程mx2
 +(2m-1)x-m+2=0的两个根都小于1，求m的取值范围（ ）.

　　（A）[image: ]
 ∪[image: ]


　　（B）(-∞,0)∪[image: ]


　　（C）[image: ]
 ∪[1,+∞)

　　（D）[image: ]


　　（E）[image: ]


10.关于x的方程kx2
 -(k-1)x+1=0有有理根，求整数k的值（ ）.

　　（A）0或3　　　（B）1或5　　　（C）0或5　　　（D）1或2　　　（E）0或6

11.已知关于x的方程x2
 -(n+1)x+2n-1=0的两根为整数，则整数n是（ ）.

　　（A）1或3

　　（B）1或5

　　（C）3或5

　　（D）1或2

　　（E）2或5

[image: ]
 习题详解


1. D


【解析】
 　一元二次方程ax2
 +bx+c=0有一正一负两个实根⇒ac＜0,故此题只需b＜0即可满足.

条件（1）：b=-C3
 4
 ＜0，充分；

条件（2）：b=-C5
 7
 ＜0，也充分.

2. C


【解析】
 　有两个不相等的负根，则：

[image: ]
 ,

解得，5＜a＜6,所以条件（1）和（2）联立起来充分.

3. C


【解析】
 　二次项系数k2
 +1不可能等于0，方程有两个不等的正根，故有：

[image: ]
 ，

解得k＞1.

4. C


【解析】
 　x1
 x2
 =[image: ]
 ＜0⇒ac＜0.

条件（1）：令a=-1,b=1,c=0，则ac=0，条件（1）不充分；

条件（2）：令a=1,b=-1,c=0，则ac=0，条件（2）不充分.

联立两个条件，则有：a+b+c=0且a＜b＜c，则a＜0,c＞0，故ac＜0，两个条件联立起来充分，选C.

5. C


【解析】
 　由条件（1）得，ac＜0，方程有一正根一负根，但无法确定哪个根的绝对值大，故条件（2）不充分；

条件（2）显然不充分.

联立两个条件得，x1
 +x2
 =-[image: ]
 ＞0，故正根的绝对值大，联立两个条件充分，选C.

6. D


【解析】
 　二次项系数a≠0.

当a＞0时，应有f(1)=a+a+2+9a＜0，得a＜-[image: ]
 ，不成立；

当a＜0时，应有f(1)=a+a+2+9a＞0，得a＞-[image: ]
 ，故有-[image: ]
 ＜a＜0.

7. C


【解析】
 　根据题意画图像可知，应该有：

[image: ]
 ,

解得：-2＜m＜-1.

8. A


【解析】
 　设f(x)=x2
 +(m-2)x+m，根据题目画图像可知：

[image: ]
 ,

解得：[image: ]
 ＜m≤4-2[image: ]
 .

9. A


【解析】
 　根据题意，应该有：

[image: ]
 　或　[image: ]


解得：m的取值范围是[image: ]
 ∪[image: ]
 .

10. E


【解析】
 　当k=0时，x=-1，方程有有理根.

当k≠0时，方程有有理根，k是整数，则Δ=(k-1)2
 -4k=k2
 -6k+1①为完全平方数,即存在非负整数m，使k2
 -6k+1=m2
 .

配方得：(k-3)2
 -m2
 =(k-3+m)(k-3-m)=8.

由k-3+m与k-3-m是奇偶性相同的整数，其积为8，所以它们均为偶数，又

k-3+m＞k-3-m，

从而有

[image: ]
 或[image: ]
 ，

解得：k=6或k=0.

综上所述，整数k的值为k=6或k=0.


【快速得分法】
 　计算到①式为完全平方数时，代入选项A、C、E可知只有E项成立.

11.【解析】
 　两根为整数，可知：

[image: ]
 .

当n是整数时，条件（2）（3）显然满足，故只需要再满足条件（1）即可.

设Δ=(n+1)2
 -4(2n-1)=k2
 （k为非负整数）.

整理得：(n-3)2
 -k2
 =4，即(n-3+k)(n-3-k)=4，故有以下几种情况：

[image: ]
 或[image: ]
 或[image: ]
 或[image: ]
 ，

解得n=1或5.


【快速得分法】
 　选项代入法，将各选项的值代入原方程，易知选B.


题型40　一元二次不等式的恒成立问题


[image: ]
 母题精讲



母题40
 　（2003-10）不等式(k+3)x2
 -2(k+3)x+k-1＜0，对x的任意数值都成立.

（1）k=0;

（2）k=-3.


【解析】
 　对于恒成立问题，首先考虑二次项系数是否为0.

①二次项系数k+3=0,k=-3时，代入原式得-4＜0，恒成立.

②二次项系数不等于0时，有：

[image: ]
 ，

解得k＜-3.

两种情况取并集，可知k≤-3，故条件（1）不充分，条件（2）充分.


【答案】
 　B

[image: ]
 老吕施法


一元二次不等式的恒成立问题，常见以下类型.

1. 定义域为全体实数

ax2
 +bx+c＞0 (a≠0)，恒成立，则：[image: QQ截图20141103172245]
 .

一元二次不等式ax2
 +bx+c＜0 (a≠0)，恒成立，则：[image: QQ截图20141103172414]


2. 定义域在某个范围求某系数的范围

一元二次不等式ax2
 +bx+c＞0或ax2
 +bx+c＜0(a≠0)，在x属于某一区间时恒成立，求某个系数的取值范围.

解法：图像分类讨论法、解出参数法.

3. 系数有范围求定义域

一元二次不等式ax2
 +bx+c＞0或ax2
 +bx+c＜0(a≠0)，在某个系数属于某区间时恒成立，求x的取值范围.

解法：解出参数法.


【易错点】
 在使用解出参数法时，要特别注意解集的区间是开区间还是闭区间.

[image: ]
 习题精练


1.（2011-10）不等式ax2
 +(a-6)x+2＞0对所有实数x都成立.

（1）0＜a＜3;（2）1＜a＜5.

2.（2014-1）不等式|x2
 +2x+a|≤1的解集为空集.

（1）a＜0;（2）a＞2.

3.kx2
 -(k-8)x+1对一切实数x均为正值，（其中k∈R且k≠0）.

（1）k=5;（2）8≤k＜10.

4.x∈R，不等式[image: ]
 ＞k恒成立，则实数k的取值范围为（ ）.

　　（A）1＜k＜2　　　　　　（B）k＜2　　　　　　（C）k＞2　　　　　　（D）k＜2或k＞2　　　　　　（E）0＜k＜2

5.若不等式x2
 +ax+2≥0对任何实数x∈(0,1)都成立，则实数a的取值范围为（ ）.

　　(A)［-3,+∞)

　　(B)(0,+∞)

　　(C)［-2,0)

　　(D)(-3,2)

　　(E)［-2,+∞)

6.（2008-10）若y2
 -2[image: ]
 y+3＜0对一切实数x恒成立，则y的取值范围是（ ）.

　　(A)1＜y＜3　　(B)2＜y＜4　　(C)1＜y＜4　　(D)3＜y＜5　　(E)2＜y＜5

7.不等式2x2
 -a[image: ]
 +3＞0对任何实数都成立，则实数a的取值范围为（ ）.

　　(A)a＞1

　　(B)a≥1

　　(C)a＜1

　　(D)a＞3

　　(E)a＜3

[image: ]
 习题详解


1. E


【解析】
 　对条件（1）和条件（2），都有a＞0，所以抛物线开口向上.

ax2
 +(a-6)x+2＞0对所有实数成立，说明Δ＜0，即

(a-6)2
 -4×a×2＜0，

解得2＜a＜18.

显然条件（1）和条件（2）单独都不充分.

联立两个条件，得1＜a＜3，也不充分.

2. B


【解析】
 　|x2
 +2x+a|≤1的解集为空集，等价于|x2
 +2x+a|＞1恒成立，即x2
 +2x+a＞1或x2
 +2x+a＜-1恒成立.

y=x2
 +2x+a的图像开口向上，不可能恒小于-1，所以只能恒大于1，故有

x2
 +2x+a＞1，

x2
 +2x+1+a＞2，

a＞2-(x+1)2
 ，

a＞2，

故条件（1）不充分，条件（2）充分.

3. D


【解析】
 　kx2
 -(k-8)x+1＞0恒成立，需要满足：

[image: ]
 ，

解得4＜k＜16，故条件（1）充分，条件（2）也充分，选D.

4. B


【解析】
 　因为x2
 +x+1=[image: ]
 2
 +[image: ]
 ＞0，故可将原不等式左右两边乘以x2
 +x+1，得：

3x2
 +2x+2＞k(x2
 +x+1)

整理得：(3-k)x2
 +(2-k)x+(2-k)＞0，此式恒成立，需要满足条件：

[image: ]
 ，

解得k＜2.

5. A


【解析】
 　方法一：分类讨论法.

函数y=x2
 +ax+2的图像的对称轴为：x=-[image: ]
 .

当x∈(0,1)时x2
 +ax+1≥0成立，画图像（图3—2）可知有以下三种情况：

[image: QQ截图20141104144813]


图3—2


①当对称轴位于y轴左侧时：[image: ]
 ⇒a＞0;

②当对称轴位于［0，1］时：[image: ]
 ⇒-2≤a≤0;

③当对称轴位于（1，+∞）时：[image: ]
 ⇒-3≤a＜-2.

三种情况取并集，故a的取值范围为［-3,+∞).

方法二：解出参数法.

x2
 +ax+2≥0，因为x∈(0,1)，不等式两边同除以x，不等式不变号，有：

-a≤x+[image: ]
 .

当x=1时，x+[image: ]
 的最小值为3（该最值取不到），故有：-a≤3，a≥-3.

6. A


【解析】
 　令t=[image: ]
 ，由均值不等式可知t≥2.

原式可化为

y2
 -2ty+3＜0,

即

y2
 +3＜2ty.

因为y2
 +3＞0,t≥2，故可在不等式右右同除以y，得

[image: ]
 ＜t,

故有[image: ]
 ＜2,解得1＜y＜3.

7. E


【解析】
 　原不等式可化为：

2(x2
 +1)-a[image: ]
 +1＞0.

用换元法，令y=[image: ]
 ≥1，则原不等式化为：2y2
 -ay+1＞0.

原不等式对任何实数成立，即2y2
 -ay+1＞0对任意y≥1成立，不等式左右同除以y，得：

a＜2y+[image: ]
 .

y≥1时，2y+[image: ]
 的最小值为3（该最小值可取到），故a＜3.


第三节　特殊函数、方程、不等式



题型41　指数与对数


[image: ]
 母题精讲



母题41
 　（2009-1）|loga
 x|＞1.

（1）x∈[2,4]，[image: ]
 ＜a＜1;（2）x∈[4,6]，1＜a＜2.


【解析】
 　|loga
 x|＞1等价于loga
 x＞1或loga
 x＜-1.

条件（1）：[image: ]
 ＜a＜1，故1＜[image: ]
 ＜2；因为x∈[2,4]，所以x＞[image: ]
 .

因为y=loga
 x是减函数，所以loga
 x＜loga
 [image: ]
 =-1，条件（1）充分.

条件（2）：1＜a＜2，有x＞a，y=loga
 x是增函数,故loga
 x＞loga
 a=1，条件（2）也充分.


【答案】
 　D

[image: ]
 老吕施法


1. 指数函数与对数函数

（1）形如y=ax
 (a＞0且a≠1)(x∈R)的函数叫做指数函数.其定义域为全体实数，值域为（0，+∞），图像恒过点（0，1）.当a＞1时其是增函数，当0＜a＜1时其是减函数.

（2）形如y=loga
 x(a＞0且a≠1)的函数叫做对数函数，其定义域为（0,+∞），值域为全体实数，图像恒过点（1，0）.当a＞1时其是增函数，当0＜a＜1时其是减函数.

2. 常用对数公式

如果a＞0且a≠1，M＞0，N＞0，那么：

（1）loga
 MN=loga
 M+loga
 N；

（2）loga
 MN-1
 =loga
 M-loga
 N；

（3）loga
 Mn
 =n
 loga
 M；

（4）logak

 Mn
 =nk-1
 loga
 M；

（5）换底公式：loga
 M=lg
 M/lg
 a=ln
 M/ln
 a.

3. 指数方程、不等式与对数方程、不等式的解法

（1）指数方程.

常规解法：化同底、换元、解方程；

特殊方法：等式两边取对数、图像法.

（2）指数不等式.

四步解题法：化同底、判断指数函数的单调性、构造新不等式、解不等式.

（3）对数方程.

四步解题法：化同底、换元、解方程、验根.

（4）对数不等式.

五步解题法：化同底、判断单调性、构造不等式、解不等式、与定义域求交集.

4. 易错点

遇到任何对数问题，必须考虑定义域.

[image: ]
 习题精练


1.（2000-1）解方程4x
 -[image: ]
 +2x
 =1，则（ ）.

　　（A）方程有两个正实根

　　（B）方程只有一个正实根

　　（C）方程只有一个负实根

　　（D）方程有一正一负两个实根

　　（E）方程有两个负实根

2.方程([image: ]
 +1)x
 +([image: ]
 -1)x
 =6的所有实根之积为（ ）.

　　（A）2　　　　（B）4　　　　（C）-2　　　　（D）-4　　　　（E）±4

3.已知x,y满足[image: ]
 ，则xy的值是（ ）.

　　（A）-[image: ]


　　（B）[image: ]


　　（C）1

　　（D）-[image: ]


　　（E）-1

4.若使函数f(x)=[image: ]
 有意义，则x的取值范围包括（ ）个正整数.

　　（A）0

　　（B）1

　　（C）2

　　（D）3

　　（E）无数个

5.方程logx
 25
 -3log25
 x
 +log[image: ]
 5

 -1=0的所有实根之积（ ）.

　　（A）[image: ]


　　（B）[image: ]


　　（C）[image: ]


　　（D）[image: ]


　　（E）5[image: ]


6.关于x的不等式3x
 +1+18·3-
 x＞29的解集为（ ）.

　　（A）x＞2或x＜log3
 [image: ]


　　（B）x＞2

　　（C）x＜log3
 [image: ]


　　（D）log3
 [image: ]
 ＜x＜2

　　（E）x＞log3
 [image: ]


7.不等式logx
 -3(x-1)≥2的解集为（ ）.

　　（A）x＞4

　　（B）4＜x≤5

　　（C）2≤x≤5

　　（D）0＜x＜4

　　（E）0＜x≤5

8.关于x的不等式[image: ]
 ＞1+loga
 x（其中0＜a＜1）的解集为（ ）.

　　（A）0＜x＜a

　　（B）0＜x≤a

　　（C）x＞a

　　（D）x≥a

　　（E）以上结论均不正确

9.当关于x的方程log4
 x2
 =log2
 (x+4)-a的根在区间(-2,-1)时，实数a的取值范围为（ ）.

　　（A）0＜a＜log2
 3

　　（B）a＜log2
 3

　　（C）a＞log2
 3

　　（D）a＞log2
 5

　　（E）a＞-log2
 5

[image: ]
 习题详解


1. C


【解析】
 　化同底：

4x
 -[image: ]
 +2x
 =1,

4x
 ×4-
 [image: ]
 +2x
 =1,

[image: ]
 ×(2x
 )2
 +2x
 =1.

换元：令t=2x
 (t＞0)，则有[image: ]
 t2
 +t=1⇒t2
 +2t-2=0.

解得：t=[image: ]
 -1或t=-[image: ]
 -1（舍）,故2x
 =[image: ]
 -1，x=log2
 ([image: ]
 ).因为[image: ]
 -1＜1，所以x＜0.

2. D


【解析】
 　令t=([image: ]
 +1)x
 ⇒t+[image: ]
 =6,t2
 -6t+1=0.t=[image: ]
 =3±2[image: ]
 ,t1
 =3+2[image: ]
 =([image: ]
 +1)2
 ⇒x=2,t2
 =3-2[image: ]
 =([image: ]
 +1)-2
 ⇒x=-2.

3. E


【解析】
 　原方程组可化为：

[image: ]
 ⇒[image: ]
 ⇒[image: ]
 ；

故xy=-1.

4. E


【解析】
 　根据定义域可知：

[image: ]
 ,

解得x＞[image: ]
 或x＜-4,故正整数有无穷个.

5. C


【解析】
 　将原方程化同底：2logx
 25
 -3log25
 x
 -1=0.

换元，令t=log25
 x
 ，得[image: ]
 -3t-1=0，解得：t1
 =-1,t2
 =[image: ]
 .

log25
 x
 =-1,得x1
 =[image: ]
 .

log25
 x
 =[image: ]
 ,得x2
 =[image: ]
 =[image: ]
 .

验根可知两个根均有意义，故两根之积为[image: ]
 .

6. A


【解析】
 　化同底：3·32
 x-29·3x
 +18＞0.

令3x
 =t，得：

(t-9)(3t-2)＞0

解得：t＞9或t＜[image: ]
 ,故有：x＞2或x＜log3
 [image: ]
 .

7. B


【解析】
 　原不等式等价于

[image: ]
 或[image: ]
 ,

解得：4＜x≤5.

8. C


【解析】
 　原不等式等价于:

[image: ]
 或[image: ]


解①得：-1≤loga
 x＜1,解②得：loga
 x≤-1,故有：loga
 x＜1=loga
 a.

当0＜a＜1时，y=loga
 x为减函数，故x＞a（验证知满足定义域）.

9. A


【解析】
 　化简原方程：

log4
 x2
 =log2
 (x+4)-a,

a=log2
 (x+4)-log22

 |x|2
 ,

a=log2
 (x+4)-log2
 |x|,

a=log2
 [image: ]
 .

因为x∈(-2,-1)，故有：a=log2
 [image: ]
 .

又由-2＜x＜-1，得1＜[image: ]
 ＜3，故log2
 1＜a＜log2
 3，0＜a＜log2
 3.


题型42　分式方程及其增根


[image: ]
 母题精讲



母题42
 　（2009-10）关于x的方程[image: ]
 +3=[image: ]
 与[image: ]
 =2-[image: ]
 有相同的增根.

（1）a=2;（2）a=-2.


【解析】
 　对于分式方程来说，令分母=0的根为增根，可知x=2是[image: ]
 +3=[image: ]
 的增根.

由条件（1）：[image: ]
 =2-[image: ]
 化为[image: ]
 =2-[image: ]
 ，通分得：[image: ]
 =[image: ]
 ，得x=2是此方程的增根,条件（1）充分.

由条件（2）：将a=-2代入方程[image: ]
 =2-[image: ]
 ，同理可得条件（2）也充分.


【答案】
 　D

[image: ]
 老吕施法


(1)求解分式方程，一般通分即可得到答案，但是要注意验根.

(2)分式方程的增根，即在解题过程中出现的令分母为0的根.

(3)分式方程有实根，说明分子有根，且不能令分母等于0；分式方程无实根，则分两种情况：分子无实根，分子有实根但是此实根均为增根.

[image: ]
 习题精练


1.（2007-10）方程[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 =0有实根.

（1）实数a≠2;　　　　　（2）实数a≠-2.

2.已知关于x的方程[image: ]
 +[image: ]
 =[image: ]
 无解，那么k=（ ）.

　　（A）3或6　 　（B）6或9　 　（C）3或9　 　（D）3，6或9　 　（E）1或3

3.使得[image: ]
 不存在的x是方程(x2
 -4x+4)-a(x-2)2
 =b的一个根，则a+b=（ ）.

　　（A）-1

　　（B）0

　　（C）1

　　（D）2

　　（E）3

4. k=0.

（1）[image: ]
 -[image: ]
 =[image: ]
 只有一个实数根（注：相等的根算作一个）;

（2）k是整数.

5.关于x的方程[image: ]
 +[image: ]
 =-1无解，则所有满足条件的实数m之和为（ ）.

　　（A）-4

　　（B）-[image: ]


　　（C）-1

　　（D）-12

　　（E）-[image: ]


6.关于x的方程[image: ]
 +3=[image: ]
 与[image: ]
 =2-[image: ]
 有相同的增根，则函数y=|x-m|+|x-n|+|x+n|（ ）.

　　（A）有最小值17

　　（B）有最大值17

　　（C）有最小值12

　　（D）有最大值12

　　（E）没有最小值，随m,n变化而变化

[image: ]
 习题详解


1. C


【解析】
 　[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 =0,通分得：[image: ]
 =0，即

[image: ]
 ,

所以，a≠±2.

条件（1）和条件（2）联立起来充分.

2. D


【解析】
 　方程两边同乘以x(x+1)(x-1)，得：

(x+1)+(k-5)(x-1)=x(k-1)，

解得x=[image: ]
 .

原方程的增根可能是0，1，-1，故有：

当x=0时，[image: ]
 =0，则k=6；

当x=1时，[image: ]
 =1，则k=3；

当x=-1时，[image: ]
 =-1，则k=9.

所以当k=3,6,9时方程无解.

3. C


【解析】
 　当x=3或1时，[image: ]
 不存在.

代入方程得：

[image: ]
 ,

解得：a+b=1.

4. C


【解析】
 　条件（1）：将原方程通分得：

[image: ]
 -[image: ]
 =[image: ]
 ,

[image: ]
 =[image: ]
 ,

去分母得：kx2
 -(3k-2)x-1=0①.

当k=0时，①式可化为：2x-1=0，得x=[image: ]
 ，不是增根，分式方程有1个实根，成立.

当k≠0时，①式为一元二次方程.

Δ=(3k-2)2
 +4k=9k2
 -8k+4＞0，故①式有两个不等的实根，又由分式只有一个实根，故①式的两个实根中，有一个是分式的增根0或1.

令x=0，①式可化为：-1=0，不成立，故增根必为1；

令x=1，①式可化为：k-(3k-2)-1=0，得k=[image: ]
 .

综上所述，k=0或[image: ]
 ，条件（1）不充分.

条件（2）显然不充分，联立两个条件得k=0，充分，选C.

5. B


【解析】
 　将原分式方程通分可得：

[image: ]
 -[image: ]
 =-[image: ]
 ,

3-2x-mx-2+x-3=0,

(m+1)x=-2①.

若m+1=0，则①式无解，即m=-1；

若m+1≠0，则①式可化为：x=[image: ]
 .

分式方程无解，则x=[image: ]
 =3，解得m=-[image: ]
 ,故所有m值的和为：-1+[image: ]
 =-[image: ]
 .

6. A


【解析】
 　由两个分式方程有相同的增根可知n=±2，分式的增根为2.

将[image: ]
 +3=[image: ]
 通分可得：

[image: ]
 =[image: ]
 ,

x2
 -9x+m+3x-6=x-1,

x2
 -7x+m-5=0.

将x=2代入可得：4-7×2+m-5=0，m=15,故

y=|x-m|+|x-n|+|x+n|=|x-15|+|x-2|+|x+2|

当x=2时，ymin
 =|2-15|+|2-2|+|2+2|=17.


题型43　穿线法解分式、高次不等式


[image: ]
 母题精讲



母题43
 　（2009-1）(x2
 -2x-8)(2-x)(2x-2x2
 -6)＞0.

（1）x∈(-3,-2);　　　（2）x∈[2,3].


【解析】
 　原式等价于：(x2
 -2x-8)(x-2)(2x2
 -2x+6)＞0.

由于2x2
 -2x+6＞0恒成立，可删去，则有：

(x+2)(x-2)(x-4)＞0.

用穿线法，如图3—3所示.

[image: QQ截图20141104152011]


图3—3


故，不等式的解集为：-2＜x＜2或x＞4,所以，条件（1）（2）单独不充分，联合起来也不充分.


【答案】
 　E

[image: ]
 老吕施法


1. 解分式不等式

（1）判断分母的符号；

（2）若分母符号一定，则直接去分母；

（3）若分母符号不定，则需要分类讨论或者使用穿线法.

2. 解高次不等式

一般通过因式分解降次，然后使用穿线法.

3. 穿线法解的步骤

（1）移项，使等式一侧为0；

（2）因式分解，并使每个因式的最高次项均为正数；

（3）如果有恒大于0的项，对不等式没有影响，直接删掉；

（4）令每个因式等于零，得到零点，并标注在数轴上；

（5）穿线：从数轴的右上方开始穿线，依次去穿每个点，遇到奇次零点则穿过，遇到偶次零点则穿而不过；

（6）凡是位于数轴上方的曲线所代表的区间，就是令不等式大于0的区间；数轴下方的，则令不等式小于0；数轴上的点，令不等式等于0，但是要注意这些零点是否能够取到.

[image: ]
 习题精练


1.（2001-1）设0＜x＜1，则不等式[image: ]
 ＞1的解是（ ）.

　　（A）0＜x＜[image: ]


　　（B）[image: ]
 ＜x＜1

　　(C)0＜x＜[image: ]


　　(D)[image: ]
 ＜x＜1

　　（E）以上结论均不正确

2.（2008-1）（2x2
 +x+3）（-x2
 +2x+3）＜0.

（1）x∈［-3，-2］;　　　　　　　（2）x∈（4，5）.

3.不等式(x+2)(x+1)2
 (x-1)3
 (x-2)≤0的解集为（ ）.

　　（A）(-∞,-2］∪［1,2］

　　（B）(-∞,-2］∪{-1}∪［1,2］

　　（C）(-∞,-2］∪{-1}∪(1,2)

　　（D）(-∞,-2)∪{-1}∪［1,2］

　　（E）以上结论均不正确

4.不等式[image: ]
 ≤2的解集为（ ）.

　　（A）(-∞,-3)∪[image: ]
 ∪(1,+∞)

　　（B）(-3,-1)∪[image: ]


　　（C）(-∞,-3)∪[image: ]
 ∪(1,+∞)

　　（D）(-3,-1]∪[image: ]


　　（E）以上结论均不正确

[image: ]
 习题详解


1. A


【解析】
 　因为0＜x＜1，所以x2
 -1＜0,故原不等式可化为3x2
 -2＜x2
 -1，即2x2
 ＜1.解得-[image: ]
 ＜x＜[image: ]
 .

又因为0＜x＜1，所以0＜x＜[image: ]
 .

2. D


【解析】
 　令y=2x2
 +x+3，Δ=1-4×2×3＜0，故y=2x2
 +x+3恒大于0.

原不等式等价于-x2
 +2x+3＜0，解得x＞3或x＜-1.

小集合可以推大集合，故条件（1）和（2）单独都充分.

3. B


【解析】
 　奇穿偶不穿，穿线法如图3—4所示.

[image: QQ截图20141104152457]


图3—4


　　故原不等式解集为：(-∞,-2］∪{-1}∪［1,2］.

4. A


【解析】
 　将原不等式化简如下：

原式⇔[image: ]
 -2≤0

⇔[image: ]
 ≤0

⇔[image: ]
 ≥0

⇔[image: ]
 ≥0.

用穿线法（图3—5）：

[image: QQ截图20141104152514]


图3—5


故解集为：(-∞,-3)∪[image: ]
 ∪(1,+∞).






题型44　无理方程和无理不等式


[image: ]
 母题精讲



母题44
 　（2007-1）方程[image: ]
 =x有两个不相等的正根.

（1）p≥0;　　（2）p＜[image: ]
 .


【解析】
 　方程即x-p=x2
 或x2
 -x+p=0,有两不相等正根，即[image: ]
 ，得0＜p＜[image: ]
 .

条件（1）和（2）单独均不充分，联合也不充分.


【快速得分法】
 　特殊值法.

令p=0，则方程化为[image: ]
 =x，明显有根x=0，不充分.

条件（1），（2）单独或联合均不能排除p=0.


【答案】
 　E

[image: ]
 老吕施法


1. 无理方程

无理方程用平方法去根号即可，注意定义域.

如：已知2x-4=x1/2
 ，因为x1/2
 ≥0，故2x-4=x1/2
 ≥0，真正的定义域是x≥2，然后才能两边平方去求解方程.

2. 无理不等式

[image: QQ截图20141104090016]

[image: QQ截图20141104090028]

[image: QQ截图20141104090036]


【易错点】
 忘记定义域.

[image: ]
 习题精练


1.方程3x2
 +15x+2[image: ]
 =2的根为（ ）.

　　（A）0或5　　　　　　　（B）1或5　　　　　　　（C）0或1　　　　　　　（D）0或-1　　　　　　　（E）0或-5

2.以下无理方程有实数根的是（ ）.

　　（A）[image: ]
 =-x

　　（B）[image: ]
 +1=0

　　（C）[image: ]
 +[image: ]
 =5

　　（D）[image: ]
 -[image: ]
 =1

　　（E）以上方程均无实根

3.（2007-10）[image: ]
 ＜x+1.

（1）x∈[-1,0];　　　　　（2）x∈[image: ]
 .

4.不等式[image: ]
 ＜1的解集为（ ）.

　　（A）6＜x＜18

　　（B）-6＜x＜18

　　（C）1≤x≤7

　　（D）-2≤x≤3

　　（E）以上结论均不正确

[image: ]
 习题详解


1. E


【解析】
 　原方程可化为：3(x2
 +5x+1)+2[image: ]
 -5=0.

令[image: ]
 =t，得：3t2
 +2t-5=0,即(3t+5)(t-1)=0,解得：t1
 =-[image: ]
 (舍去)，t2
 =1,故有：

[image: ]
 =1⇔x2
 +5x+1=1⇔x(x+5)=0,

故x1
 =-5，x2
 =0.

2. A


【解析】
 　A项：

[image: ]
 =-x⇒x+6=x2
 ⇒x2
 -x-6=0⇒(x+2)(x-3)=0,

得x=-2或3，验根知x=3不成立，故原方程有实根x=-2.

B项：

[image: ]
 +1=0⇒[image: ]
 =-1,

因为[image: ]
 ≥0，不可能等于-1，故方程无实根.

C项：定义域：[image: ]
 ⇔[image: ]
 ⇔，故原方程无实根.

D项：

原式⇒[image: ]
 =[image: ]
 +1⇒x-3=x-2+2[image: ]
 +1⇒2[image: ]
 =-2,

因为2[image: ]
 ≥0，不可能等于-2，故方程无实根.

3. B


【解析】
 　无理不等式的第2种形式，原不等式等价于：

[image: ]
 ，

解得0＜x≤1.

显然条件（1）不充分，条件（2）充分.

4. A


【解析】
 　原不等式原式⇔-1＜[image: ]
 -3＜1⇔2＜[image: ]
 ＜4,故有：

[image: ]
 ，

解得6＜x＜18.








第四章　数　　列





[image: zt]
 本章题型网




(一)等差数列[image: 4-1]


(二)等比数列[image: QQ截图20141105162400]


(三)综合题[image: QQ截图20141105162434]





 第一节　等差数列






题型45　等差数列基本问题




[image: zt]
 母题精讲



母题45
 　(2014-1)已知{an
 }为等差数列，且a2
 -a5
 +a8
 =9，则a1
 +a2
 +…+a9
 =( ).

(A)27　　　　(B)45　　　　(C)54　　　　(D)81　　　　(E)162



【解析】

 　下标和定理的应用.

a2
 -a5
 +a8
 =a2
 +a8
 -a5
 =2a5
 -a5
 =a5
 =9,

所以：a1
 +a2
 +…+a9
 =9a5
 =81.



【答案】

 　D

[image: zt]
 老吕施法


（1）等差数列通项公式：an
 =a1
 +(n-1)d

（2）等差数列前n项和：[image: QQ截图20141105141513]


（3）中项公式：2an+1
 =an
 +an+2
 ;

（4）下标和定理：若m+n=p+q，则am
 +an
 =ap
 +aq
 .

[image: zt]
 习题精练


1.(2009-10)等差数列{an
 }的前18项和S18
 =[image: ]
 .

(1)a3
 =[image: ]
 ，a6
 =[image: ]
 ；(2)a3
 =[image: ]
 ，a6
 =[image: ]
 .

2.(2011-10)若等差数列{an
 }满足5a7
 -a3
 -12=0，则[image: ]
 =( ).

(A)15

(B)24

(C)30

(D)45

(E)60

3.(2010-1)已知数列{an
 }为等差数列，公差为d，a1
 +a2
 +a3
 +a4
 =12，则a4
 =0.

(1)d=-2;(2)a2
 +a4
 =4.

4.(2012-10)在等差数列{an
 }中，a2
 =4，a4
 =8，若[image: ]
 =[image: ]
 ，则n=( ).

(A)16

(B)17

(C)19

(D)20

(E)21

5.(2011-1)已知{an
 }为等差数列，则该数列的公差为零.

(1)对任何正整数n，都有a1
 +a2
 +…+an
 ≤n;

(2)a2
 ≥a1
 .

6.等差数列{an
 }的前13项和S1
 3=52.

(1)a4
 +a1
 0=8;　　　(2)a2
 +2a8
 -a4
 =8.

7.已知等差数列{an
 }中，a7
 +a9
 =16,a4
 =1，则a1
 2的值是( ).

(A)15

(B)30

(C)31

(D)64

(E)以上答案均不正确

8.已知等差数列{an
 }中am
 +am+10
 =aam+50
 +am+60
 =b(a≠b)m为常数，且m∈N，则am
 +100+am
 +110=( ).

(A)1

(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)3b-2a

(E)2b-a

9.等差数列{an
 }中，已知a1
 =[image: ]
 ,a2
 +a5
 =4,an
 =[image: ]
 ，则n为( ).

(A)28

(B)29

(C)30

(D)31

(E)32

10.首项为-72的等差数列，从第10项开始为正数，则公差d的取值范围是( ).

(A)d＞8

(B)d＜9

(C)8≤d＜9

(D)8＜d≤9

(E)8＜d＜9

11.等差数列{an
 }中，a1
 +a7
 =42,a10
 -a3
 =21，则前10项的S10
 =( ).

(A)255

(B)257

(C)259

(D)260

(E)272

12.等差数列中连续4项为a,m,b,2m，那么a∶b=( ).

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]
 或1

(D)[image: ]


(E)[image: ]
 或1

13.等差数列前n项和为210，其中前4项和为40，后4项的和为80，则n的值为( ).

(A)10

(B)12

(C)14

(D)16

(E)18

14.已知等差数列{an
 }中，S10
 =100,S100
 =10，则S110
 =( ).

(A)110

(B)-110

(C)220

(D)-220

(E)0

[image: zt]
 习题详解


1. A



【解析】

 　万能方法.

条件(1)：公差d=[image: ]
 =[image: ]
 ，首项a1
 =a3
 -2d=[image: ]
 -[image: ]
 =[image: ]
 ，S18
 =18a1
 +[image: ]
 ·d=[image: ]
 ，条件(1)充分.

条件(2)：同理可知：

公差d=[image: ]
 =[image: ]
 ，首项a1
 =a3
 -2d=[image: ]
 ,

S18
 =18a1
 +[image: ]
 ·d=[image: ]
 ≠[image: ]
 ，

条件(2)不充分.

2. D



【解析】

 　万能方法.

5a7
 -a3
 -12=5(a1
 +6d)-(a1
 +2d)-12=4a1
 +28d-12=0

即，

a1
 +7d=3，a8
 =3,

[image: ]




【快速得分法】

 　

5a7
 -a3
 -12=5(a8
 -d)-(a8
 -5d)-12=4a8
 -12=0，

解得，a8
 =3，故

[image: ]


3. D



【解析】

 　a1
 +a2
 +a3
 +a4
 =12，即a1
 +a4
 =6，所以2a1
 +3d=6.

条件(1)：d=-2，代入2a1
 +3d=6，得2a1
 -6=6，a1
 =6，故a4
 =a1
 +3d=6-6=0，条件(1)充分.

条件(2)：a2
 +a4
 =4，a1
 +a4
 =6，所以a2
 -a1
 =-2=d，所以条件(2)与条件(1)等价，条件(2)也充分.

4. D



【解析】

 　公差d=[image: ]
 =2，首项为2，故：

[image: ]


解得n=20.

5. C



【解析】

 　条件(1)：若an
 为负，一定有a1
 +a2
 +…+an
 ≤n，但公差不一定为0，条件(1)不充分.

条件(2)：当a2
 ＞a1
 时，公差不为0，条件(2)不充分.

联合条件(1)和(2)：

由条件(1)得

Sn
 =a1
 +a2
 +…+an
 =na1
 +[image: ]
 d≤n，

所以

na1
 +[image: ]
 d≤n,

得

a1
 +[image: ]
 d≤1.

由条件(2)a2
 ≥a1
 ，得d≥0.

若d＞0，无论a1
 取值是多少，当n⇒+∞时，必有a1
 +[image: ]
 d＞1,所以，公差d必然为零，条件(1)和(2)联合起来充分.

6. D



【解析】

 　条件(1)：S13
 =[image: ]
 =[image: ]
 =52，充分.

条件(2)：a1
 +d+2(a1
 +7d)-(a1
 +3d)=8,即2a1
 +12d=8，a1
 +a13
 =8,故S13
 =[image: ]
 =52，充分.

7. A



【解析】

 　a7
 +a9
 =2a8
 =16,故a8
 =8.

a8
 -a4
 =4d=8-1=7,得d=[image: ]
 ,故a12
 =a8
 +4d=8+7=15.

8. E



【解析】

 　根据题意有：

[image: ]
 ,

解得：am
 =[image: ]
 ,d=[image: ]
 ，故

am+100
 +am+110
 =2am
 +210d=[image: ]
 +[image: ]
 =[image: ]
 =2b-a.

9. D



【解析】

 　a2
 +a5
 =a1
 +d+a1
 +4d=2×[image: ]
 +5d=4，解得d=[image: ]
 .

an
 =a1
 +(n-1)d=[image: ]
 ,即[image: ]
 +(n-1)[image: ]
 =[image: ]
 ，解得n=31.

10. D



【解析】

 　根据题意有：

[image: ]
 ,

解得：8＜d≤9.

11. A



【解析】

 　根据题意有：

[image: ]
 ，

解得[image: ]
 ，故

S1
 0=na1
 +[image: ]
 =120+45×3=255.

12. B



【解析】

 　根据中项公式有：

[image: ]
 ，

解得[image: ]
 ,故a∶b=1∶3.

13. C



【解析】

 　a1
 +a2
 +a3
 +a4
 +an-3
 +an-2
 +an-1
 +an
 =4(a1
 +an
 )=120,

故a1
 +an
 =30,那么有Sn
 =[image: ]
 =[image: ]
 =210，解得n=14.

14. B



【解析】

 　S100
 -S10
 =a11
 +a12
 +a13
 +…+a100
 =45(a11
 +a100
 )=-90,故a11
 +a100
 =-2;故，S110
 =[image: ]
 =[image: ]
 =-110.






题型46　连续等长片段和




[image: zt]
 母题精讲



母题46
 　若在等差数列中前5项和为10，紧接在后面的5项和为20，则紧接在后面的5项和为( ).

(A)30

(B)40

(C)50

(D)55

(E)60



【解析】

 　由连续等长片段和定理可知：S5
 ，S10
 -S5
 ，S15
 -S10
 成等差数列:

d=20-10=10,

所以，紧接在后面的5项和为S15
 -S10
 =20+10=30.



【答案】

 　A

[image: zt]
 老吕施法


(1)等差数列{an
 }中，Sm
 ，S2m
 -Sm
 ，S3m
 -S2m
 仍然成等差数列，新公差为m2
 d；

(2)要注意Sm
 ，S2m
 ，S3m
 不是等长片段，Sm
 是前m项和，S2m
 是前2m项和，S3m
 是前3m项和，项数不相同;

(3)对于此类题也可以令m=1，即可简化成前三项的关系.

[image: zt]
 习题精练


1.等差数列{an
 }的前m项和为30，前2m项和为100，则它的前3m项和为( ).

(A)130

(B)170

(C)210

(D)260

(E)320

2.设Sn
 是等差数列{an
 }的前n项和，若[image: ]
 =[image: ]
 ，则[image: ]
 =( ).

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)[image: ]


[image: zt]
 习题详解


1. C



【解析】

 　

方法一：等长片段和成等差：

2(S2m
 -Sm
 )=S3m
 -S2m
 +Sm
 ，

2(100-30)=S3m
 -100+30，

故S3m
 =210.

方法二：特殊值法.

令m=1，可得：a1
 =30,a1
 +a2
 =100，故a2
 =70，d=40,故a3
 =110，所以S3
 =a1
 +a2
 +a3
 =30+70+110=210.

2. A



【解析】

 　方法一：万能方法.

[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 ，可得a1
 =2d且d≠0；故[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 .



【快速得分法】

 　S3
 ,S6
 -S3
 ,S9
 -S6
 ,S1
 2-S9
 成等差数列.

令S3
 =1,S6
 =3，则S6
 -S3
 =2，即等差数列的公差为1,故：S3
 ,S6
 -S3
 ,S9
 -S6
 ,S12
 -S9
 分别为：1，2，3，4,所以S12
 =10，[image: ]
 =[image: ]
 .






题型47　奇数项、偶数项的关系




[image: zt]
 母题精讲



母题47
 　{an
 }为等差数列，共有2n+1项，且an
 +1≠0，其奇数项之和S奇
 与偶数项之和S偶
 之比为( ).

(A)[image: ]
 =[image: ]


(B)[image: ]
 =[image: ]


(C)[image: ]
 =1

(D)[image: ]
 =n

(E)[image: ]
 =n+1



【解析】

 　奇数项有n+1项，偶数项有n项，奇数项首项为a1
 ，公差为2d：

S奇
 =(n+1)a1
 +[image: ]
 2d=(n+1)[image: ]
 ；偶数项首项为a2
 ，公差为2d：

S偶
 =(a1
 +d)n+[image: ]
 =n[image: ]
 ；故[image: ]
 =[image: ]
 .



【答案】

 　B

[image: zt]
 老吕施法


（1）若等差数列一共有2n项，则S偶
 -S奇
 =nd，S奇
 /S偶
 =an
 /an+1
 ；

（2）若等差数列一共有2n+1项，则S奇
 -S偶
 =an+1
 =a中
 ，S奇
 /S偶
 =(n+1)/n.

[image: zt]
 习题精练


1.已知某等差数列共有20项，其奇数项之和为30，偶数项之和为40，则其公差为( ).

(A)5　　　　　(B)4　　　　　(C)3　　　　　(D)2　　　　　(E)1

2.在等差数列{an
 }中，已知公差d=1，且a1
 +a3
 +…+a99
 =120，则a1
 +a2
 +…+a100
 的值为( ).

(A)170

(B)290

(C)370

(D)-270

(E)-370

3.在等差数列{an
 }中，已知a1
 +a3
 +…+a101
 =510，则a2
 +a4
 +…+a100
 的值为( ).

(A)510

(B)500

(C)1010

(D)10

(E)无法确定

4.一个等差数列的前12项的和为354，前12项中偶数项之和与奇数项之和的比是32∶27，公差d=( ).

(A)3

(B)4

(C)5

(D)6

(E)7

5.在等差数列{an
 }一共有奇数项，且此数列中奇数项之和为99，偶数项之和为88，a1
 =1，则其项数为( ).

(A)11

(B)13

(C)17

(D)19

(E)21

[image: zt]
 习题详解


1. E



【解析】

 　S偶
 -S奇
 =10d=40-30⇒d=1.

2. B



【解析】

 　S偶
 -S奇
 =a2
 +a4
 +…+a100
 -(a1
 +a3
 +…+a99
 )=50d=50,故S偶
 =S奇
 +50=170,故a1
 +a2
 +a3
 +…+a100
 =120+170=290.

3. B



【解析】

 　a1
 +a3
 +…+a101
 =51a51
 =510，故a51
 =10.

S奇
 -S偶
 =a51
 =10，故a2
 +a4
 +…+a100
 =S偶
 =S奇
 -10=500.

4. C



【解析】

 　S偶
 =354×[image: ]
 =6×32=192，S奇
 =354-192=162,S偶
 -S奇
 =192-162=30=6d，故d=5.

5. C



【解析】

 　总项数为奇数项，故有：

[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 ，

解得n=8,故总项数为2n+1=17.






题型48　两等差数列相同的奇数项和之比




[image: zt]
 母题精讲



母题48
 　已知等差数列{an
 }和{bn
 }的前2k-1项和分别用S2k-1
 和T2k-1
 表示，则[image: ]
 =( ).

(A)[image: ]
 　　　　

(B)[image: ]
 　　　　

(C)[image: ]
 　　　　

(D)[image: ]
 　　　　

(E)1



【解析】

 　[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 .



【答案】

 　A

[image: zt]
 老吕施法


等差数列{an
 }和{bn
 }的前2k-1项和分别用S2k-1
 和T2k-1
 表示，则ak
 /bk
 =S2k-1
 /T2k-1
 .

[image: zt]
 习题精练


1.(2009-1){an
 }的前n项和Sn
 与{bn
 }的前n项和Tn
 满足S1
 9∶T1
 9=3∶2.

(1){an
 }和{bn
 }是等差数列;　　　(2)a1
 0∶b1
 0=3∶2.

2.等差数列{an
 }，{bn
 }的前n项和为Sn
 ，Tn
 ，若[image: ]
 =[image: ]
 (n∈Z+
 )，则[image: ]
 的值为( ).

(A)[image: ]
 　　　　(B)[image: ]
 　　　　(C)[image: ]
 　　　　(D)[image: ]
 　　　　(E)1

3.在等差数列{an
 }和{bn
 }中，[image: ]
 =[image: ]
 .

(1){an
 }和{bn
 }前n项的和之比为(7n+1)∶(4n+27);

(2){an
 }和{bn
 }前21项的和之比为5∶3.

4.已知两个等差数列{an
 }和{bn
 }的前n项和分别为An
 和Bn
 ，且[image: ]
 =[image: ]
 ，则使得[image: ]
 为整数的正整数n的个数是( ).

(A)2

(B)3

(C)4

(D)5

(E)6

[image: zt]
 习题详解


1. C



【解析】

 　两个条件单独显然不充分，联合两个条件.

根据定理，等差数列{an
 }的前n项和Sn
 与等差数列{bn
 }的前n项和Tn
 满足：[image: ]
 =[image: ]
 ,故[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 ,所以，两个条件联合起来充分，选C.

2. C



【解析】

 　[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 .

3. A



【解析】

 　设Sn
 ，Tn
 分别表示等差数列{an
 }和{bn
 }前n项的和，则[image: ]
 =[image: ]
 .

条件(1)：[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 ，充分.

条件(2)：[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 ，不充分,故选A.

4. D



【解析】



[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =7+[image: ]
 ,

所以，当n=1,2,3,5,11时，[image: ]
 是正整数，n的个数为5.






题型49　等差数列前n项和的最值




[image: zt]
 母题精讲



母题49
 　一个等差数列的首项为21，公差为-3,则前n项和Sn
 的最大值为( ).

(A)70

(B)75

(C)80

(D)84

(E)90



【解析】

 　方法一：一元二次函数法.

Sn
 =[image: ]
 n2
 +[image: ]
 n=-[image: ]
 n2
 +[image: ]
 n,

对称轴：n=[image: ]
 -[image: ]
 =7.5,故离对称轴最近的整数有两个：7和8,所以Sn
 的最大值为：S7
 =S8
 =-[image: ]
 ×72
 +[image: ]
 ×7=84.

方法二：an
 =0法.

令an
 =0，即an
 =a1
 +(n-1)d=-3n+24=0，解得n=8，故S7
 =S8
 均为Sn
 的最大值；所以Sn
 的最大值为：S7
 =S8
 =-[image: ]
 ×72
 +[image: ]
 ×7=84.



【答案】

 　D

[image: zt]
 老吕施法


1. 等差数列前n项和Sn
 有最值的条件

(1)若a1
 ＜0，d＞0时，Sn
 有最小值；

(2)若a1
 ＞0，d＜0时，Sn
 有最大值.

2. 求解等差数列Sn
 〖WTBZ〗的方法〖CS〗

（1）一元二次函数法.

等差数列的前n项和可以整理成一元二次函数的形式：[image: QQ截图20141105144917]
 ，对称轴为：[image: QQ截图20141105144936]
 ，最值取在最靠近对称轴的整数处.

（2）an
 =0法（推荐）.

最值一定在“变号”时取得，可令an
 =0，若解得n为整数m，则Sm
 =Sm-1
 均为最值.例如，若解得n=6，则S6
 =S5
 为其最值.若解得的n值带小数，则当n取其整数部分时，Sn
 取到最值.例如，若解得n=6.9，则S6
 为其最值.

[image: zt]
 习题精练


1.设an
 =-n2
 +12n+13，则数列的前n项和Sn
 最大值时n的值是( ).

(A)12

(B)13

(C)10或11

(D)12或13

(E)11

2.在等差数列{an
 }中，Sn
 表示前n项和，若a1
 =13,S3
 =S11
 ，则Sn
 的最大值是( ).

(A)42

(B)49

(C)59

(D)133

(E)不存在

3.设数列{an
 }是等差数列，且a2
 =-8,a15
 =5，Sn
 是数列{an
 }的前n项和，则( ).

(A)S10
 =S11


(B)S10
 ＞S11


(C)S9
 =S10


(D)S9
 ＜S10


(E)以上答案均不正确

4.设等差数列{an
 }的前n项和为Sn
 ，若a1
 =-11,a4
 +a6
 =-6，则当Sn
 取最小值时，n等于( ).

(A)6

(B)7

(C)8

(D)9

(E)10

5.已知{an
 }为等差数列，a1
 +a3
 +a5
 =105,a2
 +a4
 +a6
 =99，前n项和Sn
 取最大值时n的值是( ).

(A) 21

(B)20

(C)19

(D) 18

(E)以上均不正确

6.等差数列{an
 }中，3a5
 =7a10
 ，且a1
 ＜0，则Sn
 的最小值为( ).

(A)S8


(B)S12


(C)S13


(D)S14


(E)S12
 或S13


[image: zt]
 习题详解


1. D



【解析】

 　首项大于0，令an
 =-n2
 +12n+13=0，解得：n=13或-1(舍去)，故a13
 =0，前12项均大于0，第13项等于0；故S12
 =S13
 为最大值.

2. B



【解析】

 　由S3
 =S11
 得：n=7是抛物线的对称轴；又由等差数列的前n项和：

Sn
 =[image: ]
 n2
 +[image: ]
 n,

故对称轴-[image: ]
 =-[image: ]
 =[image: ]
 -[image: ]
 =[image: ]
 -[image: ]
 =7，解得d=-2.

Sn
 的最大值S7
 =[image: ]
 ×72
 +[image: ]
 ×7=-49+14×7=49.

3. C



【解析】

 　公差d=[image: ]
 =[image: ]
 =1，故an
 =a2
 +(n-2)d=n-10.显然a10
 =0，S9
 =S10
 ，且为前n项和的最小值.

4. A



【解析】

 　a4
 +a6
 =2a1
 +8d=2×(-11)+8d=-6，解得d=2,故Sn
 =-11n+[image: ]
 ×2=n2
 -12n=(n-6)2
 -36，故S6
 最小.

5. B



【解析】

 　(a2
 +a4
 +a6
 )-(a1
 +a3
 +a5
 )=3d=99-105=-6，故d=-2.

又：a1
 +a3
 +a5
 =3a1
 +6d=105，得a1
 =39.

令an
 =a1
 +(n-1)×(-2)=41-2n=0，得n=20.5.取整数，故n=20时Sn
 最大.

6. C



【解析】

 　3a5
 =7a10
 ,3(a1
 +4d)=7(a1
 +9d),可得[image: ]
 =-[image: ]
 .

-[image: ]
 =-[image: ]
 =[image: ]
 -[image: ]
 =[image: ]
 +[image: ]
 =[image: ]
 =13.25.

故Sn
 的最小值为S1
 3.




 第二节　等比数列









题型50　等比数列基本问题




[image: zt]
 母题精讲



母题50
 　(2008-1)S2
 +S5
 =2S8
 .

(1)等比数列前n项的和为Sn
 且公比q=-[image: ]
 ;

(2)等比数列前n项的和Sn
 为且公比q=[image: ]
 .



【解析】

 　万能方法.

在等比数列中，S2
 +S5
 =2S8
 ，即：

[image: ]
 +[image: ]
 =2[image: ]
 ,

1-q2
 +1-q5
 =2-2q8
 ,

2q8
 -q5
 -q2
 =0,

2q6
 -q3
 -1=0.

解得：q=1(舍去)或q=-[image: ]
 .所以，条件(1)充分，条件(2)不充分.



【快速得分法】

 　S2
 +S5
 =2S8
 ，两边减去2S5
 ，得

S2
 -S5
 =2(S8
 -S5
 ),

-(a3
 +a4
 +a5
 )=2(a6
 +a7
 +a8
 ),

-(a3
 +a4
 +a5
 )=2(a3
 +a4
 +a5
 )×q3
 ,

q3
 =-[image: ]
 ,q=-[image: ]
 .



【答案】

 　A

[image: zt]
 老吕施法


(1)等比数列通项公式：an
 =a1
 qn-1
 （q≠0）.

(2)等比数列前n项和：[image: QQ截图20141105150645]
 .

(3)中项公式：a2
 n+1
 =an
 an+2
 （各项均不为0）.

(4)下标和定理：若m+n=p+q，则am
 an
 =ap
 aq
 （各项均不为0).

(5)若等比数列共有2n项，则S偶
 /S奇
 =q.

[image: zt]
 习题精练


1.已知等比数列{an
 }的公比为正数，且a3
 ·a9
 =2a5
 2
 ,a2
 =1，则a1
 =( ).

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)2

(E)1

2.已知数列{an
 }为等比数列，则a9
 的值可唯一确定.

(1)a1
 a7
 =64；　　　(2)a2
 +a6
 =20.

3.在等比数列{an
 }中，公比q=2,a1
 +a3
 +a5
 +…+a99
 =10，则S100
 =( ).

(A)20

(B)25

(C)30

(D)35

(E)40

4.设{an
 }是等比数列，则S100
 的值可唯一确定.

(1)2am
 an
 =am
 2
 +an
 2
 =18;　　　　(2)a5
 +a6
 =a7
 -a5
 =48.

5.在等比数列{an
 }中，a2
 +a8
 的值能确定.

(1)a1
 a2
 a3
 +a7
 a8
 a9
 +3a1
 a9
 (a2
 +a8
 )=27；

(2)a3
 a7
 =2.

6.正项等比数列{an
 }中，a1
 a3
 =36,a2
 +a4
 =30,Sn
 ＞200，则n的最小值是( ).

(A)4

(B)5

(C)6

(D)7

(E)8

[image: zt]
 习题详解


1. B



【解析】



a3
 ·a9
 =a2
 6
 =2a2
 5
 ⇒a6
 =[image: ]
 a5
 ⇒q=[image: ]
 ,

a2
 =a1
 q=a1
 ×[image: ]
 =1，

故a1
 =[image: ]
 .

2. E



【解析】

 　两个条件单独显然不充分，联立之：

条件(1)：a1
 q7
 =a2
 a6
 =64;

条件(2)：a2
 +a6
 =20.

联立两个方程得：[image: ]
 或[image: ]
 ，故a9
 的值有2个，不能唯一确定，选E.

3. C



【解析】

 　a2
 +a4
 +a6
 +…+a100
 =2(a1
 +a3
 +…+a99
 )=20，所以S100
 =10+20=30.

4. B



【解析】

 　由条件(1)得：

[image: ]
 ，

解得[image: ]
 或[image: ]
 ,故S1
 00有两组解，不能唯一确定，不充分.

由条件(2)得：

[image: ]
 ，

解得a1
 =1,q=2,故S100
 有唯一解，充分.

5. A



【解析】

 　条件(1)：化简可得：

a1
 a2
 a3
 +a7
 a8
 a9
 +3a1
 a9
 (a2
 +a8
 )

=a2
 3
 +a8
 3
 +3a2
 a8
 (a2
 +a8
 )

=a2
 3
 +a8
 3
 +3a2
 2
 a8
 +3a2
 a8
 2


=(a2
 +a8
 )3
 =27,

故：a2
 +a8
 =3，条件(1)充分.

条件(2)：a2
 a8
 =a3
 a7
 =2，但a2
 +a8
 的值无法确定，不充分.

6. D



【解析】

 　由a1
 a3
 =a1
 ·a1
 q2
 =a2
 1
 q2
 =36，故a1
 q=±6，数列的各项均为正，故a1
 q=6.

又由：

a2
 +a4
 =a1
 q+a1
 q3
 =a1
 q(1+q2
 )=6(1+q2
 )=30,

故1+q2
 =5，q=±2，数列的各项均为正，故q=2.

所以

Sn
 =[image: ]
 =[image: ]
 =3·2n
 -3＞200,

即2n
 ＞[image: ]
 ≈67.7，因为26
 =64,27
 =128，故n的最小值是7.






题型51　无穷等比数列




[image: zt]
 母题精讲



母题51
 　(2009-10)一个球从100米高处自由落下，每次着地后又跳回前一次高度的一半再落下.当它第10次着地时，共经过的路程是( )米(精确到1米且不计任何阻力).

(A)300　　　　(B)250　　　　(C)200　　　　(D)150　　　　(E)100



【解析】

 　从高处下落时，路程为100米；

第一次着地弹起，到第二次着地的路程为：50+50=100;

第二次着地弹起，到第三次着地的路程为：25+25=50.

也就是说，从第一次着地到第10次着地的路程是一个首项为100，公比为[image: ]
 的等比数列，故到第10次落地时，一共经过的路程为：S=100+S9
 =100+[image: ]
 ≈300(米).



【答案】

 　A

[image: zt]
 老吕施法


(1)无穷递缩等比数列所有项的和：

当n→+∞,且|q|＜1时，[image: QQ截图20141105151422]
 .

(2)有时候虽然n并没有趋近于正无穷，但只要n足够大，也可以用这个公式进行估算.

[image: zt]
 习题精练


1.已知首项为1的无穷递缩等比数列的所有项之和为5，q为公比，则q=( ).

(A)[image: ]


(B)-[image: ]


(C)[image: ]


(D)-[image: ]


(E)[image: ]


2.一个无穷等比数列所有奇数项之和为45，所有偶数项之和为-30，则其首项等于( ).

(A)24

(B)25

(C)26

(D)27

(E)28

3.无穷等比数列{an
 }中，[image: BBZ]L)XAD[1CZQRPHK}9CMV]
 (a1
 +a2
 +…+an
 )=[image: ]
 ，则a1
 的范围为( ).

(A)0＜a1
 ＜1且a1
 ≠[image: ]


(B)0＜a1
 ＜1

(C)a1
 ≠[image: ]


(D)a1
 ＞1

(E)a1
 ＞[image: ]


4.若无穷等比数列{an
 }的前n项和为Sn
 ，且数列所有项的和S=2Sn
 +3an
 ，则{an
 }的公比为( ).

(A)-[image: ]


(B)-[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)±[image: ]


[image: zt]
 习题详解


1. C



【解析】

 　根据题意，有S=[image: ]
 =[image: ]
 =5，解得q=[image: ]
 .

2. B



【解析】

 　设此数列的首项为a1
 ,公比为q,则奇数项组成首项为a1
 ,公比为q2
 的等比数列，其和为S=[image: ]
 =45.

偶数项组成首项为a1
 q，公比为q2
 的等比数列,其和为S=[image: ]
 =-30.

两式相除得q=-[image: ]
 ，a1
 =25.

3. A



【解析】



[image: ]
 =[image: ]
 ⇒q=1-2a1
 ,|q|＜1且q≠0,

故|1-2a1
 |＜1且|1-2a1
 |≠0,解得：0＜a1
 ＜1且a1
 ≠[image: ]
 .

4. C



【解析】

 　数列所有项的和S=[image: ]
 =2Sn
 +3an
 .

令n=1，得S=[image: ]
 =2S1
 +3a1
 =5a1
 ，即[image: ]
 =5a1
 ，解得：q=[image: ]
 .






题型52　连续等长片段和




[image: zt]
 母题精讲



母题52
 　已知等比数列的公比为2，且前4项之和等于1，那么其前8项之和等于( ).

(A)15

(B)17

(C)19

(D)21

(E)23



【解析】

 　s4
 =[image: ]
 =15a1
 =1，解得a1
 =[image: ]
 .

s8
 =[image: ]
 =[image: ]
 ·255=17.



【快速得分法】

 　等长片段和仍然成等比，新公比为qm
 ，所以[image: ]
 =q4
 =24
 =16，解得S8
 =17.



【答案】

 　B

[image: zt]
 老吕施法


(1)等比数列{an
 }中，Sm
 ，S2m
 -Sm
 ，S3m
 -S2m
 仍然成等比数列，新公比为qm
 ；

(2)要注意Sm
 ，S2m
 ，S3m
 不是等长片段，Sm
 是前m项和，S2m
 是前2m项和，S3m
 是前3m项和，项数不相同.

[image: zt]
 习题精练


1.在等比数列{an
 }中，已知Sn
 =36,S2n
 =54,则S3n
 等于( ).

(A)63

(B)68

(C)76

(D)89

(E)92

2.设等比数列{an
 }的前n项和为Sn
 ，若[image: ]
 =[image: ]
 ，则[image: ]
 =( ).

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)1

3.各项均为正整数的等比数列{an
 }的前n项和为Sn
 ，则S4n
 =30.

(1)Sn
 =2;　　　(2)S3n
 =14.

[image: zt]
 习题详解


1. A



【解析】

 　等长片段和成等比，所以(S3n
 -S2n
 )Sn
 =(S2n
 -Sn
 )2
 ,即S3n
 =[image: ]
 +S2n
 =9+54=63.

2. C



【解析】

 　(s9
 -s6
 )S3
 =(s6
 -s3
 )2
 .

由[image: ]
 =[image: ]
 ，得S3
 =2S6
 ，代入上式，可得[image: ]
 =[image: ]
 .

3.



【解析】

 　条件(1)和条件(2)单独都不充分，联合条件(1)和条件(2).

由Sn
 ，S2n
 -Sn
 ，S3n
 -S2n
 ，S4n
 -S3n
 成等比数列，得(S2n
 -Sn
 )2
 =Sn
 (S3n
 -S2n
 )，即：

(S2n
 -2)2
 =2(14-S2n
 ),

解得：S2n
 =6，故

Sn
 =2，S2n
 -Sn
 =4，S3n
 -S2n
 =8，S4n
 -S3n
 =16，

所以：S4n
 =16+14=30，联立起来充分，选C.



【快速得分法】

 　此题令n=1可简化运算.




 第三节　数列综合题









题型53　等差数列和等比数列的判定




[image: zt]
 母题精讲



母题53
 　(2007-10)S6
 =126.

(1)数列{an
 }的通项公式是an
 =10(3n+4)，(n∈N);

(2)数列{an
 }的通项公式是an
 =2n
 ，(n∈N).



【解析】

 　特征判断法.

条件(1)：数列为等差数列，a1
 =70，a6
 =220，条件(1)显然不充分.

条件(2)：数列为等比数列，a1
 =2，q=2，S6
 =[image: ]
 =126，条件(2)充分.

[image: zt]
 老吕施法


1. 判断等差数列的方法

（1）特殊值法.

令n=1,2,3，如果前3项为等差，此数列必为等差（虽然不是准确的证明，但对于选择题来说一定是正确的）.

（2）特征判断法.

等差数列的通项公式的特征形如一个一元一次函数：

an
 =An+B(A,B为常数)⇔{an
 }是等差数列.

等差数列的前n项和Sn
 的特征形如一个没有常数项的一元二次函数：

Sn
 =An2
 +Bn(A,B为常数)⇔{an
 }是等差数列.

（3）定义法.

an+1
 -an
 =d⇔{an
 }是等差数列.

（4）中项公式法

2an+1
 =an
 +an+2
 ⇔{an
 }是等差数列.

2. 判断等比数列的方法

（1）特殊值法.

令n=1,2,3，检验前三项是否等比数列.

（2）特征判断法.

通项公式法：an
 =Aqn
 (A,q均是不为0的常数，n∈N*
 )⇔{an
 }是等比数列.

前n项和公式法：Sn
 =(a1
 /(q-1))qn
 -(a1
 /(q-1))=kqn
 -k，（k=a1
 /(q-1)是不为零的常数，且q≠0,q≠1）⇒{an
 }是等比数列.

（3）定义法.

an+1
 /an
 =q(q是不为0的常数，n∈N*
 )⇔{an
 }是等比数列.

（4）中项公式法.

a2
 n+1
 =an
 ·an+2
 (an
 ·an+1
 ·an+2
 ≠0，n∈N*
 )⇔{an
 }是等比数列.

[image: zt]
 习题精练


1.数列{an
 }前n项和Sn
 满足log2
 （Sn
 -1）=n，则{an
 }是( ).

(A)等差数列

(B)等比数列

(C)既是等差数列又是等比数列

(D)既非等差数列亦非等比数列

(E)以上都不对

2.数列a,b,c是等差数列不是等比数列.

(1)a,b,c满足关系式3a
 =4,3b
 =8,3c
 =16；

(2)a=b=c成立.

3.已知数列{an
 }的前n项和Sn
 =n2
 -2n，而a2
 ,a4
 ,a6
 ,a8
 …组成一新数列{cn
 }，其通项公式为( ).

(A)cn
 =4n-3

(B)cn
 =8n-1

(C)cn
 =4n-5

(D)cn
 =8n-9　

(E)cn
 =4n+1

4.一个等比数列前n项和Sn
 =abn
 +c,a≠0,b≠0,且b≠1，a，b，c为常数，那么a,b,c必须满足( ).

(A)a+b=0

(B)c+b=0

(C)a+c=0

(D)a+b+c=0

(E)b+c=0

5.设等差数列{an
 }的前n项和为Sn
 ，如果a3
 =11,S3
 =27，数列[image: ]
 为等差数列，则c=( ).

(A)4

(B)9

(C)4或9

(D)8

(E)4或8

6.若{an
 }是等差数列，则能确定数列{bn
 }也一定是等差数列.

(1)bn
 =an
 +an
 +1；　　　　(2)bn
 =n+an


[image: zt]
 习题详解


1. D



【解析】

 　log2
 （Sn
 -1）=n⇒2n
 =Sn
 -1⇒Sn
 =2n
 +1，根据特征判断法可知，此数列既非等差又非等比数列.

2. A



【解析】

 　条件(1)：

a=log3
 4,b=log3
 8,c=log3
 16,

故2b=2log3
 8=log3
 64=log3
 (4×16)=log3
 4+log3
 16=a+c,故a,b,c是等差数列不是等比数列，条件(1)充分.

条件(2)：a=b=c≠0，既是等差又是等比数列，若a=b=c=0，其是等差数列不是等比数列，故不充分.

3. A



【解析】

 　由Sn
 =n2
 -2n可知{an
 }为等差数列，a1
 =-1,d=2，故a2
 =1，新数列{cn
 }的公差d′=4，故通项公式为：cn
 =1+(n-1)4=4n-3.

4. C



【解析】



Sn
 =[image: ]
 =[image: ]
 -[image: ]
 =abn
 +c

故a=-[image: ]
 ，b=q,c=[image: ]
 ，故a+c=0.



【快速得分法】

 　由等比数列Sn
 形如Sn
 =k·qn
 -k，可知a+c=0.

5. B



【解析】



S3
 =[image: ]
 =[image: ]
 =27，

解得a1
 =7，d=[image: ]
 =2，故

Sn
 =na1
 +[image: ]
 d=n2
 +6n

[image: ]
 =[image: ]
 是等差数列，故n2
 +6n+c是完全平方式，故c=9.此时[image: ]
 =[image: ]
 =n+3是等差数列.

6. D



【解析】

 　条件(1)：bn
 -bn-1
 =an
 +an+1
 -an-1
 -an
 =2d，是等差数列，充分.

条件(2)：bn
 -bn-1
 =n+an
 -[(n-1)+an-1
 ]=1+(an
 -an-1
 )=1+d，是等差数列，充分.



题型54　等差与等比数列综合题




[image: zt]
 母题精讲



母题54
 　(2012-1)已知{an
 },{bn
 }分别为等比数列与等差数列，a1
 =b1
 =1,则b2
 ≥a2
 .

(1)a2
 ＞0;

(2)a1
 0=b1
 0.



【解析】

 　条件(1)：显然不充分.

条件(2)：a1
 0=b1
 0，即

1+9d=q9
 ⇒d=[image: ]
 ,

b2
 =1+d=1+[image: ]
 =[image: ]
 .

当q＞0时，可用均值不等式，得：

b2
 =[image: ]
 =[image: ]
 ≥[image: ]
 =q=a2
 ，

即b2
 ≥a2
 .

条件(2)不能保证q＞0，故条件(2)单独不充分.

由条件(1)可得q＞0，所以条件(1)和条件(2)联立起来充分.



【答案】

 　C

[image: zt]
 老吕施法


解等差数列和等比数列问题，有以下三类方法：

(1)特殊方法.

①n=1,2,3法（最佳方法）.

②特殊数列法：用于条件充分性判断猜测答案.

（2）性质定理法.

①中项公式.

②下标和定理.

③等长片段和定理.

④两个等差数列前n项和之比.

⑤奇数项与偶数项的关系.

要注意的是，在等差和等比数列中所有性质和定理，都有一个共同之处，即下标之间有规律，所以遇到等差和等比数列问题，应该首先看下标，看看有无规律，若有规律，用性质定理，若无规律，用万能方法.

(3)万能方法.

①等差数列问题，将所有项均化为a1
 ,d,n，必然能求解.

②等比数列问题，将所有项均化为a1
 ,q,n，必然能求解.

(4)遇到一个数列中的某些项成等差数列又成等比数列，首先考虑常数列.

[image: zt]
 习题精练


1.等差数列{an
 }的前n项和为Sn
 .若a4
 是a3
 与a7
 的等比中项，S8
 =32，则S10
 等于( ).

(A)18　　　　(B)40　　　　(C)60　　　　(D)40或60　　　(E)110

2.等比数列{an
 }的前n项和为Sn
 ，且4a1
 ,2a2
 ,a3
 成等差数列.若a1
 =1，则S5
 =( ).

(A)7

(B)8

(C)15

(D)16

(E)31

3.在数列{an
 }中，[image: ]
 的值为唯一确定.

(1){an
 }是公差为2的等差数列；

(2){an
 }是公比为2的等比数列.

4.已知数列{an
 }中，a1
 +a3
 =10，则a4
 的值一定是1.

(1){an
 }是等差数列，且a4
 +a6
 =2;

(2){an
 }是等比数列，且a4
 +a6
 =[image: ]
 .

5.等差数列{an
 }的公差不为0，首项a1
 =1，a2
 是a1
 和a5
 的等比中项，则数列的前10项之和为( ).

(A)90

(B)100

(C)145

(D)190

(E)210

6.设{an
 }是公差不为0的等差数列，a1
 =2且a1
 ,a3
 ,a6
 成等比数列，则{an
 }的前n项和Sn
 =( ).

(A)[image: ]
 +[image: ]


(B)[image: ]
 +[image: ]


(C)[image: ]
 +[image: ]


(D)n2
 +n

(E)n2
 +2n

7.已知实数数列：-1,a1
 ,a2
 ,-4是等差数列，-1,b1
 ,b2
 ,b3
 ,-4是等比数列，则[image: ]
 的值为( ).

(A)[image: ]


(B)-[image: ]


(C)±[image: ]


(D)[image: ]


(E)±[image: ]


8.[image: ]
 的取值范围是(-∞，0]∪[4,+∞).

(1)x,a1
 ,a2
 ,y成等差数列；

(2)x,b1
 ,b2
 ,y成等比数列.

9.在等差数列{an
 }中，a3
 =2,a11
 =6.数列{bn
 }是等比数列，若b2
 =a3
 ,b3
 =[image: ]
 ，则满足bn
 ＞[image: ]
 的最大的n是( ).

(A)2

(B)3

(C)4

(D)5

(E)6

10.有4个数，前3个数成等差数列，它们的和为12，后3个数成等比数列，它们的和是19，则这4个数的和为( ).

(A)21

(B)21或37

(C)37

(D)45

(E)21或45

[image: zt]
 习题详解


1. D



【解析】

 　当d=0时，S8
 =8a1
 =32，故S10
 =10a1
 =40.

当d≠0时，由a4
 是a3
 与a7
 的等比中项，故

a4
 2
 =a3
 ·a7
 ⇒(a1
 +3d)2
 =(a1
 +2d)(a1
 +6d),

解得：a1
 =-[image: ]
 d.

S8
 =8a1
 +[image: ]
 d=8×[image: ]
 +28d=32,

解得：a1
 =-3，d=2.

故：S10
 =10a1
 +[image: ]
 d=60.

2. E



【解析】

 　4a1
 ,2a2
 ,a3
 成等差数列，则4a2
 =4a1
 +a3
 ，即：4a1
 q=4a1
 +a1
 q2
 ，解得q=2.

因此S5
 =[image: ]
 =[image: ]
 =31.

3. B



【解析】

 　条件(1)：[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 ，不确定.

条件(2)：[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 ，确定.

4. B



【解析】

 　条件(1)：(a4
 +a6
 )-(a1
 +a3
 )=6d=2-10=-8，故d=-[image: ]
 ；

代入a1
 +a3
 =10，可知：a1
 =[image: ]
 ，故：a4
 =[image: ]
 +3×[image: ]
 =[image: ]
 ≠1，条件(1)不充分.

条件(2)：[image: ]
 =q3
 =[image: ]
 =[image: ]
 ，得q=[image: ]
 ;

代入a1
 +a3
 =10,可知：a1
 =8,故：a4
 =8×[image: ]
 =1，条件(2)充分.

5. B



【解析】

 　a2
 为a1
 和a5
 的等比中项，则a2
 2
 =a1
 a5
 ，因为a1
 =1，所以a2
 2
 =a5
 ，即

(a1
 +d)2
 =a1
 +4d⇒a1
 2
 +2a1
 d+d2
 =a1
 +4d⇒d2
 -2d=0⇒d=2，

故S10
 =10a1
 +[image: ]
 =100.

6. A



【解析】

 　a1
 ,a3
 ,a6
 成等比数列，故a3
 2
 =a1
 a6
 ，即

(a1
 +2d)2
 =a1
 (a1
 +5d)，

将a1
 =2代入此方程可得：

4d2
 -2d=0⇒d=[image: ]
 ，

故Sn
 =[image: ]
 +2n=[image: ]
 +[image: ]
 .

7. A



【解析】

 　由-1,a1
 ,a2
 ,-4成等差数列知：公差为d=[image: ]
 =-1，故a1
 =-2,a2
 =-3；

由-1,b1
 ,b2
 ,b3
 ,-4成等比数列知：b2
 2
 =(-1)×(-4)=4，且b2
 与-1,-4同号，故b2
 =-2；

所以[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 .

8. C



【解析】

 　(1)，(2)显然单独都不充分，联立之：

由条件(1)得：a1
 +a2
 =x+y;

由条件(2)得：b1
 b2
 =xy.

若x,y同号，有[image: ]
 =[image: ]
 ≥[image: ]
 =4；

若x,y异号，则[image: ]
 =[image: ]
 ≤0.

所以，两个条件联立起来充分.

9. C



【解析】

 　等差数列的公差

d=[image: ]
 =[image: ]
 ⇒a26
 =[image: ]
 ⇒[image: ]
 =[image: ]
 ,

故：

a26
 =a11
 +(26-11)d=[image: ]
 ⇒[image: ]
 =[image: ]
 .

又有：

b2
 =a3
 =2,b3
 =[image: ]
 =[image: ]
 ⇒q=[image: ]
 ,b1
 =6;

bn
 =b1
 qn-1
 =6[image: ]
 n
 -1＞[image: ]
 ⇒n＜5，

所以n最大值为4.

10. B



【解析】

 　设这4个数为a,b,c,d，则前3个数之和a+b+c=3b=12⇒b=4，后3个数之和b+c+d=4+c+[image: ]
 =19⇒c=6或-10.

当c=6时，a=2,d=9，有a+b+c+d=2+4+6+9=21;

当c=-10时，a=18,d=25，有a+b+c+d=18+4-10+25=37.






题型55　数列与函数、方程的综合题




[image: zt]
 母题精讲



母题55
 　(2014-1)方程x2
 +2(a+b)x+c2
 =0有实根.

(1)a,b,c是一个三角形的三边长;

(2)实数a,c,b成等差数列.



【解析】

 　Δ=4(a+b)2
 -4c2
 ≥0，即(a+b)2
 ≥c2
 .

条件(1):三角形两边之和大于第三边，a+b≥c，显然(a+b)2
 ≥c2
 ，条件(1)充分.

条件(2)：2c=a+b，故(a+b)2
 =4c2
 ，显然(a+b)2
 =4c2
 ≥c2
 ，条件(2)充分.



【答案】

 　D

[image: zt]
 老吕施法


常见以下命题方式：

(1)韦达定理与数列综合题；

(2)根的判别式与数列综合题；

(3)指数、对数与数列综合题.

[image: zt]
 习题精练


1.(2010-10)等比数列{an
 }中，a3
 ，a8
 是方程3x2
 +2x-18=0的两个根，则a4
 ·a7
 =( ).

(A)-9

(B)-8

(C)-6

(D)6

(E)8

2.(2010-10)一元二次方程ax2
 +bx+c=0无实根.

(1)a,b,c成等比数列，且b≠0; 　(2)a,b,c成等差数列.

3.(2011-1)实数a,b,c成等差数列.

(1)ea
 ,eb
 ,ec
 成等比数列;

(2)lna,lnb,lnc成等差数列.

4. a,b,c成等比数列.

(1)方程[image: ]
 x2
 +bx+c=0，有两个相等实根，且b≠0,c≠0；

(2)正整数a,c互质，且最小公倍数为b2
 .

5.等差数列{an
 }的前n项和为Sn
 ，已知am-1
 +am+1
 -am
 2
 =0，S2m-1
 =38，则m=( ).

(A)38

(B)20

(C)10

(D)9

(E)8

6.等差数列{an
 }中，a1
 =1,an
 ,an
 +1是方程x2
 -(2n+1)x+[image: ]
 =0的两个根，则数列{bn
 }的前n项和Sn
 =( ).

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)[image: ]


7.方程(a2
 +c2
 )x2
 -2c(a+b)x+b2
 +c2
 =0有实根.

(1)a,b,c成等差数列；　　　(2)a,c,b成等比数列.

[image: zt]
 习题详解


1. C



【解析】

 　根据韦达定理可知：a3
 ·a8
 =-6,故a4
 ·a7
 =a3
 ·a8
 =-6.

2. A



【解析】

 　一元二次方程ax2
 +bx+c=0无实根，说明a≠0,Δ=b2
 -4ac＜0.

条件(1)：a,b,c成等比，故b2
 =ac;Δ=b2
 -4ac=-3b2
 ≤0;b≠0，所以Δ=-3b2
 ＜0，条件(1)充分.

条件(2)：a,b,c成等差，故b=[image: ]
 ,Δ=b2
 -4ac=[image: ]
 2
 -4ac.

当a或c等于零时，上式大于等于零，条件(2)不充分.

3. A



【解析】

 　条件(1)：ea
 ,eb
 ,ec
 成等比，e2
 b=ea
 ec
 ，所以，2b=a+c，条件(1)充分.

条件(2)：lna,lnb,lnc成等差，2lnb=lna+lnc，所以，b2
 =ac，条件(2)不充分.

4. D



【解析】

 　a,b,c成等比数列，则b2
 =ac.

条件(1)：Δ=b2
 -ac=0，故b2
 =ac，充分.

条件(2)：互质的两个数的最小公倍数为这两个数的乘积，得到b2
 =ac，充分.

5. C



【解析】



am-1
 +am+1
 -am
 2
 =2am
 -am
 2
 =0⇒am
 =2或0(舍去);

S2m-1
 =[image: ]
 ×(2m-1)=am
 (2m-1)=38⇒m=10.

6. D



【解析】

 　由韦达定理得：an
 +an+1
 =2n+1，即

a1
 +(n-1)d+a1
 +(n+1-1)d=2+(2n-1)d=2n+1，

故d=1，an
 =n.

an
 an+1
 =[image: ]
 ，故bn
 =[image: ]
 ，因此Sn
 =b1
 +b2
 +…+bb
 =1-[image: ]
 =[image: ]
 .

7. B



【解析】

 　当二次项系数a2
 +c2
 =0时，得a=b=c=0，x可以取任意实数.当二次项系数a2
 +c2
 ≠0时，根的判别式：

Δ=4c2
 (a+b)2
 -4(a2
 +c2
 )(b2
 +c2
 )

=4a2
 c2
 +8abc2
 +4b2
 c2
 -4a2
 b2
 -4a2
 c2
 -4b2
 c2
 -4c4


=-4a2
 b2
 +8abc2
 -4c4


=-4(ab-c2
 )2
 ≤0.

若方程有实根，则必有Δ=-4(ab-c2
 )2
 =0，即ab-c2
 =0，c2
 =ab，故条件(1)不充分，条件(2)充分.






题型56　递推公式问题




[image: zt]
 母题精讲



母题56
 　(2008-1)如果数列{an
 }的前n项的和Sn
 =[image: ]
 an
 -3，那么这个数列的通项公式是( ).

(A)an
 =2(n2
 +n+1)

(B)an
 =3×2n


(C)an
 =3n+1

(D)an
 =2×3n


(E)以上都不是



【解析】

 　类型4，Sn
 -Sn-1
 法.

方法一：a1
 =S1
 =[image: ]
 a1
 -3，所以a1
 =6.

当n≥2时，an
 =Sn
 -Sn-1
 =[image: ]
 an
 -3-[image: ]
 an-1
 +3，得[image: ]
 =3.

所以数列{an
 }是首项为6，公比为3的等比数列，通项公式为：an
 =2×3n
 .



【快速得分法】

 　特殊值法.

令n=1，得a1
 =6；令n=2，得a1
 =18，代入选项验证即可.



【答案】

 　D

[image: zt]
 老吕施法


已知递推公式求an
 的问题，是一类重点题型，有以下几种出题模型：

模型1. 形如an+1
 -an
 =f(n)，用叠加法.

模型2. 形如an+1
 =an
 ·f(n)，用叠乘法.

模型3. 形如an+1
 =m·an
 +b，用设t凑等比法.

模型4. 形如Sn
 =f(an
 )，用Sn
 -Sn-1
 法.

若已知数列{an
 }的前n项和Sn
 ，求数列的通项公式an
 ，则：

[image: QQ截图20141105155723]

模型5. 直接计算法.


【快速解题法】
 几乎所有递推公式都可以用令n=1,2,3法，排除选项得到答案.

[image: zt]
 习题精练


1.(2008-10)a1
 =[image: ]
 .

(1)在数列{an
 }中，a3
 =2;

(2)在数列{an
 }中，a2
 =2a1
 ,a3
 =3a2
 .

2.(2009-1)若数列{an
 }中,an
 ≠0(n≥1),a1
 =[image: ]
 ,前n项和Sn
 满足an
 =[image: ]
 (n≥2)，则[image: ]
 是( ).

(A)首项为2，公比为[image: ]
 的等比数列

(B)首项为2，公比为2的等比数列

(C)既非等差数列也非等比数列

(D)首项为2，公差为[image: ]
 的等差数列

(E)首项为2，公差为2的等差数列

3.(2010-10)xn
 =1-[image: ]
 (n=1,2,3,……).

(1)x1
 =[image: ]
 ,xn+1
 =[image: ]
 (1-xn
 )(n=1,2,3,……);

(2)x1
 =[image: ]
 ,xn
 +1=[image: ]
 (1+xn
 )(n=1,2,3,……).

4.(2011-10)已知数列{an
 }满足an
 +1=[image: ]
 (n=1,2,3,……)，则a2
 =a3
 =a4
 .

(1)a1
 =[image: ]
 ;

(2)a1
 =-[image: ]
 .

5.(2013-10)设数列{an
 }满足a1
 =1，an+1
 =an
 +[image: ]
 (n≥1)，则a100
 =( ).

(A)1 650

(B)1 651

(C)[image: ]


(D)3 300

(E)3 301

6.(2013-1)设a1
 =1,a2
 =k，…，an+1
 =|an
 -an-1
 |,(n≥2)，则a100
 +a101
 +a102
 =2.

(1)k=2;　　　　　　(2)x是小于20的正整数.

7.已知数列{an
 }满足a1
 =0,an
 +1=[image: ]
 (n∈N+
 ),则a20
 =( ).

(A)0

(B)-[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)1

[image: zt]
 习题详解


1. C



【解析】

 　类型5，直接计算法.

两个条件单独显然不成立，联立两个条件.

由条件(2)得，a1
 =[image: ]
 =[image: ]
 ，由条件(1)得：a3
 =2，所以a1
 =[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 .

2. E



【解析】

 　类型4，Sn
 -Sn-1
 法.

方法一：当n=1时，[image: ]
 =[image: ]
 =2；

当n≥2时，

2an
 Sn
 -an
 =2Sn
 2
 ,

2（Sn
 -Sn-1
 ）Sn
 -（Sn
 -Sn-1
 ）=Sn
 2
 (n≥2),

Sn
 -Sn-1
 =-2Sn-1
 Sn
 ,

[image: ]
 -[image: ]
 =2,

故[image: ]
 是首项为2，公差为2的等差数列.



【快速得分法】

 　特殊值法.

当n=1时，[image: ]
 =[image: ]
 =2.

当n=2时，a2
 =[image: ]
 ，解得[image: ]
 =4.

同理可得，[image: ]
 =6.

由归纳法知，[image: ]
 是首项为2，公差为2的等差数列.

3. B



【解析】

 　类型3，设t凑等比法.

条件(1)和(2)显然不能推出同一个通项公式，所以两个条件不可能都充分.

条件(1)：令n=1，则x2
 =[image: ]
 (1-x1
 )=[image: ]
 ，将n=2代入xn
 =1-[image: ]
 ，可得x2
 =1-[image: ]
 =[image: ]
 ≠[image: ]
 ，所以条件(1)不充分.

条件(2)：xn
 +1=[image: ]
 (1+xn
 )，即

2xn+1
 =xn
 +1,

左右两边减2得2(xn+1
 -1)=xn
 -1，故：

[image: ]
 =[image: ]
 ,

所以{1-xn
 }为首项为[image: ]
 ，公比为[image: ]
 的等比数列.

通项公式为：1-xn
 =[image: ]
 ，即xn
 =1-[image: ]
 (n=1,2,3,……)，条件(2)充分.



【快速得分法】

 　特殊值法，令n=1,2,3验证即可，从略.

4. D



【解析】

 　类型5，直接计算法.

条件(1)：将a1
 =[image: ]
 代入an
 +1=[image: ]
 ，得a2
 =[image: ]
 =[image: ]
 ，同理可知a2
 =a3
 =a4
 =[image: ]
 ，充分.

条件(2)：将a1
 =-[image: ]
 代入an
 +1=[image: ]
 ，得a2
 =[image: ]
 =-[image: ]
 ，同理可知a2
 =a3
 =a4
 =-[image: ]
 ，充分.

5. B



【解析】

 　类型1，叠加法.

由an
 +1=an
 +[image: ]
 (n≥1)可知：

a2
 -a1
 =[image: ]
 ,

a3
 -a2
 =[image: ]
 ,

a4
 -a3
 =[image: ]
 ,

……

an
 -an-1
 =[image: ]
 .

将以上各式叠加，约去相同的项，可得：

an
 -a1
 =[image: ]
 +[image: ]
 +[image: ]
 +…+[image: ]
 =[image: ]
 ,

故an
 =[image: ]
 +1，a100
 =1 651.

6. D



【解析】

 　类型5，直接计算法.

条件(1)：

a1
 =1,a2
 =2；

a3
 =|a2
 -a1
 |=1,a4
 =|a3
 -a2
 |=1,a5
 =|a4
 -a3
 |=0；

a6
 =|a5
 -a4
 |=1,a7
 =|a6
 -a5
 |=1,a8
 =|a7
 -a6
 |=0.

可见，每3项开始循环，故有：

a99
 =1,a100
 =1,a101
 =0,a102
 =1,

所以a100
 +a101
 +a102
 =2，条件(1)充分.

条件(2)：如条件(1)，令k=1，k=2…k=19，经讨论均充分，故条件(2)充分.

7. B



【解析】

 　由a1
 =0,an+1
 =[image: ]
 (n∈N+
 )，得a2
 =-[image: ]
 ，a3
 =[image: ]
 ，a4
 =0，….由此可知，数列{an
 }是每3项为周期循环，故a20
 =a2
 =-[image: ]
 .




第五章　应用题





[image: zt]
 本章题型网




1.简单算术问题

2.工程问题[image: ]


3.平均值问题[image: ]


4.行程问题[image: ]


5.比例问题[image: ]


6.溶液问题[image: ]


7.集合问题[image: ]


8.最优解问题[image: ]


9.阶梯价格问题[image: ]







题型57　简单算术问题




[image: zt]
 母题精讲



母题57
 　(2014-1)某公司投资一个项目，已知上半年完成了预算的[image: ]
 ，下半年完成了剩余部分的[image: ]
 ，此时还有8千万元投资未完成，则该项目的预算为().

(A)3亿元　　(B)3.6亿元　　(C)3.9亿元　　(D)4.5亿元　　(E)5.1亿元



【解析】

 　设项目的预算为x，下半年完成量为：[image: ]
 ×[image: ]
 =[image: ]
 .

根据题意得：

x[image: ]
 =0.8,

解得x=3.6



【答案】

 　B

[image: zt]
 老吕施法


（1）这是最简单的一类应用题，但考的题目并不少.一般位于试卷的前4题，属于必拿分！

（2）常用约数、倍数法，迅速得解.

[image: zt]
 习题精练


1.(2012-1)某单位春季植树100棵，前2天安排乙组植树，其余任务由甲、乙两组用3天完成，已知甲组每天比乙组多植树4棵，则甲组每天植树().

(A)11棵

(B)12棵

(C)13棵

(D)15棵

(E)17棵

2.(2012-1)在一次捐赠活动中，某市将捐赠的物品打包成件，其中帐篷和食品共320件，帐篷比食品多80件，则帐篷的件数是().

(A)180

(B)200

(C)220

(D)240

(E)260

3.(2008-1)将价值200元的甲原料与价值480元的乙原料配成一种新原料，若新原料每一千克的售价分别比甲、乙原料每千克的售价少3元和多1元，则新原料的售价是().

(A)15元

(B)16元

(C)17元

(D)18元

(E)19元

4.(2011-1)某年级共有8个班，在一次年级考试中，共有21名学生不及格，每班不及格的学生最多有3名，则(一)班至少有1名学生不及格.

(1)(二)班的不及格人数多于(三)班；

(2)(四)班不及格的学生有2名.

5.(1997-1)某投资者以2万元购买甲、乙两种股票，甲股票的价格为8元/股，乙股票的价格为4元/股，它们的投资额之比是4∶1.在甲、乙股票价格分别为10元/股和3元/股时，该投资者全部抛出这两种股票，他共获利().

(A)3 000元

(B)3 889元

(C)4 000元

(D)5 000元

(E)2 300元

6.(1997-1)甲仓存粮30吨，乙仓存粮40吨，要再往甲仓和乙仓共运去粮食80吨，使甲仓粮食是乙仓粮食数量的1.5倍，应运往乙仓的粮食是().

(A)15吨

(B)20吨

(C)25吨

(D)30吨

(E)35吨

7.(2003-10)工厂人员由技术人员、行政人员和工人组成，共有男职工420人，是女职工的[image: ]
 倍，其中行政人员占全体职工的20％，技术人员比工人少[image: ]
 ，那么该工厂有工人().

(A)200人

(B)250人

(C)300人

(D)350人

(E)400人

[image: zt]
 习题详解


1. D



【解析】

 　设甲组每天植树x棵，则乙组每天植树x-4棵,由题意得:

2(x-4)+3(2x-4)=100,

解得x=15.

2. B



【解析】

 　设有帐篷x件，则有食品x-80件，据题意有：

x-80+x=320，

解得x=200.

3. C



【解析】

 　设新原料的售价为x元，则甲、乙两种原料的售价分别为x+3元、x-1元，根据题意得：

[image: ]
 +[image: ]
 =[image: ]
 ,

解得x=17.



【快速得分法】

 　整除法.

总价值为680元，选项中能整除680的数只有17，故选C.

4. D



【解析】

 　条件(1)：因为(二)班的不及格人数多于(三)班，又因为每个班最多3名学生不及格，所以(三)班的不及格人数小于等于2人，除(一)班外其他7个班不及格人数最多为20人，所以(一)班至少有1名学生不及格，条件(1)充分.

同理，条件(2)也充分.

5. A



【解析】

 　甲股票的投资数量为：[image: ]
 =2 000(股),乙股票的投资数量为：[image: ]
 =1 000(股),故获利总额为：2 000×(10-8)-1000×(4-3)=3 000(元).

6. B



【解析】

 　设应运往乙仓的粮食为x吨，则运往甲仓的粮食为80-x吨，根据题意得：

[image: ]
 =1.5,

解得x=20.

7. C



【解析】

 　总职工人数=420÷[image: ]
 +420=735.

设有工人x人，可得：x+[image: ]
 x=735×(1-20%),解得x=300.






题型58　工程问题




[image: zt]
 母题精讲



母题58
 　(2010-10)一项工程要在规定时间内完成，若甲单独做要比规定的时间推迟4天，若乙单独做要比规定的时间提前2天完成.若甲、乙合作了3天，剩下的部分由甲单独做，恰好在规定时间内完成，则规定时间为()天.

(A)19

(B)20

(C)21

(D)22

(E)24



【解析】

 　设规定时间为x天，则甲单独做需要x+4天，乙单独做需要x-2天，根据题意可知：

3[image: ]
 +(x-3)×[image: ]
 =1,

解得：x=20.



【答案】

 　B

[image: zt]
 老吕施法


(1)基本等量关系：工作效率=工作量/工作时间.

(2)常用的等量关系：各部分的工作量之和+没干完的工作量=总工作量=1.

(3)给水排水问题：原有水量+进水量=排水量+余水量.

[image: zt]
 习题精练


1.(1998-1)一批货物要运进仓库，由甲、乙两队合运9小时，可运进全部货物的50%，乙队单独运则要30小时才能运完，又知甲队每小时可运进3吨，则这批货物共有().

(A)135吨

(B)140吨

(C)145吨

(D)150吨

(E)155吨

2.甲、乙两队开挖一条水渠，甲队单独挖要8天完成，乙队单独挖要12天完成.现在两队同时挖了几天后，乙队调走，余下的甲队在3天内完成，乙队挖了()天.

(A)1

(B)2

(C)3

(D)4

(E)5

3.加工一批零件，甲单独做20天可以完工，乙单独做30天可以完工.现两队合作来完成这个任务，合作中甲休息了2.5天，乙休息了若干天，恰好14天完工,则乙休息了()天.

(A)[image: ]


(B)1

(C)[image: ]


(D)2

(E)[image: ]


4.一项工程，甲先单独做2天，然后与乙合做7天，这样才能完成全工程的一半.已知甲、乙工效的比是2∶3,如果这项工程由乙单独做，需要()天才能完成.

(A)24

(B)25

(C)26

(D)27

(E)28

5.搬运一个仓库的货物，甲需10小时，乙需12小时，丙需15小时.有同样的仓库A和B，甲在A仓库，乙在B仓库同时开始搬运货物，丙开始帮助甲搬运，中途又转向帮助乙搬运，最后同时搬完两个仓库的货物.丙帮助甲、乙各搬运了(　　)小时.

(A)1，2

(B)2，3

(C)2，5

(D)3，5

(E)2，4

6.一项工程，乙队先独做4天，继而甲、丙两队合做6天，剩下的工程甲队又独做9天才全部完成.已知乙队完成的是甲队的[image: ]
 ，丙队完成的是乙队的2倍.如果甲单独做，需()天.

(A)18

(B)24

(C)28

(D)30

(E)45

7.(2002-1)公司的一项工程由甲、乙两队合作6天完成，公司需付8 700元，由乙、丙两队合作10天完成，公司需付9 500元，甲、丙两队合作7.5天完成，公司需付8 250元，若单独承包给一个工程队并且要求不超过15天完成全部工作，则公司付钱最少的队是().

(A)甲队

(B)丙队

(C)乙队

(D)不能确定

(E)以上均不正确

8.(2007-10)管径相同的三条不同管道甲、乙、丙可同时向某基地容积为1 000立方米的油罐供油.丙管道的供油速度比甲管道供油速度大.

(1)甲、乙同时供油10天可注满油罐;

(2)乙、丙同时供油5天可注满油罐.

9.一池水，甲、乙两管同时开，5小时灌满，乙、丙两管同时开，4小时灌满.现在先开乙管6小时，还需甲、丙两管同时开2小时才能灌满.乙单独开需要()小时可以灌满.

(A)12

(B)18

(C)20

(D)30

(E)40

10.(2006-1)甲、乙两项工程分别由一、二工程队负责完成，晴天时，一队完成甲工程需要12天，二队完成乙工程需要15天，雨天时，一队的工作效率是晴天时的60%，二队的工作效率是晴天时的80%，结果两队同时开工并同时完成各自的工程，那么，在这段施工期间雨天的天数为().

(A)8

(B)10

(C)12

(D)15

(E)以上结论均不正确

[image: zt]
 习题详解


1. A



【解析】

 　设共有货物x吨，乙队每小时可运y吨，则

[image: ]
 ⇒x=135,y=4.5.

2. C



【解析】

 　设乙队做了t天，根据题意得：

[image: ]
 t+[image: ]
 ×3=1,

解得t=3.

3. C



【解析】

 　由题意知，甲做了11.5天，设乙休息了x天，则有：

[image: ]
 ×12.5+[image: ]
 ×(14-x)=1,

解得：x=[image: ]
 .

4. C



【解析】

 　设甲的工效为x，则乙的工效为[image: ]
 x，由题意得：

9x+7×[image: ]
 x=[image: ]
 ,

解得x=[image: ]
 ，故乙的工效为：[image: ]
 ×[image: ]
 =[image: ]
 ，所以乙单独做这项工程需要26天完成.

5. D



【解析】

 　可以看作甲、乙、丙合作搬运A、B两仓，2÷[image: ]
 =8(小时)，甲在A仓库运8小时，余下的是丙搬运的，乙在B仓库搬运8小时，余下的是丙搬运的.

丙运A仓库[image: ]
 ÷[image: ]
 =3(小时).

丙运B仓库[image: ]
 ÷[image: ]
 =5(小时).

6. D



【解析】

 　设甲的工作效率为x，乙的工作效率为y，丙的工作效率为z，根据题意得：

[image: ]
 ,

解得：x=[image: ]
 ,y=[image: ]
 ,z=[image: ]
 ,故甲单独做需要30天.

7. A



【解析】

 　设甲乙丙的工作效率分别为x，y，z,有

[image: ]
 ，

解得：x=[image: ]
 ,y=[image: ]
 ,z=[image: ]
 .即甲完成工作需要10天，乙完成工作需要15天，丙完成工作需要30天.要求15天内完成工作，所以只能由甲队或乙队工作.

设甲队每天酬金m元，乙队每天n元，丙每天k元，可得

[image: ]
 ,

解得m=800，n=650，k=300,所以，由甲队完成共需工程款800×10=8 000(元).由乙队完成共需工程款650×15=9 750(元).

8 000＜9 750，因此由甲队单独完成此项工程花钱最少.

8. C



【解析】

 　两个条件单独显然不充分，联立之.

设甲、乙、丙三条管道的供油效率分别为x，y，z.

由条件(1)：x+y=[image: ]
 ，得x=[image: ]
 -y;

由条件(2)：y+z=[image: ]
 ，得z=[image: ]
 -y.

显然z＞x，联立两个条件充分.



【快速得分法】

 　逻辑推理法.

联立两个条件可知，乙和甲一起供油比乙和丙一起供油要慢，可见甲比丙要慢.

9. C



【解析】

 　设甲需x小时，乙需y小时，丙需z小时，根据题意得：

[image: ]
 ,

解得：x=[image: ]
 ,y=20,z=5，故乙单独开需要20小时.

10. D



【解析】

 　设雨天为x天，则甲队在雨天中完成的工作量在晴天时需[image: ]
 x天完成，有[image: ]
 x-[image: ]
 x=15-12，解得x=15.






题型59　平均值问题




[image: zt]
 母题精讲



母题59
 　(2014-1)某部门在一次联欢活动中共设了26个奖，奖品均价为280元，其中一等奖单价为400元，其他奖品均价为270元，一等奖的个数为().

(A)6

(B)5

(C)4

(D)3

(E)2



【解析】

 　设一等奖的个数为x个，则其他奖品个数为26-x个，根据题意得：

280×26=400x+270(26-x),

解得：x=2.



【快速得分法】

 　十字交叉法.

[image: ]


所以：[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 .



【答案】

 　E

[image: zt]
 老吕施法


（1）涉及两类对象的平均指标问题，常用十字交叉法.

（2）算术平均值公式：[image: 5001]


[image: zt]
 习题精练


1.(2008-10)某班有学生36人，期末各科平均成绩为85分以上的为优秀生，若该班优秀生的平均成绩为90分，非优秀生的平均成绩为72分，全班平均成绩为80分，则该班优秀生的人数是().

(A)12

(B)14

(C)16

(D)18

(E)20

2.(2009-10)已知某车间的男工人数比女工人数多80%，若在该车间一次技术考核中全体工人的平均成绩为75分，而女工平均成绩比男工平均成绩高20%，则女工的平均成绩为()分.

(A)88

(B)86

(C)84

(D)82

(E)80

3.(2012-1)已知三种水果的平均价格为10元/千克，则每种水果的价格均不超过18元/千克.

(1)三种水果中价格最低的为6元/千克;

(2)购买重量分别是1千克、1千克和2千克的三种水果共用了46元.

4.五位选手在一次物理竞赛中共得412分，每人得分互不相等且均为整数，其中得分最高的选手得90分，那么得分最少的选手至多得()分.

(A)77

(B)78

(C)79

(D)80

(E)81

5.某物理竞赛原定一等奖10人，二等奖20人.现将一等奖中最后5人调整为二等奖，这样，得二等奖的学生平均分提高了1分，得一等奖的学生平均分提高了2分.则原来一等奖平均分比二等奖平均分高m分.

(1)m=6;　　　　　(2)m=7.

[image: zt]
 习题详解


1. C



【解析】

 　设优秀生的人数为x人，则非优秀生为36-x人，根据题意得：

90x+72(36-x)=36×80,

解得x=16.



【快速得分法】

 　十字交叉法.

[image: ]


故：[image: ]
 =[image: ]
 ，则优秀生人数为16人.

2. C



【解析】

 　设男工的平均成绩为y，则女工的平均成绩为1.2y，则有

[image: ]


故有：[image: ]
 =[image: ]
 ，解得：y=70，女工平均成绩：1.2y=84分.

3. D



【解析】

 　设三种水果的价格分别为x,y,z，有x+y+z=30.

条件(1)：x=6，则y+z=24，显然y,z的价格均不超过18元/千克，否则与x=6为最低价格相矛盾，条件(1)充分.

条件(2)：x+y+2z=46，联立x+y+z=30⇒z=16,x+y=14，所以每种水果的价格均不超过18元/千克，条件(2)充分.

4. C



【解析】

 　其余的四个人的平均成绩：[image: ]
 =80.5分.

每位选手的得分都是整数，故四个选手的得分为：79,80,81,82，故得分最少的选手至多得分为79分.

5.



【解析】

 　设原来一等奖平均分为x，二等奖平均分为y，根据题意得：

10x+20y=(10-5)(x+2)+(20+5)(y+1)，

解得：x-y=7，即原来一等奖比二等奖高7分，条件(2)充分.






题型60　行程问题




[image: zt]
 母题精讲



母题60
 　(2013-1)甲乙两人同时从A点出发，沿400米跑道同向均匀行走，25分钟后乙比甲少走了一圈，若乙行走一圈需要8分钟，甲的速度是(单位：米/分钟)().

A. 62

B. 65

C. 66

D. 67

E. 69



【解析】

 　设甲的速度为v甲
 ，乙的速度为v乙
 ，易知：v乙
 =[image: ]
 =50(米/分)，根据题意得：

25v甲
 -25v乙
 =400，

解得v甲
 =66(米/分).



【答案】

 　C

[image: zt]
 老吕施法



1.行程问题的常用等量关系


（1）基本等量关系：路程=速度×时间.

（2）相遇：甲的速度×时间+乙的速度×时间=距离之和.

（3）追及：追及时间=追及距离÷速度差.

（4）迟到：实际时间-迟到时间=计划时间.

（5）早到：实际时间+早到时间=计划时间.


2.相对速度问题


（1）迎面而来，速度相加；同向而去，速度相减.

（2）航行问题.

顺水速度=船速+水速;

逆水速度=船速-水速.


3.与火车有关的问题


火车问题一般需要考虑车身的长度，例如：

（1）火车穿过隧道.

火车通过的距离=车长+隧道长.

（2）快车超过慢车.

相对速度=快车速度-慢车速度（同向而去，速度相减）；

相对距离=快车长度+慢车长度.

（3）两车相对而行.

相对速度=快车速度+慢车速度（迎面而来，速度相加）；

从相遇到离开的距离为两车长度之和.

[image: zt]
 习题精练


1.(1998-1)甲、乙两汽车从相距695公里的两地出发，相向而行，乙汽车比甲汽车迟2个小时出发，甲汽车每小时行驶55公里，若乙汽车出发后5小时与甲汽车相遇，则乙汽车每小时行驶().

(A)55千米

(B)58千米

(C)60千米

(D)62千米

(E)65千米

2.(1998-1)在有上，下行的轨道上，两列火车相向开来，若甲车长187米，每秒行驶25米，乙车长173米，每秒行驶20米，则从两车头相遇到两车尾离开，需要().

(A)12秒

(B)11秒

(C)10秒

(D)9秒

(E)8秒

3.(1999-10)一列火车长75米，通过525米长的桥梁需要40秒，若以同样的速度穿过300米的隧道，则需要().

(A)20秒

(B)约23秒

(C)25秒

(D)约27秒

(E)约28秒

4.(2001-10)从甲地到乙地,水路比公路近40千米,上午10∶00,一艘轮船从甲地驶往乙地,下午1∶00,一辆汽车从甲地开往乙地,最后船、车同时到达乙地.若汽车的速度是每小时40千米,轮船的速度是汽车的[image: ]
 ,则甲乙两地的公路长为().

(A)320千米

(B)300千米

(C)280千米

(D)260千米

5.(2004-1)快慢两列车长度分别为160米和120米，它们相向驶在平行轨道上，若坐在慢车上得人见整列快车驶过得时间是4秒，那么坐在快车上的人见整列慢车驶过得时间是().

(A)3秒

(B)4秒

(C)5秒

(D)6秒

(E)以上答案均不正确

6.(2005-10)一列火车完全通过一个长为1 600米的隧道用了25秒，通过一根电线杆用了5秒，则该列火车的长度为().

(A)200米

(B)300米

(C)400米

(D)450米

(E)500米

7.(2006-1)一辆大巴车从甲城以匀速v行驶可按预定时间到达乙城，但在距乙城还有150千米处因故停留了半小时，因此需要平均每小时增加10千米才能按预定时间到达乙城，则大巴车原来的速度v=().

(A)45千米/小时

(B)50千米/小时

(C)55千米/小时

(D)60千米/小时

(E)以上结论均不正确

8.(2004-10)甲、乙两人同时从同一地点出发，相背而行.1小时后他们分别到达各自的终点A和B.若从原地出发，互换彼此的目的地，则甲在乙到达A之后35分钟到达B.甲的速度和乙的速度之比是().

(A)3∶5

(B)4∶3

(C)4∶5

(D)3∶4

(E)以上结论均不正确

9.(2006-10)某人以6千米/小时的平均速度上山，上山后立即以12千米/小时的平均速度原路返回，那么此人在往返过程中的每小时平均所走的千米数为().

(A)9

(B)8

(C)7

(D)6

(E)以上结论均不正确

10.(2007-1)甲、乙、丙三人进行百米赛跑(假设他们速度不变)，当甲到达终点时，乙距离终点还有10米，丙距离终点还有16米，同当乙到达终点时，丙距离终点还差()米.

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)以上结论均不正确

11.甲、乙两辆汽车同时从A、B两站相向开出.第一次在离A站60千米的地方相遇.之后，两车继续以原来的速度前进.各自到达对方车站后都立即返回，又在距B站30千米处相遇.两站相距()千米.

(A)130

(B)140

(C)150

(D)160

(E)180

12.(2002-10)AB两地相距15千米，甲中午12时从A地出发，步行前往B地，20分钟后乙从B地出发骑车前往A地，到达A地后乙停留40分钟后骑车从原路返回，结果甲、乙同时到达B地，若乙骑车比甲步行每小时快10千米，则两人同时到达B地的时间是().

(A)下午2时

(B)下午2时半

(C)下午3时

(D)下午3时半

(E)以上答案均不正确

13.(2009-1)一艘轮船往返航行于甲、乙两个码头之间，若船在静水中的速度不变，则当这条河的水流速度增加50%时，往返一次所需的时间比原来将().

(A)增加

(B)减少半个小时

(C)不变

(D)减少一个小时

(E)无法判断

14.(2009-10)一艘小轮船上午8：00起航逆流而上(设船速和水流速度一定)，中途船上一块木板落入水中，直到8：50船员才发现这块重要的木板丢失，立即调转船头去追，最终于9：20追上木板.由上述数据可以算出木板落水的时间是().

(A)8:35

(B)8:30

(C)8:25

(D)8:20

(E)8:15

15.(2010-10)在一条与铁路平行的公路上有一行人与一骑车人同向行进，行人速度为3.6千米/小时，骑车速度为10.8千米/小时.如果一列火车从他们的后面同向匀速驶来，他通过行人的时间是22秒，通过骑车人的时间是26秒，则这列火车的车身长为()米.

(A)186

(B)268

(C)168

(D)286

(E)188

[image: zt]
 习题详解


1. D



【解析】

 　设乙车的速度为x，两人行驶的路程之和等于总路程，故有：

55×(5+2)+5x=695,

解得x=62.

2. E



【解析】

 　从两车头相遇到车尾离开，走的相对路程为两车长之和；相向而行，相对速度为两者速度之和，故所求时间为[image: ]
 =8(秒).

3. C



【解析】

 　设通过300米的隧道需要t秒，根据速度不变，得：

[image: ]
 =[image: ]
 ,

解得：t=25.

4. C



【解析】

 　设公路长为x，则水路长为x-40，轮船的速度为40×[image: ]
 =24千米/小时，设轮船走了t小时，则车走了t-3小时，根据题意得：

[image: ]
 ，

解得：t=10,x=280.

5. A



【解析】

 　设快车速度为a，慢车速度为b，

[image: ]
 =4,

解得(a+b)=[image: ]
 =40,所以快车上看见慢车驶过的时间为[image: ]
 =3.

6. C



【解析】

 　令火车长为a，火车通过隧道的电线杆时的速度相等，即

[image: ]
 =[image: ]
 ，

解得a=400(米).

7. B



【解析】

 　有[image: ]
 =[image: ]
 +[image: ]
 ，即v2
 +10v-3 000=0，解得v1
 =50，v2
 =-60(舍去).

8. D



【解析】

 　设甲的速度是x，乙的速度是y.

设甲从P地出发到A地，乙从P地出发到B地，一小时后到达目的地,则AP=x，BP=y，

[image: 5002]


　　交换目的地之后，甲从P地出发到B，乙从P地出发到A，则

[image: ]
 +[image: ]
 =[image: ]
 ,

解得[image: ]
 =[image: ]
 或-[image: ]
 (舍去).

9. B



【解析】

 　设此人的平均速度为x，上山和下山路程均为1.

可知：上山所用时间t1
 =[image: ]
 ，下山所用时间t2
 =[image: ]
 ,所以x=[image: ]
 =8，即每小时走8千米.

10. B



【解析】

 　速度不变的情况下，相同时间内跑的距离比始终不变，设乙到达终点时，丙一共跑了x米，则有：

[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 ，

得

x=[image: ]
 ,

故丙距离终点的距离为：100-[image: ]
 =[image: ]
 (米).

11. C



【解析】

 　根据题意画图5—1：

[image: 5003]



图5—1




方法一：设AB两地距离为S，则第一次相遇时，两车路程之和为S，从第一次相遇到第二次相遇，两车路程之和为2S；

第一次相遇时经过的时间为t，因为两车速度始终不变，故从第一次相遇到第二次相遇的行驶时间为2t.

故AC=v甲
 t=60(千米)，BC+BD=v甲
 ·2t=120(千米)，BC=120-BD=120-30=90(千米)；故AB=AB+BC=60+90=150(千米).

方法二：设CD的长度为x，两车的速度保持不变，故有：

[image: ]
 ，

解得：x=60，故AB=60+60+30=150(千米).

12. C



【解析】

 　设甲的速度为x，乙的速度为x+10，因为两人同时到达B地，故有：

[image: ]
 =1+[image: ]
 ，

解得：x=5或-30(负值舍去).

甲用的时间是[image: ]
 =3(小时)，下午3点到达.

13. A



【解析】

 　设甲、乙两个码头之间距离为s，船在静水中的速度为v，原来的水流速度为x，则后来的水流速度为[image: ]
 x，根据题意得：

原来往返所需要的时间t1
 =[image: ]
 ,

后来往返所需的时间t2
 =[image: ]
 ,

t2
 -t1
 =[image: ]
 -[image: ]
 　　　　　

   =[image: ]


   =s[image: ]
 ＞0,

故增加水速增加了往返所需要的时间.



【快速得分法】

 　极值法.

设水速增加到与船速相等，则船逆水行驶的速度为0，永远达不到目的地.显然增加水速就增加了往返所需要的时间.

14. D



【解析】

 　设轮船出发后过了t分钟，木板落入水中.设船的速度和水的速度分别为v船
 ，v水
 ，根据题意可知，船逆流而上的距离+木板顺流而下的距离=船顺流去追的距离，即

(v船
 -v水
 )×(50-t)+v水
 ×(80-t)=(v船
 +v水
 )×30,

解得t=20,即木板落水时间为8：20.



【快速得分法】

 　极值法.

设水流速度为0，木板位置保持不变，船的速度保持不变，则远离木板的时间等于回追木板的时间，均为30分钟，所以木板丢失的时间比8：50早30分钟，即8：20木板落水.

15. D



【解析】

 　设火车的长度为x，火车的速度为v米/秒，行人的速度为1米/秒，骑车人的速度为3米/秒,则火车与行人的相对速度为v-1，火车与骑车人的相对速度为v-3，根据题意得：

[image: ]
 ，

解得x=286.



【快速得分法】

 　最小公倍数法.

两个时间分别为22秒和26秒，可知车身长很可能是11和13的公倍数，只有D选项符合.






题型61　简单比率问题




[image: zt]
 母题精讲



母题61
 　(2003-1)某公司得到一笔贷款共68元用于下属三个工厂的设备改造，结果甲、乙、丙三个工厂按比例分别得到36万元、24万元和8万元.

(1)甲、乙、丙三个工厂按[image: ]
 的比例分配贷款;

(2)甲、乙、丙三个工厂按9∶6∶2的比例分配贷款.



【解析】

 　条件(1)各项同乘以18，可知两个条件等价.

36∶24∶8＝9∶6∶2＝[image: ]
 ，两个条件都充分.



【答案】

 　D

[image: zt]
 老吕施法



(1)连比数问题.


若甲∶乙=a∶b，乙∶丙=c∶d，则甲∶乙∶丙=ac∶bc∶bd.


(2)常用赋值法.


[image: zt]
 习题精练


1.(2006-10)仓库中有甲、乙两种产品若干件，其中甲占总库存量的45%，若再存入160件乙产品后，甲产品占新库存量的25%，那么甲产品原有件数为().

A. 80　　　　B. 90　　　　C. 100　　　　D. 110　　　　E.以上结论均不正确

2.(2012-10)第一季度甲公司比乙公司的产值低20%.第二季度甲公司的产值比第一季度增长了20%，乙公司的产值比第一季度增长了10%.第二季度甲、乙两公司的产值之比是().

A. 96∶115

B. 92∶115

C. 48∶55

D. 24∶25

E. 10∶11

3.(1997-10)某地连续举办三场国际商业足球比赛,第二场观众比第一场少了80%,第三场观众比第二场减少了50%,若第三场观众仅有2 500人,则第一场观众有().

(A)15 000人

(B)20 000人

(C)22 500人

(D)25 000人

(E)27 500人

4.(1997-10)某商品打九折会使销售增加20%,则这一折扣会使销售额增加的百分比是().

(A)18%

(B)10%

(C)8%

(D)5%

(E)2%

5.(1999-1)一批图书放在两个书柜中，其中第一柜占55%，若从第一柜中取出15本放入第二柜内，则两书柜的书各占这批图书的50%，这批图书共有().

(A)200本

(B)260本

(C)300本

(D)360本

(E)600本

6.(1999-10)容器内装满铁质或木质的黑球与白球，其中30%是黑球，60%的白球是铁质的，则容器中木质白球的百分比是().

(A)28%

(B)30%

(C)40%

(D)42%

(E)70%

7.(2001-10)健身房中,某个周末下午3:00,参加健身的男士与女士人数之比为3∶4,下午5:00,男士中有25%,女士中有50%离开了健身房,此时留在健身房内的男士与女士人数之比是().

(A)10∶9

(B)9∶8

(C)8∶9

(D)9∶10

8.(2002-1)某厂生产的一批产品经产品检验，优等品与二等品的比是5∶2，二等品与次品的比是5∶1，则该批产品的合格率(合格品包括优等品与二等品)为().

(A)92%

(B)92.3%

(C)94.6%

(D)96%

9.(2006-10)甲、乙两仓库储存的粮食重量之比为4∶3，现从甲库中调出10万吨粮食，则甲、乙两仓库存粮吨数之比为7∶6.甲仓库原有粮食的万吨数为().

(A)70

(B)78

(C)80

(D)85

(E)以上结论均不正确

10.(2009-1)某国参加北京奥运会的男女运动员的比例原为19∶12，由于先增加若干名女运动员，男女运动员的比例变20∶13，后又参加了若干名男运动员，于是男女运动员比例最终变为30∶19，如果后增加的男运动员比先增加的女运动员多3人，则最后运动员的总人数为().

(A)686

(B)637

(C)700

(D)661

(E)600

[image: zt]
 习题详解


1. B



【解析】

 　设原库存总量为x，则原有甲产品0.45x，根据题意得：

(x+160)×25%=0.45x，

解得x=200,所以甲产品原有：0.45×200=90(件).

2. C



【解析】

 　设乙公司的产值为100，则第一季度甲公司的产值为80；第二季度甲公司的产值：80×120%=96；第二季度乙公司的产值：100×110%=110；故甲∶乙=96∶110=48∶55.

3. D



【解析】

 　设第一场观众为x人，根据题意得：

x×(1-80%)(1-50%)=2 500，

解得x=25 000.

4. C



【解析】

 　赋值法.设原价为1元，销售100件，故原销售额为100元；现打九折销售，为0.9元/件，销售量为120件，故销售额为108元；故增加的百分比=[image: ]
 =8%.

5. C



【解析】

 　设这批图书共有x本，则0.55x-15=0.45x+15，解得x=300.

6. A



【解析】

 　赋值法，设共有100个球，则黑球为30个，白球为70个；白球中40%是木质的，故木质白球为70×40%=28个，占28%.

7. B



【解析】

 　赋值法.设参加下午3点时，男士为300人，女士为400人，则下午5点时：男士人数：300×(1-25%)=225;女士人数：400×(1-50%)=200.故男女人数之比为：[image: ]
 =[image: ]
 .

8. C



【解析】

 　取中间数的最小公倍数，列成表5—1.


表5—1






	


优等品


	

二等品


	

次品





	
5


	
2


	





	


	
5


	
1





	
25


	
10


	
2








故优等品∶二等品∶次品=25∶10∶2，合格率∶[image: ]
 ≈94.6%.

9. C



【解析】

 　4∶3=8∶6，调出后成为7∶6，可见调出量为甲仓库原存量的[image: ]
 ，故甲仓库原有粮食∶10×8=80(万吨).

10. B



【解析】

 　设原来男运动员人数为19k，女运动员人数为12k(k∈N*)，先增加x名女运动员，则后增加的男运动员是x+3人，根据题意得：

[image: ]
 ,

解得k=20，x=7.

运动员总数为：(19k+x+3)+(12k+x)=637.






题型62　利润问题




[image: zt]
 母题精讲



母题62
 　(2009-10)甲、乙两商店某种商品的进货价格都是200元，甲店以高于进货价格20%的价格出售，乙店以高于进货价格15%的价格出售，结果乙店的售出件数是甲店的2倍.扣除营业税后乙店的利润比甲店多5 400元.若设营业税率是营业额的5%，那么甲、乙两店售出该商品各为()件.

(A)450,900

(B)500,1 000

(C)550,1 100

(D)600,1 200

(E)650,1 300



【解析】

 　设甲店卖出x件，则乙店卖出2x件，甲店的售价为1.2×200=240(元)，乙店的售价为1.15×200=230(元)，根据题意得：

(240-240×5%-200)×x+5 400=(230-230×5%-200)×2x，

解得x=600，故甲、乙两商品售出数量分别为600、1 200.



【答案】

 　D

[image: zt]
 老吕施法


(1)利润=销售额-成本.

(2)利润率=(利润/成本)×100%.

[image: zt]
 习题精练


1.(2006-1)某电子产品一月份按原定价的80%出售，能获利20%，二月份由于进价降低，按同样原定价的75%出售，却能获利25%，那么二月份进价是一月份进价的百分之().

(A)92

(B)90

(C)85

(D)80

(E)75

2.(1999-10)某商店将每套服装按原价提高50%后再作7折“优惠”的广告宣传，这样每售出一套服装可获利625元.已知每套服装的成本是2 000元，该店按“优惠价”售出一套服装比按原价().

(A)多赚100元　　　　　(B)少赚100元　　　　　　(C)多赚125元

(D)少赚125元　　　　　(E)多赚155元

3.(2001-1)一商店把某商品按标价的九折出售，仍可获利20%，若该商品的进价为每件21元，则该商品每件的标价为().

(A)26元　　　　(B)28元　　　　(C)30元　　　　(D)32元

4.(2002-10)甲花费5万元购买了股票,随后他将这些股票转卖给乙,获利10%,不久乙又将这些股票返卖给甲,但乙损失了10%,最后甲按乙卖给他的价格的9折把这些股票卖掉了,不计交易费,甲在上述股票交易中().

(A)不盈不亏

(B)盈利50元

(C)盈利100元

(D)亏损50元

5.(2002-10)商店出售两套礼盒,均以210元售出,按进价计算,其中一套盈利25%,而另一套亏损25%,结果商店().

(A)不赔不赚

(B)赚了24元

(C)亏了28元

(D)亏了24元

6.(2004-1)某工厂生产某种新型产品，一月份每件产品销售得利润是出厂价的25%(假设利润等于出厂价减去成本)，二月份每件产品出厂价降低10%，成本不变，销售件数比一月份增加80%，则销售利润比一月份的销售利润增长().

(A)6%

(B)8%

(C)15.5%

(D)25.5%

(E)以上结论均不正确

[image: zt]
 习题详解


1. B



【解析】

 　赋值法.

设一月份定价10元，8元出售，进价为8×[image: ]
 =[image: ]
 (元);二月份7.5元出售，进价7.5×[image: ]
 =6(元).

[image: ]
 　　=0.90.

2. C



【解析】

 　设原价为x，现在的售价为2 000+625=2 625元，故有

x×(1+50%)×0.7=2 625(元)，

解得：x=2 500，故比原价多赚：2 625-2 500=125(元).

3. B



【解析】

 　设商品标价为x元，根据题意得：利润=0.9x-21=21×20%，解得x=28.

4. B



【解析】

 　第一笔交易，甲卖给乙：甲获利=50 000×10%=5 000(元)，售价为55 000(元)；

第二笔交易，乙卖给甲：售价=55 000×(1-10%)=49 500(元)；

第三笔交易，甲售出：甲亏损=49 500×(1-90%)=4 950(元)；

故甲共获利：5 000-4 950=50(元).

5. C



【解析】

 　盈利的礼盒进价为：[image: ]
 =168(元)；

亏损的礼盒进价为：[image: ]
 =280(元).

210×2-168-280=-28(元),所以亏损了28元.

6. B



【解析】

 　赋值法.设一月份出厂价为100元，利润为25元每件，则成本价为75元，设一月份售出10件，则总利润为250元；二月份出厂价为100×(1-10%)=90(元)，利润为90-75=15(元)每件，售出18件，总利润为270元.故利润增长率为：[image: ]
 ×100%=8%.






题型63　增长率问题




[image: zt]
 母题精讲



母题63
 　(2012-1)某商品的定价为200元，受金融危机的影响，连续两次降价20%后的售价为().

(A)114元　　(B)120元　　(C)128元　　(D)144元　　(E)160元



【解析】

 　200×(1-0.2)2
 =128(元).



【答案】

 　C

[image: zt]
 老吕施法


设基础数量为a，平均增长率为x，增长了n期（n年、n月、n周等），期末值设为b，则有：

b=a(1+x)n
 .

[image: zt]
 习题精练


1.(1997-10)银行的一年期定期存款利率为10%,某人于1991年1月1日存入 10 000 元,1994年1月1日取出,若按复利计算,他取出时所得的本金和利息共计是().

(A)10 300元

(B)10 303元

(C)13 000元

(D)13 310元

(E)14 641元

2.(2003-10)某城区2001年绿地面积较上年增加了20%，人口却负增长，结果人均绿地面积比上年增长了21%.

(1)2001年人口较上年下降了8.26‰;

(2)2001年人口较上年下降了10‰.

3.(2012-10)某商品经过八月份与九月份连续两次降价，售价由m元降到了n元,则该商品的售价平均每次下降了20%.

(1)m-n=900;

(2)m+n=4 100.

4.(2007-10)某电镀厂两次改进操作方法，使用锌量比原来节约15%，则平均每次节约().

(A)42.5%

(B)7.5%

(C)[image: ]
 ×100%

(D)[image: ]
 ×100%

(E)以上结论均不正确

[image: zt]
 习题详解


1. D



【解析】

 　1 000×(1+10%)3
 =13 310(元).

2. A



【解析】

 　赋值法.设2000年人口数为100，绿地面积为100.

设2001年人口数为100-a，绿地面积为120，根据题意得：

[image: ]
 -1=0.21,

解得，a=0.826.

3. C



【解析】

 　两个条件显然不充分，联立得：m=2 500,n=1 600，设每次下降x，由题意得：

2 500(1-x)2
 =1 600,

解得x=20%，故联立起来充分.

4. C



【解析】

 　设原来用锌量为a，平均节约率为x，根据题意有：

a(1-x)2
 =a(1-15%)，

解得x=1-[image: ]
 .






题型64　溶液问题




[image: zt]
 母题精讲



母题64
 　(2014-1)某容器中装满了浓度为90%的酒精，倒出1升后用水将容器充满,搅拌均匀后又倒出1升，再用水将容器注满，已知此时的酒精浓度为40%，则该容器的容积是().

(A)2.5升

(B)3升

(C)3.5升

(D)4升

(E)4.5升



【解析】

 　设容器的容积为V，根据题意得：

V×90%×[image: ]
 ×[image: ]
 =40%×V,

解得：V=3.



【快速得分法】

 　因为每次倒出来的体积均为1 L，相当于每次以固定的比例进行稀释，故将此题看作递减率问题，设每次倒出的1 L占整个容器体积的比例为x，得：

90%(1-x)2
 =40%，

解得：x=[image: ]
 ，所以，容器体积为3L.



【答案】

 　B

[image: zt]
 老吕施法



(1)浓度=(溶质/溶液)×100%.



(2)溶质守恒定律.


无论如何倒来倒去，溶质的量保持不变.

若添加了溶质（如纯药液），水的量没变，则把水看作溶质，把溶质（纯药液）看作溶剂.


(3)溶液配比问题.


对于将不同浓度的两种溶液配成另外一种浓度的溶液的问题，使用十字交叉法.

[image: zt]
 习题精练


1.(2012-10)一满桶纯酒精倒出10升后，加满水搅匀，再倒出4升后，再加满水.此时，桶中的纯酒精与水的体积之比是2∶3，则该桶的容积是()升.

(A)15

(B)18

(C)20

(D)22

(E)25

2.(2009-1)在某实验中，三个试管各盛水若干克.现将浓度为12%的盐水10克倒入A管中混合后取10克倒入B管中，混合后再取10克倒入C管中，结果A、B、C三个试管中盐水的浓度分别为6%，2%，0.5%，那么三个试管中原来盛水最多的试管及其盛水量各是().

(A)A试管，10克　　　

(B)B试管，20克

(C)C试管，30克

(D)B试管，40克

(E)C试管，50克

3.(2011-10)某种新鲜水果的含水量为98%，一天后的含水量降为97.5%.某商店以每斤1元的价格购进了1 000斤新鲜水果，预计当天能售出60%，两天内售完.要使利润维持在20%，则每斤水果的平均售价应定为().

(A)1.20

(B)1.25

(C)1.30

(D)1.35

(E)1.40

4.一种溶液，蒸发掉一定量的水后，溶液的浓度为10%；再蒸发掉同样多的水后，溶液的浓度变为12%；第三次蒸发掉同样多的水后，溶液的浓度变为().

(A)14%

(B)15%

(C)16%

(D)17%

(E)18%

5.甲杯中有纯酒精12克，乙杯中有水15克，将甲杯中的部分纯酒精倒入乙杯，使酒精与水混合，然后将乙杯中的部分混合溶液倒入甲杯，此时甲杯的浓度为50%，乙杯的浓度为25%,则从乙杯倒入甲杯的混合溶液为()克.

(A)13

(B)14

(C)15

(D)16

(E)17

6.(2008-1)若用浓度为30%和20%的甲、乙两种食盐溶液配成浓度为24%的食盐溶液500克，则甲乙两种溶液各取().

(A)180克　320克

(B)185克　315克

(C)190克　310克

(D)195克　305克

(E)200克　300克

7.用含盐10%的甲盐水与含盐16%的乙盐水混合制成含盐11%的盐水600克，则用甲盐水()克.

(A)200

(B)250

(C)300

(D)400

(E)500

[image: zt]
 习题详解


1. C



【解析】

 　设该桶的容积为x，根据题意得：

[image: ]
 ×[image: ]
 =[image: ]
 ,

解得，x=20.

2. C



【解析】

 　设A管中原有水x克，B管中原有水y克，C管中原有水z克,根据题意有

[image: ]
 ，

解方程组得

[image: ]
 .

3. C



【解析】

 　将果肉看作溶质，将水看作溶剂，将此水果看作溶液；设定价为x，根据题意有：每1斤的含水量为98%，则果肉质量为1×(1-98%)=0.02.

一天后每1斤水果的含水量为97.5%，则果肉占2.5%，总质量变为：[image: ]
 =0.8(斤).

[image: ]
 ×100%=20%,

解得x=1.3.

4. B



【解析】

 　设浓度10%时，溶液的体积为x，蒸发掉水分的体积为y，根据题意得：

[image: ]
 =12%，

解得y=[image: ]
 x.

根据溶质守恒定律，溶质的量始终为10%x,故再次蒸发掉同样多的水后，浓度为：

[image: ]
 =[image: ]
 =15%.

5. B



【解析】

 　设从甲杯中倒入乙杯的酒精为x，则有：

[image: ]
 =25%，

解得x=5.

设从乙杯倒入甲杯的混合溶液为y，则有：

[image: ]
 =50%,

解得y=14.

6. E



【解析】

 　设甲x克，乙y克，则

[image: ]
 ,

解方程组得：

[image: ]
 .



【快速得分法】

 　十字交叉法.

[image: ]


所以[image: ]
 ，故甲溶液为200克，乙溶液为300克.

7. E



【解析】

 　十字交叉法.

[image: ]


故[image: ]
 ,故用甲盐水500克，乙盐水100克.






题型65　集合问题




[image: zt]
 母题精讲



母题65
 　(2011-1)某年级60名学生中，有30人参加合唱团、45人参加运动队，其中参加合唱团而未参加运动队的有8人，则参加运动队而未参加合唱团的有().

(A)15人

(B)22人

(C)23人

(D)30人

(E)37人



【解析】

 　分析如图5—2所示.

[image: 5004]



图5—2




参加合唱团且参加运动队的有：30-8=22(人);参加运动队而未参加合唱团的有：45-22=23(人).



【答案】

 　C

[image: zt]
 老吕施法



1.两饼图(图5-3)


公式：A∪B=A+B-A∩B.

[image: 5005]



图5—3



2.三饼图(图5-4)


A∪B∪C=A+B+C-A∩B-A∩C-B∩C+A∩B∩C.

[image: 5006]



图5—4


[image: zt]
 习题精练


1.某年级举行数理化三科竞赛，已知参加数学竞赛的有203人，参加物理竞赛的有179人，参加化学竞赛的有165人；参加数学物理两科的有143人，参加数学化学两科的有116人，参加物理化学两科的有97人；三科都参加的有89人，则参加竞赛的总人数为().

(A)280

(B)250

(C)300

(D)350

(E)400

2.(2010-1)某公司的员工中，拥有本科毕业证，计算机等级证，汽车驾驶证的人数分别为130，110，90，又知只有一种证的人数为140，三证齐全的人数为30，则恰有双证的人数为().

(A)45

(B)50

(C)52

(D)65

(E)100

[image: zt]
 习题详解


1. A



【解析】



A∪B∪C=A+B+C-A∩B-A∩C-B∩C+A∩B∩C

　　=203+179+165-143-116-97+89=280.

2. B



【解析】

 　由题意可以把证件分为三类：单证，双证，三证.三类证件的个数之和等于证件的总个数.设有双证的人数为x，则有

140+2x+30×3=130+110+90,

解得x=50.






题型66　最值问题




[image: zt]
 母题精讲



母题66
 　(2010-1)甲商店销售某种商品，该商品的进价每件90元，若每件定价100元，则一天内能售出500件.在此基础上，定价每增1元，一天少售出10件，若使甲商店获得最大利润，则该商品的定价应为().

(A)115元　　　(B)120元　　　(C)125元　　　(D)130元　　　(E)135元



【解析】

 　设定价比原定价高了x元，利润为y元，根据题意得

y=(100+x-90)(500-10x),

整理得

y=10(500+40x-x2
 )

=-10(x2
 -40x+400-900)

=-10(x-20)2
 +9 000.

根据一元二次函数的性质，可知当x=20时利润最高，此时定价为120元.



【答案】

 　B

[image: zt]
 老吕施法


解最值应用题，常用以下方法：

(1)化为一元二次函数求最值；

(2)化为均值不等式求最值；

(3)极值法.

[image: zt]
 习题精练


1.一辆中型客车的营运总利润y(单位：万元)与营运年数x(x∈N)的变化关系如表5—2所示，则客车的运输年数为()时该客车的年平均利润最大.

(A)4年　　　(B)5年　　　(C)6年　　　(D)7年　　　(E)8年


表5—2






	
　　　x年

	
4

	
6

	
8

	
…




	
y=ax2
 +bx+c(万元)

	
7

	
11

	
7

	
…







2.(2003-1)某产品的产量Q与原材料A、B、C的数量x、y、z(单位均为吨)满足Q=0.05xyz,已知A、B、C每吨的价格分别是3、2、4(百元).若用5 400元购买A、B、C三种原材料，则使产量最大的A、B、C的采购量分别为().

(A)6,9,4.5吨

(B)2,4,8吨

(C)2,3,6吨

(D)2,2,2吨

(E)以上结果均不正确

3.在矩形ABCD中，AB=6 cm，BC=12 cm，点P从点A出发，沿AB边向点B以1 cm/s的速度移动，同时点Q从点B出发沿BC边向点C以2 cm/s的速度移动，如果P、Q两点同时出发，分别到达B、C两点后就停止移动，则五边形APQCD的面积的最小值为().

(A)48

(B)52

(C)60

(D)63

(E)69

[image: 5007]


4.如图5—5所示，在一个直角△MBN的内部作一个长方形ABCD，其中AB和BC分别在两直角边上，设AB=xm，长方形的面积为ym2
 ，要使长方形的面积最大，其边长x应为().

(A)3 m

(B)6 m

(C)15 m

(D)2.5 m

(E)9 m

[image: 5008]



图5—5




5.某单位用2 160万元购得一块空地，计划在该地块上建造一栋至少10层、每层2 000平方米的楼房.经测算，如果将楼房建为x(x≥10)层，则每平方米的平均建筑费用为560+48x(单位：元).为了使楼房每平方米的平均综合费用最少，该楼房应建为()层.(注：平均综合费用＝平均建筑费用+平均购地费用，平均购地费用＝[image: ]
 )

(A)10

(B)12

(C)13

(D)15

(E)16

6.某汽车4S店每辆20万元的价格从厂家购入一批汽车，若每辆车的售价为m万元，则每个月可以卖出(300-10m)辆汽车，但由于国资委对汽车行业进行反垄断调查，规定汽车的零售价不能超过进价的120%，该4S店计划每月从该种汽车的销售中赚取至少90万元，则其定价最低应设为()万元.

(A)21

(B)22

(C)23

(D)24

(E)25

7.(2013-1)甲班共有30名学生，在一次满分为100分的考试中，全班平均成绩为90分，则成绩低于60分的学生至多有()个.

A. 8

B. 7

C. 6

D. 5

E. 4

[image: zt]
 习题详解


1. B



【解析】

 　由题干可知二次函数y=ax2
 +bx+c过三点(4，7)，(6，11)，(8，7)，故有：

[image: ]
 ,

解得a=-1,b=12,c=-25，故有：y=-x2
 +12x-25.

平均利润为R=[image: ]
 =-x+12-[image: ]
 =-[image: ]
 +12≤-10+12=2.当x=[image: ]
 时，即x=5时，取到最值.

2. A



【解析】

 　设A，B，C的采购量分别为x吨、y吨、z吨，由题意可知：

3x+2y+4z=54，

由均值不等式可知：

Q=0.05xyz=[image: ]
 ×[image: ]
 (3x)(2y)(4z)≤[image: ]
 3
 =12.15

当3x=2y=4z时等号成立，解得x=6,y=9,z=4.5.

3. D



【解析】



S△
 BPQ=[image: ]
 ×(6-t)×2t=-t2
 +6t,

S△
 APQCD=6×12-(-t2
 +6t)=t2
 -6t+72=(t-3)2
 +63(0＜t＜6),

故当t=3时，S△
 APQCD的最小值为63.

4. D



【解析】

 　AB=xm，AD=b，长方形的面积为ym2
 .

因为AD∥BC，故△MAD∽△MBN，所以[image: ]
 =[image: ]
 ，即

[image: ]
 =[image: ]
 ，b=[image: ]
 (5-x)，

y=xb=x×[image: ]
 (5-x)=-[image: ]
 (x2
 -5x),

当x=2.5时，y有最大值.

5. D



【解析】

 　设楼房每平方米的平均综合费为f(x)元，则

f(x)=(560+48x)+[image: ]


  =560+48x+[image: ]


  ≥560+2[image: ]
 =2 000,

当48x=[image: ]
 ，即x=15时，f(x)最小.

6. A



【解析】

 　设最低定价为x万元，由题意知：

[image: ]
 ⇒[image: ]
 ⇒[image: ]
 ⇒21≤x≤24,

故最低定价应该为21万元.

7. B



【解析】

 　极值法.

欲使低于60分的人数最多，则不及格的学生分数越接近60越好，及格的同学分数越接近100越好.故设不及格的同学的分数约等于60分，有x人，及格的同学均为100分，有30-x人,得：

(30-x)100+60x=30×90,

解得x=7.5，故最多有7个人的得分低于60.






题型67　线性规划问题




[image: zt]
 母题精讲



母题67
 　(2012-1)某公司计划运送180台电视机和110台洗衣机下乡，现在两种货车，甲种货车每辆最多可载40台电视机和10台洗衣机，乙种货车每辆最多可载20台电视机和20台洗衣机，已知甲、乙种货车的租金分别是每辆400元和360元，则最少的运费是().

(A)2 560元　　　　(B)2 600元　　　　(C)2 640元

(D)2 580元　　

(E)2 720元



【解析】

 　设用甲种货车x辆，乙种货车y辆，总费用为z，则有

[image: ]
 ，

整理得：

[image: ]
 ,

看边界，直接解方程组：[image: ]
 ，得x=[image: ]
 ,y=[image: ]
 .

取整数：

若x=2,y=5，费用为800+360×5=2 600(元);

若x=3,y=4，费用为1 200+360×4=2 640(元).

可知用甲车2辆，乙车5辆时，费用最低，是2 600元.



【答案】

 　B

[image: zt]
 老吕施法



1.“先看边界后取整数”法（推荐）


第一步：将不等式直接取等号，求得未知数的解.

第二步：若所求解为整数，则此整数解即为方程的解；若所求解为小数，则取其左右相邻的整数，验证是否符合题意即可.


2.图像法


已知条件写出约束条件，并作出可行域，进而通过平移直线在可行域内求线性目标函数的最优解.

[image: zt]
 习题精练


1.某家具公司生产甲、乙两种型号的组合柜，每种柜的制造白坯时间、油漆时间及有关数据如表5—3所示：


表5—3


[image: ]


该公司每天可获得的最大利润为().

(A)2 560元　　(B)2 720元　　(C)2 820元　　(D)3 000元　　(E)3 800元

2.某公司每天至少要运送270吨货物.公司有载重为6吨的A型卡车和载重为10吨的B型卡车，A型卡车每天可往返4次，B型卡车可往返3次，A型卡车每天花费300元，B型卡车每天花费500元，若最多可以调用10辆车，则该公司每天花费最少为().

(A)2 560元

(B)2 800元

(C)3 500元

(D)4 000元

(E)4 800元

3.某公司每天至少要运送180t货物.公司有8辆载重为6t的A型卡车和4辆载重为10t的B型卡车，A型卡车每天可往返4次，B型卡车可往返3次，A型卡车每天花费320元，B型卡车每天花费504元，若最多可以调用10辆车，则该公司每天花费最少为().

(A)2 560元

(B)2 800元

(C)3 500元

(D)4 000元

(E)4 800元

4.某糖果厂生产A、B两种糖果，A种糖果每箱获利润40元，B种糖果每箱获利润50元，其生产过程分为混合、烹调、包装三道工序，表5—4为每箱糖果生产过程中所需平均时间.


表5—4




单位：分钟







	




	

混合



	

烹调



	

包装






	
A


	
1


	
5


	
3





	
B


	
2


	
4


	
1






每种糖果的生产过程中，混合的设备至多能用12机器小时，烹调的设备至多只能用机器30机器小时，包装的设备只能用机器15机器小时，则该公司获得最大利润时，应该生产B糖果()箱.

(A)200

(B)260

(C)280

(D)300

(E)320

[image: zt]
 习题详解


1. B



【解析】

 　设x，y分别为甲、乙两种柜的日产量，则目标函数为z=200x+240y，

线性约束条件为：

[image: ]
 ⇒[image: ]
 ，

用先取边界后取整数法，将不等式取等号得：

[image: ]
 ，

解得x=4,y=8.故zm
 ax=200×4+240×8=2 720(元).

2. D



【解析】

 　设用A型卡车x辆，B型卡车y辆，根据题意有：

[image: ]
 ，

整理得

[image: ]
 .

目标函数：z=300x+500y.

用先取边界后取整数法，将不等式取等号得：

[image: ]
 ,

解得x=5,y=5，故每天最少花费为：zm
 in=300×5+500×5=4 000.

3. A



【解析】

 　设用A型卡车x辆，B型卡车y辆，根据题意有：

[image: ]
 ,

即

[image: ]
 ,

目标函数：z=320x+504y.做如图5—6所示的可行域:

[image: 5009]



图5—6




做直线l′∶320x+504y=0.在可行域中打上网格，找出(8,0)，(8,1)，(8,2)，(7,1)，(7,2)，(7,3)，…等整数点.做l∶320x+504y=t与l′平行，可见当l过(8,0)时t最小，即zm
 in=8×320=2 560(元).

4. D



【解析】

 　用图像法求可行域(12小时=720分钟，30小时=1800分钟，15小时=900分钟).

设生产A种糖果x箱，B种糖果y箱，可获得利润z元，则约束条件为:

[image: ]
 ,

即在图5—7所示阴影部分内，求目标函数z=40x+50y的最大值.

[image: 5010]



图5—7


整理得y=-[image: ]
 x+[image: ]
 ，它表示斜率为-[image: ]
 ，截距为[image: ]
 的平行直线系，当此直线过C点时，纵截距最大，故此时z有最大值.

解方程组

[image: ]
 ⇒C(120,300),

故zmax
 =40×120+50×300=19 800,即生产A种糖果120箱，生产B种糖果300箱，可得最大利润19 800元.



【快速得分法】

 　利用先取边界后取整数法，可直接将不等式取等号，联立两组方程，直接求B、C点的坐标，代入目标函数，哪个点更好，哪个点就是最优解.






题型68　阶梯价格问题




[image: zt]
 母题精讲



母题68
 　(2007-1)某自来水公司的消费标准如下：每户每月用水不超过5吨的，每吨收费4元，超过5吨的，收较高的费用.已知9月份张家的用水量比李家多50%，张家和李家的水费分别为90元和55元，则用水量超过5吨时的收费标准是()元/吨.

(A)5

(B)5.5

(C)6

(D)6.5

(E)7



【解析】

 　每户消费的前5吨水的费用为20元，可见张家和李家9月用户量都超过了5吨.

设超过5吨时的收费标准是x，9月李家用水量为y，则张家用水量为1.5y,根据题意得：

[image: ]
 ,

解得x=7,y=10，所以超过5吨时的收费标准为7元/吨.



【答案】

 　E

[image: zt]
 老吕施法


阶梯价格问题的基本原理为分段求和.

[image: zt]
 习题精练


1.(2012-10)某商场在一次活动中规定：一次购物不超过100元时没有优惠；超过100元而没有超过200元时，按该次购物全额9折优惠.超过200元时，其中200元按9折优惠，超过200元的部分按8.5折优惠.若甲、乙两人在该商场购买的物品分别付费94.5元和197元，则两人购买的物品在举办活动前需要的付费总额是()元.

(A) 291.5

(B)314.5

(C)325

(D)291.5和314.5

(E)314.5或325

2.税务部门规定个人稿费纳税办法是：不超过1 000元的不纳税，超过1 000而不超过3 000元的按5%纳税，超过3 000元的按稿酬的10%纳税，一人纳税450元，则此人的稿费为()元.

(A)6 500

(B)5 500

(C)5 000

(D)4 500

(E)4 000

3.某市居民用电的价格为：每户每月不超过50度的，按0.5元一度收费；超过50度不到80度的，按照0.6元一度收费；80度以上的，按0.8元一度收费.隔壁老王这个月一共交了电费139元，则这个月老王一共用电()度.

(A)180

(B)200

(C)210

(D)220

(E)225

[image: zt]
 习题详解


1. E



【解析】

 　甲有两种情况：

(1)甲没有得到优惠，则甲的购物全额为：94.5元；

(2)甲得到了9折优惠，则甲的购物全额为：[image: ]
 =105(元).

乙的200元得到了9折优惠，实际付款180元，余下的部分按8.5折优惠，故此部分的购物全额为：[image: ]
 =20.故乙的购物全额为：200+20=220元，所以两人在活动前需要付费总额为：94.5+220=314.5(元)，或者105+220=325(元).

2. A



【解析】

 　超过1 000不超过3 000的部分需纳税：2 000×5%=100(元)，说明超过3 000 元的部分此人交了350元的税，故[image: ]
 =3 500(元)，所以此人的稿费为1 000+2 000+3 500=6 500(元).

3. B



【解析】

 　不超过50度的：50×0.5=25(元)；50度以上到80度的：30×0.6=18(元).

可知，80度上的部分，老王花费：139-25-18=96(元)，故80度以上的部分，老王用电：[image: ]
 =120(度)，故老王一共用电：50+30+120=200(度).



第六章　数据分析


[image: ]
 本章题型网


(一)数据的图表表示[image: ]


(二)排列组合[image: ]


(三)概率[image: ]



第一节　图表分析



题型69　数据的图表分析


[image: ]
 母题精讲



母题69
 　(2012-1)甲、乙、丙三个地区的公务员参加一次测评，其人数和考分情况如表6—1所示.

表6—1
[image: ]

三个地区按平均分由高到低的排名顺序为().

(A)乙、丙、甲

(B)乙、甲、丙

(C)甲、丙、乙

(D)丙、甲、乙

(E)丙、乙、甲


【解析】
 　甲地区的平均分[image: ]
 =7.5;

乙地区的平均分[image: ]
 =7.58;

丙地区的平均分[image: ]
 =7.7.

显然丙＞乙＞甲.


【答案】
 　E

[image: ]
 老吕施法


(1)频率分布直方图需要掌握：

①横坐标为“组距”，纵坐标为“频率/组距”；

②矩形的面积=频率；

③所有频率之和=1；

④频数=数据总数×频率.

(2)数表问题单独出题的可能性较小，很可能将应用题的已知条件用表格的形式展示，这是重点题型.

[image: ]
 习题精练


1. 100辆汽车通过某一段公路时的时速的频率分布直方图如图6—1所示，则时速在［60，80)的汽车大约有()

(A)30辆

(B)40辆

(C)50辆

(D)60辆

(D)100辆

[image: QQ截图20141105091801]

图6—1
2.从某小学随机抽取100名同学，将他们的身高(单位：cm)数据绘制成频率分布直方图(图6—2)则身高在［120,140］内的学生人数为().

(A)30

(B)40

(C)50

(D)55

(D)60

[image: QQ截图20141105091819]

图6—2
3.如图6—3所示，从参加环保知识竞赛的学生中抽出60名，将其成绩(均为整数)整理后画出的频率分布直方图，则这次环保知识竞赛的及格率为().

(A)0.5

(B)0.6

(C)0.7

(D)0.75

(E)0.9

[image: QQ截图20141105092137]

图6—3
4.为了解某校高三学生的视力情况，随机地抽查了该校100名高三学生的视力情况，得到频率分布直方图(图6—4)，由于不慎将部分数据丢失，但知道前4组的频数成等比数列，后6组的频数成等差数列，设最大频率为a，视力在4.6到5.0之间的学生数为b，则a、b的值分别为().

(A)0.27,78

(B)0.27,83

(C)2.7,7

(D)27,83

(E)27,84

[image: QQ截图20141105092153]

图6—4
5.某班级参加业余兴趣小组的人数如图6—5所示，则m=25.

[image: QQ截图20141105092208]

图6—5
(1)共60人，喜欢足球的人数为m人;

(2)喜欢篮球的有75人，喜欢排球的人数为m人.

[image: ]
 习题详解


1. D


【解析】
 　频率=(0.02+0.04)×10=0.6，故汽车数=0.6×100=60(辆).

2. C


【解析】
 　m=(10×0.03+10×0.02)×100=50(人).

3. D


【解析】
 　后四组的频率之和即为及格率：(0.015+0.03+0.025+0.005)×10=0.75.

4. A


【解析】
 　第一组的频率：0.1×0.1=0.01；第二组的频率：0.3×0.1=0.03.

由于前4组成等比数列，故第三组的频率为0.09，第4组的频率为：a=0.27，故后6组的频率之和：1-0.01-0.03-0.09=0.87.

后6组成等比数列，首项为0.27(视力在4.6至4.7之间)，故有

S6
 =6a1
 +[image: ]
 d=6×0.27+[image: ]
 d=0.87，

解得d=-0.05.故第5组的频率为：0.27-0.05=0.22；第6组的频率为：0.22-0.05=0.17；第7组的频率为：0.17-0.05=0.12.

视力在4.6到5.0之间的学生数为：(0.27+0.22+0.17+0.12)×100=78.

5. A


【解析】
 　条件(1)：喜欢足球的人数为：60×[image: ]
 =15(人)，不充分.

由条件(2)：总人数为75×2=150(人)，故喜欢排球的人数为：150×[image: ]
 =25(人)，充分.


第二节　排列组合



题型70　加法原理、乘法原理


[image: ]
 母题精讲



母题70
 　(2007-10)有5人报名参加3项不同的培训，每人都只报一项，则不同的报法有().

(A)243种

(B)125种

(C)81种

(D)60种

(E)以上结论均不正确


【解析】
 　乘法原理，每个人都有3种选择，所以不同的报法有35
 =243(种).


【答案】
 　A

[image: ]
 老吕施法


(1)住店问题.

n个不同人(不能重复使用元素),住进m个店(可以重复使用元素)，那么第一,第二,…第n个人都有m种选择，则总共排列种数是mn
 个.

(2)合理分类与分步.

[image: ]
 习题精练


1.在一次运动会上有4项比赛的冠军在甲、乙、丙3人中产生，那么不同的夺冠情况共有()种.

(A)P3
 4


(B)43


(C)34


(D)C3
 4


(E)C2
 4


2.一辆大巴上有10个人，沿途有8个车站，则不同的下车方法有()种.

(A)P8
 10


(B)108


(C)810


(D)C8
 10


(E)以上都不对

3.(2013-1)确定两人从A地出发经过B，C，沿逆时针方向行走一圈回到A地的方案如图6—6所示，若从A地出发时，每人均可选大路或山道，经过B，C时，至多有1人可以更改道路，则不同的方案有().

[image: QQ截图20141105093900]

图6—6
(A) 16种

(B) 24种

(C) 36 种

(D) 48 种

(E) 64种

4.(2008-10)某公司员工义务献血，在体检合格的人中，O型血的有10人，A型血的有5人，B型血的有8人，AB型血的有3人.若从四种血型的人中各选1人去献血，则不同的选法种数共有().

(A)1 200

(B)600

(C)400

(D)300

(E)26

[image: ]
 习题详解


1. C


【解析】
 　4项比赛的冠军依次在甲、乙、丙3人中选取，每项冠军都有3种选法，由乘法原理共有3×3×3×3=34
 (种)方法.


【易错点】
 　如果人去选冠军，可能会有两个人都想当某个项目的冠军，与题干没有并列冠军相矛盾，故必须是冠军去选人.

2. C


【解析】
 　第1个人有8种下车方法，第2个人有8种下车方法……,故总的下车方法有：810
 种.

3. C


【解析】
 　从A到C可分三步：

第一步：从A到B，甲，乙两人各有两种方案，故2×2=4(种)方法；

第二步：从B到C，有3种：甲变线乙不变线，乙变线甲不变线，二人都不变线；

第三步：从C到A，同第二步，有3种方法.

故共有4×3×3=36(种)方法.

4. A


【解析】
 　由乘法原理得到10×5×8×3=1 200.


题型71　排队问题


[image: ]
 母题精讲



母题71
 　甲、乙、丙、丁、戊、己6人排队，则在以下各要求下，各有多少种不同的排队方法？

(1)甲不在排头；

(2)甲不在排头并且乙不在排尾；

(3)甲乙两人相邻；

(4)甲乙两人不相邻；

(5)甲始终在乙的前面(可相邻也可不相邻).


【解析】
 　假设6人一字排开，排入如图6—7.



	排头
	



	



	



	



	排尾




图6—7
(1)方法一：剔除法.

6个人任意排，有P6
 6
 种方法；

甲在排头，其他人任意排，有P5
 5
 种方法；

故甲不在排头的方法有：P6
 6
 -P5
 5
 =600(种).

方法二：特殊元素优先法.

第一步：甲有特殊要求，故让甲先排，甲除了排头外有5个格子可以选：C1
 5
 ；

第二步：余下的5个人，还有5个位置可以选，没有任何要求，故可任意排：P5
 5
 ；

故不同的排队方法有：C1
 5
 P5
 5
 =600(种).

方法三：特殊位置优先法.

第一步：排头有特殊要求，先让排头选人，除了甲以外都可以选，故有：C1
 5
 ；

第二步：余下的5个位置，还有5个人可以选，没有任何要求，故可任意排：P5
 5
 ；

故不同的排队方法有：C1
 5
 P5
 5
 =600(种).

(2)方法一：特殊元素优先法.

有两个特殊元素：甲和乙.如果先让甲挑位置，甲不能在排头，故甲可以选排尾和中间的4个位置.这时，如果甲占了排尾，则乙就变成了没有要求的元素；如果甲占了中间4个位置中的一个，则乙还有特殊要求：不能坐排尾.故按照甲的位置分为两类：

第一类：甲在排尾，其他人没有任何要求，故：P5
 5
 ；

第二类：甲从中间4个位置中选1个位置，即C1
 4
 ；再让乙选，不能在排尾，不能在甲占的位置，故还有4个位置可选:C1
 4
 ；余下的4个人任意排:P4
 4
 .故，有C1
 4
 C1
 4
 P4
 4
 种方法.

加法原理，不同排队方法有：P5
 5
 +C1
 4
 C1
 4
 P4
 4
 =504(种).

方法二：剔除法.

6个人任意排有P6
 6
 种方法，减去甲在排头的P5
 5
 ，再减去乙在排尾的P5
 5
 ；甲既在排头乙又在排尾的减了2次，故需要加上1次，即P4
 4
 ；所以，不同排队方法有：P6
 6
 -P5
 5
 -P5
 5
 +P4
 4
 =504(种).

(3)相邻问题用捆绑法.

第一步：甲乙两人必须相邻，故我们将甲乙两人用绳子捆起来，当作一个元素来处理，则此时有5个元素，可以任意排，即P5
 5
 ；

第二步：甲乙两人排一下序，即P2
 2
 ；

根据乘法原理，不同排队方法有：P5
 5
 P2
 2
 =240(种).

(4)不相邻问题用插空法.

第一步：除甲乙外的4个人排队，即P4
 4
 ；

第二步：4个人中间形成了5个空，挑两个空让甲乙两人排进去，两人必不相邻，即P2
 5
 .

根据乘法原理，不同排队方法有：P4
 4
 P2
 5
 =480(种).

(5)定序问题用消序法

第一步：6个人任意排，即P6
 6
 ；

第二步：因为甲始终在乙的前面，所以单看甲乙两人时，两人只有一种顺序，但是6个人任意排时，甲乙两人有P2
 2
 种排序，故需要消掉两人的顺序，用乘法原理的逆运算，即除法：P6
 6
 /P2
 2
 .

故不同排队方法有P6
 6
 /P2
 2
 =360(种).


【注意】
 若3人定序则除以P3
 3
 ，以此类推.

[image: ]
 老吕施法


排队问题是最典型的排列问题，排列问题有以下常用方法，必须掌握：

(1)特殊元素优先法；

(2)特殊位置优先法；

(3)剔除法；

(4)相邻问题捆绑法；

(5)不相邻问题插空法；

(6)定序问题消序法.

[image: ]
 习题精练


1.(2011-1)现有3名男生和2名女生参加面试，则面试的排序法有24种.

(1)第一位面试的是女生;

(2)第二位面试的是指定的某位男生.

2.(2012-1)在两队进行的羽毛球对抗赛中，每队派出3男2女共5名运动员进行5局单打比赛.如果女子比赛安排在第二和第四局进行，则每队队员的不同出场顺序有().

(A)12种

(B)10种

(C)8种

(D)6种

(E)4种

3.从10个不同的节目中选4个编成一个节目单，如果某独唱节目不能排在最后一个节目位置，则不同的排法有()种.

(A)4 536

(B)756

(C)504

(D)1 512

(E)2 524

4.某台晚会由6个节目组成，演出顺序有如下要求：节目A必须排在前两位、节目B不能排在第一位，节目C必须排在最后一位，该台晚会节目的编排方案共有().

(A)32种

(B)34种

(C)38种

(D)40种

(E)42种

5.有5本不同的书排成一排，其中甲、乙必须排在一起，丙、丁不能排在一起，则不同的排法共有().

(A)12种

(B)24种

(C)36种

(D)48种

(E)60种

6.有5个人排队，甲、乙必须相邻，丙不能在两头，则不同的排法共有().

(A)12种

(B)24种

(C)36种

(D)48种

(E)60种

7.有7本互不相同的书，其中数学书2本、语文书2本、美术书3本，若将这些书排成一列放在书架上，则数学书恰好排在一起，同时语文书也恰好排在一起的排法共有()种.

(A)240

(B)480

(C)960

(D)1 280

(E)1 440

8. 5艘轮船停放在5个码头，已知甲船不能停放在A码头，乙船不能停放在B码头，则不同的停放方法有().

(A)72种

(B)78种

(C)96种

(D)120种

(E)144种

9.计划在某画廊展示10幅不同的画，其中1幅水彩画、4幅油画、5幅国画，排列成一行陈列，要求同一品种的画必须放在一起，并且水彩画不放在两端，那么不同的陈列方式有()种.

(A)P4
 4
 P5
 5


(B)P3
 5
 P4
 4
 P5
 5


(C)P1
 3
 P4
 4
 P5
 5


(D)P2
 2
 P4
 4
 P5
 5


(E)P2
 2
 P2
 4
 P5
 5


10.现有4个成年人和2个小孩，其中2人是母女；7人排成一排照相，要求每个小孩两边都是成年人，且1对母女要排在一起，则不同的排法有()种.

(A)56

(B)60

(C)72

(D)84

(E)96

[image: ]
 习题详解


1. B


【解析】
 　条件(1)：从两个女生中选1名排第一位面试，余下的4人任意排，故不同的排法有C1
 2
 P4
 4
 =48(种)，条件(1)不充分.

条件(2)：除第二位面试的男生外，4个人任意排，故不同的排法有P4
 4
 =24(种)，条件(2)充分.

2. A


【解析】
 　2个女队员排在第二和第四局：P2
 2
 ;

3个男队员排在另外三局：P3
 3
 .

根据乘法原理，不同的出场顺序有P2
 2
 P3
 3
 =12(种).

3. A


【解析】
 　特殊位置优先法.

第一步：最后一个位置从9个节目中选一个:C1
 9
 ;

第二步：从余下的9个节目中选3个排到前3个位置：P3
 9
 .

故不同的排法有C1
 9
 P3
 9
 =4 536(种).

4. E


【解析】
 　特殊元素优先法.A的位置影响B的排列，故分两类：

A排在第一位：共有P4
 4
 =24(种)；

A排在第二位：共有C1
 3
 P3
 3
 =18(种).

故编排方案共有24+18=42(种).

5. B


【解析】
 　捆绑法+插空法.

甲、乙捆绑作为1个元素：P2
 2
 ；

捆绑元素与除丙、丁外的元素排列：P2
 2
 ；

形成3个空，将丙丁插入其中两个空：P2
 3
 .

据乘法原理有P2
 2
 P2
 2
 P2
 3
 =2×2×6=24(种).

6. B


【解析】
 　

甲、乙捆绑作为1个元素：P2
 2
 ;

除丙以外，3个元素排列：P3
 3
 ;

中间有2个空，丙插进去：C1
 2
 .

据乘法原理有P2
 2
 P3
 3
 C1
 2
 =2×6×2=24(种).

7. B


【解析】
 　把数学书和语文书看作整体，与3本美术书排列：P5
 5
 ；

数学书全排列：P2
 2
 ；

语文书全排列：P2
 2
 .

据乘法原理有P5
 5
 P2
 2
 P2
 2
 =480(种).

8. B


【解析】
 　此题相当于5个人排队，甲不在排头且乙不在排尾，用剔除法：

总数-甲在A码头-乙在B码头+甲在A且乙在B=P5
 5
 -P4
 4
 -P4
 4
 +P3
 3
 =78(种).

9. D


【解析】
 　4幅油画捆绑：P4
 4
 ；5幅国画捆绑：P5
 5
 ；

水彩画放中间，则油画和国画在两边排列：P2
 2
 ；

据乘法原理有P2
 2
 P4
 4
 P5
 5
 (种).

10. C


【解析】
 　从其他3位成年人中选取1人和母亲排在女儿的两边(成女母)：C1
 3
 P2
 2
 ；

把“成女母”看作1个元素，与其他2个成年人排列：P3
 3
 ；

把另外一个小孩插入中间的2个空中：C1
 2
 .

据乘法原理有C1
 3
 P2
 2
 P3
 3
 C1
 2
 =3×2×6×2=72(种).


题型72　看电影问题


[image: ]
 母题精讲



母题72
 　3个人去看电影，已知一排有9个椅子，在以下要求下，不同的坐法有多少种？

(1)3个人相邻；

(2)3个人均不相邻.


【解析】


(1)方法一：既绑元素又绑椅子法.

第一步：3个人相邻，将3个人捆绑，变成1个大元素.本来有9个椅子，绑起3个看作1把椅子，故共7个把椅子其中1把可坐3人，从7个椅子里面挑1把给3个人坐，即C1
 7
 .

第二步：3个人排序，即P3
 3
 .

据乘法原理，则不同的坐法有C1
 7
 P3
 3
 =42(种).

方法二：穷举法(图6—8).



	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9




图6—8
如图6—9所示，设这9个椅子的编号从左到右依次为1~9，则三个人相邻显然有以下组合：123，234，345，456，567，678，789.从这7种组合里面挑一种，即 C1
 7
 ；3个人排序，即 P3
 3
 .

据乘法原理，则不同的坐法有C1
 7
 P3
 3
 =42(种).

(2)搬着椅子去插空法.

第一步：先把6把空椅子排成一排，只有1种方法；

第二步：每个人自带一把椅子，坐到6把空椅子两边的7个空里，有P3
 7
 种方法.

据乘法原理，则不同的坐法有1×P3
 7
 =P3
 7
 =210(种).

[image: ]
 老吕施法


看电影问题是排队问题的一种，与排队问题不同的是.

1. 相邻问题

现有一排座位有n把椅子，m个不同元素去坐，要求元素相邻，可以用“既绑元素又绑椅子法”，也可以用“穷举法”数一下，共有C1
 n-m+1
 Pm
 m
 种不同坐法.

2. 不相邻问题

现有一排座位有n把椅子，m个不同元素去坐，要求元素不相邻，用“搬着椅子去插空法”，共有共有Pm
 n-m+1
 种不同坐法.

[image: ]
 习题精练


1.(2008-1)有两排座位，前排6个座，后排7个座.若安排2人就座.规定前排中间2个座位不能坐,且此2人始终不能相邻而坐，则不同的坐法种数为().

(A)92

(B)93

(C)94

(D)95

(E)96

2.电影院一排有6个座位，现在3人买了同一排的票，则每2人之间至少有一个空座位的不同的坐法有()种.

(A)16

(B)18

(C)20

(D)22

(E)24

3.电影院一排有7个座位，现在4人买了同一排的票，则恰有两个空座位相邻的不同坐法有()种.

(A)160

(B)180

(C)240

(D)480

(E)960

4.停车场上有一排7个停车位，现有4辆汽车需要停放，若要使三个空位连在一起，则停放方法数为().

(A)210

(B)120

(C)36

(D)720

(E)480

5.现有6张同排连号的电影票，分给3名教师与3名学生，若要求师生相间而坐，则不同的分法有().

(A)P3
 3
 ·P3
 4


(B)P3
 3
 ·P3
 3


(C)P3
 4
 ·P3
 4


(D)2P3
 3
 ·P3
 3


(E)4P3
 3
 ·P3
 3


6.有2排座位，前排11个座位，后排12个座位.现安排2个人就座，规定前排中间的3个座位不能坐，并且这2个人不左右相邻，那么不同排法的种数是().

(A)234

(B)346

(C)350

(D)363

(E)144

[image: ]
 习题详解


1. C


【解析】
 　将题干的位置画图如图6—9所示.

前排：

[image: ]

后排：



	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7




图6—9
用剔除法：

可坐的11个座位任意坐：P2
 11
 ；

同在前排相邻：C1
 2
 P2
 2
 ；

同在后排相邻，座位有6种组合(12，23，34，45，56，67)，选一种组合，然后两人排列：C1
 6
 P2
 2
 ；

故不同的坐法种数为：P2
 11
 -C1
 2
 P2
 2
 -C1
 6
 P2
 2
 =94.

2. E


【解析】
 　方法一：3个人坐5张椅子的两头和中间位置：P3
 3
 ;

任意插入一把空椅子：C1
 4
 ;

据乘法原理有P3
 3
 ·C1
 4
 =24(种).

方法二：三把空椅子排成一排，中间形成4个空，3个人插空：P3
 4
 =24.

3. D


【解析】
 　4个人任意排：P4
 4
 ；

将相邻的2个空座捆绑，与另外1个空座一起插入4个人左右形成的5个空：P2
 5
 ；

据乘法原理有P2
 5
 P4
 4
 =480(种).

4. B


【解析】
 　将3个空位看作一个元素，与4辆汽车排列：P5
 5
 =120.

5.D


【解析】
 　假设编号为1,2,3,4,5,6，则奇数坐教师、偶数坐学生或者奇数坐学生、偶数坐教师，则结果为2P3
 3
 ·P3
 3
 .

6. B


【解析】
 　将题干中的位置画图如图6—10所示.

前排：

[image: ]

后排：



	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12




图6—10
使用剔除法，2个人任意坐，总的方法有 P2
 20
 种；

两个人相邻的坐法有：前排6P2
 2
 种，后排11P2
 2
 种.

故两人不相邻的排法有：P2
 20
 -6P2
 2
 -11P2
 2
 =346(种).


题型73　数字问题


[image: ]
 母题精讲



母题73
 　从0，1，2，3，4，5中取出4个数字，组成4位数，在以下要求时，各能组成多少个不同的数字？

(1)组成可以有重复数字的4位数;

(2)组成无重复数字的4位数；

(3)组成无重复数字的4位偶数；

(4)组成个位数字大于十位数字的无重复数字的4位数；

(5)组成个位数字大于千位数字的无重复数字的4位数.


【解析】




	千位
	十位
	十位
	个位




(1)千位不能选0，故有5种选择，其余三位均有6种选择，故有5×63
 =1 080(个).

(2)特殊位置优先法.

第一步：千位选，不能选0，故从1~5中任意选1个数字：C1
 5
 ；

第二步：余下5个数字里面取3个，排入余下的3位置：P3
 5
 .

据乘法原理，不同的数字有C1
 5
 P3
 5
 =300(个).

(3)特殊位置优先法，分两类：

第一类：个位数是0，则余下的3个位置可以在5个数中任选：P3
 5
 ;

第二类：个数是2或4，C1
 2
 ；0不能在千位，故千位还有4个数可选，C1
 4
 ；余下的2个位置从余下的4个数字中任选，P2
 4
 ；据乘法原理：C1
 2
 C1
 4
 P2
 4
 .

据加法原理，则不同的数字共有：P3
 5
 +C1
 2
 C1
 4
 P2
 4
 =156(个).

(4)在所有的4位数中，要么个位数大于十位数，要么十位数大于个位数，两种情况都是等可能的，所以符合题意的数字一共有：C1
 5
 P3
 5
 /2=150(个).

(5)穷举法.

第一步：排个位和千位，有以下几种可能：

个位是1时，千位选不到数字；

个位是2时，千位可选1；

个位是3时，千位可选1，2；

个位是4时，千位可选1，2，3；

个位是5时，千位可选1，2，3，4.

故共有10种排法.

第二步：排百位和十位，从余下的4个数中任意选择2个排列，即P2
 4
 .

据乘法原理，不同的数字共有：10P2
 4
 =120(个).

[image: ]
 老吕施法


(1)要注意数字是否可重复.

(2)此类问题一般是排队问题，与排队问题的解法是相同的，但个别时候也会考组合.

(3)整除问题.

①组成的数字能被2、5整除，一般先考虑个位，再考虑最高位.

②组成的数字能被3整除，则按每个数字除以3的余数进行分组，然后按照题意求解.

[image: ]
 习题精练


1.从0,1,2,3,5,7,11七个数中每次取两个相乘，不同的积有()种.

(A)12

(B)13

(C)14

(D)16

(E)31

2.由1,2,3,4,5构成的无重复数字的五位数中，大于34 000的五位数有()个.

(A)36

(B)48

(C)60

(D)72

(E)90

3.从1,2，…，9这九个数中，随机抽取3个不同的数，这3个数的和为偶数的取法有()种.

(A)36

(B)44

(C)60

(D)72

(E)90

4.由数字0、1、2、3、4、5组成没有重复数字的6位数，其中个位数小于十位数字的6位数有()个.

(A)240

(B)280

(C)300

(D)600

(E)720

5.从0，1，2，3，4，5中任取3个数字，组成能被3整除的无重复数字的3位数有()个.

(A)18

(B)24

(C)36

(D)40

(E)96

6.在小于1 000的正整数中，不含数字2的正整数的个数是().

(A)640

(B)700

(C)720

(D)728

(E)729

7.用数字0,1,2,3,4,5组成没有重复数字的四位数，其中三个偶数连在一起的四位数有多少个().

(A)20

(B)28

(C)30

(D)36

(E)40

8.由1,2,3,4,5组成无重复的5位偶数有24个.

(1)1与3不相邻;　　　　　(2)3与5相邻.

[image: ]
 习题详解


1. D


【解析】
 　乘法具有交换律，所以这是组合问题.

第一类，不取0：C2
 6
 ；

第二类，取0，只有一个积，为0；

故不同的积有C2
 6
 +1=16(种).

2. C


【解析】
 　分两类：

第一类，最高位为3，则次高位只能为4或者5：C1
 2
 P3
 3
 ；

第二类，最高位大于3，则后面4位可以任意选：C1
 2
 P4
 4
 .

故共有C1
 2
 P3
 3
 +C1
 2
 P4
 4
 =60(种).

3. B


【解析】
 　9个数中5个奇数4个偶数，3个数的和为偶数，分以下两类：

2奇1偶：C2
 5
 C1
 4
 ；

3个偶数：C3
 4
 .

故总的取法有：C2
 5
 C1
 4
 +C3
 4
 =44(种).

4. B


【解析】
 　消序法：P1
 5
 P5
 5
 /P2
 2
 =300(个).

5. D


【解析】
 　将这6个数字按照除以3的余数分为三类：

①整除的：0，3；②余数为1的：1，4；③余数为2的：2，5.

从上面三组数中各取一个数，组成三位数，必然能被3整除，分两类：

第一组数取0时：0只能放在后2位：C1
 2
 ；从另外两组数中各取1个，排在其余2个位置：C1
 2
 C1
 2
 P2
 2
 .故有：C1
 2
 C1
 2
 C1
 2
 P2
 2
 =16(个).

第一组数取3时：从另外两组数中各取1个，3个数任意排：C1
 2
 C1
 2
 P3
 3
 =24.故共有：16+24=40(个)不同的数.

6. D


【解析】
 　这个数可能为3位数、2位数或者1位数.

若为3位数，百位不能取0和2，十位和个位不能取2：C1
 8
 C1
 9
 C1
 9
 =648;

若为2位数，十位数不能取0和2，个位数不能取2：C1
 8
 C1
 9
 =72；

若为1位数，显然有8个.

故不含数字2的正整数的个数为：648+72+8=728.

7. C


【解析】
 　分为两类：

千位为奇数：先从3个奇数中选1个:C1
 3
 ;3个偶数排序:P3
 3
 .故有C1
 3
 P3
 3
 =18(个).

千位为偶数：千位从2和4中选1个:C1
 2
 ，余下的2个偶数在百位和十位排列:P2
 2
 ;3个奇数选1个放在个位:C1
 3
 .故有C1
 2
 P2
 2
 C1
 3
 =12(个).

故三个偶数连在一起的四位数有18+12=30(个).

8. B


【解析】
 　条件(1)：从2和4中选1个放在个位：C1
 2
 ；1和3放在万位百位或者千位十位或者万位十位：C1
 3
 ；1和3排列：P2
 2
 ；余下的2个数字排入余下的2个位置：P2
 2
 .

故有C1
 2
 C1
 3
 P2
 2
 P2
 2
 =24(个)，条件(1)充分.

条件(2)：将3与5捆绑看作一个元素：P2
 2
 ；个位数从2和4中选1个：C1
 2
 ；捆绑元素和余下的2个数字排列：P3
 3
 .

故有：P2
 2
 C1
 2
 P3
 3
 =24(个)，条件(2)充分.


题型74　万能元素问题


[image: ]
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母题74
 　(2011-10)在8名志愿者中，只能做英语翻译的有4人，只能做法语翻译的有3人，既能做英语翻译又能做法语翻译的有1人.现从这些志愿者中选取3人做翻译工作，确保英语和法语都有翻译的不同选法共有()种.

(A)12

(B)18

(C)21

(D)30

(E)51


【解析】
 　分为两类：

第一类：有人既懂英语又懂法语(有万能元素)：C1
 1
 C2
 7
 =21；

第二类：没有人既懂英语又懂法语(无万能元素)：C1
 4
 C2
 3
 +C2
 4
 C1
 3
 =30.

根据加法原理，不同的选法有51种.


【快速得分法】
 　剔除法.

志愿者全是英语翻译：C3
 4
 ;

志愿者全是法语翻译：C3
 3
 .

所以，不同的选法有C3
 8
 -C3
 4
 -C3
 3
 =51.


【答案】
 　E

[image: ]
 老吕施法


万能元素是指一个元素同时具备多种属性，一般按照选与不选万能元素来分类.

[image: ]
 习题精练


1. 6张卡片上写着“1，2，3，4，5，6”，从中任取3张卡片，其中6能当9用，则能组成无重复数字的3位数的个数是().

(A)108

(B)120

(C)160

(D)180

(E)200

2.现有7张卡片上写着“0，1，2，3，4，5，6”，从中任取3张卡片，其中6能当9用，则能组成无重复数字的3位数的个数是().

(A)108

(B)120

(C)160

(D)180

(E)260

3.有11名翻译人员，其中5名英语翻译员，4名日语翻译员，另两人英语、日语都精通，从中选出4人组成英语翻译组，4人组成日语翻译组，则不同的分配方案有()种.

(A)160

(B)185

(C)195

(D)240

(E)360

[image: ]
 习题详解


1. D


【解析】
 　分为三类：

第一类：无6和9，则其余5个数选3个任意排：P3
 5
 ；

第二类：有6，则1，2，3，4，5中选2个，再与6一起任意排，C2
 5
 P3
 3
 ；

第三类：有9，则1，2，3，4，5中选2个，再与9一起任意排，C2
 5
 P3
 3
 ；

故总个数为：P3
 5
 +C2
 5
 P3
 3
 +C2
 5
 P3
 3
 =180.

2. E


【解析】
 　分为三类：

第一类，无6和9，百位不能选0，其余2位从余下的5个数中任意选：C1
 5
 P2
 5
 =100；

第二类，有6：①若6在百位，则十位个位可以从余下的6数字中任意选：P2
 6
 ；②若6在十位或个位：C1
 2
 ；百位不能选0：C1
 5
 ；余下一位可以从余下的5个数字中任意选：P1
 5
 .故有：P2
 6
 +C1
 2
 C1
 5
 P1
 5
 =80.

第三类，有9：同理有80个.

故不同的数字个数为：100+80+80=260.

3. B


【解析】
 　先安排英语翻译，再安排日语翻译，则可分三类：

第一类，从5名英语翻译中选4人：C4
 5
 ；从2个万能翻译和4个日语翻译中选4人：C4
 6
 .故有：C4
 5
 C4
 6
 =75(种).

第二类：从5名英语翻译中选3人，从2名万能翻译中选1人，组成英语翻译组：C3
 5
 C1
 2
 ；从余下的1个万能翻译和4个日语翻译中选4人：C4
 5
 .故有：C3
 5
 C1
 2
 C4
 5
 =100(种).

第三类：从5名英语翻译中选2人，2名万能翻译均到英语组：C2
 5
 C2
 2
 ；从4个日语翻译中选4人：C4
 4
 .故有：C2
 5
 C2
 2
 C4
 4
 =10(种).

故总方案数为：75+100+10=185.


题型75　简单组合问题


[image: ]
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母题75
 　(2012-1)某商店经营15种商品，每次在橱窗内陈列5种，若每两次陈列的商品不完全相同，则最多可陈列().

(A)3 000次

(B)3 003次

(C)4 000次

(D)4 003次

(E)4 300次


【解析】
 　只要求商品不同，不考虑摆放顺序，是组合问题，故：

C5
 15
 =[image: ]
 =3 003(种).


【答案】
 　B

[image: ]
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(1)Cm
 n
 =Cn-m
 n
 .

若已知Ca
 n
 =Cb
 n
 ，则有两种可能：

①a+b=n;

②a=b(易遗忘此种情况),a,b均为非负整数.

(2)若从n个元素中取m个，需要考虑m的顺序，则为排列问题，用Pm
 n
 ；若从n个元素中取m个，无需考虑m的顺序，则为组合问题，用Cm
 n
 .

[image: ]
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1.(2008-10)C4
 n
 ＞C6
 n
 .

(1)n=10;　　　(2)n=9.

2.(2010-10)C4n-1
 31
 =Cn+7
 31
 .

(1)n2
 -7n+12=0;　　(2)n2
 -10n+24=0.

3.(2013-1)三个科室的人数分别为6、3和2，因工作需要，每晚需要排3人值班，则在两个月中可使每晚的值班人员不完全相同.

(1)值班人员不能来自同一科室;　　　　(2)值班人员来自三个不同科室.

4.(2009-1)湖中有四个小岛，它们的位置恰好近似构成正方形的四个顶点，若要修建起三座桥将这四个小岛连接起来，则不同的建桥方案有()种.

(A)12

(B)16

(C)18

(D)20

(E)24

5.平面内有两组平行线，一组有m条，另一组有n条，这两组平行线相交，可以构成()个平行四边形.

(A)C2
 n


(B)C2
 m


(C)C2
 n
 C2
 m


(D)P2
 n
 P2
 m


(E)C2
 n
 +C2
 m


6.有1元，2元，5元，10元，50元的人民币各一张，取其中的一张或几张，能组成()种不同的币值.

(A)20

(B)30

(C)31

(D)36

(E)41

7.某种产品有2只次品和3只正品，每只产品均不相同，今每次取出一只测试，直到2只次品全部测出为止，则最后一只次品恰好在第4次测试时发现的不同情况种数是().

(A)24

(B)36

(C)48

(D)72

(E)84

[image: ]
 习题详解


1. B


【解析】
 　条件(1)：C4
 10
 =C6
 10
 ，不充分；

条件(2)：C4
 9
 =[image: ]
 =126，C6
 9
 =C3
 9
 =[image: ]
 =84，所以C4
 9
 ＞C3
 9
 ，充分.

2. E


【解析】
 　根据组合数的性质有：Cm
 n
 =Cn-m
 n
 或Cm
 n
 =Cm
 n
 ,故有4n-1+n+7=31或4n-1=n+7.解得，n=5或n=[image: ]
 (舍去).

条件(1)：n2
 -7n+12=0，解得n=3或n=4，条件(1)不充分.

条件(2)：n2
 -10n+24=0，解得n=4或n=6，条件(2)不充分.

联立条件(1)和(2)得，n=4，显然也不充分.

3. A


【解析】
 　欲使两个月中每晚的人员不完全相同，假设每个月有30天，则应该有至少60种不同的组合.

条件(1)：C3
 11
 -C3
 6
 -C3
 3
 =144＞60，故充分.

条件(2)：C1
 6
 C1
 3
 C1
 2
 =36＜60，故不充分.

4. B


【解析】
 　如图6—11所示，在四个小岛中任意两个中间架桥，有6种方式，即正方形的四条边和对角线，故架3座桥总的不同方法有C3
 6
 种.

[image: QQ截图20141105100047]

图6—11
当三座桥分别构成△ABC，△ABD，△ACD，△BCD的三条边时，不能将四个小岛连接起来，所以符合题意的建桥方案有C3
 6
 -4=16(种).

5. C


【解析】
 　分别从两组平行线中各取两条平行线，一定能构成平行四边形，故有：C2
 m
 C2
 n
 .

6. C


【解析】
 　任取1张、2张、3张、4张、5张均能组成不同的币值，所以共能组成C1
 5
 +C2
 5
 +C3
 5
 +C4
 5
 +C5
 5
 =31(种).

7. B


【解析】
 　前3次测试包括1只次品和2只正品：C1
 2
 ·C2
 3
 ·P3
 3
 ；第4次为次品：C1
 1
 .故有C1
 2
 ·C2
 3
 ·P3
 3
 ·C1
 1
 =36(种).


题型76　不同元素的分组与分配
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母题76
 　从10个人中选一些人，分成三组，在以下要求下，分别有多少种不同的方法？

(1)每组人数分别为2，3，4；

(2)每组人数分别为2，2，3；

(3)分成A组2人，B组3人，C组4人；

(4)分成A组2人，B组2人，C组3人；

(5)每组人数分别为2，3，4，分到三个不同的学校；

(6)每组人数分别为2，2，3，分到三个不同的学校.


【解析】
 　

(1)不均匀分组，不需要考虑消序：C3
 10
 C3
 8
 C4
 5
 .

(2)均匀并且小组无名字，要消序：C3
 10
 C3
 8
 C3
 6
 /P2
 2
 .

(3)小组有名字，不管均匀不均匀，不需要消序：C3
 10
 C3
 8
 C4
 5
 .

(4)小组有名字，不管均匀不均匀，不需要消序：C3
 10
 C2
 8
 C3
 6
 .

(5)第一步，不均匀分组：C3
 10
 C3
 8
 C4
 5
 ；

第二步，分配学校：P3
 3
 .

故有：C3
 10
 C3
 8
 C4
 5
 P3
 3
 .

(6)第一步，均匀且小组无名称分组：C3
 10
 C3
 8
 C3
 6
 /P2
 2
 ；

第二步，分配学校P3
 3
 .

故有：(C3
 10
 C3
 8
 C3
 6
 /P2
 2
 )P3
 3
 .

[image: ]
 老吕施法


1. 分组问题

如果出现m个小组没有任何区别(小组无名字、小组人数相同)，则需要消序，除以Pm
 m
 .其他情况的分组无需要消序.

2. 分配问题

先分组，再分配(排列).

[image: ]
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1. 8个不同的小球，分3堆，一堆4个，另外两堆各2个，则不同的分法有().

(A)210种

(B)240种

(C)300种

(D)360种

(E)480种

2. 8个不同的小球，分给3个人，一人4个，另外两人各2个，则不同的分法有()种.

(A)2 520

(B)1 240

(C)1 480

(D)1 260

(E)960

3.按下列要求把9个人分成3个小组，共有280种不同的分法.

(1)各组人数分别为2,3,4个;　　(2)平均分成3个小组.

4.(2010-1)某大学派出5名志愿者到西部4所中学支教，若每所中学至少有一名志愿者，则不同的分配方案共有().

(A)240种

(B)144种

(C)120种

(D)60种

(E)24种

5.把5名辅导员分派到3个学科小组辅导课外科技活动，每个小组至少有1名辅导员的分派方法有().

(A)140种

(B)84种

(C)70种

(D)150种

(E)25种

6.某班有男生20名，女生10名，从中选出3男2女担任班委进行分工，则不同的班委会组织方案有()种.

(A)C3
 20
 ·C2
 10


(B)C3
 20
 ·C2
 10
 ·P5
 5


(C)C5
 30
 ·P5
 5


(D)(C3
 20
 ·C2
 10
 /P2
 2
 )·P5
 5


(E)以上都不对

7.某小组有4名男同学和3名女同学，从这小组中选出4人完成三项不同的工作，其中女同学至少选2名，每项工作要有人去做，那么不同的选派方法的总数是().

(A)540

(B)648

(C)792

(D)840

(E)1 048

8.某学生要邀请10位同学中的4位参加一项活动，其中有2位同学要么都请，要么都不请，则不同的邀请方法有()种.

(A)48

(B)60

(C)72

(D)98

(E)120

9.某小组有8名同学，从这小组男生中选2人，女生中选1人去完成三项不同的工作，每项工作应有1人，共有180种安排方法.

(1)该小组中男生人数是5人;

(2)该小组中男生人数是6人.

[image: ]
 习题详解


1. A


【解析】
 　有两堆完全相同，故需要消序：C4
 8
 C2
 4
 C2
 2
 /P2
 2
 =210(种).

2. D


【解析】
 　先分组：C4
 8
 C2
 4
 C2
 2
 /P2
 2
 ;再分配：P3
 3
 ，故有(C4
 8
 C2
 4
 C2
 2
 /P2
 2
 )·P3
 3
 =1 260(种).

3. B


【解析】
 　条件(1)：不均匀分组，有C2
 9
 C3
 7
 C4
 4
 =1 260(种)方法，不充分.

条件(2)：平均分组，需要消序，C3
 9
 C3
 6
 C3
 3
 /P3
 3
 =280(种)，充分.

4. A


【解析】
 　其中一所学校分配2人，其余3所学校各分配一人，分两步：

第一步：从5名志愿者任选2人作为一组，另外三人各成一组：C2
 5
 ；

第二步：将4组志愿者任意分配给4所学校：P4
 4
 .

故不同的分配方案有C2
 5
 P4
 4
 =240(种).

5. D


【解析】
 　分成3、1、1三个小组：有C3
 5
 P3
 3
 =60；

分成2、2、1三个小组：(C2
 5
 P2
 3
 /2)P3
 3
 =90.

总计有60+90=150(种).

6. B


【解析】
 　分3步：从20名男生中选出3人，从10名女生总共选出2人，再进行分工(排列)，故有：C3
 20
 ·C3
 10
 ·P5
 5
 种方案.

7. C


【解析】
 　第一步：选人，分为两类：2男2女：C2
 4
 ·C2
 3
 ;1男3女：C1
 4
 ·C3
 3
 .

第二步：将4个人分为2人，1人，1人三组：C2
 4
 .

第三步：分配工作：P3
 3
 .

据乘法原理有：(C2
 3
 ·C2
 4
 +C3
 3
 ·C1
 4
 )·C2
 4
 ·P3
 3
 =792.

8. D


【解析】
 　两个人都被邀请，则从另外8个人中选2个：C2
 8
 ；

两个人都未被邀请，则从另外8个人中选4个：C4
 8
 .

故共有C2
 8
 +C4
 8
 =98(种)方法.

9. D


【解析】
 　条件(1).先选人：C2
 5
 C1
 3
 ；再分配：P3
 3
 ；故有C2
 5
 C1
 3
 P3
 3
 =180(种)方法.条件(1)充分.

条件(2).先选人：C2
 6
 C1
 2
 ；再分配：P3
 3
 ；故有C2
 6
 C1
 2
 P3
 3
 =180(种)方法.条件(2)充分.


题型77　相同元素的分配问题


[image: ]
 母题精讲



母题77
 　(据2009-10真题改编)若将10只相同的球随机放入编号为1、2、3、4的四个盒子中，则：

(1)每个盒子不空的投放方法有多少种？

(2)可以有空盒子的投放方法有多少种？

(3)1、2号盒子至少放一个小球，3、4号盒子至少放2个小球的投放方法有多少种？


【解析】
 　(1)直接使用挡板法.

10个球排成一列，中间形成9个空，任选3个空放上挡板，自然分为4组，每组放入一个盒子，故不同的分法有C3
 9
 =[image: ]
 =84(种).

(2)增加元素法.

增加4个小球，变成14个小球，每个盒子至少放1个，等价于10个小球每个盒子至少放0个，故14个小球排成一排，中间有13个空，取出3个空放上板子，即可分为4组放入4个盒子：

C3
 13
 =[image: ]
 =286(种).

(3)减少元素法.

先取2个小球，在3号和4号盒子中各放入一个小球，余下8个小球排成一排，中间形成7个空，放入3个板子即可：

C3
 7
 =[image: ]
 =35(种).

[image: ]
 老吕施法


(1)挡板法.

将n个“相同的”元素分给m个对象，每个对象“至少分一个”的分法如下：

把这n个元素排成一排，中间有n-1个空，挑出m-1个空放上挡板，自然就分成了m组，所以分法一共有Cm-1
 n-1
 种，这种方法称为挡板法.

要使用挡板法需要满足以下条件：

①所要分的元素必须完全相同；

②所要分的元素必须完全分完；

③每个对象至少分到1个元素.

(2)如果不满足第三个条件，则需要创造条件使用挡板法.

①每个对象至少分到0个元素(如可以有空盒子)，则采用增加元素法，增加m个元素(m为对象的个数，如盒子的个数)，此时一共有n+m个元素，中间形成n+m-1个空，选出m-1个空放上挡板即可，共有Cm-1
 n+m-1
 种方法.

②每个对象可以分到多个元素，则用减少元素法，使题目满条件③.

[image: ]
 习题精练


1.若将15只相同的球随机放入编号为1、2、3、4的四个盒子中，每个盒子中小球的数目，不少于盒子的编号，则不同的投放方法有()种.

(A)56

(B)84

(C)96

(D)108

(E)120

2.若将15只相同的球随机放入编号为1、2、3、4的四个盒子中，1号盒可以为空，其余盒子中小球数目不小于盒子编号，则不同的投放方法有()种.

(A)56

(B)84

(C)96

(D)108

(E)120

3.已知x,y,z为自然数，则方程x+y+z=10不同的解有()组.

(A)36

(B)66

(C)84

(D)108

(E)120

[image: ]
 习题详解


1. A


【解析】
 　减少元素法.

第一步：先将1，2，3，4四个盒子分别放0，1，2，3个球，因为球是相同的球，故只有一种放法.

第二步：余下的9个球放入四个盒子，则每个盒子至少放一个，使用挡板法：有C3
 8
 =[image: ]
 =56(种)方法.

2. B


【解析】
 　1号盒要满足至少放1个小球，需要增加1个小球；

2，3，4号盒要满足至少放1个小球，需要先放入1，2，3个小球，故要减少6个小球；

15+1-6=10，故此题相当于10个相同小球放入4个盒子，每个盒子至少放1个，故有方法：

C3
 9
 =[image: ]
 =84(种).

3. B


【解析】
 　此题可以认为将10个相同的1，分给x,y,z三个对象，每个对象至少分到0个1.

增加3个元素后使用挡板法：C2
 12
 =[image: ]
 =66(组).


题型78　相同元素的排列问题


[image: ]
 母题精讲



母题78
 　有3面相同的红旗，2面相同的蓝旗，2面相同的黄旗，排成一排，不同的排法共有()种.

(A)105

(B)210

(C)240

(D)420

(E)480


【解析】
 　先看作不同的元素排列，再消序，不同的排法有P7
 7
 /(P3
 3
 P2
 2
 P2
 2
 )=210(种).


【答案】
 　B

[image: ]
 老吕施法


对于相同元素的排列问题，可先将之看作不同的元素进行排列，再消序(若有m个相同元素，则除以Pm
 m
 )即可.

[image: ]
 习题精练


1.信号兵把红旗与白旗从上到下挂在旗杆上表示信号，现有3面红旗、2面白旗，把这5面旗都挂上去，可表示不同信号的种数是().

(A)10种

(B)15种

(C)20种

(D)30种

(E)40种

2.可以组成60个不同的六位数.

(1)用1个数字1，2个数字2和3个数字3;

(2)用2个数字1，2个数字2和2个数字3.

[image: ]
 习题详解


1. A


【解析】
 　P5
 5
 /(P3
 3
 P2
 2
 )=10.

2. A


【解析】
 　条件(1)：P6
 6
 /(P3
 3
 P2
 2
 )=60，充分.

条件(2)：P6
 6
 /(P2
 2
 P2
 2
 P2
 2
 )=90，不充分.


题型79　涂色问题


[image: ]
 母题精讲



母题79
 　(2000-1)用五种不同的颜色涂在图中的四个区域，每一区域涂上一种颜色，且相邻区域的颜色必须不同，则共有不同的涂法()种(图6—12).

(A)120种

(B)140种

(C)160种

(D)180种

[image: ]

图6—12

【解析】
 　：A、B、D、C四个区域分别有 C1
 5
 、 C1
 4
 、 C1
 3
 、 C1
 3
 种涂法，根据乘法原理得：

C1
 5
 C1
 4
 C1
 3
 C1
 3
 =180.


【答案】
 　D

[image: ]
 老吕施法


涂色问题分为以下三种：

(1)直线涂色：简单的乘法原理.

(2)环形涂色公式.

把一个环形区域分为k块，用s种颜色去涂，要求相邻两块颜色不同，则不同的涂色方法种数为：

N=(s-1)k
 +(s-1)(-1)k
 .

其中，s为颜色数(记忆方法：se色)，k为环形被分成的块数(记忆方法:kuai块).

(3)面涂色.

按照使用颜色的数目不同进行分类，比较复杂，考到的可能不大.

[image: ]
 习题精练


1.如图6—13所示，现有一方形花坛，分为4个区域，有5种不同颜色的花，每个区域各种一种颜色的花，要求相邻区域颜色不同，则不同的种法总数为().

(A)260

(B)180

(C)160

(D)248

(E)360



	A
	B



	C
	D




图6—13

2.如图6—14所示，在一个正六边形的6个区域栽种观赏植物，求同一块中种同一种植物，相邻的两块种不同的植物.现有4种不同的植物可供选择，则有()种栽种方案.

(A)196

(B)284

(C)360

(D)720

(E)732

[image: QQ截图20141105102323]

图6—14
3.如图6—15所示，某城市在中心广场建造一个花圃，花圃分为6个部分，现要栽种4种不同颜色的花，每部分栽种一种且相邻部分不能栽种同样颜色的花，不同的栽种方法有()种.

[image: QQ截图20141105102357]

图6—15
(A)96

(B)120

(C)160

(D)192

(E)242

4.某人有3种颜色的灯泡，要在如图6—16所示的6个点ABCDEF上各装一个灯泡，要求同一条线段上的灯泡不同色，则每种颜色的灯泡至少用一个的安装方法有()种.

(A)12

(B)24

(C)36

(D)48

(E)60

[image: QQ截图20141105102555]

图6—16
5.从给定的6种不同颜色中选用若干种颜色，将一个正方体的6个面涂色，每两个具有公共棱的面涂成不同的颜色，则不同的涂色方案共有()种.

(A)120

(B)240

(C)320

(D)480

(E)600

6.四棱锥P-ABCD，用4种不同的颜色涂在四棱锥的各个面上，要求相邻不同色，有()种涂法(图6—17)？

(A)40

(B)48

(C)60

(D)72

(E)90

[image: QQ截图20141105102621]

图6—17
[image: ]
 习题详解


1. A


【解析】
 　环形涂色问题.

方法一：分为两类.

第一类，AD种相同的花:C1
 5
 ；C不能和A、D相同，故有4种选择；B不能和A、D相同，故有4种选择；据乘法原理，有C1
 5
 ×4×4=80(种)方法.

第二类，AD种不同的花：P2
 5
 ；C不能和A、D相同，故有3种选择；B不能和A、D相同，故有3种选择；据乘法原理，有P2
 5
 ×3×3=180(种)方法.

据加法原理，有80+180=260(种)方法.

方法二：公式法.

N=(s-1)k
 +(s-1)(-1)k
 =(5-1)4
 +(5-1)(-1)4
 =260(种).

2. E


【解析】
 　环形涂色问题，使用公式：

N=(s-1)k
 +(s-1)(-1)k
 =(4-1)6
 +(4-1)(-1)6
 =732(种).

3. B


【解析】
 　先栽种第1部分，有C1
 4
 种栽种方法,其余部分转化为用余下3种颜色的花，去栽种周围的5个部分，用环形涂色公式：

N=(s-1)k
 +(s-1)(-1)k
 =(3-1)5
 +(3-1)(-1)5
 =30

据乘法原理，不同的栽种方法有4×30=120(种).

4. A


【解析】
 　分以下两类.

第一类，BF同色：先装BF，有3种选择；则C还有2种选择；因为A不能与BC相同，只有1种选择；D不能和AF同色，只有1种选择；E不能和DF同色，只有1种选择；故一共3×2×1×1×1×1=6(种)选择.

第二类，BF不同色：先装BF，P2
 3
 ；E不能和BF相同，只有1种选择；C不能和BF相同，故只有1种选择；D不能和EF相同，只有1种选择；A不能和BC相同，只有1种选择；故一共有P2
 3
 ×1×1×1×1=6(种)选择.

据加法原则，共有6+6=12(种)选择.

5. C


【解析】
 　显然，至少需要3种颜色，分成以下几类：

(1)共用6种颜色，确定某种颜色所涂面为下底面，则上底颜色可有5种选择，在上、下底已涂好后，再确定其余4种颜色中的某一种所涂面为左侧面，则其余3个面有3！种涂色方案，根据乘法原理：

n1
 =5×3!=30.

(2)共用5种颜色，选定5种颜色有C5
 6
 =6种方法，必有两面同色(必为相对面)，确定为上、下底面，其颜色可有5种选择，再确定一种颜色为左侧面，则其余3个面有3！种涂色方案，根据乘法原理有：

n2
 =C5
 6
 ×5×3!=180.

(3)共用4种颜色，选定4种颜色有C4
 6
 种方法，从4种颜色中选2种颜色作为重复使用的颜色C2
 4
 ，同色的面为两组相对面，只有1种方法，不同色的面作为另外一组相对面，只有1种方法，根据乘法原理有：

n3
 =C4
 6
 C2
 4
 ×1×1=90.

(4)共用3种颜色,选定3种颜色有C3
 6
 种方法，作为3组相对面，只有1种方法，故：

n4
 =C3
 6
 =20.

总的涂色方案有：30+180+90+20=320(种).

6. D


【解析】
 　转化为环形涂色问题，如图6—18所示.

[image: QQ截图20141105102903]

图6—18
区域1、2、3、4相当于四个侧面，区域5相当于底面.

先涂区域5：C1
 4
 ；

其余3种颜色涂周围4个区域，用环形涂色公式：

N=(s-1)k
 +(s-1)(-1)k
 =(3-1)4
 +(3-1)(-1)4
 =18.

据乘法原理有C1
 4
 ×18=72(种)方法.


题型80　不能对号入座问题


[image: ]
 母题精讲



母题80
 　(2014-1)某单位决定对4个部门的经理进行轮岗，要求每位经理必须轮换到4个部门中的其他部门任职，则不同的方案有().

(A)3种

(B)6种

(C)8种

(D)9种

(E)10种


【解析】
 　4球不对号入座问题，方案有9种.


【答案】
 　D

[image: ]
 老吕施法


出题方式为：编号为1，2，3，…，n的小球，放入编号为1，2，3，…，n的盒子，每个盒子放一个，要求小球与盒子不同号.

此类问题不需要自己去做，直接记住下述结论即可：

(1)n=2时，有1种方法；

(2)n=3时，有2种方法；

(3)n=4时，有9种方法；

(4)n=5时，有44种方法.

[image: ]
 习题精练


1.有5位老师，分别是5个班的班主任，期末考试时，每个老师监考一个班，且不能监考自己任班主任的班级，则不同的监考方法有().

(A)6种

(B)9种

(C)24种

(D)36种

(E)44种

2.有6位老师，分别是6个班的班主任，期末考试时，每个老师监考一个班，恰好只有2位老师监考自己所在的班，则不同的监考方法有().

(A)135种

(B)90种

(C)240种

(D)120种

(E)84种

3.某班第一小组共有12位同学，现在要调换座位，使其中3个人都不坐自己原来的座位，其他9个人的座位不变，共有(　　)种不同的调换方法.

(A)300

(B)360

(C)420

(D)440

(E)480

4.设有编号为1、2、3、4、5的5个球和编号为1、2、3、4、5的5个盒子，将5个小球放入5个盒子中(每个盒子中放入1个小球)，则至少有2个小球和盒子编号相同的方法有().

(A)36种

(B)49种

(C)31种

(D)28种

(E)72种

[image: ]
 习题详解


1. E


【解析】
 　5球不对号入座问题，背结论，答案为44.

2. A


【解析】
 　6位老师中选2位监考自己所在的班：C2
 6
 ;

其余4人不对号入座：9.

据乘法原理，有C2
 6
 ·9=135(种)方法.

3. D


【解析】
 　从12个同学中选9个位置不变：C9
 12
 ；

3个同学不对号入座：2.

据乘法原理，有：C9
 12
 ·2=440(种)方法.

4. C


【解析】
 　2球对号入座：C2
 5
 ×2=20；

3球对号入座：C3
 5
 ×1=10；

4球对号入座不可能；

5球对号入座：1.

故有20+10+1=31(种)不同方法.


题型81　成双成对问题


[image: ]
 母题精讲



母题81
 　(据2002-10真题修改)从6双不同的鞋子中任取4只，则其中没有成双鞋子的取法有()种.

(A)96

(B)120

(C)240

(D)480

(E)560


【解析】
 　第一步，从6双中选出4双鞋子：C4
 6
 ；

第二步，从4双鞋子中各选1只：C1
 2
 C1
 2
 C1
 2
 C1
 2
 .

故不同的取法有：C4
 6
 C1
 2
 C1
 2
 C1
 2
 C1
 2
 =240(种).


【答案】
 　C

[image: ]
 老吕施法


出题方式为：从鞋子、手套、夫妻中选出几个，要求成对或者不成对.

解题技巧：无论是不是要求成对，第一步都先按成对的来选.若要求不成对，再从不同的几对里面各选一个即可.

[image: ]
 习题精练


1. 10双不同的鞋子，从中任意取出4只，4只鞋子没有成双的取法有()种.

(A)1 960

(B)1 200

(C)3 600

(D)3 360

(E)5 600

2. 10双不同的鞋子，从中任意取出4只，4只鞋子中恰为两双的取法有()种.

(A)45

(B)90

(C)240

(D)480

(E)120

3. 10双不同的鞋子，从中任意取出4只，4只鞋子中恰有1双的取法有()种.

(A)450

(B)960

(C)1 440

(D)480

(E)1 200

[image: ]
 习题详解


1. D


【解析】
 　从10双鞋子中选取4双，有C4
 10
 种取法，每双鞋中各取一只，分别有2种取法，所以共有C4
 10
 24
 =3 360(种)取法.

2. A


【解析】
 　从10双鞋子中选取2双，有C3
 10
 =45(种)取法.

3. C


【解析】
 　从10双鞋子中选取1双，有C1
 10
 种取法，再选两双，从每双鞋中各取一只，分别有2种取法，所以方法共有C1
 10
 C2
 9
 22
 =1 440(种).


题型82　求系数问题与二项式定理


[image: ]
 母题精讲



母题82
 　(2013-1)在(x2
 +3x+1)5
 的展开式中，x2
 的系数为().

(A)5　　　　 (B)10　　　　 (C)45　　　　 (D)90　　　　 (E)95


【解析】
 　即5个x2
 +3x+1相乘，出现x2
 项的可能分为两类：

从5个式子中选出1个x2
 ，余下的式子选常数项1，即C1
 5
 x2
 .

从5个式子中选出2个3x，余下的式子选常数项1，即C2
 5
 (3x)2
 .

C1
 5
 x2
 +C2
 5
 (3x)2
 =95x2
 .


【答案】
 　E

[image: ]
 老吕施法


(1)二项式定理：(a+b)n
 =C0
 n
 an
 +C1
 n
 an-1
 b+…+Ck
 n
 an-k
 bk
 +…+Cn-1
 n
 abn-1
 +Cn
 n
 bn
 .其中第k+1项为Tk+1
 =Ck
 n
 an-k
 bk
 ，称为通项.

(2)二项式定理在考试大纲里没有明确提出，但是在2013年1月的考试中出现了一道类似的题目，因此应该掌握.

(3)请参考第二章题型23.

[image: ]
 习题精练


1.(x-[image: ]
 y)10
 的展开式中x6
 y4
 项的系数是().

(A)840

(B)-840

(C)210

(D)-210

(E)0

2.[image: ]
 8
 展开式中x5
 的系数为().

(A)84

(B)-28

(C)28

(D)-21

(E)21

3.在(1-x)5
 -(1-x)6
 的展开式中，含x3
 的项的系数是().

(A)-5

(B)5

(C)-10

(D)10

(E)20

4.(x2
 +1)(x-2)7
 的展开式中x3
 项的系数是().

(A)-1 008

(B)1 008

(C)504

(D)-504

(E)280

5.(x-1)(x+1)8
 的展开式中x5
 的系数是().

(A)-14

(B)14

(C)-28

(D)28

(E)36

[image: ]
 习题详解


1. A


【解析】
 　在通项公式Tr
 +1=Cr
 1
 0(-[image: ]
 y)r
 x1
 0-r中令r=4，即得(x-[image: ]
 y)10
 的展开式中x6
 y4
 项的系数为C4
 10
 (-[image: ]
 )4
 =840.

2. C


【解析】
 　通项公式Tr
 +1=Cr
 8
 x8
 -r[image: ]
 r
 =(-1)r
 Cr
 8
 x8
 -[image: ]
 r，由题意得8-[image: ]
 r=5，则r=2，故所求x5
 的系数为(-1)2
 C2
 8
 =28.

3. D


【解析】
 　(1-x)5
 中x3
 的系数为-C3
 5
 =-10,-(1-x)6
 中x3
 的系数为-C3
 6
 ·(-1)3
 =20,故(1-x)5
 -(1-x)6
 的展开式中x3
 的系数为10.

4. B


【解析】
 　(x-2)7
 的展开式中x、x3
 的系数分别为C1
 7
 (-2)6
 和C3
 7
 (-2)4
 ，故(x2
 +1)(x-2)7
 的展开式中x3
 项的系数为C1
 7
 (-2)6
 +C3
 7
 (-2)4
 =1 008.

5. B


【解析】
 　(x+1)8
 的展开式中x4
 、x5
 的系数分别为C4
 8
 和C5
 8
 ,故(x-1)(x+1)8
 展开式中x5
 的系数为C4
 8
 -C5
 8
 =14.


第三节　概　　率



题型83　古典概型


[image: ]
 母题精讲



母题83
 　(2014-1)在某项活动中，将3男3女6名志愿者都随机地分成甲、乙、丙三组，每组2人，则每组志愿者都是异性的概率为().

(A)1/90

(B)1/15

(C)1/10

(D)1/5

(E)2/5


【解析】
 　甲组从3男3女中各选1名，乙组从余下的2男2女中各选1名，余下的2人作为丙组，则每组志愿者都是异性的概率为：

P=(C1
 3
 C1
 3
 C1
 2
 C1
 2
 )/(C2
 6
 C2
 4
 C2
 2
 )=[image: ]
 .


【答案】
 　E

[image: ]
 老吕施法


(1)古典概型公式：P(A)=m/n.

(2)古典概型的本质实际上是排列组合问题，所以上一节总结的排列组合的所有方法和题型，在此节中适用.

(3)常用正难则反的思路(对立事件).

[image: ]
 习题精练


1.(2010-1)某商店举行店庆活动，顾客消费达到一定数量后，可以在4种赠品中随机选取2个不同的赠品，任意两位顾客所选赠品中，恰有1件品种相同的概率是().

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)[image: ]


2. 12支篮球队中有3支种子队，将这12支球队任意分成3个组，每组4队，则3支种子队恰好被分在同一组的概率为().

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)[image: ]


3.已知10个产品中有3个次品，现从其中抽出若干个产品，要使这3个次品全部被抽出的概率不小于0.6，则至少应抽出产品()个.

(A)6

(B)7

(C)8

(D)9

(E)10

4.在1，2，3，4，5，6中，任选两个数，其中一个数是另一个数的2倍的概率为().

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)[image: ]


5.甲、乙、丙、丁、戊五名大学生被随机地分到A，B，C，D四个农村学校支教，每个岗位至少有一名志愿者，则甲、乙两人不分到同一所学校的概率为().

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)[image: ]


6.有五条线段，长度分别为1,3,5,7,9，从中任取三条，能构成三角形的概率是().

(A)0.1

(B)0.2

(C)0.3

(D)0.4

(E)0.5

[image: ]
 习题详解


1. E


【解析】
 　甲顾客先选赠品，C2
 4
 ；乙顾客从甲顾客选择的赠品中选一个，再从甲顾客没选的赠品中选一个，C1
 2
 C1
 2
 .故满足题意的不同的选法一共有C2
 4
 C1
 2
 C1
 2
 种.

甲乙两个顾客任意选赠品的总选法有C2
 4
 C2
 4
 种.

所以，所求概率为[image: ]
 =[image: ]
 .

2. B


【解析】
 　3个强队分在一组：[image: ]
 ；

任意分成3成组：[image: ]
 ；

故所求概率为：[image: ]
 =[image: ]
 .

3. D


【解析】
 　设至少应抽出x个产品，则基本事件总数为Cx
 10
 ；

3个次品全部被抽出的基本事件个数为C3
 3
 Cx-3
 7
 ；

故有概率P=(C3
 3
 Cx-3
 7
 )/Cx
 10
 ≥0.6，整理得x(x-1)(x-2)≥432，验证各选项可知D、E两项满足此不等式，选较小的，故选D.

4. B


【解析】
 　一个数是另外一个数的2倍有3组：1和2，2和4，3和6，故概率为3/C2
 6
 =[image: ]
 .

5. E


【解析】
 　甲、乙两人分到同一所学校：P4
 4
 ；

总的基本事件的个数：C2
 5
 P4
 4
 ；

故甲乙不分到同一所学校的概率为：1-P4
 4
 /(C2
 5
 P4
 4
 )=1-[image: ]
 =[image: ]
 .

6. C


【解析】
 　根据三角形两边之和大于第三边，两边之差小于第三边，可知能构成三角形的线段有以下3组：(3,5,7)，(3,7,9)，(5,7,9),故所求概率为：3/C3
 5
 =0.3.


题型84　古典概型之色子问题


[image: ]
 母题精讲



母题84
 　(2008-10)若以连续掷两枚骰子分别得到的点数a与b作为点M的坐标，则点M落入圆x2
 +y2
 =18内(不含圆周)的概率是().

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)[image: ]



【解析】
 　点M落入圆x2
 +y2
 =18内，即a2
 +b2
 ＜18即可，则(a，b)=(1，1)，(1，2)，(1，3)，(1，4)，(2，1)，(2，2)，(2，3)，(3，1)，(3，2)，(4，1)，共计10种，所以，落在圆内的概率P=[image: ]
 =[image: ]
 .


【答案】
 　D

[image: ]
 老吕施法


(1)古典概型的基本公式：P=m/n.

(2)对于掷色子问题一般使用穷举法.

(3)常与解析几何结合考察，一般需要转化为不等式求解.

[image: ]
 习题精练


1.(2009-1)点(s,t)落入圆(x-a)2
 +(y-a)2
 =a2
 内的概率是[image: ]
 .

(1)s，t是连续掷一枚骰子两次所得到的点数，a=3;

(2)s，t是连续掷一枚骰子两次所得到的点数，a=2.

2.(2009-10)若以连续两次掷色子得到的点数a和b作为点P的坐标，则点P(a，b)落在直线x+y=6和两坐标轴围成的三角形内的概率为().

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)[image: ]


3.两次抛掷一枚骰子，两次出现的数字之和为奇数的概率为().

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)[image: ]


4.将一骰子连续抛掷三次，它落地时向上的点数依次
 成等差数列的概率为().

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)[image: ]


5.甲、乙两同学投掷一枚骰子，用字母p、q分别表示两人各投掷一次的点数.满足关于x的方程x2
 +px+q=0有实数解得概率为().

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)[image: ]


[image: ]
 习题详解


1. B


【解析】
 　穷举法.

条件(1)：要使点(s,t)落入(x-3)2
 +(y-3)2
 =32
 内.

当s=1时，t=1，2，3，4，5；当s=2时，t==1，2，3，4，5；

当s=3时，t==1，2，3，4，5；当s=4时，t==1，2，3，4，5；

当s=5时，t=1，2，3，4，5；当s=1时，t无解.

所以，点(s,t)落入(x-a)2
 +(y-a)2
 =a2
 内的概率是[image: ]
 ，条件(1)不充分.

条件(2)：要使点(s，t)落入(x-2)2
 +(y-2)2
 =22
 内.

当s=1时，t=1，2，3；当s=2时，t=1，2，3；

当s=3时，t=1，2，3；当s=4时，t无解.

所以，点(s,t)落入(x-a)2
 +(y-a)2
 =a2
 内的概率是[image: ]
 =[image: ]
 ，条件(2)充分.

2. E


【解析】
 　落在三角形内部，只需要a+b＜6即可.

利用穷举法可知，P点可以为(1，1)，(1，2)，(1，3)，(1，4)，(2，1)，(2，2)，(2，3)，(3，1)，(3，2)，(4，1)，共计10种.

总共的不同可能点数为6×6=36(种),故所求概率为：P=[image: ]
 =[image: ]
 .

3. B


【解析】
 　两次之和为奇数，这可分为两种情况：

第一次为奇数，第二次为偶数时，有3×3=9(种)；

第一次为偶数，第二次为奇数时，有3×3=9(种).

故概率为：[image: ]
 =[image: ]
 .

4. B


【解析】
 　一骰子连续抛掷三次得到的数列共有63
 个，其中成等差数列有三类：

(1)公差为0的有6个；

(2)公差为1或-1的有8个；

(3)公差为2或-2的有4个，共有18个.

故成等差数列的概率为[image: ]
 =[image: ]
 .

5. A


【解析】
 　使方程有实数解需要P2
 -4q≥0，共有19种情况：

p=6时，q=6,5,4,3,2,1；

p=5时，q=6,5,4,3,2,1；

p=4时，q=4,3,2,1；

p=3时，q=2,1；

p=2时，q=1.

两人投掷骰子共有36种等可能情况，故其概率为[image: ]
 .


题型85　古典概型之几何体涂漆问题


[image: ]
 母题精讲



母题85
 　(2013-10)将一个白木质的正方体的六个表面都涂上红漆，再将它锯成64个小正方体.从中任取3个，其中至少有1个三面是红漆的小正方体的概率是().

(A)0.065

(B)0.578

(C)0.563

(D)0.482

(E)0.335


【解析】
 　3面有红漆的小正方体位于大正方体的顶点上，有8个；任取3个至少1个三面是红漆的反面是任取3个没有1个三面是红漆，故所求概率为：

P=1-[image: ]
 =1-[image: ]
 ≈0.335.


【答案】
 　E

[image: ]
 老吕施法


将一个正方体六个面涂成红色，然后切成n3
 个小正方体，则：

(1)3面红色的小正方体：8个，位于原正方体角上；

(2)2面红色的小正方体：12(n-2)个，位于原正方体棱上；

(3)1面红色的小正方体：6(n-2)2
 个，位于原正方体面上(不在棱上的部分)；

(4)没有红色的小正方体：(n-2)3
 个，位于原正方体内部.

[image: ]
 习题精练


1.(2001-1)将一块各面均涂有红漆的正立方体锯成125个大小相同的小正立方体，从这些小正立方体中随机抽取一个，所取到的小正立方体至少两面涂有红漆的概率是().

(A)0.064

(B)0.216

(C)0.288

(D)0.352

(E)0.235

2.把若干个体积相等的正方体拼成一个大正方体，在表面涂上红色，已知一面涂色的小正方体有96个，则两面涂色的小正方体有()个.

(A)48

(B)60

(C)64

(D)24

(E)32

3.一个棱长为6厘米的正方体木块，表面涂上红色，然后把它锯成边长为1厘米的小正方体，设一面红色的有a块，两面红色的有b块，三面红色的有c块，没有红色的有d块，则a,b,c,d的最大公约数为().

(A)2

(B)4

(C)6

(D)8

(E)12

4.将一个表面漆有红色的长方体分割成若干个体积为1立方厘米的小正方体，其中一点红色也没有的小正方体有4块，那么原来的长方体的体积为()立方厘米.

(A)180

(B)54

(C)54或48

(D)64

(E)180或64

[image: ]
 习题详解


1. D


【解析】
 　小立方体位于大正立方体的角上时，有3面为红色，数量为8个,小立方体位于大正立方体的棱上时，有2面为红色，数量为36个,故所求概率P=[image: ]
 =0.352.

2. A


【解析】
 　一面涂色的小正方体位于大正方体的面上(除去棱上的)，每个面有4×4=16个，所以大正方体的边长为6,两面涂色的小正方体位于大正方体的棱上(除去8个角)，每条棱上有4个，故总个数为：4×12=48(个).

3. D


【解析】
 　3面红色的小正方体：8个；

2面红色的小正方体：12(n-2)=12(6-2)=48(个)；

1面红色的小正方体：6(n-2)2
 =6(6-2)2
 =96(个).

没有红色的小正方体：(n-2)3
 (n-2)3
 =(6-2)3
 =64(个).

故最大公约数为8.

4. C


【解析】
 　没有红色的小正方体位于原来的长方体的内部，这4个小正方体可能排成一字形或田字型；

若为一字型：棱长分别为1，1，4，故原长方体的长宽高为3，3，6，体积为3×3×6=54；

若为田字型：棱长分别为2，2，1，故原长方体的长宽高为4，4，3，体积为4×4×3=48.


题型86　数字之和问题


[image: ]
 母题精讲



母题86
 　(2008-1)若从原点出发的质点M向x轴的正向移动一个和两个坐标单位的概率分别是[image: ]
 和[image: ]
 ，则该质点移动3个坐标单位，到达x=3的概率是().

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)[image: ]



【解析】
 　3=1+2=2+1=1+1+1，故可分为三类：

先移动1个单位，再移动2个单位：P2
 =[image: ]
 ×[image: ]
 ；

先移动2个单位，再移动一个单位：P1
 =[image: ]
 ×[image: ]
 ；

三次移动1个单位：P3
 =[image: ]
 3
 .

故到达x=3的概率为：P=P1
 +P2
 +P3
 =[image: ]
 .


【答案】
 　B

[image: ]
 老吕施法


(1)求和为定值或者和满足某不等式的问题，称为数字之和问题.

(2)题目一般可转化为：

mx+ny=a；

mx+ny≤a；

mx+ny≥a

[image: ]
 习题精练


1.(2000-1)袋中有6只红球、4只黑球，今从袋中随机取出4只球，设取到一只红球得2分，取到一只黑球得1分，则得分不大于6分的概率是().

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


2.从1,2,3,4,5中随机取3个数(允许重复)组成一个三位数，取出的三位数的各位数字之和等于9的概率为().

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)[image: ]


3.一个袋中共装有形状一样的小球6个，其中红球1个,黄球2个,绿球3个，现有放回的取球3次，记取到红球得1分、取到黄球得0分,取到绿球得-1分，则3次取球总得分为0分的概率为().

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)[image: ]


[image: ]
 习题详解


1. A


【解析】
 　得分不大于6，分为三种情况：两红两黑，三黑一红，四黑，故得分不大于6的概率为：

[image: ]
 =[image: ]
 .

2. D


【解析】
 　满足条件的组合有(3,3,3)，(1,4,4,)，(2,2,5)，(1,3,5)，(2,3,4) 共5组.再考虑顺序，则有1+2×3+2P3
 3
 =19.故概率为：[image: ]
 =[image: ]
 .

3. D


【解析】
 　3球均为黄球：2×2×2=8(种);

一红一黄一绿球：1×2×3×3!=36(种);

故所求概率为：P=[image: ]
 =[image: ]
 .


题型87　袋中取球问题


[image: ]
 母题精讲



母题87
 　(2010-10)在一个不透明的布袋中装有2个白球,m个黄球和若干个黑球，它们只有颜色不同,则m=3.

(1)从布袋中随机摸出一个球，摸到白球的概率是0.2;

(2)从布袋中随机摸出一个球，摸到黄球的概率是0.3.


【解析】
 　单独显然不充分，联立两个条件：

由条件(1)：摸到白球的概率，p=[image: ]
 =0.2，得n=10，可知一共有10个球；

由条件(2)：p=[image: ]
 =0.3，得m=3，可知黄球为3个.

故联立起来充分.


【答案】
 　C

[image: ]
 老吕施法


1. 无放回取球模型

设口袋中有a个白球，b个黑球，逐一取出若干个球，看后不再放回袋中，则恰好取了m个白球(m≤a)，n个黑球(n≤b)的概率是：P=Cn
 a
 ·Cn
 b
 /Cm+n
 a+b



【拓展】
 抽签模型.

设口袋中有a个白球，b个黑球，逐一取出若干个球，看后不再放回袋中，则第k次取到白球的概率为：P=a/(a+b)，与k无关.

2. 一次取球模型

设口袋中有a个白球，b个黑球，一次取出若干个球，则恰好取了m个白球(m≤a)，n个黑球(n≤b)的概率是：P=Cn
 a
 ·Cn
 b
 /Cm+n
 a+b
 .可见一次取球模型的概率与无放回取球模型相同.

3. 有放回取球模型

设口袋中有a个白球，b个黑球，逐一取出若干个球，看后放回袋中，则恰好取了k个白球(k≤a)，n-k个黑球(n-k≤b)的概率是：P=Ck
 n
 (a/(a+b))k
 (b/(a+b))k
 .

上述模型可被理解为伯努利概型：口袋中有a个白球，b个黑球，从中任取一个球，将这个实验做n次，出现了k次白球，n-k次黑球.

[image: ]
 习题精练


1.(2010-1)某装置的启动密码由0到9中的3个不同数字组成，连续3次输入错误密码就会导致该装置永久关闭，一个仅记得密码是由3个不同数字组成的人能够启动此装置的概率为().

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)[image: ]


2.从编号为1，2，…，10的球中任取4个，则所取4个球的最大号码是6的概率为().

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)[image: ]


3.一个坛子里有编号为1，2，…，12的12个大小相同的球，其中1~6号球是红球，其余的是黑球，若从中任取两个球，则取到的都是红球，且至少有1个球的号码是偶数的概率，其概率是().

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)[image: ]


4.一批产品中的一级品率为0.2，现进行有放回的抽样，共抽取10个样品，则10个样品中恰有3个一级品的概率为().

(A)(0.2)3
 (0.8)7


(B)(0.2)7
 (0.8)3


(C)C3
 10
 (0.2)3
 (0.8)7


(D)C3
 10
 (0.2)7
 (0.8)3


(E)以上都不对

5.袋中有红球，白球共10个，任取3个，至少有一个为红球的概率为[image: ]
 .

(1)白球有5个；　　　　(2)白球有6个.

6.从口袋中摸出2个黑球的概率是[image: ]
 .

(1)口袋中装有大小相同,编号不同的2个白球和3个黑球;

(2)口袋中装有大小相同,编号不同的1个白球和3个黑球.

[image: ]
 习题详解


1. C


【解析】
 　分为三类：

第一类：尝试一次即成功：[image: ]
 =[image: ]
 ;

第二类：第一次尝试不成功，第二次尝试成功：[image: ]
 ×[image: ]
 =[image: ]
 ;

第三类：第一、二次尝试不成功，第三次尝试成功：[image: ]
 ×[image: ]
 ×[image: ]
 =[image: ]
 .

由加法原理，能启动装置的概率为：3×[image: ]
 =[image: ]
 .


【快速得分法】
 　抽签原理的应用(不放回的取球).

本题相当于有720个签，抽3个抽中正确密码即可，故概率为[image: ]
 =[image: ]
 .

2. D


【解析】
 　4个球中有一个球是6，再从1,2,3,4,5中取3个球：C3
 5
 ;

任取4个球：C4
 10
 .

故所求概率P=C3
 5
 /C4
 10
 =[image: ]
 .

3. D


【解析】
 　从6个红球中任取2个：C2
 6
 ；从3个奇数红球中任取2个：C2
 3
 .所以，6个红球中任取2个，至少一个是偶数的取法为：C2
 6
 -C2
 3
 =12.

从12个球中任取2个：C2
 12
 =66.

故所求概率为：[image: ]
 =[image: ]
 .

4. C


【解析】
 　有放回取球，看成伯努利概型，故有：C3
 10
 (0.2)3
 (0.8)7
 .

5. B


【解析】
 　条件(1)：P=1-C3
 5
 /C3
 10
 =1-[image: ]
 =[image: ]
 ，不充分；

条件(2)：P=1-C3
 6
 /C3
 10
 =1-[image: ]
 =[image: ]
 ，充分.

6. B


【解析】
 　条件(1)：C2
 3
 /C2
 5
 =[image: ]
 ,不充分；

条件(2)：C2
 3
 /C2
 4
 =[image: ]
 =[image: ]
 ，充分.


题型88　独立事件的概率


[image: ]
 母题精讲



母题88
 　(2012-1)某产品由二道独立工序加工完成,则该产品是合格品的概率大于0.8.

(1)每道工序的合格率为0.81;

(2)每道工序的合格率为0.9.


【解析】
 　独立事件同时发生的概率.

条件(1)：合格概率为0.81×0.81＜0.8，不充分；

条件(2)：合格概率为0.9×0.9=0.81＞0.8，充分.


【答案】
 　B

[image: ]
 老吕施法


独立事件同时发生的概率公式：P(AB)=P(A)P(B).

[image: ]
 习题精练


1.一出租车司机从饭店到火车站途中有6个交通岗，假设他在各交通岗遇到红灯这一事件是相互独立的，并且概率都是[image: ]
 ，那么这位司机遇到红灯前，已经通过了2个交通岗的概率是().

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)[image: ]


2.某单位有3辆汽车参加某种事故保险，假设每辆车最多只赔偿一次，这3辆车是否发生事故相互独立，则一年内该单位在此保险中获赔的概率为[image: ]
 .

(1)3辆车在一年内发生此种事故的概率分别为[image: ]
 ,[image: ]
 ,[image: ]
 ;

(2)3辆车在一年内发生此种事故的概率分别为[image: ]
 ,[image: ]
 ,[image: ]
 .

3.某部队征兵体检，应征者视力合格的概率为[image: ]
 ，听力合格的概率为[image: ]
 ，身高合格的概率为[image: ]
 ，从中任选一学生，则该生三项均合格的概率为().

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)[image: ]


4.甲、乙两人各自去破译一个密码，则密码能被破译的概率为[image: ]
 .

(1)甲、乙两人能破译密码的概率分别是[image: ]
 ，[image: ]
 ；

(2)甲、乙两人能破译密码的概率分别是[image: ]
 ，[image: ]
 .

[image: ]
 习题详解


1. C


【解析】
 　第一、第二个交通岗未遇到红灯，在第三个交通岗遇到红灯，故：

P=[image: ]
 [image: ]
 ×[image: ]
 =[image: ]
 .

2. B


【解析】
 　条件(1)：1-[image: ]
 =[image: ]
 ，不充分；

条件(2)：1-[image: ]
 =[image: ]
 ，充分.

3. C


【解析】
 　P=[image: ]
 =[image: ]
 .

4. E


【解析】
 　密码能被破译，其反面为甲乙两人均为未译出，故：

条件(1)：1-[image: ]
 =[image: ]
 ，不充分；

条件(2)：1-[image: ]
 =[image: ]
 ，不充分.

两个条件无法联立.


题型89　伯努利概型


[image: ]
 母题精讲



母题89
 　(2008-10)张三以卧姿射击10次，命中靶子7次的概率是[image: ]
 .

(1)张三以卧姿打靶的命中率是0.2;

(2)张三以卧姿打靶的命中率是0.5.


【解析】
 　条件(1)：P=C7
 10
 ×0.27
 ×0.83
 ≠[image: ]
 ，不充分；

条件(2)：P=C7
 10
 ×0.57
 ×0.53
 =[image: ]
 ，充分.


【答案】
 　B

[image: ]
 老吕施法


(1)伯努利概型公式：Pn
 (k)=Ck
 n
 Pk
 (1-P)n-k
 ，(k=1,2,…,n).

(2)独立地做一系列伯努利试验，直到第k次试验时，事件A才首次发生的概率为：

Pk
 =(1-P)k-1
 P，(k=1,2,…,n).

[image: ]
 习题精练


1.设3次独立重复试验中，事件A发生的概率相等.若A至少发生一次的概率为[image: ]
 ，则事件A发生的概率为().

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)[image: ]


2.将一枚硬币连掷5次，如果出现k次正面的概率和出现k+1次正面的概率相等，那么k的值为().

(A) 1

(B)2

(C)3

(D)4

(E)5

[image: ]
 习题详解


1. C


【解析】
 　设A发生的概率为P，则有1-(1-P)3
 =[image: ]
 ⇒P=[image: ]
 .

2. B


【解析】
 　Ck
 5
 [image: ]
 k
 [image: ]
 5-k
 =Ck+1
 5
 [image: ]
 k+1
 [image: ]
 5-k-1
 ，解得k=2.


题型90　闯关和比赛问题


[image: ]
 母题精讲



母题90
 　(2010-1)在一次竞猜活动中，设有5关，如果连续通过2关就算闯关成功，小王通过每关的概率都是[image: ]
 ，他闯关成功的概率为().

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)[image: ]



【解析】
 　闯关成功的可能有如下几种(过关用√标示，没过关用×标示)，如表6—2所示：

表6—2
[image: ]

故闯关成功的概率为：

P=[image: ]
 2
 +[image: ]
 3
 +2×[image: ]
 4
 +3×[image: ]
 5
 =[image: ]
 .


【答案】
 　E

[image: ]
 老吕施法


(1)闯关问题一般符合独立事件的概率公式：P(AB)=P(A)P(B).

(2)闯关问题一般前几关满足题干要求后，后面的关就不用闯了，因此未必是每关都试一下成功不成功，要根据题意进行合理分类.

(3)比赛问题，比如5局3胜，不代表一定打满5局，也可能会3局或4局内就已经分出胜负.

[image: ]
 习题精练


1.(2014-1)掷一枚均匀的硬币若干次，当正面向上次数大于反面向上次数时候停止，则在4次之内停止的概率为().

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)[image: ]


2.甲、乙依次轮流投掷一枚均匀硬币，若先投出正面者为胜，则甲获胜的概率是().

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)[image: ]


3.甲、乙两人进行乒乓球比赛，采用“3局2胜”制，已知每局比赛中甲获胜的概率为0.6，则本次比赛甲获胜的概率是().

(A)0.216

(B)0.36

(C)0.432

(D)0.648

(E)以上答案均不正确

4.(2008-1)某乒乓球男子单打决赛在甲乙两选手间进行比赛用“7局4胜”制.已知每局比赛甲选手战胜乙选手的概率为0.7，则甲选手以4∶1战胜乙的概率为().

(A)0.84×0.73


(B)0.7×0.73


(C)0.3×0.73


(D)0.9×0.73


(E)以上都不对

5.甲、乙两队进行决赛，现在的情形是甲队只要再赢一局就获冠军，乙队需要再赢两局才能得冠军，若每局两队胜的概率均为[image: ]
 ，则甲队获得冠军的概率为().

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)[image: ]


[image: ]
 习题详解


1. C


【解析】
 　类似于闯关问题，停止的可能如表6—3所示.

表6—3


	第1次
	第2次
	第3次
	第4次



	正
	不用掷了
	不用掷了
	不用掷了



	反
	正
	正
	不用掷了




故 P=[image: ]
 +[image: ]
 3
 =[image: ]
 .


【快速得分法】
 　1次就扔出正面，概率为[image: ]
 ，故答案大于[image: ]
 ，只有C项.

2. A


【解析】
 　甲如果第1下就扔出正面，则后面就不用比了，以此类推.

甲获胜：首次正面出现在第1，3，5，…等次，概率为：

P甲
 =[image: ]
 +[image: ]
 3
 +[image: ]
 5
 +…=[image: ]
 =[image: ]
 .

3. D


【解析】
 　甲以2∶0获胜：P1
 =0.62
 =0.36；

甲以2∶1获胜：P2
 =C1
 2
 ×0.6×0.4×0.6=0.288.

故甲获胜的概率P=P1
 +P2
 =0.648.

4. A


【解析】
 　根据题意可知，一共打了五局，其中前四局中，甲胜3局，乙胜1局，第5局甲获胜,故甲选手以4∶1战胜乙的概率为：P=C3
 4
 ×0.73
 ×0.3×0.7=0.84×0.73
 .

5. D


【解析】
 　方法一：

甲第一局取胜：[image: ]
 ；甲第一局失败，第二局取胜：[image: ]
 ×[image: ]
 =[image: ]
 .故甲获得冠军的概率为[image: ]
 +[image: ]
 =[image: ]
 .方法二：乙夺冠的概率[image: ]
 ×[image: ]
 =[image: ]
 ,故甲夺冠的概率为1-[image: ]
 =[image: ]
 .




第七章　平面几何





[image: zt]
 本章题型网




（一）平面几何[image: ]


（二）立体几何[image: ]


（三）解析几何[image: ]





 第一节　平面几何









题型91　与三角形有关的问题




[image: zt]
 母题精讲



母题91
 　（2008-10）图7—1中，若△ABC的面积为1，△AEC,△DEC,△BED的面积相等，则△AED的面积=（）.

[image: 1057]


图7-1

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)[image: ]




【解析】

 　等底等高，面积相等；半底等高，面积一半,以此类推.

S△AEC
 =[image: ]
 ,⇒AE=[image: ]
 AB，S△BED
 =S△CED
 ,⇒BD=[image: ]
 BC，故S△AED
 =[image: ]
 .



【答案】

 　B

[image: zt]
 老吕施法



1.求三角形的面积


（1）[image: 7001]


其中，h是a边上的高，C是a,b边所夹的角，[image: 7002]
 ，r为三角形内切圆的半径，R为三角形外接圆的半径.

（2）等底等高的两个三角形面积相等.


2.三角形的相似


考试重点，常考两种用法，一是求直线的长度，二是面积比等于相似比的平方.


3.三角形的全等


折叠问题.


4.勾股定理（a2
 +b2
 =c2
 ）


勾股定理虽然简单，但是考试常考.

[image: zt]
 习题精练


1.（2014-1）如图7—2所示，已知AE=3AB，BF=2BC.若△ABC的面积是2，则△AEF的面积为（）.

（A）14

（B）12

（C）10

（D）8

（E）6

[image: ]


图7-2

2.如图7—3所示，在△ABC中，AD⊥BC于D，BC=10,AD=8,E,F分别为AB和AC的中点，那么△EBF的面积等于（）.

（A）6

（B）7

（C）8

（D）9

（E）10

[image: ]


图7-3



3.如图7—4所示，已知△ABC的面积为36，将△ABC沿BC平移到△A′B′C′，使得B′和C重合，连接AC′，交A′C于D，则△C′DC的面积为（）.

（A）6

（B）9

（C）12

（D）18

（E）24

[image: ]


图7-4



4.如图7—5所示，ABCD为正方形，A、E、F、G在同一条直线上，并且|AE|=5厘米，|EF|=3厘米，那么|FG|=（）厘米.

[image: ]


图7-5

（A）[image: ]


（B）4

（C）[image: ]


（D）[image: ]


（E）[image: ]


5.（2012-1）如图7—6所示，△ABC是直角三角形，S1
 S2
 S3
 为正方形，已知a，b，c分别是S1
 S2
 S3
 的边长，则（）.

[image: ]


图7-6

（A）a=b+c

(B)a2
 =b2
 +c2


(C)a2
 =2b2
 +2c2


(D)a3
 =b3
 +c3


(E)a3
 =2b3
 +2c3


6.（2003-1）设P是正方形ABCD外的一点，PB=10厘米，△APB的面积是80平方厘米，△CPB的面积是90平方厘米，则正方形ABCD的面积为（）.

（A）720平方厘米

（B）580平方厘米

(C)640平方厘米

(D)600平方厘米

（E）560平方厘米

[image: zt]
 习题详解


1. B



【解析】

 　等底等高，面积相等；半底等高，面积一半.以此类推,可知：S△AEF
 =6S△ABC
 =12.

2. E



【解析】

 　由题意知，S△EBF
 =[image: ]
 ·EF·h=[image: ]
 ×5×4=10.

3. D



【解析】

 　由题意可知AC∥A′C′，AA′∥CC′，故ACC′A′为平行四边形，对角线互相平分，故D为A′C的中点，故△C′DC与△A′CC′同底且高是它的一半，故△C′DC的面积应为△A′CC′的一半，为18.

4. A



【解析】

 　由原图，[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 ,故|FG|=[image: ]
 -|EF|=[image: ]
 -3=[image: ]
 .

5. A



【解析】

 　将题中图形的各点标注如图7—7所示：

[image: 1057]


图7-7

则有：△DEG与△EFH相似，所以[image: ]
 =[image: ]
 ，即[image: ]
 =[image: ]
 ⇒a=b+c.

6. B



【解析】

 　如图7—8所示，做△APB在AB边上的高PF=h1
 ，做△CPB的在BC边上的高PE=h2
 ，连接EB、FB，可知EB=PF=h1
 .



在△EPB中，由勾股定理得PB2
 =h1
 2
 +h2
 2
 =100.

设正方形的边长为a，则有：

S△ABP
 =[image: ]
 h1
 a=80，S△BCP
 =[image: ]
 h2
 a=90,

解得正方形面积S=a2
 =[image: ]
 =580.

[image: ]


图7-8



题型92　阴影部分面积




[image: zt]
 母题精讲



母题92
 　（2014-1）如图7—9所示，圆A和圆B的半径均为1，则阴影部分的面积为（）.

（A）[image: ]
 π

（B）[image: ]


（C）[image: ]


（D）[image: ]


（E）[image: ]


[image: ]


图7-9





【解析】

 　连接两圆交点和圆心以后是等边三角形，与2013年真题相似，吕建刚老师上课讲过.

设两圆的交点为C、D两点，连接AC、AD、BC、BD，得如图7—10所示图形：

[image: 1057]


图7-10



阴影面积=2个等边三角形ABC和ABD的面积+4个小弓形的面积

=2×S△ABC
 +4×(S扇形ABC
 -S△ABC
 )

=4×S扇形ABC
 -2×S△ABC


=4×[image: ]
 ×π-2×[image: ]


=[image: ]
 .



【答案】

 　E

[image: zt]
 老吕施法


(1)重点题型，几乎每年都考一道，常用割补法，将不规则的图形转化为规则图形.

(2)注意图形之间的等量关系.

(3)真题中出现的图形，一定是准确的，所以用尺子或量角器量一下，再进行估算是简单有效的办法.

(4)根据对称性解题也是常见方法.

[image: zt]
 习题精练


1.（1999-10）如图7—11所示，半圆ADB以C为圆心，半径为1且CD⊥AB，分别延长BD和AD至E和F，使得圆弧AE和BF分别以B和A为圆心，则图中阴影部分的面积为（）.

[image: ]


图7-11

（A）[image: ]


（B）(1-[image: ]
 )π

（C）[image: ]
 -1

（D）[image: ]
 -2

（E）π-1

2.如图7—12所示，正方形ABCD的边长为4，分别以A、C为圆心，4为半径画圆弧，则阴影部分的面积是（）.

[image: ]


图7-12

（A)16-8π

（B）8π-16

（C）4π-8

（D）32-8π

（E）8π-32

3.如图7—13所示，AB=10厘米是半圆的直径，C是AB弧的中点，延长BC于D，ABD是以AB为半径的扇形，则图中阴影部分的面积是（）.

（A）25[image: ]
 　　　

（B）25[image: ]


（C）25[image: ]


（D）25[image: ]


（E）以上答案均不正确

[image: ]


图7-13

13



4.如图7—14所示，长方形ABCD中，E是AB的中点、F是BC上的点，且|CF|=[image: ]
 |BC|，那么有阴影部分的面积S是三角形ABC面积S△ABC
 的（）.

（A）[image: ]
 　　　　

（B）[image: ]
 　　　　

（C）[image: ]
 　　　　

（D）[image: ]
 　　　　

（E）[image: ]


[image: ]


图7-14



5.设计一个商标图形（如图7—15所示），在△ABC中，|AB|=|AC|=2厘米，∠B=30°，以A为圆心，AB为半径作[image: 7003]
 ，以BC为直径作半圆[image: 7004]
 ，则商标图案面积等于（）.

（A）[image: ]
 π+[image: ]


（B）[image: ]
 π+[image: ]


（C）[image: ]
 π+[image: ]


（D）[image: ]
 π+[image: ]


（E）[image: ]
 π+[image: ]


[image: ]


图7-15

6.如图7—16所示，半圆A和半圆B均与y轴相切于点O，其直径CD、EF均和x轴垂直，以O为顶点的两条抛物线分别经过C、E、和D、F，则图中阴影部分的面积是（）.

[image: 1057]


图7-16

（A）[image: ]
 π

（B）[image: ]
 π

（C）[image: ]
 π

（D）[image: ]
 π

（E）[image: ]
 π

7.如图7—17所示，在RT△ABC中，∠C=90°,AC=4，BC=2，分别以AC、BC为直径画半圆，则图中阴影部分的面积为（）.

（A）2π-1

（B）3π-2

（C）3π-4

（D）[image: ]
 π-3

（E）[image: ]
 π-4

[image: ]


图7-17



8.如图7—18所示，三个圆的半径是5厘米，这三个圆两两相交于圆心，则三个阴影部分的面积之和为（）.

（A）[image: ]


（B）[image: ]


（C）12π

（D）13π

（E）11π

[image: ]


图7-18

9.如图7—19所示，圆的周长是12π，圆的面积与长方形的面积相等，阴影面积等于（）.

（A）27π

（B）28π

（C）29π

（D）30π

（E）36π

[image: ]


图7-19

10.如图7—20所示，正方形ABCD的对角线AC=2厘米，扇形ACB是以AC为直径的半圆，扇形DAC是以D为圆心，AD为半径的圆的一部分，则阴影部分的面积为（）.

（A）π-1

（B）π-2

（C）π+1

（D）π+2

（E）π

[image: ]


图7-20



11.如图7—21所示，以六边形的每个顶点为圆心，1为半径画圆，则图中阴影部分的面积为（）.

（A）2π

（B）3π

（C）[image: ]


（D）[image: ]


（E）π

[image: ]


图7-21



12.如图7—22所示，在△ABC中，AB＝AC，AB＝5，BC＝8，分别以AB、AC为直径作半圆，则图中阴影部分的面积是（）.

（A）[image: ]
 -12

（B）[image: ]


（C）[image: ]
 +12

（D）[image: ]
 -12

（E）[image: ]
 +12

[image: ]


图7-22



13.图7—23所示，是一个边长为10的正方形和半圆所组成的图形，其中P为半圆周的中点，Q为正方形一边上的中点，则阴影部分的面积为（）.

（A）[image: ]
 （π-1）

（B）[image: ]
 π

（C）[image: ]
 （1+π）

（D）[image: ]
 （2+π）

（E）[image: ]
 （π-2）

[image: ]


图7-23

14.如图7—24所示，梯形ABCD被对角线分为4个小三角形，已知△AOB和△BOC的面积分别为25 cm2
 和35 cm2
 ，那么梯形的面积是144.

（1）梯形为等腰梯形；　　　（2）梯形为直角梯形.

[image: ]


图7-24



[image: zt]
 习题详解


1. C



【解析】

 　左边阴影部分的面积:

S=S扇形ABE
 -S扇ACD
 形-S△BCD
 =[image: ]
 π·22
 -[image: ]


 =[image: ]
 -[image: ]
 ，

阴影部分面积2S=[image: ]
 -1.

2. B



【解析】

 　阴影部分的面积S=2[image: ]
 =8π-16.

3. B



【解析】

 　如图7—25所示，连接AC.

∠ABC=90°，AC=BC=[image: ]
 (△ABC是等腰直角三角形）.

阴影部分面积=扇形ABD的面积-△ABC的面积　　　　　　　

            =[image: ]
 π×102
 -[image: ]
 2
 =[image: ]
 π-[image: ]


            =[image: ]
 π-25=25[image: ]
 .

[image: ]


图7-25



4. E



【解析】

 　设AE=BE=x,CF=y,BF=3y，则有：

S△ABC
 =[image: ]
 ×2x×4y=4xy,S△BEF
 =[image: ]
 ×x×3y=[image: ]
 xy,

故：[image: ]
 .

5. D



【解析】

 　S△ABC
 +S半圆BCF
 -S扇形ABEC
 =[image: ]
 ×2[image: ]
 ×1+[image: ]
 π([image: ]
 )2
 -[image: ]
 π=[image: ]
 +[image: ]
 .

6. B



【解析】

 　根据对称性可知，阴影部分面积等于一个半圆的面积，故有：S阴
 =[image: ]
 π×12
 =[image: ]
 π.

7. E



【解析】

 　阴影部分的面积=半圆AC的面积+半圆BC的面积-Rt△ABC的面积，

故：S阴影
 =[image: ]
 π×22
 +[image: ]
 π×12
 -[image: ]
 ×2×4=[image: ]
 π-4.

8. A



【解析】

 　如图7—26所示，连接其中一个阴影部分的三点构成一个等边三角形，从图中会发现：每一块阴影部分面积=正三角形面积+两个弓形面积-一个弓形面积=扇形面积，所以可求出以这个小阴影部分为主的扇形面积，再乘3，就是阴影的总面积，故选A.

[image: ]


图7-26

9. A



【解析】

 　圆的周长：2πr=12π⇒r=6⇒S阴
 =[image: ]
 S圆
 =27π，故S阴影
 =[image: ]
 S圆
 =[image: ]
 π×62
 =27π.

10. B



【解析】



AD=[image: ]
 AC=[image: ]
 ；

S阴影
 =S半圆AC
 -S△ABC
 +S弓形AC


     =[image: ]
 π×12
 -[image: ]
 ×2×2+[image: ]


     =π-2.

11. A



【解析】

 　6个扇形的圆心角之和为六边形的内角和，为720°，故阴影部分面积等于圆的面积的两倍：S阴影
 =2×πr2
 =2π.

12. A



【解析】

 　

S阴影
 =S以AB为直径的半圆
 +S以AC为直径的半圆
 -S△ABC
 　　　　

    =[image: ]
 π×[image: ]
 2
 +[image: ]
 π×[image: ]
 2
 -[image: ]
 ×8×[image: ]


    =[image: ]
 -12.

13. C



【解析】

 　连PD、PC将阴影部分转换为两个三角形和两个弓形.

S阴影
 =S△APD
 +S△QPC
 +S弓形PD
 +S弓形PC


     =[image: ]
 ×10×5+[image: ]
 ×5×5+（S半圆
 -S△CDP
 ）

     =25+[image: ]
 +[image: ]


     =[image: ]
 （1+π）.

14. D



【解析】

 　条件（1）：S△AOD
 =S△BOC
 =35,[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 ，这两个三角形同底，所以其高的比为5∶12，故△AOB与△COD高的比为5∶7.

又△AOB∽△COD，[image: ]
 =[image: ]
 2
 ，解得S△COD
 =49.所以，梯形面积=25+35+35+49=144，条件（1）充分.

条件（2）：同理，也充分.




 第二节　立体几何









题型93　立体几何基本问题




[image: zt]
 母题精讲



母题93
 　(2012-1)如图7—27所示，一个储物罐的下半部分是底面直径与高均是20 m的圆柱形、上半部分（顶部）是半球形，已知底面与顶部的造价是400元/m2
 ，侧面的造价是300元/m2
 ,该储物罐的造价是（）（π≈3.14）.

（A）56.52万元

（B）62.8万元

（C）75.36万元

（D）87.92万元

（E）100.48万元

[image: ]


图7-27



【解析】

 　圆柱的侧面积=πdh=π×20×20=400π;

底面积=πr2
 =π×102
 =100π;

顶部半球的面积=[image: ]
 ×4πr2
 =2π×102
 =200π;

造价=300×400π+400(100π+200π)=240000π=75.36(万元).



【答案】

 　C

[image: zt]
 老吕施法



1.长方体(图7-28)


[image: ]


图7-28

若长方体三条边长分别为a,b,c，则

（1）体积V=abc；

（2）全面积F=2(ab+ac+bc)；

（3）体对角线d=[image: 7005]
 .


2.圆柱体（图7-29）


[image: ]


图7-29

设圆柱体的高为h，底面半径为r，则：

（1）体积V=πr2
 h；

（2）侧面积S=2πrh；

（3）全面积F=2πr2
 +2πrh.


3.球体(图7-30)


[image: ]


图7-30

设球的半径是R，则：

(1)体积[image: 7006]
 ;

(2)表面积S=4πR2
 .

[image: zt]
 习题精练


1.(1999-1)一个两头密封的圆柱形水桶，水平横放时桶内有水部分占水桶一头圆周长的[image: ]
 ，则水桶直立时水的高度和桶的高度之比值是（）.

（A）[image: ]


（B）[image: ]


（C）[image: ]


（D）[image: ]


（E）[image: ]


2.如果圆柱的底面半径为1，则圆柱侧面展开图的面积为6π.

（1）高为3;　　　　　　　　（2）高为4.

3.长方体所有的棱长之和为28.

（1）长方体的体对角线长为2[image: ]
 ;　　（2）长方体的表面积为25.

4.长方体对角线长为a，则表面积为2a2
 .

（1）棱长之比为1∶2∶3的长方体;　　（2）长方体的棱长均相等.

5.一个圆柱形容器的轴截面尺寸如图7—31所示，将一个实心球放入该容器中，球的直径等于圆柱的高，现将容器注满水，然后取出该球（假设原水量不受损失），则容器中水面的高度为（）.

（A）5[image: ]
 cm

（B）6[image: ]
 cm

（C）7[image: ]
 cm

（D）8[image: ]
 cm

（E）9[image: ]
 cm

[image: ]


图7-31



6.一个圆柱的侧面展开图是正方形，那么它的侧面积是下底面积的（）倍.

（A）2

（B）4

（C）4π

（D）π

（E）2π

7.长方体ABCD-A1
 B1
 C1
 D1
 中，AB=4,BC=3,BB1
 =5，从点A出发沿表面运动到C1
 点的最短路线长为（）.

(A) 3[image: ]


(B)4[image: ]


(C)[image: ]


(D)[image: ]


(E)5[image: ]


8.圆柱轴截面的周长为12，则圆柱体积最大值为（）.

（A）6π

（B）8π

（C）9π

（D）10π

（E）12π

9.现有一大球一小球，若将大球中的[image: ]
 溶液倒入小球中，正巧可装满小球，那么大球与小球的半径之比等于（）.

（A）2∶1

（B）3∶1

（C）2∶[image: ]


（D）[image: ]


（E）4∶1

10.如图7—32所示，一个底面半径为R的圆柱形量杯中装有适量的水.若放入一个半径为r的实心铁球，水面高度恰好升高r，则[image: ]
 为（）.

（A）[image: ]


（B）[image: ]


（C）[image: ]


（D）[image: ]


（E）[image: ]


[image: ]


图7-32



11.如图7—33所示，有一圆柱，高h=12厘米，底面半径r=3厘米，在圆柱下底面的点A处有一只蚂蚁，沿圆柱表面爬行到同一纵切面的斜上方的B点，则蚂蚁沿侧面爬行时最短路程是（）（π≈3）.

（A）12

（B）13

（C）14

（D）15

（E）16

[image: ]


图7-33

12.如图7—34，有一圆柱，高h=3厘米，底面半径r=3厘米，在圆柱下底面的点A处有一只蚂蚁，沿圆柱表面爬行到同一纵切面的斜上方的B点，则蚂蚁沿圆柱表面爬行时最短路程是（）（π≈3）.

（A）2[image: ]


（B）8

（C）9

（D）3[image: ]


（E）3[image: ]


[image: ]


图7-33

[image: zt]
 习题详解


1. C



【解析】

 　设桶高为h，水桶直立时水高为l，由题意可知劣弧AB所对的圆心角为90°,故图7—35中阴影部分面积为：S阴
 =[image: ]
 πr2
 -[image: ]
 r2
 .

[image: ]


图7-35



由于桶内水的体积不变，故

V水
 =πr2
 ·l=S阴
 ·h=[image: ]
 h，

解得：[image: ]
 .

2. A



【解析】

 　条件（1）:S=2π×1×3=6π；条件（2）:S=2π×1×4=8π.

3. C



【解析】

 　设长方体棱长为a,b,c，单独都不能成立，联合（1）与（2）得

[image: ]


⇒(a+b+c)2
 =a2
 +b2
 +c2
 +2(ab+bc+ac)=49

⇒a+b+c=7，

则棱长之和为4(a+b+c)=28，两个条件联立充分.

4. B



【解析】

 　设长方体长宽高分别为x、y、z，体对角线长a=[image: ]
 ；表面积

S=2xy+2xz+2yz=2a2
 ⇒xy+yz+xz=x2
 +y2
 +z2
 ⇒x=y=z，

即长方体各边相等，为正方体，故条件（1）不充分，条件（2）充分.

5. D



【解析】

 　由图可知，圆柱的底面半径为10，高为10，球的体积与下降水的体积相等，设水面高度为h，则有

[image: ]
 πr3
 球
 =πr2
 柱
 （10-h)⇒h=8[image: ]
 .

6. C



【解析】

 　由题意，h=2πr，故[image: ]
 =4π.

7. C



【解析】

 　定理：若长方体长宽高为a,b,c，且a＞b＞c，那么从点A出发沿表面运动到C1
 点的最短路线长为[image: ]
 ,故此题答案为[image: ]
 =[image: ]
 .

8. B



【解析】

 　设圆柱的半径为r，高为h，则2r+h=6，

体积V=πr2
 h=πr2
 (6-2r)=π·r·r·(6-2r)≤π·[image: ]
 3
 =8π.

9. A



【解析】

 　[image: ]
 ⇒[image: ]
 =2.

10. A



【解析】

 　量杯中水上升的体积等于球的体积，得：πR2
 r=[image: ]
 πr3
 ⇒[image: ]
 =[image: ]
 .

11. D



【解析】

 　将圆柱的侧面展开，连接AB，如图7—36所示.

[image: ]


图7-36



可知AB的路径最短：AB=[image: ]
 =[image: ]
 =15.

12. C



【解析】

 　同11题，可知当蚂蚁沿侧面爬行到B点时的距离为：

[image: ]
 =[image: ]
 =3[image: ]
 .

当蚂蚁沿AC到上底面，再沿CB爬行，有AC+CB=3+6=9＜3[image: ]
 ，故最短路程是经AC到上底面，再沿CB爬行，路程为9.






题型94　几何体的“接”与“切”




[image: zt]
 母题精讲



母题94
 　(2011-1)现有一个半径为R的球体，拟用刨床将其加工成正方体，则能加工的最大正方体的体积是（）.

（A）[image: ]
 R3


（B）[image: ]
 R3


（C）[image: ]
 R3


（D）[image: ]
 R3


（E）[image: ]
 R3




【解析】

 　球体的内接正方体，正方体的体对角形与球体的直径相等，所以(2R)2
 =3a2
 ，即a=[image: ]
 R.

正方体的体积为：a3
 =[image: ]
 R3
 .



【答案】

 　B

[image: zt]
 老吕施法


组合体问题的关键是找到等量关系，常见以下等量关系.


1.长方体、正方体、圆柱体的外接球


长方体外接球的直径=长方体的体对角线长;

正方体外接球的直径=正方体的体对角线长;

圆柱体外接球的直径=圆柱体的体对角线.


2.正方体的内切球


内切球直径=正方体的棱长.


3.圆柱体的内切球


内切球的直径=圆柱体的高;

内切球的横切面积=圆柱体的底面积.

[image: zt]
 习题精练


1.棱长为a的正方体的外接球与内切球的表面积之比为3∶1.

（1）a=1;　　　　　　　　（2）a=2.

2.若球的半径为R，则这个球的内接正方体表面积是72.

（1）R=3;　　　　　　　　（2）R=[image: ]
 .

3.长方体的各顶点均在同一球的球面上，且一个顶点上的三条棱的长分别为1，2，3，则此球的表面积为（）.

（A）8π

（B）10π

（C）12π

（D）14π

（E）16π

4.棱长为a的正方体内切球,外接球,外接半球的半径分别为（）.

（A）[image: ]
 ，[image: ]
 a，[image: ]
 a

（B）[image: ]
 a，[image: ]
 a，[image: ]
 a

（C）a，[image: ]
 ，[image: ]


（D）[image: ]
 ，[image: ]
 a，[image: ]
 a

（E）[image: ]
 ，[image: ]
 a，[image: ]
 a

5.已知轴截面是正方形的圆柱的高与球的直径相等，则圆柱的全面积与球的表面积的比是（）.

（A）6∶5

（B）5∶4

（C）4∶3

（D）3∶2

（E）5∶2

[image: zt]
 习题详解


1. D



【解析】

 　内切球直径为正方体边长a，外接球直径为正方体的体对角线[image: ]
 a，可知r内
 =[image: ]
 ，r外
 =[image: ]
 a，表面积之比等于半径之比的平方，为3∶1，故不论棱长为多少，比值均为3∶1，两个条件都充分.

2. A



【解析】

 　球的内接正方体的体对角线就是球的直径，由此得出正方体的棱长，即可求出表面积.正方体的棱长为[image: ]
 R，表面积为6[image: ]
 2
 =8R2
 =72⇒R=3,故条件（1）充分，条件（2）不充分.

3. D



【解析】

 　长方体外接球直径长等于长方体体对角线，即2R=[image: ]
 =[image: ]
 ,故S=4πR2
 =14π.

4. E



【解析】

 　如图7—37(a)所示：正方体的边长等于内切球的直径，故内切球半径为r=[image: ]
 ；

如图7—37(b)所示：正方体的体对角线L=2r=[image: ]
 a，故r=[image: ]
 a.

如图7—37(c)所示：正方体外接半球的半径R=[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 a.

[image: ]


图7-37

5. D



【解析】

 　赋值法，设圆柱体底面半径r=1，则高h=2r=2,故圆柱的全面积S圆
 柱=2πr2
 +2πrh=6π.

球体半径R=1，故球的表面积S球
 =4πR2
 =4π,故[image: ]
 .




 第三节　解析几何









题型95　点与点的关系




[image: zt]
 母题精讲



母题95
 　已知三个点A(x,5)，B(-2,y)，C(1,1)，若点C是线段AB的中点，则（）.

（A）x=4,y=-3

（B）x=0,y=3

（C）x=0,y=-3

（D）x=-4,y=-3

（E）x=3,y=-4



【解析】

 　点C是线段AB的中点，根据中点坐标公式,则有

[image: ]
 ⇒[image: ]
 .



【答案】

 　A

[image: zt]
 老吕施法


(1)若有两点(x1,x2),(y1,y2)，则有：

①中点坐标公式：[image: 7007]
 ；

②斜率公式：[image: 7007]


③两点间的距离公式：[image: 7007]
 .

(2)若三角形三个顶点的坐标分别为(x1,y1)，(x2,y2)，(x3,y3)，则三角形的重心坐标为：[image: 7007]
 .

(3)三点共线：任取两点，斜率相等.

[image: zt]
 习题精练


1.已知三角形ABC的三个顶点的坐标分别为(0,2)，(-2,4)，(5,0)，则这个三角形的重心坐标为（）.

（A）（1，2）

（B）（1，3）

（C）（-1，2）

（D）（0，1）

（E）（1，-1）

2.已知线段AB的长为12，点A的坐标是(-4,8)，点B横纵坐标相等，则点B的坐标为（）.

（A）(-4,-4)

（B）(8,8)

（C）(4,4)或(8,8)

（D）(-4,-4)或(8,8)

（E）(4,4)或(-8,-8)

3.过点P(-2,m)和Q(m,4)的直线的斜率等于1.

（1）m=1;　　　　（2）m=-1.

4.已知三点A(a,2),B(5,1),C(-4,2a)在同一直线上，则a的值为（）.

（A）2

（B）3

（C）-[image: ]


（D）2或[image: ]


（E）2或-[image: ]


[image: zt]
 习题详解


1. A



【解析】

 　横坐标为：[image: ]
 =[image: ]
 =1；

纵坐标为：[image: ]
 =[image: ]
 =2；

故重心坐标为：（1，2）.

2. D



【解析】

 　设点B的坐标为(x,x)，根据两点间的距离公式有：

d=[image: ]
 =12.

解得x=-4或x=8，故B点的坐标为：(-4,-4)或(8,8).

3. A



【解析】

 　k=[image: ]
 =1，解得m=1，故条件(1)充分，条件（2）不充分.

4. D



【解析】

 　kAB
 =[image: ]
 ，　　　kBC
 =[image: ]
 ,

A、B、C三点共线，所以kA
 B=kB
 C，即

[image: ]
 ，

解得a1
 =2,a2
 =[image: ]
 .






题型96　点与直线的位置关系




[image: zt]
 母题精讲



母题96
 　设点A（7，-4），B（-5，6），则线段AB的垂直平分线的方程为（）.

（A）5x-4y-1=0

（B）6x-5y+1=0

（C）6x-5y-1=0

（D）7x-5y-2=0

（E）2x-5y-7=0



【解析】

 　方法一：

AB所在直线的斜率为k1
 =[image: ]
 =-[image: ]
 ,AB的垂直平分线的斜率为k2
 =[image: ]
 .

AB的中点坐标为x=[image: ]
 =1，y=[image: ]
 =1，即中点为(1,1).

根据直线的点斜式方程可得y-1=[image: ]
 (X-1)，即6x-5y-1=0.

方法二：

设点P(x,y)为AB的垂直平分线上任意一点，则PA=PB，可得

(x-7)2
 +(y+4)2
 =(x+5)2
 +(y-6)2
 ，

解得：6x-5y-1=0.



【答案】

 　C

[image: zt]
 老吕施法



1.直线方程的五种形式


（1）点斜式：已知直线过点(x0
 ,y0
 )，斜率为k，则直线的方程为

y-y0
 =k(x-x0
 ).

（2）斜截式：已知直线过点(0,b)，斜率为k，则直线的方程为

y=kx+b，b为直线在y轴上的纵截距.

（3）两点式：已知直线过P1
 (x1
 ,y1
 ),P2
 (x1
 ,y1
 )两点，x2
 ≠x1
 ，则直线的方程为

[image: 7011]


（4）截距式：已知直线过点A(a,0)和B(0,b)(a≠0,b≠0)，则直线的方程为

[image: 7011]


（5）一般式：Ax+By+C=0（A，B不同时为零）.


【易错点】
 使用直线的截距式方程，必须首先讨论直线是否过原点.


2.点与直线的位置关系


（1）点在直线上，则可将点的坐标代入直线方程.

（2）点到直线的距离公式.

若直线l的方程为：Ax+By+C=0，点(x0
 ,y0
 )到l的距离为：

[image: 7011]


（3）两点关于直线对称，见对称问题.

[image: zt]
 习题精练


1.已知直线l经过点(4,-3)且在两坐标轴上的截距绝对值相等，则直线l的方程为（）.

（A）x+y-1=0

（B）x-y-7=0

（C）x+y-1=0或x-y-7=0

（D）x+y-1=0或x-y-7=0或3x+4y=0

（E）3x+4y=0

2.已知点A(1,-2),B(m,2)，且线段AB的垂直平分线的方程是x+2y-2=0，则实数m的值是（）.

（A）-2

（B）-7

（C）3

（D）1

（E）2

3.已知点C(2,-3),M(1,2),N(-1，-5)，则点C到直线MN的距离等于（）.

（A）[image: ]


（B）[image: ]


（C）[image: ]


（D）[image: ]


（E）[image: ]


4.点A(3,4),B(2,-1)到直线y=kx的距离之比为1∶2.

（1）k=[image: ]
 ;　　　　（2）k=[image: ]
 .

[image: zt]
 习题详解


1. D



【解析】

 　设直线在x轴与y轴上的截距分别为a,b.

①当a≠0,b≠0时，设直线方程为[image: ]
 +[image: ]
 =1，直线经过点(4,-3)，故[image: ]
 - [image: ]
 =1.

又由|a|=|b|，得[image: ]
 或[image: ]
 ，故直线方程为x+y-1=0或x-y-7=0.

②当a=b=0时，则直线经过原点及(4,-3)，故直线方程为3x+4y=0.

综上，所求直线方程为x+y-1=0或x-y-7=0或3x+4y=0.

2. C



【解析】

 　线段AB的中点[image: ]
 在直线上，代入可得：

[image: ]
 -2=0，

解得m=3.

3. A



【解析】

 　利用直线的两点式方程：[image: ]
 =[image: ]
 ，整理得：

7x-2y-3=0,

故点C到直线MN的距离为：

[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 .

4. D



【解析】

 　条件（1）中，y=[image: ]
 x，即9x-4y=0.点A到直线的距离dA
 =[image: ]
 =[image: ]
 ，B到直线的距离dB
 =[image: ]
 =[image: ]
 =2dA
 ，条件（1）充分.

条件（2）中，y=[image: ]
 x，即7x-8y=0.点A到直线的距离dA
 =[image: ]
 =[image: ]
 ，B到直线的距离dB
 =[image: ]
 =[image: ]
 =2dA
 ，条件（2）充分.






题型97　直线与直线的位置关系




[image: zt]
 母题精讲



母题97
 　(2008-1)a=-4.

（1）点A（1，0）关于直线x-y+1=0的对称点是A′[image: ]
 ;

（2）直线l1
 ∶(2+a)x+5y=1与直线l2
 ∶ax+(2+a)y=2垂直.



【解析】

 　条件（1）：点(x,y)关于直线x-y+c=0的对称点的坐标为(y-c,x+c)（见题型7.17，此推论需记忆）,所以点A（1，0）关于直线x-y+1=0的对称点为（-1，2），故a=-4，条件（1）充分.

条件（2）：两条直线垂直，则(2+a)a+5(2+a)=0，即(2+a)(a+5)=0，解得a=-2或a=-5，条件（2）不充分.



【答案】

 　A

[image: zt]
 老吕施法



1.平行


（1）若两条直线的斜率相等且截距不相等，则两条直线互相平行.

（2）若两条平行直线的方程分别为l1
 ：Ax+By+C1
 =0，l2
 ：Ax+By+C2
 =0，那么l1
 与l2
 之间的距离为：

[image: ]
 .


2.相交


（1）联立两条直线的方程可以求交点.

（2）若两条直线l1
 ：y=k1
 x+b1
 与l2
 ：y=k2
 x+b2
 ，且两条直线不是互相垂直的，则两条直线的夹角α满足如下关系:

[image: ]
 .


3.垂直


若两条直线互相垂直，有如下两种情况：

(1)其中一条直线的斜率为0，另外一条直线的斜率不存在,即一条直线平行于x轴，另一条直线平行于y轴.

(2)两条直线的斜率都存在，则斜率的乘积等于-1.

以上两种情况可以用下述结论代替：

若两条直线l1
 :A1
 x+B1
 y+C1
 =0,l2
 :A2
 x+B2
 y+C2
 =0互相垂直，则A1
 A2
 +B1
 B2
 =0.

[image: zt]
 习题精练


1. (m+2)x+3my+1=0与(m-2)x+(m+2)y-3=0相互垂直.

（1）m=[image: ]
 ;　　　　　　（2）m=-2.

2.已知直线l1
 :ax+2y+6=0与l2
 :x+(a-1)y+a2
 -1=0平行，则实数a的取值是（）.

（A）-1或2

（B）0或1

（C）-1

（D）2

（E）-2

3.在y轴的截距为-3，且与直线2x+y+3=0垂直的直线方程是（）.

（A）x-2y-6=0

（B）2x-y+3=0

（C）x-2y+3=0

（D）x+2y+6=0

（E）x-2y-3=0

4. a=4,b=2.

（1）点A(a+2,b+2)与点B(b-4,a-6)关于直线4x+3y-11=0对称;

（2）直线y=ax+b垂直于直线x+4y-1=0，在x轴上的截距为-[image: ]
 .

[image: zt]
 习题详解


1. D



【解析】

 　两条直线垂直，即：

(m+2)(m-2)+3m(m+2)=0,

整理得：

(m+2)(m-2+3m)=0，

解得：m=[image: ]
 或-2，故两个条件都充分.

2. C



【解析】

 　两条直线平行，则斜率相等且截距不相等，故有：

[image: ]
 ，

解得a=-1.

3. A



【解析】

 　两条直线垂直，则斜率乘积为-1，故所求直线斜率为[image: ]
 .

据直线的斜截式方程可得：y=[image: ]
 x-3，整理得：x-2y-6=0.

4. D



【解析】

 　条件（1）：[image: ]
 ，解得a=4,b=2，充分.

条件（2）：斜率乘积为-1，得a=4.在x轴上的截距为-[image: ]
 ，故其应过点[image: ]
 ，则b=2，条件（2）也充分，故选D.






题型98　点、直线与圆的位置关系




[image: zt]
 母题精讲



母题98
 　(2011-10）直线l是圆x2
 -2x+y2
 +4y=0的一条切线.

（1）l:x-2y=0;（2）l:2x-y=0.



【解析】

 　圆x2
 -2x+y2
 +4y=0的圆心为（1，-2），半径为[image: ]
 .

条件（1）：圆心到直线的距离为：[image: ]
 =[image: ]
 ，所以条件（1）充分.

条件（2）：圆心到直线的距离为：[image: ]
 =[image: ]
 ，所以条件（2）不充分.



【答案】

 　A

[image: zt]
 老吕施法



(1)点与圆的位置关系.


点P(x0
 ,y0
 )，圆：(x-a)2
 +(y-b)2
 =r2
 .

①点在圆内：(x0
 -a)2
 +(y0
 -b)2
 ＜r2
 ;

②点在圆上：(x0
 -a)2
 +(y0
 -b)2
 =r2
 ;

③点在圆外：(x0
 -a)2
 +(y0
 -b)2
 ＞r2
 .


(2)直线与圆有以下三种位置关系（设圆心到直线的距离为d，圆的半径为r）.


①相离：d＞r;

②相切：d=r;

③相交：d＜r,相交时，直线被圆截得的弦长为：[image: ]
 .


(3)求圆的切线方程时，常设切线的方程为Ax+By+c=0或y=k(x-a)+b，再利用点到直线的距离等于半径，即可确定切线方程.


[image: zt]
 习题精练


1.若点(a,2a)在圆(x-1)2
 +(y-1)2
 =1的内部，则实数a的取值范围是（）.

（A）[image: ]
 ＜a＜1

（B）a＞1或a＜[image: ]


（C）[image: ]
 ≤a≤1

（D）a≥1或a≤[image: ]


（E）以上都不对

2.(2011-1）直线ax+by+3=0被圆(x-2)2
 +(y-1)2
 =4截得的线段的长度为2[image: ]
 .

(1)a=0,b=-1;(2)a=-1,b=0.

3.过点(-2,0)的直线l与圆x2
 +y2
 =2x有两个交点，则直线l的斜率k的取值范围是（）.

（A）(-2[image: ]
 ,2[image: ]
 )

（B）(-[image: ]
 ,[image: ]
 )

（C）[image: ]


（D）[image: ]


（E）[image: ]


4.直线x-y+1=0被圆(x-a)2
 +(y-1)2
 =4截得的弦长为2[image: ]
 ，则a为（）.

（A）[image: ]


（B）-[image: ]


（C）±[image: ]


（D）±[image: ]


（E）[image: ]


5.圆(x-1)2
 +(y-1)2
 =4上到直线x+y-2=0的距离等于2的点的个数为（）.

（A）1

（B）2

（C）3

（D）4

（E）5

6.直线3x+y+a=0平分圆x2
 +y2
 +2x-4y=0.

（1）a=1;　　　　　（2）a=-1.

7.直线y=x+2与圆(x-a)2
 +(y-b)2
 =2相切.

（1）a=b;　　　　　　（2）b-a=4.

8.若圆(x-3)2
 +(y+5)2
 =r2
 上有且只有两个点到直线4x-3y-2=0的距离等于1，则半径r的取值范围是（）.

（A）(3,5)

（B）[3,5]

（C）(4,6)

（D）[4,6]

（E）[3,6]

9.自点A(-1,0)作圆(x-1)2
 +(y-2)2
 =1的切线，则切线长为（）.

（A）1

（B）2

（C）[image: ]


（D）[image: ]


（E）3

10.若直线y=x+b与曲线x=[image: ]
 恰有一个公共点，则b的取值范围是（）.

（A）(-1,1]或-[image: ]


（B）(-1,1]或[image: ]


（C）(-1,1)或-[image: ]


（D）±[image: ]


（E）以上答案均不正确

[image: zt]
 习题详解


1. A



【解析】

 　点在圆的内部，故

(a-1)2
 +(2a-1)2
 ＜1,

整理得：5a2
 -6a+1＜0，解得[image: ]
 ＜a＜1.

2. B



【解析】

 　圆心为（2，1），半径为2.

条件（1）：将a=0,b=-1代入直线方程，得-y+3=0，y=3，圆心到直线的距离为2，等于半径，故直线与圆相切，所以条件（1）不充分.

条件（2）：将a=-1,b=0代入直线方程，得-x+3=0，x=3，圆心到直线的距离为1，弦长为2[image: ]
 =2[image: ]
 ，所以条件（2）充分.

3. C



【解析】

 　方法一：代数方法.

设直线方程为：y=k(x+2).

直线与圆有两个交点，故联立直线与圆的方程应该有两组解:

[image: ]
 ，

消元得：(k2
 +1)x2
 +(4k2
 -2)+4k2
 =0，此方程应该有两不等实根，故：

Δ=4(2k2
 -1)2
 -4×4k2
 (k2
 +1)＞0,

解得：-[image: ]
 ＜k＜[image: ]
 .

方法二：几何方法.

如图7—38所示，处于AC、BC两条直线之间的直线，均与圆有两个交点.

连接AP，则AP与AC垂直，PC=3,AP=r=1，故AC=[image: ]
 =2[image: ]
 ，故KA
 C=[image: ]
 =[image: ]
 =[image: ]
 ，KB
 C=-[image: ]
 ，所求范围为[image: ]
 .

[image: ]


图7-38



　　4. C



【解析】

 　圆心为(a,1)，圆心到直线l的距离d=[image: ]
 =[image: ]
 .

由交点弦长公式得：2[image: ]
 =2[image: ]
 =2[image: ]
 ，解得a=±[image: ]
 .

5. B



【解析】

 　圆心到直线的距离d=[image: ]
 =0，所以直线过圆心，圆的半径r=2，故圆上到直线距离等于2的点有2个.

6. A



【解析】

 　由圆的一般方程可知，圆心坐标为(-1,2).直线平分圆，说明直线过圆的圆心，将圆心坐标代入直线方程得：

-3+2+a=0，

解得a=1,故条件（1）充分，条件（2）不充分.

7. D



【解析】

 　圆心到直线的距离d=[image: ]
 =[image: ]
 ，整理得|a-b+2|=2，故两个条件都充分.

8. A



【解析】

 　圆心到直线距离：d=[image: ]
 =5.

若圆的半径为4，直线与圆相离，圆上有1个点到直线的距离为1（最靠近直线的点）；

若圆半径为6，直线与圆相交，圆上有3个点到直线的距离为1（最靠近直线的点1个，过圆心与直线平行的直线与圆的两个交点）.

故半径r∈(4,6)时，直线与圆有2个交点.

9. D



【解析】

 　设圆心为O，切点为P，则AO=[image: ]
 =2[image: ]
 ，PO=r=1.

AOP为直角三角形，故切线长AP=[image: ]
 .

10. A



【解析】

 　如图7—39所示，x=[image: ]
 为圆x2
 +y2
 =1的右半圆.

[image: ]


图7-39



b为直线的截距，由图可图，当-1＜b≤1时，直线与半圆有1个交点；当b=-[image: ]
 时，直线与半圆相切，也只有一个交点，故有：-1＜b≤1或b=-[image: ]
 .






题型99　圆与圆的位置关系




[image: zt]
 母题精讲



母题99
 　(2008-1）圆C1
 ：[image: ]
 2
 +(y-2)2
 =r2
 与圆：C2
 :x2
 -6x+y2
 -8y=0有交点.

（1）0＜r＜[image: ]
 ;　　　　　(2)r＞[image: ]
 .



【解析】

 　两圆有交点，即两圆的位置关系为相切或相交，故应有|r1
 -r2
 |≤d≤r1
 +r2
 .

圆C2
 可化为：(x-3)2
 +(y-4)2
 =52
 ，圆心为（3，4），半径为5；

圆C1
 ，圆心为[image: ]
 ，半径为r，故有：

|r-5|≤[image: ]
 ≤r+5,

解得，[image: ]
 ≤r≤[image: ]
 .所以，条件（1）（2）均不充分，联合起来也不充分.



【答案】

 　E

[image: zt]
 老吕施法



1.圆与圆的位置关系


（1）外离：d＞r1
 +r2
 ;

（2）外切：d=r1
 +r2
 ;

（3）相交：|r1
 -r2
 |＜d＜r1
 +r2
 ;

（4）内切：d=|r1
 -r2
 |;

（5）内含：d＜r1
 -r2
 .


2.易错点


（1）如果题干中说两个圆相切，一定要注意可能有两种情况，即内切和外切.

（2）两圆位置关系为相交、内切、内涵时，涉及两个半径之差，如果已知半径的大小，则直接用大半径减小半径，如果不知半径的大小，则必须加绝对值符号.

[image: zt]
 习题精练


1.圆(x+2)2
 +y2
 =4与圆(x-2)2
 +(y-1)2
 =9的位置关系为（）.

（A）内切

（B）相交

（C）外切

（D）相离

（E）内含

2.两个圆C1
 :x2
 +y2
 +2x+2y-2=0与C2
 :x2
 +y2
 -4x-2y+1=0的公切线有且仅有（）.

（A）1条

（B）2条

（C）3条

（D）4条

（E）5条

3.（2013-10）已知圆A：x2
 +y2
 +4x+2y+1=0，则圆B与圆A相切.

（1）圆B：x2
 +y2
 -2x-6y+1=0;　　（2）圆B：x2
 +y2
 -6x=0.

4.(2009-10）圆(x-3)2
 +(y-4)2
 =25与圆(x-1)2
 +(y-2)2
 =r2
 相切.

（1）r=5±2[image: ]
 ;（2）r=5±2[image: ]
 .

[image: zt]
 习题详解


1. B



【解析】

 　两圆的圆心分别为(-2,0)，(2,1)，半径分别为r1
 =2，r2
 =3.

两圆的圆心距离为[image: ]
 =[image: ]
 ，则|r1
 -r2
 |＜[image: ]
 ＜r1
 +r2
 ，故两圆相交.

2. B



【解析】

 　两圆的圆心分别是（-1,-1），（2,1），半径r1
 =2，r2
 =2.

两圆圆心距离：[image: ]
 =[image: ]
 ＜r1
 +r2
 ，两圆相交，公切线有两条.

3. A



【解析】

 　圆A：(x+2)2
 +(y+1)2
 =22
 ，圆心为A（-2，-1），半径为rA
 =2.

条件（1）：圆B：(x-1)2
 +(y-3)2
 =32
 ，圆心为B（1，3），半径为rB
 =3；|AB|=[image: ]
 =5=rA
 +rB
 ，两圆外切，充分.

条件（2）：圆B：(x-3)2
 +y2
 =32
 ，圆心为B（3，0），半径为rB
 =3；|AB|=[image: ]
 =[image: ]
 ＞rA
 +rB
 ，两圆相离，不充分.

4. B



【解析】

 　两圆的圆心距d=[image: ]
 =2[image: ]
 .

若两圆外切，圆心距=两圆半径之和，d=5+r=2[image: ]
 ，r=2[image: ]
 -5＜0，不成立.

若两圆内切，圆心距=两圆半径之差，d=|5-r|=2[image: ]
 ，r=5±2[image: ]
 ,所以条件（1）不充分，条件（2）充分.






题型100　图像的判断




[image: zt]
 母题精讲



母题100
 　(2012-10)直线y=kx+b经过第三象限的概率是[image: ]
 .

（1）k∈{-1,0,1},b∈{-1,1,2}；

（2）k∈{-2,-1,2},b∈{-1,0,2}.



【解析】

 　穷举法

条件（1）：以下5种情况过第三象限：

k=-1，b=-1；k=0，b=-1；k=1，b=-1；k=1，b=1；k=1，b=2；

概率：P=[image: ]
 ，故条件（1）充分.

条件（2）：以下5种情况过第三象限：

k=-2，b=-1；k=-1，b=-1；k=2，b=-1；k=2，b=0；k=2，b=2；

概率：P=[image: ]
 ，故条件（2）充分.



【答案】

 　D

[image: zt]
 老吕施法


图像的判断常见以下命题方式.


1.直线的图像


（1）直线Ax+By+C=0过某些象限，求直线方程系数的符号.

（2）已知直线方程系数的符号，判断直线的图像过哪些象限.


2.两条直线


方程Ax2
 +Bxy+Cy2
 +Dx+Ey+F=0的图像是两条直线，则可利用双十字相乘法化为(A1
 x+B1
 y+C1
 )(A2
 x+B2
 y+C2
 )=0的形式.


3.正方形或菱形


若有|Ax-a|+|By-b|=C，则当A=B时，函数的图像所围成的图形是正方形；当A≠B时，函数的图像所围成的图形是菱形.无论是正方形还是菱形，其面积均为[image: 7017]



4.圆的一般方程


方程x2
 +y2
 +Dx+Ey+F=0表示圆的前提为：D2
 +E2
 -4F＞0.


5.半圆


若圆的方程为(x-a)2
 +(y-b)2
 =r2
 ，则：

（1）右半圆的方程为(x-a)2
 +(y-b)2
 =r2
 (x≥a)，或者x=[image: 7018]
 +a；

（2）左半圆的方程为(x-a)2
 +(y-b)2
 =r2
 (x≤a)，或者x=-[image: 7018]
 +a；

（3）上半圆的方程为(x-a)2
 +(y-b)2
 =r2
 (y≥b)，或者y=[image: 7018]
 +b；

（4）上半圆的方程为(x-a)2
 +(y-b)2
 =r2
 (y≤b)，或者y=-[image: 7018]
 +b.

[image: zt]
 习题精练


1.直线l:ax+by+c=0恒过一、二、三象限.

（1）ab＜0且bc＜0;　　　（2）ab＜0且ac＞0.

2.如果圆(x-a)2
 +(y-b)2
 =1的圆心在第二象限，那么直线ax+by+1=0不过（）.

（A）第一象限　　　　（B）第二象限　　　　（C）第三象限

（D）第四象限

（E）以上答案均不正确

3.(2008-10）x2
 +mxy+6y2
 -10y-4=0的图像是两条直线.

（1）m=7;　　　　（2）m=-7.

4.方程|x-1|+|y-1|=1所表示的图形是（）.

（A）一个点

（B）四条直线

（C）正方形

（D）四个点

（E）圆

5.由曲线|x|+|2y|=4所围图形的面积为（）.

（A）12　　　（B）14　　　（C）16　　　（D）18　　　（E）8

6.方程x2
 +y2
 +4mx-2y+5m=0表示圆的充分必要条件是（）.

（A）[image: ]
 ＜m＜1

（B）m＜[image: ]
 或m＞1

（C）m＜[image: ]


（D）m＞1

（E）1＜m＜4

7.(2010-10)若圆的方程是x2
 +y2
 =1，则它的右半圆（在第一象限和第四象限内的部分）的方程为（）.

（A）y-[image: ]
 =0

（B）x-[image: ]
 =0

（C）y+[image: ]
 =0

（D）x+[image: ]
 =0

（E）x2
 +y2
 =[image: ]


[image: zt]
 习题详解


1. D



【解析】

 　ax+by+c=0⇒y=-[image: ]
 x-[image: ]
 .

图像过一、二、三象限，可知斜率大于0，故有-[image: ]
 ＞0⇒ab＜0.

纵截距大于0，故有-[image: ]
 ＞0⇒bc＜0.

故条件（1）（2）都充分.

2. B



【解析】

 　圆心坐标为（a,b），因为圆心在第二象限，故a＜0，b＞0.

直线方程可化为：y=-[image: ]
 x-[image: ]
 ，故斜率-[image: ]
 ＞0，纵截距-[image: ]
 ＜0.

故直线过一、三、四象限，不过第二象限.

3. D



【解析】

 　两条直线的判断，看能否因式分解成(A1
 x+B1
 y+C1
 )(A2
 x+B2
 y+C2
 )=0的形式.

条件（1）：将m=7代入原方程，用双十相乘法可得：

x2
 +7xy+6y2
 -10y-4=(x+6y+2)(x+y-2)=0,

即x+6y+2=0或x+y-2=0是两条直线，条件（1）充分.

条件（2）：将m=-7代入原方程，用双十相乘法可得：

x2
 -7xy+6y2
 -10y-4=(x-6y-2)(x-y+2)=0,

即x-6y-2=0或x-y+2=0是两条直线，条件（2）充分.

4. C



【解析】

 　方法一：分类讨论法.

方程|x-1|+|y-1|=1所表示的图形为[image: ]
 .

在平面直角坐标系中画出这四条线，其会围成一个以(1,1)为中心的正方形.

方法二：若有|Ax-a|+|By-b|=C，则当A=B时，函数的图像所围成的图形是正方形，显然选C.

5. C



【解析】

 　|x|+|2y|=4表示一个菱形，其面积为S=[image: ]
 =16.

6. B



【解析】

 　圆的一般式方程的表示圆的条件为：

D2
 +E2
 -4F＞0，

故有：

(4m)2
 +(-2)2
 -4×5m＞0，

整理得：

4m2
 +1-5m＞0，

解得m＜[image: ]
 或m＞1.

7. B



【解析】

 　x2
 +y2
 =1的右半圆即为x2
 +y2
 =1，且x≥0，整理得：x2
 =1-y2
 .

x≥0，故x=[image: ]
 ,即x-[image: ]
 =0.






题型101　过定点与曲线系




[image: zt]
 母题精讲



母题101
 　方程(a-1)x-y+2a+1=0(a∈R)所表示的直线（）.

（A）恒过定点(-2,3)

（B）恒过定点(2,3)

（C）恒过点(-2,3)和点(2,3)

（D）都是平行直线

（E）以上结论均不正确



【解析】

 　方法一：直线(a-1)x-y+2a+1=0，可以被理解为两条直线a(x+2)=0与x+y-1=0所成的直线系，恒过两直线的交点(-2,3).

方法二：令a=1，可得y=3；再令a=0，即-x-y+1=0，可得x=-2.可知直线恒过点(-2,3).



【答案】

 　A

[image: zt]
 老吕施法



1.过两条直线交点的直线系方程


若有两条直线A1
 x+B1
 y+C1
 =0和A2
 x+B2
 y+C2
 =0相交，则过这两条直线

交点的直线系方程为：(A1
 x+B1
 y+C1
 )λ+(A2
 x+B2
 y+C2
 )=0.

反之，(A1
 x+B1
 y+C1
 )λ+(A2
 x+B2
 y+C2
 )=0的图像必过直线A1
 x+B1
 y+C1
 =0和A2
 x+B2
 y+C2
 =0的交点.


2.两个圆的公共弦所在直线方程


若圆C1
 :x2
 +y2
 +D1
 x+E1
 y+F1
 =0与圆C2
 :x2
 +y2
 +D2
 x+E2
 y+F2
 =0相交于两点，则过这两个点的直线方程为：(D1
 -D2
 )x+(E1
 -E2
 )y+(F1
 -F2
 )=0（即两圆的方程相减）.


3.过两个曲线交点的曲线系方程


过f1
 (x,y)=0和f2
 (x,y)=0交点的曲线系方程是：f1
 (x,y)+λf2
 (x,y)=0(λ∈R)或者αf1
 (x,y)+βf2
 (x,y)=0(α2
 +β2
 ≠0).


4.过定点问题的解法


方法一：先整理成形如aλ+b=0的形式，再令a=0,b=0.

方法二：直接把λ取特殊值，如0，1，代入组成方程，即可求解.

[image: zt]
 习题精练


1.直线(2λ-1)x-(λ-2)y-(λ+4)=0恒过定点（）.

（A）（0,0）

（B）（2,3）

（C）（3,2）

（D）（-2,3）

（E）（3，-2）

2.设A、B是两个圆(x-2)2
 +(y+2)2
 =3和(x-1)2
 +(y-1)2
 =2的交点，则过A、B的直线方程为（）.

（A）2x+4y-5=0

（B）2x-6y-5=0

（C）2x-6y+5=0

（D）2x+6y-5=0

（E）4x-2y-5=0

3.(2009-1)圆(x-1)2
 +(y-2)2
 =4和直线(1+2λ)x+(1-λ)y-3-3λ=0相交于两点.

（1）λ=[image: ]
 ;　　　　（2）λ=[image: ]
 .

4.(2008-10）曲线ax2
 +by2
 =1通过4个定点.

（1）a+b=1;　　　　（2）a+b=2.

[image: zt]
 习题详解


1. B



【解析】

 　方法一.将原方程整理为：(2x-y-1)λ-(x-2y+4)=0，故有：

[image: ]
 ，

解得x=2,y=3.

方法二：特殊值法.

令λ=[image: ]
 ，得y=3；令λ=2，得x=2，故定点为（2,3）.

2. B



【解析】

 　[image: ]
 ，两式相减得2x-6y-5=0.

3. D



【解析】

 　方法一：圆心（1，2）到直线(1+2λ)x+(1-λ)y-3-3λ=0距离小于2,

[image: ]
 ＜2,

(3λ)2
 ＜4(5λ2
 +2λ+2),11λ2
 +8λ+8＞0,

Δ=64-4×11×8＜0,

所以，λ可以取任意实数;条件（1）（2）单独都充分.

方法二：(1+2λ)x+(1-λ)y-3-3λ=0可以被整理为(2x-y-3)λ+x+y-3=0.

其是过直线2x-y-3=0和直线-x-y+3=0的交点的直线系，联立两条直线的方程，可知交点坐标为（2，1）.

点（2，1）在圆(x-1)2
 +(y-2)2
 =4内，直线过圆内一点，故不论λ取何值，直线和圆都相交于两点，两个条件都充分.

4. D



【解析】

 　

条件（1）：将a+b=1代入ax2
 +by2
 =1，得：

ax2
 +by2
 =a+b，

即

a（x2
 -1）+b（y2
 -1）=0,

故，当x2
 =1，y2
 =1时，不论a，b取何值，上式都成立.

所以，图像必过（1，1），（1，-1），（-1，1），（-1，-1）四个定点，条件（1）充分.

条件（2）：同理可知，图像必过[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 4个定点，条件（2）充分.






题型102　面积问题




[image: zt]
 母题精讲



母题102
 　（2012-1）在直角坐标系中，若平面区域D中所有点的坐标（x,y）均满足：0≤x≤6，0≤y≤6，|y-x|>≤3，x2
 +y2
 ≥9，则D的面积是（）.

（A）[image: ]
 (1+4π)

（B）9[image: ]


（C）9[image: ]


（D）[image: ]
 (2+π)

（E）[image: ]
 (1+π)



【解析】



画图像7—40可知，D为上图中的阴影部分，故面积为：

36-2×[image: ]
 ×3×3-[image: ]
 π×32
 =27-[image: ]
 π.

[image: ]


图7-40





【答案】

 　C

[image: zt]
 老吕施法


重点题型，常见以下问题:

（1）求直线构成的三角形面积，求出交点坐标即可；

（2）求正方形或菱形面积，通过交点求出边长即可；

（3）求组合图形的面积，用割补法.

[image: zt]
 习题精练


1.（2011-10）如图7—41所示，在直角坐标系xoy中，矩形OABC的顶点B的坐标是(6,4)，则直线l将矩形OABC分成了面积相等的两部分.

[image: ]


图7-41



（1）l:x-y-1=0;

（2）l:x-3y+3=0.

2.直线y=[image: ]
 +1与两坐标所围成的三角形面积是3.

（1）k=6;　　　　（2）k=-6.

3.曲线y=|x|与圆x2
 +y2
 =4所围成区域的最小面积为（）.

（A）[image: ]
 　　　　（B）[image: ]
 　　　　（C）π　　　　（D）4　　　　（E）6

4.（2009-10）曲线|xy|+1=|x|+|y|所围成的图形的面积为（）.

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)1

(D)2

(E)4

5.已知0＜k＜4，直线l1
 :kx-2y-2k+8=0和直线l2
 :2x+k2
 y-4k2
 -4=0与两坐标轴围成一个四边形，则这个四边形面积最小值为（）.

（A）[image: ]


（B）[image: ]


（C）8

（D）[image: ]


（E）16

[image: zt]
 习题详解


1. D



【解析】

 　矩形为中心对称的图形，所以只需要直线经过矩形的中心即可，中心坐标为（3，2），代入条件（1）和条件（2）的方程验证，均充分.

2. D



【解析】

 　直线y=[image: ]
 +1与两坐标轴的交点为(0,1),(-k,0),故围成的面积为[image: ]
 ×|-1|·|-k|=3，解得k=±6，故两个条件都充分.

3. C



【解析】

 　曲线y=|x|=[image: ]
 与圆x2
 +y2
 =4所围面积为圆的四分之一,故所围成的面积为[image: ]
 πr2
 =π.

4. E



【解析】

 　分情况讨论：

（1）当x≥0，y≥0时，|xy|+1=|x|+|y|可化简为：

xy+1=x+y，

整理可得：(x-1)(y-1)=0，得x=1或y=1是两条线段.

（2）当x≥0，y＜0时，|xy|+1=|x|+|y|可化简为：

-xy+1=x-y，

整理可得：(x-1)(y+1)=0，得x=1或y=-1是两条线段.

（3）当x＜0，y≥0时，|xy|+1=|x|+|y|可化简为：

-xy+1=-x+y，

整理可得：(x+1)(y-1)=0，得x=-1或y=1是两条线段.

（4）当x＜0，y＜0时，|xy|+1=|x|+|y|可化简为：

xy+1=-x-y，

整理可得：(x+1)(y+1)=0，得x=-1或y=-1是两条线段.

可得图7—42：

[image: ]


图7-42

是一个边长为2的正方形，故面积为4.

5. B



【解析】

 　l1
 的方程可化为：k(x-2)-2y+8=0，不论k取何值，直线恒过定点M(2,4)，l1
 与两坐标轴的交点坐标是A[image: ]
 ,B(0,4-k)；

l2
 的方程可化为：(2x-4)+k2
 (y-4)=0，不论k取何值，直线恒过定点M(2,4)，l2
 与两坐标轴的交点坐标是C:(2k2
 +2,0),D:[image: ]
 .

又有0＜k＜4，故四边形为OBMC，如图7—43所示.

　　　　S四边形OBMC
 =S△OMB
 +S△OMC


=[image: ]
 ×(4-k)×2+[image: ]
 (2k2
 +2)×4

=4k2
 -k+8，

故k=[image: ]
 时，四边形的最小面积为[image: ]
 .

[image: ]


图7-43



题型103　对称问题




[image: zt]
 母题精讲



母题103
 　（2013-1）点（0,4）关于直线2x+y+1=0的对称点为（）.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

A.（2，0）

B.（-3，0）

C.（-6，1）

D.（4，2）

E.（-4，2）



【解析】

 　设对称点为（x0
 ,y0
 ），则有：

[image: ]
 ,

解得[image: ]
 ,故对称点为（-4,2），选E.



【答案】

 　E

[image: zt]
 老吕施法



1.两点关于直线对称


已知直线l:Ax+By+C=0，求点P1
 (x1
 ,y1
 )关于直线l的对点称P2
 (x2
 ,y2
 ).有两个关系：线段P1
 P2
 的中点在对称轴l上，P1
 P2
 与直线l互相垂直，可得方程组

[image: 7019]



2.直线关于直线对称


求直线l1
 :A1
 x+B1
 y+C1
 =0关于直线l:Ax+By+C=0的对称直线，采用以下办法：

第一步：求直线l1
 和l的交点P；

第二步：在直线l1
 上任取一点Q，求Q关于直线l的对称点Q′；

第三步：利用直线的两点式方程，求出PQ′的方程，即为所求直线方程.


【注意】
 对于选择题来说，把图像画得准确一点儿，判断斜率的大体范围即可排除几个选项，余下的选项利用交点排除，一般可迅速得解.


3.圆关于直线对称


求圆(x-a)2
 +(y-b)2
 =r2
 关于直线Ax+By+C=0的对称圆，只需求出圆心(a,b)关于直线的对称点(a′,b′)，则对称圆的方程为：(x-a′)2
 +(y-b′)2
 =r2
 .


4.曲线关于特殊直线对称（重点，请背熟）


（1）点(x,y)关于直线x+y+c=0的对称点的坐标为(-y-c,-x-c)；

（2）点(x,y)关于直线x-y+c=0的对称点的坐标为(y-c,x+c)；

（3）曲线f(x，y)=0关于直线x+y+c=0对称的曲线为f(-y-c,-x-c)=0，即把原式中的x替换为-y-c，把原式中的y替换为-x-c即可；

（4）曲线f(x，y)=0关于直线x-y+c=0对称的曲线为f(y-c,x+c)=0，即把原式中的x替换为y-c，把原式中的y替换为x+c即可.

[image: zt]
 习题精练


1.点P(-3,-1)关于直线3x+4y-12=0的对称点P′是（）.

（A）(2,8)　　（B）(1,3)　　（C）(8,2)　　（D）(3,7)　　（E）(7,3)

2.点M(-5,1)关于y轴的对称点M′与点N(1,-1)关于直线l对称，则直线l的方程是（）.

（A）y=-[image: ]
 (x-3)

（B）y=2(x-3)

（C）y=-[image: ]
 (x+3)

（D）y=[image: ]
 (x+3)

（E）y=-2(x+3)

3.光线经过点P(2,3)照射在x+y+1=0上，反射后经过点Q(3,-2)，则反射光线所在的直线方程为（）.

（A）7x+5y+1=0

（B）x+7y-17=0

（C）x-7y+17=0

（D）x-7y-17=0

（E）7x-5y+1=0

4.直线l1
 :x-y-2=0关于直线l2
 :3x-y+3=0对称直线l3
 的方程为（）.

（A）7x-y+22=0

（B）x+7y+22=0

（C）x-7y-22=0

（D）7x+y+22=0

（E）7x-y-22=0

5.（2008-1）以直线y+x=0为对称轴且与直线y-3x=2对称的直线方程为（）.

（A）y=[image: ]


（B）y=[image: ]


（C）y=-3x-2

（D）y=-3x+2

（E）以上都不是

6.已知圆C与圆x2
 +y2
 -2x=0关于直线x+y=0对称，则圆C的方程为（）.

（A）(x+1)2
 +y2
 =1

（B）x2
 +y2
 =1

（C）x2
 +(y+1)2
 =1

（D）x2
 +(y-1)2
 =1

（E）(x-1)2
 +(y+1)2
 =1

7.（2010-10）圆C1
 是圆C2
 ：x2
 +y2
 +2x-6y-14=0关于直线y=x的对称圆.

（1）圆C1
 ：x2
 +y2
 -2x-6y-14=0;（2）圆C1
 ：x2
 +y2
 +2y-6x-14=0.

8.已知圆x2
 +y2
 =4与圆x2
 +y2
 -6x+6y+14=0关于直线l对称，则直线l的方程是（）.

（A）x-2y+1=0

（B）2x-y-1=0

（C）x-y+3=0

（D）x-y-3=0

（E）x+y+3=0

[image: zt]
 习题详解


1. D



【解析】

 　设P′为(x0
 ,y0
 )，根据关于直线对称的条件，有

[image: ]
 ,

解得[image: ]
 ，故P′坐标为：(3,7).

2. A



【解析】

 　M′的坐标为：(5,1)，故M′N的中点坐标为：[image: ]
 ；M′N的斜率为：[image: ]
 =[image: ]
 ，故直线l与M′N互相垂直，故斜率为-2；直线l过M′N的中点（3，0），由点斜式方程可得：y=-2(x-3).

3. D



【解析】

 　根据光的反射原理，先找点P关于直线x+y+1=0的对称点P′：(-4,-3),故P′Q所在的直线方程就是反射线所在的方程：

[image: ]
 ,

整理得：x-7y-17=0.

4. D



【解析】

 　l1
 与l2
 的交点为[image: ]
 .任取l1
 上的一点(2,0)，其关于l2
 的对称点为[image: ]
 .据直线的两点式方程可得l3
 的方程为：7x+y+22=0.

5. A



【解析】

 　曲线f(x)关于x+y+c=0的对称曲线为f(-y-c，-x-c),所以y-3x=2关于x+y=0的对称直线为-x+3y=2，即y=[image: ]
 .

6. C



【解析】

 　曲线f(x)关于x+y+c=0的对称曲线为f(-y-c，-x-c),故将(-y，-x)代入圆的方程可得：x2
 +(y+1)2
 =1.

7. B



【解析】

 　曲线f(x,y)=0关于直线y=x的对称曲线为f(y,x)=0，即将圆c2
 方程中的x,y互换即为圆C1
 的方程：x2
 +y2
 +2y-6x-14=0,所以，条件（1）不充分，条件（2）充分.

8. D



【解析】

 　两圆关于直线l对称，则直线l为两圆圆心连线的垂直平分线.

两圆的圆心分别为：O(0,0)，P(3,-3)，故线段OP的中点为Q[image: ]
 .

OP的斜率kOP
 =[image: ]
 =-1，则直线l的斜率为k=1.

故直线l的方程为y=1×[image: ]
 -[image: ]
 ，整理得x-y-3=0.






题型104　最值问题




[image: zt]
 母题精讲



母题104
 　（2009-10）曲线x2
 -2x+y2
 =0上的点到直线3x+4y-12=0的最短距离是（）.

(A)[image: ]


(B)[image: ]


(C)1

(D)[image: ]


(E)[image: ]




【解析】

 　曲线可整理为(x-1)2
 +y2
 =1，圆心坐标为（-1，0），半径为1.

圆心到直线的距离为：

d=[image: ]
 =[image: ]
 ＞1,

可知直线与圆相离，圆上的点到直线的最短距离为[image: ]
 -1=[image: ]
 .



【答案】

 　B

[image: zt]
 老吕施法


解析几何中的最值问题，常见以下类型：


(1)求[image: 7020]
 的最值.


设[image: 7021]
 ，转化为求定点(a,b)到动点(x,y)的斜率的范围.


(2)求ax+by的最值.


设ax+by=c，即[image: 7022]
 ，转化为求动直线截距的最值.


(3)求(x-a)2+(y-b)2的最值.


设d2
 =(x-a)2
 +(y-b)2
 ，即[image: 7023]
 ，转化为求定点(a,b)到动点(x,y)的距离的范围.


(4)求圆上的点到直线距离的最值.


求出圆心到直线的距离，再根据圆与直线的位置关系求解.一般是距离加半径或距离减半径是其最值.


(5)求两圆上的点的距离的最值.


求出圆心距，再减半径或加半径即可.


(6)转化为一元二次函数求最值.



(7)与圆有关的最值问题，往往与切线或直径、半径有关.


[image: zt]
 习题精练


1.（2012-10）设A，B分别是圆周(x-3)2
 +(y-[image: ]
 )2
 =3上使[image: ]
 取到最大值和最小值的点，O是坐标原点，则∠AOB的大小为（）.

A.[image: ]


B.[image: ]


C.[image: ]


D.[image: ]


E.[image: ]


2.如图7—44所示，动点P(x,y)在圆x2
 +y2
 -1=0上,求[image: ]
 的最大值是（）.

（A）[image: ]


（B）-[image: ]


（C）[image: ]


（D）-[image: ]


（E）[image: ]


[image: ]


图7-44



　　3.（2010-1）已知直线ax-by+3=0(a＞0,b＞0)过圆x2
 +4x+y2
 -2y+1=0的圆心，则ab的最大值为（）.

（A）[image: ]


（B）[image: ]


（C）[image: ]


（D）[image: ]


（E）[image: ]


4.若x,y满足x2
 +y2
 -2x+4y=0，则x-2y的最大值为（）.

（A）[image: ]


（B）10

（C）9

（D）5+2[image: ]


（E）0

5.在圆x2
 +y2
 =4上，与直线4x+3y-12=0距离最小的点坐标是（）.

（A）[image: ]


（B）[image: ]


（C）[image: ]


（D）[image: ]


（E）[image: ]


6.已知两点A(-2,0),B(0,2)，点C点圆x2
 +y2
 -4x+4y+6=0上任意一点，则点C到直线AB距离的最小值是（）.

（A）2[image: ]


（B）3[image: ]


（C）[image: ]


（D）4[image: ]


（E）5[image: ]


7.已知实数x,y满足x2
 +y2
 -2x+ay-11=0，则x2
 +y2
 的最小值为21-8[image: ]
 .

（1）a=6;　　　(2)a=4.

8.点P在圆O1
 上，点Q在圆O2
 上，则|PQ|的最小值是3[image: ]
 -3-[image: ]
 .

（1）O1
 :x2
 +y2
 -8x-4y+11=0;

（2）O2
 :x2
 +y2
 +4x+2y-1=0.

9.圆x2
 +y2
 -8x-2y+10=0中过M（3，0）点的最长弦和最短弦所在直线方程则是（）.

（A）x-y-3=0,x+y-3=0

(B)x-y-3=0,x-y+3=0

(C)x+y-3=0,x-y-3=0

(D)x+y-3=0,x-y+3=0

(E)以上结论均不正确

[image: zt]
 习题详解


1. B



【解析】

 　转化为斜率.

圆心坐标为：(3,[image: ]
 )，半径为[image: ]
 .

令k=[image: ]
 =[image: ]
 ，可知，[image: ]
 为过原点且与圆有交点的直线的斜率，当直线与圆相切时取到最值，图像如图7—45所示:

[image: ]


图7-45

可知BC与OB垂直，故tan∠BOC=[image: ]
 =[image: ]
 ,所以∠BOC=[image: ]
 ，∠AOC=[image: ]
 .

2. E



【解析】

 　转化为斜率.

[image: ]
 =[image: ]
 可以被看作是P(x,y)和定点A(-2,-1)所在直线的斜率.

从上图可知，当P落在点C处时，斜率最大.

设直线AC的方程为y+1=k(x+2)，圆心(0,0)到直线AC的距离为半径1，故：

d=[image: ]
 =1，

解得k=[image: ]
 或0,所以[image: ]
 的最大值为[image: ]
 .

3. D



【解析】

 　转化为一元二次函数求最值.

根据圆的一般方程可知圆心坐标为（-2，1），代入直线方程得：

-2a-b+3=0(即b=3-2a),

ab=a(3-2a)=-2a2
 +3a.

根据抛物线的顶点坐标公式可知，顶点坐标为[image: ]
 ,故ab的最大值为[image: ]
 .

4. B



【解析】

 　转化为截距.

令x-2y=k，即y=[image: ]
 - [image: ]
 ，可见，欲让k的取值最大，直线的纵截距必须最小.又因为(x,y)既是直线上的点，又是圆上的点，所以当直线与圆相切时，直线的纵截距最小，此时圆心到直线的距离等于半径，即：

d=[image: ]
 =r=[image: ]
 ,

解得k=10或k=0，所以x-2y的最大值为10.

5. A



【解析】

 　设所求点为A(x0
 ,y0
 )，圆心为O，则A点在圆上，OA垂直于直线4x+3y-12=0，故有：

[image: ]
 ，

解得

[image: ]
 或[image: ]
 ,

故距离最小的点的坐标为[image: ]
 ，距离最大的点的坐标为[image: ]
 .

6. A



【解析】

 　圆的方程可化为：(x-2)2
 +(y-2)2
 =2，故圆心为（2，-2），半径为r=[image: ]
 .直线AB的方程为[image: ]
 =[image: ]
 ，整理得：

x-y+2=0.

故圆心到直线AB的距离为

d=[image: ]
 =3[image: ]
 ＞r，

直线AB和圆相离,点C到直线AB距离的最小值为

3[image: ]
 -r=3[image: ]
 -[image: ]
 =2[image: ]
 .

7. B



【解析】

 　转化为距离的平方.

方程为圆：

(x-1)2
 +[image: ]
 2
 =12+[image: ]
 ，

原点在圆内，x2
 +y2
 为原点到圆上各点距离的平方,原点到圆上各点的最小距离为半径减去原点到圆心的距离，即

[image: ]
 2
 =21-8[image: ]
 ,

[image: ]
 2
 =21-8[image: ]
 .

条件（1）：将a=6代入上式，等式不成立.

条件（2）：将a=4代入上式，等式成立.

8. C



【解析】

 　条件（1）、（2）单独显然不充分，联立可得

O1
 为(x-4)2
 +(y-2)2
 =9,O2
 :(x+2)2
 +(y+1)2
 =6,

圆心距为[image: ]
 =3[image: ]
 ＞3+[image: ]
 ，所以两圆相离，|PQ|最小值为3[image: ]
 -3-[image: ]
 .

9. A



【解析】

 　根据圆的一般方程可知，圆心坐标为：C(4,1).

最长弦即过M点的直径，此弦必过圆心C和M点，方程为：

[image: ]
 ,

即

x-y-3=0.

最短弦垂直于CM，其斜率为-1，根据点斜式方程可知，方程为：

y=-(x-3)，

即

x+y-3=0.
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