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﻿丛书总序

殷国富
*



机械是人类生产和生活的基本工具要素之一，是人类物质文明最重要的一个组成部分。机械工业担负着向国民经济各部门，包括工业、农业和社会生活各个方面提供各种性能先进、使用安全可靠的技术装备的任务，在国家现代化建设中占有举足轻重的地位。20世纪80年代以来，以微电子、信息、新材料、系统科学等为代表的新一代科学技术的发展及其在机械工程领域中的广泛渗透、应用和衍生，极大地拓展了机械产品设计制造活动的深度和广度，改变了现代制造业的产品设计方法、产品结构、生产方式、生产工艺和设备以及生产组织模式，产生了一大批新的机械设计制造方法和制造系统。这些机械方面的新方法和系统的主要技术特征表现在以下几个方面：

（1）信息技术在机械行业的广泛渗透和应用，使得现代机电产品已不再是单纯的机械构件，而是由机械、电子、信息、计算机与自动控制等集成的机电一体化产品，其功能不仅限于加强、延伸或取代人的体力劳动，而且扩大到加强、延伸或取代人的某些感官功能与大脑功能。

（2）随着设计手段的计算机化和数字化，CAD/CAM/CAE/PDM集成技术和软件系统得到广泛使用，促进了产品创新设计、并行设计、快速设计、虚拟设计、智能设计、反求设计、广义优化设计、绿色产品设计、面向全寿命周期设计等现代设计理论和技术方法的不断发展。机械产品的设计不只是单纯追求某项性能指标的先进和高低，而是注重综合考虑质量、市场、价格、安全、美学、资源、环境等方面的影响。

（3）传统机械制造技术在不断吸收电子、信息、材料、能源和现代管理等方面成果的基础上形成了先进制造技术，并将其综合应用于机械产品设计、制造、检测、管理、销售、使用、服务的机械产品制造全过程，以实现优质、高效、低耗、清洁、灵活的生产，提高对动态多变的市场的适应能力和竞争能力。

（4）机械产品加工制造的精密化、快速化，制造过程的网络化、全球化得到很大的发展，涌现出CIMS、并行工程、敏捷制造、绿色制造、网络制造、虚拟制造、智能制造、大规模定制等先进生产模式，制造装备和制造系统的柔性与可重组已成为21世纪制造技术的显著特征。

（5）机械工程的理论基础不再局限于力学，制造过程的基础也不只是设计与制造经验及技艺的总结。今天的机械工程学科比以往任何时候都更紧密地依赖诸如现代数学、材料科学、微电子技术、计算机信息科学、生命科学、系统论与控制论等多门学科及其最新成就。

上述机械科学与工程技术特征和发展趋势表明，现代机械工程学科越来越多地体现着知识经济的特征。因此，加快培养适应我国国民经济建设所需要的高综合素质的机械工程学科人才的意义十分重大、任务十分繁重。我们必须通过各种层次和形式的教育，培养出适应世界机械工业发展潮流与我国机械制造业实际需要的技术人才与管理人才，不断推动我国机械科学与工程技术的进步。

为使机械工程学科毕业生的知识结构由较专、较深、适应性差向较通用、较广泛、适应性强方向转化，在教育部的领导与组织下，1998年对本科专业目录进行了第3次大的修订。调整后的机械大类专业变成4类8个专业，它们是：机械类4个专业（机械设计制造及其自动化、材料成型及控制工程、过程装备与控制、工业设计）；仪器仪表类1个专业（测控技术与仪器）；能源动力类2个专业（热能与动力工程、核工程与核技术）；工程力学类1个专业（工程力学）。此外还提出了面向更宽的引导性专业，即机械工程及自动化。因此，建立现代“大机械、全过程、多学科”的观点，探讨机械科学与工程技术学科专业创新人才的培养模式，是高校从事制造学科教学的教育工作者的责任；建立培养富有创新能力人才的教学体系和教材资源环境，是我们努力的目标。

要达到这一目标，进行适应现代机械学科发展要求的教材建设是十分重要的基础工作之一。因此，组织编写出版面向大机械学科的系列教材就显得很有意义和十分必要。北京大学出版社和中国林业出版社的领导和编辑们通过对国内大学机械工程学科教材实际情况的调研，在与众多专家学者讨论的基础上，决定面向机械工程学科类专业的学生出版一套系列教材，这是促进高校教学改革发展的重要决策。按照教材编审委员会的规划，本系列教材将逐步出版。

本系列教材是按照高等学校机械学科本科专业规范、培养方案和课程教学大纲的要求，合理定位，由长期在教学第一线从事教学工作的教师立足于21世纪机械工程学科发展的需要，以科学性、先进性、系统性和实用性为目标进行编写，以适应不同类型、不同层次的学校结合学校实际情况的需要。本系列教材编写的特色体现在以下几个方面：

（1）关注全球机械科学与工程技术学科发展的大背景，建立现代大机械工程学科的新理念，拓宽理论基础和专业知识，特别是突出创造能力和创新意识。

（2）重视强基础与宽专业知识面的要求。在保持较宽学科专业知识的前提下，在强化产品设计、制造、管理、市场、环境等基础理论方面，突出重点，进一步密切学科内各专业知识面之间的综合内在联系，尽快建立起系统性的知识体系结构。

（3）学科交叉与综合的观念。现代力学、信息科学、生命科学、材料科学、系统科学等新兴学科与机械学科结合的内容在系列教材编写中得到一定的体现。

（4）注重能力的培养，力求做到不断强化自我的自学能力、思维能力、创造性地解决问题的能力以及不断自我更新知识的能力，促进学生向着富有鲜明个性的方向发展。

总之，本系列教材注意了调整课程结构，加强学科基础，反映系列教材各门课程之间的联系和衔接，内容合理分配，既相互联系又避免不必要的重复，努力拓宽知识面，在培养学生的创新能力方面进行了初步的探索。当然，本系列教材还需要在内容的精选、音像电子课件、网络多媒体教学等方面进一步加强，使之能满足普通高等院校本科教学的需要，在众多的机械类教材中形成自己的特色。

最后，我要感谢参加本系列教材编著和审稿的各位老师所付出的大量卓有成效的辛勤劳动，也要感谢北京大学出版社和中国林业出版社的领导和编辑们对本系列教材的支持和编审工作。由于编写的时间紧、相互协调难度大等原因，本系列教材还存在一些不足和错漏。我相信，在使用本系列教材的教师和学生的关心和帮助下，不断改进和完善这套教材，使之在我国机械工程类学科专业的教学改革和课程体系建设中起到应有的促进作用。





2006年1月
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 　殷国富教授：现为教育部机械学科教学指导委员会委员，现任四川大学制造科学与工程学院院长
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本书是按照教育部关于工科理论力学的教学基本要求编写的。全书分为三篇：静力学、运动学和动力学。静力学部分主要讲述物体受力分析的方法和力系的简化与平衡；运动学部分主要从几何的观点论述质点和刚体的运动规律；动力学部分讨论物体的运动及其受力的关系。全书内容涵盖了理论力学课程的基本要求，共14章，内容包括绪论、静力学公理及物体受力分析、平面汇交力系和平面力偶系、平面任意力系、空间力系、摩擦、运动学基础、点的合成运动、刚体平面运动的概述和运动分解、质点动力学基本方程、动量定理、动量矩定理、动能定理、达朗贝尔原理、虚位移原理。书后还附有各章习题（计算题）部分答案。

本书是编者多年教学工作的经验总结。理论力学是工科类专业一门重要的专业基础课。由于它的理论性强，逻辑严密，使得学生在学习本课程时感觉有一定的难度，因而在编写本书的过程中，强调基础知识，注意由浅入深，遵循由概念到理论的过程。为了使学生更好地掌握本书的基本知识，每章后面都安排了大量的概念题，包括填空题、判断题和选取题。这些习题的安排注重基础性，同时又不失普遍性、典型性和新颖性。学生通过练习这些基本概念题，可以及时巩固学过的知识，理解书中的基本概念和定理。各章后面安排了适当的计算题（书后附有部分计算题答案），学生通过练习，巩固学过的内容，同时提高应用知识解决实际问题的能力。

本书的编写得到福建工程学院力学教研室老师的支持，特别是曾绍锋老师在繁忙的工作中抽空对部分章节进行了修改。本书由福州大学陈乐生教授审阅，他们对本书内容提出了许多宝贵意见，在此一并表示感谢。

本书编写分工如下：第1、2章由李旭平编写；第3章由牟春燕编写；第4、5、6、8、9、10、13章由盛冬发编写；第7章由姚金阶编写；第11、12章由闫小青编写；第14章由崔玮编写。本书由盛冬发副教授和闫小青副教授任主编。

本书可以作为50～80学时的理论力学课程教学用书，也可以作为工程力学课程中理论力学部分教学的教材，还可作为相关专业的电大、夜大和函授的自学教材，也可供其他专业的学生和技术人员参考使用。

由于编者水平所限，书中难免存在不妥之处，敬请读者批评指正。





编　者　

2007年5月于福州


绪　论

一、理论力学的研究对象和内容

理论力学是研究物体机械运动一般规律的科学。

物体在空间的位置随时间而改变，称为机械运动。机械运动是人们生活和生产实践中最常见的一种运动。平衡是机械运动的特殊情况。

本课程研究的内容是速度远小于光速的宏观物体的机械运动，它以伽利略和牛顿总结的基本定律为基础，属于古典力学的范畴。至于速度接近于光速的物体和基本粒子的运动，则超出了理论力学的研究范围，必须用相对论和量子力学的观点来加以解释。

本课程主要研究三个方面的内容：

静力学——主要对物体进行受力分析，对各种力系进行简化，建立各种力系的平衡条件。

运动学——只从几何上来研究物体（点或刚体）的运动（如轨迹，速度、加速度等），而不考虑引起物体运动的物理因素。

动力学——研究物体的运动与作用于物体上的力之间的关系。

二、研究方法

科学的认识过程符合辩证唯物主义的认识论。理论力学也必须遵循这个正确的认识规律。

首先，通过观察生活和生产实践中的各种现象，进行多次的科学实验，经过分析总结，得到力学最基本的规律。

在基本规律的基础上，建立力学模型，形成概念，然后经过逻辑推理和数学演绎，建立理论体系。

最后，将理论力学的理论用于实践，用实践来验证并发展理论力学体系。

三、学习目的

理论力学是一门理论性较强的专业基础课。学习理论力学有如下目的：首先，工程专业都要接触机械运动问题。在这些问题中，有些工程问题可以直接应用理论力学的基本理论去解决，有些比较复杂的问题需要用理论力学和其他专门知识来共同解决。学习理论力学是为解决工程问题打下一定的基础。

其次，理论力学课程是许多专业后续课程，如材料力学、机械原理、机械设计、结构力学、弹塑性力学、流体力学、飞行力学、振动理论等课程的重要基础。

最后，理论力学的研究方法与其他学科的研究方法有不少相同之处。理解理论力学的研究方法，不仅可以深入地掌握这门学科，而且有助于学习其他科学技术理论，有助于培养辩证唯物主义世界观，掌握科学的思维方法，培养正确地分析问题和解决问题的能力，为今后解决生产实际问题，从事科学研究工作打下基础。


第一篇

静力学部分





第1章　静力学公理及物体的受力分析



教学提示：本章介绍的静力学的基本概念和静力学公理是静力学的重要基础。本章引入了约束和约束反力的概念，介绍了几种常见的约束。对物体进行受力分析，正确地画出物体的受力图是静力学乃至动力学的重要内容。

教学要求：本章要求学生熟练掌握平衡、刚体和力的基本概念以及力的性质，掌握静力学公理（包括推论）。掌握约束的概念以及常见约束的约束反力的特点，能够熟练地取出隔离体并正确地画出其受力图。



1.1　静力学的基本概念

静力学研究物体在力系作用下的平衡规律。它包括物体的受力分析、力系简化、各种力系的平衡条件等内容。在工程中，平衡是指物体相对于地面保持静止或做匀速直线运动，是物体机械运动的一种特殊情况。

力系是指作用在物体上的一群力。在保持力系对物体作用效果不变的条件下，用另一个力系代替原力系，称为力系的等效替换。这两个力系互为等效力系。若一个力与一个力系等效，则称此力为该力系的合力，而该力系的各力称为此力的分力。

用一个简单力系等效替换一个复杂力系，称为力系的简化。通过力系的简化可以容易地了解力系对物体总的作用效果。在一般情况下，物体在力系的作用下未必处于平衡状态，只有当作用在物体上的力系满足一定的条件时，物体才能平衡。物体平衡时作用在物体上的力系所满足的条件，称为力系的平衡条件。满足平衡条件的力系称为平衡力系。力系的简化是建立平衡条件的基础。平衡力系可以简化，非平衡力系亦可以简化。因此，力系简化方法在动力学中也得到了应用。

凡对牛顿运动定律成立的参考系称为惯性参考系，工程中一般可以把固结在地球上或相对地球做匀速直线运动的参考系看做惯性参考系。

1.1.1　刚体

所谓刚体是指在任意力（或力系）作用下不变形的物体。其特点表现为物体受力后内部任意两点的距离始终保持不变。这是一种理想化的力学模型。实际上，物体受力后均会产生不同程度的变形。但当变形十分微小，对所研究的问题不起主要作用时，可以略去不计，这样可使问题大为简化。在静力学中，所研究的物体只限于刚体，故又称为刚体静力学。

1.1.2　力

力是物体间相互的机械作用，这种作用对物体产生两种效应，即引起物体机械运动状态的变化和使物体产生变形，前者称为力的外效应或运动效应，后者称为力的内效应或变形效应。物体对物体的施力方式有两种：一种是通过物体间的直接接触而施力；另一种是通过力场对物体施力。

实践表明，力对物体的作用效果取决于力的大小、方向和作用点三个要素，简称力的三要素。力的大小指物体之间机械作用的强度。在国际单位制中，力的单位是牛顿（N）或千牛顿（kN）。力的方向表示物体的机械作用具有方向性。力的方向包括力的作用线方位和力沿作用线的指向。力的作用点是指物体间机械作用的位置。物体相互接触发生机械作用时，力总是分布在一定的面上。如果力作用的面积较大，这种力称为分布力。反之，如果力作用的面积很小，可以近似地看成作用在一个点上，这种力称为集中力，此点称为力的作用点。用通过力的作用点表示力的方位的直线称为力的作用线。

力的三要素表明力是矢量，且为定位矢量。它可以用一条具有方向的线段表示。如图1.1所示：线段的长度按一定的比例尺表示力的大小，箭头的指向表示力的方向，线段的起点（或终点）表示力的作用点，而与线段重合的直线表示力的作用线。本书中矢量的符号用粗斜体表示，如图1.1中作用于A点的力用矢量F表示。
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图1.1

1.2　静力学公理

静力学公理是人们关于力的基本性质的概括和总结，它们是静力学理论的基础。公理是人们在生活和生产活动中长期积累的经验总结，又经过实践的反复检验，证明是符合客观实际的最普遍、最一般的规律。

公理1　力的平行四边形法则

作用在物体上同一点的两个力，可以合成为一个合力。合力的作用点也在该点，合力的大小和方向由这两个力为边构成的平行四边形的对角线确定，如图1.2（a）所示。或者说，合力矢等于两个分力矢的矢量和，即

FR
 ＝F1
 ＋F2
 　　　　　　（1-1）

力的平行四边形也可演变成为力三角形，由它能更简便地确定合力的大小和方向，如图1.2（b）或图1.2（c）所示，而合力作用点仍在汇交点A。
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图1.2

这个公理表明了最简单力系的简化规律，它是复杂力系简化的基础。

﻿公理2　二力平衡公理

作用在同一刚体上的两个力使刚体平衡的必要与充分条件是：这两个力大小相等，方向相反，且作用在同一条直线上。如图1.3所示的刚体在力F1
 和F2
 作用下平衡，则有F1
 ＝-F2
 。

该公理给出了作用在刚体上的最简单的力系平衡时所必须满足的条件，它是以后推证平衡条件的基础。这个条件对于刚体是充分必要的；对于变形体只是必要但不是充分的。
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图1.3

只在两个力作用下平衡的构件，称为二力构件（简称二力杆）。由二力平衡公理可知，二力杆所受的两个力必定沿两力作用点的连线，且等值、反向。力在工程实际中经常遇到二力杆，比如不考虑自重而只在两端受有约束反力而平衡的构件就是二力杆。

公理3　加减平衡力系公理

在已知力系上加上或减去任意的平衡力系，并不会改变原力系对刚体的作用效果。该公理提供了力系简化的重要理论基础。

根据公理3可以导出下列推论：

推论1　力的可传性原理

作用在刚体上的力，可以沿其作用线移到刚体内任意一点，而不改变该力对刚体的作用效果。

证明：如图1.4（a）所示的刚体，在点A受力F作用。若在力F的作用线上任一点B加上一平衡力系F′、F″，且使F″＝-F′＝F，如图1.4（b）所示。由于F与F′构成一平衡力系，将此平衡力系去掉后，可得到作用于B点的力F″，如图1.4（c）所示。由于F″＝F，所以原作用于A点的力F可以沿其作用线移到B点。推论证毕。

由此可见，作用在刚体上的力的三要素可表示为力的大小、方向和作用线。作用于刚体上的力可以沿着作用线移动，这种矢量称为滑动矢量。
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图1.4

推论2　三力平衡汇交定理

当刚体在三个力作用下处于平衡时，若其中任何两个力的作用线相交于一点。则第三个力的作用线亦必交于同一点。且三个力的作用线共面。

证明：设有三个互相平衡的力F1
 、F2
 、F3
 分别作用于刚体上的三个点A、B、C。已知F1
 和F2
 的作用线交于点O，根据力的可传性，将力F1
 和F2
 移到汇交点O。根据力的平行四边形法则，得F1
 和F2
 的合力F12
 ，则F3
 应与F12
 平衡。由于两力平衡必需共线，所以，力F3
 必定与力F1
 和F2
 共面，且通过力F1
 和F2
 的汇交点O。推论证毕。
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图1.5

三力平衡汇交定理说明了不平行的三个力平衡的必要条件。在画物体的受力图时，若已知两个力的作用线，可用此定理来确定第三个力的作用线的方位。但是，值得注意的是，三力汇交是刚体平衡的必要条件，但非充分条件。

公理4　作用与反作用公理

作用力和反作用力总是同时存在，两力的大小相等，方向相反，沿同一直线分别作用在两个相互作用的物体上。由于作用力和反作用力分别作用在两个不同的物体上，这两个力并不能构成平衡力系，所以必须把作用与反作用公理与二力平衡公理区别开来。

这个公理概括了自然界物体间相互作用的关系。它表明作用力与反作用力总是成对出现。在对两个相互作用的物体分别进行受力分析时，必须遵循该公理。

公理5　刚化原理

变形体在某一力系作用下处于平衡，如把此变形体刚化为刚体，则平衡状态保持不变。

这个原理提供了把变形体抽象成刚体的条件，建立了刚体力学与变形体力学的联系。刚体的平衡条件对变形体来说只是必要的，而不是充分的。例如，如图1.6（a）所示的刚性杆在两个等值反向的拉力作用下处于平衡。若将其变为绳索，则平衡状态保持不变；但对刚性杆受两个等值反向压力作用而平衡时，如果将该刚性杆变为绳索，则不能保持平衡状态。
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图1.6

1.3　约束与约束反力

凡位移不受任何限制可以在空间作任意运动的物体称为自由体，如空中飞行的飞机、炮弹和火箭等。相反，有些物体在空间的位移受到一定的限制，如机车受轨道的限制，只能沿轨道运动；电机转子受轴承的限制，只能绕轴线转动；重物由钢索吊住，不能落地等。这种在空间某些方向的位移受到限制的物体称为非自由体。

所谓约束是指对非自由体的某些位移起限制作用的周围物体。约束通常是通过与被约束体之间相互连接或直接接触而形成的。钢轨是机车的约束，轴承是轴的约束，钢索是重物的约束。这些约束分别阻碍了被约束物体沿着某些方向的运动。

约束作用于被约束物体上的力称为约束反力，正是约束反力阻碍物体沿某些方向运动。在静力学中，对约束反力和物体受到的其他已知力（称为主动力）组成平衡力系，主要分析计算约束反力的大小和方向。约束反力的方向总是与约束所能阻止的运动方向相反，这是确定约束反力方向的准则；至于约束反力的大小，在静力学中可由静力平衡条件确定。在工程实际中，物体间连接方式很复杂，为分析和解决实际力学问题，必须将物体间各种复杂的连接方式抽象化为几种典型的约束模型。

下面介绍工程中常见的几种典型的约束模型，并根据它们的构造特点和性质，分析约束反力的作用点和方向。

1.3.1　柔性体约束（柔索约束）

胶带、绳索、传动带、链条等均属于柔索约束。理想化的柔索柔软而不可伸长，忽略其刚性。在不计自重的条件下，这类约束的特点是只能承受拉力，不能承受压力，因而只能限制物体沿着柔性体伸长方向的运动。所以柔性体的约束反力是作用在接触点，方向沿柔索，背离物体，恒为拉力。

图1.7（a）所示为起重机用绳索吊起大型机械主轴。绳索的约束反力都通过它们与吊钩的连接点，沿着各绳索的轴线，背离吊钩。吊钩和主轴的受力图如图1.7（b）和1.7（c）所示。
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图1.7

如图1.8所示的皮带传动机构，皮带给带轮的约束反力沿着皮带方向，背离带轮，恒为拉力。图1.8中F1
 与[image: alt]
 F2
 与[image: alt]
 分别是作用与反作用力。应该注意：两边的皮带拉力F1
 和[image: alt]
 大小通常并不相同。
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图1.8

1.3.2　光滑接触面约束

光滑接触表面的约束反力作用在接触点上，方向沿接触表面的公法线，指向被约束的物体，恒为压力。光滑接触面的反力又叫法向反力。

图1.9所示为各种光滑接触面约束。图1.9（a）是重量为G的物块A放在光滑的水平地面上，地面对物块的约束反力可简化为FNA
 ；图1.9（b）是重量为G的球B放在光滑的凹槽内，凹槽对球的约束反力为FNB
 ；图1.9（c）是两个互相啮合的轮齿，不计齿面之间的摩擦，右齿对左齿C的约束反力为FNC
 。各图中的约束反力均为光滑接触面的约束反力，恒为压力。

[image: alt]


图1.9

1.3.3　光滑铰链约束

铰链是工程结构和机械中通常用来连接构件或零部件的一种结构形式，指两个带有圆孔的物体，用光滑圆柱形销钉相连接。这类约束的特点是只能限制物体任意径向移动，不能限制物体绕圆柱销轴线的转动和平行于圆柱轴线的移动，因此它也称为圆柱铰链约束。一般根据被连接物体的形状、位置及作用分为以下几种形式。

1．中间铰链

中间铰链的结构如图1.10（a）、（b）所示。1，2分别是两个带圆孔构件，将圆柱形销钉穿入构件1和2的圆孔中，构成中间铰链，结构简图如图1.10（b）所示。由于销钉与构件的圆孔表面都是光滑的，两者之间总有缝隙，只能产生局部接触，其本质上是光滑面约束，那么销钉对构件的约束反力应通过构件圆孔中心，垂直于销钉轴线，方向不定，可表示为图1.10（c）。因中间铰链约束反力FR
 的方向未知，所以通常用两个正交分力FRx
 ，FRy
 来表示。

2．固定铰链支座约束

如果铰链连接中有一个构件固定于地面或机架，则这种约束称为固定铰链支座，简称固定铰支。其结构简图如图1.11（a）所示。这种约束的特点是构件只能绕铰链轴线转动，而不能发生垂直于铰轴的任何移动。所以，固定铰链支座的约束反力垂直于圆柱销轴线，通过圆柱销中心，方向不定。通常用两正交的分力FAX
 ，FAy
 表示，如图1.11（b）所示。
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图1.10
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图1.11

3．活动铰链支座约束

若铰链连接中有一个构件的底部安放若干滚子，并置于光滑支撑面上，则构成活动铰链支座，又称辊轴支座，如图1.12（a）所示。这类支座常见于桥梁、屋架等结构中，其结构简图如图1.12（b）所示。这种约束的特点是只能限制物体沿支撑面法线方向的运动，而不能阻止物体绕圆柱铰的转动和沿支撑面方向的运动。因此活动铰支座的约束反力通过销钉中心，垂直于支撑面，通常用FNA
 表示其法向约束反力，如图1.12（c）所示。
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图1.12

4．二力杆约束

不计自重的杆BC只在两个约束反力的作用下平衡，为二力杆，如图1.13（a）所示。根据二力平衡公理，这两个力必定等值反向共线。由此可确定FBC
 和FCB
 的作用线应沿铰链中心B、C的连线。杆BC的受力图如图1.13（b）所示。FBC
 和FCB
 的指向不必预先判断，一般可先假定杆受拉力，然后列平衡方程，通过计算来确定其指向。如果求得的结果为正，说明杆受拉；反之，若结果为负，则说明杆受压。有时我们也把二力杆作为一种约束，如梁AD受二力杆BC的约束，根据作用反作用公理，有[image: alt]
 梁AD（包括重物）的受力图如图1.13（c）所示。
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图1.13

值得注意的是，二力构件有时是曲杆，如图1.14（a）中的杆AB，此时作用于杆AB的两个约束反力FAB
 和FBA
 的作用线仍应沿铰链中心A与B的连线，如图1.14（b）所示。
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图1.14

5．向心轴承

如图1.15（a）所示为轴承装置，可画成如图1.15（b）所示的简图。轴可在孔内任意转动，也可以沿孔的中心线移动；但是，轴承阻碍轴沿径向向外的位移。当轴和轴承在点A光滑接触时，轴承对轴的约束反力FA
 作用在接触点A，且沿公法线通过轴心，指向被约束的轴，如图1.15（a）所示。

但是，当轴所受的主动力改变时，轴和轴承接触点的位置也随着改变。一般情况下，当约束反力的方向不能预先确定时，通常用两个大小未知的正交分力FAx
 ，FAy
 表示，如图1.15（b）所示，这里FAx
 ，FAy
 的指向暂时可先任意假定，最后通过计算来确定其指向。
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图1.15

1.4　物体的受力分析和受力图

在工程实际中，为了求出未知的约束反力，需要根据已知力应用平衡条件求解。为此，首先要确定构件受了几个力，每个力的位置和力的作用方向，这种分析过程称为物体受力分析。

作用在物体上的力可分为两类：一类是主动力，例如物体的重力、风力、气体压力等，一般是已知的；另一类是约束对于物体的约束反力，为未知的被动力。

为了清晰地表示物体的受力情况，需要把研究的物体（称为受力体）从与其相联系的周围物体（称为施力体）中分离出来，单独画出它的简图，这个步骤称做取研究对象或取分离体。然后把施力体作用于研究对象上的主动力和约束反力全部画在简图上，这种表示物体受力情况的简明图形称为受力图。画物体的受力图是解决静力学问题，乃至动力学问题的一个重要步骤。画受力图的步骤如下：

（1）根据题意及已知条件确定研究对象，取分离体，单独画出其简单图形；

（2）分析分离体上所受到的力的情况，即主动力和约束反力；

（3）在分离体上画出其所受到的全部力，即主动力和约束反力。

【例1-1】　如图1.16（a）所示的碾子，重量为P。在压路面时受到一石块的阻碍，不计摩擦，画出碾子的受力图。
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图1.16

解：选取研究对象，将碾子从周围物体的联系中分离出来，单独画出其轮廓简图。画主动力，碾子受主动力P及F作用，作用点均在碾子的重心上。然后根据约束的性质，画出约束反力。使碾子成为分离体时，需要在A、B两处分别解除墙壁和地面的约束，因此，必须在这两处加上相应的约束反力，用来代替墙壁和地面的对碾子的约束。根据A、B两处均为光滑面约束的特点，墙面和地面作用于碾子的约束反力用FNA
 、FNB
 表示，它们分别沿各自接触面公法线方向指向碾子。碾子的受力图如图1.16（b）所示。

【例1-2】　重量为P的梯子AB放在水平面和铅垂墙壁上。在D点用水平绳索DE与墙面相连，如图1.17（a）所示。不计摩擦，试画出梯子AB的受力图。

解：选择梯子为研究对象。将梯子AB从周围物体的联系中分离出来，单独画出其轮廓简图。画主动力，梯子受主动力P作用，作用点在梯子的重心上，方向铅垂向下。然后根据约束的性质画出约束反力。使梯子成为分离体时，需要在B、C、D三处分别解除地面、墙壁、绳索的约束，因此，必须在这三处加上相应的约束反力，用来代替地面、墙壁、绳索对梯子的约束。根据A、D两处均为光滑面约束的特点，地面、墙面作用于梯子的约束反力FB
 、FC
 分别沿各自接触面公法线方向指向梯子。绳索作用于梯子的拉力FD
 沿着DE方向背离梯子。梯子的受力图如图1.17（b）所示。
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图1.17

【例1-3】　水平梁AB用斜杆CD支撑，A、C、D三处均为光滑铰链连接，如图1.18（a）所示。均质梁AB重量P1
 ，其上放置一重量为P2
 的电动机。不计斜杆CD的自重，试分别画出斜杆CD和梁AB（包括电动机）的受力图。

解：先画出斜杆CD的受力图。取CD为研究对象，由于斜杆CD自重不计，且只在C、D两处受铰链约束，因此斜杆CD为受压二力杆。由此可确定C、D两处的约束反力FC
 和FD
 的作用线沿铰链中心C与D的连线，且FC
 ＝-FD
 ，方向如图1.18（b）所示。

再取梁AB（包括电动机）为研究对象，梁AB受主动力P1
 和P2
 的作用。在铰链D处受斜杆CD给它的约束反力[image: alt]
 的作用，根据作用和反作用定律知，[image: alt]
 A处受固定铰支座给它的约束反力的作用，由于方向未知，可用两个正交分力FAx
 、FAy
 表示。梁AB的受力图如图1.18（c）所示。

【例1-4】　多跨梁用铰链C连接。载荷和支座如图1.19（a）所示，试分别画出梁AC，CD和整体的受力图。

解：先画梁AC的受力图。以梁AC为研究对象，画出主动力F1
 和作用于BC梁段的均布荷载，其荷载集度为q。然后再画梁AC所受的约束反力。A处受固定铰支座的约束，约束反力用FAx
 ，FAy
 表示；B处受辊轴支座的约束，约束反力用FBy
 表示；C处受中间铰链的约束，约束反力用FCx
 ，FCy
 表示。梁AC的受力图如图1.19（b）所示。图中所有约束反力的指向都是假设的。
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图1.18

再画梁CD的受力图。作用在梁CD上的力有：主动力是荷载集度为q的均布荷载；约束反力有辊轴支座D的约束反力FD
 ，方向垂直于支撑面向上；中间铰链C的约束反力用[image: alt]
 表示，根据作用与反作用公理，其方向分别与FCx
 ，FCy
 相反。梁CD的受力图如图1.19（c）所示。

最后画整体受力图。作用在整体上的力有主动力F1
 和作用于梁BD段的荷载集度为q的均布荷载；约束反力有FAx
 ，FAy
 ，FBy
 和FD
 。整体的受力图如图1.19（d）所示。值得一提的是，中间铰链的约束反力对于梁AC和梁CD来说是外力，而对于整体来说是内力，内力不能在受力图中表示出。
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图1.19

【例1-5】　在图1.20（a）所示的吊架结构中，物体H重量为G，滑轮及各杆自重不计。试分别画出杆AB、杆BE、滑轮C及整个系统的受力图。

解：首先画出杆AB的受力图。以杆AB为研究对象，杆AB没有主动力作用，在固定铰支座A处的约束反力为FAx
 ，FAy
 ，在B处受连杆BE约束，其约束反力为FBE
 ，方位沿B、E铰链中心的连线，指向假定向上。在C处和滑轮铰接，其约束反力为FCx
 、FCy
 。杆AB的受力图如图1.20（b）所示。
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图1.20

﻿再画杆BE的受力图。取杆BE为研究对象，由于自重不计，杆BE为二力杆，其所受约束反力为FEB
 和[image: alt]
 这里[image: alt]
 和FBE
 是作用与反作用力。杆BE的受力图如图1.20（c）所示。

然后画滑轮C（包括重物H）的受力图。取滑轮C为研究对象，其上作用有主动力G，绳子对滑轮C的约束反力FCD
 ，杆AB对滑轮C的约束反力[image: alt]
 和[image: alt]
 FCy
 是作用与反作用力。滑轮C的受力图如图1.20（d）所示。

最后画整体的受力图。取整体为研究对象，其上作用有主动力G，在固定铰支座A处的约束反力FAx
 ，FAy
 ，在固定铰支座E处的约束反力为FEB
 ，绳子的拉力FCD
 ，整体受力图如图1.20（e）所示。

【例1-6】　如图1.21（a）所示的三角拱桥，由左右两拱铰接而成。设各拱自重不计，在拱AC上作用有载荷P。试分别画出拱AC、CB的受力图。

解：先画拱BC的受力图。取拱BC为研究对象，由于拱BC自重不计，且只在B、C两处受到铰链约束，因此拱BC为二力构件。在铰链B、C处分别受到FBC
 ，FCB
 两力作用，且FBC
 ＝-FCB
 ，这两个力的方向沿铰链B、C中心的连线。拱BC的受力图如图1.21（b）所示。

再画拱AC的受力图。取拱AC为研究对象，拱AC上作用有主动力P，拱在C处受到拱BC给它的约束反力[image: alt]
 的作用，根据作用与反作用公理，[image: alt]
 拱在A处受到固定铰链支座给它的约束反力的作用，可用FAx
 ，FAy
 表示。拱AC的受力图如图1.21（c）所示。

再进一步分析可知，由于拱AC在主动力P、约束反力[image: alt]
 和FRA
 三个力作用下平衡，故可根据三力平衡汇交定理，确定铰链A处约束反力FRA
 的方向。点D为力P和[image: alt]
 作用线的交点，当拱平衡时，约束反力FRA
 的作用线必通过点D，拱AC的受力图还可用1.21（d）表示。
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图1.21

小　结

静力学是研究物体在力系作用下的平衡条件的科学。主要研究三个方面的问题，即物体的受力分析，力系的合成与简化，各种力系的平衡条件。本章主要介绍了静力学的基本概念，静力学公理以及物体受力分析。

静力学基本概念、公理及物体的受力分析是研究静力学的基础。静力学概念主要包括力、刚体、平衡等。力是物体间相互的机械作用，这种作用使物体的机械运动状态发生改变，同时使物体产生变形。力系是指作用于物体上的一群力。使物体或物体系统处于平衡状态的力系称为平衡力系；使同一物体产生相同效应的两个力系称为等效力系。与力系等效的一个力称为力系的合力。刚体指在力的作用下不产生变形的物体，这是一种理想化的力学模型。理论力学的研究对象均视为刚体。平衡指物体相对于惯性参考系处于静止或做匀速直线运动的状态。

静力学公理揭示了力的基本性质和力对物体作用的基本规律，是建立静力学理论体系的基础。静力学公理包括力的平行四边形法则、二力平衡公理、加减平衡力系公理、作用与反作用公理以及刚化公理。

对物体某方向的位移起限制作用的周围物体称为约束。约束对被约束物体的作用力称为约束反力。约束反力的方向总是与约束所能阻碍的物体的运动方向相反。

在分离体上画出所受的主动力和全部约束反力的图形称为物体的受力图。对物体进行受力分析，正确画出物体的受力图是解决静力学问题的关键。

习　题

一、是非题（正确的在括号内打“√”、错误的打“×”）

1．刚体是指在力的作用下不变形的物体。　　（　　）

2．公理只受两个力作用而平衡的构件称为二力杆，其约束反力的作用线一定在这两个力作用点的连线上。　　（　　）

3．平衡指物体相对于惯性参考系静止或做匀速直线运动的状态。　　（　　）

4．作用与反作用力也可构成一个二力平衡力系，因为它们满足二力平衡的条件。　　（　　）

5．约束是对物体某方向位移取限制作用的周围物体，约束对被约束物体的作用力称为约束反力。　　（　　）

6．作用于刚体上的三个力，若其作用线共面且相交于一点，则刚体一定平衡。　　（　　）

二、填空题

1．力是物体间相互的机械作用，这种作用对物体的效应包括＿＿和＿＿。

2．作用在物体上的一群力称为＿＿，对同一物体的作用效应相同的两个力系称为＿＿。

﻿3．静力学公理包括＿＿、＿＿、＿＿、＿＿和＿＿。

4．力的可传性适用条件是＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿。

5．把研究对象从与其相联系的周围的物体中分离出来，单独画出它的简图，这个步骤称为＿＿。

三、选择题

1．图1.22所示为均质圆盘用细绳悬挂，并靠在光滑斜面上。在图1.22（a）、（b）、（c）、（d）所示的四种状态中，只有（　　）图可以保持平衡。
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图1.22

2．支架如图1.23（o）所示，P、Q分别为杆AB、AC自重，在D处作用一铅垂力F。图1.23（a）、（b）、（c）、（d）所示分别是两杆AB和BC的四种可能受力图，其中（　　）正确。
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图1.23

3．物块A、B自重不计，并与光滑的平面mm和nn相接触，如图1.24.所示。若其上分别作用有大小相等、方向相反且作用线相同的力P1
 和力P2
 ，试问两刚体是否平衡。（　　）
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图1.24

﻿（A）A、B都不平衡

（B）A、B都平衡

（C）A平衡，B不平衡

（D）A不平衡，B平衡

4．若刚体在四个力作用下处于平衡状态，则该四个力的作用线是否一定汇交于一点。（　　）

（A）和三力平衡汇交一样，该四力作用线一定汇交于一点

（B）四力作用线不一定汇交于一点

（C）四力作用线一定不汇交于一点

（D）四力作用线一定平行

5．图1.25（a）、（b）、（c）所示为结构在水平力P的作用下处于平衡状态，则三种情况下铰链A的约束反力方向是否相同？（　　）

（A）在图（a）和图（b）中，铰链A的约束反力方向相同

（B）在图（a）和图（c）中，铰链A的约束反力方向相同

（C）在图（b）和图（c）中，铰链A的约束反力方向相同

（D）三种情况下，铰链A的约束反力方向均不相同
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图1.25

四、画图题

1-1　画出如图1.26所示各物体的受力图。设各接触面均为光滑，未画出重力的物体的重量均不计。
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图1.26
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图1.26（续）

1-2　画出图1.27中每个标注字母的物体及整体的受力图。设各接触面均为光滑，未画出重力的物体的重量均不计。
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图1.27
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图1.27（续）
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图1.27（续）





第2章　平面汇交力系与平面力偶系



教学提示：力系有各种不同的类型，它们的简化结果和平衡条件也各不相同。平面汇交力系和平面力偶系是平面力系中的两种简单力系。本章主要讨论平面汇交力系和平面力偶系的合成和平衡问题。

教学要求：本章要求学生熟练掌握平面汇交力系合成与平衡的几何法和解析法，掌握平面力对点之矩的概念及计算方法，会应用平面汇交力系和平面力偶系的平衡方程求解相应的平衡问题。



2.1　平面汇交力系合成与平衡的几何法

所谓平面汇交力系指各力的作用线在同一平面内且汇交于一点的力系。为了解平面汇交力系和平面力偶系的合成和平衡问题，首先应用几何法求平面汇交力系的合力，得到平面汇交力系平衡的几何条件。

2.1.1　平面汇交力系合成的几何法及力多边形法则

设一刚体在点A受到由力F1
 ，F2
 ，F3
 ，F4
 组成的平面汇交力系的作用，如图2.1（a）所示，现求该力系合成的结果。
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图2.1

为合成此力系，可在图2.1（a）中连续应用力的平行四边形法则，依次两两合成各力，最后求得一个作用线也通过力系汇交点A的合力FR
 。为了用更简便的方法求此合力FR
 的大小和方向，下面介绍力多边形法则。

在平面汇交力系所在的平面内，任取一点a，按一定的比例尺，将力的大小用适当长度的线段表示，根据力三角形法则，先作矢量[image: alt]
 平行且等于F1
 ，再从点b作矢量[image: alt]
 平行且等于力F2
 ，用虚线连接矢量[image: alt]
 即代表力F1
 和F2
 的合力FR1
 大小和方向；再过力FR1
 的终点c作矢量[image: alt]
 平行且等于力F3
 ，虚线连接矢量[image: alt]
 即代表力FR1
 和F3
 的的合力FR2
 大小和方向（也就是F1
 ，F2
 ，F3
 的合力大小和方向）。最后将FR2
 与F4
 合成得矢量[image: alt]
 即得到该平面汇交力系的合力FR
 大小和方向，如图2.1（b）所示。多边形abcde称为此平面汇交力系的力多边形，矢量[image: alt]
 称此为力多边形的封闭边。封闭边矢量[image: alt]
 即表示平面汇交力系合力FR
 的大小和方向，而合力FR
 的作用线仍应通过原力系汇交点A，如图2.1（a）所示。上述求合力的作图规则称为力多边形法则，根据矢量相加的交换律，任意变换各分力矢的作图次序，可得形状不同的力多边形，但其合力矢[image: alt]
 仍然不变，如图2.1（c）所示。必须注意，作力多边形的矢量规则为：各分力的矢量沿着环绕力多边形边界的某一方向首尾相接，而合力矢量沿相反的方向，由第一个分力矢的起点指向最后一个分力矢的终点。值得一提的是，在作力多边形时，如图2.1（b）中的虚线矢量[image: alt]
 不必画出。

上述结果表明：平面汇交力系合成的结果是一个合力，合力作用线通过各力的汇交点，合力的大小和方向等于原力系中所有各力的矢量和，即

FR
 ＝F1
 ＋F2
 ＋…＋Fn
 ＝∑Fi
 　　　　　　（2-1）

若力系中各力的作用线重合，则该力系称为共线力系。它是平面汇交力系的特殊情况，其力多边形在同一直线上，合力的作用线与力系中各力的作用线相同。若沿直线的某一指向为正，反之为负，则合力的大小与方向取决于各分力的代数和，即

FR
 ＝∑Fi
 　　　　　　　（2-2）

2.1.2　平面汇交力系平衡的几何条件

平面汇交力系可用其合力来代替。显然，平面汇交力系平衡的必要和充分条件是：该力系的合力等于零，即

[image: alt]


力系平衡时，在力多边形中最后一个力的终点与第一个力的起点重合，此时的力多边形自行封闭。于是，平面汇交力系平衡的几何条件可表述为：该力系的力多边形自行封闭。利用这个几何条件，可以通过作图的方法来确定未知的约束反力，这种方法称为图解法。即按比例先画出封闭的力多边形，然后，直接量得或利用三角关系计算出所要求的未知量。下面通过例子来说明图解法的应用。

【例2-1】　如图2.2（a）所示，平面吊环上作用有四个力F1
 ，F2
 ，F3
 ，F4
 ，它们汇交于圆环的中心。其中F1
 水平向左，大小为10kN，F2
 指向左下方向，与水平轴夹角为30°，大小为15kN；F3
 垂直向下，大小为8kN；F4
 指向右下方，与水平方向夹角为45°，大小为10kN，试求其合力。

解：根据图中所示的力的比例尺，按顺序画出各力F1
 ，F2
 ，F3
 ，F4
 的矢量，得到力多边形abcde，封闭边矢量[image: alt]
 即表示平面汇交力系合力矢FR
 ，如图2.2（b）所示。按比例量得FR
 ＝27.5kN，并量得该矢量与水平方向的夹角为α＝55°。合力结果示于图2.2（a）中，合力通过原力系的汇交点。

【例2-2】　如图2.3（a）所示的简支梁在中点C处受集中力F＝20kN的作用，其与水平线夹角为60°，应用图解法求梁两端约束反力的大小。

解：选取梁AB为研究对象，画出梁AB的受力图如图2.3（b）所示。其中由于B处为活动铰链支座，其约束反力垂直于斜面。然后应用三力平衡汇交原理可确定固定铰链支座A处的约束反力的方向。

[image: alt]


图2.2
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图2.3

根据平面汇交力系平衡的几何条件，这三个力应组成一封闭的力三角形。按照一定的比例先画出已知力矢[image: alt]
 再由点b作直线平行于FA
 ，由点a作直线平行于FB
 ，这两条直线相交于点C，如图2.3（c）所示。

在力三角形中，线段bc和ca分别表示FA
 和FB
 的大小，由三角关系，可得

FA
 ＝Fcos30°＝20×cos30°＝17.32kN

FA
 ＝Fsin30°＝20×sin30°＝10kN

【例2-3】　如图2.4（a）所示的圆球O重为W，放在与水平成α角的光滑斜面上，BC为绳索，与铅垂面成β角，求绳索拉力与斜面对球的约束反力。
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图2.4

解：选圆球O为研究对象，受力分析如图2.4（b）所示。小球受到重力W、光滑斜面的法向反力FA
 以及绳子拉力FC
 的作用而处于平衡状态。由三力平衡汇交原理可知它们构成一平面汇交力系。

根据平面汇交力系平衡的几何条件，这三个力应组成一封闭的力三角形。按照一定的比例先画出已知力矢[image: alt]
 再由点b作直线平行于FC
 ，由点a作直线平行于FA
 ，这两条直线相交于点c，如图2.4（c）所示。

在力三角形中，线段bc和ca分别表示FC
 和FA
 的大小，由三角关系，可得
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解得
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通过以上例题分析，可总结出应用几何法求解平面汇交力系平衡问题的基本步骤如下：

（1）选取研究对象。根据题意，要首先选取适当的物体对研究对象，并画出简图。

（2）画受力图。在研究对象上，画出它所受的全部主动力和约束反力。

（3）作力多边形或力三角形。选择适当的比例，作出该力系的封闭力多边形或力三角形。必须注意，作图时总是从已知力开始，根据矢序规则和封闭特点，画出封闭的力多边形或力三角形。

（4）求出未知量。按比例量出未知量的大小和方向，或者用三角公式计算。

2.2　平面汇交力系合成与平衡的解析法

对平面汇交力系，当力系中力的数量较多时，用几何法求解不够方便，因此要应用平面汇交力系合成与平衡的解析法。

2.2.1　力在轴上的投影

设x轴是力矢量所在平面内的一个坐标轴，如图2.5（a）所示。从力矢的端点A、B分别作x轴的垂线。垂足a、b称为A、B两点在轴上的投影，而线段ab的长度则称为力F在x轴上的投影，并规定当ab的指向与x轴的正向一致时取正值，反之取负值。因此，力在轴上的投影是一个代数量，一般记为Fx
 。设F与x轴的正向的夹角为α，则有

Fx
 ＝Fcosα　　　　（2-4）

2.2.2　力在平面直角坐标系中的投影与分解

在平面直角坐标系中，通常用Fx
 、Fy
 表示力F在x，y轴上的投影。假设力F与x，y轴正方向的夹角分别为α，β，如图2.5（b）所示，则Fx
 、Fy
 可分别表示为

Fx
 ＝F·cosα；Fy
 ＝F·cosβ　　　　（2-5）

如果将一个力F向两坐标轴方向进行分解，得到力F在x，y轴上两个分力Fx
 和Fy
 。对直角坐标系，两分力的大小应分别等于该力在两坐标轴上的投影。这样，力F的解析表达式可写为

F＝Fx
 i＋Fy
 j　　　　（2-6）

﻿这里i，j分别为x，y轴的单位矢量。反之，若力F的投影Fx
 和Fy
 已知，则力F的大小和方向可由式（2-7）计算
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图2.5

必须指出，只有在直角坐标系中才有上述对应关系。对一般坐标系，一个力在两坐标轴上的投影和该力沿两坐标轴分解所得到的分力在数值上并不一定相等。

利用力在直角坐标系中的投影和力矢量的关系以及合力投影定理，可以用解析法来计算平面汇交力系的合力。

2.2.3　平面汇交力系合成的解析法

前面已应用式（2-1）求解平面汇交力系的合力。将式（2－1）中各力分别写成解析表达式，有

FR
 ＝FRx
 i＋FRy
 j，F1
 ＝Fx1
 i＋Fy1
 j，F2
 ＝Fx2
 i＋Fy2
 j，…，Fn
 ＝Fxn
 i＋Fyn
 j

代入式（2-1），有

FRx
 i＋FRy
 j＝（FX1
 ＋Fx2
 ＋…＋Fxn
 ）i＋（Fy1
 ＋Fy2
 ＋…＋Fyn
 ）j

比较系数，可得
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式（2-8）称为合力投影定理，即合力在某一轴上的投影等于各分力在同一轴上投影的代数和。若已知合力FR
 在两坐标轴上的投影，则合力FR
 的大小和方向可分别表示为

[image: alt]


【例2-4】　用解析法计算例2-1中的合力。

解：选定参考坐标系如图2.6所示。根据图中各力的大小和方向，分别求出它们在两坐标轴上的投影。

Fx1
 ＝-F1
 ＝-10kN，Fy1
 ＝0

Fx2
 ＝-F2
 ·cos30°＝-12.99kN，Fy2
 ＝-F2
 ·sin30°＝-7.5kN

Fx3
 ＝0，Fy3
 ＝-F3
 ＝-8kN

Fx4
 ＝F4
 cos45°＝7.07kN，Fy4
 ＝-F4
 sin45°＝-7.07kN

由合力投影定理，合力在两坐标轴上的投影分别为

FRx
 ＝∑Fx
 ＝-10－12.99＋7.07＝-15.92kN

FRy
 ＝∑Fy
 ＝-7.5－8－7.07＝-22.57kN

合力FR
 的大小和方向分别为

[image: alt]


由于FRx
 ＜0，FRy
 ＜0，可见合力通过原汇交点且指向左下方，如图2.6所示。
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图2.6

2.2.4　平面汇交力系平衡的解析条件

由前所述，平面汇交力系平衡的必要与充分条件是合力为零，由式（2-9）应有
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要使上式成立，必须同时满足
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式（2-10）称为平面汇交力系的平衡方程。即平面汇交力系平衡的必要和充分条件是：力系中各力在任一坐标轴上投影的代数和为零。利用这两个独立方程可求解出两个未知量。

【例2-5】　重量G＝100N的球用两根细绳悬挂固定，如图2.7（a）所示。试求各绳的拉力。

解：以A球为研究对象，其受力图如2-7（b）所示。

﻿我们可先用几何法计算，根据力多边形闭合条件，作出力三角形。按照一定的比例先画出已知力矢[image: alt]
 再由点b作直线平行于FCE
 ，由点a作直线平行于FBD
 ，这两条直线相交于点C，如图2.7（c）所示。
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图2.7

在力三角形中，线段bc和ca分别表示FCE
 和FBD
 的大小，由三角关系，可得

[image: alt]


解得两绳的拉力分别为

FBD
 ＝73.2N，FCE
 ＝89.7N

然后再用解析法求解。建立如图2.7（b）所示的坐标系，列出平衡方程

∑Fx
 ＝0　　FCE
 coS45。－FBD
 cos30°＝0

∑Fy
 ＝0　　FCE
 sin45°＋FBD
 sin30°－G＝0

联立求解，可得两绳的拉力分别为

FCE
 ＝89.7N，FBD
 ＝73.2N

两种方法解出的结果完全相同。

【例2-6】　平面刚架在C点受水平力P作用，如图2.8（a）所示。设P＝80kN，不计刚架自重，试求A、B支座约束反力。

解：取刚架为研究对象，它受到P、FRA
 、FBy
 三个力作用，其受力图如图2.8（b）所示。应用三力平衡汇交定理可以确定FRA
 的作用线通过两点A，D。列出平衡方程

∑Fx
 ＝0　　P＋FRA
 cosα＝0

解得
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负号表示约束反力FRA
 方向与原假定方向相反。再由

∑Fy
 ＝0　　　FBy
 ＋FRA
 sinα＝0

解得
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图2.8

正号表示约束反力FBy
 方向与原假定方向一致。

【例2-7】　简易起重机如图2.9（a）所示，重物重W＝10kN。不计杆件自重，不计摩擦力，不计滑轮大小。设A，B，C处均为铰链约束，试求杆AB、BC所受的力（假设起吊时物体做匀速运动）。
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图2.9

解：杆AB、BC均为二力杆，不妨假设二杆均为受拉。将滑轮连同销钉作为研究对象，作出其受力图如图2.9（b）所示，其中W为起吊绳对滑轮的拉力，方向垂直向下。因为物体作匀速直线运动，属于平衡状态，所以拉绳的拉力与物体的重量相等，即FBD
 ＝W＝10kN。FBA
 为销钉通过铰链作用于杆AB上的力，[image: alt]
 是FBA
 的反作用力。FBC
 为销钉通过铰链作用于杆BC上的力，[image: alt]
 为FBC
 的反作用力。由于不计滑轮的大小，故作用于滑轮上的所有力构成一平面汇交力系。列平衡方程有
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联立求解，可得

[image: alt]


负号表示实际[image: alt]
 的方向与假设方向相反，正号表示实际[image: alt]
 的方向与假设方向相同。因此杆BC受压，杆AB受拉。

2.3　平面力对点之矩

力对刚体的运动效应使刚体的运动状态发生改变（包括移动与转动），其中力对刚体的移动效应可用力矢来度量，而力对刚体的转动效应则要用力对点的矩（简称力矩）来度量，即力矩是度量力对刚体转动效应的物理量。

如图2.10所示为用扳手松紧螺母的示意图。作用于扳手上的力F使扳手和螺母一起绕螺母中心转动，由经验可知，力F使扳手和螺母绕点O转动的效应既与力F的大小有关，也与点O到F的垂直距离d有关。因而在平面问题中，通常将乘积Fd冠以正负号，作为度量力F使刚体绕点O转动效应的物理量。这个量称为力对点之矩，简称力矩。力F对于点O的矩用MO
 （F）表示，即

MO
 （F）＝±F·d　　　　　　（2-11）

点O称为矩心；d称为力臂。正负号表示力矩在其作用面上的转向。一般规定力F使刚体绕点O逆时针转动为正，顺时针转动为负。力F对点O之矩，其值还可以用以力F为底边，以矩心O为顶点所构成的三角形面积的两倍来表示，如图2.10所示。
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图2.10

MO
 （F）＝±2SΔOAB
 　　　　（2-12）

力矩的单位为N·m（牛顿·米）或kN·m（千牛顿·米）。由力矩的定义式（2-11）可知：当d＝0，即力的作用线通过矩心时，力矩的值为零；当力沿作用线滑动时，该力对任一固定点的矩保持不变。

2.4　平面力偶系

2.4.1　力偶的概念

在日常生活中，我们经常碰到不自觉地使用力偶的情况，例如用手打开水龙头、用手旋开笔帽、用钥匙开锁等。在机械工程中也有许多力偶的例子，如司机对方向盘的操作、钳工对丝锥的操作等。这些例子告诉我们，力偶是作用在物体上的两个大小相等、方向相反，且不共线的一对平行力所组成的力系，记作（F，F′），如图2.11所示。两个力之间的垂直距离d称为力偶臂，力偶所在的平面称为力偶作用面。力偶对刚体的外效应只能使刚体产生转动。

﻿力偶对刚体的转动效应用力偶矩度量。对于平面力偶，力偶矩是代数量。力偶矩以符号M表示，即

M＝±Fd　　　　　　　　（2-13）

式（2-13）中的正负号一般以逆时针转向为正，顺时针转向为负。力偶矩的单位为N·m，由图2.11可知，力偶矩的大小也可用力偶中的一个力为底边与另一个力的作用线上任一点所构成的三角形面积的两倍表示，即

M＝±2SΔOAB
 　　　　（2-14）
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图2.11

2.4.2　力偶的性质

性质1　力偶既没有合力，也不能用一个力平衡。

力偶是由两个力组成的特殊力系，该力系不能合成为一个力，或用一个力来等效替换；力偶也不能用一个力来平衡。力偶只能对刚体产生转动效应，而力既能对刚体产生转动效应，同时又能产生平动效应。

性质2　力偶对其作用面内任意一点的矩恒等于该力偶的力偶矩，与矩心的位置无关。

证明：设有一力偶（F，F′）作用在刚体上某平面内，其力偶矩M＝Fd，如图2.12所示。在此平面上任取一点O，该点至力F的垂直距离为x，计算力偶对O点的矩为

MO
 （F，F′）＝F′（x＋d）－Fx＝Fd＝M

可见，力偶矩与矩心选择无关。因而力偶与力矩不同，标注力偶矩时不需要指明力偶是对哪一点的矩，而简记为M。

性质3　只要保持力偶矩的大小和转向不变，可改变力偶作用的位置，也可同时改变力的大小和力偶臂的长短，而不影响力偶对刚体作用效果。
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图2.12

如图2.13（a）所示，拧紧瓶盖时，可将力偶加在A，B位置或C，D位置，其效果相同。因此，力偶对刚体的作用与力偶在其作用面内的位置无关。又如图2.13（b）所示，用丝锥攻螺纹时，若将力增加1倍，而力偶臂减少1/2，其效果仍相同。因此，只要保持力偶矩的大小和转向不变，可以同时改变力偶中力的大小和力偶臂的长短，而不改变力偶对刚体的作用。
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图2.13

由此得出力偶的等效条件是：作用在同一平面内的两个力偶，只要其力偶矩大小相等、转向相同，则此二力偶彼此等效。

力偶可在其作用面内用一弯曲的箭头表示，如图2.14所示。箭头表示力偶的转向，M表示力偶矩的大小。
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图2.14

2.4.3　平面力偶系的合成

如图2.15所示，假设[image: alt]
 是作用在物体同一平面内的两个力偶，根据力偶的等效性质，[image: alt]
 可以与通过A、B两点的一对力[image: alt]
 等效，即F3
 ·d＝F1
 ·d1
 ＝M1
 。[image: alt]
 同样可以与通过A、B两点的一对力[image: alt]
 等效，即F4
 ·d＝F2
 ·d2
 ＝-M2
 。显然F3
 、F4
 的合力F与[image: alt]
 的合力F′组成新的力偶（F，F′），其合力偶矩为

M＝F·d＝（F3
 －F4
 ）·d＝F3
 ·d－F4
 ·d＝M1
 ＋M2
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图2.15

平面力偶系合成的结果为一合力偶矩，合力偶矩等于力偶系中各力偶矩的代数和。

上述结论可以推广到任意多个力偶合成的情形，即在同平面内的任意一个力偶可合成为一个合力偶，合力偶的力偶矩等于各已知力偶的力偶矩的代数和。可写为

M＝∑Mi
 　　　　　　（2-15）

2.4.4　平面力偶系的平衡

平面力偶系平衡的必要和充分条件：合力偶矩为零。即各力偶矩的代数和等于零。即

M＝∑Mi
 ＝0　　　　　　（2-16）

﻿上式也称为平面力偶系的平衡方程，利用这个平衡方程可求解出一个未知量。

【例2-8】　简支梁AB上受力如图2.16（a）所示，试求梁的反力。

解：以梁AB为研究对象，受力分析如图2.16（b）所示。因为力偶只能与力偶平衡，所以铰链A处的约束反力FRA
 与铰链B处的约束反力FRB
 必组成一个力偶。由平面力偶系的平衡条件，得

∑Mi
 ＝0　　FRB
 ×5－6×2×sin30°＝0
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图2.16

解得

FRB
 ＝1.2kN，FRA
 ＝1.2kN

【例2-9】　四连杆机构OABO1
 如图2.17（a）所示。已知在OA和O1
 B上分别作用力偶M1
 和M2
 ，且知M1
 ＝1kN·m，OA＝40cm，O1
 B＝60cm，不计各杆自重，求平衡时力偶矩M2
 的大小以及AB杆所受的力。

解：分别取杆OA和O1
 B为研究对象。因为杆AB为二力杆，假设受拉力，则OA、O1
 B的受力图如图2.17（b）、（c）所示。它们都是平面力偶系的平衡问题，于是可分别列静力平衡方程：
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图2.17

OA：∑Mi
 ＝FAB
 ·OAsin30°－M1
 ＝0

O1
 B：∑Mi
 ＝M2
 －FBA
 ·O1
 B＝0

式中，FBA
 ＝FAB
 。联立求解，可得平衡时AB杆所受的力以及力偶矩M2
 的大小为

FAB
 ＝FBA
 ＝5kN，　M2
 ＝3kN·m

小　结

1．平面汇交力系的合成与平衡的几何法

对于平面汇交力系，可应用力多边形，力多边形的封闭边为平面汇交力系的合力。合力作用线通过各力的汇交点，合力的大小和方向等于原力系中所有各力的矢量和，即

FR
 ＝F1
 ＋F2
 ＋…＋Fn
 ＝∑Fi


平面汇交力系平衡的必要和充分条件是：该力系的合力等于零，即

[image: alt]


力系平衡时，在力多边形中最后一个力的终点与第一个力的起点重合，此时的力多边形自行封闭。于是，平面汇交力系平衡的几何条件可表述为：该力系的力多边形自行封闭。

2．平面汇交力系的合成与平衡的解析法

平面汇交力系的合力在某一轴上的投影等于各分力在同一轴上投影的代数和。即

[image: alt]


平面汇交力系平衡的解析条件是：力系中各力在两直角坐标轴上的投影的代数和分别等于零。即
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上式称为平面汇交力系的平衡方程，利用这个平衡方程可求解出一个未知量。

3．平面力偶的合成与平衡

同平面内的任意一个力偶可合成为一个合力偶，合力偶的力偶矩等于各已知力偶的力偶矩的代数和，即

M＝∑Mi


平面力偶系平衡的必要和充分条件：各力偶矩的代数和等于零，即

M＝∑Mi
 ＝0

上式也称为平面力偶系的平衡方程，利用这个平衡方程可求解出一个未知量。

习　题

一、是非题（正确的在括号内打“√”、错误的打“×”）

1．力在两同向平行轴上投影一定相等，两平行相等的力在同一轴上的投影一定相等。　　（　　）

2．用解析法求平面汇交力系的合力时，若选取不同的直角坐标轴，其所得的合力一定相同。　　（　　）

3．在平面汇交力系的平衡方程中，两个投影轴一定要互相垂直。　　（　　）

4．在保持力偶矩大小、转向不变的条件下，可将如图2.18（a）所示D处平面力偶M移到如图2.18（b）所示E处，而不改变整个结构的受力状态。　　（　　）
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图2.18

5．如图2.19所示四连杆机构在力偶M1
 ＝M2
 的作用下系统能保持平衡。　　（　　）

6．如图2.20所示皮带传动，若仅是包角α发生变化，而其他条件均保持不变时，使带轮转动的力矩不会改变。　　（　　）
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图2.19
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图2.20

二、填空题

1．平面汇交力系的平衡的充要条件是＿＿，利用它们可以求解＿＿个未知的约束反力。

2．三个力汇交于一点，但不共面，这三个力＿＿相互平衡。

3．如图2.21所示，杆AB自重不计，在五个力作用下处于平衡状态。则作用于点B的四个力的合力FR
 ＝＿＿，方向沿＿＿。

4．如图2.22所示结构中，力P对点O的矩为＿＿。

5．平面汇交力系中作力多边形的矢量规则为：各分力的矢量沿着环绕力多边形边界的某一方向＿＿，而合力矢量沿＿＿的方向，由第一个分力的＿＿指向最后一个分力的＿＿。
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图2.21

[image: alt]


图2.22

6．在直角坐标系中，力对坐标轴的投影与力沿坐标轴分解的分力的大小＿＿，但在非直角坐标系中，力对坐标轴的投影与力沿坐标轴分解的分力的大小＿＿。

三、选择题

1．如图2.23所示的各图为平面汇交力系所作的力多边形，下面说法正确的是（　　）。

（A）图（a）和图（b）是平衡力系

（B）图（b）和图（c）是平衡力系

（C）图（a）和图（c）是平衡力系

（D）图（c）和图（d）是平衡力系
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图2.23

2．关于某一个力、分力与投影下面说法正确的是（　　）。

（A）力在某坐标轴上的投影与力在该轴上的分力都是矢量，且大小相等，方向一致

（B）力在某坐标轴上的投影为代数量，而力在该轴上的分力是矢量，两者完全不同

（C）力在某坐标轴上的投影为矢量，而力在该轴上的分力是代数量，两者完全不同

（D）对一般坐标系，力在某坐标轴上投影的量值与力在该轴上的分力大小相等

3．如图2.24所示，四个力作用在一物体的四点A、B、C、D上，设P1
 与P2
 ，P3
 与P4
 大小相等、方向相反，且作用线互相平行，该四个力所作的力多边形闭合，那么（　　）。

（A）力多边形闭合，物体一定平衡

（B）虽然力多边形闭合，但作用在物体上的力系并非平面汇交力系，无法判定物体是否平衡

（C）作用在该物体上的四个力构成平面力偶系，物体平衡由∑Mi
 ＝0来判定

（D）上述说法均无依据

4．力偶对物体的作用效应，取决于（　　）。

（A）力偶矩的大小

（B）力偶的转向

（C）力偶的作用平面

（D）力偶矩的大小，力偶的转向和力偶的作用平面
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图2.24

5．一个不平衡的平面汇交力系，若满足∑Fx
 ＝0的条件，则其合力的方位应是（　　）。

（A）与x轴垂直

（B）与x轴平行

（C）与y轴正向的夹角为锐角

（D）与y轴正向的夹角为钝角

四、计算题

2-1　在物体的某平面上点A受四个力作用，力的大小、方向如图2.25所示。试用几何法求其合力。

2-2　螺栓环眼受到三根绳子拉力的作用，其中T1
 、T2
 大小和方向如图2.26所示，今欲使该力系合力方向铅垂向下，大小等于15kN，试用几何法确定拉力T3
 的大小和方向。

2-3　如图2.27所示套环C可在垂直杆AB上滑移，设F1
 ＝2.4kN，F2
 ＝1.6kN，F3
 ＝4.8kN，试用几何法求当α角多大时，才能使作用在套环上的合力沿水平方向，并求此时的合力。
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图2.25

[image: alt]


图2.26
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图2.27

2-4　已知F1
 ＝100N，F2
 ＝50N，F3
 ＝60N，F4
 ＝80N，各力方向如图2.28所示。试分别求各力在x轴和y轴上的投影。
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图2.28
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图2.29

2-5　已知图2.29所示中F1
 ＝20kN，F2
 ＝14.14kN，F3
 ＝27.32kN，试求此三个力的合力。

2-6　求如图2.30所示各梁支座的约束反力。
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图2.30

2-7　压路机的碾子半径R＝40cm，在其中心O处受重力W＝20kN，如图2.31所示。试求碾子越过厚度为8cm的石板时，所需的最小水平拉力Fmin
 以及碾子对石板的作用力。

2-8　水平杆AB分别用铰链A和绳索BD连接，在杆中点悬挂重物G＝1kN，如图2.32所示。设杆自重不计，求铰链A处的反力和绳索BD的拉力。

2-9　如图2.33所示，杆AB长2m，B端挂一重物G＝3kN，A端靠在光滑的铅直墙上，C点搁在光滑的台阶上。设杆自重不计，求杆在图示位置平衡时，A、C处的反力及AC的长度。
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图2.31

[image: alt]


图2.32

[image: alt]


图2.33

2-10　如图2.34所示的起重机支架的AB、AC杆用铰链支承在立柱上，并在A点用铰链互相连接，绳索一端绕过滑轮A起吊重物G＝20kN，另一端连接在卷扬机D上，AD与水平成30°角。设滑轮和各杆自重及滑轮的大小均不计。求平衡时杆AB和AC所受的力。
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图2.34
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图2.35

2-11　如图2.35所示，自重为G的圆柱搁置在倾斜的板AB与墙面之间，圆柱与板的接触点D是AB的中心，各接触处都是光滑的。试求绳BC的拉力及铰A处的约束反力。

2-12　半径为R，自重为G的圆柱以拉紧的绳子ACDB固定在水平面上，如图2.36所示。已知绳子的拉力为F，AE＝BE＝3R，求点E处圆柱对水平面的压力。

2-13　如图2.37所示自重为G的两均质球，半径均为r，放在光滑槽内，求在图示位置平衡时，槽壁对球约束反力。

2-14　自重G＝200N的物体，用四根绳索悬挂，如图2.38所示，求各绳所受的拉力。
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图2.36
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图2.37
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图2.38

2.15求图2.39所示各梁支座处的约束反力。
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图2.39

2-16　连杆机构OABC，受铅直力F1
 和水平力F，如图2.40所示，已知F＝3.5kN，求平衡时力F1
 的大小以及杆OA、AB、BC所受的力。不计杆自重。

2-17　如图2.41所示结构中各构件的自重略去不计，在构件AB上作用一力偶，其力偶矩M＝800N·M，求点A和C的约束反力。
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图2.40
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图2.41

2-18　图2.42所示构架，已知F1
 ＝F2
 ＝5kN，杆自重不计，求A和C处的约束反力。

2-19　在图2.43所示的曲柄滑道机构中，杆AE上有一导槽，套在杆BD的销子C上，销子C可在光滑导槽内滑动。已知M1
 ＝4kN·m，转向如图所示，AB＝2m，θ＝30°，机构在图示位置处于平衡。求M2
 以及铰链A、B的约束反力。
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图2.42
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图2.43





第3章　平面任意力系



教学提示：在研究平面汇交力系及平面力偶系的合成与平衡问题的基础上，本章将进一步研究平面任意力系的合成与平衡问题。工程上的很多问题都可以简化为平面任意力系问题，因此，平面任意力系是静力学的重要内容之一。本章主要研究平面任意力系的简化以及平衡条件（平衡方程），应用平面任意力系的平衡方程求解物体系的平衡问题。

教学要求：本章要求学生熟练掌握平面任意力系的平衡条件和平衡方程，了解静定和静不定问题的概念，掌握物体系的平衡问题的计算方法。掌握平面简单桁架的内力计算方法。



3.1　力线平移定理

定理：作用在刚体上的力，可以向刚体内任一点平移，但必须同时附加一个力偶，此力偶的力偶矩等于原力对新作用点的矩。

证明：如图3.1（a）中的力F作用于刚体的点A，在刚体上任取一点B，并在点B上加两个等值反向的力F′和F″，并使它们与力F平行且F＝F′＝-F″，如图3.1（b）所示。根据加减平衡力系公理，这三个力F、F′、F″组成的新力系与原来的一个力F等效。同时，这三个力可看做一个作用在点B的力F′和一个力偶（F，F″），此力偶称为附加力偶，如图3.1（c）所示。从图中可以看出，该附加力偶的矩M＝Fd，其中d为附加力偶的臂，也就是点B到力F的作用线的垂距，即M＝MB
 （F）。这样，就把作用于点A的力F平移到另一点B，但同时必须附加上一个力偶，此力偶的力偶矩等于原来的力对新作用点的矩。定理得到证明。
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图3.1

反过来，根据力线平移定理，也可以将平面内的一个力和一个力偶用作用在平面内另一点的力来等效替换。力线平移定理是力系简化与合成的基础，通过力线平移定理，可以将平面任意力系进行简化，得到一个平面汇交力系和一个平面力偶系，然后应用前面学过的知识，对平面汇交力系和平面力偶系分别进行合成。

力线平移定理表明了在一般情况下力对物体作用有两种效果。例如，如图3.2（a）所示作用于齿轮上的圆周力P，根据力线平移定理，作用于齿轮上的圆周力P等效于通过齿轮中心的力P′和附加力偶M，如图3.2（b）所示。力P′主要使轴产生弯曲变形，而附加力偶M使轴产生旋转。图3.2（b）所示的载荷可以看成是图3.2（c）和3-2（d）两种载荷作用的叠加。
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图3.2

3.2　平面任意力系的简化

各力的作用线在同一平面内且任意分布的力系称为平面任意力系，下面我们应用力线平移定理来研究平面任意力系的简化。

3.2.1　主矢与主矩

设物体上作用一平面任意力系F1，F2，…，Fn，如图3.3（a）所示。在平面内任取一点O，称为简化中心。根据力线平移定理，把各力都平移到点O。这样，得到一个汇交于点O的平面汇交力系[image: alt]
 以及相应的附加力偶系M1
 ，M2
 ，…，Mn
 ，如图3.3（b）所示。

平面汇交力系可以合成一个作用于点O的合力[image: alt]
 ，用矢量表示为
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[image: alt]
 称为原力系的主矢，其大小及方向与简化中心的选择无关。

附加力偶系可以合成为一个合力偶，其力偶矩为

MO
 ＝M1
 ＋M2
 ＋…＋Mn
 ＝∑MO
 （Fi
 ）　　　　（3-2）

MO
 称为原力系对简化中心O的主矩，其大小与简化中心的选择有关。[image: alt]
 和MO
 组成一个新力系，该力系与原力系等效，如图3.3（c）所示。
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图3.3

通过以上分析可知：在一般情况下，平面任意力系可向作用面内任一点简化，可得到一个力和一个力偶，这个力称为该力系的主矢，作用线通过简化中心。这个力偶的矩称为该力系对于简化中心O的主矩。

一个物体的一端完全固定在另一个物体上，这种约束称为固定端或插入端支座，它们的约束端称为插入端或固定端。如图3.4（a）所示的房屋建筑物中的阳台、图3.4（b）所示的车床上的刀具、图3.4（c）所示的立于路边的电线杆等均受固定端支座的约束。
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图3.4

如图3.5（a）所示表示一物体AB在左端A受固定端支座约束。固定端支座对物体的约束反力是作用在接触面上的一群力，如图3.5（b）所示。将这群力向作用平面内一点A简化得到一个力和一个力偶，如图3.5（c）所示。一般情况下，这个力的大小和方向均为未知量，可用两个正交分力来代替。因此，在平面力系情况下，固定端A处的约束反力可简化为两个约束反力FAx
 、FAy
 和一个矩为MA
 的约束力偶，如图3.5（d）所示。

[image: alt]


图3.5

一端受固定端支座约束一端自由的梁称为悬臂梁。其结构简图如图3.6（a）所示。其约束反力如图3.6（b）所示，正交约束反力FAx
 ，FAy
 限制梁水平和铅直方向的移动，而约束力偶MA
 限制梁绕A点的转动。
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图3.6

3.2.2　平面任意力系的简化结果分析

平面任意力系向任一点简化，一般可得主矢[image: alt]
 和主矩MO
 。进一步讨论力系的简化结果，可得以下四种情况。

1．[image: alt]


主矢[image: alt]
 和主矩MO
 都不等于零，如图3.7（a）所示。此时，原力系可进一步简化。将主矩MO
 用[image: alt]
 来代替，并使[image: alt]
 如图3.7（b）。除去平衡力[image: alt]
 及[image: alt]
 后，只剩下作用于O′点的力FR
 ，该力称为原力系的合力。如图3.7（c）所示。
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图3.7

合力FR
 的作用线到简化中心O的距离d为

[image: alt]


合力作用线在点O的哪一侧，需根据主矢和主矩的方向确定。

2．[image: alt]


主矢[image: alt]
 不等于零，而主矩MO
 等于零。此时，简化中心恰好选在力系合力的作用线上。显然[image: alt]
 就是原力系的合力。

3．[image: alt]


主矢[image: alt]
 等于零，而主矩MO
 不等于零。此时，原力系的简化结果与简化中心的选择无关，原力系合成为一力偶。

4．[image: alt]


主矢[image: alt]
 和主矩MO
 都等于零。此时，原力系是平衡力系，物体在该力系的作用下处于平衡状态。

3.2.3　合力矩定理

由前面的分析可知：平面任意力系向作用面内任意一点的简化，共有四种可能结果。由于第一种情况和第二种情况都是简化后得一合力，故平面任意力系向作用面内一点简化最终的结果只有三种情况：合力、合力偶或平衡。对于平面任意力系最终简化为一合力的情况，我们来分析合力对平面内任一点之矩与原力系各分力对同一点之矩的关系。

由图3.7（c）可知，合力FR
 对点O之矩为

MO
 （FR
 ）＝FR
 ·d＝MO


另一方面，根据式（3-2）可知，原力系向点O简化的主矩为

MO
 ＝∑MO
 （Fi
 ）

比较以上两式，有

MO
 （FR
 ）＝∑MO
 （Fi
 ）　　　　（3-3）

由于简化中心是任取的，上式的结论具有一般性。式（3-3）称为合力矩定理，即平面任意力系的合力对作用平面内任一点之矩等于原力系各分力对同一点之矩的代数和。

3.3　平面任意力系的平衡条件和平衡方程

由上节的讨论可知，平面任意力系平衡的必要和充分条件是：力系的主矢和对任一点的主矩都等于零。即

[image: alt]


平面任意力系的主矢[image: alt]
 主矩MO
 ＝∑MO
 （Fi
 ）＝0。代入式（3-4）可得平面任意力系的平衡方程
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式（3-5）称为平面任意力系的平衡方程，它表明平面任意力系平衡的充分必要条件是：平面任意力系各力在两直角坐标轴上投影的代数和分别等于零，力系中各力对平面内任意点之矩的代数和等于零。平面任意力系的平衡方程共包含三个独立的方程，应用它最多可求三个未知量。式（3-5）为平面任意力系的平衡方程的基本形式。值得一提的是，上面的结论是在直角坐标系下推导出来的，但对任意坐标系也适用。对于平面任意力系，其平衡方程还有其他两种形式：

1）平面任意力系平衡方程的二矩式
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﻿式中，x轴（或y轴）不垂直两点A、B连线。

2）平面任意力系平衡方程的三矩式
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式中，三点A、B、C不共线。

各力作用线在同一平面内且互相平行的力系称为平面平行力系。平面平行力系是平面任意力系的一种特殊情形。因而其平衡方程也可从平面任意力系平衡方程的基本形式直接导出。

若取x轴与各力垂直，则不论该力系是否平衡，总有∑Fx
 ＝0，于是平行力系的平衡方程为
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两个独立的平衡方程可以求解两个未知量。同理，平面平行力系的平衡方程也有二矩式，即
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式中，A、B两点的连线不能与各力作用线平行。

【例3-1】　加料小车重G＝10kN，由钢索牵引沿倾角α＝60°的斜面轨道等速上升，如图3.8（a）所示。已知：小车重心在C点，a＝b＝h＝0.5m，e＝0.4m，摩擦不计。试求钢索拉力T和轨道作用于小车的约束反力。
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图3.8

解：取小车为研究对象进行受力分析。小车受到的主动力有重力G和绳索的拉力T，受到的约束反力有轨道对小车的反作用力FNA
 和FNB
 ，受力分析如图3.8（b）所示，建立如图3.8所示的坐标系。

列平衡方程

∑Fx
 ＝0，T－Gsinα＝0

﻿∑MA
 （F）＝0，FNB
 （a＋b）－Th＋Gsinα·e－Gcosα·a＝0

∑Fy
 ＝0，FNA
 ＋FNB
 －Gcosα＝0

求解，可得

T＝Gsinα＝10×sin60°＝8.66kN

FNB
 ＝［G（acosα－einα）＋Th］/（a＋b）＝3.366kN

FNA
 ＝Gcosα－FNB
 ＝10cos60°－3.66＝1.34kN

【例3-2】　如图3.9（a）所示，在水平梁上作用有集中力FC
 ＝20kN，力偶矩M＝10kN·m，载荷集度为q＝10kN/m的均布载荷。求支座A、B处的反力。
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图3.9

解：选取水平梁AB为研究对象，其上的主动力有FC
 、M和均布载荷q均布载荷的载荷集度q是单位长度上所受的力，因此，均布载荷可简化为一合力，其大小等于载荷集度与载荷段长度的乘积，其作用线在AB的中点。约束反力有FAX
 、FAy
 和FBy
 。选取坐标轴如图3.9（b）所示。列平衡方程时应注意，力偶在任一轴上的投影都等于零，因此在投影方程中不考虑力偶；另外力偶对任一点的矩都等于该力偶矩本身，因此不论对何点取矩，只要将力偶矩的代数量代入力矩方程即可。于是有平衡方程

∑Fx
 ＝0，FAx
 －FC
 cos60°＝0

∑Fy
 ＝0，FAy
 ＋FBy
 －q×4－FC
 sin60°＝0

∑MA
 （F）＝0，4FBy
 －q×4×2－6FC
 sin60°－M＝0

联立求解，可得

FAx
 ＝10kN，FAy
 ＝8.84kN，FBy
 ＝48.48kN

3.4　物体系统的平衡静定和静不定问题

在工程上，经常遇到由两个或两个以上的物体构成的系统。当物体系平衡时，组成该系统的每一个物体都处于平衡状态．因此对于每一个受平面任意力系作用的物体，均可写出三个平衡方程。如物体系有n个物体组成，则共有3n个独立方程。如系统中有的物体受平面汇交力系或平面平行力系作用时，则系统的平衡方程数目相应减少。当系统中的未知量数目等于独立平衡方程的数目，待求的未知量全部能用列平衡方程的方法求出，这样的问题就称为静定问题。前面列举的例子都属于静定问题。在工程上有很多构件与结构，为了提高构件与结构的刚度和坚固性，常常增加约束，因而使这些结构的未知量的数目多于独立平衡方程的数目，未知量不能全部由平衡方程求出，这类问题称为超静定问题（静不定问题）。

对于静不定问题，必须考虑物体因受力作用而产生的变形。加列某些补充方程后，才能使方程的数目等于未知量的数目。静不定问题已超出刚体静力学的范围，须在材料力学和结构力学中研究。

如图3.10（a）所示一厂房结构，可对顶拱进行分析。顶拱可视为两端用固定铰链支撑的梁。如图3.10（b）所示。对该梁进行受力分析可知，两端各有两个约束反力，共四个约束反力。而该梁受力构成一个平面任意力系，只能列出三个独立的平衡方程。未知量的数目大于独立的平衡方程的数目，未知量不能全部由平衡方程求出，故这是一个静不定问题。

如图3.11（a）所示为机床主轴，该轴可视为A处受到固定铰支座约束，而B、C处受到活动铰链支座约束的梁，如图3.11（b）所示。对该梁进行受力分析可知，共有四个约束反力，但该梁也只能列出三个独立的平衡方程，故该梁是一个静不定问题。几种常见的静定梁和静不定梁的比较见下表。
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图3.10
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图3.11

表　几种常见的静定梁和静不定梁的比较
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【例3-3】　由不计自重的三根直杆组成的A字形支架置于光滑地面上，如图3.12（a）所示，杆长AC＝BC＝L＝3m，AD＝BE＝L/5，支架上有作用力F1
 ＝0.8kN，F2
 ＝0.4kN，求横杆DE的拉力及铰C和A、B处的反力。
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图3.12

解：A字形支架由三根直杆组成，要求横杆DE的拉力和铰C的反力，必须分开研究。又DE为二力杆，所以可分别研究AC和BC两部分，但这两部分上A、B、C、D、E处都有约束反力，且未知量的数目都多于三个。用各自的平衡方程都不能直接求得未知量。如果选整个系统为研究对象，则可一次求出系统的外约束反力，因而先取整体为研究对象。其受力分析如图3.12（b）所示，其上作用有主动力F1
 和F2
 ，A、B处均为光滑面约束，而A处是两个方向上受到约束，因而有约束反力FAx
 ，FAy
 和FBy
 ，建立如图3.12（b）所示坐标系。列出平衡方程

∑Fx
 ＝0，FAx
 ＋F2
 ＝0

∑Fy
 ＝0，FAy
 ＋FBy
 －F1
 ＝0
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联立求解，可得A、B处的反力为

FA
 x＝0.4kN，FAy
 ＝0.707kN，FBy
 ＝0.093kN

再取较简易部分BC为研究对象，其受力图如图3.12（c）所示。这里需要注意的是C处反力，在整体研究时为内力，在分开研究BC时，则变成了外力。列出平衡方程。
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联立求解，可得横杆DE的拉力及铰C处的反力为

FCx
 ＝0.218kN，FCy
 ＝0.093kN，FE
 ＝-0.182kN

本题还可分别取BC和AC部分为研究对象求解，请读者自行思考，并与上述方法比较繁简。

【例3-4】　物体重量为Q＝1200N，由三杆AB、BC和CE所组成的构架以及滑轮E支持，如图3.13（a）所示。已知AD＝DB＝2m，CD＝DE＝1.5m，不计各杆及滑轮重量。求支座A和B处的约束反力以及杆BC所受的力。

解：先取整体为研究对象，受力图及坐标系如图3.13（b）所示。列平衡方程
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图3.13

∑Fx
 ＝0，FAx
 －T＝0

∑Fy
 ＝0，FAy
 ＋FBy
 －Q＝0

∑MA
 （F）＝0，FBy
 ·4－Q·（2＋r）－T·（1.5－r）＝0

其中，T＝Q，联立求解，可得

FAx
 ＝T＝1200N，FAy
 ＝150N，FBy
 ＝1050N

再取杆CE（包括滑轮E及重物Q）为研究对象，受力分析如图3.13（c）图所示。列平衡方程

∑MD
 （F）＝0，-FC
 sinα·1.5－Q.r－T（1.5－r）＝0

解得杆BC所受的力FC
 为
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求得BC所受的力FC
 为负值，说明杆BC受压力。

﻿讨论：

（1）本题机构复杂，约束较多，求解途径也很多。如果将机构全部拆开来分析，将暴露许多的约束反力，而其中有些约束反力是不需要求出的。未知数增多后，所需要列出的平衡方程数也要增加。对于物体系统的平衡问题，解题时一般首先考虑整体，然后再根据题目需要考虑物体系统中的一部分或单刚体。在本例中A、B处的约束反力都是外力，且未知量正好三个，因此首先以整体为研究对象是比较合适的。

（2）要迅速判断出二力杆。本例中杆BC是二力杆，二力杆的内力沿其轴线，其指向可根据机构受力情况判断，难以判断时，可任意假设，图中假设杆BC受拉力。

（3）由于取整体为研究对象不能求出杆BC的内力，因此必须第二次取研究对象。注意每取一次研究对象都要单独画出其受力图。受力图必须画完整，即使是方程中不出现的力也应画出其约束反力，如本例中图3.13（c）上点D的约束反力。

（4）建立平衡方程时，应适当选择投影轴方向和矩心位置，使相应方程中最好只含有一个未知量。在本例图3.13（b）中选点A为矩心可直接求得FBy
 。在图3.13（c）中取点D为矩心，只需列一个方程便可求出FC
 。由于点D约束反力不需要求，因此对图3.13（c）而言在列方程时，方程中最好不出现FDx
 和FDy
 ，所以只需列一个对点D的力矩方程，而不必列坐标投影方程。

【例3-5】　连续梁受力如图3.14（a）所示。已知q＝2kN/m，M＝4kN·m，α＝30°，求A和C处支座的约束反力。
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图3.14

解：本题是研究AB和BC两段梁构成的连续梁，要求A和C处的约束反力，可取整体为研究对象。但如只取整体研究，并不能将全部的约束反力全部求出。所以还要别外寻找研究对象，以增加平衡方程的数量。但要注意的是，增加方程中不能增加新的未知量。可以再以梁BC为研究对象，增加一个平衡方程后可以求出题目要求的全部约束反力。通过分析后，我们可分别选择整体和梁BC为研究对象，受力分析如图3.14（a）和图3.14（b）所示。分别列平衡方程

整体：　　∑Fx
 ＝0　　FAx
 －FC
 sinα＝0

　　　　　∑Fy
 ＝0　　FAy
 ＋FC
 cosα－q×4＝0

　　　　　∑MA
 （F）＝0　　MA
 ＋FC
 cosα×6－q×4×2－M＝0

BC：　　　∑Mi
 ＝0　　　FC
 cosα×2－M＝0

联立求解，可得A和C处支座的约束反力
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3.5　平面桁架

桁架是工程中一种常用的结构。本节简单介绍桁架的一些最基本的概念以及桁架内力的计算方法。

3.5.1　桁架的基本概念

桁架是由许多直杆联结而成的一种几何形状不变的结构。桁架中杆件的铰链接头称为节点。桁架所有的杆件都在同一平面内，这种桁架称为平面桁架。

由于大多数桥梁、屋架等是由几个平面桁架组合而成的，所以我们这里只讨论平面桁架。

桁架既由许多直杆组成，各杆的长度可以较短，重量也就较轻。同时，在实际结构中，尽量使外来的载荷，集中地作用于各杆连接的地方。于是，使每一直杆的弯曲变形减低到很小的程度，在初步计算中，可以作为次要因素而略去不计。这也就是说，我们可以把构成桁架的每一根杆看作只承受拉力或压力的构件。这样，将大大地简化内力的计算，而所得到的结果与实际情况相差不大。因此，在初步计算桁架各杆的内力时，可以有下面的几个假定：

（1）平面桁架由许多直杆组成，杆的轴线在同一平面内；

（2）杆件的重量不计，或平均分配在杆件两端的节点上；

（3）杆件用光滑的铰链连接；

（4）所有外力，包括载荷及支座上的约束力，均在各杆所在的平面内，并且作用于节点上。图3.15（a）和（b）都是应用桁架的实际例子。

实际的桁架当然与上述假设有差别，如桁架的节点不是铰接的，杆件的中心线也不可能是绝对直的。但上述假设能简化计算，而且所得的结果符合工程实际的需要。根据这些假设，桁架的杆件都可以看成二力杆。
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图3.15

3.5.2　桁架内力的计算

1．节点法

桁架的每个节点都受一个平面汇交力系的作用。为了求每个杆件的内力，可以逐个地取节点为研究对象，由已知力求出全部未知力。这就是节点法。

【例3-6】　平面桁架的尺寸和支座如图3.16（a）所示。求桁架各杆件所受的内力及A、B两处的约束反力。

解：本题应用节点法求解桁架各杆的内力。节点C受到杆6和杆7的内力及主动力作用，可以首先取节点C为研究对象，其受力如图3-16（b）所示。列该点的平衡方程有

∑Fy
 ＝0　　S6
 sinα－10＝0
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图3.16

而[image: alt]
 于是可得杆6的内力为
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解得杆7的内力为
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然后选节点E为研究对象，受力分析如图3.16（b）所示，列出节点E的平衡方程

∑Fy
 ＝0　　　S5
 －10＝0

解得杆5的内力为
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由于[image: alt]
 解得杆4的内力为

S4
 ＝-20kN

再选节点D为研究对象，受力分析如图3.16（b）所示，列出节点D的平衡方程
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联立上面两式，解得2、3两杆的内力为
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再选节点A为研究对象，受力分析如图3.16（b）所示，列出节点A的平衡方程
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由于[image: alt]
 解得杆1的内力为
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解得A处的约束反力
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最后选节点B为研究对象，受力分析如图3.16（b）所示，列出节点B的平衡方程
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解得FBx


[image: alt]


解得FBy
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这样，桁架杆件内力及支座反力已全部求出，正号表示杆件受拉，负号表示杆件受压。

2．截面法

如果只要求计算析架内某几个杆件所受的内力，可以适当地选取一截面，假想地把桁架截成两部分，然后取其中任一部分为研究对象，通过建立平衡方程，求出这些被截杆件的内力，这种计算桁架内力的方法称为截面法。

【例3-7】　如图3.17（a）所示平面桁架，各杆件的长度都等于1m。在节点E上作用载荷P1
 ＝10kN，在节点G上作用载荷P2
 ＝7kN。试计算杆1、2和杆3的内力。
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图3.17

﻿解：先求桁架的支座反力。以桁架整体为研究对象。列出平衡方程

∑Fx
 ＝0　　　　FAX
 ＝0

∑MB
 （F）＝0　　　FAy
 ×3－P1
 ×2－P2
 ×1＝0

解得固定铰支座A的约束反力为
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用假想的面m-n截取桁架，取桁架左半部分为研究对象，受力分析如图3.17（b）所示，列平衡方程

∑Fy
 ＝0　　　FAy
 －P1
 ＋S2
 sin60°＝0

解得杆2的内力，即
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解得杆1的内力，即
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解得杆3的内力，即





计算结果中内力出现负值的杆说明该杆是压杆，而内力是正值的杆为拉杆。

小　结

本章主要研究平面任意力系的简化与平衡。在工程实际中，很多问题都可以简化为平面任意力系来处理，因此，本章的理论应用较广泛，是静力学的重点内容之一。

力线平移定理是平面任意力系简化的基础。根据力线平移定理，可将平面任意力系简化为作用于简化中心的一个力和一个附加力偶。这个力的矢量称为原力系的主矢，它等于力系中各力的矢量和而与简化中心的选择无关；附加力偶的力偶矩称为原力系对简化中心的主矩，它等于原力系中各力对简化中心之矩的代数和，一般与简化中心的选择有关。

平面任意平衡的必要和充分条件是：平面任意力系的主矢和对任一点的主矩都等于零。由此导出平面任意力系的平衡方程，平面汇交力系和平面力偶系是平面任意力系的特例。

在求解物体系的平衡问题时应注意：首先，分析物体系统由几个物体组成，判断研究的系统是静定的还是静不定的；其次，根据题目的要求选取适当的物体（它可以是单个物体或物体系统的一部分或整个系统）作为研究对象，画出所选研究对象的受力图；根据受力图建立平衡方程，对不需要求的未知量，列平衡方程要避开这种未知量在方程中出现，可以选取适当的方向进行投影或选择适当的点作为矩心，最后，一个方程尽量只出现一个未知量，以达到求解简便的目的。

平面桁架是平面任意力系在工程结构中的具体应用。计算桁架内力的方法有节点法和截面法。节点法逐个地取节点为研究对象，由已知力求出全部杆件内力的方法。如果只要求计算桁架内某几个杆件所受的内力，可以适当地选取一截面，假想地把桁架截成两部分，然后取其中任一部分为研究对象，通过建立平衡方程，求出这些被截杆件的内力，这种计算杆架内力的方法称为截面法。

习　题

一、是非题（正确的在括号内打“√”、错误的打“×”）

1．某平面力系向两A、B点简化，主矩都为零，则此力系一定平衡。　　（　　）

2．力沿其作用线移动不改变力对点之矩的效果。　　（　　）

3．力系简化的最后结果为一力偶时，主矩与简化中心无关。　　（　　）

4．用截面法解桁架问题时，只需截断所求部分杆件。　　（　　）

5．判断结构是否静定，其根据是所有的未知量能否只通过列平衡方程全部求出。　　（　　）

6．平面任意力系向任一点简化后，若主矢[image: alt]
 而主矩MO
 ≠0，则原力系简化的结果为一个合力偶，合力偶矩等于主矩，此时主矩与简化中心位置无关。　　（　　）

7．平面任意力系向任一点简化后，若主矢[image: alt]
 而主矩MO
 ＝0，则原力系简化的结果为一个合力，且合力通过简化中心。　　（　　）

8．在一般情况下，平面任意力系向作用面内任一点简化，可以得到一个合力和一个合力偶矩。　　（　　）

9．已知作用于刚体上所有力在某一坐标轴上投影的代数和等于零，则这些力的合力为零，刚体处于平衡。　　（　　）

10．平面任意力系平衡的必要与充分条件是：力系的主矢和力系对任何一点的主矩都等于零。　　（　　）

11．桁架是一种由杆件彼此在两端用铰链连接而成的结构，它在受力以后几何形状可以发生改变。　　（　　）

二、填空题

1．在简化一已知平面任意力系时，选取不同的简化中心，主矢＿＿主矩＿＿。

2．一般情况下，对于由n个物体所组成的物体系统可以列出＿＿独立平衡方程。

3．主矢与简化中心位置＿＿，而主矩与简化中心位置＿＿。

4．在平面任意力系中，合力对任一点之矩，等于各分力对同一点之矩的代数和，即MO
 （FR
 ）＝∑MO
 （F），称之为＿＿。

5．若物体系中所有未知量数目不超过独立方程个数，则所有未知量可由平衡方程解出，这类问题称为＿＿；反之则为＿＿。

6．如果从桁架中任意消除一根杆件，桁架就会活动变形，称这种桁架为＿＿；反之则为＿＿。

7．在平面静定桁架中，杆件的数目m与节点的数目n之间的关系是＿＿。

﻿8．计算平面静定桁架杆件内力的两种基本方法是＿＿。

三、选择题

1．如图3.18所示平面力系向A点简化得主矢[image: alt]
 和主矩MA
 ，向B点简化得主矢[image: alt]
 和主矩MB
 。以下四种说法，哪一个是正确的？（　　）

[image: alt]
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图3.18

2．如图3.19所示平面内一力系F1
 ＝F3
 ，F2
 ＝F4
 ，此力系简化的最后结果为（　　）。

（A）作用线过点B的合力

（B）一个力偶

（C）作用线过点O的合力

（D）力系平衡

3．如图3.20所示刚体在一个平面任意力系作用下处于平衡，以下四组平衡方程中哪一组是不独立的（　　）。

（A）∑Fx
 ＝0，∑Fξ
 ＝0，∑MA
 （F）＝0

（B）∑MO
 （F）＝0，∑MA
 （F）＝0，∑MB
 （F）＝0

（C）∑MO
 （F）＝0，∑MC
 （F）＝0，∑Fy
 ＝0

（D）∑Fx
 ＝0，∑Fy
 ＝0，∑MO
 （F）＝0

[image: alt]


图3.19

[image: alt]


图3.20

4．如图3.21所示的四种结构中，各杆重忽略不计，其中哪一种结构是静定的（　　）。

[image: alt]


图3.21

5．如图3.22所示的四种结构中，梁、直角刚架和T形刚杆的自重均忽略不计，其中哪一种结构是静不定的。（　　）

6．平面任意力系向一点简化得到一个力和一个力偶，这个力作用在（　　）。

（A）x轴上

（B）y轴上

（C）坐标系原点

（D）简化中心

[image: alt]


图3.22

7．重量为W的均匀杆EF放在光滑的水平面上，在两端沿其轴线方向作用拉力P和Q如图3.23所示，且P＞Q。如将杆在A、B、C三个截面处均分四段，则在A、B、C三处截面的张力的关系为（　　）。

（A）SA
 ＝SB
 ＝SC


（B）SC
 ＜SB
 ＜SA


（C）SA
 ＜SB
 ＜SC


（D）SC
 ＜SA
 ＜SB


[image: alt]


图3.23

8．如图3.24所示三种受力情况，关于对支座A、B约束反力大小正确的答案是（　　）。

﻿（A）三种情况相同，[image: alt]


（B）三种情况相同，[image: alt]


（C）三种情况相同，FA
 ＝FB
 ＝F

（D）三种情况不相同[image: alt]


图3.24

9．矩形ABCD平板受力图如图3.25所示。（A）、（B）、（C）、（D）为其四组平衡方程，其中只有（　　）组是独立的方程。

[image: alt]


10．某平面平行力系，已知F1
 ＝10N，F2
 ＝4N，F3
 ＝F4
 ＝8N，F5
 ＝10N，受力情况如图3.26所示，尺寸单位为cm，试问此力系简化的结果是否与简化中心的位置有关？（　　）

（A）无关

（B）有关

（C）若简化中心在Ox轴上，则与简化中心无关

（D）若简化中心在Oy轴上，则与简化中心无关

[image: alt]


图3.25
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图3.26

四、计算题

3-1　重物悬挂如图3.27所示，已知G＝1.8kN，其他重量不计。求铰链A的约束反力和杆BC所受的力。

3-2　求如图3.28所示平面力系的合成结果，长度单位为m。

[image: alt]


图3.27

[image: alt]


图3.28

3-3　求如图3.29（a）、（b）所示平行分布力的合力和对于点A之矩。
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图3.29

3-4　静定多跨梁的荷载及尺寸如图3.30（a）、（b）所示，长度单位为m，求支座约束反力。

[image: alt]


图3.30

3-5　均质圆柱体O重为P，半径为r，放在墙与板BC之间，如图3.31所示，板长BC＝L，其与墙AC的夹角为α，板的B端用水平细绳BA拉住，C端与墙面间为光滑铰链。不计板与绳子自重，问α角多大时，绳子AB的拉力为最小。

[image: alt]


图3.31

[image: alt]


图3.32

﻿3-6　求图3.32所示悬臂梁的固定端的约束反力。已知M＝qa2
 。

3-7　如图3.33（a）、（b）所示承重架，不计各杆与滑轮的重量。A、B、C、D处均为铰接。已知AB＝BC＝AD＝250mm，滑轮半径R＝100mm，重物重W＝1000N。求铰链A、D处的约束反力。

[image: alt]


图3.33

3-8　如图3.34所示结构中，P1
 ＝10kN，P2
 ＝12kN，q＝2kN/m，求平衡时支座A、B的约束反力。

3-9　如图3.35所示构架，轮重为P，半径为r，BDE为直角弯杆，BCA为一杆。A、B、点E为铰链，点D为光滑接触，BC＝CA＝L/2，求：点A、B、D约束反力和轮压ACB杆的压力。
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图3.34

[image: alt]


图3.35

3-10　构架由ABC、CDE、BD三杆组成，尺寸如图3.36所示。B、C、D、E处均为铰链。各杆重不计，已知均布载荷q，求点E反力和杆BD所受力。

3-11　如图3.37所示的构架，由杆AB和BC所组成，重物M重P＝2kN。已知AB＝AC＝2m，D为杆AB中点，定滑轮半径R＝0.3m，不计滑轮及杆的自重，求支座A、C处的约束反力。
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图3.36

[image: alt]


图3.37

3-12　已知力P，用截面法求如图3.38所示各桁架中杆AC、杆EF和杆BD的内力。

3-13　桁架如图3.39所示，已知力F和尺寸ι，试求杆件BC、DE的内力。
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图3.38
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图3.39





第4章　空间力系



教学提示：本章首先介绍空间汇交力系和空间力偶系的合成与平衡问题。引入力对点之矩和力对轴之矩的概念，应用力线平移定理将空间任意力系向一点进行简化，得到空间任意力系合成和平衡条件。引入平行力系中心的概念，得到物体的重心计算公式。

教学要求：本章要求学生熟练掌握力在空间直角坐标轴上的投影、力对点之矩与力对轴之矩的计算，理解空间力偶的性质及其作用效应、空间力系向一点简化的方法，能应用各种形式的空间力系平衡方程求解空间平衡问题。了解平行力系中心和重心的概念，能应用坐标公式求物体的重心。



4.1　空间汇交力系

力的作用线不在同一平面内的力系，称为空间力系。与平面力系一样，可以把空间力系分为空间汇交力系、空间力偶系和空间任意力系来研究。本章将平面问题中力在坐标轴上的投影、力对点之矩、力偶矩等概念，推广到空间的情形。

4.1.1　力在直角坐标轴上的投影

力在直角坐标轴上有两种投影方式，如图4.1所示，即直接投影（又称一次投影）和间接投影（又称二次投影）。

[image: alt]


图4.1

1）直接投影法

若已知力F与直角坐标系Oxyz三轴间的正向夹角分别为α、β、γ，如图4.1（a）所示，则力F在这三个轴上的投影可表示为：Fx
 ＝Fcosα，Fy
 ＝Fcosβ，Fz
 ＝Fcosγ。若令i、j、k分别为沿x、y、z轴的单位矢量，力F沿三轴的分力为Fx
 ，Fy
 ，Fz
 ，则F可表示为

F＝Fx
 ＋Fy
 ＋Fz
 ＝FX
 i＋Fy
 j＋Fz
 k　　　　（4-1）

﻿显然，在直角坐标系中，分力的大小和投影的绝对值相等，但投影是代数量，分力是矢量。

2）间接投影法

当力F与坐标轴Ox、Oy之间的夹角α、β不易确定时，可先把力投影到坐标平面Oxy上，得到Fxy
 （力在平面上的投影是矢量），然后再投影到坐标轴X、y上，如图4.1（b）所示。这种方法称为间接投影法。在图4.1（b）中，若已知角γ和力F在xy平面上的投影Fxy
 与x轴间的夹角φ，则力F在三个坐标轴上的投影为：Fx
 ＝Fsinγcosφ，Fy
 ＝Fsinγsinφ，Fz
 ＝Fcosγ。

4.1.2　空间汇交力系的合成

空间汇交力系是指力系的作用线在空间分布且汇交于一点的力系。将平面汇交力系的合成法则扩展到空间，可得：空间汇交力系的合力等于各分力的矢量和，合力的作用线通过汇交点，即

FR
 ＝∑Fi
 　　　　　　　（4-2）

将合力沿三个坐标轴分解，可将合力表示为

FR
 ＝FRx
 ＋FRy
 ＋FRz
 ＝FRX
 i＋FRy
 j＋FRz
 k　　　　（4-3）

将（4-1）式代入（4-2）式，并结合（4-3）式，可得

[image: alt]


这样，合力的大小和方向可分别表示为

[image: alt]


式中，α，β，γ分别为合力FR
 与x，y，z轴正向间的夹角。

4.1.3　空间汇交力系的平衡条件

空间汇交力系平衡的必要和充分条件是该力系的合力等于零，即

FR
 ＝∑Fi
 ＝0

由式（4-4）可知，为使合力FR
 为零，必须同时满足

∑Fx
 ＝0，∑Fy
 ＝0，∑Fz
 ＝0　　　　（4-5）

式（4-5）称为空间汇交力系的平衡方程。

【例4-1】　如图4.2所示的结构，三杆DA、DB、DC用铰链连接起来，三点A、B、C用铰链固定地水平面上，重量为10kN的物块挂在点D，试求三杆所受的力。

解：取节点D为研究对象。因为三杆均为二力杆，假设均受拉力。点D受力分析如图4-2所示，它们构成一空间汇交力系。建立如图4.2所示的坐标系，并应用空间汇交力系的平衡方程，可得

∑Fx
 ＝0　FDB
 cos45°－FDA
 cos45°＝0

∑Fy
 ＝0　－FDB
 sin45°·cos30°－FDA
 sin45°·cos30°－FCD
 cos15°＝0

∑Fz
 ＝0　－FDB
 sin45°·sin30°－FDA
 sin45°·sin30°－FDC
 sin15°－G＝0
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图4.2

联立求解，可得三杆所受的力分别为

FDA
 ＝FDB
 ＝-26.4kN，FDC
 ＝33.5kN

式中，FDA
 和FDB
 为负值，说明杆DA、DB均受压力，而FDC
 为正值，说明杆DC为拉杆。

4.2　力对点之矩和力对轴之矩

4.2.1　力对点之矩

前面我们在平面问题中讨论过力对点之矩，知道了在平面上力对点之矩是代数量。那么，在空间问题中，一个力对空间的任意一点的矩如何来描述呢？我们知道，一个力使物体绕空间某个点转动不仅和力矩的大小、转向有关，而且还和力与矩心所组成的平面的方位有关，这三个因素可以用一个矢量来描述。事实上，我们应用平面力矩概念，很容易得到力对空间任一点之矩。如图4.3所示的空间力F对空间任一点O的矩是矢量，称为力矩矢，用MO
 （F）表示。力矩矢MO
 （F）与力F和矩心O所确定的平面垂直，而指向按右手螺旋法则确定，即以右手四指的绕向表示力使物体绕矩心O转动的方向，大拇指的指向即为力矩矢MO
 （F）的指向。由于力对点之矩与矩心的位置有关，力矩矢MO
 （F）一定要画在矩心O上，MO
 （F）称为定位矢量。若以r表示力F的作用点A对矩心的矢径，则力F对矩心O点的矩可表示为

MO
 （F）＝r×F　　　　（4-6）

设力F作用点A的坐标为（x，y，z），力F在直角坐标轴上的投影为Fx
 ，Fy
 ，Fz
 ，则F＝Fx
 i＋Fy
 j＋Fz
 k，r＝xi＋yj＋zk，力对点O的矩可表示为
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图4.3

[image: alt]


式（4-7）称为力矩矢的矢量表达式，式中单位矢量i，j，k前的系数，就是MO
 （F）在相应的坐标轴上的投影。若用［MO
 （F）］x
 ，［MO
 （F）］y
 ，［MO
 （F）］z
 分别表示力矩矢在x，y，z轴上的投影，则有

［MO
 （F）］x
 ＝yFz
 －zFy
 ，［MO
 （F）］y
 ＝zFx
 －xFz
 ，［MO
 （F）］z＝xFy
 －yFx
 　　（4-8）

4.2.2　力对轴之矩

力对轴之矩是力使刚体绕该轴转动效应的度量，力对轴之矩是一个代数量，其绝对值等于该力在垂直于该轴的平面上的投影对于这个平面与该轴的交点之矩，如图4.4所示的力F对z轴的矩可表示为

Mz
 （F）＝MO
 （Fxy
 ）＝±Fxy
 ·d　　　　（4-9）

其正负号按右手螺旋法则确定，即以右手四指的绕向表示力使物体绕z轴转动的方向，大姆指指向与z轴一致时为正，反之为负。由式（4-9），通过分析得到力对轴之矩等于零的两种情况：

（1）力与轴相交，即d＝0；

（2）力与轴平行，即Fxy
 ＝0。两种情况综合起来，即当力与轴在同一平面时，力对该轴之矩等于零。图4.5给出了空间力F对z轴之矩的解析表达式为

Mz
 （F）＝MO
 （Fxy
 ）＝MO
 （Fx
 ）＋MO
 （Fy
 ）＝xFy
 －yFx


同理，可得力F对x、y轴之矩的解析表达式

Mx
 （F）＝yFz
 －zFy






My
 （F）＝zFx
 －xFz


力对轴的矩的单位为N·m。
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图4.4
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图4.5

4.2.3　力对点之矩和力对过该点的轴之矩间的关系

从上述分析结果可知，力对点之矩在通过该点的某坐标轴上的投影，等于力对该轴之矩，即

[image: alt]


4.2.4　合力矩定理

设力F1
 与F2
 为作用于刚体上同一点A点的两个力，其合力为FR
 ，如图4.6所示。自矩心O至A作矢径r，显然合力FR
 对任意点O的矩为：

MO
 （FR
 ）＝rA
 ×FR


由于FR
 ＝F1
 ＋F2
 ，代入上式有　MO
 （FR
 ）＝rA
 ×F1
 ＋rA
 ×F2
 ，即

MO
 （FR
 ）＝MO
 （F1
 ）＋MO
 （F2
 ）　　　　（4-11）

式（4-11）称为合力矩定理。即空间汇交力系的合力对任一点之矩，等于各分力对同一点之矩的矢量和。
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图4.6

对于平面汇交力系，由于此时力对点之矩为代数量，所以只需将式（4-11）中的矢量换成代数量，即

MO
 （FR
 ）＝∑MO
 （Fi
 ）

即平面汇交力系的合力对任一点之矩，等于各分力对同一点之矩的代数和。

【例4-2】　已知力F位于圆盘C处的切平面内，尺寸与角度如图4.7所示，求力F对x，y，z轴的力矩。

解：力F在三个坐标轴上的投影为
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图4.7

而力作用点的坐标分别为

[image: alt]


代入力对轴之矩计算公式，可得力F对三个坐标轴的矩分别为

[image: alt]


4.3　空间力偶

4.3.1　力偶矩以矢量表示——力偶矩矢

如图4.8所示的空间力偶（F，F′）对于任一点的矩可表示为

M＝r×F　　　　　　　　（4-12）

﻿力偶对刚体作用效果取决于三要素：（1）力偶矩的大小；（2）力偶的转向；（3）力偶作用面的方位。可以用一个矢量来表示这三个要素：矢量的长度按一定比例尺表示力偶矩大小，方向与力偶作用面的法线方向相同，指向按右手螺旋法则确定。这个矢量称为力偶矩矢，用M表示。它是一个自由矢量。

作用在刚体上的平行平面内的两个力偶，如图4.9所示，若其力偶矩大小相等，转向相同，则两力偶等效。即作用在同一刚体上的两个空间力偶，如果其力偶矩矢相等，则它们彼此等效，即

M1
 ＝M2


[image: alt]


图4.8

[image: alt]


图4.9

4.3.2　空间力偶系的合成与平衡条件

空间力偶系可以合成，得到一个合力偶，合力偶的矩矢等于各分力偶矩矢的矢量和。

[image: alt]


由于

MR
 ＝MRx
 i＋MRy
 j＋MRz
 k

M1
 ＝Mx1
 i＋My1
 j＋Mz1
 k

M2
 ＝Mx2
 i＋My2
 j＋Mz2
 k

Mn
 ＝Mxn
 i＋Myn
 j＋Mzn
 k

即有

[image: alt]


合力偶矩的大小为

[image: alt]


对于平面力偶系，各Mi
 作用面的方位相同，则上式退化为代数式，即

[image: alt]


﻿空间力偶系平衡的充分必要条件是：该力偶系中所有各力偶矩矢的矢量和等于零。即

[image: alt]


对于平面力偶系，上式退化为代数式，即

[image: alt]


式（4-15）也是平面力偶系的平衡方程。

由于[image: alt]
 要求

∑Mxi
 ＝0；∑Myi
 ＝0；　∑Mzi
 ＝0　　　　（4-16）

式（4-16）称为空间力偶系平衡方程，即空间力偶系平衡的充分必要条件是各力偶矩矢在三个坐标轴上投影的代数和分别等于零。

【例4-3】　如图4.10所示的机构由3个圆盘A、B、C和轴组成，圆盘半径分别为rA
 ＝15cm，rB
 ＝10cm，rC
 ＝5cm。轴OA、OB和OC在同一平面内，且∠BOA＝90°。在这三个圆盘的边缘上各自作用力偶[image: alt]
 和[image: alt]
 而使机构保持平衡，已知F1
 ＝100N，F2
 ＝200N，不计自重，求力F3
 和角θ的大小。

解：力偶[image: alt]
 和[image: alt]
 写成矢量表达式为

　　　M1
 ＝-F1
 ×dA
 i＝-30i

　　　M2
 ＝-F2
 ×dB
 j＝-40j

　　　M3
 ＝F3
 ×dC
 cos（θ－90°）i＋F3
 ×dC
 sin（θ－90°）j

要使机构在三个力偶的作用下处于平衡状态，即

MR
 ＝M1
 ＋M2
 ＋M3
 ＝0

要求

F3
 ×dC
 sinθ－30＝0；-F3
 ×dC
 cosθ－40＝0

将dC
 ＝0.1代入，可得

F3
 ＝500N；θ＝143.13°

[image: alt]


图4.10

4.4　空间任意力系向一点简化·主矢和主矩

4.4.1　空间任意力系向一点简化

刚体上作用空间任意力系F1
 ，F2
 ，…，Fn
 ，如图4.11（a）所示。应用力线平移定理，依次将各力向简化中心O平移，同时附加一个相应的力偶。这样，原来的空间任意力系被空间汇交力系和空间力偶系两个简单力系等效替换，如图4.11（b）所示。

空间汇交力系合成后得一作用于简化中心O的一力[image: alt]
 称为原空间任意力系的主矢。空间力偶系合成为一力偶MO
 ，其力偶矩矢称为原空间任意力系对简化中心O的主矩，如图4.11（c）所示。即

[image: alt]


由力矩的解析表达式（4-7），有

[image: alt]


空间任意力系向任一点简化，可得到一力和一力偶。分别称为该力系的主矢和主矩。与平面任意力系一样，主矢[image: alt]
 与简化中心O点的选择无关，而主矩MO
 与简化中心O点的选择有关。

[image: alt]


图4.11

4.4.2　空间任意力系的简化结果分析

根据主矢[image: alt]
 和主矩MO
 是否等于零，而将空间任意力系的简化结果分为四种可能情况，下面分别讨论这四种可能情况。

（1）当[image: alt]
 MO
 ≠0时，空间任意力系简化为一合力偶，此时主矩与简化中心的选择无关。

（2）当[image: alt]
 MO
 ＝0时，空间任意力系简化为一合力，合力通过简化中心。

（3）当MO
 ≠0，[image: alt]
 时，我们针对两种不同情况进行讨论。

①当[image: alt]
 时，可将力偶MO
 用通过O点且垂直于MO
 的平面内一对力FR
 和[image: alt]
 代替，并令[image: alt]
 FR
 和[image: alt]
 作用线间的垂直距离[image: alt]
 由加减平衡力系原理，原空间任意力系可进一步简化通过另一点O′的一个合力FR
 ，如图4.12所示。

②当[image: alt]
 时，空间任意力系简化为力螺旋。力螺旋是由一个力和一力偶组成的力系，不能进一步合成。其中的力垂直于力偶的作用面。符合右手螺旋法则的称为为右螺旋，如图4.13（a）所示，而符合左手螺旋法则的称为左螺旋，如图4.13（b）所示。

[image: alt]


图4.12

（4）当MO
 ＝0，[image: alt]
 ＝0时，空间力系简化为平衡，对于空间任意力系平衡的问题将在下一节进行详细讨论。

[image: alt]


图4.13

4.5　空间任意力系平衡方程

空间任意力系向任一点O简化后，可得到一个主矢和一个主矩。空间任意力系平衡的必要和充分条件是这力系的主矢和对任一点的主矩都等于零，即

[image: alt]


由于主矢和主矩的大小可分别表示为

[image: alt]


故空间任意力系平衡方程可写为

[image: alt]


空间任意力系平衡的必要和充分条件是：所有各力在3个坐标轴中每一个轴上的投影的代数和等于零，以及这些力对于每个坐标轴的矩的代数和也等于零。空间任意力系是最一般的力系，其他各力系都是它的特殊情况。为了比较，下表给出了各力系的平衡方程的基本形式。

﻿【例4-4】　如图4.14所示的均质正方形薄板重Q＝200N，用球铰链A和蝶铰链B固定在墙上，并用绳子CE维持水平位置，绳子CE缚在薄板的点C，并挂在钉子E上，钉子钉入墙内，并和点A在同一铅直线上。求绳子的拉力T和A、B的支座反力。

解：取薄板为研究对象，薄板受到的主动力有重力Q，绳子的约束反力T，球铰链A处的约束反力FAx
 ，FAy
 ，FAz
 ，蝶铰链B处的约束反力FBx
 ，FBz
 。薄板全部受力构成一空间任意力系，可建立6个独立的平衡方程，解出6个未知的约束反力。受力分析如图4.14所示，并建立如图4.14所示的坐标系。列静力平衡方程

[image: alt]


解之得绳子的拉力为

T＝Q＝200N

表　各种力系的平衡方程

[image: alt]


[image: alt]


图4.14

∑Mz
 （F）＝0　　-FBx
 ×AB＝0

解得FBx
 为

[image: alt]


解得FBz
 为

FBz
 ＝0

∑Fx
 ＝0　　FAx
 ＋FBx
 －Tcos30°×cos45°＝0

﻿解得FAx
 为

FAx
 ＝Tcos30°cos45°＝122.4N

∑Fy
 ＝0　　FAy
 －Tcos30°×sin45°＝0

解得FAy
 为

FAy
 ＝Tcos30°sin45°＝122.4N

∑Fz
 ＝0　　FAz
 ＋FBz
 ＋Tsin30°－Q＝0

解得FAz
 为

FAz
 ＝-Tsin30°＋Q＝100N

值得注意的是，求解空间任意力系问题时，由于方程和未知量的个数较多，给计算带来一定的困难。为了计算方便，列方程时最好一个方程解决一个未知量，而尽可能地避免求解联立方程。通过上例，可知这种方法大大简化解题计算过程。

【例4-5】　如图4.15所示均质矩形平板，重为P＝800N，用三条铅垂绳索悬挂在水平位置，一绳系在一边的中点A处，另两绳分别系在其对边距各端点均为[image: alt]
 边长的点B、C上，求各绳所受的拉力。

[image: alt]


图4.15

解：取正方形板为研究对象，正方形板受有重力P，绳子的约束反力FA
 、FB
 、FC
 共同作用而处于平衡状态，它们构成一空间平行力系。板的受力图如图所示，并建立如图所示的坐标系。列平衡方程

由∑Fz
 ＝0，可得

FA
 ＋FB
 ＋FC
 －P＝0

由∑Mx
 （F）＝0，可得

[image: alt]


由∑My
 （F）＝0，可得

[image: alt]


联立求解，可得

FA
 ＝400N，FB
 ＝FC
 ＝200N

﻿通过以上列举的例子，可将求解空间力系平衡问题的要点归纳如下：

（1）求解空间力系的平衡问题，其解题步骤与平面力系相同，即先确定研究对象，再进行受力分析，画出受力图，最后列出平衡方程求解。但是，由于力系中各力在空间任意分布，故某些约束的类型及其反力的画法与平面力系有所不同。

（2）为简化计算，在选择投影轴与力矩轴时，注意使轴与各力的有关角度及尺寸为已知或较易求出，并尽可能使轴与大多数的未知力垂直、平行或相交，这样在计算力在坐标轴上的投影或力对轴之矩就较为方便，且使平衡方程中所含未知量较少。同时注意，空间力偶对轴之矩等于力偶矩矢在该轴上的投影。

（3）根据题目特点，可选用不同形式的平衡方程。所选投影轴不必相互垂直，也不必与矩轴重合。当用力矩方程取代投影方程时，必须附加相应条件以确保方程的独立性。但由于这些附加条件比较复杂，故具体应用时，只要所建立的一组平衡方程能解出全部未知量，则说明这组平衡方程是彼此独立的，已满足了附加条件。

4.6　平行力系的中心与重心

4.6.1　平行力系的中心

设有两个同向平行力F1
 和F2
 ，分别作用于A，B两点，其合力的作用线也平行于F1
 和F2
 。假设合力的作用点为AB连线上的C点，由合力矩定理，可知

MC
 （FR
 ）＝MC
 （F1
 ）＋MC
 （F2
 ）

由于MC
 （FR
 ）＝0，于是

F1
 ×AC－F2
 ×BC＝0

即合力的作用点C的位置可由下式确定

[image: alt]


如果同时将F1
 和F2
 转动相同的角度α，如图4.16所示。合力也转过角度α，由合力矩定理，不难看出合力的作用点仍然是AB连线上的点C。可见，合力作用点的位置仅与这两个平行力的大小和作用点的位置有关，而与各平行力的方向无关。

[image: alt]


图4.16

将两平行力系合力的这种性质推广到n个平行力的情况，可以得到这样的结论：平行力系的合力作用点的位置仅与各平行力的大小和作用点的位置有关，而与各平行力的方向无关，称合力的作用点为该平行力系的中心。

下面由合力矩定理计算平行力系中心的坐标。如图4.17所示的平行力系，其合力的作用线通过点C。由合力矩定理，可知

MO
 （FR
 ）＝MO
 （F1
 ）＋MO
 （F2
 ）

即

rC
 ×FR
 ＝r1
 ×F1
 ＋r2
 ×F2


设力作用线方向的单位矢量为F0
 ，则有

[image: alt]


图4.17

FR
 ＝FR
 F0
 ，F1
 ＝F1
 F0
 ，F2
 ＝F2
 F0


代入上式，可得

rC
 ×FR
 F0
 ＝r1
 ×F1
 F0
 ＋r2
 ×F2
 F0


这样，可得

FR
 rC
 ×F0
 ＝（F1
 r1
 ＋F2
 r2
 ）×F0


解得

[image: alt]


推广到n个力组成的平行力系，合力作用点的坐标可表示为

[image: alt]


写成投影形式，上式可表示为

[image: alt]


4.6.2　重心

重心是物体重力合力的作用点，重心有确定的位置，与物体在空间的位置无关。对于均质物体，其重心与形心相重合。根据合力矩定理，可建立计算重心坐标的一般计算公式。

将刚体看做由许多无限小的微元体组成，第i个微元体的重量为Pi
 ，如图4.18所示，则各微元体的重量组成一组平行力系，根据平行力系的中心坐标公式，可得到刚体的重心坐标O用公式表示为

[image: alt]


[image: alt]


图4.18

如果物体是均质的，单位体积的重量为γ＝常数，则物体的重心可表示为

[image: alt]


显然，均质物体的重心就是物体的几何中心，即形心。

对于均质等厚度的薄板（薄壳），其厚度与其表面积S相比是很小的，则重心的坐标可用公式表示为

[image: alt]


对于均质等横截面细长杆，其截面尺寸与其长度ι相比是很小的，则重心的坐标可用公式表示为

[image: alt]


4.6.3　确定物体重心的方法

计算物体重心坐标的基本方法有两种，即积分法和组合法，组合法又包括分割法和负面积法（负体积法）。除此之外，还可采用实验法（即悬挂法和称重法）测定物体重心。

1．用积分法求重心

【例4-6】　试求如图4.19所示半径为R、顶角为2α的均质圆弧的重心。

[image: alt]


图4.19

解：取顶角的平分线为x轴。由于对称关系，该圆弧重心必在Ox轴上，即yC
 ＝0。取微段dL＝Rdθ，其重心的x坐标为x＝Rcosθ，圆弧的总长度为L＝2αR。

由形心坐标公式（4-26），可得圆弧的形心x坐标为

[image: alt]


即

[image: alt]


这样，半径为R、顶角为2α的均质圆弧的重心坐标为

[image: alt]


2．用组合法求重心

1）分割法

对于较复杂的物体，常将其分割成为若干形状简单的物体。若已知这些简单形体重心的位置，则整个物体的重心可用公式求出，这种方法称为分割法。

【例4-7】　试求Z形截面重心的位置，其尺寸如图4.20所示。

解：选择如图所示的坐标系，将该图形分成三个矩形。以C1
 、C2
 和C3
 表示这些矩形的重心，而以S1
 、S2
 和S3
 表示它们的面积，以（x1
 ，y1
 ）、（x2
 ，y2
 ）和（x3
 ，y3
 ）分别表示C1
 、C2
 和C3
 的坐标，由图可知

x1
 ＝-15mm，y1
 ＝45mm，S1
 ＝300mm2


x2
 ＝5mm，y2
 ＝30mm，S2
 ＝400mm2


x3
 ＝15mm，y3
 ＝5mm，S3
 ＝300mm2


按公式求得该截面重心的坐标（xC
 ，yC
 ）为

[image: alt]


图4.20

[image: alt]


【例4-8】　求图4.21所示平面图形的形心坐标（图中尺寸单位为mm）。

解：采用分割法求图形的形心。假设按虚线位置将图示平面图形分成三部分，并分别用Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ表示。三部分的面积和中心的坐标分别为

A1
 ＝120×20＝2400，x1
 ＝60，y1
 ＝90

A2
 ＝40×50＝2000，x2
 ＝20，y2
 ＝55

A3
 ＝120×30＝3600，x3
 ＝60，y3
 ＝15

按公式（4-25）求得该截面形心的坐标（xC
 ，yC
 ）为

[image: alt]


[image: alt]


图4.21

﻿2）负面积法

如果从一个平面图形中切去一块图形，要求切除以后图形的重心仍可以用组合法求重心，只是将切去部分的面积取负值，这种求平面图形重心的方法称为负面积法。

【例4-9】　已知正方形的边长为a，如图4.22所示。试在其中找出一点E，使此正方形被截去等腰三角形后，点E即为剩余面积的形心。

[image: alt]


图4.22

解：设点E的坐标为[image: alt]
 剩余部分看做由两部分组成，即边长为a的正方形A1
 和底边为a，高为y的等腰三角形A2
 。因为A2
 为切去的部分，所以面积应取负值。

设y1
 和y2
 分别是A1
 和A2
 的重心坐标，则有

[image: alt]


代入公式（4-25）可求得剩余面积形心坐标为

[image: alt]


依题意有yC
 ＝y，即

[image: alt]


解得：　　[image: alt]


小　结

空间汇交力系是作用线不在同一平面内且汇交于一点的力系。和平面汇交力系一样，空间汇交力系也可以合成为一合力。理论上空间汇交力系也可以用力多边形求合力，但由于画空间力多边形存在一定的困难，计算时很不方便，所以空间汇交力系的平衡问题一般用解析法求解。

空间汇交力系的平衡方程

∑Fx
 ＝0，∑Fy
 ＝0，∑Fz
 ＝0

空间力偶系的平衡方程

∑Mxi
 ＝0，∑Myi
 ＝0，∑Mzi
 ＝0

空间任意力系平衡方程

[image: alt]


重心是物体重力合力的作用点，重心有确定的位置，与物体在空间的位置无关。对于均质物体，其重心与形心相重合。根据平行力系的中心坐标公式，可得到刚体的重心坐标可用公式表示为

[image: alt]


计算物体重心坐标的基本方法有两种，即积分法和组合法，组合法又包括分割法和负面积法。还可采用实验法（即悬挂法和称重法）测定物体重心。

习　题

一、是非题（正确的在括号内打“√”、错误的打“×”）

1．力在坐标轴上的投影是代数量，而在坐标面上的投影为矢量。　　（　　）

2．力对轴之矩是力使刚体绕轴转动效应的度量，它等于力在垂直于该轴的平面上的分力对轴与平面的交点之矩。　　（　　）

3．在平面问题中，力对点之矩为代数量；在空间问题中，力对点之矩也是代数量。　　（　　）

4．合力对任一轴之矩，等于各分力对同一轴之矩的代数和。　　（　　）

5．空间任意力系平衡的必要与充分条件是力系的主矢和对任一点的主矩都等于零。　　（　　）

6．物体重力的合力所通过的点称为重心，物体几何形状的中心称为形心，重心与形心一定重合。　　（　　）

7．计算一物体的重心，选择不同的坐标系，计算结果不同，因而说明物体的重心位置是变化的。　　（　　）

8．物体的重心一定在物体上。　　（　　）

﻿二、填空题

1．空间汇交力系共有三个独立的平衡方程，它们分别表示为＿＿、＿＿和＿＿。空间力偶系共有三个独立的平衡方程，它们分别表示为＿＿、＿＿和＿＿。而空间任意力系共有六个独立的平衡方程，一般可表示为＿＿、＿＿、＿＿、＿＿、＿＿、和＿＿。

2．由n个力组成的空间平衡力系，如果其中的（n－1）个力相交于A点，那么另一个力也必定＿＿点A。

3．作用在同一刚体上的两个空间力偶彼此等效的条件是＿＿。

4．空间力对一点的矩是一个＿＿，而空间力对某轴的矩是一个＿＿。

5．空间力F对任一点O之矩MO
 （F）可用矢量积来表示，即＿＿。写成解析表达式为＿＿。

6．当空间力与轴＿＿时，力对该轴的矩等于零。

7．空间力系向一点简化，若主矩与简化中心的选择无关，则该力系的主矢＿＿，该力系可合成为一个＿＿。若空间任意力系向任一点简化，其主矩均等于零，则该力系是＿＿力系。

8．力螺旋是指由一力和一力偶组成的力系，其中的力＿＿于力偶的作用面。力螺旋可分为＿＿和＿＿。

9．通常情况下物体的重心与形心是不相同的，只有对＿＿来说，重心才与形心重合。

10．工程中常见的测定物体重心的实验方法有＿＿和＿＿两种。

三、选择题

1．图4.23中力F在平面OABC内，该力对X、y、z轴的矩是（　　）。
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图4.23

（A）Mx
 （F）＝0，My
 （F）＝0，Mz
 （F）＝0

（B）Mx
 （F）＝0，My
 （F）＝0，Mz
 （F）≠0

（C）Mx
 （F）≠0，My
 （F）≠0，Mz
 （F）＝0

（D）Mx
 （F）≠0，My
 （F）≠0，Mz
 （F）≠0

2．正方体上作用有力偶如图4.24（a）、（b）、（c）所示，下列答案中正确的是（　　）。

（A）（a）图刚体处于平衡

（B）（b）图刚体处于平衡

（C）（c）图刚体处于平衡

（D）三种情况下刚体都不平衡
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图4.24

3．如图4.25所示，力系由作用于点A的力FA
 及作用于点B的力FB
 组成。力系向点O简化，判断下述说法哪一个是正确的。（　　）
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图4.25

（A）力系简化的最终结果是力螺旋

（B）力系简化的最终结果是一合力

（C）力系简化的最终结果是一个力偶

（D）力系平衡

4．空间任意力系向两个不同的点简化，试问下述哪种情况是有可能的（　　）。

（A）主矢相等，主矩相等

（B）主矢不相等，主矩相等

（C）主矢相等，主矩不相等

（D）主矢、主矩都不相等

5．图4.26中正方体受不同力系作用，图中各力大小相等，问哪种状态下，正方体处于平衡状态（　　）。

6．如图4.27所示一平衡的空间平行力系，各力作用线与z轴平行，下列方程组哪些可以作为该力系的平衡方程组（　　）。

（A）∑Fx
 ＝0，∑Fy
 ＝0，∑Mx
 （F）＝0

（B）∑FX
 ＝0，∑Fy
 ＝0，∑Mz
 （F）＝0

（C）∑Fz
 ＝0，∑MX
 （F）＝0，∑My
 （F）＝0

（D）∑Mx
 （F）＝0，∑My
 （F）＝0，∑Mz
 （F）＝0
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图4.26
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图4.27

四、计算题

4-1　一重物由OA、OB两杆及绳OC支持，两杆分别垂直于墙面，由绳OC维持在水平面内，如图4.28所示。已知W＝10kN，OA＝30cm，OB＝40cm，不计杆重。求绳的拉力和两杆所受的力。

4-2　支柱AB高h＝4m，顶端B上作用三个力P1
 、P2
 、P3
 ，大小均为2kN，方向如图4.29所示。试写出该力系对三个坐标轴之矩。
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图4.28
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图4.29

4-3　如图4.30所示，已知力P＝20N，求P对z轴的矩。

4-4　如图4.31所示，轴AB与铅直线成α角，悬臂CD垂直地固定在轴AB上，其长度为a并与铅直面zAB成θ角，如在点D作用一铅直向下的力P，求此力对于轴AB的矩。
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图4.30
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图4.31

4-5　一重W、边长为a的正方形板，在A、B、C三点用三根铅垂的绳吊起来，使板保持水平，B、C为两边的中点如图4.32所示。求绳的拉力。

4-6　如图4.33所示的矩形薄板ABDC，重量不计，用球铰链A和蝶铰链B固定在墙上，另用细绳CE维持水平位置，连线BE正好铅垂，板在点D受到一个平行于铅直轴的力G＝500N。已知角BCD＝30°，角BCE＝30°。求细绳拉力和铰链反力。

4-7　如图4.34所示，六杆支撑一水平板，尺寸如图所示。设板和杆自重不计，求在板角A处受铅直力F作用时各杆的内力。

4-8　无重曲杆ABCD有两个直角，且平面ABC与平面BCD垂直。杆的D端为球铰链支座，另一端受轴承支持，如图4.35所示。在曲杆的AB，BC和CD上作用三个力偶，力偶所在平面分别垂直于AB，BC，CD三线段。已知力偶矩M2
 和M3
 ，求曲杆处于平衡的力偶矩M1
 和支座反力。
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图4.32

[image: alt]


图4.33
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图4.34
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图4.35

﻿4-9　如图4.36所示，某传动轴以A、B两轴承支撑，圆柱直齿轮的节圆直径d＝17.3cm，压力角α＝20°，在法兰盘上作用一力偶矩M＝1030N·m的力偶，如轮轴自重和摩擦不计。求传动轴匀速转动时A、B轴承的约束反力。

4-10　如图4.37所示，悬臂刚架上受均布荷载q＝2kN/m及两个集中力P＝5kN，Q＝4kN作用，求固定端的约束反力和反力偶矩。

[image: alt]


图4.36
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图4.37

4-11　求如图4.38（a）、（b）所示平面图形的形心C的坐标。图中尺寸单位为mm。
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图4.38

4-12　如图4.39所示，在半径为r1
 的均质圆盘内有一半径为r2
 的圆孔，两圆的中心相距[image: alt]
 求此圆盘重心的坐标。

4-13　机器基础如图4.40所示，该基础由均质物质组成，求其重心坐标。
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图4.39
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图4.40





第5章　摩　　擦



教学提示：摩擦是自然界中普遍存在的现象。本章介绍了滑动摩擦、摩擦角、自锁和滚动摩擦的概念，介绍了考虑摩擦时物体平衡问题。

教学要求：本章要求学生熟练掌握滑动摩擦的概念，掌握摩擦角和自锁的概念，掌握考虑摩擦时物体的平衡问题，了解滚动摩阻的概念。



5.1　摩擦及其分类

在前几章中，一般把物体的接触面都看成绝对光滑的，忽略了物体之间的摩擦。但是，在日常生活和工程实践中，完全光滑的表面并不存在。当两物体具有相对运动或相对运动趋势时，在两物体的接触面上一般都有摩擦力产生。摩擦有时会起到重要的作用，必须考虑其影响。按照接触物体的相对运动情况，摩擦可分为滑动摩擦和滚动摩阻。摩擦现象极其复杂，本章只介绍工程中常用的近似理论，重点研究考虑摩擦情况下的物体平衡问题。

5.1.1　摩擦现象

摩擦是自然界中普遍存在的现象之一，它在人类生活和工程实际中的许多方面起着重要的作用。例如，如果没有摩擦力，人不能行走，车辆不能行驶。又如皮带通过摩擦传递轮子间的运动，夹具利用摩擦夹紧工件等。但摩擦也有不利的一面，如摩擦能加速机器零件的磨损，同时引起发热，损耗能量等。摩擦的作用有利有弊，我们研究摩擦就是充分利用摩擦有利的一面，减小或限制其不利的一面。

5.1.2　摩擦分类

1．按接触部分的相对运动情况可分为滑动摩擦和滚动摩擦

（1）滑动摩擦：两个表面粗糙的物体，当其接触面之间有相对滑动或相对滑动趋势时，彼此作用有阻碍相对滑动的阻力，称为滑动摩擦。滑动摩擦又可分为静滑动摩擦和动滑动摩擦两种。

（2）滚动摩擦：一个物体在另一个物体上滚动或有滚动趋势时产生的摩擦称为滚动摩擦。

2．按两物体接触表面间的物理情况可分为干摩擦和湿摩擦

（1）干摩擦：接触面没有添加润滑剂的摩擦称为干摩擦，如工件和夹具之间的摩擦。

（2）湿摩擦：接触面有润滑剂的摩擦称为湿摩擦，如充满润滑油的轴和轴承之间摩擦。在刚体静力学中，一般只研究干摩擦。

5.2　滑动摩擦

两个表面粗糙的物体相互接触，发生相对滑动或存在相对滑动趋势时，彼此之间就有阻碍相对滑动的力存在，此力称为滑动摩擦力，简称摩擦力。摩擦力作用在物体的接触表面处，其方向沿接触面的切线，并和物体相对滑动或滑动趋势的方向相反。

5.2.1　静滑动摩擦力及最大滑动摩擦力

在固定水平面上一重量为P的物块A受一水平力F的作用，如图5.1所示。因实际水平面并非理想光滑，当力F由零逐渐增大但不超过某一限度时，物块始终保持静止，只是在力F的作用下有向右滑动的趋势。如对物块进行受力分析，可知支撑面对物块除了产生法向反力FN
 外，还产生沿支撑面的阻碍物体运动的切向反力Fs
 。一般称Fs
 为静滑动摩擦力或静摩擦力，方向向左，如图5.1所示。通过对物块的平衡条件可知，静滑动摩擦力在数值上等于力F的大小，随主动力F的增大而增大。
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图5.1

当主动力F增大到一定数值，物块将处于行将运动又尚未运动的临界状态，此时静滑动摩擦力Fs
 达到最大值Fsmax
 ，称为最大静摩擦力，或称为临界摩擦力。

静滑动摩擦力的大小可在一定的范围内取值，即

0≤Fs
 ≤Fsmax
 　　　　（5-1）

具体要确定摩擦力Fs
 的大小，要应用到物体的平衡条件。

法国学者库仑通过大量的实验得出静滑动摩擦定律：静滑动摩擦力的最大值Fsmax
 与支撑面对物块的法向反力成正比，即

Fsmax
 ＝fs
 FN
 　　　　（5-2）

式中，fs
 称为静滑动摩擦系数。它是一个无量纲的比例因数，其值与两接触面的材料及表面状况（如粗糙度、干湿度、温度等）有关，大小由实验确定并载于工程手册。例如，钢对钢、钢对铸铁的静摩擦系数分别为0.15和0.3。

5.2.2　动滑动摩擦力

物块沿支撑面滑动时的摩擦力称为动滑动摩擦力。动滑动摩擦力服从动滑动摩擦定律，即

Fd
 ＝fFN
 　　　　（5-3）

式中，f为动滑动摩擦系数。一般情况下，动滑动摩擦系数略小于静滑动摩擦系数，并与两个相接触物体的材料以及接触表面的情况有关；同时也和两物体相对滑动速度有关。在实际应用中，动摩擦系数要通过实验测定。

5.3　摩擦角和自锁现象

5.3.1　摩擦角

1．全约束反力

法向约束反力FN
 和切向约束反力Fs
 的合力称为全约束反力。全约束反力与法向反力的夹角为φ，由图5.2（a）可知：tanφ＝Fs
 /FN
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图5.2

2．摩擦角的定义

当主动力F达到一定值时，物块处于行将运动又未运动的临界状态，摩擦力也达到最大值，而此时全约束反力与法线间的夹角也达到最大值φm
 ，称φm
 为摩擦角。由图5.2（b）可知
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这样摩擦角可表示为φm
 ＝arctanfs
 ，也就是说，摩擦角φm
 与材料及其表面状况有关。当物块处于平衡时，全约束反力与法向反力的夹角φ也总是小于或等于摩擦角φm
 ，即

0≤φ≤φm
 　　　　（5-5）

当F改变方向时，物块滑动趋势的方向改变，全约束反力的方位也随着改变。当F不断地改变方向时，FRmax
 的作用线将画出一个以接触点A为顶点的锥面，如图5.3所示，该锥面称为摩擦锥。

[image: alt]


图5.3

5.3.2　自锁现象

当主动力的合力F合
 与法线之间的夹角θ小于摩擦角φm
 ，即主动力的合力作用线在摩擦锥之内，如图5.4（a）所示，则不论主动力有多大，物体总能依靠摩擦而保持平衡，这种现象称为自锁现象。反之，若主动力的合力F合
 与法线之间的夹角θ大于摩擦角φm
 ，即主动力的合力作用线在摩擦锥之外，如图5.4（b）所示，则不论主动力有多小，物体一定会滑动。这是因为全约束反力作用线可能出现在摩擦锥面上（此时处于临界状态）或摩擦锥之内的任何位置，而大小可以不加限制。所以对第一种情况，即当主动力的合力F合
 与法线之间的夹角θ小于摩擦角φm
 时，在摩擦锥内总能找到一个全约束反力FR
 ，该力和主动力的合力F合
 相平衡；而对于第二种情况，由于主动力的合力F合
 作用线在摩擦锥之外，则由于全约束反力作用线只能在摩擦锥之内，全约束反力FR
 不可能和主动力的合力F合
 共线，此二力不符合二力平衡的条件，于是物体将产生滑动。通过分析可知，放在斜面上的物块在重力作用下不至于产生滑动的条件是斜面的倾角θ小于或等于摩擦角φm
 ，即斜面自锁条件为θ≤φm
 。
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图5.4

5.4　考虑摩擦时物体的平衡问题

考虑摩擦时物体的平衡问题的解法与不考虑摩擦时物体的平衡问题大致相同，即作用于物体上的力都应满足力系的平衡条件。对于考虑摩擦时物体的平衡问题，可用平面任意力系的平衡方程求解，亦可用摩擦角给出的自锁条件求解，同时要注意以下几点：

（1）取研究对象时，一般总是从摩擦面将物体分开；

（2）分析受力时必须考虑摩擦力；

（3）在临界状态下，摩擦力达到最大值Fmax
 ＝fs
 ·FN
 ；

（4）物体未达到临界状态，摩擦力未知，处于0≤Fs
 ≤fs
 ·FN
 范围内，如物体具有两种可能滑动趋势时，要分别讨论两种情况，其大小由平衡条件确定；

（5）解题的最后结果常常为不等式或用最大值和最小值表示。

【例5-1】　曲柄连杆滑块机构如图5.5（a）所示。已知OA＝ι，在OA上作用一力偶矩M，连杆AB与铅垂线的夹角为θ，滑块与水平面间的摩擦系数为fs
 ，系统在图5.5（a）所示位置保持平衡。求保持平衡时力P的最小值（注：θ＞φ＝arctanfs
 ，角α并非定值）。
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图5.5

解：该机构有两种运动趋势：（1）力P较小时，滑块B有向右滑动趋势；（2）力P较大时，滑块B有向左滑动的趋势。本题仅求P的最小值，属于第一种情况。可以应用考虑摩擦的平衡问题的解析法和几何法，计算系统保持平衡时力P的最小值。

（1）解析法：分别取曲柄OA和滑块B为研究对象，受力分析如图5.5（b）所示，分别列平衡方程。

杆OA：　　　　∑MO
 （F）＝0　　　M－FAB
 ·cosθ·ι＝0

解得连杆AB的受力为
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滑块B：　　　　∑Fx
 ＝0　　FBA
 sinθ－Pcosα－Fs
 ＝0

　　　　　　　∑Fy
 ＝0　　FN
 －FBA
 cosθ－Psinα＝0

其中FBA
 ＝FAB
 ，临界时有Fs
 ＝fs
 FN
 ，解得
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上式中应用到fs
 ＝tanφm
 。当α＝φm
 时，[image: alt]


（2）几何法：对滑块B进行受力分析，如图5.5（c）所示，其中FR
 是支撑面对滑块B的全约束反力，作力的多边形，如图5.5（c）所示，若滑块处于向右滑动的临界状态，此时FR
 ＝FRmax
 ，P＝Pmin
 。由三角关系有
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当α＝φm
 时，上式取最小值，最小值为

Pmin
 ＝FBA
 sin（θ－φm
 ）

由于[image: alt]
 故
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若力P较大时，滑块B有向左滑动的趋势，摩擦力Fs
 应向右，分析方法与上述相同，保持平衡时P力的最大值为[image: alt]
 （请读者自行分析）。

【例5-2】　将重量为P的物块放置在斜面上，斜面倾角α大于接触面的静摩擦角φm
 ，如图5.6（a）所示，已知静摩擦系数为fs
 （其中fs
 ＝tanφm
 ），若加上一水平力Q使物块平衡，求力Q值的范围。
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图5.6

解：本题应考虑两种情况：（1）如果Q太小，物体将有向下滑动趋势；（2）如果力Q太大，物块将有向上滑动的趋势。

首先求出物体不致于下滑时所需力Q的最小值Qmin
 。

由于物块处于下滑的临界平衡状态，摩擦力达到最大值，方向沿斜面向上，物块受力分析如图5.6（b）所示。根据平衡条件可列静力平衡方程：

∑Fx
 ＝0　　Qmin
 cosα＋Fsmax
 －Psinα＝0

∑Fy
 ＝0　　-Qmin
 sinα＋FN
 －Pcosα＝0

临界状态时，最大静滑动摩擦力为Fsmax
 ＝fs
 FN
 。

联立求解，可得物体不至于下滑时所需最小Qmin
 为
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再求出使物体不至于上滑时所允许的Q的最大值Qmax
 。

由于物体处于上滑的临界平衡状态，摩擦力达到最大值，方向沿斜面向下，物块受力分析如图5.6（c）所示。根据平衡条件可列平衡方程：

∑Fx
 ＝0　　　Qmax
 cosα－Fsmax
 －Psinα＝0

∑Fy
 ＝0　　　-Qmax
 sinα＋FN
 －Pcosα＝0

临界状态时，最大静滑动摩擦力为Fsmax
 ＝fs
 FN
 。

联立求解，可得物体不至于上滑时所允许的Q的最大值Qmax
 为

[image: alt]


因此要维持物体平衡，力Q的值必须满足以下条件
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讨论：

本题中放置在斜面上的物块具有两种可能滑动趋势，要分别讨论两种情况。分析临界平衡状态时，摩擦力的方向必须与假设的滑动趋势方向相反，而不能随便假定。然后用平衡条件和临界状态下最大静滑动摩擦力的表达式求解未知量。最后得到维持平衡时力Q的值变化范围。这是应用解析法求解。

本题也可用摩擦角来求解。当Q取最小值时，物块有向下滑动的趋势，其受力如图5.7（a）所示，这时P、Qmin
 和支撑面的全约束反力FRmax
 构成三力平衡汇交力系。此时由于物块处于临界状态，可知支撑面的全约束反力FRmax
 与斜面法线间的夹角为摩擦角φm
 。由平衡的几何条件画出力三角形图如图5.7（a）所示，并由力三角形图可得：Qmin
 ＝P·tan（α－φm）；当Q取最大值时，物块有向上滑动的趋势，其受力如图5.7（b）所示，此时P、Qmax
 和支撑面的全反力FRmax
 构成三力平衡汇交力系。由平衡的几何条件画出力三角形图，并由力三角形图可得：Qmax
 ＝P·tan（α＋φm
 ）。将tan（α－φm
 ）与tan（α＋φm
 ）展开，可得使物块平衡的力Q值的范围为[image: alt]
 计算结果与上述解析法相同。
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图5.7

值得注意的是，如果已知力Q的值在平衡范围Qmin
 ＜Q＜Qmax
 之内，虽然物块保持静止，但不处于临界平衡状态，这时摩擦力未达到最大值，其大小不能用Fsmax
 ＝fs
 FN
 来计算，而应将摩擦力作为约束反力，应用静力平衡方程来求解。

【例5-3】　制动器的构造如图5.8（a）所示。已知重物重W＝500N，制动轮与制动块间的静摩擦系数fs
 ＝0.6，R＝250mm，r＝150mm，a＝1000mm，b＝300mm，h＝100mm。求制动鼓轮转动所需的力F的大小。

解：先选取鼓轮为研究对象。鼓轮在重物W的作用下有逆时针转动的趋势，由此可判定闸块与鼓轮之间的摩擦力Fs
 向左，其他力如图5.8（b）所示，它们构成一组平面任意力系。由于不求O处的约束反力，故只列出力矩平衡方程

∑MO
 （F）＝0　　　W·r－Fs
 ·R＝0

再取杆AB（包括制动块）为研究对象。其受力图如图5.8（c）所示，它们也构成一组平面任意力系。由于不求A处约束反力，故只对A点列力矩平衡方程

∑MA
 （F）＝0　　[image: alt]
 ·b－[image: alt]
 ·h－F·a＝0

[image: alt]


图5.8

注意[image: alt]
 并考虑平衡的临界状态，由静摩擦定律有Fs
 ＝Fmax
 ＝fs
 FN


联立求解，可得

F＝120N

这是制动鼓轮转动所需的力F的最小值。

【例5-4】　均质直杆AB如图5.9（a）所示，重力为G，长为ι，处于水平位置，杆上D处有一倾角为60°的细绳拉住，杆的A端与墙面接触压紧。墙面与杆端的摩擦系数fs
 ＝0.2。试验算杆端A是否向下滑动？
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图5.9

解：本题要验算杆端A是否向下滑动，要先假设杆AB处于静止状态。选杆AB为研究对象，对其进行受力分析，如图5.9（b）所示。由于平衡时杆端A相对于墙面并不一定处于滑动的临界状态，此时墙面与杆端A接触处的约束反力FN
 及摩擦力Fs
 为两个互不相关各自独立的未知量。列平衡方程

∑Fx
 ＝0　　　FN
 －FD
 cos60°＝0

∑Fy
 ＝0　　　Fs
 －G＋FD
 sin60°＝0

∑mA
 （F）＝0　　　　FD
 sin60°×0.7ι－G×0.5ι＝0

联立求解，可得

FN
 ＝0.4124G，Fs
 ＝0.2857G

由于静滑动摩擦力大小取值范围为0≤Fs
 ≤Fsmax
 ，而Fsmax
 ＝FN
 ×fs
 ＝0.08248G，故杆端不可能产生保持静止所需的摩擦力值0.2857G。假设不成立，故A端向下滑动。

【例5-5】　如图5.10所示的均质木箱重量P＝5kN，它和地面间的摩擦系数fs
 ＝0.4，图中h＝2a＝2m，θ＝30°，求：（1）当B处的拉力F＝1kN时，木箱是否平衡？（2）能保持平衡的最大拉力。
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图5.10

解：（1）木箱在力F的作用下有三种可能发生的情况，即木箱处于平衡状态，木箱滑动或翻倒。假设在拉力F＝1kN作用下，木箱处于平衡状态。选择木箱为研究对象，其受力分析如图5.10所示，此时不妨设地面对木箱法线方向约束反力作用在距离A点为d的E点。列平衡方程

∑Fx
 ＝0　Fs
 －Fcosθ＝0　　　　（a）

∑Fy
 ＝0　FN
 －P＋Fsinθ＝0　　　　（b）

[image: alt]


其中，h＝2a＝2m，θ＝30°。联立求解，可得

Fs
 ＝0.866kN，FN
 ＝4.5kN，d＝0.171m

此时，木箱和地面间的最大摩擦力

Fsmax
 ＝fs
 ·FN
 ＝1.8kN

可见，Fs
 ＜Fsmax
 ，木箱不会滑动；又d＞0，木箱也不至于翻倒。

（2）为了求保持木箱平衡的最大拉力，可分别求出木箱将滑动时的临界拉力F滑
 和木箱绕A点翻倒时的临界拉力F翻
 。要保证木箱保持平衡，其最大拉力应取F滑
 和F翻
 两个值的较小者。

木箱处于滑动的临界状态下，有

Fs
 ＝Fmax
 ＝fs
 FN


联合平衡方程（a）、（b）式，有

F滑
 cosθ＝fs
 （P－F滑
 sinθ）

解之得到木箱处于滑动的临界状态下的拉力F滑
 大小为
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木箱绕点A翻倒时的临界状态下，地面对木箱法线方向约束反力作用点为点A，即在平衡方程（c）中，令d＝0，可得

[image: alt]


解之得到木箱绕A点翻倒时的临界拉力F翻
 的大小为

[image: alt]


由于F翻
 ＜F滑
 ，木箱在力F的作用下先可能发生翻倒。故木箱能保持平衡最大拉力Fmax
 ＝1.443kN。

5.5　滚动摩阻的概念

前面已经介绍了滑动摩擦，对考虑滑动摩擦时物体的平衡问题进行了分析。在人们的日常生活和工程实践中，一物体在另一物体表面上运动除了滑动以外，还经常碰到另一种形式的运动——滚动。比如人们在搬运笨重设备时，在其下面垫上圆管，圆管相对于地面滚动，这样搬运起来比较省力。在工程实践中，为了提高效率，减轻劳动强度，常利用物体的滚动代替物体的滑动。为什么滚动比滑动省力？滚子在地面上滚动受到什么力的作用呢？这些力有什么特性呢？现以一圆柱体在地面上滚动为例来分析说明。

设一半径为r的滚子，静止放置于水平地面上。设滚子的重量为P，在滚子中心作用一水平力F。当力F较小时，滚子可能处于既不滚动，也不滑动的静力平衡状态。对滚子进行受力分析，可知作用于滚子的力除了主动力P和F之外，还有地面对滚子的约束反力，即法向反力FN
 和切向反力Fs
 ，其受力图如图5.11（a）所示。列平衡方程有

∑Fx
 ＝0　　　F－Fs
 ＝0

∑Fx
 ＝0　　　FN
 －P＝0

解得切向反力和法向反力分别为

Fs
 ＝F，FN
 ＝P

法向反力FN
 和重力P相互抵消，但力F和力Fs
 刚好形成力偶，该力偶应使滚子向前滚动。但实际上滚子并没有滚动。这说明支撑面对滚子还作用有一个阻碍滚子滚动的力偶，称为滚动摩阻力偶，简称滚动摩阻。

事实上，地面上的滚子和地面的接触不可能是点（或线）接触，地面在滚子重力的作用下必然产生变形而和滚子有一接触面。如图5.11（b）所示。该接触面的反作用力简化到对称平面上构成一平面任意力系。根据平面任意力系的简化，该力系可简化为一通过点A的力FR
 和一力偶矩Mf
 ，如图5.11（c）所示。将力FR
 分解为法向反力FN
 和切向反力Fs
 ，得到滚子的受力图如图5.11（d）所示。Mf
 为滚动摩阻。它是由于滚子相对于地面滚动或有滚动趋势时产生的阻碍物体滚动的力偶，其方向与物体滚动或滚动趋势的方向相反。

与静滑动摩擦力相似，滚动摩阻力偶随主动力F的增大而增大，当F增大到某一数值时，滚子处于将滚未滚的临界平衡状态。这时滚动摩阻力偶达到最大值，称为最大滚动摩阻力偶，用Mfmax
 来表示。

物体平衡时，滚动摩阻力偶矩的大小可在一定的范围内取值，即

0≤Mf
 ≤Mfmax
 　　　　　　　　　（5-6）

最大滚动摩阻力偶矩是在极限平衡条件下产生的，其值由滚动摩阻定律确定，即

Mmax
 ＝δ·FN
 　　　　　　　　　（5-7）

式中，δ为滚动摩阻系数，其单位为长度单位，一般用mm或cm。滚动摩阻系数只与滚子和支撑面的硬度和湿度等因素有关，而与滚子的半径无关。滚动摩阻系数δ的物理意义为：即将滚动时，法向约束反力偏离滚子中心线的最远距离，如图5.11（e）所示。
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图5.11

小　结

两个相互接触的物体，发生相对滑动或存在相对滑动趋势时，彼此之间就有阻碍滑动的力存在，此力称为滑动摩擦力，简称摩擦力。摩擦力作用在物体的接触表面处，其方向沿接触面的切线，并和物体相对滑动或相对滑动趋势的方向相反。

静滑动摩擦力是一种约束反力，它随主动力而产生，亦随主动力而消失。静滑动摩擦力的大小可在一定的范围内取值，即0≤Fs
 ≤Fsmax
 。具体要确定摩擦力Fs
 的大小，要应用到物体的平衡条件。最大静滑动摩擦力是在极限平衡条件下产生的，它服从静滑动摩擦定律，即Fsmax
 ＝fs
 FN
 。

动滑动摩擦力服从动滑动摩擦定律，即Fd
 ＝fFN
 。

全约束反力与法线间的最大夹角φm
 称为摩擦角。摩擦角可表示为φm
 ＝arctanfs
 。当物块处于平衡时，全约束反力与法向反力的夹角φ也总是小于或等于摩擦角φm
 。即0≤φφm
 。当主动力不断地改变方向时，全约束反力FRmax
 的作用线将画出一个以接触点为顶点的锥面，该锥面称为摩擦锥。

当主动力的合力与法线之间的夹角θ小于摩擦角φm
 ，即主动力的合力作用线在摩擦锥之内，则不论主动力有多大，物体总能依靠摩擦而保持平衡，这种现象称为自锁现象。应用自锁的概念，可用几何法求解考虑摩擦的平衡问题。

滚子相对于地面滚动或有滚动趋势时产生的阻碍物体滚动的力偶，称为滚动摩阻力偶，用Mf
 表示。滚动摩阻力偶的方向与物体滚动或滚动趋势的方向相反。滚子处于临界平衡状态时的滚动摩阻力偶，称为最大滚动摩阻力偶，用Mfmax
 表示。其值由滚动摩阻定律确定，即Mmax
 ＝δ·FN
 。式中δ称为滚动摩阻系数，其单位为长度单位，一般用mm或cm。物体平衡时，滚动摩阻力偶矩的大小可在一定的范围内取值，即0≤Mf
 ≤Mfmax
 。

习　题

一、是非题（正确的在括号内打“√”、错误的打“×”）

1．静滑动摩擦力与最大静滑动摩擦力是相等的。　　（　　）

2．最大静摩擦力的方向总是与相对滑动趋势的方向相反。　　（　　）

3．摩擦定律中的正压力（即法向约束反力）是指接触面处物体的重力。　　（　　）

4．当物体静止在支撑面上时，支撑面全约束反力与法线间的偏角不小于摩擦角。　　（　　）

5．斜面自锁的条件是：斜面的倾角小于斜面间的摩擦角。　　（　　）

二、填空题

1．当物体处于平衡时，静滑动摩擦力增大是有一定限度的，它只能在＿＿＿范围内变化，而动摩擦力应该是＿＿＿。

2．静滑动摩擦力等于最大静滑动摩擦力时物体的平衡状态，称为＿＿＿。

3．对于作用于物体上的主动力，若其合力的作用线在摩擦角以内，则不论这个力有多大，物体一定保持平衡，这种现象称为＿＿＿。

4．当摩擦力达到最大值时，支撑面全约束反力与法线间的夹角为＿＿＿。

5．重量为G的均质细杆AB，与墙面的摩擦系数为f＝0.6，如图5.12所示，则摩擦力为＿＿＿＿。

6．物块B重P＝2kN，物块A重Q＝5kN，在B上作用一水平力F，如图5.13所示。当系A之绳与水平成θ＝30°角，B与水平面间的静滑动摩擦系数fs1
 ＝0.2，物块A与B之间的静滑动摩擦系数fs2
 ＝0.25，要将物块B拉出时所需水平力F的最小值为＿＿＿。
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图5.12
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图5.13

﻿三、选择题

1．如图5.14所示，重量为P的物块静止在倾角为α的斜面上，已知摩擦系数为fs
 ，Fs
 为摩擦力，则Fs
 的表达式为（　　）；临界时，Fs
 的表达式为（　　）。

（A）Fs
 ＝fs
 Pcosα

（B）Fs
 ＝Psinα

（C）Fs
 ＞fs
 Pcosα

（D）Fs
 ＞Psinα
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图5.14

2．重量为G的物块放置在粗糙的水平面上，物块与水平面间的静摩擦系数为fs
 ，今在物块上作用水平推力P后物块仍处于静止状态，如图5.15所示，那么水平面的全约束反力大小为（　　）。
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图5.15

3．重量为P、半径为R的圆轮，放在水平面上，如图5.16所示，轮与地面间的滑动摩擦系数为fs
 ，滚动摩阻系数为δ，圆轮在水平力F的作用下平衡，则接触处的摩擦力Fs
 和滚动摩阻力偶矩Mf
 的大小分别为（　　）。

（A）Fs
 ＝fs
 P，　Mf
 ＝δP

（B）Fs
 ＝fs
 P，　Mf
 ＝RF

（C）Fs
 ＝F，　Mf
 ＝RF

（D）Fs
 ＝F，　Mf
 ＝δP

4．重量分别为PA
 和PB
 的物体重叠地放置在粗糙的水平面上，水平力F作用于物体A上，如图5.17所示。设A，B间的摩擦力最大值为FAmax
 ，B与水平面间的摩擦力的最大值为FBmax
 ，若A，B能各自保持平衡，则各力之间的关系为（　　）。

（A）F＞FAmax
 ＞FBmax


（B）F＜FAmax
 ＜FBmax




（C）FBmax
 ＜F＜FAmax


（D）FAmax
 ＜F＜FBmax
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图5.16
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图5.17

﻿5．当物体处于临界平衡状态时，静摩擦力Fs
 的大小（　　）。

（A）与物体的重量成正比

（B）与物体的重力在支撑面的法线方向的大小成正比

（C）与相互接触物体之间的正压力大小成正比

（D）由力系的平衡方程来确定

6．已知物块A重100kN，物块B重25kN，物块A与地面间的滑动摩擦系数为0.2，滑轮处摩擦不计，如图5.18所示，则物体A与地面间的摩擦力的大小为（　　）。

（A）16kN

（B）15kN



（C）20kN

（D）5kN
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图5.18

7．如图5.19所示为一方桌的对称平面，水平拉力P和桌子重W都作用在对称平面内，桌腿A、B与地面之间的静滑动摩擦系数为fs
 。若在对称平面内研究桌子所受的滑动摩擦力。以下四种情况下哪一种说法是正确的？（　　）

（A）当P＝fs
 W时，滑动摩擦力为FAmax
 ＝FBmax
 ＝fs
 W/2

（B）当P＝fs
 W时，滑动摩擦力FAmax
 ＜FBmax
 ＞fs
 W/2

（C）当P＜fs
 W时，滑动摩擦力FA
 ＝FB
 ＝fs
 W/2

（D）当P＞fs
 W时，滑动摩擦力FA
 ＋FB
 ＝fs
 W

8．如图5.20所示木梯重量为P，B端靠在铅垂墙上，A端放在水平地面上，若地面为绝对光滑，木梯与墙之间有摩擦，其摩擦系数为fs
 ，梯子与地面的夹角为α。以下四种条件的说法，哪一种是正确的？（　　）

（A）当α＜arctgfs
 时，杆能平衡

（B）当α＝arctgfs
 时，杆能平衡

（C）只有当α＜arctgfs
 时，杆不平衡

（D）在0°＜α＜90°时，杆都不平衡
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图5.19
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图5.20

﻿四、计算题

5-1　如图5.21所示，重量为G的物块，放在粗糙的水平面上，接触面之间的摩擦系数为fs
 。试求拉动物块所需力F的最小值及此时的角α。

5-2　重量为P的物体放在倾角为α的斜面上，物体与斜面之间的摩擦角为φm
 ，如图5.22所示。如在物块上作用力F，此力与斜面的夹角为θ。求拉动物块时的F值，并问当角θ为何值时，此力为极小。
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图5.21
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图5.22

5-3　重力为500N的物体A置于重力为400N的物体B上，B又置于水平面C上，如图5.23所示。已知A、B之间的摩擦系数fAB
 ＝0.3，B与水平面之间的摩擦系数fBC
 ＝0.2，今在A上作用一与水平面成α＝30°的力F，问：（1）当力F逐渐加大时，是A先滑动呢，还是AB一起滑动？（2）如果B物体重力为200N，情况又如何？

5-4　如图5.24所示的梯子长AB＝ι，重P＝100N，靠在光滑的墙上并和水平地面成75°角。已知梯子和地面之间的静滑动摩擦系数为fs
 ＝0.4，问重Q＝700N的人能否爬到梯子顶端而不致使梯子滑倒？并求地面对梯子的摩擦力。假定梯子的重心在其中点C。
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图5.23
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图5.24

5-5　欲转动一放在V形槽中的钢棒料，如图5.25所示，需作用力矩M＝15N·m的力偶，已知棒料重W＝400N，直径D＝25cm，试求棒料与槽间的摩擦系数f。

5-6　如图5.26所示半圆柱体重力为P，重心C到圆心O点的距离[image: alt]
 其中R为圆柱体半径。如半圆柱体和水平面间的摩擦系数为f，求半圆柱体被拉动时所偏过的角度。
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图5.25
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图5.26

﻿5-7　同一物块在如图5.27所示的两种受力情况下，均保持物体不下滑时力F1
 和F2
 是否相同？为什么？设物块重为Q，与铅垂面间的摩擦系数为fs
 。

5-8　如图5.28所示系统中，已知物体ABCD重P＝50kN，与斜面间的摩擦系数为f＝0.4，斜面倾角α＝30°，AB＝CD＝10cm，AD＝BC＝50cm，绳索AE段水平，试求能使系统平衡时物体M重量Q的最小值。
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图5.27
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图5.28

5-9　如图5.29所示，圆柱体A与方块B均重W＝100N，置于与水平成30°的斜面上，若所有接触处的滑动摩擦角均为35°，求保持物体平衡所需要的最小力P。

5-10　如图5.30所示的均质杆AB和BC重均为W，长均为L，A、B为铰链连接，C端靠在粗糙的墙上，设静摩擦系数为f＝0.35，求系统平衡时θ角的范围。
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图5.29
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图5.30

5-11　如图5-31所示托架，安装在直径d＝30cm的水泥柱子上，托架与柱子之间的静摩擦系数fs
 ＝0.25，且h＝60cm，问作用于托架上的荷载P距圆柱中心线应为多远时才不致使托架下滑？托架自重不计。

5-12　如图5.32所示圆柱O重量为Q，半径为R，夹放在用铰链连接的两板AC、BC之间，若圆柱与板之间的摩擦系数为fs
 ，试求圆柱平衡时力P的大小。设AB＝L，∠ABC＝2α。

5-13　如图5.33所示，均质杆AB重W1
 ＝75N，木块C重W2
 ＝200N，杆与木块间的静摩擦系数f1
 ＝0.5，木块与水平面间的静摩擦系数f2
 ＝0.6，求拉动木块的水平力P的最小值。

5-14　如图5.34所示，两无重杆在B处用套筒式无重滑块连接，在杆AD上作用一力偶MA
 ，其力偶矩MA
 ＝40N·m，滑块和杆AD间的摩擦系数fs
 ＝0.3，求保持系统平衡时力偶矩MC
 的范围。

5-15　如图5.35所示，砖夹由曲杆AOB和OCD在点O铰接而成。工作时在点H加力P，点H在AD的中心线上。若砖夹与砖块之间的摩擦系数fs
 ＝0.5，不计各杆自重，问距离b为多大时才能将砖块夹起？图中长度单位为cm。
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图5.31
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图5.32
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图5.33
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图5.34

5-16　楔形夹具如图5.36所示。A块顶角为α，受水平向左的力P作用，B块受垂直向下的力Q作用。A块与B块之间的静滑动摩擦系数为fs
 ，如不计A、B的重量，试求能保持平衡的力P的范围。
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图5.35
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图5.36

5-17　如图5.37所示，均质杆AB长2b，重量为P，放在水平面和半径为r的固定圆柱上。设各处摩擦系数都是fs
 ，试求杆处于平衡时φ的最大值。

5-18　如图5.38所示鼓轮B重量为500N，放在墙角里。已知鼓轮与水平地板间的摩擦系数fs
 ＝0.25，而铅直墙壁则假定是绝对光滑的。鼓轮上的绳索下端挂着重物。设半径R＝200mm，r＝100mm，求平衡时重物A的最大重量。

5-19　一个起重用的夹具由ABC和DEF两个相同的弯杆组成，并由杆BE连接，B和E都是铰链，尺寸如图5.39所示。不计夹具自重，试问要能提起重量为G的重物，夹具与重物接触面处的摩擦系数fs
 应为多大？
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图5.37
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图5.38

5-20　轧压机由两轮构成，两轮的直径均为d＝500mm，轮间的间隙为a＝5mm，两轮反向转动，转动方向如图5.40所示。已知烧红的铁板与铸铁轮之间的摩擦系数为fs
 ＝0.1，问能轧压的铁板的厚度b是多少？

提示：要使机器正常工作，铁板必须被两轮带动，即作用在铁板A、B处的法向反力和摩擦力的合力必须水平向右。
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图5.39
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图5.40


第二篇

运动学部分





第6章　运动学基础



教学提示：点的简单运动学和刚体的基本运动是研究点的合成运动和刚体的平面运动的基础。这两部分内容结合起来，共同构成整个运动学的基础。本章主要研究描述点的运动的三种方法，包括矢量法、直角坐标法和自然坐标法。本章重点分析讨论了刚体平动和绕定轴转动的概念和运动特征。

教学要求：本章要求学生熟练掌握描述点的运动的三种方法，重点了解点的运动方程，速度和加速度。了解切向加速度和法向加速度的计算及其物理意义。掌握刚体平动和绕定轴转动的运动特征。能熟练求解定轴转动刚体的角速度和角加速度，以及刚体上各点速度和加速度问题。掌握角速度、角加速度以及刚体上各点速度和加速度的矢量表示法。



6.1　运动学的基本概念

静力学研究物体在力系作用下的平衡条件。如果作用在物体上的力系不满足平衡条件，物体就不能保持平衡而要改变其原有的运动状态。因此，研究了物体平衡规律以后，需要进一步研究物体运动状态变化的规律。物体的运动规律不仅与物体的受力情况有关，还与物体的惯性和原来的运动状态有关，所以物体的运动规律较之平衡规律复杂得多。考虑这种复杂性和一般学习上的循序渐进性，一般把对物体运动规律的研究分成两部分，即运动学和动力学。运动学只从几何角度来研究物体的运动（如轨迹、速度和加速度等），而不研究引起物体运动的物理原因（如力、质量等）。至于物体运动与力、惯性等物理因素的关系将在动力学中研究。因此，运动学是研究物体运动的几何性质的学科。

学习运动学的目的，一方面是为了以后学习动力学知识打下必要的基础，另一方面又有独立的意义，即为分析机构的运动打好基础。

按研究对象分，运动学内容一般可分为点的运动学和刚体运动学。点的运动学将研究对象视为点，这里所说的点是指其形状、大小可忽略而只在空间占有确定位置的几何点。例如分析空中飞行的飞机的运动轨迹，整个飞机运动可简化为点的运动。刚体运动学的研究对象是刚体，即大小形状在整个运动过程中保持不变的几何体。由于刚体可视为无穷多个点的组合，因此，点的运动学既有其单独的应用，又可作为刚体运动学的基础。

研究一个物体的运动规律，必须选择另一个物体作为参考。这个用作参考的物体称为参考体。如果选用的参考体不同，物体的运动规律也不同。因此，在力学中，描述物体的运动首先要指明参考体。与参考体固连的坐标系称为参考坐标系或参考系。一般工程问题中，都取与地球固连的坐标系为参考系。本书中如不特别说明，参考系总是固连于地球。

6.2　点的运动学

点的运动学主要讨论动点在空间的位置随时间变化的规律，包括点的运动方程、运动轨迹、速度和加速度等。

对点的运动状态的描述通常采用三种方法：矢量法、直角坐标法和自然法。虽然这三种方法的表达形式都可以反映点的运动状态，但它们通常用于不同的场合，对此我们在学习时要特别加以领会。

6.2.1　点的运动矢量表示法

1．点的运动方程

设动点M在空间做曲线运动，在参考坐标系上任取某确定的点O为坐标原点，则动点的位置可用原点至动点的矢径r表示，如图6.1所示。当动点M运动时，矢径r的大小和方向一般也随时间而改变，并且是时间的单值连续函数，即
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图6.1

r＝r（t）　　　　　　　　　（6-1）

式（6-1）称为用矢量表示的点的运动方程。动点M在运动过程中，其矢径r的末端在空间描绘出的曲线，称为动点M的运动轨迹。也称为矢径r的矢端曲线。

2．点的运动速度

点的速度可用矢量表示，设动点在t时刻的位置为M点，经过△t后，即在t＋△t时刻的位置为M′。如图6.2所示。动点在△t时间内发生的位移为

△r＝r（t＋△t）－r（t）
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图6.2

动点在△t时间内的平均速度可表示为
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由数学的极限概念，动点在t时刻的瞬时速度可对上式取极限，即
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即动点的速度等于它的矢径对时间的一阶导数。它是一个矢量，其方向沿动点的矢端曲线（即动点轨迹）的切线，并与动点运动的方向一致。速度的大小表示动点运动的快慢，而方向表示动点沿曲线运动的方向。在国际单位制中，速度的单位为m/s。

3．点的运动加速度

点的加速度也可以用一个矢量表示，表示速度随时间变化的快慢程度。如在空间任取一点O，把动点在不同瞬时的速度矢量ν，ν′，ν″等都平行地移到点O，连接各矢量的端点N，N′，N″，…，所得到的曲线称为速度矢端曲线，如图6.3（a）所示。动点的加速度矢a的方向与速度矢端曲线在相应点N的切线相平行，如图6.3（b）所示。
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图6.3

设动点在t时刻的速度为ν，经过△t后，即在t＋△t时刻的速度为ν′。动点在△t时间内速度的改变为△ν＝ν′－ν。则在△t时间内的平均加速度a*
 可表示为

[image: alt]


同样，由数学的极限概念，在t时刻动点的加速度可表示为
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即动点的加速度等于它的速度ν对时间的一阶导数，也等于矢径r对时间的二阶导数。它是一个矢量，其方向沿速度矢端曲线的切线方向，并指向速度矢端运动的方向。在国际单位制中，加速度的单位为m/s2
 。

6.2.2　点的运动直角坐标表示法

1．点的运动方程

设动点M在空间做曲线运动，过固定点O作如图6.4所示的直角坐标系Oxyz。则动点在t时刻的位置M不但可用它相对于固定点O的矢径r来表示，也可用它的三个直角坐标x，y，z表示，如图6.4所示。
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图6.4

由于矢径的原点和直角坐标的原点重合，故有

r＝xi＋yj＋zk　　　　　　（6-4）

式中，i，j，k分别为沿三个直角坐标轴x，y，z的单位矢量。

当点M运动时，这些坐标一般可表示为时间t的单值连续函数，即

x＝f1
 （t），y＝f2
 （t），z＝f3
 （t）　　　　　　（6-5）

式（6-5）称为点M以直角坐标表示点的运动方程。若已知f1
 （t）、f2
 （t）和f3
 （t），则动点每一瞬时在空间的位置可以完全确定。从形式上可以看出，式（6-5）也是动点轨迹的参数方程，动点的轨迹可通过消去时间参数t而直接得到。

在工程实际中，经常遇到点在某平面内运动的情形，此时点的轨迹为一平面曲线。取轨迹所在的平面为坐标面Oxy，此时点的运动方程可简化为

x＝f1
 （t），y＝f2
 （t）　　　　　　（6-6）

从式（6-6）中消去时间t，可得轨迹方程为

f（x，y）＝0　　　　　　　　　（6-7）

2．点的运动速度

点的运动速度如可用直角坐标表示。将式（6-4）代入式（6-2），可得
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设动点M的速度矢在三个坐标轴上的投影分别为νx
 、νy
 和νz
 ，即

ν＝νx
 i＋νy
 j＋νz
 k　　　　　　　（6-9）

比较式（6-8）、（6-9），可得
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这就是动点速度的直角坐标表示。可见，动点的速度在直角坐标轴上的投影等于其相应的直角坐标对时间的一阶导数。

﻿由式（6-10）求得νx
 ，νy
 ，νz
 后，速度ν的大小和方向很容易求出。速度的大小为

[image: alt]


其方向可由速度ν的方向余弦来确定
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3．点的运动加速度

为求动点的加速度，将式（6-9）对时间求一阶导数得
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加速度矢量亦可表示为

a＝ax
 i＋ay
 j＋az
 k　　　　　　（6-14）

式中，ax
 、ay
 、az
 分别为加速度矢在三个直角坐标轴x、y、z上的投影。比较式（6-13）、（6-14），可得
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可见，动点的加速度在直角坐标轴上的投影等于其相应速度投影对时间的一阶导数，也等于其相应的坐标对时间的二阶导数。

加速度的大小和方向余弦为
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6.2.3　点的运动自然坐标表示法

用点的运动轨迹建立弧坐标及自然轴系，并利用它们来表示点的各种运动量的方法称为点运动的自然坐标法。

1．弧坐标

设动点M的运动轨迹如图6.5所示的曲线，用自然法确定动点的位置比较方便。在动点轨迹上任选一点O作为原点，并设点O的某一侧为正向，动点M在轨迹上的位置由动点到原点的弧长s来确定，称s为动点M在轨迹上的弧坐标，它是一个代数量。当动点M运动时，s随时间而变化，是时间的单值连续函数，即

s＝f（t）　　　　　　　　　（6-17）

式（6-17）称为点沿轨迹的运动方程，或称以弧坐标表示的点的运动方程。若已知函数f（t），可以确定任一瞬时点的弧坐标s的值，也就确定了该瞬时动点在轨迹上的位置。
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图6.5

2．自然轴系

如图6.6所示，在点的运动轨迹上取两个极为接近的点M和M′，它们的切线分别为MT和M′T′，过点M作直线MT1
 平行于M′T′，则MT和MT1
 确定一个平面。令点M′无限趋近于点M，则此平面趋近于某一极限位置，此极限平面称为曲线在点M的密切面。过点M并与切线垂直的平面称为法平面，在法平面内过点M的所有直线都和切线垂直，都是法线，在密切面内的那条法线称为主法线。它也是法平面和密切面的交线。法平面内过点M与主法线垂直的法线称为副法线。若以τ表示切线的单位矢量，其方向与弧坐标的正向一致；n表示主法线的单位矢量，指向曲线内凹的一侧。以b表示副法线的单位矢量，其方向由右手螺旋法则确定，即

b＝τ×n

以点M为原点，切线、主法线和副法线为坐标轴组成的正交坐标系称为曲线在点M的自然坐标系。很显然，自然坐标系会随动点的位置的改变而改变，τ、n、b的方向也随动点位置变化而变化。

3．点的运动速度

点的速度ν是一个矢量，它的方向沿轨迹的切线，如图6.7所示。显然，可将动点的速度矢写成如下的形式

ν＝yτ　　　　　　　　　　（6-18）
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图6.6
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图6.7

式中，τ为沿轨迹切线的单位矢量，它始终指向弧坐标的正方向。当动点在曲线轨迹上运动时，它的方向随时间而发生变化。ν表示速度的大小，其值等于弧坐标对时间的一阶导数，即
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如果[image: alt]
 则速度与τ的正向相同，弧坐标随时间而增大。反之，速度与τ的正向相反。

4．点的运动加速度

将式（6-18）对时间求一阶导数，得
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式中，右边两项均是矢量，分别称为切向加速度aτ
 和法向加速度an
 。前者表示速度大小变化对加速度的贡献，而后者是速度方向变化对加速度的贡献。即反映速度大小变化的加速度aτ
 和方向变化的加速度an
 可分别表示为
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式（6-20）表明切向加速度的大小等于速度的代数值对时间的一阶导数，或弧坐标对时间的二阶导数，它的方向沿动点轨迹的切线。式（6-21）中的[image: alt]
 的大小和方向我们还须进一步分析。

如图6.7所示，设动点在t时刻的位置M处的切线方向的单位矢量为τ，经过△t时间后，动点到达M′，此时切线方向的单位矢量为τ′，则在△t时间内，单位矢量的改变量为

△τ＝τ′－τ

设动点从M到达M′经过的弧长为△s，而切线经△s转过的角度为△φ。由曲率（曲率半径的倒数）的定义可知
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而由图6.7可知
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当△s→0时，△φ→0，上式可写为：｜△τ｜＝△φ，而△τ与τ垂直。此时τ和τ′组成的平面的极限位置就是点M的密切面。所示[image: alt]
 位于点M的密切面内，其方向与切线τ的方向垂直，即沿着动点轨迹在点M的主法线方向。注意到△s为正时，点沿切向τ的正方向运动，△τ指向轨迹内凹的一侧：△s为负时，△τ指向轨迹外凸的一侧。以上分析可得
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因而
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这样法向加速度可写为
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由此可见，法向加速度an
 的大小等于点的速度平方除以曲率半径，方向与主法线的方向一致，指向轨迹的曲率中心。

按以上分析，加速度可以写为
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记[image: alt]
 则加速度的大小可写成为
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其方向由a与主法线方向n的夹角θ来确定，见图6.8所示。它的正切为
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图6.8

下面讨论几种特殊情况。

（1）动点作直线运动，此时，由于ρ→∞，因此
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（2）动点作匀速曲线运动，此时，由于ν＝常量，故
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﻿（3）动点作匀变速曲线运动，此时[image: alt]
 此时通过积分，有

ν＝ν0
 ＋aτ
 t

式中，ν0
 是点的初始速度。对上式再积分一次，有
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式中，S0
 表示点的初始位移。上面两式和物理学中点作匀变速直线运动的公式完全相似。不过这里的加速度是切向加速度aτ
 ，而不是全加速度a。

【例6-1】　半径为r的圆轮沿水平直线轨道滚动而不滑动，轮心C则在与轨道平行的直线上运动。设轮心C的速度为一常量νc
 ，试求轮缘上一点M的运动轨迹、速度和加速度。

解：为了求点M的轨迹、速度和加速度，必须建立点的运动方程。以点M第一次和轨道接触的瞬时作为时间的起点，并以该接触点作为坐标的原点，建立Oxy坐标系，如图6.9所示。动点在任意瞬时t的位置为点M，从图中可以看出，点M的坐标为

x＝νc
 t－rsinφ，y＝r－rcosφ　　　　　　　　（a）
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图6.9

由于轮子滚而不滑，故有

rφ＝νc
 t

即
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将式（b）代入（a），可得
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这就是点的运动方程，也是以时间t为参数的点M运动轨迹的参数方程。其运动的轨迹为摆线（或称旋轮线）。上面两式分别对时间求导数，可得动点的速度在两个直角坐标上的投影
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此时，速度的大小和方向分别可写为
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式（d）两边再对时间求导数，可得加速度在两个坐标轴上的投影
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加速度的大小和方向分别可写为
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可见，动点M加速度的方向指向轮心C。

【例6-2】　如图6.10所示，摇杆滑道机构中的滑块M同时在固定的圆弧槽BC中和摇杆OA的滑道中运动，已知弧BC的半径为R，摇杆OA的轴O在通过弧BC的圆周上，摇杆以匀角速度ω绕O轴转动，当运动开始时，摇杆在水平位置。试分别用直角坐标法和自然法给出点M的运动方程，并求出其速度和加速度。
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图6.10

解：（1）直角坐标法：点M的直角坐标为
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求导后可得点M速度和加速度：
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（2）自然坐标法：取点M的初始位置为弧坐标原点，逆时针为正，则点M的弧坐标为

s＝R·2ωt＝2Rωt

于是点M速度和加速度分别为ν＝[image: alt]
 ＝2ωR
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【例6-3】　动点A沿如图6.11所示的圆周做匀加速圆周运动。已知圆周半径为R，初速度为零。若点的全加速度与切线间的夹角为α，并以β角表示点走过的圆弧S所对应的圆心角，试证明：tanα＝2β

[image: alt]


图6.11

证明：设动点A自原点A0
 沿圆弧运动。动点A沿圆周作匀加速运动，设加速度为aτ
 ，则经过时间t后，动点A走过的弧长和速度分别可表示为
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此时动点的法向加速度可表示为
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全加速度的方向用全加速度a与切线间的夹角α表示，由图可知
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这样原问题的结论成立。

【例6-4】　如图6.12（a）所示的平面机构中，直杆OA以匀角速度ω绕O点逆时针转动，杆O1
 M绕O1
 点转动，两杆的运动通过套筒M而联系起来，初始时杆O1
 M与点O成一直线。已知OO1
 ＝O1
 M＝r，试求套筒M的运动方程以及它的速度和加速度。

解：（1）自然法。

由于动点M的运动轨迹是以O1
 为圆心，r为半径的圆周线，可以首先考虑应用自然坐标法求解。取套筒初始位置M0
 为弧坐标s的原点，以套筒的运动方向为弧坐标s的正向，由图6.12（b）可知

s＝r·2φ＝2rφ
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图6.12

﻿而φ＝ωt，代入上式，可得

s＝2rωt　　　　　　　　　　　　　　　　　（a）

这就是用自然坐标表示的套筒M运动方程。上式对时间求一阶导数，可得套筒M的速度
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其方向沿圆周上该点处切线方向。套筒M的切线和法向加速度分别为
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故套筒M的加速度大小为
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其方向指向圆心O1
 。

（2）直角坐标法。

选取固定直角坐标系Oxy，如图6.12（b）所示，则

x＝r＋rcos2φ，y＝rsin2φ

将φ＝ωt代入，即得套筒M在直角坐标系中的运动方程

x＝r＋rcos2ωt，y＝rsin2ωt　　　　　　　　（d）

上式对时间求一阶导数，可得套筒M的速度在两个坐标轴上的投影
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套筒M的速度的大小和方向分别可表示为
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将式（f）对时间求一阶导数，可得套筒M的加速度在两个坐标轴上的投影
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加速度的大小和方向分别为
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显然，两种方法的结果完全一致，本题用自然坐标法较简便，且物理概念清晰。

6.3　刚体的平动

刚体的平动和定轴转动是两种最为简单的刚体运动形式，由于刚体的任何较复杂的运动都可看做这两种简单运动的合成，所以这两种运动也称为刚体的基本运动。

6.3.1　刚体平动的定义

刚体运动时，如果其上任一直线始终保持与原来的位置平行，即该直线的方位在刚体运动的过程中保持不变。具有这种特征的刚体运动称为刚体的平行移动，简称平动。

刚体平动的例子很多，如在直线轨道上运动的车厢，内燃机汽缸中活塞的运动，摆式筛砂机筛子的运动，机床工作台的运动等。这些构件的运动都具有上述的特征，因而都是平动。

6.3.2　刚体平动的运动特征

设刚体做平动，如图6.13所示。在刚体内任选两点A和B，令点A的矢径为rA
 ，点B的矢径为rB
 。由图可知
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图6.13

由于刚体作平动，在运动过程中矢量[image: alt]
 的大小和方向都不改变，所以[image: alt]
 为一常矢量。可见，只要把B点的轨迹沿[image: alt]
 方向平移一段距离BA，就能得到点A的运动轨迹。可见，刚体作平动时，刚体内任意两点的轨迹完全相同。

上式两边同时对时间求一阶和二阶导数，因为恒矢量[image: alt]
 的导数等于零，于是有
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即

νA
 ＝νB
 ，aA
 ＝aB


式中，νA
 和νB
 分别表示点A和点B的速度，aA
 和aB
 分别表示点A和点B的加速度。这说明刚体做平动时，刚体内任意两点的速度和加速度相同。由于点A和点B是任意选取的，因此可以得出这样的结论：当刚体作平动时，其上各点的轨迹形状相同，在同一瞬时，各点的速度相同，加速度也相同。因此，在研究刚体平动时，只要知道刚体内任意一点的运动，就能知道刚体内其他任意点的运动。或者说，刚体的平面运动可归结于前一节介绍的点的运动学问题。

【例6-5】　荡木用两条长为ι的钢索平行吊起，如图6-14所示。当荡木摆动时，钢索的摆动规律为[image: alt]
 φ0
 为最大摆角。试求当t＝2秒时，荡木中点M的速度和加速度。
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图6.14

解：荡木在运动的过程中，其上的任一条直线始终和最初的位置平行，故荡木作平动。为求中点M的速度和加速度，只需求出荡木上另一点A（或点B）的速度和加速度即可。已知点A的运动轨迹为以O1
 为圆心，以ι为半径的圆弧。如以最低点O为弧坐标的原点，规定弧坐标向右为正，则点A的运动方程为
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将上式对时间求一阶导数，可得A点的速度
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A点的切向加速度和法向加速度可分别写为
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当t＝2秒时，速度和加速度分别为
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6.4　刚体绕定轴的转动

若刚体运动时，刚体内或其扩展部分有一条直线保持不动，这种运动就称为绕定轴的转动，简称为刚体的转动。该固定不动的直线称为转轴。在日常生活和工程实际中，绕定轴转动的例子很多，如人们日常生活中门窗、水龙头的旋动，机械工程中齿轮、飞轮、机床主轴、电机转子的运动等，都是刚体绕定轴转动的例子。

6.4.1　定轴转动刚体的转动方程、角速度和角加速度

设有一刚体T在约束A和B的作用下绕定轴z做转动，z轴的正向如图6.15所示。通过轴线作一固定平面Q，此外，再选一与刚体固结的平面P，这个平面和刚体一起转动。由于刚体的各点相对于动平面P的位置是一定的，因此，只要知道平面P的位置也就知道刚体上各点的位置，即知道整个刚体的位置。而平面P在任一瞬时t的位置可由它与固定平面Q的夹角来确定，这一夹角称为转动刚体的位置角或转角，用φ来表示。转角φ是一个代数量，其正负号这样来确定：自z轴的正向往负向看去，从固定平面Q按逆时针方向转动到动平面P，这样得到的转角φ规定为正值，反之，转角φ取负值。如图6.15中转角φ取正值。转角一般用弧度（rad）表示。当刚体转动时，转角φ随时间而变化，是时间t的单值连续函数，可表示为

φ＝f（t）　　　　　　　　　　　　（6-26）
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图6.15

这一方程称为刚体定轴转动的运动方程。转角φ实际上是确定转动刚体位置的坐标，这种只用一个参变量就可以确定其在空间位置的刚体，称它具有一个自由度。自由度是确定物体的位置所需要的独立坐标的数目。

设由瞬时t到瞬时t＋△t，转角由φ增大到φ＋△φ，转角的增量△φ称为角位移。比值[image: alt]
 称为在△t时间内的平均角速度，当△t→0时[image: alt]
 的极限称为刚体在瞬时t的角速度，以ω表示，即

[image: alt]


即角速度等于转角对时间的一阶导数。和转角一样，角速度也是一个代数量。大小表示刚体转动的快慢程度，正负号代表刚体的转向，当ω为正时，转角φ的代数值随时间而增大，从z轴的正向往负向看，刚体作逆时针方向转动，反之，则做顺时针方向转动。角速度的单位一般用rad/s（弧度／秒）表示。

﻿角速度一般也随时间而变化。设由瞬时t到瞬时t＋△t，角速度由ω增大到ω＋△ω，转角的增量△ω称为角位移。比值[image: alt]
 称为在△t时间内的平均角加速度，当△t→0时[image: alt]
 的极限称为刚体在瞬时t的角加速度，以ε表示，即
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即刚体转动的瞬时角加速度等于角速度对时间的一阶导数或转角对时间的二阶导数，单位是rad/s2
 （弧度／秒2
 ）。角加速度也是一个代数量，其大小表示角速度随时间变化的快慢程度，当ε为正时，角速度ω的代数值随时间增大，反之则减小。如果ε和ω符号相同，则ω的绝对值随时间而增大，刚体做加速转动：反之，刚体做减速转动。

下面讨论两种特殊情况

（1）刚体做匀速转动。

如果刚体的角速度不变，即ω为常量，这种转动称为匀速转动。仿照点的匀速运动公式，可得刚体匀速转动公式

φ＝φ0
 ＋ωt　　　　　　（6-29）

式中，φ0
 为初始即t＝0时转角φ的值。

许多机器的转动部件或零件，在正常工作条件下一般作匀速转动。转动的快慢常用每分钟的转数n来表示，其单位为r/min（转／分），称为转速。转速n和角速度之间的关系可写为
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（2）刚体做匀变速转动。

如果刚体的角加速度不变，即ε＝常量，这种转动称为匀变速转动。仿照点的匀变速运动公式，可得刚体匀变速转动公式
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由以上分析可知，匀变速转动刚体的角速度、转角和时间的关系与匀变速运动点的速度、位移和时间的关系完全相似。

【例6-6】　电动机由静止开始匀加速转动，在t＝20s时其转速n＝360r/min，求在此20s内转过的圈数。

解：电动机初始静止，即

ω0
 ＝0

在t＝20s时其转动的角速度为
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由ω＝ω0
 ＋εt，可得电动机转动的角速度为
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在20s内转过的角度为
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故在此20s内转过的圈数
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6.4.2　定轴转动刚体内各点的速度和加速度

由以上分析可知，转角、角速度和角加速度等都是描述转动刚体整体运动的特征量。当转动刚体整体运动确定后，刚体内各点的运动也就相应确定了。在刚体转动的角速度和角加速度确定后，可以确定刚体内各点的速度和加速度。
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图6.16

当刚体作定轴转动时，刚体内各点都在垂直于转动轴的平面内做圆周运动，圆心就是该平面与转动轴的交点O。在图6.16所示的转动刚体的平面P内任取一点M来考察。设点M到转动轴的距离为r，则其轨迹是以交点O为圆心，r为半径的一个圆，如图6.16所示。取固定平面与该圆的交点M0
 为弧坐标的原点。由图6.16可见，点M弧坐标s与转角φ的关系为

s＝rφ

式中，φ是时间t的函数，因此，上式就是用自然法表示点M沿已知轨迹的运动方程。可用自然法求点M的速度和加速度。

在任一瞬时，点M的速度的大小为
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即转动刚体内任一点的速度的大小等于刚体的角速度与该点到轴线的垂直距离的乘积，它的方向沿圆周的切线而指向和角速度ω的转向一致。

在任一瞬时，点M的切向加速度aτ
 的大小为

[image: alt]


即转动刚体内任一点的切向加速度的大小等于刚体的角加速度与该点到轴线的垂直距离的乘积，它的方向沿圆周的切线，指向和角加速度ε的转向一致。

点M的法向加速度an
 的大小为
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即转动刚体内任一点的法向加速度的大小等于刚体的角速度的平方与该点到轴线的垂直距离的乘积，它的方向总是沿着MO指向O，即指向转动轴。

点M的全加速度a的大小和方向分别为
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这里α表示全加速度a与半径MO（即an
 ）之间的夹角。由式（6-32）和（6-35）可知：在每一瞬时，转动刚体内各点的速度和全加速度的大小与各点到转动轴的距离成正比。又由式（6-36）可知，在每一瞬时，刚体内各点的全加速度与其半径方向的夹角都相同。根据上述分析，可用图表示在该截面上的任一条通过轴心的直径上各点的速度和加速度的分布规律，将速度和加速度矢的端点连成直线，此直线通过轴心，如图6.17所示。
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图6.17

【例6-7】　半径R＝0.2m的圆轮绕固定轴O转动，其运动方程为φ＝4t－t2
 。此轮的轮缘上绕一不可伸长的绳子，并在绳端挂一重物A，如图6.18所示。试求t＝1s时，轮缘上任一点M以及重物A的速度和加速度。

解：由圆轮的运动方程，可以求出在t＝1s时圆轮转动的角速度和角加速度，它们分别为
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此时，角速度和角加速度异号，说明圆轮在该瞬时作匀减速转动。由于绳子不可伸长，可知轮缘任一点M和重物A的速度相同，即

νM
 ＝νA
 ＝Rω＝0.4m/s

﻿它们的方向如图6.18所示。重物A的加速度和点M的切向加速度的大小相等，即

αA
 ＝ατ
 ＝R｜ε｜＝0.4m/s2


方向如图6.18所示。点M的切向加速度的大小为

αn
 ＝Rω2
 ＝0.8m/s2


点M的全加速度的大小和方向为
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这里角α表示全加速度a和半径（即an
 ）之间的夹角。如图6.18所示。
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图6.18

【例6-8】　圆柱齿轮传动是机械工程中常用的轮系传动方式之一，可用来提高或降低转速和改变转动方向。图6.19（a）、（b）分别表示一对外啮合和内啮合的圆柱齿轮。两齿轮外啮合时，它们的转向相反，而内啮合时转向相同。设主动轮A和从动轮B的节圆半径分别为r1
 和r2
 ，齿数分别为z1
 和z2
 。主动轮A的角速度为ω1
 ，角加速度为ε1
 ，试求从动轮B的角速度ω2
 和角加速度ε2
 。
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图6.19

解：在齿轮传动中，齿轮互相啮合相当于两轮的节圆相切并作纯滚动，两节圆的切点M1
 和M2
 称为啮合点，在每一瞬时可以认为啮合点之间没有相对滑动。因此，啮合点的速度和切向加速度的大小和方向相同，即
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而[image: alt]
 因而有

r1
 ω1
 ＝r2
 ω2
 ，r1
 ε1
 ＝r2
 ε2


从而可求得从动轮的角速度ω2
 和从动轮的角加速度ε2
 ，它们分别表示为
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一对相互啮合的齿轮，它们的齿数和节圆的半径成正比，所以上面的解答也可以写成为
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﻿联合上面两式，可得
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通常在机械工程中，把主动轮与从动轮的角速度之比称为传动比，并用一个带角标的符号i12
 表示，于是有
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式（6-37）中定义的传动比只是主动轮和从动轮角速度大小的比值，而没有考虑两齿轮的转动方向，因此，这个关系不仅适用于圆柱齿轮传动，也适用于锥齿轮转动和没有相对滑动的摩擦轮传动。对于带传动，若皮带不可伸长，且皮带与皮带轮之间不打滑，则式（6-37）也仍然适用。

有时为了区分轮系中各轮转向，对各轮规定统一的转动正向，这时各轮的角速度可取代数值，从而传动比也可取代数值
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式中，正号表示主动轮与从动轮转向相同（内啮合），如图6.19（b）所示；而负号表示主动轮和从动轮转向相反（外啮合），如图6.19（a）所示。

6.4.3　角速度及角加速度的矢量表示，以矢积表示点的速度和加速度

在前面的讲述中，我们把绕定轴转动刚体的角速度和角加速度均视为代数量，然而在研究较为复杂的问题时，把角速度和角加速度用矢量表示比较方便。

角速度矢量这样来表示：设转轴为z轴，使矢量ω与O1
 z共线，其长度表示角速度的大小，箭头的指向表示刚体转动的方向，并按右手螺旋法则确定：右手的四指代表转动的方向，拇指代表角速度矢ω的指向，如图6.20所示。显然，角速度矢ω的起点可在转轴上任一点画出，即矢量ω是一滑动矢量。

假设k为沿z轴正向的单位矢量如图6.20所示，于是刚体绕定轴转动的角速度矢可写成

ω＝ωk　　　　　　　　　（6-38）

当角速度的代数值为正时，ω的指向与z轴正向一致；为负时则相反。

同样，绕定轴转动的角加速度也可以用一个沿轴线的滑移矢量表示。将式（6-38）对时间求一阶导数，并注意到单位矢量k是常矢量，则角速度矢可写成
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式中，ε是角加速度的代数值，当角加速度的指向与z轴的正向相同时，ε的值是正的；反之则为负值。
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图6.20

根据上述角速度和角加速度的矢量表示法，刚体内任一点的速度和加速度可用矢积表示。

在转轴上任取一点O作矢量ω，并过点O作刚体内M点的矢径r，用θ表示角速度矢ω和矢径r之间的夹角。刚体内任一点M的运动轨迹是以O1
 为圆心，R为半径的圆。如图6.21所示。M点的速度大小为

ν＝Rω＝rωsinθ

方向垂直于角速度矢ω和矢径r所组成的平面（即图6.21中△OMO1
 平面），并与ω的转向一致。根据矢积的定义，ω×r的大小等于rωsinθ，正好与点M的速度大小相等，其方向也与点M的速度的方向相同，所以有

ν＝ω×r　　　　　　　　　　　　（6-40）
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图6.21

即绕定轴转动刚体内任一点的速度等于刚体的角速度矢与该点矢径的矢积。

式（6-40）两边同时对时间求一阶导数，并利用式（6-3）和（6-40），可得
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式（6-41）第一项的大小为

｜ε×r｜＝εrsinθ＝εR

这个结果恰好等于点M的切向加速度的大小。而矢积ε×r的方向垂直于ε和r所构成的平面，指向也恰和点M的切向加速度的方向一致，因而式（6-41）中第一项ε×r等于点M的切向加速度aτ
 ，即

aτ
 ＝ε×r　　　　　　　　　　（6-42）

式（6-41）第二项的大小为

｜ω×ν｜＝ων＝Rω2


亦即矢积ω×ν的大小与点M的法向加速度的大小相同，其方向也恰好和点M的法向加速度的方向一致。因此式（6-41）中第二项ω×ν等于点M的法向加速度an
 ，即

an
 ＝ω×ν　　　　　　　　　（6-43）

因而可以得到结论：转动刚体内任一点的切向加速度等于刚体的角加速度矢与该点矢径的矢积，法向加速度等于刚体的角速度矢与该点速度矢的矢积。

【例6-9】　如图6.22所示，圆盘以恒定的角速度ω＝50rad/s绕垂直于盘面的中心轴转动，该轴在yz面内，倾钭角[image: alt]
 动点M的矢径在图示的瞬时为r＝0.15i＋0.16j－0.1k。试用矢量法求动点M的速度和加速度。

[image: alt]


图6.22

解：由转轴所在的方位可将圆盘转动的角速度矢写为
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动点M的速度为
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由于圆盘角速度为常数，所以动点M的切向加速度为零，即
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动点M的法向加速度为
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小　结

1．研究点的运动的基本方法及特点

（1）矢量法。在矢量法中可用一个式子同时表示运动参数的大小和方向，因此表达简明直接，常用于理论推导。

（2）直角坐标法。直角坐标法是一般常用的计算方法，在点的运动轨迹未知的情况下，可以写出其运动方程，并求得其速度和加速度。因此，当点的运动轨迹未知时，常选用此方法。

（3）自然法。自然法的特点是结合轨迹来确定点沿轨迹运动的规律，当点沿曲线运动时，用这种方法较简便，当轨迹已知时，常用此方法。

矢量法，直角坐标法和自然法表示运动方程，速度和加速度见下表。

表　矢量法、直角坐标法和自然法表示的运动方程、速度和加速度
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2．刚体的平动

（1）刚体平动的定义。刚体运动时，如果其上任一直线始终保持与原来的位置平行，即该直线的方位在刚体运动的过程中保持不变。具有这种特征的刚体运动称为刚体的平行移动，简称平动。

（2）刚体平动的运动特征。刚体平动时，其上各点的形状相同并彼此平行；在每一瞬时，刚体上各点的速度相等，各点的加速度也相等。因此，刚体的平动可以简化为一个点的运动来研究。

3．刚体的定轴转动

（1）刚体定轴转动的定义。刚体运动时，若其上（或其延展部分）有一条直线始终保持不动，这种运动称为刚体的定轴转动。

（2）刚体定轴转动的运动特征。刚体定轴转动时，其上各点均在垂直于转轴的平面内绕转轴做圆周运动。

﻿（3）刚体的转动规律。

转动方程φ＝f（t），角速度[image: alt]
 角加速度[image: alt]


（4）转动刚体上各点的速度和加速度。

速度ν＝rω，切向加速度[image: alt]
 法向加速度[image: alt]


全加速度大小和方向为
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习　题

一、是非题（正确的在括号内打“√”、错误的打“×”）

1．动点速度的大小等于其弧坐标对时间的一阶导数，方向一定沿轨迹的切线。　　（　　）

2．动点加速度的大小等于其速度大小对时间的一阶导数，方向沿轨迹的切线。　　（　　）

3．在实际问题中，只存在加速度为零而速度不为零的情况，不存在加速度不为零而速度为零的情况。　　（　　）

4．两个刚体做平动，某瞬时它们具有相同的加速度，则它们的运动轨迹和速度也一定相同。　　（　　）

5．定轴转动刚体的角加速度为正值时，刚体一定越转越快。　　（　　）

6．两个半径不等的摩擦轮外接触传动，如果不出现打滑现象，两接触点此瞬时的速度相等，切向加速度也相等。　　（　　）

二、填空题

1．描述点的运动的三种基本方法是＿＿＿、＿＿＿和＿＿＿。

2．点做圆周运动，加速度由切向加速度和法向加速度组成，其中切向加速度反映了＿＿＿的变化率，方向是＿＿＿；法向加速度反映了＿＿＿的变化率，方向是＿＿＿。

3．质点运动时，如果[image: alt]
 和[image: alt]
 同号，则质点做＿＿＿运动，反之则做＿＿＿运动。

4．刚体运动的两种基本形式为＿＿＿＿。

5．刚体平动的运动特征是＿＿＿＿。

6．定轴转动刚体上点的速度可以用矢积表示，它的表达式为＿＿＿；刚体上点的加速度可以用矢积表示，它的表达式为＿＿＿。

7．刚体绕定轴转动时，在任一瞬时各点具有相同的＿＿＿和＿＿＿，且各点轨迹均为＿＿＿。

8．定轴转动刚体内点的速度分布规律为＿＿＿。

9．半径均为R的圆盘绕垂直于盘面的O轴做定轴转动，其边缘上一点M的加速度如图6.23所示，试问两种情况下圆盘的角速度和角加速度的大小分别为：图（a）：ω＝＿＿＿；ε＝＿＿＿＿。图（b）：ω＝＿＿＿；ε＝＿＿＿。
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图6.23

三、选择题

1．一点做曲线运动，开始时速度ν0
 ＝12m/s，某瞬时切向加速度aτ
 ＝4m/s2
 ，则t＝2s时该点的速度大小为（　　）。

（A）4m/s

（B）20m/s

（C）8m/s

（D）无法确定

2．图6.24的四图中，哪个图表示的情况可能发生？（　　）
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图6.24

3．某瞬时，刚体上任意两点A、B的速度分别为νA
 、νB
 ，则下述结论正确的是（　　）。

（A）当νA
 ＝νB
 时，刚体必做平动

（B）当刚体平动时，必有｜νA
 ｜＝｜νB
 ｜但νA
 与νB
 的方向可能不同

（C）当刚体平动时，必有νA
 ＝νB


（D）当刚体平动时，νA
 与νB
 的方向必然相同，但可能有｜νA
 ｜≠｜νB
 ｜

4．圆盘绕O轴转动，其边缘上一点M的加速度为a，但方向不同，如图6.25所示（a）、（b）、（c）三种情况。下列四组答案中哪种正确？（　　）

（A）ε1
 ＝0，　ω2
 ＝0

（B）ε1
 ＝0，　ω3
 ＝0

（C）ε3
 ＝0，　ω1
 ＝0

（D）ε2
 ＝0，　ω1
 ＝0
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图6.25

﻿5．如图6.26所示的荡木机构中，O1
 O2
 ＝CD，O1
 C＝O2
 D＝1m，在图示位置时O1
 C、O2
 D的角速度为ω＝1rad/s，角加速度为ε＝2rad/s2
 ，则荡木中点M的加速度为（　　）。

（A）am
 ＝1m/s2


（B）am
 ＝2m/s2


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


6．如图6.27所示为某刚体作定轴转动的俯视图，但不知道转动中心，已知在某瞬时有νM
 ＝0.2m/s，[image: alt]
 α＝45°。求出转动中心到M间的距离x以及此瞬时刚体转动的角速度ω和角加速度ε，下列四组结果中（　　）是正确的。

（A）x＝15/2cm，ω＝3/2rad/s，ε＝9/4rad/s2


（B）x＝40/3cm，ω＝3/2rad/s，ε＝5/4rad/s2


（C）x＝40/3cm，ω＝3/2rad/s，ε＝9/4rad/s2


（D）x＝25/2cm，ω＝5/2rad/s，ε＝5/4rad/s2
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图6.26

[image: alt]


图6.27

7．图6.28所示的平面机构中，O1
 A＝O2
 B＝L，O1
 O2
 ＝AB，则ABCD刚性平板上点M的运动轨迹为（　　）。

（A）以O1
 为圆心，O1
 M为半径的圆

（B）一条平行于AB的直线

（C）以O4
 为圆心，O4
 M为半径的圆（O4
 M＝L）

（D）以O3
 为圆心，O3
 M为半径的圆（O3
 M平行O1
 A）

[image: alt]


图6.28

8．动点做匀加速曲线运动，则（　　）是正确的。

（A）aτ
 ＝0，an
 ＝0

（B）aτ
 ≠0，an
 ＝0

（C）aτ
 ＝0，an
 ≠0

（D）aτ
 ≠0，an
 ≠0

9．满足下述哪个条件的刚体运动一定是平动？（　　）

（A）刚体运动时，其上某直线始终与其初始位置保持平行

（B）刚体运动时，其上有不在同一条直线上的三点始终作直线运动

（C）刚体运动时，其上所有点到某一固定平面的距离始终保持不变

﻿（D）刚体运动时，其上任一直线始终与其初始的位置保持平行

10．刚体平动时，其上任一点的轨迹可能是（　　）。　　（A）平面任意曲线

（B）空间任意曲线

（C）空间固定曲线

（D）任一直线

11．如图6.29所示的运动刚体中，只有（　　）中的刚体ABC做平动。
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图6.29

12．刚体绕定轴转动时，下述哪种说法正确？　　（　　）

（A）当转角φ＞0时，此时角速度ω必为正

（B）当角速度ω＞0时，此时角加速度ε必为正

（C）当角加速度ε＞0时为加速转动，反之ε＜0时为减速转动

（D）当角加速度ε与角速度ω同号时为加速转动，反之为减速转动

13．刚体绕定轴转动，r为点的矢径，ω为角速度矢，ε为角加速度矢。下面用矢量法表示点的速度和加速度的公式中，正确的一组是（　　）

（A）ν＝ω×r，aτ
 ＝ε×r，an
 ＝ω×ν

（B）ν＝r×ω，aτ
 ＝ε×r，an
 ＝ω×ν

（C）ν＝r×ω，aτ
 ＝r×ε，an
 ＝ν×ω

（D）ν＝r×ω，aτ
 ＝r×ε，an
 ＝ν×ω

14．绳子的一端绕在定滑轮上，另一端与物块B相连，如图6.30所示，若物块B的运动方程为x＝kt2
 ，其中k为常数，轮子半径为R，则轮缘上点A的加速度大小为（　　）。
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15．滑轮上绕一细绳，绳与轮间无相对滑动，绳端系一物块A，如图6.31所示。A物块与滑轮边缘上点B的速度和加速度间关系为（　　）

（A）νA
 ＝νB
 ，　aA
 ＝aB


（B）νA
 ≠νB
 ，　aA
 ≠aB


（C）νA
 ＝νB
 ，　aA
 ＝aB


（D）νA
 ＝νB
 ，　aA
 ＝[image: alt]
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图6.30
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图6.31

四、计算题

6-1　点M的运动方程为x＝ι（coskt＋sinkt），y＝ι（coskt－sinkt），式中长度ι和角频率k都是常数，试求点M的速度和加速度的大小。

6-2　点M按s＝Rsinωt的规律沿半径为R的圆周运动，设A为弧坐标原点，其正向如图6.32所示。试求下列各瞬时点M的位置、速度和加速度。

（1）t＝0；　　　（2）[image: alt]
 （3）[image: alt]


6-3　在半径为R的铁圈上套一小环，另一直杆AB穿入小环M，并绕铁圈上的A轴逆时针转动φ＝ωt（ω＝常数），铁圈固定不动，如图6.33所示。试分别用直角坐标法和自然坐标法写出小环M的运动方程，并求其速度和加速度。
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图6.32
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图6.33

6-4　椭圆规尺BC长为2ι，曲柄OA长为ι，A为BC的中点，M为在BC上一点且MA＝b，如图6.34所示。曲柄OA以等角速度ω绕O轴转动，当运动开始时，曲柄OA在铅垂位置。求点M的运动方程和轨迹。

6-5　如图6.35所示，AB长为ι，以等角速度ω绕点B转动，其转动方程φ＝ωt。而与杆连接的滑块B按规律s＝a＋bsinωt沿水平做谐振动，其中a和b均为常数，求A点的轨迹。

[image: alt]


图6.34

[image: alt]


图6.35

6-6　曲柄滑块机构如图6.36所示，曲柄OA长为r，连杆AB长为ι，滑道与曲柄轴的高度相差h。已知曲柄的运动规律为φ＝ωt，ω是常量，试求滑块B的运动方程。

6-7　如图6.37所示，滑块C由绕过定滑轮A的绳索牵引而沿铅直导轨上升，滑块中心到导轨的水平距离AO＝b。设将绳索的自由端以匀速度ν拉动，试求重物C的速度和加速度分别与距离OC＝x间的关系式。不计滑轮尺寸。

[image: alt]


图6.36

[image: alt]


图6.37

6-8　机构如图6.38所示，曲杆CB以匀角速度ω绕C轴转动，其转动方程为φ＝ωt，通过滑块B带动摇杆OA绕轴O转动。已知OC＝h，CB＝r，求摇杆的转动方程。

6-9　摇筛机构如图6.39所示，已知O1
 A＝O2
 B＝40cm，O1
 O2
 ＝AB，杆O1
 A按[image: alt]
 规律摆动。求当t＝0s和t＝2s时，筛面中点M的速度和加速度。

[image: alt]


图6.38

[image: alt]


图6.39

﻿6-10　如图6.40所示的摇杆机构，初始时摇杆的转角φ＝0，摇杆的长OC＝a，距离OB＝ι。滑杆AB以等速ν向上运动，试建立摇杆上点C的运动方程，并求此点在[image: alt]
 时的速度。

6-11　如图6.41所示，偏心凸轮半径为R，绕O轴转动，转角φ＝ωt（ω为常量），偏心距OC＝e，凸轮带动顶杆AB沿铅直线做往复运动，试求顶杆的运动方程和速度。

[image: alt]


图6.40

[image: alt]


图6.41

6-12　如图6.42所示为曲柄滑杆机构，滑杆上有一圆弧形滑道，其半径R＝O.1m，圆心O1
 在导杆BC上。曲柄长OA＝0.1m，以等角速度ω＝4rad/s绕O轴转动。求导杆BC的运动规律及当曲柄与水平线间的夹角φ＝45°时，导杆BC的运动方程以及速度和加速度。

6-13　如图6.43所示，滑块以等速ν0
 沿水平向右移动，通过滑块销钉B带动摇杆OA绕O轴转动。开始时，销钉在B0
 处，且OB0
 ＝b。求摇杆OA的转动方程及其角速度随时间的变化规律。

[image: alt]


图6.42

[image: alt]


图6.43

6-14　汽轮机叶片轮由静止开始作等加速转动。轮上点M离轴心为0.4m，在某瞬时其全加速度的大小为40m/s2
 ，方向与点M和轴心连线成α＝30°，如图6.44所示。试求叶轮的转动方程，以及当t＝6s时点M的速度和法向加速度。

6-15　如图6.45所示圆盘绕定轴O转动，某瞬时点A速度为νA
 ＝0.8m/s，OA＝R＝0.1m，同时另一点B的全加速度为aB
 与OB线成θ角，且tanθ＝0.6，求此时圆盘角速度及角加速度。
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图6.44

[image: alt]


图6.45

6-16　边长为[image: alt]
 的正方形刚体ABCD做定轴转动，转轴垂直于板面。点A的速度和加速度大小分别为νA
 ＝100mm/s，[image: alt]
 方向如图6.46所示。试确定转轴O的位置，并求该刚体转动的角速度和角加速度。

6-17　如图6.47所示的半径为r的定滑轮作定轴转动，通过绳子带动杆AB绕点A转动。某瞬时角速度和角加速度分别为ω和ε，求该瞬时杆AB上点C的速度和加速度。已知AC＝CD＝DB＝r

[image: alt]


图6.46

[image: alt]


图6.47

6-18　如图6.48所示的卷扬机，鼓轮半径r＝0.2m，绕过点O的水平轴转动。已知鼓轮的转动方程为[image: alt]
 其中t的单位为s，求t＝4s时轮缘上一点M的速度和加速度。

6-19　如图6.49所示，齿轮A以转速n＝30（r/min）旋转，带动另一齿轮B，刚接于齿轮B的鼓轮D亦随同转动并带动物体C上升。半径r1
 ＝0.3m，r2
 ＝0.5m，r3
 ＝0.2m，求物体C上升的速度。

6-20　图6.50所示为一摩擦传动机构，主动轴Ⅰ和从动轴Ⅱ的轮盘分别用A和B表示，它们的半径分别为r＝50mm和R＝150mm，两轮接触点按图示方向ν移动。已知主动轴Ⅰ的转速为n＝600r/min，接触点到转轴Ⅱ的中心的距离d按规律d＝（100－5t）mm（式中t以s为单位）而变化。求

（1）以距离d表示轴Ⅱ的角加速度；

（2）当d＝r时，轮B边缘上一点的全加速度。

[image: alt]


图6.48

[image: alt]


图6.49

6-21　在如图6.51所示仪表结构中，齿轮1，2，3和4的齿数分别为z1
 ＝6，z2
 ＝24，z3
 ＝8，z4
 ＝32；齿轮5的半径为5cm，如齿条B移动1cm，求指针A所转过的角度φ。

[image: alt]


图6.50

[image: alt]


图6.51

6-22　车床的传动装置如图6.52所示。已知各齿轮的齿数分别为z1
 ＝40，z2
 ＝84，z3
 ＝28，z4
 ＝80。带动刀具的丝杠的螺距为h2
 ＝12mm。求车刀切削工作的螺距h1
 。

6-23　在图6.53所示的机构中，齿轮Ⅰ紧固在杆AC上，AB＝O1
 O2
 ，齿轮Ⅰ和半径为r2
 的齿轮Ⅱ啮合，齿轮Ⅱ可绕O2
 轴转动且和曲柄O2
 B没有联系。设O1
 A＝O2
 B＝ι，φ＝bsinωt，试确定[image: alt]
 时，齿轮Ⅱ的角速度和角加速度。

6-24　两轮Ⅰ，Ⅱ半径分别为r1
 ＝100mm，r2
 ＝150mm，平板AB放置在两轮上，如图6.54所示。已知轮Ⅰ在某瞬时的角速度ω1
 ＝2rad/s，角加速度ε1
 ＝0.5rad/s2
 ，方向逆时针转向。求此时平板移动的速度和加速度以及轮Ⅱ边缘上一点C的速度和加速度（设两轮与板接触处均无滑动）。

6-25　如图6.55所示的半径都是2r的一对平行曲柄O1
 A和O2
 B以匀角速度ω0
 分别绕O1
 和O2
 轴转动，固连于连杆AB的中间齿轮Ⅰ带动同样大小的定轴齿轮Ⅱ绕O轴转动。两齿轮的半径均为r，试求齿轮Ⅰ和轮Ⅱ节圆上任一点的加速度的大小。
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图6.52

[image: alt]


图6.53

[image: alt]


图6.54

[image: alt]


图6.55





第7章　点的合成运动



教学提示：本章主要研究同一物体相对于不同参考系运动的差别和联系，分析讨论同一物体相对于不同参考系的速度之间以及加速度之间的关系。

教学要求：本章要求学生熟练掌握点的合成运动的基本概念。能熟练应用点的速度合成定理和加速度合成定理求解相关问题。能正确选取动点和动系，正确地画出动点的速度和加速度合成图，并应用运动合成图计算未知的速度和加速度。



7.1　点的合成运动的基本概念

在前一章中研究了点的简单运动，参考坐标是一个固定的惯性参考系。然而在实际问题中，还常常要在相对于地面运动着的参考系上观察和研究物体的运动。例如，从行驶的汽车上观看飞机的运动，坐在行驶的火车内看下雨的雨点的运动等。显然，从不同的参考坐标系去考察同一个点的运动，其运动规律是不相同的。

分析点在不同的参考坐标系中运动规律的联系与差别就是本章中合成运动的主要目的和任务，这可以从了解在两种不同参考坐标系中的运动概念开始。

7.1.1　绝对运动、相对运动和牵连运动

以沿直线轨道滚动的车轮为例，如图7.1所示，其轮缘上点M的运动，对于地面上的观察者来说，点的轨迹是旋轮线，但是对于车上的观察者来说，车轮轮缘上点的轨迹是一个圆。

再以一个正在升空的直升机螺旋桨上的一点的运动为例，螺旋桨上的一点相对地面的运动轨迹是螺旋线，而相对于直升机机身的运动轨迹是圆，如图7.2所示。

[image: alt]


图7.1

[image: alt]


图7.2

通常，把要研究的点M称为动点；把固连在地球上的坐标系称为定参考系，简称定系，以Oxyz表示；把固连在其他相对于地球运动的参考体上的坐标系称为动参考系，简称动系，以O′x′y′z′表示。

﻿一个动点在定系和动系中有着不同的运动，把动点相对于定系的运动定义为绝对运动；动点相对于动系的运动定义为相对运动；而把动系相对于定系的运动定义为牵连运动。仍以滚动的车轮为例，取轮缘上的一点M为动点，固连于车厢的坐标系为动参考系，则车厢相对于地面的平动是牵连运动；在车厢上看到点做圆周运动，这是相对运动；在地面上看到点沿旋轮线运动，这是绝对运动。

例如，图7.3所示的卷扬机小车起吊一重物A时，重物通过卷扬机而产生向上的运动；另一方面，卷扬机小车又在天车上移动，重物由初始的A点到达A′。则重物相对于地面或墙体的运动是绝对运动，其位移为[image: alt]
 而重物相对于卷扬机小车的运动是相对运动，其位移为[image: alt]
 而卷扬机小车相对于地面的运动是牵连运动，其位移为[image: alt]
 又如，一个旅客在运动的车厢内行走，地面上的人看到该乘客的运动是绝对运动，坐在车厢内的人看到该乘客的运动是相对运动，而地面上的人看到车厢内不动的人的运动是牵连运动。

[image: alt]


图7.3

由以上两例可见，由于牵连运动的存在，使物体的绝对运动和相对运动发生差异。显然，如果没有牵连运动，则物体的相对运动将等同于它的绝对运动；而如果没有相对运动，则物体固连在动系上将随动系一起运动，物体的牵连运动将等同于它的绝对运动。由此可见，物体的绝对运动可以看成是相对运动和牵连运动合成的结果。

7.1.2　三种速度及加速度的概念

有了合成运动中几种运动的定义，自然就引出了几种运动的轨迹、速度和加速度的概念。动点在绝对运动中的轨迹、速度、加速度就是绝对轨迹、绝对速度（用νa
 表示）、绝对加速度（用αa
 表示）；动点在相对运动中的轨迹、速度、加速度就是相对轨迹、相对速度（用νr
 表示）、相对加速度（用αr
 表示）。

由于牵连运动是一种刚体的运动，刚体上各个点的速度、加速度不完全相同，不能随便用刚体上任意一点的速度、加速度作为牵连速度和牵连加速度。动点的牵连速度和牵连加速度是指某瞬时动系上与动点相重合的那个点（称为牵连点）相对于定系的速度和加速度，分别用νe
 和αe
 表示。

对于牵连点的问题需要强调的是，牵连点是动系中的点，也相当于动参考体（或其延伸体）上的点，动参考体做什么形式的刚体运动，牵连点也就随着做相应的点运动。同时由于动点位置是在不断变动的，所以牵连点的位置也会时刻跟着变动。

如图7.4所示的机构中，杆MC通过套在杆AB上的滑块而在水平方向作平动。把滑块M作为动点，动系放在杆AB上，则点M的绝对运动为水平方向直线运动，相对运动为x′方向直线运动，要分析牵连运动，可以把滑块和杆MC去掉，只看杆AB，可以假想原来放滑块M的位置M，即为牵连点，由于杆AB绕点A转动，牵连点M′的运动也是绕点A转动，容易确定牵连速度大小[image: alt]
 方向垂直于AB杆。

[image: alt]


图7.4

7.1.3　合成运动的解析关系

由于动点的绝对运动和相对运动可以用定坐标系和动坐标系描述，根据两个坐标之间的变换关系，可以简单讨论一下绝对运动与相对运动的运动方程之间的解析关系。

以平面问题为例，定系用Oxy表示，动系用O′x′y′表示，如图7.5所示。如果动点M的绝对运动方程为x＝x（t），y＝y（t）；相对运动方程x′＝x′（t），y′＝y′（t）；而动系相对于定系的运动可以用如下三个方程完全描述：

xO′
 ＝xO′
 （t），yO′
 ＝yO′
 （t），φ＝φ（t）

由图7.5可以得到动系与定系之间的关系为

[image: alt]


[image: alt]


图7.5

在点的绝对运动方程中消去时间t就得到点的绝对运动轨迹，在相对运动方程中消去时间t就得到点的相对运动轨迹。

【例7-1】　用车刀切削工件的直径端面，车刀刀尖M沿水平轴x做往复运动，如图7.6所示。设Oxy为定坐标系，刀尖的运动方程为x＝bsinωt，工件以等角速度ω逆时针方向转动。求车刀在圆端面上切出的痕迹。

解：根据题意，可设刀尖M为动点，动坐标固定在工件上，则动点M在动坐标O′x′y′和定坐标Oxy中的坐标关系为

x′＝xcOsωt，y′＝-xsinωt

[image: alt]


图7.6

将点M的绝对运动方程代入上式中，可得

[image: alt]


上式就是车刀相对于工件的运动方程，从中消去时间t，得刀尖的相对轨迹方程

[image: alt]


即切出的痕迹为一个圆。

7.2　点的速度合成定理

下面研究点的相对速度、牵连速度和绝对速度三者之间的关系。仍然以平面问题为例进行分析。

在图7.7中，相对运动轨迹为曲线[image: alt]
 牵连运动轨迹为曲线[image: alt]
 绝对运动轨迹为曲线[image: alt]
 三种运动可分别表示为

牵连运动：在t→t＋△t过程中，M→M1


相对运动：在t→t＋△t过程中，M1
 →M′

绝对运动：在t→t＋△t过程中，M→M′

由于[image: alt]
 故有

[image: alt]


这样可得到三种运动速度有如下的关系：

νa
 ＝νe
 ＋ντ
 　　　　　　　（7-2）

[image: alt]


图7.7

式（7-2）即为点的合成运动的速度合成定理，即动点的绝对速度矢量等于其相对速度与牵连速度的矢量之和。

速度合成定理是一个矢量等式，实际计算时可以采用速度矢量图计算，即动点的绝对速度可以由牵连速度与相对速度所构成的平行四边形的对角线来确定。这个平行四边形称为速度平行四边形。这样的矢量等式与静力学中力的平衡方程一样，也可以进行矢量投影计算，从而可以列出两个标量等式，投影的方向不一定是垂直的x轴或y轴，可以是任意两个方向。对于每一个矢量都有大小方向两个因素，速度合成定理的矢量等式中一共有六个因素，所以只要知道了其中四个因素，就可以用两个标量等式求出其余两个。

下面用几个实例说明速度合成定理的应用。

【例7-2】　如图7.8所示是半径为R的半圆形凸轮，以等速度ν0
 沿水平轨道向左运动，它推动杆AB沿铅垂导轨上下滑动，在图示位置时，φ＝60°，求该瞬时顶杆AB的速度。

[image: alt]


图7.8

解：选择顶杆AB上的点A为动点，凸轮为动系，由

νa
 ＝νe
 ＋νr


画出动点A的速度合成图如图7.8所示。其中νa
 为绝对速度，方向铅垂向上，νe
 为牵连速度，方向水平向左，而νr
 为相对速度，其方向为半圆形凸轮在点A处的切线。由于凸轮作平动，νe
 ＝ν0
 ，由图可知

[image: alt]


上式即为顶杆AB的速度，方向铅直向上。

【例7-3】　如图7.9所示为刨床的摆动导杆机构。已知曲柄OM长为20cm，以转速n＝30r/min作逆时针转动。曲柄转动轴与导杆转轴之间的距离OA＝30cm，当曲柄与OA相垂直且在右侧时，求导杆AB的角速度ωAB
 。

[image: alt]


图7.9

﻿解：选择滑块M为动点，导杆AB为动系。由νa
 ＝νe
 ＋νr
 画出动点M的速度合成图如图7.9所示。其中νa
 为绝对速度，方向铅垂向上；νe
 为牵连速度，方向垂直于导杆AB，而νr
 为相对速度，其方向沿AB导杆内导槽的方向。由图可知

νe
 ＝νa
 sinθ＝OM·ωsinθ

导杆AB的转动角速度ωAB
 为

[image: alt]


【例7-4】　如图7-10所示的机构中，已知杆OA绕O以匀角速度ω0
 ＝2rad/s逆时针方向转动，杆BC通过套筒B套于杆OA上，杆OA转动时带动杆BC上下运动，已知OC＝0.5m，试求图示位置θ＝30°时杆BC的运动速度。

解：选套筒B为动点，杆OA为动系。由νa
 ＝νe
 ＋νr
 画出动点B的速度合成图如图7.10所示。其中νa
 为绝对速度，方向铅垂向上；νe
 为牵连速度，方向垂直于杆OA，而νr
 为相对速度，其方向沿杆OA的方向。由图可知

[image: alt]


这就是杆BC的运动速度的大小，方向垂直向上。

总结以上几个实例的解题步骤如下：

（1）选取动点、动参考系和定参考系。所选的参考系应能将动点的运动分解成为相对运动和牵连运动。因此动点和动参考系不能选在同一个物体上；一般应使相对轨迹已知。

（2）分析三种运动与三种速度。

（3）应用速度合成定理，画出速度矢量图。

（4）由速度平行四边形或三角形的几何关系求出未知数。

[image: alt]


图7.10

7.3　牵连运动为平动时点的加速度合成定理

在点的合成运动中，加速度之间的关系比较复杂，因此，先分析当牵连运动为平动时点的加速度合成定理。

如图7.11所示，设动坐标系O′x′y′z′相对于定坐标系Oxyz做平动，同时动点M又沿着动参考系中的曲线做相对运动。

[image: alt]


图7.11

如动点M相对于动参考系的相对坐标为x′、y′z′而i′、j′、k′为动坐标轴的单位矢量，则点M的相对速度和相对加速度为

[image: alt]


将式（7-2）两端同时对时间求一次导数，得

[image: alt]


式（7-5）左端为动点相对于定参考系的绝对加速度，即

[image: alt]


由于动参考系为平动，动参考系上各点的速度或加速度在任一瞬时都是相同的，因而动参考系原点O′的速度νO′
 和加速度aO′
 ，就等于牵连速度νe
 和牵连加速度ae
 ，有

[image: alt]


即

[image: alt]


将式（7-3）两端同时对时间求一次导数，注意到动参考系平动时i′、j′、k′的大小和方向都不改变，为恒矢量，因而有

[image: alt]


将式（7-6）、（7-7）、（7-8）代入式（7-5），得

aa
 ＝ae
 ＋ar
 　　　　　（7-9）

式（7-9）表示牵连运动为平动时点的加速度合成定理：当牵连运动为平动时，动点在某瞬时的绝对加速度等于该瞬时它的牵连加速度与相对加速度的矢量和。它与速度合成定理具有完全相同的形式。

【例7-5】　如图7-12所示为曲柄导杆机构，已知曲柄长OA＝r，某瞬时它和铅直线间的夹角为φ，曲柄转动的角速度为ω，转动的角加速度为ε，求此瞬时导杆的加速度。

解：选择滑块A为动点，导杆BCD为动系。

进行加速度分析，由于绝对运动是以O为圆心，OA为半径的圆周运动，绝对加速度包括法向加速度[image: alt]
 和切向加速度[image: alt]
 牵连运动是导杆BCD相对于定系的平动，假设导杆BCD相对于定系的加速度为ae
 ，根据平动刚体各点的加速度相同，动点A的牵连加速度为ae
 ，方向假设向上。相对运动是滑块A相对于动系的运动，由于滑块A只能在导杆内滑动，故相对加速度沿导槽方向，不妨假设水平向右，由[image: alt]
 作点A的加速度合成图，如图7.12所示。

只须求牵连加速度ae
 而无须求相对加速度ar
 ，只须列ae
 方向的投影方程，有

[image: alt]


式中，[image: alt]
 解得导杆的加速度为

[image: alt]
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图7.12

【例7-6】　如图7-13（a）所示为曲柄导杆机构。已知O1
 A＝O2
 B＝10cm，又O1
 O2
 ＝AB，曲柄O1
 A以角速度ω＝2rad/s做匀速转动。在图示瞬时，φ＝60°，求该瞬时杆CD的速度和加速度。

解：选滑块C为动点，杆AB为动系。由νa
 ＝νe
 ＋νr
 做点C的速度合成图，如图7.13（a）所示。动系AB做平动，其速度等于点A（或点B）的速度，即

由速度合成图，可知杆CD的速度为

νa
 ＝νe
 cosφ＝O1
 A·ωcosφ＝0.1m/s

由于动系AB做平动，由[image: alt]
 作点C的加速度合成图如图7.13（b）所示。曲柄做匀速转动，牵连加速度只有法向加速度，即

[image: alt]


﻿由加速度合成图可知，杆CD的加速度为

[image: alt]
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图7.13

7.4　牵连运动为转动时点的加速度合成定理

如图7.14所示，设动系的角速度为ωe
 ，角加速度为εe
 ，相对于定系Oxyz的轴z转动，动点M相对于动系O′x′y′z′运动。将动系的原点O′取在Oz轴上，动点M的相对运动轨迹为AB。相对矢径r′，相对运动速度υr
 和相对运动加速度ar
 可分别表示为
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图7.14

[image: alt]


动点M的牵连速度和牵连加速度可表示为

νe
 ＝ωe
 ×r

﻿ae
 ＝εe
 ×r＋ωe
 ×νe


而　　[image: alt]


故　　[image: alt]


单位矢量对时间的导数，经过一个较复杂的数学推导过程（有兴趣的读者可参阅哈尔滨工业大学理论力学教研室编的《理论力学》第6版第177页），可得
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这样有　　　　　[image: alt]


故可得

aa
 ＝ae
 ＋ar
 ＋ak


其中，ak
 ＝2ωe
 ×νr
 称为科里奥利加速度，简称科氏加速度，其大小为ak
 ＝2ωe
 νr
 sinθ，方向为垂直由ωe
 和νr
 组成的平面，且符合右手螺旋法则。

这就是牵连运动为转动时的加速度合成定理，它表示当动系为定轴转动时，动点在某瞬时的绝对加速度等于该瞬时它的相对加速度与牵连加速度及科氏加速度的矢量和。上式虽然是在定轴转动的条件下推导出来的，但可以证明动系做任意运动时上式均成立，即它是点的合成运动的加速度普遍合成定理。当动系做平动时转动角速度为零，因而科氏加速度为零，这就回到了前一节加速度合成定理的特殊形式。

科氏加速度是由法国人科里奥利在1832年发现的。自然现象中有很多地方存在科氏加速度，例如地球绕地轴转动，地球上的物体相对于地球运动，这是牵连运动为转动的合成运动。在北半球由北向南行驶的火车有向东的科氏加速度，而由南向北行驶的火车有向西的科氏加速度，因而火车均是靠左行驶；又如北半球的河水向北流动时，河水的科氏加速度向西，因而河水必受到右河岸向左的作用力，所以北半球的江河右岸都受到较明显的冲刷。

加速度合成定理的一般形式仍是矢量等式，应用时一般可以确定所有加速度的方向，例如圆周运动的加速度分为法向和切向两部分。矢量等式同样可以列出在两个方向上的标量等式，从而求出两个未知量。

【例7-7】　点M在OA上按规律x＝2＋3t2
 cm运动，同时杆OA绕轴O以等角速度ω＝2rad/s转动，如图7.15（a）所示。求当t＝1s时，点M的绝对加速度。

﻿解：本题既可按点的运动学求解，也可按点的合成运动求解。

（1）按点的运动学求解。取直角坐标系Oxy，如图7.15（b）所示，于是可写出任一瞬时M点的运动方程：
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求二次导数可得加速度：
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当t＝1s时有：
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图7.15

（2）按点的合成运动求解。

动点为M，动系固连于OA杆上。因为动系作定轴转动，所以根据νa
 ＝νe
 ＋νr
 和aa
 ＝ae
 ＋ar
 ＋ak
 分别作出点M的速度合成图和加速度合成图，如图7.15（c）、（d）所示。由加速度图可知：

[image: alt]


其中，[image: alt]
 ak
 ＝2ωνr
 ＝24cm/s2
 ，代入后可得动点M的绝对加速度为

[image: alt]


注意：画速度合成图的目的是为了计算相对速度大小和确定相对速度方向，以便在画动点M的加速度合成图时，可方便地计算科氏加速度大小和确定科氏加速度的方向。本题中解法一概念清楚，条理明白；解法二用到了科氏加速度概念，应注意其大小的计算和方向确定，解法二运算较为简便。

【例7-8】　一牛头刨床机构如图7.16（a）所示。已知O1
 A＝20cm，[image: alt]
 杆O1
 A的角速度ω1
 ＝2rad/s，求图示位置时滑枕CD的速度和加速度。

解：先研究动点A，动系固连于O2
 B上。由νa1
 ＝νe1
 ＋νr1
 和[image: alt]
 作点A的速度和加速度合成图，如图7.16（b）、图7.16（c）所示。设杆O2
 B角速度为ω，角加速度为ε，由图知点A的绝对速度νa1
 ＝ω1
 ·O1
 A＝40cm/s，根据速度合成图可得动点A的相对速度和牵连速度分别为

[image: alt]


﻿由于牵连速度可表示为νe1
 ＝ω·O2
 A，故杆O2
 B角速度ω为

[image: alt]


根据点A的加速度合成图，向x，y轴投影得

[image: alt]


式中，[image: alt]


[image: alt]


代入上式解得杆O2
 B的角加速度为ε为

[image: alt]


[image: alt]
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图7.16

再研究动点B，动系固连于滑枕上。由νa2
 ＝νe2
 ＋νr2
 和[image: alt]
 作点B的速度和加速度合成图如图7.16（b）、（c）所示。点B绝对速度为

[image: alt]


故滑枕CD的速度为

νCD
 ＝νe2
 ＝νa2
 cos30°＝32.5cm/s

根据点B的加速度合成图，向x轴投影得

[image: alt]


式中，[image: alt]
 代入方程中得

aCD
 ＝ae2
 ＝65.7cm/s2
 。

讨论：

（1）本题必须应用二次速度合成定理和加速度合成定理才能求出CD的速度和加速度。

（2）首先分析动点A，这是因为动点A与曲柄O1
 A铰链连接无相对运动关系，而相对摇杆O2
 B有运动关系，故动系应建立在O2
 B上。又由于动系做定轴转动，故分析动点加速度时必须考虑科氏加速度。

（3）然后分析动点B，这时动点B与摇杆O2
 B是铰链连接，无相对运动关系，而相对滑枕CD有运动关系，故动系应固连在CD上。又由于动系做平动，故分析动点加速度时不必考虑科氏加速度。

【例7-9】　如图7.17（a）所示，直角曲杆OBC绕O轴转动，使套在其上的小环M沿固定直杆OA滑动。已知：OB＝0.1m，OB与BC垂直，曲杆的角速度为ω＝0.5rad/s，角加速度为零，图示瞬时φ＝60°。求该瞬时小环M的速度和加速度。
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图7.17

解：选择小环M为动点，曲杆OBC为动系。由[image: alt]
 作点M速度合成图和加速度合成图如图7.17（a）、（b）所示。

由速度合成图可知动点M的绝对速度和相对速度分别表示为

νa
 ＝νe
 tanφ＝OM·ωtanφ＝0.2×0.5×tan60°＝0.173m/s

νr
 ＝νe
 /cosφ＝OM·ω/cosφ＝0.2×0.5/cos60°＝0.2m/s

由加速度合成图，列aC
 方向的投影方程，可得

[image: alt]


其中，[image: alt]
 ak
 ＝2ω·νr
 ＝2×0.5×0.2＝0.2m/s2


代入后可解得小环M的速度和加速度

aa
 ＝0.35m/s2


【例7-10】　图7.18（a）所示的半径为r的两圆相交，圆O1
 固定，圆O绕其圆周上的一点A以匀角速度ω转动，求当三点A、O、O1
 位于同一直线时，两圆交点M的速度和加速度。

解：选择两圆交点M为动点，圆O为动系。由νa
 ＝νe
 ＋νr
 ，[image: alt]
 作点M速度合成图和加速度合成图如图7.18（a）、（b）所示。

由速度合成图，交点M的绝对速度和相对速度分别为

[image: alt]


由加速度合成图，列ak
 方向的投影方程有

[image: alt]


式中，

[image: alt]


代入上式，可得交点M的切向绝对加速度为

[image: alt]
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图7.18

通过以上几个实例计算，可以总结出求解点的加速度合成定理的解题步骤：

（1）动点与动系的选取基本与速度合成定理相同，即要便于分析几种运动，能判断出绝大多数加速度的方向。

（2）正确画出加速度矢量图是求解问题的关键。而动点的绝对运动和相对运动都可能是曲线运动，它们的加速度可以分为切向和法向两个矢量，尤其以做定轴转动的圆周运动为常见。

（3）如果动系存在转动角速度，必须牢记加速度合成定理中科氏加速度这一项：ak
 ＝2ωe
 ×νr
 ，其中必须用到相对速度，所以分析加速度之前需要对速度进行分析。

（4）加速度分析一般只需求一个未知数，所以可以把加速度矢量等式在某一个方向投影。选取的投影方向垂直于未知的加速度，从而可以在方程中只有一个待求的未知量，不用求的未知量不出现在标量等式中，使计算简单。

（5）加速度合成定理中项数多，不再是简单的平行四边形；列标量等式时需要注意矢量方向与正负号的关系，左边只有绝对加速度，其余的项都在右边。计算结果出现负号表示实际指向或转向与假设的相反。

小　结

物体复杂运动时，相对于不同参考系的运动性质是不同的。在此着重研究动点相对于不同参考系的运动，并分析动点相对于不同参考系运动之间的关系，以及某一瞬时动点的速度和加速度合成的规律。研究点的合成运动的主要问题是如何由已知动点的相对运动与牵连运动求绝对运动；或者如何将已知动点的绝对运动分解为点的相对运动与牵连运动。

（1）点的合成运动的基本概念。正确理解研究对象（动点）、二种坐标（定坐标系和动坐标系）、三种运动（绝对运动、相对运动、牵连运动）及其速度和加速度等基本概念。

﻿（2）速度合成定理。每一瞬时，动点的绝对速度等于其牵连速度与相对速度的矢量和，即

νa
 ＝νe
 ＋νr


这个定理对任何形式的牵连运动都适用。

（3）牵连运动为平移时的加速度合成定理　当牵连运动为平移时，动点的绝对加速度等于其牵连加速度与相对加速度的矢量和，即

aa
 ＝ae
 ＋ar


（4）牵连运动为转动时的加速度合成定理　当牵连运动为转动时，动点的绝对加速度等于其牵连加速度、相对加速度和科氏加速度的矢量和，即

aa
 ＝ae
 ＋ar
 ＋ak


科氏加速度是当牵连运动为转动时，牵连运动与相对运动相互影响而出现的一项附加的加速度。

ak
 ＝2ωe
 ×νr


当动参考系做平动，或νr
 ＝0，或ωe
 ∥νr
 时，科氏加速度等于零。

需强调指出的是：牵连速度、牵连加速度指的是某瞬时动参考系上与动点重合的点的速度和加速度。在解决具体问题时，要正确选取动点、动系，分析三种运动，正确画出速度矢量图及加速度矢量图。动系是建立在刚体上的。选择动系的原则有两条：一是动点相对于动系有相对运动关系，二是相对运动简单明了。求速度通常采用几何法求解；而求加速度通常采用解析法。

习　题

一、是非题（正确的在括号内打“√”、错误的打“×”）

1．点的速度和加速度合成定理建立了两个不同物体上两点之间的速度和加速度之间的关系。　　（　　）

2．根据速度合成定理，动点的绝对速度一定大于其相对速度。　　（　　）

3．应用速度合成定理，在选取动点和动系时，若动点是某刚体上的一点，则动系不可以固结在这个刚体上。　　（　　）

4．从地球上观察到的太阳轨迹与同时在月球上观察到的轨迹相同。　　（　　）

5．在合成运动中，当牵连运动为转动时，科氏加速度一定不为零。　　（　　）

6．科氏加速度是由于牵连运动改变了相对速度的方向而产生的加速度。　　（　　）

7．在图7.19中，动点M以常速度νr
 相对圆盘在圆盘直径上运动，圆盘以匀角速度ω绕定轴O转动，则无论动点运动到圆盘上的什么位置，其科氏加速度都相等。　　（　　）

二、填空题

1．已知νr
 ＝2i＋3j＋4k，ωe
 ＝6i－3k，则ak
 ＝＿＿＿i＋＿＿＿j＋＿＿＿k。

2．在图7.20中，两个机构的斜杆绕O2
 的角速度均为ω2
 ，O1
 O2
 的距离为ι，斜杆与竖直方向的夹角为θ，则图7.20（a）中直杆的角速度ω1
 ＝＿＿＿＿，图7.20（b）中直杆的角速度ω1
 ＝＿＿＿＿。
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图7.19
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图7.20

3．科氏加速度为零的条件有：＿＿＿、＿＿＿和＿＿＿。

4．绝对运动和相对运动是指＿＿＿的运动，而牵连运动是指＿＿＿的运动。牵连点是指＿＿＿，相应的牵连速度和加速度是指＿＿＿的速度和加速度。

5．如图7.21所示的系统，以Ax′y′为动参考系，Ax′总在水平轴上运动，AB＝ι。则点B的相对轨迹是＿＿＿，若φ＝kt（k为常量），点B的相对速度为＿＿＿，相对加速度为＿＿＿。

[image: alt]


图7.21

6．当点的绝对运动轨迹和相对运动轨迹都是曲线时，牵连运动是直线平动时的加速度合成定理表达式是＿＿＿；牵连运动是曲线平动时的加速度合成定理表达式是＿＿＿；牵连运动是转动时的加速度合成定理表达式是＿＿＿。

三、选择题

1．点的速度合成定理νa
 ＝νe
 ＋νr
 适用的条件是（　　）。

（A）牵连运动只能是平动

（B）牵连运动只能是转动

（C）各种牵连运动都适用

（D）牵连运动为0

2．如图7.22所示，半径为R的圆轮以匀角速度ω做纯滚动，带动杆AB做定轴转动，D是轮与杆的接触点。若取轮心C为动点，杆BA为动坐标，则动点的牵连速度为（　　）。

（A）νe
 ＝BD·ωAB
 ，方向垂直AB

（B）νe
 ＝R·ω，方向垂直EB

（C）νe
 ＝BC·ωAB
 ，方向垂直BC

（D）νe
 ＝R·ω，方向平行BA

3．在如图7.23所示的平面机构中，OA长r，以匀角速度ω0
 转动。若取滑块A为动点，O1
 B为动坐标，则当φ＝（　　）时，动点的牵连法向加速度为零。

（A）0°

（B）30°

（C）60°

（D）90°
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图7.22
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图7.23

4．图7.24中直角弯管OAB在平面内以匀角速度ω绕点O转动，动点M以相对速度νr
 沿弯管运动，图示瞬时OA＝AM＝b，则动点的牵连加速度ae
 ＝（　　），科氏加速度ak
 ＝（　　）。

（A）bω2


（B）[image: alt]


（C）2ωνr


（D）4ωνr


5．如图7.25所示，小车以速度υ沿直线运动，车上一轮以角速度ω转动，若以轮缘上一点M为动点，车厢为动坐标，则M点的科氏加速度的大小为（　　）。

（A）2ων

（B）2ωνcosα

（C）0

（D）ων
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图7.24

[image: alt]


图7.25

6．在点的合成运动中，r为动点的绝对矢径，则在任一瞬时下述说法正确的是（　　）。

（A）若r≠0、νe
 ＝0，则必有ak
 ＝0

（B）若r≠0、ae
 ＝0，则必有ak
 ＝0

（C）若ωe
 ≠0、νr
 ＝0，则必有ak
 ＝0

（D）若ωe
 ≠0、νr
 ≠0，则必有ak
 ≠0

四、计算题

7-1　如图7.26所示，记录笔M固定沿y轴运动，运动方程为y＝acos（kt＋φ），xy平面内的记录纸以等速度ν沿x轴负向运动，求记录笔M在记录纸上所画出的墨迹形状。

7-2　如图7.27所示，半径为R的大圆环，在自身平面中以等角速度ω绕A轴转动，并带动一小环M沿固定的直杆A滑动，试求图示位置小环M的速度。
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图7.26

[image: alt]


图7.27

7-3　如图7.28所示的两种滑道摇杆机构，已知两平行轴距离O1
 O2
 ＝20cm，在某瞬时θ＝20°，φ＝30°，ω1
 ＝6rad/s，分别求两种机构中的角速度ω2
 。

[image: alt]


图7.28

7-4　如图7.29所示的机构，推杆AB以速度ν向右运动，借套筒B使OC绕点O转动。已知φ＝60°，OC＝ι，试求当机构在图示位置时，

（1）杆OC的角速度和杆OC端点C的速度大小；

（2）动点B的科氏加速度。

7-5　如图7.30所示的曲柄滑道机构中，曲柄长OA＝10cm，以匀角速ω＝20rad/s绕O轴转动，通过滑块A使杆BCE（BC⊥DE）做往复运动。求当曲柄与水平线的交角分别为φ＝0°，30°，90°时杆BCE的速度和加速度。
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图7.29
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图7.30

﻿7-6　如图7.31所示，具有圆弧形滑道的曲柄滑道机构，用来使滑道BC获得间隙的往复运动。已知曲柄以n＝120r/min转速匀速转动，已知OA＝r＝100mm；求当φ＝30°时滑道BC的速度和加速度。

7-7　如图7.32所示的铰接四边形机构中，O1
 A＝O2
 B＝100mm，O1
 O2
 ＝AB，且杆O1
 A以匀角速度ω＝2rad/s绕O轴转动。杆AB上有一个套筒C，此套筒与杆CD相铰接，机构中的各部件都在同一铅垂面内。求当φ＝60°时杆CD的速度和加速度。
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图7.31

[image: alt]


图7.32

7-8　平板H在图7.33所示平面内可绕垂直于图面的O轴转动，其转动角速度为ω，角加速度为ε。平板上刻有半径为r的圆槽，今有一小球M在槽内以速度ν相对平板做匀速运动，求小球M的绝对加速度。

7-9　凸轮推杆机构如图7.34所示凸轮推杆机构如图所示。已知偏心圆轮的偏心距OC＝e，半径[image: alt]
 若凸轮以匀角速度ω绕轴O做逆时针转动，且推杆AB的延长线通过轴O，求当OC与CA垂直时杆AB的速度。

7-10　半圆形凸轮如图7.35所示，沿倾角为β＝30°的斜面运动，带动杆OA绕O轴摆动，已知R＝10cm，OA＝20cm，在图示位置时，OA与水平夹角θ＝30°，φ＝60°，凸轮速度νA
 ＝60cm/s，加速度为0，试求该瞬时杆OA的角速度和角加速度。
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图7.33

[image: alt]


图7.34

7-11　如图7.36所示，曲柄OA长0.4cm，以等角速度ω＝0.5rad/s绕O轴逆时针转向转动，水平板B与滑杆C相连，由于曲柄的A端推动水平板B，而使滑杆C沿铅直方向上升。求当曲柄与水平线的夹角为θ＝30°时，滑杆C的速度和加速度。

7-12　如图7.37所示，直角曲杆OBC绕O轴转动，使套在其上的小环M沿固定直杆OA滑动。已知：OB＝0.1m，OB与BC垂直，曲杆的角速度ω＝0.5rad/s，角加速度为零，求当φ＝60°时，小环M的速度和加速度。
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图7.35

[image: alt]


图7.36

7-13　如图7.38所示，设摇杆滑道机构的曲柄长OA＝r，以转速n绕O轴转动。已知图示位置时，O1
 A＝AB＝2r，并且∠OAO1
 ＝α，∠O1
 BC＝β，试求杆BC的速度。
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图7.37

[image: alt]


图7.38

7-14　如图7.39所示，弯成直角的曲杆OAB以ω＝常数，绕O点逆时针转动。在曲柄的AB段装有滑筒C，滑筒又与铅直杆DC铰接于C，点O于DC位于同一铅垂线上，设曲柄的OA段长为r，求当φ＝30°时，杆DC的速度和加速度。

7-15　如图7.40所示，大圆环的半径R＝200mm，在其自身平面内以匀角速度ω＝1rad/s绕轴O顺时针方向转动，小圆环A套在固定立柱BD及大圆环上。当∠AOO1
 ＝60°时，半径OO1
 与立柱BD平行，求这瞬时小圆环A的绝对速度和绝对加速度。
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图7.39
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图7.40





第8章　刚体平面运动的概述和运动分解



教学提示：本章介绍了刚体平面运动的概念，刚体平面运动的分解。引入平面运动刚体的角速度，角加速度的概念，介绍了求平面图形上点的速度的三种方法。介绍了用基点法求平面图形上一点的加速度。

教学要求：本章要求学生熟练掌握刚体平面运动的概念，刚体平面运动简化与分解。能熟练应用基点法、速度投影法和瞬心法求解有关速度的问题。能熟练应用基点法求解有关加速度的问题。



8.1　平面运动概述

前面讨论了刚体的平动和定轴转动，它们是最常见的、简单的刚体运动。在此基础上，将进一步研究刚体比较复杂的一种运动——刚体的平面运动。刚体的平面运动是工程机械中较为常见的一种刚体运动，它可看做由平动和转动的合成。

8.1.1　刚体平面运动的特征

刚体的平面运动是一种比平动和定轴转动更为复杂的运动。例如图8.1所示的行星轮O1
 绕固定轮O的滚动，图8.2所示的曲柄连杆机构中连杆AB的运动等，这些刚体的运动既不是平动，也不是定轴转动，但它们的运动有一个共同特征，即刚体在运动过程中，其上任一点与某一固定平面的距离始终保持不变。这种运动称为刚体的平面运动。
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图8.1

[image: alt]


图8.2

8.1.2　刚体平面运动的简化

设图8.3中的平面Ⅰ为固定平面，作平面Ⅱ平行于平面Ⅰ，且与刚体相交成一平面图形S。根据平面运动的定义可知，在刚体运动过程中，此平面图形必在平面Ⅱ内运动。在刚体内任取一条垂直于平面图形S的直线A1
 A2
 ，它与平面图形S的交点为A。显然，刚体运动时，直线A1
 A2
 始终垂直于平面Ⅱ，即A1
 A2
 做平动。直线A1
 A2
 上各点的运动轨迹、速度和加速度完全相同，点A的运动代表了A1
 A2
 上所有各点的运动。同理，通过平面图形S的其他点也可作垂直于平面图形的直线，直线与平面图形交点的运动代表了该直线上所有各点的运动。过平面图形S作无数条垂线，这无数条垂线与平面图形有无数个交点，这无数个交点的运动代表了无数条直线的运动。这样，平面图形S内各点的运动即代表整个刚体的运动。于是，刚体的平面运动，可简化为平面图形在其自身平面内的运动。
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图8.3

8.1.3　刚体平面运动方程

图8.4所示为一平面图形在其自身平面Oxy平面上的运动。要确定平面图形（刚体）的位置，只需确定其中任一直线O′M的位置。而要确定此直线在平面Oxy的位置，只须确定点O′的位置和夹角φ即可。显然，当平面图形在自身平面内运动时，点O′的位置和夹角φ随时间而变化，是时间t的单值连续函数，即
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图8.4

式（8-1）称为刚体平面运动方程。可以确定任一瞬时平面图形的位置，从而确定平面图形的运动规律。

如果图形中点O′固定不动，则平面图形的运动是绕基点O′做定轴转动；如果线段O′M的方位不变，则平面图形作平动。由此可见，刚体的平面运动可以看成随基点O′的平动和绕基点O′的转动的合成。

8.1.4　平面运动的分解

设有平面图形S在其自身平面内做平面运动，在图形S内任取两点A和B，则连线AB的位置可代表平面图形的位置。设平面图形S在∆t时间内从位置Ⅰ运动到位置Ⅱ，其内的直线由位置AB移到A′B′。可将直线AB位置的变化分成两步来完成。首先，直线AB随着点A的运动轨迹平行移动到位置A′B″，然后再绕点A′转动到A′B′，其转过的角度为∆φ。直线AB位置的变化也可以选用点B作为基点来分析，即先使直线AB随着点B的运动轨迹平行移到A″B′，然后再绕点B′转到位置A′B′，其转过的角度仍为∆φ。从上面的分析可知，平面运动可以分解为随基点的平动和绕基点的转动。

如果在某基点（如图8.5所示的点A）上建立一平动的坐标系Ax′y′，即动坐标系的坐标轴永远保持原来的方位，则在动坐标系中观察到的运动是A′B″转到A′B′。因此，从复合运动的观点来看，刚体的平面运动可分解为牵连运动为平动（动系为平动）和相对运动为转动的合成运动。由图8.5可知，选不同的基点A和B，则平动的位移AA′和BB′显然不同，因而平动的速度和加速度也不相同；但对于绕不同基点转过的角位移的大小和转向总是相同的，于是，转动的角速度和角加速度也相同。由此可知，平面运动中平动部分与基点位置的选择有关，而转动部分却与基点位置的选择无关。这里的角速度和角加速度是相对于各基点处的平动参考系而言的。平面图形对于各平动参考系（包括固定参考系），其转动运动都是一样的，角速度、角加速度都是相同的，无须标明绕哪一点转动或选哪一点为基点。
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图8.5

8.2　用基点法求平面图形内各点速度

8.2.1　用基点法求平面图形内一点的速度

若已知某瞬时平面图形上点O′的速度νO′
 和转动的角速度ω，如图8.6所示。现求平面图形上任一点M的速度νM
 。由上一节可知，平面图形的运动可以看成随基点O′的平动（牵连运动）和绕基点O′的转动（相对运动）的合成。因此，可用点的速度合成定理求点M的速度，即

νM
 ＝νO′
 ＋νMO′
 　　　　　　　　　（8-2）
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图8.6

﻿即刚体在平面运动时，平面图形内任一点M的速度νM
 等于基点O′的速度νO′
 与该点M绕基点转动的速度νMO′
 的矢量和。式（8-2）中三种速度，每种速度都有大小和方向两个量，一共有六个量，只要知道其中任意四个量，可以求出另外两个量。

【例8-1】　如图8.7所示，杆AB长为ι，其A端沿水平轨道运动，B端沿铅直轨道运动。在图示瞬时，杆AB与铅直线成夹角φ，A端具有向右的速度νA
 ，求此瞬时B端的速度及杆AB的角速度。

解：杆AB做平面运动，以A为基点分析点B的速度，画出点B的速度合成图如图8.7所示。
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图8.7

由速度合成图可知

νB
 ＝νA
 ·tanφ

νBA
 ＝νA
 /cosφ

故杆AB的角速度为

[image: alt]


【例8-2】　如图8.8所示的行星轮系中，已知大齿轮Ⅰ固定，半径为r1
 ；行星齿轮Ⅱ沿轮Ⅰ只滚动而不滑动，半径为r2
 ，系杆OA角速度为ω0
 。试求轮Ⅱ的角速度ωⅡ
 及其上B、C两点的速度。
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图8.8

解：轮Ⅱ做平面运动，其上点A的速度为

﻿νA
 ＝ω0
 ·OA＝ω0
 ·（r1
 ＋r2
 ）

以A为基点，分别分析三点B、C、D的速度，分别

画出速度合成图，由于轮Ⅱ上D点不滑动，故νD
 ＝0，而

νD
 ＝νA
 ＋νDA


故由点D的速度合成图，可知
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由νB
 ＝νA
 ＋νBA
 ，可知

[image: alt]


由νC
 ＝νA
 ＋νCA
 ，可知
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8.2.2　速度投影定理

速度投影定理：刚体上任意两点M和O′的速度在此两点连线上的投影彼此相等，即

［νM
 ］O′M
 ＝［νO′
 ］O′M
 　　　　　　　（8-3）

证明：如图8.9所示，以O′为基点分析动点M的速度，由速度合成定理，可得

νM
 ＝νO′
 ＋νMO′


将上式投影到直线O′M上，有
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图8.9

由于νO′M
 ⊥O′M，可知[image: alt]
 代入上式，可得

[image: alt]


这个定理不但适用于刚体的平面运动，而且能适用于刚体的任何运动，它反映了刚体上任意两点间距离保持不变的特征。

8.3　用瞬心法求平面图形内各点速度

8.3.1　平面图形上速度瞬心

在某瞬时，平面图形内速度等于零的点称为速度瞬心。下面应用基点法求平面图形上的速度瞬心。如图8.10所示的刚体作平面运动，假设其内一点A的速度为νA
 ，刚体平面运动的角速度大小为ω，转动方向为逆时针。过点A作νA
 的垂线AC。以A为基点分析点C的速度，由速度合成定理，有

νC
 ＝νA
 ＋νCA
 　　　　　　　（8-4）
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图8.10

当νCA
 ＝ω·AC＝νA
 ，即[image: alt]
 时，点C的速度等于零。所以点C为图示平面图形的速度瞬心。

一般情况，在每一瞬时，平面图形上都唯一地存在一个速度为零的点。

如果取速度瞬心C为基点，由式（8-2）可知，此瞬时图形上任一点的速度就等于该点随图形绕点C转动的速度。如图8.11（a）所示，点A、B、D的速度大小为

νA
 ＝AC·ω，νB
 ＝BC·ω，νD
 ＝DC·ω
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图8.11

由此可见，图形内各点速度的大小与该点到速度瞬心的距离成正比，任一点速度的方向垂直于该点与速度瞬心的连线，指向与图形转动方向一致。这样某瞬时平面图形上各点速度的分布情况与图形绕定轴转动时各点速度的分布情况相似，如图8.11（b）所示。于是，平面图形的运动可以看成绕速度瞬心的瞬时转动。

﻿应该注意，速度瞬心可以在平面图形内，也可以在图形以外，且它的位置是随时间变化的。在不同的瞬时，平面图形具有不同的速度瞬心。

利用速度瞬心求解平面图形上点的速度的方法，称为速度瞬心法。此方法在求平面图形上任一点的速度时非常方便。应用此法的关键在于如何确定速度瞬心的位置。下面讨论几种按不同的已知运动条件，确定速度瞬心位置的方法。

8.3.2　平面图形上速度瞬心的求法

图8.12给出了各种条件下速度瞬心的求法。图8.12（a）中点A和B的速度分别为νA
 ，νB
 ，分别过点A和B作νA
 和νB
 的垂线，其交点P为刚体的速度瞬心。图8.12（b）中A和B的速度分别为νA
 ，νB
 ，其中速度νA
 和νB
 垂直于直线AB，νA
 和νB
 速度矢端连线与AB的交点P为刚体的速度瞬心。图8.12（c）中点A和B的速度分别为νA
 ，νB
 ，其中速度νA
 和νB
 垂直于直线AB，νA
 和νB
 速度矢端连线与AB的延长线的交点P为刚体的速度瞬心。图8.12（d）中圆盘在地面上做纯滚动，由于轮与地面无相对滑动，故轮与地面的接触点P即为轮的速度瞬心。

[image: alt]


图8.12

在某瞬时，如果平面图形内各点的速度相等，称此时刚体做瞬时平移。如图8-13（a）所示的刚体的平面运动，此瞬时A、B两点的速度分别为νA
 ，νB
 ，分别过点A和B作νA
 和νB
 的垂线，其交点在无穷远处，此瞬时刚体作瞬时平动。又如图8.13（b）所示的刚体的平面运动，此瞬时两点A、B的速度分别为νA
 和νB
 速度矢端连线与AB延长线的交点也在无穷远处，此瞬时刚体也做瞬时平动。必须注意，做瞬时平动的刚体，在其平面图形上没有速度瞬心，此瞬时刚体内各点的速度相等，但加速度不相等。

[image: alt]


图8.13

【例8-3】　曲柄滑块机构图8.14所示，已知AB＝ι，OA＝r，杆OA转动的角速度为ω，杆OA与水平线间的夹角为φ，杆AB与水平线间的夹角为ψ。求杆AB转动的角速度ωAB
 和滑块B的速度νB
 。

[image: alt]


图8.14

解：连杆AB做平面运动，分别过两点A、B作νA
 和νB
 的垂线，两垂线的交点P为杆AB的速度瞬心。

由于A点的速度可表示为

νA
 ＝OA·ω＝PA·ωAB


可得做平面运动的杆AB角速度

[image: alt]


这样，滑块B的速度可表示为

νB
 ＝PB·ωAB


而由正弦定理，可知

[image: alt]


即

[image: alt]


代入可得

[image: alt]


【例8-4】　图8.15所示的圆轮转动的角速度为ω＝2πrad/s，试用速度瞬心法求圆轮中心O和轮缘上两点A、B的速度。

[image: alt]


图8.15

解：圆轮做平面运动，轮与地面的接触点P为轮的速度瞬心。因此，三点O、A、B的速度可分别表示为

νO
 ＝PO·ω＝2π×0.75＝4.71m/s

[image: alt]


νA
 ＝PA·ω＝2π×1.5＝9.42m/s

其方向分别垂直于三点O、A、B和点P连线，并且与轮子转动的方向一致。方向如图8.15所示。

8.4　用基点法求平面图形内各点的加速度

求平面图形内一点的加速度没有类似于速度投影定理的加速度投影定理，找加速度瞬心又比较困难，故一般采用基点法求加速度。如图8.16所示，用一平面图形表示一刚体做平面运动。设某瞬时，平面图形内某一点O的加速度为aO
 ，平面图形的角速度为ω，角加速度为ε，求平面图形内任一点M的加速度aM
 。由刚体平面运动的分解可知，刚体上任一点M的加速度等于基点O的加速度aO
 和M点相对于基点转动的加速度aMO
 的矢量和，而M点相对于基点的运动往往是曲线运动，因而有切向加速度[image: alt]
 和法向加速度[image: alt]
 故平面运动时刚体内任一点M的加速度可表示为

[image: alt]


[image: alt]


图8.16

﻿具体计算时，往往需将矢量式（8-5）向恰当选取的两坐标轴投影，然后求解。

【例8-5】　如图8.17（a）所示杆AB长为ι，其A端沿水平轨道运动，B端沿铅直轨道运动。在图示瞬时，杆AB与铅直线成夹角φ，A端具有向右的速度νA
 和向右的加速度aA
 ，求此瞬时B端的速度和角速度及杆AB的角速度和角加速度。

解：杆AB做平面运动，以A为基点分析点B的速度和加速度。

先进行速度分析和计算，以A为基点分析点B的速度。由νB
 ＝νA
 ＋νBA
 作点B的速度合成图，如图8.17（b）所示，由图可知

νB
 ＝νA
 ·tanφ，νBA
 ＝νA
 /cosφ

故杆AB的角速度为

[image: alt]


杆AB转动的角速度的方向如图8.17（b）所示。

然后再进行加速度分析和计算，以A为基点分析点B的加速度。由[image: alt]
 作点B的加速度合成图，如图8.17（c）所示。列[image: alt]
 方向的投影方程

[image: alt]


这里[image: alt]
 解之得

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


图8.17

列[image: alt]
 方向的投影方程

[image: alt]


解之得

[image: alt]


所以，AB杆的角加速度为

[image: alt]


﻿【例8-6】　如图8.18（a）所示的半径为R的轮子在水平面上做纯滚动，已知轮心O的速度与加速度分别为νO
 和aO
 ，求轮子转动的角速度和角加速度，并求轮与水平面接触点C的加速度。

[image: alt]


图8.18

解：轮子在水平面上做纯滚动，轮子和水平面的接触点C为其速度瞬心。根据轮心O的速度和加速度，轮子的角速度和角加速度可分别表示为

[image: alt]


以轮心O为基点，分析点C的加速度，由加速度合成定理[image: alt]
 画点C的加速度合成图如图8.18（b）所示，其中[image: alt]
 由图可知

[image: alt]


其方向垂直向上。由此可知，速度瞬心C的加速度不等于零。

【例8-7】　如图8.19（a）所示为一平面铰链机构。已知[image: alt]
 角速度为ω0
 。CD＝2r，角速度为ω0
 ，转向如图所示。在图示位置时杆OA与杆AB垂直，杆BC与杆AB成120°，且CD∥AB，AB＝BC＝r，试求图示瞬时点B的速度和加速度以及杆AB、杆BC的角速度和角加速度。

解：本机构中杆AB和杆BC均做平面运动，欲求点B速度和加速度，必须进行两次速度合成和加速度合成。分别取杆AB的点A和杆BC的点C为基点。根据νB
 ＝νA
 ＋νBA
 ＝νC
 ＋νBC
 和aB
 ＝aA
 ＋aBA
 ＝aC
 ＋aBC
 作出点B的速度合成图和加速度合成图，如图8.19（b）、（c）所示。由速度合成图可知：

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


图8.19

其中，[image: alt]


解得：[image: alt]


再由加速度合成图8.19（c）可知：

[image: alt]


其中，[image: alt]


[image: alt]


解得：[image: alt]


8.5　运动学综合应用举例

在复杂的机构中，可能同时包括有点的合成运动和刚体平面运动的综合问题，应注意分别分析、综合应用有关理论。有时同一问题可用不同的方法分析，则应经过分析、比较，选用较简便的方法求解。解题时首先要看懂题意，明确已知条件和待求量，然后进行运动分析，最后进行速度和加速度的分析和计算。下面通过几个例题来说明运动学的综合应用。

【例8-8】　如图8.20所示的圆轮在水平地面上做纯滚动，圆轮的半径r＝0.5m，杆O1
 A与轮相切，套筒在圆轮的边缘用铰链和圆轮相连。已知圆轮的中心点O的速度νO
 ＝20m/s，加速度aO
 ＝10m/s2
 ，求此瞬时杆O1
 A的角速度和角加速度。

解：本题是包括平面运动和点的合成运动的综合应用题，应分别采用相应的方法求解。

首先进行速度分析和计算。由于圆轮在水平地面上做纯滚动，圆轮与地面的接触点C为其速度瞬心，点B的速度[image: alt]
 方向垂直于BC。选择B为动点，O1
 A为动系，由νa
 ＝νe
 ＋νr
 作点B的速度合成图如图8.20（a）所示。

由图可知

[image: alt]


杆O1
 A的角速度为

[image: alt]


[image: alt]


图8.20

然后再进行加速度分析和计算。首先用基点法求轮缘点B的加速度。取O为基点，分析点B的加速度。由[image: alt]
 作点B的加速度图，如图8.20（b）所示。

再以套筒点B为动点，O1
 A为动系分析套筒B的加速度。由于动系做定轴转动，由[image: alt]
 作点B的加速度合成图，如图8.20（c）所示。

由于套筒B在圆轮的边缘用铰链与圆轮相连，故有

[image: alt]


将上式表示的矢量方程向[image: alt]
 方向投影，得

[image: alt]


其中，[image: alt]
 ak
 ＝2ωe
 ·νr
 ＝1200m/s2
 代入上式，可得

[image: alt]


杆O1
 A的角加速度为

[image: alt]


【例8-9】　轻型杠杆式推钢机，曲柄OA借连杆AB带动摇杆O1
 B绕O1
 轴摆动，杆EC以铰链与滑块C相连，滑块C可沿杆O1
 B滑动，如图8.21（a）所示。摇杆摆动时带动杆EC推动钢材。已知OA＝a，AB＝a，[image: alt]
 ωOA
 ＝0.5rad/s，且知a＝0.2m，b＝1m。求图示瞬时：（1）滑块C的绝对速度和相对于摇杆O1
 B的速度；（2）滑块C的绝对加速度和相对于摆杆O1
 B的加速度。

解：（1）速度分析。先分析杆AB，杆AB做平面运动，以A为基点，则点B速度分析如图8.21（a）所示，由图可知：[image: alt]
 由于[image: alt]
 νBA
 ＝ωAB
 ·AB，故有

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


图8.21

再分析点C，以滑块C为动点，动系固连于O1
 B杆上，动系做定轴转动，由νCa
 ＝νCe
 ＋νCr
 作点C速度合成图，如图8.21（a）所示。于是有：

[image: alt]
 νCr
 ＝νCa
 ·cos60°＝0.2m/s

（2）加速度分析。先分析杆AB，杆AB做平面运动，以A为基点，分析点B加速度。由[image: alt]
 作点B的加速度图如图8.21（b）所示。列[image: alt]
 方向的投影方程，有：

[image: alt]


式中，[image: alt]
 代入上式，可得摇杆O1
 B的角加速度为

[image: alt]


然后再以滑块C点为动点，摇杆O1
 B为动系，由aCa
 ＝aCe
 ＋aCr
 ＋ak
 作点C加速度合成图，如图8.21（b）所示。列[image: alt]
 方向的投影方程，有

[image: alt]


式中，[image: alt]
 代入上式，可得滑块C的绝对加速度为

[image: alt]


列[image: alt]
 方向的投影方程，有

[image: alt]


式中，[image: alt]
 aCa
 ＝-0.1585m/s2
 ，代入上式，可得滑块C相对于摆杆O1
 B的加速度为

[image: alt]


【例8-10】　在如图8.22（a）所示的机构中，曲柄OA＝r，以匀角速度ω0
 沿逆钟向转动，通过滑块A带动摇杆BC绕定轴B摆动，连杆CD带动导杆EF水平往复运动。已知BC＝4r，CD＝1.5r，[image: alt]
 求图示瞬时，OA⊥OB，β＝20°，试求该瞬时导杆EF的速度和加速度。

解：本题同时包括点的复合运动和刚体平面运动的综合题，应分别应用相应的方法求解。

（1）速度分析。首先选滑块A为动点，摇杆BC为动系，则牵连运动是随摇杆绕定轴C转动，滑块A的相对运动是沿导槽的直线运动，绝对运动是绕定轴O的圆周运动。由νa
 ＝νe
 ＋νr
 作滑块A的速度合成图，如图8.22（a）所示。由图可知动点的牵连速度

[image: alt]


动点的相对速度

[image: alt]


摇杆BC的角速度

[image: alt]


点C的速度

[image: alt]


然后对作平面运动的连杆CD进行运动分析，选动点C为基点，对动点D进行速度分析。由νD
 ＝νC
 ＋νDC
 作点D的速度合成图，如图8.22（a）所示。由图可知

[image: alt]


[image: alt]


图8.22

[image: alt]


式中，νC
 ＝rω0
 ，解得

[image: alt]


连杆CD的角速度

[image: alt]


（2）加速度分析。首先选滑块A为动点，摇杆BC为动系，由[image: alt]
 作滑块A的加速度合成图，如图8.22（b）所示。列ak
 方向的投影方程

[image: alt]


式中，[image: alt]
 代入上式

[image: alt]


摇杆BC的角加速度

[image: alt]
 （方向为逆时针转向）

然后对做平面运动的连杆CD进行运动分析，选动点C为基点，对动点D进行速度分析。由[image: alt]
 作点D的加速度合成图，如图8.22（b）所示。列[image: alt]
 方向的投影，得

[image: alt]


式中，[image: alt]
 代入上式，得

[image: alt]


导杆EF的速度和加速度等于点D的速度和加速度。

小　结

刚体在运动的过程中，其上任一点到某一固定平面的距离保持不变，这种运动称为刚体的平面运动。刚体的平面运动可简化为平面图形在其自身平面内的运动，平行于固定平面所截出的任何平面图形都可代表此刚体的运动。

平面图形的运动可分解为随基点的平动和绕基点的转动。平动为牵连运动，它与基点的选择有关；转动为相对运动，它与基点的选择无关。平面图形绕其平面内任何点转动的角速度和角加速度都相同，可以直接称为平面图形的角速度和角加速度，而无须指明它们是对哪个基点而言。

求平面图形内一点的速度可用三种方法，即基点法，速度瞬心法和投影法。基点法一般选取速度已知的点作为基点，根据速度合成定理νM
 ＝νO
 ＋νMO
 作平行四边形，注意νM
 必须是速度平行四边形的对角线；应用速度投影定理时，所分析的两点必须在同一刚体上，等式两边同时投影；用瞬心法时必须正确地找出刚体的速度瞬心位置。应当注意不同瞬时刚体有不同速度瞬心，但在任一瞬时，一个刚体唯一地存在一个速度瞬心，它的位置应根据已知条件来确定，不能任意选取。若某瞬时速度瞬心在无穷远，则说明此时刚体的角速度等于零，刚体作瞬时平动。务必注意瞬时平动与刚体平动是两个不同的概念，瞬时平动时刚体的角速度为零，因而各点速度相同，但角加速度不为零，因而各点加速度不相同，而刚体平动时不论何时，各点都具有完全相同的速度和加速度。

求平面图形内一点的加速度一般只能用基点法。基点法一般选取加速度已知的点作为基点，根据加速度合成定理[image: alt]
 作点M的加速度合成图，然后列投影方程。列投影方程时尽量避开不要求的未知量，列此未知量垂直方向的投影方程。

如果只求解刚体上某点速度，应选用速度投影定理或速度瞬心法；如果要求角速度，则选用速度瞬心法较直观简单。

习　题

一、是非题（正确的在括号内打“√”、错误的打“×”）

1．平面图形的角速度与图形绕基点转动的角速度始终相等。　　（　　）

2．刚体平面运动可视为随同基点的平动和绕基点转动的合成运动。　　（　　）

3．平面图形上如已知某瞬时两点的速度为零，则此平面图形的瞬时角速度和瞬时角加速度一定为零。　　（　　）

4．在某一瞬时平面图形上各点的速度大小都相等，方向都相同，则此平面图形一定作平动，因此各点的加速度也相等。　　（　　）

5．车轮沿直线轨道滚而不滑，某瞬时车轮与轨道的接触点为车轮的速度瞬心，其速度为零，故速度瞬心的加速度亦为零。　　（　　）

6．当ω＝0时，平面图形上两点的加速度在此两点连线上的投影相等。　　（　　）

7．平面图形在其平面内运动，某瞬时其上有两点的加速度矢相同，其上各点速度在该瞬时一定相等。　　（　　）

二、填空题

1．刚体在运动过程中，其上任一点到某一固定平面的距离保持不变，这种运动称为刚体的＿＿＿。刚体的平面运动可简化为平面图形在＿＿＿内的运动。

2．平面图形的运动可分解为随基点的＿＿＿和绕基点的＿＿＿。平动为＿＿＿运动，它与基点的选择＿＿＿；转动为＿＿＿运动，它与基点的选择＿＿＿。

3．通常把平面运动的角速度和角加速度直接称为＿＿＿的角速度和角加速度，而无须指明它们是对哪个基点而言。

4．平面图形上各点的加速度的方向都指向同一点，则此瞬时平面图形的＿＿＿等于零。

5．相对某固定平面作平面运动的刚体，则刚体上与此固定平面垂直的直线都做＿＿＿。

三、选择题

1．正方平面图形在其自身平面内做平面运动。已知四点A、B、C、D的速度大小相等，方向如图8.23（a）、（b）图所示，问下列结论哪个正确。（　　）

（A）（a）、（b）图的运动都是可能的

（B）（a）、（b）图的运动都是不可能的

（C）只有（a）图的运动是可能的

（D）只有（b）图的运动是可能的

[image: alt]


图8.23

2．如图8.24所示圆盘在水平面上无滑动地滚动，角速度ω为常数，轮心点A的加速度为（　　），轮边点B的加速度为（　　），轮与地面接触点C的加速度为（　　）。

（A）0

（B）ω2
 r

（C）2ω2
 r

（D）4ω2
 r

[image: alt]


图8.24

3．如图8.25所示，哪个动点在做加速运动？（　　）

[image: alt]


图8.25

4．如图8.26所示平面图形上两点A、B的加速度大小相等，方向相同，但不共线。试问此瞬时平面图形的角速度和角加速度哪一个为零？（　　）

（A）ω＝0，ε≠0

（B）ω≠0，ε＝0

（C）ω≠O，ε≠0

（D）ω＝0，ε＝0

5．杆AB做平面运动，图示瞬时两点A，B速度νA
 ，νB
 的大小，方向均为已知，C、D两点分别是νA
 ，νB
 的矢端，如图8.27所示。则杆AB上各点的速度矢的端点是否都在直线CD上？（　　）

（A）全部都在直线CD上

（B）只有部分在直线CD上

（C）全部都不在直线CD上

（D）无法确定

[image: alt]


图8.26

[image: alt]


图8.27

6．四连杆机构中已知基点A的加速度aA
 ，杆AB角速度ω和角加速度ε，欲求点B的加速度，画出加速度矢量图如图8.28所示。将基点法求加速度的公式投影于x，y轴，则有（　　）。

[image: alt]


[image: alt]


图8.28

7．如图8.29所示机构中做平面运动的构件在图示位置的速度瞬心是（　　）。

（A）点O

（B）点A

（C）点B

（D）无穷远点

[image: alt]


图8.29

8．一刚体做瞬时平动，此瞬时该刚体上各点（　　）。

（A）速度和加速度均相同

（B）速度相同而加速度不相同

（C）速度和加速度都不相同

（D）速度不同和加速度可能相同

四、计算题

8-1　如图8.30所示的两齿条以ν1
 和ν2
 同方向运动。在两齿条间夹一齿轮，其半径为r，求齿轮的角速度及其中心O的速度。

8-2　曲柄OA＝17cm，绕定轴O转动的角速度ωOA
 ＝1rad/s，已知AB＝12cm，BD＝44cm，BC＝15cm，滑块C、D分别沿着铅垂与水平滑道运动，如图8.31所示瞬时OA铅垂，求滑块C与D的速度。

[image: alt]


图8.30

[image: alt]


图8.31

8-3　曲柄OA绕定轴O转动的角速度ωOA
 ＝2.5rad/s，OA＝28cm，AB＝75cm，BC＝15cm，r＝10cm，轮子沿水平面滚动而不滑动。求图8.32所示瞬时轮子上点C的速度。

8-4　在瓦特行星传动机构中，平衡杆O1
 A绕O1
 轴转动，并借连杆AB带动曲柄OB，而曲柄OB活动地装置在O轴上，如图8.33所示。在O轴上装有齿轮Ⅰ，齿轮Ⅱ的轴安装在连杆AB的另一端。已知：[image: alt]
 O1
 A＝75cm，AB＝150cm，杆O1
 A的角速度ωO1
 ＝6rad/s。求当α＝60°、β＝90°时，OB和齿轮Ⅰ的角速度。

[image: alt]


图8.32

[image: alt]


图8.33

8-5　图8.34所示曲柄OA以角速度ω＝6rad/s转动，带动平板ABC和摇杆BD，已知：

OA＝100mm，AC＝150mm，BC＝450mm，BD＝400mm，∠ACB＝90°。设某瞬时OA⊥AC，OA⊥BD，求此时点A、B、C的速度以及平板ABC和摇杆BD的角速度。

8-6　轮子O以匀角速度ω0
 ＝2rad/s转动，在图8.35所示瞬时，OA铅垂，BC水平。求此瞬时杆AB与杆BC的角速度和角加速度。

[image: alt]


图8.34

[image: alt]


图8.35

8-7　半径为r的圆柱形滚子沿半径为R的圆弧槽纯滚动。在图8.36所示瞬时，滚子中心C的速度为νC
 ，切向加速度为[image: alt]
 。求这时接触点A和同一直径上最高点B的加速度。

8-8　图8.37所示机构中，曲柄OA以等角速度ω0
 绕O轴转动，且OA＝O1
 B＝r，在图示位置时∠AOO1
 ＝90°，∠BAO＝∠BO1
 O＝45°，求此时点B加速度和O1
 B杆的角加速度。

[image: alt]


图8.36

[image: alt]


图8.37

8-9　在图8.38所示机构中，曲柄OA＝r，绕O轴以等角速度ω0
 转动，AB＝6r，[image: alt]
 求图示位置滑块C的速度和加速度。

8-10　平面机构的曲柄OA长为2ι，以匀角速度ω0
 绕O轴转动。在图8.39所示位置时，AB＝BO，并且OA⊥AD。求此时套筒D相对于杆BC的速度。

8-11　图8.40所示曲柄连杆机构带动摇杆O1
 C绕O1
 轴摆动。在连杆ABD上装有两个滑块，滑块B在水平槽内滑动，而滑块D则在摇杆O1
 C的槽内滑动。已知曲柄长OA＝50mm，绕O轴转动的匀角速度ω＝10rad/s，在图示位置时，曲柄与水平线间成90°角，∠OAB＝60°，摇杆与水平线间成60°角，O1
 D＝70mm。求摇杆的角速度与角加速度。

8-12　图8.41所示机构中滑块A的速度为常值，νA
 ＝0.2m/s，AB＝0.4m。试求当AC＝CB，θ＝30°时，杆CD的速度与加速度。
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图8.38

[image: alt]


图8.39

[image: alt]


图8.40

[image: alt]


图8.41

﻿8-13　如图8.42所示的机构中，曲柄OA＝20cm，摇杆O1
 B＝100cm，连杆AB＝120cm，曲柄OA以等角加速度ε＝5rad/s2
 转动。试求当曲柄OA和摇杆O1
 B为铅直位置，并且曲柄OA的角速度ω＝10rad/s时，点B和点C的加速度。

8-14　轻型杠杆式推钢机，曲柄OA借连杆AB带动摇杆O1
 B绕O1
 轴摆动，杆EC以铰链与滑块C相连，滑块C可沿杆O1
 B滑动；摇杆摆动时带动杆EC推动钢材，如图8.43所示。已知OA＝r，[image: alt]
 在图8.43所示位置时，[image: alt]
 求：

（1）滑块C的绝对速度和相对于摇杆O1
 B的速度；

（2）滑块C的绝对加速度和相对于摇杆O1
 B的加速度。

8-15　如图8.44所示，电动机带动飞轮以匀角速顺时针转动，角速度ω＝2πrad/s，并通过连杆AB带动可沿水平导轨运动的电锯条。已知AB＝450mm，求当OA位于铅垂位置时，锯条的加速度aB
 和连杆的角速度。

8-16　在牛头刨床的滑道摇杆机构中，曲柄OA以匀角速度ω0
 做逆时针转动如图8.45所示。试求当曲柄OA和摇杆O1
 B处于水平位置时，滑块C的速度和摇杆O1
 B的角速度，设轴O和O1
 到滑块C之导轨的距离分别是b和2b，OA＝R，O1
 B＝r，[image: alt]


[image: alt]


图8.42

[image: alt]


图8.43

[image: alt]


图8.44

[image: alt]


图8.45

8-17　如图8.46所示半径为R的卷筒沿水平面滚动而不滑动，卷筒上固连有半径为r的同轴鼓轮，缠在鼓轮上的绳子由下边水平伸出，绕过定滑轮并于下端悬有重物M，设在已知瞬时重物具有向下的速度ν和加速度a，试求该瞬时卷筒铅直径两端点C和B的加速度的大小。

8-18　如图8.47所示曲柄连杆机构中，曲柄OA绕O轴转动，角速度为ω0
 ，角加速度为ε0
 ，在某瞬时曲柄与水平间成60°角，而连杆AB与曲柄OA垂直。滑块B在圆形槽内滑动，此时半径O1
 B与连杆AB间成30°角。如OA＝a，[image: alt]
 O1
 B＝2a，求在该瞬时，滑块B的切向加速度和法向加速度。

[image: alt]


图8.46

[image: alt]


图8.47

8-19　OA杆以匀速度ω0
 绕O轴转动，圆轮可沿水平直线做无滑动的滚动。已知OA＝R＝10cm，AB＝20cm，试求如图8.48所示位置圆轮的角速度和圆心的加速度。

8-20　曲柄OA以恒定的角速度ω0
 ＝2rad/s绕轴O转动，并借助连杆AB驱动半径为r的轮子在半径为R的圆弧槽中做无滑动的滚动。设OA＝AB＝R＝2r＝1m，求如图8.49所示瞬时点B和C的速度和加速度
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图8.48

[image: alt]


图8.49


第三篇
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第9章　质点动力学基本方程



教学提示：质点是物体最简单、最基本的模型，是构成复杂物体的基础。本章首先根据矢量法、直角坐标法、自然坐标法建立质点动力学微分方程，然后运用质点动力学微分方程的求解方法，分析动力学两类基本问题。

教学要求：本章要求学生熟练掌握动力学的基本定律，会建立质点运动微分方程，能够应用微积法求解质点动力学基本问题。



9.1　动力学的任务

动力学研究作用于物体上的力和物体运动状态变化之间的关系。在静力学中，研究了物体的受力分析，力系的简化与平衡，以及力系的平衡条件，而没有涉及物体受不平衡力系作用后物体的运动。在运动学中，一般只是从几何方面研究了物体的运动，如运动的轨迹、速度和加速度，而未涉及引起物体运动的物理因素，如物体的质量和作用于物体的力等。下面我们要研究的动力学，则要综合应用静力学中的受力分析和运动学中的运动分析，建立作用于物体的力和物体的运动状态变化之间的关系。

在动力学中经常用到的两种力学模型是质点和质点系。所谓质点是指具有一定质量而几何形状和尺寸大小可以忽略不计的物体。例如，在研究人造地球卫星的轨道时，卫星的形状和大小对所研究的问题没有什么影响，可以忽略不计。因此，可将卫星抽象为一个质量集中在重心的质点。刚体平动时，因刚体内各点的运动情况完全相同，也可以不考虑这个刚体的形状和大小，而将它抽象为一个质点来研究。如果物体的形状和大小在所研究的问题中不可忽略，则物体应抽象为质点系。所谓质点系是指由许多（可能有无限个）相互联系着的质点所组成的系统。在实际问题中，并不是所有的物体都可以抽象为单个的质点，当不能抽象为单个质点时，可把它看成由许多质点组成的质点系。刚体可以看成由无数个质点组成的，并且其内任意两质点间的距离都保持不变的质点系，故称为不变质点系。

动力学的内容极为丰富，并且随着科学技术的发展在不断发展。动力学在工程技术中的应用也极为广泛，例如各种机器、机构等的设计，航空航天技术等，都要用到动力学的知识。

动力学可分为质点动力学和质点系动力学，前者是后者的基础。

9.2　动力学的基本定律

质点动力学的基础是三个基本定律，这些定律是牛顿（1642—1727）在总结前人，特别是伽利略研究成果的基础上提出来的，称为牛顿三定律。

第一定律（惯性定律）：质点如不受力作用，则保持其运动状态不变，即保持静止或做匀速直线运动。不受力作用（包括受平衡力系作用）的质点，其运动状态保持不变的性质称为惯性，匀速直线运动称为惯性运动。第一定律明确指出了物体运动状态发生变化的原因，提出了惯性的概念。

第二定律（力与加速度之间的关系的定律）：质点因受力作用而产生加速度，其大小与作用于质点的力的大小成正比而与质量成反比。或者质点的质量与加速度的乘积，等于作用于质点的力的大小，加速度的方向与力的方向相同。即

ma＝F　　　　　　　　　　　　（9-1）

第二定律建立了质点的质量、作用于质点的力和质点运动加速度三者之间的关系，并由此可直接导出质点的运动微分方程，它是解决动力学问题最根本的依据。式（9-1）表明，质点的质量越大，其运动状态越不容易发生改变，也就是质点的惯性越大。因此，质量是物体惯性的度量。

当质点同时受到几个力的作用时，式（9-1）中的F应为此汇交力系的合力，此时，第二定律可表示为

ma＝∑F　　　　　　　　　　　（9-2）

在国际单位制（SI）中，长度、质量和时间的单位是基本单位，分别取为m（米）、kg（千克）和s（秒）；力的单位是导出单位。质量为1kg的质点，获得1m/s2
 的加速度时，作用于该质点的力为1N（牛顿），即

1N＝1kg×1m/s2


在精密仪器工业中，也用厘米克秒制（CGS）。在厘米克秒制中，长度、质量和时间的单位分别是cm（厘米）、g（克）和s（秒），此时，力的单位是dyn（达因），即

1dyn＝1g×1cm/s2


牛顿和达因的换算单位是

1N＝105
 dyn

第三定律（作用与反作用定律）：两个物体间的作用力与反作用力总是大小相等、方向相反、沿着同一直线，且同时分别作用在两个物体上。第三定律说明了力的产生是由于两个物体相互作用而引起的。

应特别指出的是：这个定律不仅适用于静止（平衡）状态的物体，而且同样适用于运动状态的物体。这个定律对于研究质点系动力学问题具有特别重要的意义，它给出了质点系中各质点间相互作用力的关系，使我们有可能将质点动力学理论应用到质点系的动力学问题。

必须指出，以上提到的牛顿三定律只在一定范围内适用。三个定律适用的参考系称为惯性参考系。在一般的工程问题中，把固结于地面或固结于相对于地面做匀速直线运动的物体上的坐标系作为惯性参考系。以牛顿三定律为基础的力学称为古典力学。在古典力学范畴内，认为质量是不变的量，空间和时间是“绝对的”，与物体的运动无关。对于一般工程中的机械运动问题，应用古典力学都可以得到足够精确的解答。只是当物体的速度接近于光速，或所研究的现象涉及物体的微观世界时，古典力学才不再适用，而需要应用相对论力学或量子力学来研究。

9.3　质点运动微分方程

9.3.1　质点运动微分方程三种表示法

设质点M的质量为m，在诸力F1
 ，F2
 ，…，Fn
 的作用下沿曲线运动，如图9.1所示。质点动力学基本方程为

ma＝∑F

[image: alt]


图9.1

由于[image: alt]
 上式可写为

[image: alt]


式（9-3）称为质点运动微分方程的矢量式。将（9-3）式投影到直角坐标轴上，有

[image: alt]


式（9-4）为直角坐标形式的质点运动微分方程。

式中，x、y、z为质点M的坐标，∑Fx
 ，∑Fy
 ，∑Fz
 为作用于质点的各力在x、y、z轴上的投影的代数和。

将（9-3）式投影到自然坐标轴上，有

[image: alt]


式（9-5）为自然坐标形式的质点运动微分方程。

式中，s为质点沿已知轨迹的弧坐标；ρ为运动轨迹在该点处的曲率半径；ν为质点的运动速度，∑Fτ
 ，∑Fn
 ，∑Fb
 为作用于质点的各力在切线、法线及副法线上的投影的代数和。

9.3.2　质点动力学的两类基本问题

1．第一类问题

已知质点的运动，求作用于质点上的力。求解这类问题一般说来是比较简单的，因为这类问题实际上是一个求导数的运算。

求解这类动力学问题的步骤可大致归纳如下：

（1）选取研究对象，画受力图；

（2）分析运动，根据给定的条件，分析某瞬时的运动情况；

（3）根据研究对象的运动情况，列质点的运动微分方程；

（4）求解未知量。

2．第二类问题

已知作用于质点上的力，求质点的运动。求解这类问题一般来说比较复杂。一方面这类问题实际上是一个求积分的运算，积分时出现的积分常数必须由质点运动的初始条件（质点的初位置和初速度）来确定；另一方面作用于质点的力可能是常力，也可能是随时间、位置或速度变化的力，求解时还要根据质点受力的不同情况，进行循环求导（如[image: alt]
 ，便于分离变量进行积分。这也增加了第二类问题的求解难度。求解第二类问题时，求解的步骤和第一类问题求解的步骤基本相同。

【例9-1】　质量为m的质点M在坐标平面Oxy内运动，已知其运动方程为x＝acosωt，y＝bsinωt，其中a、b和ω均为常数，求质点M所受到的力。

解：本题已知质点的运动方程，求作用于质点的力。应用直角坐标形式的质点运动微分方程，可得质点所受的力在x、y轴上的投影的代数和分别为

[image: alt]


【例9-2】　质量为1kg的重物M，系于长度为ι＝0.3m的线上，线的另一端固定于天花板上的D点，重物在水平面内做匀速圆周运动而使悬线成为一圆锥面的母线，且悬线与铅直线间的夹角恒为60°，如图9.2所示，试求重物的速度和线上的张力。

[image: alt]


图9.2

﻿解：选择重物M为研究对象，受力分析如图所示。M的运动轨迹为圆周，选用自然坐标形式的质点运动微分方程

[image: alt]


0＝Fcos60°－mg　　　　　　　（c）

由式（a）可知，ν＝常数，由式（c）可知F＝2mg＝19.6N。将F的值代入式（b），可得

[image: alt]


【例9-3】　如图9.3所示的单摆，摆长为ι，摆锤的质量为m，初始时将摆锤拉到最大偏角φO
 ，然后无初速度释放，试求单摆的运动方程。

解：选择摆锤为研究对象，分析受力如图9.3所示。摆锤的运动轨迹为圆周，选用自然坐标形式的质点运动微分方程。

[image: alt]


图9.3

maτ
 ＝∑Fτ


而[image: alt]
 ∑Fτ
 ＝-mgsinφ，代入上式，可得

[image: alt]


而[image: alt]
 代入上式，可得

[image: alt]


由于φ较小，sinφ≈φ，上面的运动微分方程可写为

[image: alt]


引入[image: alt]
 则上式可写为[image: alt]
 它的通解为

φ＝Acos（kt＋β）

由初始条件，有[image: alt]
 ＝φ0
 ，[image: alt]
 可得

解得：β＝0，A＝φ0
 ，这样单摆的运动方程可表示为

[image: alt]


这是一个周期函数，周期为[image: alt]


【例9-4】　试求脱离地球引力场的宇宙飞船所需的最小初速度。

解：取地球中心O为坐标原点，坐标轴x垂直向上。不妨设地球的半径为R，地球的质量为M，飞船的质量为m。取飞船A为研究对象，受力分析如图9.4所示。F是地球对飞船的引力，可表示为

[image: alt]


图9.4

[image: alt]


在地球的表面，F为飞船的重力，即有

[image: alt]


可得

fM＝gR2


这样，引力可表示为

[image: alt]


飞船的运动微分方程可表示为

[image: alt]


将上式改写为

[image: alt]


而[image: alt]
 代入上式，可得

[image: alt]


﻿即

[image: alt]


两边同时积分，可得

[image: alt]


即

[image: alt]


欲使飞船脱离地球引力范围，则当x→∞时，ν≥0。取ν＝0，R＝6370km，g＝9.8m/s2
 ，可得

[image: alt]


这就是宇宙飞船脱离地球引力范围所需的最小初速度，称为第二宇宙速度。

【例9-5】　如图9.5（a）所示质量为m的小球C，用两根长均为L的细长杆支持，球和杆一起以匀角速度ω绕铅垂轴AB转动，设AB＝2a，不计各杆自重，求两杆所受的力。

[image: alt]


图9.5

解：取小球C为研究对象，因为AC、BC均为二力杆，假设均受拉力，则小球C的受力图如图9.5（b）所示。列直角坐标形式的质点运动微分方程

[image: alt]


式中，[image: alt]


代入上式，可得

[image: alt]


【例9-6】　滑翔机受到大小为R＝kmν，方向与速度方向相反的空气阻力作用，k为比例系数，m为滑翔机质量，ν为滑翔机的飞行速度。在t＝0时，ν＝ν0
 ，试求滑翔机由t＝0瞬时到任意时刻所飞过的距离（假设滑翔机是沿水平直线方向飞行的）。

解：以滑翔机初始滑行的位置为坐标原点，滑翔机水平飞行直线为x轴，由题意列出滑翔机运动微分方程

[image: alt]


即

[image: alt]


上式也可写成

[image: alt]


两边积分，可得

[image: alt]


即

ν＝ν0
 e-kt


又因为[image: alt]
 所以有

dx＝ν·dt＝ν0
 e-kt
 ·dt

两边再积分一次，可得滑翔机由t＝0瞬时到任意时刻所飞过的距离x为

[image: alt]


通过以上几个例子，可以将求解质点动力学问题的一般解题步骤归纳如下：

（1）确定研究对象，并将其抽象为质点；

（2）对研究对象进行受力分析和运动分析，并画出其受力图；

（3）根据问题的特点，选取适当的坐标系，建立质点的运动微分方程；

（4）解方程，求出未知量。

小　结

动力学的任务是研究作用于物体上的力和物体运动状态变化之间的关系。

牛顿三定律适用于惯性参考系，牛顿第一定律和第二定律阐明了质点的力与质点运动状态变化的关系，牛顿第三定律阐明两物体相互作用力的关系。牛顿三定律是质点动力学的基础，三个定律适用的参考系称为惯性参考系。

质点动力学的基本方程ma＝∑F，应用时取投影形式。质点动力学基本定律是研究动力学的理论基础，必须牢牢掌握。

质点动力学可分为两类基本问题：

第一类问题：已知质点的运动，求作用于质点上的力。求解这类问题一般说来是比较简单的，因为这类问题实际上是一个求导数的运算。

第二类问题：已知作用于质点上的力，求质点的运动。这类问题实际上是一个求积分的运算，积分时出现的积分常数必须由质点运动的初始条件（质点的初位置和初速度）来确定。

习　题

一、是非题（正确的在括号内打“√”、错误的打“×”）

1．凡是适合于牛顿三定律的坐标系称为惯性参考系。　　（　　）

2．一质点仅受重力作用在空间运动时，一定是直线运动。　　（　　）

3．两个质量相同的物体，若所受的力完全相同，则其运动规律也相同。　　（　　）

4．质点的运动不仅与其所受的力有关，而且还和运动的初始条件有关。　　（　　）

5．凡运动的质点一定受力的作用。　　（　　）

6．质点的运动方向与作用于质点上的合力方向相同。　　（　　）

二、填空题

1．质点是指＿＿＿可以忽略不计，但具有一定＿＿＿的物体。

2．质点动力学的基本方程是＿＿＿，写成自然坐标投影形式为＿＿＿。

3．质点保持其原有运动状态不变的属性称为＿＿＿。

4．质量为m的质点沿直线运动，其运动规律为[image: alt]
 其中ν0
 为初速度，b为常数。则作用于质点上的力F＝＿＿＿。

5．飞机以匀速ν在铅直平面内沿半径为r的大圆弧飞行。飞行员体重为P，则飞行员对座椅的最大压力为＿＿＿。

三、选择题

1．如图9.6所示，质量为m的物块A放在升降机上，当升降机以加速度a向上运动时，物块对地板的压力等于（　　）。

（A）　mg

（B）　m（g＋a）

（C）　m（g－a）

（D）　0

2．如图9.7所示一质量弹簧系统，已知物块的质量为m，弹簧的刚度系数为c，静伸长量为δs
 ，原长为ι0
 ，若以弹簧未伸长的下端为坐标原点，则物块的运动微分方程可写成（　　）。
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3．在介质中上抛一质量为m的小球，已知小球所受阻力R＝-kν，坐标选择如图9.8所示，试写出上升段与下降段小球的运动微分方程，上升段（　　），下降段（　　）。
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图9.6

[image: alt]


图9.7

[image: alt]


图9.8

四、计算题

9-1　质量为m的物体放在匀速转动的水平转台上，它与转轴的距离为r，如图9.9所示。设物体与转台表面的摩擦系数为f，求当物体不致因转台旋转而滑出时，水平台的最大转速。

9-2　如图9.10所示离心浇注装置中，电动机带动支撑轮A、B作同向转动，管模放在两轮上靠摩擦传动而旋转。铁水浇入后，将均匀地紧贴管模的内壁而自动成型，从而可得到质量密实的管形铸件。如已知管模内径D＝400mm，求管模的最低转速n。

[image: alt]


图9.9

[image: alt]


图9.10

9-3　物体自地球表面以速度ν0
 铅直上抛。试求该物体返回地面时的速度ν1
 。假定空气阻力R＝mkν2
 ，其中k是比例常数，按数值它等于单位质量在单位速度时所受的阻力。m是物体质量，ν是物体的速度，重力加速度认为不变。

9-4　静止中心O以引力F＝k2
 mr吸引质量是m的质点M，其中k是比例常数，[image: alt]
 是点M的矢径。运动开始时OM0
 ＝b，初速度为ν0
 并与[image: alt]
 的夹角为α，如图9.11所示。求质点M的运动方程。

9-5　如图9.12所示，胶带运输机卸料时，物料以初速度ν0
 脱离胶带，设ν0
 与水平线的夹角为α。求物体脱离胶带后，在重力作用下的运动方程。

9-6　滑翔机受空气阻力R＝-kmν作用，其中k为比例系数，m为滑翔机质量，ν为滑翔机的速度。在t＝0时，有ν＝ν0
 ，试求滑翔机由瞬时t＝0到任意时刻t所飞过的距离（假设滑翔机是沿水平直线飞行的）。

9-7　一物体质量m＝10kg，在变力F＝100（1－t）牛顿作用下运动。设物体初速度ν0
 ＝0.2m/s，开始时力的方向与速度方向相同。问经过多少时间后物体速度为零，此前走了多少路程？

[image: alt]


图9.11

[image: alt]


图9.12

9-8　质量为2kg的滑块M在力F作用下沿杆AB运动，杆AB在铅直平面内绕A转动，如图9.13所示。已知s＝0.4t，φ＝0.5t（s的单位为m，φ的单位为rad，t的单位为s），滑块与杆AB的摩擦系数为f＝0.1。试求t＝2s时力的大小。

9-9　质量为m的小球C，用两根长为L的细长杆支持，如图9.14所示。球和杆一起以匀角速度ω绕铅垂轴AB转动，设AB＝2a，不计杆自重，求各杆所受的力。

[image: alt]


图9.13

[image: alt]


图9.14

9-10　如图9.15所示，电机A重量为0.6kN，通过连接弹簧放在重量为5kN的基础上，弹簧的重量不计。电机沿铅垂线以规律[image: alt]
 做简谐运动。式中振幅B＝0.1cm，周期T＝0.1s，试求支撑面CD所受压力的最大值和最小值。

[image: alt]


图9.15

[image: alt]


图9.16

9-11　如图9.16所示，在三棱体ABC的粗糙斜面上放有重为W的物体M，三棱体以匀加速度a沿水平方向运动。为使物件M在三棱体上处于相对静止，试求a的最大值，以及这时M对三棱体的压力。假设摩擦系数为f，并且f＜tgα。

9-12　质量为m的质点受到已知力作用沿直线运动，该力按规律F＝F0
 cos（ωt）变化，其中F0
 ，ω为常数。当开始运动时，质点已具有初速度[image: alt]
 试求质点的运动规律。





第10章　动量定理



教学提示：动量、动量矩和动能定理从不同的侧面揭示了质点和质点系的运动和其受到的力之间的关系。本章引入了动量和冲量的基本概念，介绍了质点（系）动量定理、质心运动定理，以及它们相应的守恒定理。

教学要求：本章要求学生能熟练计算质点系和刚体的动量，能熟练计算力的冲量。掌握动量定理、质心运动定理，以及它们的相应的守恒定律，能熟练运用这些定理求解质点系的动力学问题。



10.1　动量与冲量

前一章介绍了质点动力学基本方程，通过建立质点运动微分方程，可以求解质点动力学两类基本问题。若已知作用于质点上的力，则只需对其运动微分方程进行积分，应用初始条件后就可得到质点的运动方程，这样也就给出了质点运动的完整描述。在实际问题中，我们经常要研究由有限个或无限个相互联系的质点组成的质点系。对质点系的动力学问题，原则上可对每个质点建立其运动微分方程，得到一个微分方程组，然后应用质点间的约束条件和运动初始条件，可得到质点系中每个质点的运动方程。但是，出于两个方面的原因，我们在求解质点系动力学问题时一般不采用上述方法。一个原因是求解微分方程组在数学上存在相当的困难，即使是使用电子计算机，往往也只能求出这类问题的近似数值解。另一方面，实际问题往往只要求了解整个质点系的某些运动量，而无须对每个质点的运动情况进行分析，因此，对于许多质点系的动力学问题，经常应用动力学普遍定理来求解。动力学普遍定理包括动量定理、动量矩定理和动能定理，它们从不同的侧面揭示了质点和质点系总体的机械运动量与其受力之间的关系，可用以求解质点或质点系的动力学问题。

10.1.1　动量

大家都熟知，从枪口发出的子弹质量虽小，但由于其速度很大，以至可以穿透钢板；万吨巨轮靠近码头时虽然速度很小，但由于质量很大，所以巨轮靠近码头时要特别当心，否则可能发生将码头或轮船撞毁的事故；而秋天飘落的叶子，由于质量和速度都很小，落到人头上都无妨。这几个事例说明，动量这个机械运动量和该物体的质量成正比，也和该物体的运动速度成正比。用物体的质量与物体速度的乘积来度量物体的机械运动量，称为动量。动量是度量物体机械运动强度的物理量。

1．质点的动量

质点的质量m与速度ν的乘积称为质点的动量p。即

p＝mν　　　　　　　　　　（10-1）

动量是矢量，它与速度ν的方向相同。写成分量形式为

﻿px
 ＝mνx
 ，py
 ＝mνy
 ，pz
 ＝mνz
 　　　　　　　　（10-2）

动量的量纲为

［动量］＝［质量］·［速度］＝MLT-1


在国际单位制中，动量的单位是千克·米／秒（kg·m/s）。

2．质点系的动量

设有n个质点组成的质点系，第i个质点的动量为mi
 νi
 ，则质点系的动量可表示为

P＝∑mi
 νi
 　　　　　　　（10-3）

即质点系的动量P等于质点系中各质点动量的矢量和。式（10-3）写成分量形式为

Px
 ＝∑mi
 νix
 ，Py
 ＝∑mi
 νiy
 ，　Pz
 ＝∑mi
 νiz
 　　　　　　（10-4）

式中，Px
 、Py
 、Pz
 分别表示质点系的动量P在轴x、y、z轴上的投影。

从质点系动量的定义式（10-3）、式（10-4）可以看出，直接利用该式计算质点系的动量往往很不方便，特别是当质点系中所含的质点的个数很多时，更是如此。为此可以推导一种质点系动量的简捷计算公式。

令m＝∑mi
 为质点系的总质量；与重心坐标相似，定义质点系的质量中心（简称质心）C的矢径为

[image: alt]


即

mrC
 ＝∑mi
 ri


式（10-5）两端同时对时间求导，可得

[image: alt]


可见，质点系的动量等于质点系的总质量与质心速度的乘积。式（10-6）可写成分量形式

Px
 ＝mνCx
 ，Py
 ＝mνCy
 ，Pz
 ＝mνCz
 　　　　　　　（10-7）

刚体是由无限多个质点组成的不变质点系，质心是刚体内某一确定的点。对于质量均匀分布的规则刚体，质心也就是其几何中心。下面应用式（10-6）计算图10.1所示几种运动刚体的动量。图10.1（a）所示的长为ι，质量为m的均质细长杆OA绕端点O做定轴转动，角速度为ω。由于质心C的速度[image: alt]
 则细长杆的动量为[image: alt]
 方向与νC
 方向相同；又如图10.1（b）所示的在水平地面上作纯滚动的均质滚轮，滚轮半径为r，质量为m，角速度为ω。由于质心C的速度νC
 ＝rω，故滚轮的动量为P＝mrω，方向与νC
 方向相同；而如图10.1（c）所示的绕轮心转动的均质轮，则不论轮子转动的角速度有多大，也不论轮子的质量多大，由于其质心不动，其动量总是等于零。

[image: alt]


图10.1

10.1.2　力的冲量

在实际生活中，人们可体验以下这个事实：力作用于物体时，必须经过一段时间，才能显著改变受力物体的运动状态。例如，人们沿铁道推车厢，当推力大于阻力时，经过一段时间，可使车厢得到一定的速度；如改用机车牵引车厢，那么只需一段较短的时间便能达到人推车厢的速度。可见，物体在力的作用下引起的运动状态的改变，不仅与力的大小、方向有关，而且与力作用的时间有关。把力与其作用时间的乘积称为冲量，用来度量力在作用时间内的累积效应。

力F在微小的时间间隔dt内累积的冲量F·dt称为元冲量。用dI表示，即

dI＝F·dt　　　　　　　　　　　　（10-8）

对式（10-8）积分，可得力F在时间间隔0－t内累积的冲量Ⅰ

[image: alt]


当F＝常矢量时，式（10-9）可表示为

I＝F·t　　　　　　　　　　　　　（10-10）

冲量是矢量，当作用力是常矢量时，其方向与力的方向相同。式（10-10）可写成分量形式

Ix
 ＝Fx
 ·t，Iy
 ＝Fy
 ·t，Iz
 ＝Fz
 ·t　　　　　　　（10-11）

冲量的量纲为

［冲量］＝［力］·［时间］＝MLT-1


可见，冲量的量纲和动量的量纲相同，在国际单位制中，冲量的单位是牛顿·秒（N·s）。

10.2　动量定理

10.2.1　质点的动量定理

设质点的质量为m，速度为ν，作用于质点的力为F。由牛顿第二定律有

[image: alt]


即

[image: alt]


﻿上式也可以写成为

d（mν）＝F·dt　　　　　　　　　　（10-12）

式（10-11）称为质点动量定理的微分形式，即质点的动量的增量等于作用于质点上力的元冲量。

对式（10-12）进行积分，积分上、下限时间取0到t，速度取ν0
 到ν，可得

[image: alt]


式（10-13）称为质点动量定理的积分形式，即在某一时间间隔内，质点的动量的变化等于作用于质点上的力在此时间间段内的冲量。

10.2.2　质点系的动量定理

设有n个质点组成的质点系，第i个质点的质量为mi
 ，速度为νi
 。外界物体对该质点的作用力为[image: alt]
 质点系内其他质点对该质点的作用力为[image: alt]
 则有质点的动量定理

[image: alt]


对由n个质点组成的质点系，则以上的方程共有n个。将n个方程两端分别相加，即

[image: alt]


交换等式左边求和符号和微分符号的顺序，并考虑到内力总是成对出现，可相互抵消，则得

[image: alt]


式（10-14）称为质点系动量定理的微分形式。即质点系动量的增量等于作用于质点系的外力元冲量的矢量和。式（10-14）也可写成为

[image: alt]


即质点系的动量对时间的一阶导数等于作用于质点系外力的矢量和。将上式写成直角坐标投影形式为

[image: alt]


对式（10-13）积分，积分上、下限时间取0到t，动量取P0
 到P，得

[image: alt]


即

[image: alt]


上式称为质点系动量定理的积分形式。即在某一时间间隔内，质点系动量的改变等于在这段时间内作用于质点系的外力冲量的矢量和。写成投影形式为

[image: alt]


10.2.3　质点系动量守恒定律

如果外力主矢[image: alt]
 则由式（10-15）有

P＝P0
 ＝恒矢量

如果外力主矢在某轴例如x轴上的投影[image: alt]
 则由式（10-16）有

Px
 ＝P0x
 ＝常量

由此可知，若作用于质点系的所有外力矢量和等于零，则质点系的动量保持不变；若作用于质点系所有外力在某一轴上的投影代数和等于零，则质点系的动量在该轴上的投影保持不变。这就是质点系动量守恒定律。

作用于质点系上的内力虽然不能改变整个质点系的动量，但能改变质点系内各部分的动量。如果仅受内力作用的质点系内有某个部分的速度改变了，则必然引起另一部分的速度相应发生改变。质点系动量守恒定律的现象很多，现举几个例子说明如下：

（1）在静水上有一只不动的小船，人和船组成一个质点系。当人从船头向船尾走去的同时，船身一定向船头方向移动。这是因为，当水的阻力很小可忽略不计时，在水平方向只有人与船相互作用的内力，没有外力，因此质点系的动量在水平方向保持不变。当人有向后的动量时，船必然获得向前的动量，以保持总动量恒等于零。

（2）炮弹和火炮（包括炮车和炮筒）看成一个质点系，在炮弹发射前，动量等于零。发射时弹药爆炸所产生的气体压力是内力，它不能改变整个质点系的动量。爆炸所产生的气体压力使弹丸获得一个向前的动量，同时使火炮沿相反方向获得同样大小向后的动量。火炮的后退现象称为反座。

（3）喷气推进的火箭，把火箭与燃气作为一个质点系，火箭与燃气之间的相互作用力是内力，它不能改变整个质点系的动量，发动机的燃气以高速向后喷出的同时，必使火箭获得相应的前进速度。

这些例子均可以用质点系的动量守恒定律来加以解析。在人们的日常生活和工程实际中，还有许多质点系动量守恒的例子。

【例10-1】　电动机的外壳固定在水平基础上，定子质量为m1
 ，转子质量为m2
 ，如图10.2所示。设定子的质心位于转轴的中心O1
 ，但由于制造误差，转子的质心O2
 到O1
 的距离为e。已知转子匀速转动，角速度为ω。设初始时O1
 O2
 位于铅垂位置，求基础的支座反力。

[image: alt]


图10.2

解：以电动机外壳和转子组成的质点系为研究对象，受力分析如图10.2所示。图中m1
 g和m2
 g分别为定子和转子的重力。Fx
 、Fy
 和MO
 为基础对系统的约束反力。由于机壳不动，只有转子转动，所以系统的动量大小为

P＝m2
 eω

方向如图所示。由于初始时O1
 O2
 位于铅垂位置，有φ＝ωt，由动量定理的投影式（10-15），得
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而

Px
 ＝pcosφ＝m2
 eωcosωt，Py
 ＝psinφ＝m2
 eωsinωt

代入上式，可得基础的约束反力

Fx
 ＝-m2
 eω2
 sinωt

Fy
 ＝m1
 g＋m2
 g＋m2
 eω2
 cosωt

当电动机不转时，即ω＝0，由上式可知Fx
 ＝0，Fy
 ＝m1
 g＋m2
 g，称为静约束反力。静约束反力只有向上的反力m1
 g＋m2
 g。电动机转动时的约束反力称为动约束反力。动约束反力与静约束反力的差值是由于系统而产生的，可称为附加的动反力。此例中，由于转子偏心而引起的x方向的附加动反力-m2
 eω2
 sinωt和y方向的附加动反力m2
 eω2
 cosωt都是谐变量，将会引起电机和基础的振动。

基础动反力的最大和最小值分别是：

Fx max
 ＝m2
 eω2
 ，Fx min
 ＝-m2
 eω2


Fy max
 ＝m1
 g＋m2
 g＋m2
 eω2
 ，Fy min
 ＝m1
 g＋m2
 g－m2
 eω2


【例10-2】　图10.3表示水流流经变截面弯管的示意图。设流量（每秒流过的体积）qV
 ＝常量，流体的密度ρ＝常量，流体在截面aa、bb处的平均流速分别是νa
 和νb
 ，求流体流动对管道壁的附加动压力。
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图10.3

解：取两个截面aa和bb之间的管内流体作为研究对象。受力分析如图10.3所示。它们包括流体的重力，管壁的反力，在两端截面aa和bb处受到相邻流体的压力。先求这段流体的动量在时间dt内的微小改变量。

假设经过一个无限小的时间间隔dt，原处于两个截面aa和bb之间的流体流动到两个截面a′a′和b′b′之间。由于是定常流动，公共容积a′a′bb内的流体动量保持不变。因而，经过时间dt后，原处于截面aa和bb之间的流体动量的改变等于流体在bbb′b′时的动量与它在aaa′a′时的动量之差。这两个容积都等于qV
 dt，其质量均为dm＝qV
 ρdt，因而，原处于两个截面aa和bb之间的流体在时间dt内的微小改变量为

dP＝ρqV
 dt·νb
 －ρqV
 dt·νa


即
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应用质点系的动量定理，有[image: alt]
 代入上式，可得

ρqV
 νb
 －ρqV
 νa
 ＝Fa
 ＋Fb
 ＋FR
 ＋G

若将管壁对于流体的反力FR
 分为两部分：[image: alt]
 为与外力G、Fa
 和Fb
 相平衡的管壁静反力，[image: alt]
 为由于流体的动量发生变化而产生的附加动反力，即[image: alt]
 由下式计算：
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而附加动反力由下式确定：
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由作用与反作用定律，流体对管壁的附加动压力[image: alt]
 大小等于此附加动反力，但方向相反。即

[image: alt]


管内流体流动时给予管壁的附加动压力，等于单位时间内流入该管的动量与流出该管的动量之差。由上述结论可知，流量以及进出口截面处速度的矢量差越大，则管壁所受的附加动压力越大。设计高速管道时，应考虑附加动压力的影响。与此同时，还要注意有静压力存在。

注意：上面推导的公式均用矢量表示，在实际应用时应取投影形式。例如图10.4所示一水平的等截面直角形弯管。当流体被迫改变流动方向时，对管壁施加有附加的动反力。
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图10.4

设进口截面的截面面积为S1
 ，出口截面的截面面积为S2
 。进口平均流速为ν1
 ，出口平均流速度ν2
 ，流体的密度为ρ。应用上面分析的结论，可知流体对管壁施加附加的动压力，它的大小等于管壁对流体作用的附加动反力，即
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由此可见，当流速很高或管子截面面积很大时，附加动压力很大，在管子的弯头处要安装支座。

【例10-3】　如图10.5所示均质滑轮半径分别为r1
 和r2
 ，两轮固连在一起并安装在同一转轴O上，两轮共重为Q，重物M1
 、M2
 的重量分别为P1
 、P2
 。已知M1
 向下运动的加速度为a1
 ，求滑轮对转轴的压力。
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图10.5

解：以整体为研究对象，受力分析如图10.5所示。图中表示系统分别受到重力P1
 、P2
 、Q以及约束反力FRO
 的作用，用动量定理，可得
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而　　[image: alt]
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代入上式，可得

[image: alt]


上式利用了[image: alt]
 的结论。

【例10-4】　火炮（包括炮车和炮筒）的质量为m，炮弹的质量为m1
 ，炮弹相对于火炮的发﻿射速度为νr
 ，炮筒对水平面的仰角为α，如图10.6（a）所示。设火炮放在光滑水平面上，且炮筒与炮车固连，试求火炮的后座速度和炮弹的发射速度。

解：取火炮和炮弹组成的系统为研究对象。受力分析如图10.6（a）所示。作用于系统的外力有重力mg和m1
 g，水平地面给火炮的约束反力FA
 和FB
 。而火药（其质量不计）的爆炸力是内力，受力图中不必画出。

进行运动学分析，选炮弹为动点，火炮为动系，由νa
 ＝νe
 ＋νr
 作炮弹C的速度合成图如图10.6（b）所示。这里νe
 是火炮反座的速度，νa
 是炮弹发射的速度，与炮筒的夹角为β。由图可知
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即

[image: alt]


图10.6

[image: alt]


进行动力学分析，由于系统所受外力在水平轴x上的投影都是零，即有[image: alt]
 根据质点系动量守恒定理，可知系统的动量在轴x上的投影守恒。考虑到初始瞬时系统处于静止，即P0x
 ＝0，于是有

Px
 ＝m1
 νa
 cos（α＋β）－mνe
 ＝0　　　　（c）

联立求解方程（a）、（b）、（c），可得
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炮弹与水平面的仰角为α＋β，而[image: alt]
 可得[image: alt]
 表示炮弹离开炮口时速度已不同于炮筒的方向。

动量定理建立了质点或质点系的动量与作用于质点或质点系的力之间的关系。应用动量定理解题步骤大致如下：

（1）选取研究对象，分析研究对象上的外力（包括主动力和约束反力）。

（2）如果外力主矢等于零或外力在某轴上的投影代数和等于零，则应用质点系动量守恒定理求解。若初始时动量在该轴上的投影等于零，则以后任意时刻质点系的动量在该轴上的投影也等于零，通过质点系动量守恒定理求出所要求的某质点速度。

（3）如果外力主矢不等于零，先计算质点系的动量在坐标轴上的投影，然后应用动量定理求未知力（一般为约束反力）。计算动量的速度必须是绝对速度，并要注意动量和力在坐标轴上的投影的正负号。

10.3　质心运动定理及质心运动守恒定律

10.3.1　质心运动定理

质心运动定理建立了质点系质心的加速度与作用在质点系上的外力之间的关系。下面来推导这种关系。

质点系的动量定理可写为

[image: alt]


而质点系的动量等于质点系的总质量与质心速度的乘积。即

P＝mνC


将质点系的动量表达式代入质点系的动量定理，可得
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这就是质心运动定理，即质点系的质量与质心加速度的乘积等于作用于质点系上所有外力的矢量和（或称外力主矢）。质心运动定理实质上是质点系动量定理的另一种形式。

形式上，质心运动定理与质点的动力学基本方程ma＝∑F完全相似，因此，质心运动定理也可以用另一种方式来表述：质点系质心的运动可以看成一个质点的运动，设想此质点集中了整个质点系的质量，并在其上作用有质点系的所有外力。上式为矢量方程，实际在应用时应写成投影形式
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由质心运动定理可知，质点系的内力不影响质心的运动，只有外力才能改变质心的运动。这一性质可解析日常生活和工程中的许多现象，现举几个例子说明如下：

人在水平地面上行走时，全靠地面给鞋底的摩擦力，该摩擦力是作用于人体的外力，可使其质心获得水平方向的加速度。如果人在冰面上行走，由于冰面给鞋底的摩擦力较小，所以人要在冰上加速行走比较困难。假设地面绝对光滑，人只能静止或做匀速直线运动。

当汽车启动时，作为内力的发动机中燃气压力，并不能使汽车的质心产生加速度而使汽车前进。那么汽车依靠什么外力启动呢？原来，当发动机运转时，发动机中的气体压力推动汽缸内的活塞，经过一套机构转动主动轮（图10.7中的后轮），迫使主动轮相对于车身转动。这时主动轮上与地面的接触点A有向后滑动的趋势，于是地面在该点处对车轮产生向前的摩擦力FA
 。该摩擦力正是汽车启动和加速前进的外力。车轮的前轮一般是被动轮，它是被车身通过轮轴推动着向前滚动的，当汽车向前运动时，被动轮受到小量的向后摩擦力FB
 。该摩擦力是汽车前进的阻力。如果地面光滑，FA
 克服不了汽车前进的阻力FB
 ，那么后轮将在原处转动，汽车不能前进。

工程上，常用定向爆破的施工法来搬山造田和平整土地，这时也会用到质心运动定理。例如要把A处的土石方抛掷到B处如图10.8所示，可采用定向爆破技术。这时可把被炸掉的土石方A看做一个质点系，其质心的运动与一个抛射质点的运动一样，这个质点的质量等于质点系的全部质量，作用在这个质点上的力是质点系中各质点重力的总和。

根据质心运动定理，考虑地形、地层结构、炸药性能以及爆破技术等因素，可合理选取质心的初速度νC
 的大小和方向，使大部分土石方抛掷到B处。
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图10.7
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图10.8

10.3.2　质心运动守恒定律

由质心运动定量可知，如果[image: alt]
 则mνC
 ＝常矢量；即若作用于质点系上外力的矢量和（即外力系的主矢）为零，则质点系的质心做匀速直线运动；若开始静止，则质心位置始终保持不变。如果[image: alt]
 则mνCx
 ＝常量；即如果作用于质点系的外力在某轴上的投影的代数和等于零，则质心速度在该轴上的投影保持不变，若开始时速度投影等于零，则质心在该轴上的坐标保持不变。这个结论称为质心运动守恒定律。

【例10-5】　如图10.9所示滑块A质量为m，可在水平光滑槽中运动，具有刚性系数为k的弹簧一端与滑块相连接，另一端固定。杆AB长为L，质量不计，A端与滑块A铰接，B端装有质量为m1
 的小球，在铅直平面内可绕点A转动。设在力矩作用下，转动角速度ω为常数，初始时φ＝0，弹簧恰为原长，求滑块A的运动规律。

解：取整体为研究对象，受力如图10.9所示，建立水平向右的坐标轴Ox，点O取在运动初始时滑块A质心上，质点系的质心坐标为
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根据质心运动定理：（m＋m1
 ）[image: alt]
 ＝-kx，得

[image: alt]


解此微分方程，并注意到初始条件t＝0时，x＝0，[image: alt]
 ＝0

故可得A的稳态解的运动规律：[image: alt]


【例10-6】　均质杆OA长为2ι，重量为P，可绕水平固定轴O在铅垂面内转动，如图10.10所示。设图示位置杆的角速度和角加速度为ω和ε，杆与水平直线的夹角为φ。试求此时轴O处的约束反力。
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图10.9
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图10.10

解：本题已知作定轴转动杆的角速度和角加速度，即已知杆质心C的加速度，求杆所受约束反力。可以应用质心运动定理求解。

取杆为研究对象，受力分析如图10.10所示。包括重力P，约束反力FOx
 和FOy
 。取坐标系如图10.10所示，由质心运动定理，有
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由于杆作定轴转动，其角速度和角加速度为ω和ε，则质心的加速度可表示为
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代入上式，可得
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解得
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[image: alt]


【例10-7】　如图10.11所示的小船，船长为ι，质量为m，船上有质量为m1
 的人。设初始时小船和人静止，人站立在船的最左端，后来沿甲板向右行走，如不计水的阻力，求当人走到船的最右端时，船向左移动的距离为多少？
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图10.11

解：取人和船组成的系统为研究对象，由于不计水的阻力，故外力在水平轴上的投影等于零。由于初始时系统静止，因此质心在x轴上的坐标保持不变。取坐标轴如图10.11所示。设人在走动前，人和船的质心x坐标分别为a和b。则系统质心的坐标为
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当人走到船的右端时，设船移动的距离为s，则

系统质心的坐标为

[image: alt]


由于在x轴上的坐标保持不变，即

xC1
 ＝xC2


将xC1
 、xC2
 的表达式代入上式，可得
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解得

[image: alt]


应用质心运动定理解题的步骤如下：

（1）选取研究对象，分析受力（画出质点系所受全部外力，包括主动力和约束反力）。

（2）如果外力主矢等于零，或外力在某轴上的投影为零，则应用质心运动守恒定理求解。若初始静止，则质心的坐标保持不变。分别计算两个时刻质心的坐标（用各质点的坐标表示），令其相等，即可求出所要求的某质点位移。

（3）如果外力主矢不等于零，若已知质心的运动规律，先求出质心加速度，然后应用质心运动定理求未知力（一般为约束反力）；若已知作用于质点系的外力，先计算质心坐标，然后应用质心运动定理求某质点的运动规律。

小　结

动量、冲量都是矢量，运算时必须同时考虑其大小和方向，特别要注意将其投影到某轴上时所取的正负号。在应用质点系动量定理时，总是把作用力分为外力和内力，因质点系之间的内力总是成对出现，它不能改变质点系的总动量，故只需考虑外力，而不考虑内力。

质点系的动量守恒定律是质点系动量定理的特殊情形，应用十分方便，但必须要注意动量守恒定律成立的条件。

质心运动定理建立了作用于物体的外力与质心运动状态之间的关系，特别适合于求解已知质心运动求外力，或已知外力求质心运动规律的问题。对于那些不受外力或外力在某轴上的投影为零的质点系动力学问题，则适宜用质心运动守恒定律来求解。

习　题

一、是非题（正确的在括号内打“√”、错误的打“×”）

1．内力虽不能改变质点系的动量，但可以改变质点系中各质点的动量。　　（　　）

2．内力虽不影响质点系质心的运动，但质点系内各质点的运动，却与内力有关。　　（　　）

3．质点系的动量守恒时，质点系内各质点的动量不一定保持不变。　　（　　）

4．若质点系所受的外力的主矢等于零，则其质心坐标保持不变。　　（　　）

5．若质点系所受的外力的主矢等于零，则其质心运动的速度保持不变。　　（　　）

二、填空题

1．质点的质量与其在某瞬时的速度乘积，称为质点在该瞬时的＿＿＿。

2．力与作用时间的乘积，称为力的＿＿＿。

3．质点系的质量与质心速度的乘积称为＿＿＿。

4．质点系的动量随时间的变化规律只与系统所受的＿＿＿有关，而与系统的＿＿＿无关。

5．质点系动量守恒的条件是＿＿＿，质点系在x轴方向动量守恒的条件是＿＿＿。

6．若质点系所受外力的矢量和等于零，则质点系的＿＿＿和＿＿＿保持不变。

三、选择题

1．如图10.12所示的均质圆盘质量为m，半径为R，初始角速度为ω0
 ，不计阻力，若不再施加主动力，问轮子以后的运动状态是（　　）运动。

（A）减速

（B）加速

（C）匀速

（D）不能确定

﻿2．如图10.13所示的均质圆盘质量为m，半径为R，可绕O轴转动，某瞬时圆盘的角速度为ω，则此时圆盘的动量大小是（　　）。

（A）P＝0

（B）P＝mωR

（C）P＝2mωR

（D）P＝mωR/2
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图10.12
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图10.13

3．均质等腰直角三角板，开始时直立于光滑的水平面上，如图10.14所示。给它一个微小扰动让其无初速度倒下，问其重心的运动轨迹是（　　）。

（A）椭圆

（B）水平直线

（C）铅垂直线

（D）抛物线

4．质点系的质心位置保持不变的必要与充分条件是（　　）。

（A）作用于质点系的所有主动力的矢量和恒为零

（B）作用于质点系的所有外力的矢量和恒为零

（C）作用于质点系的所有主动力的矢量和恒为零，且质心初速度为零

（D）作用于质点系的所有外力的矢量和恒为零，且质心初速度为零
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图10.14

四、计算题

10-1　计算如图10.15所示的下列各刚体的动量。

（a）质量为m，长为L的细长杆，绕垂直于图面的O轴以角速度ω转动；

（b）质量为m，半径为R的均质圆盘，绕过边缘上一点且垂直于图面的O轴以角速度ω转动；

（c）非均质圆盘质量为m，质心距转轴OC＝e，绕垂直于图面的O轴以角速度ω转动；

（d）质量为m，半径为R的均质圆盘，沿水平面滚动而不滑动，质心的速度为νC
 。

10-2　如图10.16所示的皮带输送机沿水平方向输送煤炭，其输送量为72000kg/h，皮带的速度ν＝1.5m/s，求在匀速传动中，皮带作用于煤炭上的水平推力。
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图10.15

﻿10-3　如图10.17所示的重物A、B的重量分别为P1
 、P2
 ，不计滑轮和绳索的重量，A物下降加速度为a1
 ，求支点O的反力。

10-4　人站在车上，车以速度ν1
 前进。设人的质量为m1
 ，车的质量为m2
 ，如果人以相对于车的速度νr
 向后跳下，求此时车前进的速度。
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图10.16
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图10.17

10-5　物体沿倾角为α的斜面下滑，它与斜面间的动滑动摩擦系数为f′，且tanα＞f′，如物体下滑的初速度为ν0
 ，求物体速度增加一倍时所经过的时间。

10-6　如图10.18所示的椭圆规尺AB的质量为2m1
 ，曲柄OC的质量为m1
 ，而滑块A和B的质量均为m2
 。已知OC＝AC＝CB＝ι，曲柄和尺的质心分别在其中点上，曲柄绕O轴转动的角速度ω为常量。求当曲柄水平向右时质点系的动量。

10-7　如图10.19所示质量为m的滑块A，可以在水平光滑的槽中运动，具有刚度系数为k的弹簧一端与滑块相连接，另一端固定。杆AB长为ι，质量忽略不计，A端与滑块A铰接，B端装有质量m1
 的小球，在铅直平面内可绕点A旋转。设在力偶M的作用下转动角速度ω为常数，求滑块A的运动微分方程。
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图10.18
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图10.19

10-8　如图10.20所示的质量为m，半径为2R的薄壁圆筒置于光滑的水平面上，在其光滑内壁放一质量为m，半径R的均质圆盘。初始时两者静止，且质心在同一水平线上。如将圆盘无初速释放，当圆盘最后停止在圆筒的底部时，求圆筒的位移。

10-9　在图10.21所示曲柄滑块机构中，曲柄OA以匀角速度ω绕O轴转动。当开始时，曲柄OA水平向右。已知曲柄重P1
 ，滑块A重量为P2
 ，滑杆重量为P3
 ，曲柄的重心在OA的中点，且OA＝L，滑杆的重心在点C，且BC＝L/2。试求：（1）机构质量中心的运动方程；（2）作用在点O的最大水平力。
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图10.20

[image: alt]


图10.21

10-10　如图10.22所示，长为ι的均质杆AB，直立在光滑的水平面上。求它从铅直位置无初速地倒下时，端点A相对图示坐标系的轨迹方程。

10-11　如图10.23所示重量为P的电机放在光滑的水平面地基上，长为2ι；重量为G的均质杆的一端与电机轴垂直地固结，另一端则焊上一重量为W的重物。设电机转动的角速度为ω，求：（1）电机的水平运动方程；（2）如果电机外壳用螺栓固定在基础上，则作用于螺栓的最大水平力为多少？
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图10.22

[image: alt]


图10.23

10-12　如图10.24所示的物体A和B的质量分别是m1
 和m2
 ，用跨过滑轮C的不可伸长的绳索相连，这两个物体可沿直角三棱柱的光滑斜面滑动，而三棱柱的底面DE则放在光滑水平面上。设三棱柱的质量为m，且m＝4m1
 ＝16m2
 ，初瞬时系统处于静止。试求物体A降落高度h＝10cm时，三棱柱沿水平面的位移。绳索和滑轮的质量不计。

10-13　如图10.25所示机构中，鼓轮A质量为m1
 ，转轴O为其质心。重物B的质量为m2
 ，重物C的质量为m3
 。斜面光滑，倾角为θ。已知B物体的加速度为a，求轴承O处的约束反力。
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图10.24
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图10.25

10-14　如图10.26所示质量为m1
 的平台AB，放在水平面上，平台与水平面间的动摩擦系数为f。质量为m2
 的小车D由绞车拖动，相对于平台运动规律为[image: alt]
 其中b为已知常数。不计绞车的质量，求平台的加速度。

10-15　如图10.27所示用相同材料做成的均质杆AC和BC用铰链在点C连接。已知AC＝25cm，BC＝40cm。处于铅直面内的各杆从CC1
 ＝24cm处静止释放。当A、B、C运动到位于同一直线上时，求杆端A、B各自沿光滑水平面的位移sA
 和sB
 。
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图10.26

[image: alt]


图10.27

10-16　匀质曲柄OA重G1
 ，长为r，初始时曲柄在OA0
 位置。曲柄受力偶作用以角速度ω转动，转角φ＝ωt，并带动总重G2
 的滑槽、连杆和活塞B做水平往复运动，如图10.28所示。已知机构在铅直面内，在活塞上作用着水平常力F。试求作用在曲柄轴O上的最大水平分力。不计滑块的质量和各处的摩擦。

10-17　匀质杆OA长2ι，重量为P，绕通过O端的水平轴在竖直水平面内转动，如图10.29所示。设杆OA转动到与水平成φ角时，其角速度与角加速度分别为ω及ε，试求该瞬时杆O端的反力。
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图10.28
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图10.29





第11章　动量矩定理



教学提示：动量定理建立了作用力与动量变化之间的关系，反映了质点系机械运动规律的一个侧面。动量矩定理从另一个侧面揭示了质点（或质点系）的动量矩的变化与作用于质点（或质点系）上的力矩之间的关系。

教学要求：本章要求学生熟练计算质点系对于固定点和质心的动量矩，掌握动量矩定理及其相应的守恒定理，能够熟练应用这些定理求解质点系的动力学问题。能够熟练应用刚体定轴转动微分方程和刚体平面运动微分方程求解相关的问题。



11.1　质点和质点系的动量矩

在前一章中介绍了动量的概念，它虽是物体机械运动强度的一种度量，但是用以度量转动物体的机械运动强度时就会遇到困难。例如圆盘绕通过质心的固定轴转动时，无论圆盘质量多大，转动多快，因其质心固定在转轴上，它的速度始终为零，据此，圆盘的动量将恒等于零。实际上圆盘在转动过程中，除转轴上各质点外，其余的质点均在做圆周运动，圆盘应具有机械运动强度。为了度量质点或质点系绕某固定轴转动时的机械运动强度，可引进一个新的物理量——动量矩。

11.1.1　质点的动量矩

设有质点M，其质量为m，速度为ν，动量为mν，点M的矢径为r，如图11.1所示。把质点M的动量mν对O点的矩，即

LO
 ＝MO
 （mν）＝r×mν　　　　（11-1）
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图11.1

定义为质点的动量对于点O的动量矩。由式（11-1）可以看出，质点的动量对于点O的动量矩是矢量。

质点动量mν在Oxy平面上的投影mνxy
 对于点O的动量矩，定义为质点的动量对z轴的矩。即

﻿Lz
 ＝Mz
 （mν）＝MO
 （mνxy
 ）　　　　（11-2）

由式（11-2）可以看出，质点的动量对于z轴的动量矩是代数量。由投影关系可知

Mz
 （mν）＝［MO
 （mν）］z
 　　　　（11-3）

即质点的动量对于某点O的动量矩矢在通过该点的z轴上的投影时等于该质点的动量对于该轴的动量矩。动量矩的单位为kg·m2
 /s。

11.1.2　质点系的动量矩

质点系对点O的动量矩等于各质点对同一点O的动量矩的矢量和，或称为质点系动量对点O的主矩，即
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质点系对某轴z的动量矩等于各质点对同一轴的动量矩的代数和，即

[image: alt]


11.1.3　刚体绕定轴转动时对转轴的动量矩

工程中，常需计算作定轴转动的刚体对固定轴的动量矩。设刚体以匀角速度ω绕定轴z转动如图11.2所示，应用质点系对z轴的动量矩公式，刚体绕定轴转动时对转轴的动量矩可表示为
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图11.2

令[image: alt]
 称为刚体对z轴的转动惯量，它表明了刚绕定轴z转动时的惯性大小。从转动惯量的公式可见，影响其大小的有两个因素，一是它的质量大小，另一个因素具体反映在刚体的形状及其与转轴的相对位置。转动惯量的单位为kg·m2
 。上式可写为

Lz
 ＝Jz
 ·ω　　　　（11-7）

﻿结论：绕定轴转动刚体对其转轴的动量矩等于刚体对转轴的转动惯量与转动角速度的乘积。

11.1.4　常见物体的转动惯量

若刚体的质量是连续分布的，则转动惯量公式又可改写成如下形式
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利用式（11-8）就可将几种常见的形状规则、质量均匀刚体的转动惯量计算出来。

（1）长为ι，质量为m的均质直杆。

如图11.3所示的均质直杆对过端点O的z轴的转动惯量为
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图11.3

如图11.4所示的均质直杆对过中点O的z轴的转动惯量为
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图11.4

（2）半径为r，质量为m的均质薄圆环。

如图11.5所示的均质薄圆环对中心轴的转动惯量为

[image: alt]


（3）半径为R，质量为m的均质圆板。

如图11.6所示的均质圆板对中心轴的转动惯量为
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图11.5
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图11.6

11.1.5　回转半径

在工程实际中有时也把转动惯量写成刚体的总质量m与当量长度ρz
 的平方的乘积形式，即

[image: alt]


式（11-9）中，ρz
 称为刚体对于z轴的回转半径，又称惯性半径。于是

[image: alt]


工程中几种常用简单形状均质物体的转动惯量的计算可查下表。

表　简单形状均质物体的转动惯量
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11.1.6　平行移轴公式

表11-1仅给出了刚体对通过质心轴的转动惯量。在工程实际中，有时需要确定刚体对不通过质心轴的转动惯量，这就需要利用如下转动惯量的平行移轴定理：刚体对于任一轴z′的转动惯量，等于刚体对与此轴平行的质心轴的转动惯量Jz
 ，加上刚体的质量与z′轴到质心轴z的距离d平方的乘积，即

﻿Jz1

 ＝JzC

 ＋md2
 　　　　（11-11）

【例11-1】　钟摆简化如图11.7所示。已知均质细杆和均质圆盘的质量分别为m1
 和m2
 ，杆长为ι，圆盘直径为d。求钟摆对于通过悬挂点O的水平轴的转动惯量。
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图11.7

解：钟摆对于水平轴O的转动惯量

JO
 ＝JO杆
 ＋JO盘


式中
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设JC
 为圆盘对于中心C的转动惯量，则
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所以得
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11.2　动量矩定理

11.2.1　质点的动量矩定理

如图11.8所示的质点M，其动量为mν，则质点M对点O的动量矩用矢积可表示为

MO
 （mν）＝r×mν
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图11.8

上式两边分别对时间求导数，可得

[image: alt]


因为ν×mν＝0，r×F＝MO
 （F）

这样可得

[image: alt]


式（11-12）称为质点动量矩定理，即质点对某定点的动量矩对时间的一阶导数等于作用于质点的力对同一点的矩。

11.2.2　质点系的动量矩定理

设有n个质点组成的质点系，每个质点的力分成内力[image: alt]
 和外力[image: alt]
 ，根据质点的动量矩定理有
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对于n个质点组成的质点系，共有n个这样的方程，将这个n个方程相加，可得
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由于内力总是成对出现，故[image: alt]
 上式可写为
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即

[image: alt]


式（11-13）就是质点系的动量矩定理。可表述为：质点系对于某定点O的动量矩对时间的导数，等于作用于质点系的所有外力对于同一点的矩的矢量和（外力对点O的主矩）。

式（11-13）写成投影形式为
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11.2.3　动量矩守恒定律

若作用于质点系上外力对某点之矩的矢量和（即外力偶系的主矩）为零，则质点系的总动量矩保持不变。即如果[image: alt]
 则LO
 ＝常矢量。若作用在质点系上的外力对某固定轴之矩的代数和等于零，如[image: alt]
 时，则Lz
 ＝常数。这个结论称为动量矩守恒定律。

【例11-2】　如图11.9所示提升装置中，已知滚筒质量m1
 ，直径d，它对转轴的转动惯量为J，作用在滚筒上的主动转矩为M，被提升重物的质量为m2
 。求重物上升的加速度。

解：取滚筒和重物组成的质点系为研究对象。作用在质点系上的外力有重物的重量m2
 g，滚筒重m1
 g，轴承O处的约束反力Fx
 、Fy
 ，作用在滚筒上的主动转矩M。设某瞬时滚筒转动的角速度为ω，则重物上升的速度为[image: alt]
 整个系统对转轴O的动量矩为
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由质点系的动量矩定理，有

[image: alt]


即[image: alt]
 于是滚筒角加速度为
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重物上升的加速度等于滚筒边缘上任意一点的切向加速度，可表示为
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【例11-3】　均质滑轮半径分别为r1
 和r2
 ，两轮固连在一起并安装在同一转轴O上，两轮共重为mg，对轮心O的转动惯量为JO
 ，如图11.10所示。重物A、B的质量分别为m1
 、m2
 。求重物A向下运动的加速度。

解：取整体为研究对象，其受力分析和运动分析如图11.10所示。应用质点系的动量矩定理，有
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而质点系对点O的动量矩为

﻿﻿﻿[image: alt]
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图11.9
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图11.10

质点系所有外力对O点的矩的代数和为

∑MO
 （Fe
 ）＝m1
 gr1
 －m2
 gr2


代入上式，并应用[image: alt]
 可得
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这样，重物A向下运动的加速度为
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【例11-4】　如图11.11所示调速器中，长为2a的水平杆AB与铅垂轴固连，并绕z轴转动。其两端用铰链与长为ι的细杆AC、BD相连，杆AC、BD位于铅垂位置。当机构以角速度ω0
 绕铅垂轴转动时，线被拉断。此后，杆AC、BD各与铅垂线成θ角。若不计各杆重量，且此时转轴不受外力矩作用，求此系统的角速度ω。

[image: alt]


图11.11

解：将整个调速器视为研究对象。其所受外力有小球的重量及轴承处的约束反力，这些力对转轴之矩均为零。由质点系的动量矩守恒定律知，绳拉断前后系统对z轴的动量矩不变。绳拉断前系统对z轴的动量矩为

[image: alt]


绳拉断后系统对z轴的动量矩为

[image: alt]


由动量矩守恒定律[image: alt]
 得

[image: alt]


于是解得绳拉断后系统的角速度为

[image: alt]


11.3　刚体绕定轴转动的微分方程

设定轴转动刚体上作用有主动力F1
 ，F2
 ，…，Fn
 和轴承的约束反力FN1
 和FN2
 ，如图11.12所示。刚体对z轴的转动惯量为Jz
 ，角速度为ω，式（11-7）已给出刚体绕固定轴z转动时刚体的动量矩为

Lz
 ＝Jz
 ω

如果不计轴承中摩擦，轴承约束反力对z轴的力矩等于零。根据质点系对z轴的动量矩定理，有

[image: alt]


即

[image: alt]


上式也可以写成为

[image: alt]


式（11-15）称为刚体绕定轴的转动微分方程。即刚体对定轴的转动惯量与角加速度的乘积，等于作用于刚体上的主动力对该轴的矩的代数和。

【例11-5】　均质直杆AB和OD，长度都是ι，质量均为m，垂直地固接成丁字形，且D为AB的中点，如图11.13所示。此丁字杆可绕过点O的固定轴转动，开始时OD段静止于水平位置。求杆转过φ角时的角速度和角加速度。

解：选丁字杆为研究对象，进行受力分析。丁字杆受到重力2mg作用，其作用点为丁字杆的质心C，在点O受到固定铰链的约束反力FOx
 、FOy
 的作用。当杆OD与水平直线的夹角为φ时，丁字杆转动的角速度为ω，如图11.13所示。

应用刚体定轴转动微分方程，有

﻿JO
 ·ε＝∑MO
 （Fi
 ）

式中，JO
 为丁字杆对O轴的转动惯量，由平行移轴定理，有

[image: alt]
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图11.12

[image: alt]


图11.13

通过计算，可知质心C到转轴O的距离为[image: alt]
 故有

[image: alt]


将以上两式代入刚体定轴转动微分方程得

[image: alt]


杆转过φ角时的角加速度ε为

[image: alt]


由于[image: alt]
 代入上式，可得

[image: alt]


两边积分，并利用初始条件，可得

[image: alt]


杆转过φ角时的角速度ω为

[image: alt]


11.4　质点系相对于质心的动量矩定理

在推导和应用动量矩定理时，编者曾强调对之取矩的点或轴必须是固定的。如果质点系（如做平面运动的刚体）的运动可分解为随质心的平动和相对于质心的转动，前者可用动量定理或质心运动定理描述，后者能否用动量矩定理来描述呢？

以质心C为原点，取一平动坐标系Cx′y′z′，如图11.14所示。在此平动坐标系中，质点mi
 相对矢径为[image: alt]
 相对速度为νir
 。质点系对于质心C的动量矩为

[image: alt]


[image: alt]


图11.14

根据点的速度合成定理，有

νi
 ＝νC
 ＋νir


质点系对于C点的动量矩可表示为

[image: alt]


由质心坐标公式，有

[image: alt]


式中，m是质点系的总质量，[image: alt]
 是质心C在动坐标系中的矢径，而质心是动坐标系的原点，即[image: alt]
 也就是说[image: alt]
 故质点系对于质心点C的动量矩为

[image: alt]


任一质点mi
 相对于点O的矢径分别为ri
 ，绝对速度为νi
 。则质点系对于点O的动量矩为

LO
 ＝∑MO
 （mii
 ν）＝∑ri
 ×mi
 νi


由图可知

[image: alt]


于是

[image: alt]


[image: alt]


又根据质点系动量定理计算公式有

∑mi
 νi
 ＝mνc


式中，νc
 为其质心C的速度。这样，质点系对于点O的动量矩可表示为

LO
 ＝rC
 ×mνC
 ＋LC
 　　　　（11-16）

式（10-16）表明，质点系对任一点O的动量矩等于集中于系统质心的动量mνC
 对于点O的动量矩再加上此系统对于质心C的动量矩LC
 （为矢量和）。

由质点系对定点的动量矩定理[image: alt]
 可得

[image: alt]


即

[image: alt]


式中，[image: alt]
 上式可写为

[image: alt]


上式右端是外力对于质心的主矩，于是得

[image: alt]


即质点系相对于质心的动量矩对时间的导数，等于作用于质点系的外力对于质心的主矩。这个结论称为质点系对于质心的动量矩定理。该定理在形式上与质点系对于固定点的动量矩定理完全相同。

11.5　刚体平面运动微分方程

[image: alt]


图11.15

由于质点系（或刚体）的平面运动可分解为随质心的平动与相对质心的转动，刚体平面运动微分方程只需分别建立以上两种运动的运动微分方程。如图11.15所示的刚做作平面运动，其在平面坐标系内的位置可以其内的一条直线CA来确定。要确定直线CA的位置，只需确定点C的坐标及该直线的方位。点C坐标随时间的变化规律可应用质心运动定理来求解；直线CA的方位角φ随时间的变化规律可应用质点系相对于质心的动量矩定理来求解。这样，结合质心运动定理和质点系相对于质心的动量矩定理，刚体平面运动微分方程可写为

[image: alt]


﻿写成投影形式

[image: alt]


式中，JC
 为刚体对通过质心C且与运动平面垂直的轴的转动惯量；ω为其角速度。

【例11-6】　试证明质点系对于某定点O的动量矩等于总质量集中于质心时的动量矩，加上各质点的动量对于质心矩的矢量和。即∑MO
 （mi
 νi
 ）＝MO
 （mνC
 ）＋∑MC
 （mi
 νi
 ）

证明：设质点Mi
 的质量为mi
 ，该质点的速度为νi
 。质点Mi
 的矢径为ri
 ，质点Mi
 相对质心C的矢径为[image: alt]
 质心C矢径为rC
 ，质心C的速度为νC
 。原点O为定点，如图11.16所示。故有

[image: alt]


[image: alt]


图11.16

【例11-7】　半径为r，质量为m的均质圆轮沿水平直线做纯滚动，如图11.17所示。设圆轮的惯性半径为ρC
 ，作用在圆轮上的力偶矩为M。求轮心的加速度。如果圆轮对地面的静摩擦系数为fs
 ，问力偶矩M必须符合什么条件才能不致使圆轮滑动。

解：取圆轮为研究对象。作用在圆轮上的外力有重物的重量mg，地面对圆轮的正压力FN
 ，滑动摩擦力F，以及作用在圆轮上的力偶矩M，如图11.17所示。根据刚体平面运动的微分方程可列出如下三个方程

[image: alt]


[image: alt]


图11.17

因为aCx
 ＝aC
 ，aCy
 ＝0，根据圆轮滚而不滑的条件，有aC
 ＝rε。联立求解得

[image: alt]


欲使圆轮滚而不滑，必须有F≤fs
 FN
 ＝fs
 mg。于是圆轮滚而不滑的条件为

[image: alt]


【例11-8】　如图11.18所示，质量为m的有偏心的轮子在水平面上作平面运动。轮子轴心为A，质心为C，AC＝e，轮子半径为R，对轴心A的转动惯量为JA
 。C、A、B在同一铅直线上。问：（1）轮子只滚不滑时，若νA
 为已知，则轮子的动量和对点B的动量矩各为多少？（2）轮子又滚又滑时，若νA
 ，ω均已知，则轮子的动量和对点B的动量矩又各为多少？

[image: alt]


图11.18

解：当轮子只滚不滑时，点B速度应为零，轮子角速度为：[image: alt]
 质心C的速度为

[image: alt]


故轮子的动量为

[image: alt]


轮子对B点的动量矩为

LB
 ＝JB
 ω

﻿由于JB
 ＝JC
 ＋m（R＋e）2
 ，JA
 ＝JC
 ＋me2
 ，有

JB
 ＝JA
 ＋m（R＋e）2
 －me2


代入动量矩公式中，可得轮子对点B的动量矩

[image: alt]


轮子又滚又滑时，取A为基点，由νC
 ＝νA
 ＋νCA
 可求得C的速度大小为νC
 ＝νA
 ＋ω·e，故轮子的动量为

P＝mνC
 ＝m（νA
 ＋ω·e）

由于LB
 ＝MB
 （mνC
 ）＋∑MC
 （mi
 νi
 ），故轮子对B点的动量矩为

LB
 ＝mνC
 ·BC＋JC
 ω＝m（νA
 ＋ω·e）（R＋e）＋（JA
 －me2
 ）ω

＝mνA
 （R＋e）＋（JA
 ＋meR）ω

【例11-9】　均质圆柱体A和B的重量均为P，半径均为r，一绳缠在绕固定轴O转动的圆柱体A上，绳的另一端绕在圆柱体B上，如图11.19所示。不计摩擦及绳子自重。求：（1）圆柱体B下降时质心的加速度；（2）若在圆柱体A上作用一逆时针转向的转矩M，试问在什么条件下圆柱体B的质心将上升。

解：分别取轮A和B为研究对象，受力如图11.20所示。轮A做定轴转动，轮B做平面运动。对轮A应用刚体定轴转动微分方程，有

JA
 εA
 ＝FT
 ·r　　　　（a）

[image: alt]


图11.19

[image: alt]


图10.20

对轮B应用平面运动微分方程，有

[image: alt]


式中：[image: alt]
 并且由轮的运动学

分析可知aB
 ＝aC
 ＋aBC
 ＝（εA
 ＋εB
 ）·r，代入后求解可

得到圆柱体B下降时质心的加速度[image: alt]


若在A轮上作用一逆时针转矩M，取轮A和B为研究对象，受力如图11.21所示。同上面的分析相似，分别列两轮的动力学微分方程。

[image: alt]


图11.21

对于A轮有

JA
 εA
 ＝FT
 ·r－M　　　　　　（d）

B轮动力学方程仍为式（b）和式（c）。

式中，[image: alt]
 aB
 ＝（εA
 ＋εB
 ）·r

代入后求解可得到圆柱体B下降时质心的加速度

[image: alt]


当aB
 ≤0时，即M≥2Pr时，圆柱体B的质心将上升。

【例11-10】　一均质滚子质量为m，半径为r，放在粗糙的水平地面上，如图11.22（a）所示。在滚子的鼓轮上绕以绳子，其上作用有常力T，方向与水平线成α角。鼓轮的半径为a，滚子对轴C的回转半径为ρ，做只滚不滑的运动，试求滚子C的加速度。

[image: alt]


图11.22

解：滚子做平面运动。可应用平面运动微分方程进行求解。选滚子为研究对象，受力分析如图11.22（b）所示。其上作用有重力mg和常力T，地面的约束反力FN
 和FS
 。应用平面运动微分方程，可得

m·aCx
 ＝Tcosα－Fs


mρ2
 ·ε＝FS
 ·r－T·a

轮子只滚不滑，其角速度和轮心的加速度的关系为

[image: alt]


联立求解以上方程，可得滚子C的加速度aCx


[image: alt]


小　结

质点的动量对于某点（或某轴）的矩称为质点对于该点（或该轴）的动量矩。质点动量对某点的动量矩是矢量，对于某轴的动量矩是代数量。质点系对于某点的动量矩等于各质点的动量对于该点动量矩的矢量和，而对于某轴的动量矩等于各质点的动量对于该轴动量矩的代数和。

质点系对于某点的动量矩在通过该点的轴上的投影等于质点系对于该轴的动量矩。要理解并能推导质点系对于任一点的动量矩和质点系对于质心的动量矩的关系。

质点系的动量矩定理建立了作用于质点系的外力对于某点的主矩与质点系对于该点动量矩的关系。在具体应用时要用到其投影形式。因质点系动量矩的改变与内力无关，故在应用质点系的动量矩定理时，只需考虑外力，而不考虑内力。质点系的动量矩守恒定律是质点系动量矩定理的特殊情形，它反映了当机械运动为转动时相互传递的规律，应用十分方便，但必须要注意动量矩守恒定律成立的条件。

刚体定轴转动微分方程可以理解为质点系动量矩定理的一个具体应用。要能理解转动惯量的概念并能计算常见物体的转动惯量。

刚体平面运动可分解为刚体随基点的平动和绕基点的转动，列刚体平面运动微分方程时应注意这里的基点必须是质心，否则其动力学方程的形式相当复杂。

习　题

一、是非题（正确的在括号内打“√”、错误的打“×”）

1．质点系对某固定点（或固定轴）的动量矩，等于质点系的动量对该点（或轴）的矩。　　（　　）

2．质点系所受外力对某点（或轴）之矩恒为零，则质点系对该点（或轴）的动量矩不变。　（　　）

3．质点系动量矩的变化与外力有关，与内力无关。　　（　　）

4．质点系对某点动量矩守恒，则对过该点的任意轴也守恒。　　（　　）

5．定轴转动刚体对转轴的动量矩，等于刚体对该轴的转动惯量与角加速度之积。　　（　　）

6．在对所有平行于质心轴的转动惯量中，以对质心轴的转动惯量为最大。　　（　　）

7．质点系对某点的动量矩定理[image: alt]
 中的点O是固定点或质点系的质心。　　（　　）

8．如图11.23所示，固结在转盘上的均质杆AB，对转轴的转动惯量为[image: alt]
 式中m为杆AB的质量。　　（　　）

﻿9．当选质点系速度瞬心P为矩心时，动量矩定理一定有[image: alt]
 的形式，而不需附加任何条件。　　（　　）

10．平面运动刚体所受外力对质心的主矩等于零，则刚体只能做平动；若所受外力的主矢等于零，刚体只能做绕质心的转动。　　（　　）

[image: alt]


图11.23

二、填空题

1．绕定轴转动刚体对转轴的动量矩等于刚体对转轴的转动惯量与＿＿＿的乘积。

2．质量为m，绕z轴转动的回旋半径为ρ，则刚体对z轴的转动惯量为＿＿＿。

3．质点系的质量与质心速度的乘积称为＿＿＿。

4．质点系的动量对某点的矩随时间的变化规律只与系统所受的＿＿＿对该点的矩有关，而与系统的＿＿＿无关。

5．质点系对某点动量矩守恒的条件是＿＿＿，质点系的动量对x轴的动量矩守恒的条件是＿＿＿。

6．质点M质量为m，在Oxy平面内运动，如图11.24所示。其运动方程为x＝acoskt，y＝bsinkt，其中a、b、k为常数。则质点对原点O的动量矩为＿＿＿。

7．如图11.25所示，在铅垂平面内，均质杆OA可绕点O自由转动，均质圆盘可绕点A自由转动，当杆OA由水平位置无初速释放时，已知杆长为ι，质量为m；圆盘半径为R，质量为M。则杆OA对点O的动量矩LO
 ＝＿＿＿；圆盘对点O的动量矩LO
 ＝＿＿＿；圆盘对点A的动量矩LA
 ＝＿＿＿。

[image: alt]


图11.24

[image: alt]


图11.25

8．均质T形杆，OA＝BA＝AC＝ι，总质量为m，绕O轴转动的角速度为ω，如图11.26所示。则它对O轴的动量矩LO
 ＝＿＿＿。

9．半径为R，质量为m的均质圆盘，在其上挖去一个半径为r＝R/2的圆孔，如图11.27所示。则圆盘对圆心O的转动惯量JO
 ＝＿＿＿。

[image: alt]


图11.26

[image: alt]


图11.27

10．半径同为R、重量同为G的两个均质定滑轮，一个轮上通过绳索悬一重量为Q的重物，另一轮上用一等于Q的力拉绳索，如图11.28所示。则图11.28（a）轮的角加速度εa
 ＝＿＿＿；图11.28（b）轮的角加速度εa
 ＝＿＿＿＿。

[image: alt]


图11.28

三、选择题

1．均质杆AB，质量为m，两端用张紧的绳子系住，绕轴O转动，如图11.29所示。则杆AB对O轴的动量矩为（　　）。

[image: alt]


2．均质圆环绕z轴转动，在环中的A点处放一小球，如图11.30所示。在微扰动下，小球离开A点运动。不计摩擦力，则此系统运动过程中（　　）。

（A）ω不变，系统对z轴的动量矩守恒

（B）ω改变，系统对z轴的动量矩守恒

（C）ω不变，系统对z轴的动量矩不守恒

（D）ω改变，系统对z轴的动量矩不守恒

3．跨过滑轮的轮绳，一端系一重物，另一端有一与重物重量相等的猴子，从静止开始以速度ν向上爬，如图11.31所示。若不计绳子和滑轮的质量及摩擦，则重物的速度（　　）。

（A）等于ν，方向向下

（B）等于ν，方向向上

（C）不等于ν

（D）重物不动

[image: alt]


图11.29

[image: alt]


图11.30

4．在图11.32中，摆杆OA重量为G，对O轴转动惯量为J，弹簧的刚性系数为k，杆在铅垂位置时弹簧无变形。则杆微摆动微分方程为（　　）（设sinθ＝θ）。

[image: alt]


[image: alt]


图11.31

[image: alt]


图11.32

5．在图11.33中，一半径为R。质量为m的圆轮，在下列情况下沿水平面做纯滚动：（1）轮上作用一顺时针的力偶矩为M的力偶；（2）轮心作用一大小等于M/R的水平向右的力F。若不计滚动摩擦，二种情况下（　　）。

（A）轮心加速度相等，滑动摩擦力大小相等

（B）轮心加速度不相等，滑动摩擦力大小相等

（C）轮心加速度相等，滑动摩擦力大小不相等

（D）轮心加速度不相等，滑动摩擦力大小不相等

6．如图11.34所示组合体由均质细长杆和均质圆盘组成，均质细长杆质量为M1
 ，长为L，均质圆盘质量为M2
 ，半径为R，则刚体对O轴的转动惯量为（　　）。
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图11.33
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图11.34

四、计算题

11-1　各均质物体的质量均为m，物体的尺寸及绕固定轴转动角速度方向如图11.35所示。试求各物体对通过点O并与图面垂直的轴的动量矩。
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图11.35

11-2　如图11.36所示，鼓轮的质量m1
 ＝1800kg，半径r＝0.25m，对转轴O的转动惯量IO
 ＝85.3kg·m2
 。现在鼓轮上作用力偶矩M0
 ＝7.43kN·m来提升质量m2
 ＝2700kg的物体A。试求物体A上升的加速度，绳索的拉力以及轴承O的反力。绳索的质量和轴承的摩擦都忽略不计。

11-3　半径为R，质量为m的均质圆盘与长为ι、质量为M的均质杆铰接，如图11.37所示。杆以角速度ω绕轴O转动，圆盘以相对角速度ωr
 绕点A转动，（1）ωr
 ＝ω；（2）ωr
 ＝-ω，试求系统对转轴O的动量矩。
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图11.36
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图11.37

11-4　两小球C、D质量均为m，用长为2ι的均质杆连接，杆的质量为M，杆的中点固定在轴AB上，CD与轴AB的夹角为θ，如图11.38所示。轴以角速度ω转动，试求系统对转轴AB的动量矩。

11-5　小球M系于线MOA的一端，此线穿过一铅垂管道，如图11.39所示。小球M绕轴沿半径MC＝R的水平运动，转速为n1
 ＝120r/min。今将线OA慢慢拉下，则小球M在半径[image: alt]
 的水平圆上运动，试求该瞬时小球的转速。
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图11.38
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图11.39

11-6　一直角曲架ADB能绕其铅垂边AD旋转，如图11.40所示。在水平边上有一质量为m的物体C，开始时系统以角速度ω0
 绕轴AD转动，物体C距D点为a，设曲架对AD轴的转动惯量为Jz
 ，求曲架转动的角速度ω与距离DC＝r之间的关系。

11-7　电动机制动用的闸轮重为W（可视为均质圆环），以角速度ω0
 绕轴转动，如图11.41所示。已知闸块与闸轮间的滑动摩擦系数为f，闸轮的半径为r，它对O轴的转动惯量为JO
 ＝mr2
 ，制动时间为t0
 ，设轴承中的摩擦不计。求闸块给闸轮的正压力FN
 。
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图11.40
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图11.41

11-8　如图11.42所示两轮的半径为R1
 、R2
 。质量分别为m1
 、m2
 。两轮用胶带连接，各绕两平行的固定轴转动，若在第一轮上作用主动力矩M，若在第二轮上作用阻力矩M′。视圆轮为均质圆盘，胶带与轮间无滑动，胶带质量不计，试求第一轮的角加速度。

11-9　如图11.43所示绞车，提升一重量为P的重物，在其主动轴上作用一不变的力矩M。已知主动轴和从动轴的转动惯量分别为J1
 、J2
 ，传动比[image: alt]
 吊索缠绕在从动轮上，从动轮半径为R，轴承的摩擦力不计。试求重物的加速度。
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图11.42
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图11.43

11-10　如图11.44所示均质杆AB长为ι，重为P1
 ，B端固结一重为P2
 的小球（球的半径不计），杆的D与铅垂悬挂的弹簧相连以使杆保持水平位置。已知弹簧的刚度系数为k，给小球以微小的初位移δO
 ，然后自由释放，试求杆AB的运动规律。

11-11　运送矿石的卷扬机鼓轮半径为R，重为W，在铅直平面内绕水平轴O转动，如图11.45所示。已知对O轴的转动惯量为JO
 ，车与矿石的总重量为W1
 ，作用于鼓轮上的力矩为M，轨道的倾角为α。不计绳重及各处摩擦。求小车上升的加速度及绳子的拉力。
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图11.44

[image: alt]


图11.45

11-12　质量分别为m1
 、m2
 的两重物，分别挂在两条绳子上，绳又分别缠绕在半径为r1
 、r2
 并装在同一轴的两鼓轮上，如图11.46所示。已知两鼓轮对O轴的转动惯量为JO
 ，系统在重力作用下发生运动，求鼓轮的角加速度。

11-13　重物A质量为m1
 ，系在绳子上，绳子跨过不计质量的固定滑轮D，并绕在鼓轮B上，如图11.47所示。由于重物下降带动了轮C，使它沿水平轨道滚动而不滑动。设鼓轮半径为r，轮C的半径为R，两者固连在一起，总质量为m2
 ，对于其水平轴O的回转半径为ρ。求重物A下降的加速度以及轮C与地面接触点处的静摩擦力。
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图11.46

[image: alt]


图11.47

11-14　均质圆柱体A的质量为m，在外圆上绕以细绳，绳的一端B固定不动，如图11.48所示。当BC铅垂时圆柱下降，其初速度为零。求当圆柱体的轴心降落了高度h时轴心的速度和绳子的张力。

11-15　均质实心圆柱体A和薄铁环B的质量均为m，半径均为r，两者用杆AB铰接，无滑动地沿斜面滚下，斜面与水平面的夹角为θ，如图11.49所示。如不计杆的质量，求杆AB的加速度和杆的内力。
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图11.48
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图11.49

11-16　在图11.50中，均质圆柱重量为Q，半径为R，放在倾角为60°的斜面上，一绳绕在圆柱体上，其一端固定在A点，此绳与A点相连部分与斜面平行。若圆柱体与斜面间滑动摩擦系数为[image: alt]
 试求质心C沿斜面落下的加速度。

11-17　如图11.51所示板的质量为m1
 ，受水平力F作用，沿水平面运动，板与平面间的动摩擦系数为f。在板上放一质量为m2
 的均质实心圆柱体，此圆柱体在板上只滚不滑动，试求板的加速度。

11-18　如图11.52所示结构中，重物A、B的质量分别为m1
 和m2
 ，B物体与水平面间摩擦系数为f，鼓轮O的质量为M，半径为R和r，对O轴的回转半径分别为ρ，求A下降的加速度以及绳子两端的拉力。

11-19　如图11.53所示均质杆AB长为L，重为Q，杆上的D点靠在光滑支撑上，杆与铅垂线的夹角为α，由静止将杆释放。求此时杆对支撑的压力以及杆重心C的加速度（设CD＝a）。
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图11.50
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图11.51

[image: alt]


图11.52

[image: alt]


图11.53

11-20　如图11.54所示，曲柄OA以匀角速度ω0
 ＝4.5rad/s绕O轴沿顺时针转向在铅垂面内转动。求当OA处于水平位置时，细长杆AB端部B轮所受的反力。设杆AB的质量为10kg，长为1m，各处摩擦力及OA杆质量不计。

11-21　如图11.55所示，设均质杆O1
 A和O2
 B以及DAB，各杆长均为L，重均为P，在A，B处以铰链连接，O1
 ，O2
 处于同一水平线上，且[image: alt]
 如图11.55所示，初始时O1
 A与铅垂线的夹角为30°，由静止释放，试求此瞬时铰链O1
 、O2
 的约束反力。
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图11.54
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图11.55





第12章　动能定理



教学提示：功是能量从一种形式转化为另一种形式过程中所表现出来的。本章介绍了力的功、动能和位能的基本概念，推导了动能定理和机械能守恒定律，并应用动力学普遍定理分析了较复杂的动力学问题。

教学要求：本章要求学生熟练计算力的功，特别是几种常见力的功。会计算质点系的动能，特别是平动刚体、定轴转动刚体和平面运动刚体的动能。掌握动能定理和机械能守恒定律，能够应用这些定理求解质点系的动力学问题。能综合应用动量定理、动量矩定理和动能定理分析较复杂的动力学问题。



12.1　力　的　功

动量、动量矩和动能都是机械运动的量度，每一种量度适用于一定的范围。不同于动量定理和动量矩定理，动能定理是从能量的角度描述质点（或质点系）运动与受力之间的关系，即质点（或质点系）动能的改变与力的功之间的关系。

力对位移的积累效应用力的功来度量。功是衡量力学性能的一项重要指标。作用于质点上的力在一段路程中的功，是力沿此路程的积累效应的度量，其大小等于力和其作用点位移的标量积。

12.1.1　常力的功

设质点M在常力F作用下沿直线从点M1
 运动到点M2
 有一位移S，如图12.1所示，则力F所做的功为

W＝Fscosα　　　（12-1）
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图12.1

式中，α为力F与力的作用点的位移S之间的夹角。式（12-1）可写成

W＝F·S　　　　　（12-2）

当α＜90°时，W＞0，力做正功；当α＞90°时，W＜0，力做负功；当α＝90°时，W＝0，力不做功或做功为零。功是代数量，功的单位是J（焦耳），1J＝1N·m。

12.1.2　变力的功

设有质点M在变力F的作用下沿曲线运动，如图12.2所示。由于F是变力，因而把M1
 M2
 分成无数微小的位移，于是力在微小位移dr中所做的功称为力的元功，即

δW＝F·dr　　　　（12-3）
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图12.2

作用于物体的力使物体从点M1
 移动到M2
 ，在此位移过程中做的功为

[image: alt]


由于F＝Fx
 i＋Fy
 j＋Fz
 k，dr＝dxi＋dyj＋dzk，故有

[image: alt]


12.1.3　常见力的功

1．重力的功

设质点M的重力为mg，沿曲线由M1
 运动到M2
 ，如图12.3所示。因为重力在三个坐标轴上的投影分别为Fx
 ＝Fy
 ＝0，Fz
 ＝-mg，故由式（12-4）得

重力的功为
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图12.3

式中，h为质点始点位置M1
 与终点位置M2
 的高度差。

重力的功等于质点的重量与质点始末位置高度差的乘积，与质点运动的路径无关。若质点下降，重力的功为正；若质点上升，重力的功为负。

对于质点系，重力的功等于各质点的重力功的和，即

﻿∑W12
 ＝∑mi
 g（zi1
 －zi2
 ）

而mzC1
 ＝∑mi
 zi1
 ，mzC2
 ＝∑mi
 zi2
 ，故

∑W12
 ＝mg（zC1
 －zC2
 ）　　　　（12-6）

2．弹力的功

设有一根刚度系数为k，自由长为ι0
 的弹簧，一端固定于点O，另一端与物体相连接，如图12.4所示。求物体由M1
 移动到M2
 过程中，弹力F所做的功。
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图12.4

弹性力为
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弹性力的元功为
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由于[image: alt]


代入上式，可得
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引入δ1
 ＝r1
 －ι0
 ，δ2
 ＝r2
 －ι0
 分别为两位置M1
 和M2
 弹簧的变形，则
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图12.5

3．定轴转动刚体上作用力的功

设定轴转动刚体上一点处作用有一个力F，如图12.5所示。刚体转过dφ，作用于定轴转动刚体上力的元功可表示为

δW＝Fcosθ·ds＝Fcosθ·Rdφ

而Mz
 （F）＝FRcosθ，故元功又可表示为

δW＝Mz
 dφ

刚体由初始位置φ1
 转到φ2
 时，作用于定轴转动刚体上力所做的功可表示为
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当Mz
 为常数时，上式可表示为

W12
 ＝Mz
 （φ2
 －φ1
 ）　　　　（12-8）

如果作用在转动刚体上的是常力偶，而力偶的作用面与转轴垂直时，功的计算仍按式（12-8）计算。

【例12-1】　质量为m＝10kg的物体，放在倾角为α＝30°的斜面上，用刚度系数为k＝100N/m的弹簧系住，如图12.6所示。斜面与物体间的动摩擦系数f＝0.2，试求物体由弹簧原长位置M0
 沿斜面运动到M1
 时，作用于物体上的各力在路程s＝0.5m上的功及合力的功。
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图12.6

解：取物体M为研究对象，作用于M上的有重力mg，斜面的法向反力FN
 ，摩擦力F′以及弹簧力F，各力所做的功及合力的功为
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12.2　质点和质点系的动能

12.2.1　质点的动能

设质量为m的质点，某瞬时的速度为ν，则质点质量与其速度平方乘积的一半，称为质点在该瞬时的动能，以T表示，即
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由式（12-9）可知，动能是一个永为正值的标量，其单位是J（焦耳），与功的单位相同。

12.2.2　质点系的动能

质点系内各质点动能的总和为质点系的动能，记作

[image: alt]


刚体是由无数质点组成的质点系。刚体做不同的运动时，各质点的速度分布不同，刚体的动能应按照刚体的运动形式来计算。

1．刚体平动的动能

刚体平动时，其内各质点的瞬时速度都相同，由式（12-10）可得
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式中，m＝∑mi
 为刚体的质量，即做平动刚体的动能等于刚体的质量与其质心速度平方乘积的一半。
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图12.7

2．定轴转动刚体的动能

刚体绕固定轴转动，某瞬时的角速度为ω，如图12.7示。刚体内任一点的质量为mi
 ，离转轴的距离为ri
 ，速度为νi
 ＝ωri
 ，由式（12-10）可得
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即
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式中，[image: alt]
 为刚体对z轴的转动惯量，即做定轴转动刚体的动能等于刚体对转轴的转动惯量与其角速度平方乘积的一半。

3．平面运动刚体的动能

[image: alt]


图12.8

刚体做平面运动，其质量为m，某瞬时的速度瞬心为P，质心为C，角速度为ω，如图12.8所示。此时可视刚体绕瞬心轴转动，由式（12-12）得
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上式中的JP
 是刚体对于瞬时轴的转动惯量。如点C为刚体的质心，根据转动惯量的平行移轴定理，有
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式中，JC
 为刚体对于质心的转动惯量，νC
 为质心的速度，即做平面运动刚体的动能，等于随质心平动的动能与绕质心转动的动能的和。

【例12-2】　滚子A的质量为m，沿倾角为α的斜面做纯滚动，滚子借绳子跨过滑轮B连接质量为m1
 的物体，如图12.9所示。滚子与滑轮质量相等，半径相同，皆为均质圆盘，此瞬时物体的速度为ν，绳不可伸长，质量不计，求系统的动能。
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图12.9

解：取系统为研究对象，其中重物做平动，滑轮做定轴转动，滚子做平面运动，系统的动能为
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根据运动学关系，有νA
 ＝ν＝rω，[image: alt]
 代入上式得
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12.3　动能定理

12.3.1　质点的动能定理

牛顿第二定律可表示为

[image: alt]


上式两边同时点乘dr，可得
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即

mν·dν＝F·dr

上式也可表示为
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式（12-14）称为质点动能定理的微分形式，即质点动能的增量等于作用于质点的力的元功。

两边同时积分，可得
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式（12-15）称为质点动能定理的积分形式，即质点由初始位置运动到终了位置质点动能的改变等于作用于质点的力在这段位移上所做的功。

12.3.2　质点系的动能定理

对于由n个质点组成的质点系，对第i个质点，有动能定理
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将以上n个方程两边相加，可得
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即
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式（12-16）称为质点系的动能定理的微分形式，即质点系的动能的增量，等于作用于质点系全部力所做的元功的和。两边同时积分，可得
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即
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式（12-17）称为质点系动能定理的积分形式，即质点系在某一运动过程中，动能的改变量等于作用于质点系的全部力在这段过程中所做功的和。

12.3.3　理想约束及内力的功

1．理想约束

约束反力做功等于零的约束称为理想约束。光滑面约束、光滑铰链、固定端约束及不可伸长的绳索约束都是理想约束。在理想约束条件下，质点系动能的改变只与主动力做功有关，式（12-16）和式（12-17）中只需计算主动力所做的功。

2．内力的功

作用于质点系的力既有外力，也有内力，一般情况下，内力做功的和不为零。如汽车发动机的汽缸内气体对活塞和汽缸的作用力都是内力，内力功的和不等于零，内力的功使汽车的动能增加。但在少数情况下，内力所做功的和等于零。例如，刚体内两质点相互作用的力是内力，两力大小相等、方向相反。因为刚体上任意两点的距离保持不变，沿这两点连线的位移必定相等，其中一力做正功，另一力做负功，这一对力所做的功的和等于零。所以，刚体所有内力做功之和等于零。

【例12-3】　在铰车的鼓轮上作用一个常力偶，其矩为M，鼓轮半径为r，重量为P，如图12.10所示。绕在鼓轮上的钢绳的一端A系一重量为Q的重物，沿着与水平倾角为α的斜面上升。试求铰车的鼓轮转过φ角时重物上升的速度与加速度。重物与斜面间的滑动摩擦系数为f，钢绳重量不计，鼓轮可视为均质圆柱体，系统初始静止。
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图12.10

解：选择重物A和鼓轮组成的系统为研究对象，分析受力和运动如图12.10所示。系统受到常力偶M，重力P和Q，固定铰链O处约束反力FOx
 、FOy
 ，斜面的约束反力FN
 ，FS
 的作用。系统在这些力的作用下使鼓轮转动，设鼓轮转过φ角时其角速度为ω，角加速度为ε，重物A上升的速度为νA
 ，加速度为aA
 。应用质点系的动能定理有

T2
 －T1
 ＝∑Wi
 　　　　（a）

由于系统初始静止，故有

T1
 ＝0

铰车的鼓轮转过φ角时，系统的动能为
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铰车的鼓轮转过φ角时，系统所受全部力做功为
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代入式（a），有
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即可求得重物上升的速度υA
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对式（b）两边求导数，可得
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即可求出重物上升的加速度aA
 。
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【例12-4】　鼓轮在常力偶M的作用下将圆柱沿斜坡上拉，已知鼓轮的半径为R1
 ，质量为m1
 ，质量分布在轮缘上；圆柱的半径为R2
 ，质量为m2
 ，质量均匀分布。设斜坡的倾角为θ，圆柱只滚不滑。系统从静止开始运动，求圆柱中心C经过路程s时的速度。

解：选择圆柱C和鼓轮组成的系统为研究对象，分析受力和运动如图12.11所示。系统受到常力偶M，重力m1
 g和m2
 g，固定铰链O处约束反力FOx
 、FOy
 ，斜面的约束反力FN
 ，FS
 的作用。系统在这些力的作用下使鼓轮转动，设圆柱中心C经过路程s时鼓轮角速度为ω1
 ，圆柱的角速度为ω2
 ，其质心C上升的速度为νC
 。应用质点系的动能定理有

T2
 －T1
 ＝∑Wi
 　　　　（a）
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图12.11

由于系统初始静止，故有

T1
 ＝0

圆柱中心C经过路程s时系统的动能为
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圆柱中心C经过路程s时，系统所受全部力做功为
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代入式（a），有
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即可求得圆柱中心C上升的速度νC
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【例12-5】　曲柄连杆机构如图12.12（a）所示。已知曲柄OA＝r，连杆AB＝4r，C为连杆之质心，在曲柄上作用一不变转矩M。曲柄和连杆皆为均质杆，质量分别为m1
 、m2
 。曲柄开始时静止且在水平向右位置。不计滑块的质量和各处的摩擦力，求曲柄转过一周时的角速度。

解：取曲柄连杆机构为研究对象，初瞬时系统静止，T1
 ＝0，当曲柄转过一周后，连杆的速度瞬心在点B，其速度分布如图12.12（b）所示，系统的动能为
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连杆AB做平面运动，在图12.12（b）所示瞬时B点为其速度瞬心，故有
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代入式（a），可得曲柄转过一周时系统的动能
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曲柄转过一周，重力的功为零，转矩的功为2πM，由质点系的动能定理[image: alt]
 有
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解得曲柄转过一周时的角速度ω1
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图12.12

【例12-6】　质量为m1
 、m2
 的两重物，分别挂在两条绳子上，绳子又分别绕在半径为r1
 、r2
 并装在同一轴的两鼓轮上。已知两鼓轮对于转轴的转动惯量为JO
 ，系统在重力作用下产生运动，求鼓轮的角加速度。
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图12.13

解：取整体为研究对象，受力分析如图12.13所示。首先利用动量矩定理求鼓轮的角加速度。设某瞬时A物块的速度为ν1
 ，B物块的速度为ν2
 ，鼓轮的角速度为ω，角加速度为ε。此时系统对O点的动量矩为
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系统所受全部外力对O点的动量矩为

∑MO
 （Fe
 ）＝m1
 gr1
 －m2
 gr2


代入质点系的动量矩定理[image: alt]
 得鼓轮的角加速度
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本题也可采用动能定理求解未知量。研究整体，假设鼓轮绕转轴转过φ角度时，A物块的速度为ν1
 ，B物块的速度为ν2
 ，鼓轮的角速度为ω，角加速度为ε。由于系统初始静止，故初始时系统的动能为

T1
 ＝0

鼓轮绕转轴转过φ角度时，系统的动能为
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鼓轮绕转轴转过φ角度时，只有两重力m1
 g和m2
 g做功，它们做功的和为

∑Wi
 ＝m1
 gs1
 －m2
 gs2
 ＝（m1
 r1
 －m2
 r2
 ）·gφ

由质点系的动能定理T2
 －T1
 ＝∑Wi
 ，可得
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两边同时对时间求导，并注意到[image: alt]
 可得鼓轮的角加速度
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解答结果和应用动量矩定理所求得的结果完全相同。通过本例的分析可见，对某些动力学问题，有时可用不同的方法来求解。最后选用哪种方法，要结合具体的问题而定，最好选择一种较为简便的方法，这样可简化计算过程。

应用动能定理的解题步骤一般如下：

（1）根据题意，恰当选取研究对象。由于在理想约束情况下约束反力不做功，应用动能定理时往往取整个系统为研究对象。

（2）对研究对象进行受力分析和运动分析，以便为计算力的功和动能打好基础。

（3）计算动能。根据系统的运动情况分析系统的动能，注意动能计算中用到的速度是绝对速度。

（4）计算力的功。分析哪些力不做功，哪些力做功，并计算做了多少功。除注意力做功的正负值外，还应注意内力的功。

（5）应用动能定理求解所需要的未知量。如要计算加速度（包括角加速度），一般在应用动能定理后，在方程两端同时对时间求导而求得。

12.4　功率、功率方程及机械效率

12.4.1　功率

工程中，不仅要计算功，而且要知道在一定时间内做了多少功。力在单位时间内做的功称为功率。它是衡量力学性能的一项重要指标。

设作用于质点上的力为F，在dt时间内力F的元功为δW，质点速度为ν，则功率P可表示为
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式（12-18）表明：作用于质点上力的功率，等于力在速度方向上的投影与速度的乘积。功率的单位是W（瓦特），1W＝1J/s。

如果功是用力矩（或力偶矩）计算的，由元功表达式δW＝Mdφ的关系式有
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式（12-19）表明：作用于定轴转动刚体上力（或力偶）的功率，等于力对轴的矩（或力偶矩）与刚体转动角速度的乘积。

12.4.2　功率方程

取质点系动能定理的微分形式，两端除以dt，得
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式（12-20）称为功率方程，即质点系的动能对时间的一阶导数，等于作用于质点系的所有力的功率的代数和。式中P输入
 称为输入功率，P有用
 为有用功率即机器工作时输出的功率，P无用
 为无用功率即由于摩擦和碰撞损耗的功率。上式也可改写为
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12.4.3　机械效率

在工程中，把有效功率与输入功率的比值称为机器的机械效率，用η表示，即
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式中，有效功率[image: alt]
 可见，机械效率η表明机器对输入功率的有效利用程度，它是评定机器质量好坏的指标之一，一般情况下η＜1。

12.5　势力场、位能及机械能守恒定律

12.5.1　势力场

若质点在空间所受力的大小和方向完全由质点在空间的位置所决定，则此空间称为力场，质点所受的力称为场力。质点在力场中运动，作用于质点上的场力要做功。若场力所做的功只与质点运动的初始和终止位置有关，而与质点所经过的路程无关，则此力场称为势力场或保守力场，质点所受的力称为有势力或保守力。

12.5.2　位能

在势力场中，物体从位置M运动到任选的位置M0
 ，有势力所做的功称为物体在点M相对于点M0
 的位能。用V表示。
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点M0
 的位能
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称为零位能，M0
 称为零位能点。几种常见的位能如下。

1．重力位能

在重力场中，设坐标轴如图12.14所示。重力在各坐标轴上的投影为Px
 ＝0，Py
 ＝0，Pz
 ＝-mg。取M0
 为零位能点，则点M的位能为
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2．弹性力位能

设弹簧的一端固定，另一端与物体连接，如图12.15所示。弹簧的刚度系数为k，取M0
 为零位能点，则点M的位能为
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图12.14
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图12.15

若以自然位置为零位能点，即δ0
 ＝0，则
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12.5.3　机械能守恒定律

质点系在某瞬时的动能和位能的代数和称为机械能。设质点系在运动过程中的初始和终止瞬时的动能分别为T1
 、T2
 ，所受力在这过程中所做的功为W12
 ，根据动能定理有

T2
 －T1
 ＝W12


如系统运动中，只有有势力做功，而有势力的功可用位能计算，即

W12
 ＝V1
 －V2


故

T2
 －T1
 ＝W12
 ＝V1
 －V2


移项后得

﻿T1
 ＋V1
 ＝T2
 ＋V2
 　　　　（12-25）

式（12-15）就是机械能守恒定律的数学表达式，即质点系仅在有势力作用下运动，其机械能保持不变。

【例12-7】　重量为W，半径为R的均质圆柱形滚子可沿与水平成倾角α的斜面做作无滑动的滚动，如图12.16所示。在滚子中心C连接一刚度系数为k的弹簧，设初始时滚子处于静止，此时弹簧无变形。试求滚子中心C沿斜面经过路程s时的速度。

解：取滚子为研究对象。作用于滚子上做功的力有重力和弹簧力，它们都是有势力，因而属于机械能守恒问题。因为初始和终止瞬时的动能分别为
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图12.16

选定滚子静止时的位置为重力和弹簧位能的零位能位置，于是初始和终止的位能为
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所以根据机械能守恒定律T1
 ＋V1
 ＝T2
 ＋V2
 ，有
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解得滚子中心C沿斜面经过路程s时的速度大小为
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12.6　动力学普遍定理的综合应用

质点和质点系动力学普遍定理包括动量定理、动量矩定理和动能定理。这些定理可分为两类：动量定理、动量矩定理属于一类，动能定理属于另一类。两者都用于研究机械运动，但各有各的特点。动量定理（质心运动定理）主要用于已知运动求约束反力；动量矩定理和动能定理主要用于已知作用力求运动。若遇到已知主动力而欲求系统的运动及约束反力，则需要综合应用这些定理。一般常用方法如下：

（1）动量定理（质心运动定理）和动能定理联合应用。先用动能定理求系统的运动，后用动量定理（质心运动定理）求系统的约束反力。

（2）动量定理（质心运动定理）和动量矩定理联合应用。先用动量矩定理求系统的运动，后用动量定理（质心运动定理）求系统的约束反力。

﻿【例12-8】　如图12.17（a）所示为高炉上料卷扬机，卷筒绕O1
 轴转动，转动惯量为J，半径为R，在其上作用一力偶矩M。已知料斗重量为P，运动时受到阻力作用，阻力系数为f。滑轮和钢绳的质量以及轴承摩擦均不计，系统初始静止。求：（1）当料斗走过距离s时的速度和加速度；（2）钢绳的拉力：（3）轴承O1
 的动反力。

解：（1）根据动能定理求料斗走过距离s时的速度和加速度。取整体为研究对象，受力分析如图12.17（a）所示。由于系统初始状态为静止，故系统的动能为

T1
 ＝0

设当料斗经过s距离时的速度为ν，此时系统的动能为
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图12.17

系统在运动过程中只有力偶M、重力P及阻力FS
 做功，料斗走过距离s时各力的总功为

∑Wi
 ＝M·φ－P·s·sinα－F·s＝M·φ－P·s·sinα－f·P·cosα·s

由运动学可知：[image: alt]
 代入质点系的动能定理T2
 －T1
 ＝∑Wi
 ，有

[image: alt]


解得料斗走过距离s时的速度为

[image: alt]


式（a）两边对时间t求导、并注意到[image: alt]
 可得料斗走过距离s时的加速度为
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（2）根据质点运动微分方程求钢绳的拉力。取料斗为研究对象，受力分析如图12.17（b）所示。列料斗的运动微分方程

[image: alt]


并且有FS
 ＝fFN
 ，联立求解可得钢绳的拉力
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﻿（3）根据质心运动定理求轴承O1
 的动反力。取卷筒为研究对象，受力分析如图12.17（c）所示。列质心运动方程：
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其中，[image: alt]
 解得轴承O1
 的动反力
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讨论：

（1）本题是物体系统问题，既要求速度和加速度，又要求约束反力，且题目中涉及路程s，因此先考虑用动能定理求出速度和加速度。用动能定理求解时，动能的计算与刚体运动形式有关，本题中卷筒O1
 做定轴转动，料斗做平动。同时还必须正确找出运动学之间的关系。

（2）本题中钢绳的拉力是内力，因此需拆开分析，由于动能定理中不涉及到理想约束的约束反力，因此不能使用动能定理求轴承O1
 的动反力和钢绳的拉力。本题采用了质点运动微分方程和质心运动定理来分别求动反力和钢绳拉力。由于卷筒作定轴转动，故质心O1
 的加速度等于零。本题求钢绳拉力时，也可以卷筒为研究对象，利用刚体定轴转动微分方程求解，即由M－T′R＝Jε（其中[image: alt]
 ）求解。

（3）轴承O1
 的反力包括动反力和静反力，题目只要求动反力，所以由卷筒重力引起的静反力可不考虑。

[image: alt]


图12.18

【例12-9】　提升机构的鼓轮半径为r，重量为P1
 ，可绕轴心转动，转动惯量为JO
 。若在轮上加一常力偶矩M，使鼓轮上卷绕的绳子吊起一重为P2
 的物体，如图12.18所示。物体自静止开始上升，略去绳重和各处摩擦。求重物上升时的加速度a，轴承O的约束反力以及当鼓轮转过φ角度时重物的速度。

解：先利用动能定理求重物速度和加速度。研究整体，受力分析如图12.18所示。假设当鼓轮绕转轴转过φ角度时鼓轮转动的角速度为ω，角加速度为ε。由于系统初始静止，故有

T1
 ＝0

当鼓轮绕转轴转过φ角度时的系统的动能为

[image: alt]


式中利用了公式ν＝rω，在鼓轮由静止绕转轴转过φ角度过程中，系统所受的全部力做的功为

∑Wi
 ＝Mφ－P2
 rφ＝（M－P2
 r）·φ

代入质点系的动能定理T2
 －T1
 ＝∑Wi
 ，可得

[image: alt]


解得鼓轮转动的角速度ω

[image: alt]


故当鼓轮转过φ角度时重物上升的速度
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对式（a）两边同时求导，并利用[image: alt]
 可得鼓轮转动的角加速度ε
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故重物上升时的加速度a
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然后再利用动量定理求支座反力。研究整体，受力分析如图12.18所示。由质点系的动量矩定理，有

[image: alt]


式中，py
 为质点系的动量在y轴上的投影，即[image: alt]
 而[image: alt]
 代入上式，可得轴承O的约束反力FRO
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小　结

动能定理描述了质点或质点系的动能和作用于质点（质点系）的力所做功的关系。本章的重点是掌握动能和功的概念；掌握刚体做平动、定轴转动、平面运动的动能的计算；掌握常见的力（如重力、弹性力、作用在做定轴转动刚体上的力或力偶）做功的计算。

动能定理是一个标量方程，只能求解一个未知量，且主要用于求解速度、加速度等运动量问题。动能的改变不仅与外力有关，而且与内力有关，因此不管是内力还是外力，只要是做功的力都必须列入方程中。对于理想约束，因为约束反力做功为零，所以在应用动能定理时，只需计算主动力的功。动能定理直接建立了主动力与速度之间的关系，这给计算带来许多方便。

动力学普遍定理解题的一般步骤如下：

（1）根据题意，确定研究对象，并选取适当的定理。

根据各个定理特点灵活使用各定理：动量定理（质心运动定理）主要用于已知运动求约束反力。动量矩定理、动能定理主要用于已知主动力求运动。若遇到已知主动力求系统的运动以及约束反力时，则需要综合应用各定理。一般的方法是先利用动量矩或动能定理求运动，后利用动量定理（质心运动定理）求约束反力。

另外还应知道，对于复杂的系统问题应优先考虑用动能定理求系统的运动。因为方程中只考虑主动力做功，所以不必将系统拆开，而是研究整体。在一般情况下，不须要对系统进行受力分析，这是由于动能定理中不出现未知的约束反力所致。

（2）受力分析，画受力图。动力学绘制受力图的方法与静力学完全相同。根据受力情况，判定系统是否满足守恒条件。

（3）运动分析。应在图中画出质点或质心的速度、加速度的方向，并计算出相应定理中所需的有关运动量。

（4）根据动力学普遍定理列出动力学方程，计算未知量。

习　题

一、是非题（正确的在括号内打“√”、错误的打“×”）

1．圆轮纯滚动时，与地面接触点的法向约束力和滑动摩擦力均不做功。　　（　　）

2．理想约束的约束反力做功之和恒等于零。　　（　　）

3．由于质点系中的内力成对出现，所以内力的功的代数和恒等于零。　　（　　）

4．弹簧从原长压缩10cm和拉长10cm，弹簧力做功相等。　　（　　）

5．质点系动能的变化与作用在质点系上的外力有关，与内力无关。　　（　　）

6．三个质量相同的质点，从距地相同的高度上，以相同的初速度，一个向上抛出，一个水平抛出，一个向下抛出，则三质点落地时的速度相等。　　（　　）

7．动能定理的方程是矢量式　　（　　）

8．弹簧由其自然位置拉长10cm，再拉长10cm，在这两个过程中弹力做功相等。　　（　　）

二、填空题

1．当质点在铅垂平面内恰好转过一周时，其重力所做的功为＿＿＿。

2．在＿＿＿条件下，约束反力所做的功的代数和为零。

3．如图12.19所示，质量为m1
 的均质杆OA，一端铰接在质量为m2
 的均质圆轮的轮心，另一端放在水平面上，圆轮在地面上做纯滚动，若轮心的速度为νO
 ，则系统的动能T＝＿＿＿。

4．圆轮的一端连接弹簧，其刚度系数为k，另一端连接一重量为P的重物，如图12.20所示。初始时弹簧为自然长，当重物下降为h时，系统的总功W＝＿＿＿。
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图12.19
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图12.20

5．如图12.21所示的曲柄连杆机构，滑块A与滑道BC之间的摩擦力是系统的内力，设已知摩擦力为F且等于常数，则曲柄转一周摩擦力的功为＿＿＿。

6．平行四边形机构如图12.22所示，O1
 A＝O2
 B＝r，O1
 A∥O2
 B，曲柄O1
 A以角速度ω转动。设各杆都是均质杆，质量均为m，则系统的动能T＝＿＿＿＿。
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图12.21
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图12.22

7．均质杆AB，长为ι，质量为m，A端靠在墙上，B端以等速率ν沿地面运动，如图12.23所示。在图示瞬时，杆的动能为＿＿＿。

8．在图12.24中，均质摆杆OA，质量为m1
 ＝5kg，长ι＝1.2m；物块B的质量为m2
 ＝15kg，由杆OA通过套筒带动在水平面内运动。设图示瞬时，杆OA的角速度ω＝1rad/s，h＝0.9m，则杆OA的动能为＿＿＿，滑块B的动能为＿＿＿。
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图12.23
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图12.24

三、选择题

1．若质点的动能保持不变，则（　　）。

（A）其动量必守恒

（B）质点必做直线运动

（C）质点必做匀速运动

（D）质点必做变速运动

2．汽车靠发动机的内力做功，（　　）。

﻿（A）汽车肯定向前运动

（B）汽车肯定不能向前运动

（C）汽车动能肯定不变

（D）汽车动能肯定变

3．如图12.25所示，半径为R、质量为m1
 的均质滑轮上，作用一常力矩M，吊升一质量为m2
 的重物，则重物上升高度h的过程中，力矩M的功W＝（　　）。

（A）[image: alt]


（B）m2
 gh

（C）[image: alt]


（D）0

4．均质圆盘质量为m，半径为R，在水平面上作纯滚动，设某瞬时其质心速度为ν0
 ，则此时圆盘的动能是＿＿＿。
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5．如图12.26所示，三棱柱B沿三棱柱A的斜面运动，三棱柱A沿光滑水平面向左运动。已知A的质量为m1
 ，B的质量为m2
 ；某瞬时A的速度为ν1
 ，B沿斜面的速度为ν2
 。则此时三棱柱B的动能T＝＿＿＿。
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图12.25
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图12.26

6．如图12.27所示，两均质轮质量为m，半径均为R，用绕在两轮上的绳系在一起。设某瞬时两轮的角速度分别为ω1
 和ω2
 ，则系统的动能T＝（　　）。
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图12.27

四、计算题

12-1　摆锤质量为m，摆长为r0
 ，如图12.28所示。求摆锤由点A至最低位置点B，以及由A点经过最低位置点B到点C的过程中摆锤重力所做的功。

﻿12-2　重量为2000N的刚体在已知力F＝500N的作用下沿水平面滑动，力F与水平面夹角α＝30°。如接触面间的动摩擦系数f＝0.2，求刚体滑动距离s＝30m时，作用于刚体各力所做的功及合力所做的总功。

12-3　弹簧原长为ι0
 ，刚度系数为k＝1960N/m，一端固定，另一端与质点M相连，如图12.29所示。试分别计算下列各种情况时弹簧力所做的功。（1）质点由M1
 至M2
 ；（2）质点由M2
 至M3
 ；（3）质点由M3
 至M1
 。
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图12.28
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图12.29

12-4　计算图示各物体的动能。已知物体均为均质，其质量为m，几何尺寸如图12.30所示。

12-5　如图12.31所示，与弹簧相连的滑块M，可沿固定的光滑圆环滑动，圆环和弹簧都在同一铅直平面内。已知滑块的重量W＝100N，弹簧原长为ι＝15cm，弹簧刚度系数k＝400N/m。求滑块M从位置A运动到位置B过程中，其上各力所做的功及合力的总功。

12-6　长为ι、质量为m的均质杆OA以球铰链O固定，并以等角速度ω绕铅直线转动，如图12.32所示。若杆OA与铅直线的夹角为θ，试求杆的动能。
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图12.30
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图12.31
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图12.32

12-7　摩擦阻力等于正压力与滑动摩擦系数的乘积。为测定动摩擦系数，把料车置于斜坡顶A处，让其无初速度地下滑，料车最后停止在C处，如图12.33所示。已知h、s1
 、s2
 ，试求料车运行时的动摩擦系数f。

12-8　如图12.34所示，一不变力偶矩M作用在绞车的均质鼓轮上，轮的半径为r，质量为m1
 。绕在鼓轮上绳索的另一端系一质量为m2
 的重物，此重物沿倾角为α的斜面上升。设初始系统静止，斜面与重物间的摩擦系数为f。试求绞车转过φ后的角速度。
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图12.33
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图12.34

12-9　两均质杆AC和BC各重为P，长为ι，在点C由铰链相连，放在光滑的水平面上，如图12.35所示。由于A和B端的滑动，杆系在铅垂平面内落下。设点C初始时的高度为h，开始时杆系静止，试求铰链C落地时的速度大小。

12-10　两均质杆AB和BO用铰链B相连，杆的A端放在光滑的水平面上，杆的O端为固定铰支座，如图12.36所示。已知两杆的质量均为m，长均为ι，在杆AB上作用一不变的力偶矩M，杆系从图示位置由静止开始运动。试求当杆的A端碰到铰支座O时，杆A端的速度。
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图12.35
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图12.36

12-11　如图12.37所示曲柄连杆机构位于水平面内。曲柄重为W1
 ，长为r，连杆重为W2
 ，长为ι，滑块重为W3
 ，曲柄及连杆均可视为均质细长杆。今在曲柄上作用一不变转矩M，当∠AOB＝90°时，A点的速度为ν，求当曲柄转至水平向右位置时点A的速度。

12-12　带式输送机如图12.38所示，物体A重量为W1
 ，带轮B、C的重量均为W，半径为R，视为均质圆盘，轮B由电动机驱动，其上受不变转矩M作用。系统由静止开始运动，不计传送带的质量，求重物A沿斜面上升距离为s时的速度和加速度。
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图12.37
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图12.38

12-13　如图12.39所示两个相同的均质滑轮，半径均为R，重量均为W，用绳缠绕连接。如动滑轮由静止落下，带动定滑轮转动，求动滑轮质心C的速度νC
 与下落距离h的关系并求点C的加速度aC
 。

12-14　均质杆AB的质量为m＝4kg，其两端悬挂在两条平行等长的绳子上，如图12.40所示。杆AB处于水平位置，设其中一绳突然断了，试求此瞬时另一绳的张力。

12-15　均质杆OA可绕水平轴O转动，另一端铰接一圆盘，圆盘可绕铰A在铅垂平内自由旋转，如图12.41所示。已知杆OA长为ι，质量为m1
 ，圆盘的半径为R，质量为m2
 。摩擦不计，初始时杆OA水平，且杆和圆盘静止。试求杆QA与水平线成θ角时，杆的角速度和角加速度。

12-16　如图12.42所示，半径为r1
 ，质量为m1
 的圆轮Ⅰ沿水平面做纯滚动，在此轮上绕一不可伸长绳子，绳的一端绕过滑轮Ⅱ后悬挂一质量为m3
 的物体M，定滑轮Ⅱ的半径为r2
 ，质量为m2
 ，圆轮Ⅰ和滑轮Ⅱ可视为均质圆盘。系统开始处于静止。求重物下降h高度时圆轮Ⅰ质心的速度，并求绳的拉力。
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图12.39
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图12.40
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图12.41
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图12.42

12-17　如图12.43所示机构中，滚轮和鼓轮均为均质体，质量分别为m1
 、m2
 ，半径均为R，斜面倾角为α，如不计绳子的质量和滚动摩擦，滚轮C在斜面上作纯滚动。今在鼓轮上作用一力偶矩M。试求：（1）鼓轮的角加速度；（2）轴承O的约束反力。

12-18　如图12.44所示的系统中，物块及两均质轮的质量为m，轮半径为R。轮C上缘缠绕一刚度系数为k的无重弹簧，轮C在地面上做无滑动地滚动。初始时，弹簧无伸长，此时在轮O上挂一重物，试求当重物由静止下落为h时的速度和加速度，以及轮C与地面间的摩擦力。
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图12.43
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图12.44





第13章　达朗贝尔原理



教学提示：达朗贝尔原理用静力学中研究平衡问题的方法来研究动力学问题，因此又称为动静法。本章介绍了惯性力的基本概念，介绍了几种常见的刚体运动惯性力系的简化结果。

教学要求：本章要求学生熟练掌握惯性力的基本概念，掌握刚体平动、定轴转动和平面运动刚体惯性力系的简化，能够熟练应用达朗贝尔原理（动静法）分析求解质点系的动力学问题。



13.1　惯性力·质点的达朗贝尔原理

前面介绍了解决动力学问题的两种方法，即质点运动微分方程的方法和以牛顿定律为基础的动力学普遍定理方法，能有效地解决某些质点或质点系（刚体）的动力学问题。但随着社会科技水平的提高，各种不同的机器和机械设备在工程实际中得到越来越多的使用。在这些机器设备的设计、制造和使用中出现了大量的非自由质点系的动力学问题。对于这类问题，人们引入惯性力的概念，假想在质点或质点系（刚体）上加上惯性力，则可应用静力学写平衡方程的方法求解动力学问题。这种方法称为达朗贝尔原理（又称为动静法），它提供了求解动力学问题的一种普遍方法。

13.1.1　惯性力的概念

在达朗贝尔原理中涉及惯性力，所以可先讨论惯性力的概念。下面举两个实例来说明。

例如，一工人在水平光滑直线轨道上推质量为m的小车，如图13.1（a）所示，设手作用于小车上的水平力为F，小车将获得水平加速度a，如图13.1（b）所示。由牛顿第二定律可知F＝ma。同时，由于小车具有惯性，这个惯性力图使小车保持其原来的运动状态而给手一个反作用力F′，由作用和反作用定律，可知

F′＝-F＝-ma

即小车的惯性力大小等于小车的质量与加速度的乘积，方向和加速度的方向相反。

再比如质量为m的小球，在光滑的水平面内通过绳子绕中心轴O作匀速圆周运动，圆周的半径为R，小球的速度为ν，加速度为an
 ，如图13.2（a）所示。小球在水平面内只受绳子的拉力F（向心力）的作用，两者之间的关系由牛顿第二定律可写为F＝man
 。由于小球的惯性，小球将给予绳子一个反作用力F′，如图13.2（b）所示。由作用和反作用定律，可知

F′＝-F＝-man


即小球的惯性力大小等于小球的质量与加速度的乘积，方向和加速度的方向相反。
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图13.1
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图13.2

从以上两个例子可见，质点受力改变运动状态时，由于质点的惯性，质点将给予施力物体一个反作用力，这个反作用力称为质点的惯性力。质点惯性力的大小等于质点的质量与其加速度的乘积，方向与质点加速度的方向相反。

13.1.2　质点的达朗贝尔原理

设一质点的质量为m，在主动力F和约束外力FN
 的共同作用下，产生的加速度为a，如图13.3所示。根据牛顿第二定律，有

F＋FN
 ＝ma

上式又可写为

F＋FN
 ＋（-ma）＝0

上式中-ma即为质点的惯性力，用FI
 来表示，于是上式可写为

F＋FN
 ＋FI
 ＝0　　　　（13-1）

式（13-1）表明，质点运动的任一瞬时，作用于质点上的主动力、约束反力以及假想加在质点上的惯性力，在形式上组成一平衡力系，这就是质点的达朗贝尔原理。

应该着重指出，质点真实的受力只有主动力和约束反力，惯性力只是假想地加在质点上，上面提到的“平衡”力系只是形式上的一种平衡力系，质点也并非处于平衡状态。我们这样做的目的只是将动力学问题化为静力学问题求解，为动力学问题提供另一条求解的途径。同时，达朗贝尔原理与下一章的虚位移原理构成了分析力学的基础。

【例13-1】　一圆锥摆如图13.4所示。质量为m的小球系于长为ι的绳上，绳的另一端系在固定点O。当小球在水平面内以速度ν做匀速圆周运动时，绳子与铅垂线成θ角。用达朗贝尔原理求速度ν与θ角之间的关系。
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图13.3
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图13.4

解：将小球视为质点，小球在主动力mg和约束反力FN
 的作用下作匀速圆周运动。由质点的运动情况可知质点只有法向加速度an
 ，在质点上假想地加上一个惯性力FI
 ，由达朗贝尔原理，质点在这三个力作用下在每一瞬时都处于平衡状态，故有

FN
 sinθ－FI
 ＝0，FN
 cosθ－mg＝0

由上面两式消去FN
 ，可得

FI
 ＝mgtanθ

而[image: alt]
 即有

ν2
 ＝gιtanθsinθ

也即
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【例13-2】　如图13.5所示的列车在水平轨道上行驶，车厢内悬挂一单摆，摆锤的质量为m。当车厢向右做匀加速运动时，单摆向左偏转的角度为φ，求车厢的加速度a。

解：选摆锤为研究对象，它受到重力mg和绳子拉力FN
 的作用。假想地增加一个惯性力FI
 ，由达朗贝尔原理可知，摆锤在这些力的作用下处于平衡状态。列x方向的平衡方程，即

mgsinφ－FI
 cosφ＝0

而FI
 ＝ma，代入上式，可解得

a＝gtanφ

φ角随着加速度a的变化而变化，当a固定时，φ角也固定不变。因此，只要测得偏转角φ，就能知道列车的加速度a。这就是摆式加速计的原理。
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图13.5

13.2　质点系的达朗贝尔原理

设有n个质点组成的质点系，其中任一个质点i的质量为mi
 ，加速度为ai
 ，此质点上除了作用有真实的主动力Fi
 和约束反力FNi
 外，还假想地在这个质点上增加它的惯性力FIi
 ，由质点的达朗贝尔原理，有

Fi
 ＋FNi
 ＋FIi
 ＝0　（I＝1，2，…，n）　　　　（13-2）

式（13-2）表明，质点系运动的每一瞬时，作用于系内每个质点的主动力、约束反力和该质点的惯性力组成一个平衡力系。这就是质点系的达朗贝尔原理。

如果把真实作用于第i个质点上的所有力分成外力[image: alt]
 和内力[image: alt]
 则式（13-2）可改写为

[image: alt]


这表明，质点系中每个质点上作用真实的外力、内力和虚假的惯性力在形式上组成一平衡力系。

必须指出，对于由n个质点组成的质点系，由于每一个质点处于平衡，整个质点系也就处于平衡。对于整个质点系的平衡，由静力学中的平衡条件可知，空间任意力系平衡的充分必要条件是力系的主矢和对于任一点的主矩等于零，即

[image: alt]


由于质点系的内力总是成对出现的，且等值反向，共线，因此有[image: alt]


[image: alt]
 这样，上面两式可简化为
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式（13-4）表明，作用于质点系上的所有外力与虚加在每一个质点上的惯性力在形式上组成平衡力系，这就是质点系达朗贝尔原理的又一表述形式。

在静力学中，称∑Fi
 为力系的主矢，∑MO
 （Fi
 ）为力系对点O的主矩。现在称∑FIi
 为惯性力系的主矢，∑MO
 （FIi
 ）为惯性力系对点O的主矩。将静力学中空间任意力系的平衡方程和式（13-4）比较，式（13-4）中分别多出了惯性主矢∑FIi
 和主矩∑MO
 （FIi
 ）。由质点系的达朗贝尔原理，质点系所受的全部真实力加上全部虚假惯性力后，在形式上构成一平衡力系。因而可用静力学所述的求解平衡问题的方法，求解动力学问题。

【例13-3】　如图13.6所示的定滑轮半径为r，质量为m3
 均匀分布在轮缘上，可绕水平轴O转动。跨过滑轮的无重绳的两端挂有质量分别为m1
 和m2
 的两重物（m1
 ＞m2
 ），绳和轮之间不打滑，轴承摩擦忽略不计，求重物的加速度。

[image: alt]


图13-6

解：以滑轮和两重物组成的质点系为研究对象。作用在该系统上的外力有重力m1
 g，m2
 g，m3
 g和轴承的约束反力FOy
 。

因为m1
 ＞m2
 ，则两重物加速度的方向和惯性力的方向如图13.6所示。其中，a′＝-a，惯性力分别为

FI1
 ＝-m1
 a，FI2
 ＝-m2
 a′＝m2
 a

滑轮可视为由许多质点组成的质点系。记轮缘上任一点i的质量为mi
 ，由该点加速度的大小和方向可确定该质点的惯性力的大小和方向

[image: alt]


方向如图13.6所示。由质点系的达朗贝尔原理，质点系在所有这些力的作用下处于平衡状态。由

∑MO
 （Fi
 ）＝0，有
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即（m1
 g－m1
 a－m2
 g－m2
 a）r－∑mi
 ar＝0，而

∑mi
 ar＝（∑mi
 ）ar＝m3
 ar，代入上式，整理后得
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13.3　刚体惯性力系的简化

应用动静法求解质点系动力学问题时，需在质点系实际所受的力系上虚加各质点的惯性力，以便构成假想的平衡力系。所有质点的惯性力也构成一个力系，称为惯性力系。由于刚体是由无数个质点组成的质点系，要对每一个质点添加惯性力，然后列平衡方程来计算，一般来说是相当困难的。若利用静力学中力系简化理论，可将原惯性力系向一点简化，得到主矢和主矩，并用它们来表示原来整个较为复杂的惯性力系的作用效果，将给解题带来很大方便。所以在用动静法来分析刚体动力学问题之前，先要来分析刚体惯性力系的简化问题。

对于作任意运动的质点系，把实际所受的力系和虚加惯性力系向任意点O简化，所得的主矢和主矩分别记为FR
 ，MO
 ，FIR
 ，MIO
 ，由力系的平衡条件，可得

FR
 ＋FIR
 ＝0；MO
 ＋MIO
 ＝0

由质心运动定理FR
 ＝mac
 ，代入上式得

﻿FIR
 ＝-mac
 　　　　（13-5）

即质点系惯性力系的主矢恒等于质点系总质量与质心加速度的乘积，方向与质心加速度的方向相反。

由静力学中任意力系的简化理论可知，一个任意力系的主矢的大小和方向和简化中心位置无关，但主矩一般与简化中心的位置有关。至于惯性力系的主矩，一般说来也与简化中心的位置有关。下面对刚体平移，定轴转动、平面运动时惯性力系简化的主矩进行讨论。
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图13.7

13.3.1　刚体做平动

刚体做平动时，每一瞬时刚体内任一质点i的加速度ai
 与质心C的加速度aC
 相同，即ai
 ＝aC
 ，刚体的惯性力系构成一组相互平行的力系，如图13.7所示。任选一点O为简化中心，主矩用MIO
 表示，有
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式（13-6）中，rc
 为质心C到简化中心O的矢径。上式也表明，如果取质心C为力系的简化中心，即rc
 ＝0，则惯性力系的主矩恒等于零。因而，刚体平动时惯性力系可以简化为作用在质心上的一个合力FIR
 ，其大小和方向由式（13-5）给出。

13.3.2　刚体做定轴转动′

刚体绕定轴z转动，转动的角速度和角加速度分别为ω和ε。在刚体内任取一质点Mi
 ，其质量为mi
 ，其到转动轴的距离为ri
 ，根据刚体转动的角速度和角加速度可以确定质点Mi
 的切向惯性力[image: alt]
 和法向惯性力[image: alt]
 它们的方向如图13.8（a）所示。大小分别为

[image: alt]


在转轴上任选一点O为简化中心，建立如图13.8（a）所示的坐标系Oxyz，质点Mi
 的坐标为（xi
 、yi
 、zi
 ）。由前面的分析已经知道，力对任意点O的矩矢在通过该点的某轴上的投影，等于力对该轴的矩，所以只要知道惯性力对三个坐标轴的矩MIx
 、MIy
 和MIz
 ，惯性力对点O的矩矢就可以确定了。下面分别计算惯性力对x、y、z轴的矩。由图13.8（b），很容易求得惯性力对x轴的矩
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其中
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﻿即

Jyz
 ＝∑mi
 yi
 zi
 ，Jxz
 ＝∑mi
 xi
 zi


Jyz
 、Jxz
 是刚体对于z轴的两个惯性积，它们取决于刚体质量对于坐标的分布情况。于是，惯性力系对于z轴的矩为

MIx
 ＝εJxz
 －ω2
 Jyz
 　　　　　（13-7）

同理，可得惯性力系对于y轴的矩

MIy
 ＝εJyz
 ＋ω2
 Jxz
 　　　　（13-8）

惯性力系对于z轴的矩为

MIz
 ＝-εJz
 　　　　（13-9）

式中，Jz
 为刚体对转轴z的转动惯量。

可见，当刚体绕定轴转动时，惯性力系向转轴上一点O简化的主矩为

MIO
 ＝MIx
 i＋MIy
 j＋MIz
 k　　　　（13-10）

式中，MIx
 、MIy
 、MIz
 为表达式如式（13-7）～式（13-9）所示。如果刚体有质量对称平面且该平面与转轴z垂直，简化中心O取为此平面与z轴的交点，则

Jyz
 ＝∑mi
 yi
 zi
 ＝0，Jxz
 ＝∑mi
 xi
 zi
 ＝0

则MIx
 ＝MIy
 ＝0，此时惯性力对点O的主矩为

MIO
 ＝MIz
 ＝-εJz


通过以上分析，可以得到这样的结论：当刚体有质量对称面且绕垂直于该对称平面的轴作定轴转动时，惯性力系向转轴与对称平面的交点O简化，最后就得到一个力FIR
 和矩为MIO
 的力偶。这个力等于刚体质量与质心加速度的乘积，方向与质心加速度的方向相反。这个力偶的矩等于刚体对转轴的转动惯量与角加速度的乘积，转向与角加速度相反。如图13.8（c）所示。
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图13.8

﻿如不取点O而取质心C为简化中心如图13.9所示，将惯性力系向质心C简化，就得到作用于质心C的惯性力FIR
 和对称平面内的惯性矩MIC
 ＝-JC
 ε，其中JC
 是刚体对于通过质心而与转动轴z平行的轴的转动惯量。如果固定轴通过质心C，则惯性力系向质心C简化后的主矢FIR
 ＝0，只需增加一个惯性力偶，力偶矩MIC
 ＝-JC
 ε。

13.3.3　刚体做平面运动

只讨论刚体有质量对称平面，且平行于此平面运动的情形。取质量对称平面内的平面图形，如图13.10所示。由运动学可知，平面运动可分解为随质心的平动和绕质心的转动。设质心C的加速度为aC
 ，转动的角加速度为ε，则

FIR
 ＝-maC


MIC
 ＝-JC
 ε

式中，JC
 是刚体对于质心C且垂直于质量对称平面的轴的转动惯量。

由以上讨论可知，有质量对称平面的刚体，当平行于此平面运动时，刚体的惯性力系简化为在此平面内的一个力和一个力偶。这个力通过质心C，大小等于刚体的质量与质心加速度的乘积，其方向与质心加速度的方向相反。这个力偶的矩等于刚体对通过质心且垂直于质量对称面的轴的转动惯量与角加速度的乘积，转向与角加速度相反。

由以上分析可知，刚体的运动形式不同，惯性力系简化结果也不同。因此，应用达朗贝尔原理求解刚体动力学问题时，应首先分析刚体的运动形式，在简化中心上正确地加上惯性力和惯性力偶，然后再写出平衡方程求解。

【例13-4】　涡轮机的转轮具有对称面，并有偏心距e＝0.5mm。已知转轮重量为W＝20kN，并以n＝6000r/min速度匀速转动。设AB＝h＝1m，[image: alt]
 转动轴垂直于对称面，如图13.11所示。试求当质心C处于转轮的转动中心D的正右方时，即当CD平行于y轴时，止推轴承A及环轴承B处的反力。

[image: alt]


图13.9

[image: alt]


图13.10

解：转轮做匀速转动时，因为没有角加速度，质心C只有向心加速度，而无切向加速度。刚体惯性力系向质心C简化后得到惯性力系的主矢FIR
 ，而主矩MIC
 ＝0，如图13.11所示。选整体为研究对象，进行受力分析。根据达朗贝尔原理，整体在A、B所受的约束反力和重力以及惯性力FIR
 的作用下处于平衡状态。而

[image: alt]


图13.11
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列平衡方程

[image: alt]


由上述5个方程解得轴承的约束反力为

[image: alt]


将ω＝6000r/min＝2π×100rad/s及其他数据

代入，解得

FAy
 ＝-20kN，FBy
 ＝-20kN，FAz
 ＝20kN

在FAy
 及FBy
 的表达式中，[image: alt]
 这一项是由于转动引起的，称为动反力。计算数值时，[image: alt]
 这一项因远比[image: alt]
 小而被略去了，所以FAy
 及FBy
 几乎完全等于偏心转轮的转动而产生的动反力。

从计算结果可以看出，虽然只有0.5mm的偏心距，转速也不是太高，而动反力却达到轮重的10倍。而且从上面分析可知，转速越高，偏心距越大，轴承的动约束反力越大，这势必使轴承磨损加快，甚至引起轴承的破坏。再次，注意到质心位置是随时间改变的，惯性力系的主矢FIR
 随时间而发生周期性的变化，使轴承动约束反力的大小和方向也随时间发生周期性的变化，这势必引起机器的振动和噪声，同样加速轴承的磨损和破坏。所以对于高速旋转的物体而引起的动反力必须予以足够的重视，尽量减小或消除偏心距。为了消除轴承上的附加动反力，必须也只需转轴通过刚体的质心C，通过质心的惯性主轴称为中心惯性主轴。要使定轴转动刚体的轴承不受附加动反力的作用，只需转动轴是刚体的中心惯性主轴。

【例13-5】　均质滚子质量m＝20kg，被水平绳拉着在水平面上做纯滚动。绳子跨过滑轮B而在另一端系有质量m1
 ＝10kg的重物A，如图13.12（a）所示。求滚子中心O的加速度。滑轮和绳的质量都忽略不计。

解：设滚子的角加速度为ε，方向为顺时针转向。分别取滚子和重物为研究对象，滚子和重物承受的真实的力并加上惯性力如图13.12（b）和13-12（c）所示。其中FI
 ＝maO
 ＝mrε，[image: alt]
 FI1
 ＝m1
 aA
 ＝2m1
 rε，按照达朗贝尔原理列平衡方程。

滚子O的平衡方程有

∑MC
 （F）＝0　　　-FT
 ·2r＋FI
 ·r＋MIO
 ＝0　　　　（a）

重物A的平衡方程有
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图13.12
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其中，[image: alt]
 将惯性力的表达式代入式（a）、（b），并联立求解，可得

[image: alt]


这样，滚子中心O的加速度为

[image: alt]


【例13-6】　均质圆盘O，质量m＝20kg，半径r＝0.45m，有一长ι＝1.2m，质量为m1
 ＝10kg的均质直杆AB铰接在圆盘边缘的A点，如图13.13（a）所示。设圆盘上有一力偶矩M＝20N·m的力偶作用。求在开始运动（ω＝0）时：（1）圆盘和杆的角加速度；（2）轴承O点的约束反力。

解：设圆盘和杆的角加速度分别为ε1
 和ε2
 。取杆为研究对象，杆承受的真实的力并加上惯性力如图13.12（c）所示，其中[image: alt]
 按照达朗贝尔原理列平衡方程
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取整体为研究对象，承受真实的力并加上惯性力如图13.12（b）所示，其中[image: alt]
 按照达朗贝尔原理列平衡方程有
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图13.13

将以上表达式及各量的数值代入后，联立求解式（a）、式（b），得

ε1
 ＝7.9rad/s2
 ，ε2
 ＝-4.44rad/s2


由∑Fx
 ＝0即FOx
 －FIC
 ＝0解得轴承O水平方向的约束反力
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由∑Fy
 ＝0即FOy
 －mg－m1
 g＝0解得轴承O垂直方向的约束反力

FOy
 ＝mg＋m1
 g＝294.3N

小　结

本章通过在运动的物体上假想地增加物体的惯性力，而将动力学问题变成静力学问题，然后应用静力学列平衡方程来解决动力学问题。达朗贝尔原理又称为动静法。该原理是求解非自由质点和质点系动力学问题的普遍方法，在求动约束反力和构件的动载荷等问题中得到广泛应用。

本章要求掌握惯性力的概念，理解质点和质点系的达朗贝尔原理，重点是将刚体作为一个质点系，其惯性力的简化要依据刚体作平动、定轴转动和平面运动三种情况而有不同的处理方法。

动静法极大地简化了对动力学问题的分析处理，因此在工程上有着十分广泛的应用。

习　题

一、是非题（正确的在括号内打“√”、错误的打“×”）

1．凡是运动的质点都具有惯性力。　　（　　）

2．一质点系用动静法所列出的平衡方程，相当于质心运动定理和动量矩定理的联合应用。　　（　　）

3．不论刚体作何种运动，其惯性力系向一点简化的主矢都等于刚体的质量与其质心加速度的乘积，方向与质心加速度的方向相反。　　（　　）

4．只有转轴通过质心，则定轴转动刚体的轴承上才一定不受附加动反力的作用。　　（　　）

5．应用动静法，对静止的质点都不需要增加惯性力，而对运动的质点都需要增加惯性力。　　（　　）

6．作瞬时平动的刚体，在该瞬时其惯性力系向质心简化的主矩必为零。　　（　　）

7．平面运动刚体上的惯性力系如果有合力，则必作用在刚体的质心上。　　（　　）

二、填空题

1．质点惯性力的大小等于质点的＿＿＿和＿＿＿的乘积。

2．把动力学问题在形式上变为静力学问题的求解方法，称为＿＿＿。

3．两根长度均为ι，质量均为m的均质细杆AB，BC，在B处铰接在一起。杆AB可绕中心O转动，如图13.14所示。当三点A、B、C在同一水平直线上，由此位置在重力作用下开始运动时，杆AB的角加速度比杆BC的角加速度＿＿＿。

4．均质细杆AB质量为m，长为L，置于水平位置，如图13.15所示。若在绳BC突然剪断瞬时角加速度为ε，则杆上各点惯性力的合力大小为＿＿＿，方向为＿＿＿，作用点的位置在杆的＿＿＿处。
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图13.14

[image: alt]


图13.15

5．如图13.16所示的质量m＝1kg，长L＝1m的均质细杆OA在铅直面内绕其一端O转动，其转动规律为φ＝t－2t2
 ，t以秒计，φ以rad计，则t＝1s时，该杆的惯性力系向点O简化的主矢的大小为＿＿＿和主矩的大小为＿＿＿。

6．如图13.17所示均质圆盘的质量为m，半径为r，在水平直线轨道上做纯滚动。若圆盘中心C的加速度为aC
 ，则圆盘的惯性力向盘质心C简化的主矢大小为＿＿＿，主矩的大小为＿＿＿。
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图13.16
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图13.17

三、选择题

1．如图13.18所示四种情况，惯性力系的简化只有（　　）图正确。
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图13.18

2．四个具有相同质量的小球，分别按图13.19中（a）、（b）、（c）、（d）图运动，其中惯性力为FIR
 ＝-mgj的图是（　　），其中j表示y轴的单位矢量。
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图13.19

3．已知曲柄[image: alt]
 OA＝r，转动角速度和角加速度分别为ω和ε，如图13.20所示。ABCD为一弯杆，质量为m的滑块E可沿杆CD运动。则在图示O2
 E∥AB瞬时，此滑块E的惯性力大小FIR
 应为（　　　）。

[image: alt]


﻿4．重量为Q的均质圆轮受到大小相等、方向相反、不共线的两个水平力F1
 和F2
 作用，如图13.21所示。若地面光滑时，圆轮质心做（　　）。

（A）匀加速直线运动

（B）匀速直线运动

（C）匀速曲线运动

（D）匀加速曲线运动

5．定轴转动刚体在下述情况下，其转轴是中心惯性主轴的情况是（　　）。

（A）惯性力系向转轴上一点简化只有主矩

（B）惯性力系向刚体上但不在转轴上某一点简化，只有主矢

（C）惯性力系向转轴上某一点简化，只有主矢

（D）惯性力系向刚体上不在转轴上的某一点简化，只有主矩，且主矩与转轴平行。
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图13.20

[image: alt]


图13.21

6．刚体作定轴转动时，附加动约束力为零的必要与充分条件是（　　）。

（A）刚体质心位于转动轴上

（B）刚体有质量对称面，转动轴与对称面垂直

（C）转动轴是中心惯性主轴

（D）刚体有质量对称面，转动轴与对称面成一个适当的角度

7．长度为ι的无重杆OA与质量为m，长为2ι的均质杆AB在A端垂直固接，可绕轴O转动，如图13.22所示。假设在图示瞬时，角速度ω＝0，角加速度为ε，则此瞬时AB杆惯性力系简化的主矢FIR
 的大小和主矩MIC
 的大小分别为（　　）。

（A）FIR
 ＝mιε（作用于点O），[image: alt]


（B）[image: alt]
 （作用于点A），[image: alt]


（C）[image: alt]
 （作用于点O），[image: alt]


（D）[image: alt]
 （作用于点C），[image: alt]


8．如图13.23所示，用小车运送货箱。已知货箱宽b＝1m，高h＝2m，可视为均质长方体。货箱与小车间的静摩擦系数fs
 ＝0.35，为了安全运送，则小车的最大加速度amax
 应为（　　）。

（A）　0.35g

（B）　0.2g

（C）　0.5g

（D）　0.4g
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图13.22
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图13.23

9．均质圆盘做定轴转动，图13.24（a）、（c）的转动角速度为常数（ω＝C），而图（b）、（d）的角速度不为常数（ω≠C）。则惯性力系简化的结果为平衡力系的是（　　）图。
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图13.24

四、计算题

13-1　均质圆盘半径为r，重量为P，从静止开始沿斜面做纯滚动，如图13.25所示。不计滚动摩擦力，求轮心的加速度（已知斜面倾角为α）。

13-2　如图13.26所示，滑轮重量为W，可视为均质圆盘。轮上绕以细绳，绳的一端固定在A点，求滑轮下降时轮心C的加速度和绳子的拉力。

[image: alt]


图13.25

[image: alt]


图13.26

13-3　如图13.27所示为一半径为R，重量为Q的均质圆轮，其轮心C处系一细绳绕过滑轮O，绳的另一端系一重量为P的重物，轮子在水平面上做纯滚动，不计滑轮的质量。试求：（1）轮心C的加速度；（2）轮子与地面间的摩擦力。

13-4　均质圆柱重量为P，半径为R，在常力F作用下沿水平面做纯滚动，如图13.28所示。求轮心的加速度以及地面的约束反力。

[image: alt]


图13.27

[image: alt]


图13.28

13-5　两细长均质直杆互成直角地固连在一起，其顶点O与铅垂轴以铰链相连，此轴以匀角速度ω转动，如图13.29所示。求长为a的杆离铅垂线的偏角φ与ω间的关系。

13-6　质量m＝10kg的均质杆，用三根绳子吊住，尺寸如图13.30所示。求当绳子AC突然断裂时，绳AD、BE的拉力。

13-7　曲柄滑道机构如图13.31所示，已知圆轮半径为r，对转轴的转动惯量为J，轮上作用一不变的力偶M，ABD滑槽的质量为m，不计摩擦力。试求圆轮的转动微分方程。

13-8　如图13.32所示的曲柄OA的质量为m，长为r，以等角速度ω绕水平的O轴逆时针方向转动。曲柄的A端推动水平板B，使质量为m2
 的滑块C沿铅直方向运动。不计摩擦力，求当曲柄与水平方向夹角为30°时的力偶矩M以及轴承O的反力。
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图13.29

[image: alt]


图13.30

[image: alt]


图13.31

[image: alt]


图13.32

13-9　在如图13.33所示的曲柄连杆机构中，半径R＝0.2m，以不变的速度ω＝10πrad/s绕O轴转动，连杆长ι＝0.5m，其质量mAB
 ＝4kg，滑块质量mB
 ＝5kg，求β＝0°和β＝180°时，连杆AB所受的反力。

13-10　在如图13.34所示机构中，各杆单位长度质量为m，圆盘在铅直平面内做匀速转动，角速度为ω0
 。求在图示位置时，作用于AB杆上A点和B点的反力大小，尺寸如图所示。
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图13.33

[image: alt]


图13.34

13-11　均质长方形板ABDE的质量为m，边长AB＝2b，AE＝b，用两根等长细绳O1
 A和O2
 B吊在水平固定板上，如图13.35所示。若在静止状态突然剪断细绳O2
 B，试求该瞬时质心C的加速度aC
 和绳O1
 A的拉力F的大小。

13-12　两根相同的均质杆OA和AB的质量各为m，长度为ι，以铰链A连接，左端为固定铰链支座O。求该系统在如图13.36所示的水平位置由静止开始运动的瞬时，杆OA和AB的角加速度以及铰链O的约束反力。
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图13.35

[image: alt]


图13.36





第14章　虚位移原理



教学提示：在虚位移原理中，应用功的概念分析系统的平衡问题，虚位移原理为研究静力学平衡问题提供了另一种途径。本章介绍了约束、虚位移和虚功等基本概念，介绍了虚位移原理在求解主动力之间的关系和解除约束后求解约束反力方面的应用。

教学要求：本章要求学生熟练掌握约束、虚位移和虚功的基本概念，掌握在理想约束的条件下，能应用虚位移原理求解静力平衡时主动力间的关系，同时掌握应用虚位移原理求解约束反力的方法。



14.1　约束质点系自由度和广义坐标

在工程实际中，特别是解决一些复杂的机构或结构的平衡问题时，不必像几何静力学那样求解一系列的联立方程组，而是根据具体的要求建立方程，使那些未知的但不需要求出的约束反力不在方程中出现，从而使繁冗的运算过程得到很大简化。这个原理不但能够简捷地处理非自由质点系的静力学问题，而且结合前一章所述的达朗贝尔原理还能建立普遍形式的动力学方程。本章只介绍虚位移原理及其工程应用，而不按分析力学的体系追求其完整性和严密性。

14.1.1　约束及其分类

从静力学的角度看，约束体现为约束和被约束物体之间的相互作用。而从运动学的角度看，约束体现为限制质点或质点系运动的条件。

在工程中，所处理的质点系通常是非自由的，质点系中各质点的运动必须服从某些预先规定的限制条件。这些限制条件称为约束。其数学表达式称为约束方程。根据不同的角度，我们可将约束分为如下几类。

1．几何约束和运动约束

只限制质点或质点系在空间几何位置的条件称为几何约束。其约束方程一般可写为f（ri
 ）＝0或f（ri
 ,t）＝0（i＝1,2,3），例如图14.1所示的滑块，滑块由于受到滑道的约束而只能沿滑道运动，其约束方程为y＝0。又如图14.2所示的小球M用轻质杆连接。小球在约束的限制下，只能在垂直面内做圆周运动。其约束方程为x2
 ＋y2
 ＝ι2
 。

在力学中，除几何约束条件外，还有限制质点或质点系运动情况的运动学条件，称为运动约束。其约束方程一般可写为[image: alt]
 或[image: alt]
 如在水平面上做纯滚动的车轮的运动，如图14.3所示，其运动约束方程为[image: alt]


2．定常约束和非定常约束

以上两例中，约束都不随时间而变，故约束方程中不含时间t，这种约束称为定常约束。其约束方程一般可记为[image: alt]
 或[image: alt]
 如果约束随时间而变，因而约束方程中显含时间t，这种约束称为非定常约束。其约束方程一般可记为f（ri
 ,t）＝0或[image: alt]
 例如，将绳子的上端穿过小环O，下端系一小球，如图14.4所示。设初瞬时小球与小环O的距离为ι0
 ，今以匀速度ν拉动绳子，则在任一瞬时t，小球与小环的距离为ι＝ι0
 －νt，于是约束方程为

x2
 ＋y2
 ＝（ι0
 －νt）2
 　　　　（14-1）
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图14.1

[image: alt]


图14.2

[image: alt]


图14.3

[image: alt]


图14.4

14.1.2　质点系的自由度和广义坐标

一个自由质点在空间的位置须用3个独立坐标来确定。设有由n个质点组成的质点系，其中每个质点都是自由的，则确定该质点系位置的3n个坐标都是独立的。

对一个非自由质点系来说，由于受到约束，质点系中各质点的位置坐标因需满足几何约束条件，故不是完全独立的。一般对于由n个质点组成的质点系，受到s个几何约束，则确定质点系位置的3n个坐标只有k＝3n－s个是独立的。即给定k个坐标，质点系的位置就可完全确定。

完全确定系统位置所需独立坐标的数目k被称为系统的自由度。例如图14.5所示曲柄连杆机构，确定系统的位置共有4个坐标，即xA
 、yA
 、xB
 和yB
 ，但各坐标需满足3个约束方程，即

[image: alt]


因此，该系统只有一个坐标是独立的，此时质点系具有一个自由度。

又如图14.6所示的双锤摆在Oxy平面内运动，要确定该系统的位置需4个坐标xA
 、yA
 、xB
 和yB
 ，但系统共有两个约束方程，即

[image: alt]


﻿因此，系统只有两个坐标是独立的，此时质点系具有两个自由度。

[image: alt]


图14.5

[image: alt]


图14.6

通过上面的分析可知，在通常情况下，可用各质点的坐标来确定一个系统的位置。但当质点系的质点和约束条件都较多时，为方便起见，可以适当选择和自由度数相等数量的其他独立变量来确定系统的位置。例如，可以用φ来确定如图14.5所示的系统的位置，用φ和ψ来确定如图14.6所示系统的位置。这些确定系统位置的独立变量称为广义坐标。

14.2　虚位移、虚功及理想约束

14.2.1　虚位移

在静平衡问题中，质点系中各质点都是静止不动的。可设想在约束允许的条件下，给某质点一个任意的、极其微小的位移。例如，如图14.7所示的质点M受到固定曲面的约束，质点沿曲面的法线方向n的位移将受到限制，但在不破坏约束的情况下，却容许质点沿所在位置切面上的任意方向发生无限小位移δr。又如图14.8所示的曲柄连杆机构，在某位置上，容许质点A沿垂直于OA方向有无限小位移δrA
 ，容许质点B沿滑道方向有无限小的位移δrB
 。上述例子中的δr，δrA
 ，δrB
 都是约束条件允许的，可能实现的任意无限小的位移。在某瞬时，质点系在约束允许的条件下，可能实现的任意无限小的位移，称为虚位移，又称可能位移。虚位移可以是线位移，也可以是角位移。虚位移不同于真实的微小位移，所以用δx、δφ和δr等表示，而不能用dr表示。δ是变分符号，它表示变量x、φ和r的无限小“变更”。即这位移并未发生，而是假想的虚设位移。

[image: alt]


图14.7

[image: alt]


图14.8

值得一提的是，虚位移必须指明给定的瞬时，即必须指明质点或质点系所处的位置。事实上，在不同瞬时或不同位置，质点或质点系的虚位移是不同的。其次，虚位移必须为约束所允许的，即满足约束方程。此外，虚位移是无限小的位移，而不是有限位移。由于任何为约束所容许的无限小的位移都是虚位移，因此，虚位移可能不止一个。例如图14.7所示的质点M，质点所在位置切面上任何一个无限小位移δr都是质点M的虚位移。

14.2.2　虚功

设某质点受力F，质点的虚位移为δr，则力F在虚位移δr上所做的功称为虚功。用δW表示，即

δW＝F·δr　　　　（14-4）

本书中，虚功和实位移的元功虽然采用同一符号δW，但它们之间有本质的区别。因为虚位移是假想的，不是真实发生的，因而虚功也是假想的，是虚的。

14.2.3　理想约束

如果在质点系的任何虚位移中，所有约束反力在虚位移上所做虚功之和为零，称这样的约束为理想约束。若以FNi
 表示作用于某质点的约束反力，δri
 表示该质点的虚位移，δWNi
 表示该约束反力在虚位移上做的功，则理想约束可以用公式表示为

∑δWN
 ＝∑FNi
 ·δri
 ＝0　（14-5）

一般来说，不计摩擦的约束都属于理想约束。例如光滑固定面约束和光滑圆柱铰链等都属于理想约束，不可伸长的绳索、固定端等约束也都是理想约束。

14.3　虚位移原理

虚位移原理可陈述如下：对具有理想约束的质点系，在某一位置处于平衡的充要条件是：所有作用于质点系的所有主动力，在该位置的任何虚位移中所做的虚功之和等于零。即

∑δWF
 ＝0或∑Fi
 ·δri
 ＝0　　　　（14-6）

式中，Fi
 为作用于质点系中第i个质点的主动力，δri
 为第i个质点的虚位移。上式的解析表达式为

∑（Fxi
 δxi
 ＋Fyi
 δyi
 ＋Fzi
 δzi
 ）＝0　　　　（14-7）

式中，Fxi
 、Fyi
 、Fzi
 为主动力Fi
 在三个坐标轴上的投影，δxi
 、δyi
 、δzi
 为虚位移δri
 在三个坐标轴上的投影。

下面证明虚位移原理。

1．虚位移原理必要性的证明

设质点系处于平衡状态，证明作用于质点系上所有主动力在任一虚位移上所做虚功之和等于零。即

∑δWF
 ＝0

设mi
 是质点系中任意一点，作用在质点mi
 上的力分为主动力Fi
 和约束力FNi
 。因为质点系平衡，所以该质点满足

Fi
 ＋FNi
 ＝0

[image: alt]


图14.9

给质点系任意一组虚位移，质点mi
 的虚位移为δri
 ，如图14.9所示，则Fi
 和FNi
 所做的虚功之和必等于零

δWF
 ＋δWN
 ＝（Fi
 ＋Ni
 ）·δri
 ＝0

对于质点系每一个质点都能写出这样一个等式，将每个等式相加得

∑δWF
 ＋∑δWN
 ＝∑Fi
 ·δri
 ＋∑FNi
 ·δri
 ＝0

对于理想约束，约束反力在虚位移中所做的虚功之和为零，即

∑δWN
 ＝∑Ni
 ·δri
 ＝0

因而有

∑Fi
 ·δri
 ＝0或∑δWF
 ＝0

2．虚位移原理充分性的证明

设所有作用于系统上的主动力在任一虚位移上的虚功之和等于零，即∑δWF
 ＝0。证明系统处于平衡。下面采用反证法证明虚位移原理的充分性。

[image: alt]


图14.10

设质点系在所有力的作用下不能平衡，不妨假设mi
 是质点系中某些由静止进入运动状态的质点中的一点，则作用在质点mi
 上的主动力Fi
 和约束力FNi
 必定有一合力FR
 ，如图14.10。质点mi
 在FR
 的作用下发生微小实位移dri
 ，方向与FR
 相同，在定常约束下，实位移是虚位移中的一个，仍然可以用δri
 表示。这时FR
 所做的功为

δWF
 ＋δWN
 ＝FR
 ·δri
 ＞0

对于质点系内每一个进入运动状态的质点都可以写出这样一个不等式，而对于质点系中，那些静止的每一个质点都可以写出这样一个等式

δWF
 ＋δWN
 ＝（Fi
 ＋FNi
 ）·δri
 ＝0

将这些所有等式和不等式相加得到

∑δWF
 ＋∑δWN
 ＞0

对于理想约束，有

∑δWN
 ＝0

将其代入上式得出

∑δWF
 ＞0

这个结果与假设∑δWF
 ＝0相矛盾。而这个矛盾是因为假设质点系在所有力的作用下不能平衡而产生的，所以质点系必须平衡。

应该指出，虽然虚位移原理是在理想约束条件下给出的，但该原理也可以应用于有摩擦的情况，只要把摩擦力处理成主动力，在虚功方程中计入摩擦力所做的虚功即可。

【例14-1】　如图14.11所示平面结构，AB＝r，BC＝a，CD＝b。在杆AB上作用一力偶M，点C作用一水平力F。图示瞬时θ＝60°，杆BC处于水平位置，杆CD处于铅垂位置。各杆的质量及铰链的摩擦均不计。求力偶M与力F的关系。

[image: alt]


图14.11

解：以整个系统为研究对象，若忽略各铰链的摩擦，则约束是理想约束。作用于系统上的主动力为：AB杆上作用一力偶M，C点作用一水平力F。给系统以虚位移，设杆AB按力偶M的转向转过极小的角δθ，于是水平力F的作用点C得到向右的位移δrC
 。

计算所有主动力在虚位移中所作虚功的和，列出虚功方程

δW＝Mδθ－FδrC
 ＝0

为求得M与力F的关系，应找出δθ和δrC
 的关系。由于杆BC为刚性杆，两点B、C的虚位移在BC连线上的投影应相等，由图可知

δrB
 cos30°＝δrC


而δrB
 ＝rδθ，代入上式，有

rδθcos30°＝δrC


上式代入虚功方程有

δW＝（M－Frcos30°）δθ＝0

由于δθ是任意的，故

M－Frcos30°＝0

解得

[image: alt]


【例14-2】　机构如图14.12（a）所示。曲柄OA上作用一力偶，其力偶矩为M，滑块D上作用一水平力F。各杆的质量及各处的摩擦均不计，求机构在图示位置平衡时M与F的关系。

解：以整个系统为研究对象，若忽略各处的摩擦，则约束是理想约束。作用于系统上的主动力为：杆OA上作用一力偶M，滑块D上作用一水平力F。给系统以虚位移，设杆OA按力偶M的相反转向转过极小的角δφ，点A的虚位移为δrA
 ，点B的虚位移为δrB
 ，于是水平力F的作用点D虚位移为δrD
 。

计算所有主动力在虚位移中所做虚功的和，列出虚功方程

δW＝-Mδφ＋FδrD
 ＝0

为求得M与力F的关系，应找出δφ和δrD
 的关系。由于杆AB、BD为刚性杆，A、B两点的虚位移在AB连线上的投影和两点B、D的虚位移在BD连线上的投影应分别相等，由图可知

δrA
 cosθ＝δrB
 cos2θ，δrB
 cos（90°－2θ）＝δrD
 cosθ
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图14.12

而δrA
 ＝aδφ，代入上式，有

aδφtan2θ＝δrD


上式代入虚功方程有

δW＝（-M＋Fatan2θ）δφ＝0

由于δφ是任意的，故

-M＋Fatan2θ＝0

解得

M＝Fatan2θ

14.4　用虚位移原理求约束反力

虚位移原理虽然建立的是系统平衡时主动力之间的关系，但只要稍加处理，也可求约束反力，这就是解除约束求约束反力的方法。欲求某一约束反力，可将该约束解除，并以相应的约束反力代替此约束，系统仍平衡。将此约束反力当作主动力，给系统沿此约束反力方向一虚位移，利用虚位移原理即可求出此约束反力。

【例14-3】　如图14.13（a）所示的连续梁AOC。梁的尺寸如图所示，梁上作用有集中力P和力偶M。求点B处的约束反力。

解：这是一个完全约束的质点系。欲求点B处的约束反力，可以先解除点B处的约束，用约束反力FRB
 代替，将FRB
 视为主动力。用虚位移原理求解约束反力FRB
 。

以整个系统为研究对象，若忽略各处的摩擦，则约束是理想约束。作用于系统上的主动力为：点B处作用一向上力FRB
 ，点O处作用一向下的力P。杆OD上作用一力偶M。给系统以虚位移，设杆AO按逆时针方向转过极小的角δφ，B点的虚位移为δrB
 ，点O的虚位移为δrO
 ，于是杆OD按顺时针方向转过极小的角δθ。

计算所有主动力在虚位移中所做虚功的和，列出虚功方程

δW＝Mδθ＋FRB
 δrB
 －PδrO
 ＝0

为求得力FRB
 的大小，应找出δθ、δrO
 、δrB
 与δφ的关系。由于杆AO、OD为刚性杆，由图可知

﻿δrB
 ＝aδφ，δrO
 ＝2aδφ，δrO
 ＝aδθ

即

δθ＝2δφ，δrB
 ＝aδφ，δrO
 ＝2aδφ

[image: alt]


图14.13

上式代入虚功方程有

δW＝（2M＋FRB
 a－2Pa）δφ＝0

由于δφ是任意的，故

2M＋FRB
 a－2Pa＝0

解得

[image: alt]


【例14-4】　平面结构如图14.14（a）所示由AB和BC组成。AB＝BC＝ι。在AB杆和BC杆的中点D、E上分别作用水平力P及铅垂力Q。图示位置θ＝60°。已知各杆质量及铰链处的摩擦力均不计，求C处的约束力。

[image: alt]


图14.14

解：这是一个完全约束的质点系。首先解除C处x方向的约束，将固定铰支座变成滑块并加上约束力Fx
 如图14.14（b）所示。将Fx
 处理成主动力，用虚位移原理求解约束反力Fx
 。

以整个系统为研究对象，若忽略各处的摩擦，则约束是理想约束。作用于系统上的主动力为：C处作用一向左水平力Fx
 ，D处作用一向右水平力P，E处作用一向下的力Q。给系统以虚位移，设杆AB按逆时针方向转过微小的转角δθ，则C、D、E的虚位移可通过其坐标的变分得到。

[image: alt]


计算所有主动力在虚位移中所做虚功的和，列出虚功方程

δW＝-Fx
 δxC
 ＋PδxD
 －QδyE
 ＝0

将C、D、E的虚位移表达式代入上式，可得

[image: alt]


由于δθ是任意的，故

[image: alt]


解得

[image: alt]


然后解除C处y方向的约束。将固定铰支座变成滑块并加上约束力Fy
 如图14.14（c）所示。同理，将Fy
 处理成主动力，用虚位移原理求解约束反力Fy
 。

设杆AB按逆时针方向转过微小的转角δθ，相应地点B的虚位移为δrB
 ，点C的虚位移为δrC
 ，点D的虚位移为δrD
 。由于杆AB和BC均为刚性杆，故

[image: alt]


计算所有主动力在虚位移中所做虚功的和，列出虚功方程

δW＝Fy
 δrC
 －PδxD
 cos30°－QδyE
 cos30°＝0

将C、D、E的虚位移表达式代入上式，可得

[image: alt]


由于δrB
 是任意的，故

[image: alt]


解得

[image: alt]


通过以上几个例题，可总结出应用虚位移原理求解质点系平衡问题的步骤和要点：

（1）正确选取研究对象。

以不解除约束的理想约束系统为研究对象，系统至少有一个自由度。若系统存在非理想约束，如弹簧力、摩擦力等，可把它们计入主动力，则系统又是理想约束系统，可选为研究对象。

若要求解约束反力，需解除相应的约束，代之以约束反力，并计入主动力。应逐步解除约束，每一次研究对象只解除一个约束，将一个约束反力计入主动力，增加一个自由度。

（2）正确进行受力分析。

画出主动力的受力图，包括计入主动力的弹簧力、摩擦力和待求的约束反力。

（3）正确进行虚位移分析，确定虚位移之间的关系。

﻿计算系统的虚位移时，若各质点的直角坐标能用系统的广义坐标表示，进行变分运算即得各质点的虚位移的投影；对于常见的定常约束，实位移属于虚位移之列，因此可借助于运动学中分析速度的方法来求各点的虚位移之间的关系。

（4）应用虚位移原理建立方程。

（5）解虚功方程求出未知数。

小　结

虚位移原理建立了质点系平衡的必要和充分条件，是解决质点系平衡问题的最一般原理。它从功的角度来研究质点系的平衡问题。

在某瞬时，质点系在约束允许的条件下，人所假想的任何无限小位移称为虚位移。虚位移可以是线位移，也可以是角位移。虚位移和实位移虽然都是约束所容许的位移，但二者是有区别的。实位移是质点系实际运动所发生的位移，而虚位移仅仅是想象中质点系可能发生的位移。实位移无所谓微小的限制，而虚位移则必须是微小的。

力在虚位移中所做的功称为虚功。

在质点系的任何虚位移中，所有约束力所做虚功的和等于零，这种约束称为理想约束。

对于具有理想约束的质点系，其平衡条件是作用于质点系上的所有主动力在任何虚位移上所做虚功的和等于零。其一般表达形式为∑δWF
 ＝0，这就是虚位移原理。

习　题

一、是非题（正确的在括号内打“√”、错误的打“×”）

1．因为实位移和虚位移都是约束允许的无限小位移，所以实位移必定总是诸多虚位移中的一个。　　（　　）

2．一个给定系统的自由度数是确定的，但广义坐标的选择是不确定的。　　（　　）

3．虚位移虽与时间无关，但与主动力的方向一致。　　（　　）

二、填空题

1．如图14.15所示的多菱形机构中，菱形中间放置一个弹簧秤，如果机构下端的重量为P，不计杆重，则弹簧秤显示的读数为＿＿＿。

2．一平面机构如图14.16所示。已知在杆OA上的点C作用力P，在杆AB上的点D作用力Q。则作用在滑块B上的力F等于＿＿＿。

3．试确定如图14.17所示系统的自由度数。图（a）自由度为＿＿＿；图（b）自由度为＿＿＿。

[image: alt]


图14.15
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图14.16

[image: alt]


图14.17

三、选择题

1．几何约束限制质点系中各质点的位置，但（　　）。

（A）不限制各质点的速度

（B）同时也限制各质点的速度

2．如图14.18所示的四连杆机构的虚位移有4种画法，其中正确的是（　　）。

[image: alt]


图14.18

3．如图14.19所示系统中，虚位移δrA
 是（　　）的，δrB
 是（　　）的，δrC
 是（　　）的，δrE
 是（　　）的。将不正确的虚位移改正，并画在图上。

（A）正确

（B）不正确

（C）不能确定

[image: alt]


图14.19

四、计算题

14-1　如图14.20所示的均质杆AB长2ι，一端靠在光滑的铅直墙壁上，另一端放在固定光滑面上。欲使AB杆能静止在图示的铅直平面内，问P、Q的关系是怎样的？

14-2　平面结构如图14.21所示。其中，AC＝CF＝ED＝DF＝BC＝CE。已知作用在D点上的力P和θ角，求A处水平方向的约束力FAx
 。

[image: alt]


图14.20

[image: alt]


图14.21

14-3　平面结构如图14.22所示。已知作用在CB杆上的力P，求A处的约束力。

14-4　如图14.23所示为一平面机构。其中BO2
 ＝2CO2
 ，θ角已知，各杆的自重不计。求P与Q的关系。

[image: alt]


图14.22

[image: alt]


图14.23

14-5　如图14.24所示，在四连杆机构（杆CD固定）的铰链A上作用一力P＝200N。试求使机构在给定位置上平衡的力Q的值。

14-6　在图14.25所示机构中，当曲柄OC绕O轴摆动时，滑块A沿曲柄滑动，从而带动杆AB在铅直导槽K内移动。已知：OC＝a，OK＝ι，在点C处垂直于曲柄作用一力F1
 ，而在点B沿BA作用一力F2
 。求机构平衡时F1
 和F2
 的关系。
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图14.24

[image: alt]


图14.25

14-7　组合梁ACD如图14.26所示。其中a＝0.8m，M＝5kN·m，P＝10kN。求固定端A处的约束反力。

14-8　在图14.27所示的曲柄连杆式压榨机中的曲柄OA上作用一力偶矩M＝500kN·m，若OA＝r＝0.1m，BD＝DC＝ED＝L＝0.3m。机构在水平面内，∠OAB＝90°，∠DEC＝α＝15°，求使机构在此位置平衡所需力P的大小。
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图14.26

[image: alt]


图14.27


各章习题（计算题）部分答案

第1章　略

第2章

2-1　FR
 ＝3.284kN，cos（FR
 ，i）＝206.3°，cos（FR
 ，j）＝116.3°

2-2　T3
 ＝16.2kN，β＝30°

2-3　α＝48.2°，FRx
 ＝4.96kN

2-4　Fx1
 ＝86.6N，Fy1
 ＝50N

　　Fx2
 ＝30N，Fy2
 ＝-40N

　　Fx3
 ＝0N，Fy3
 ＝60N

　　Fx4
 ＝56.6N，Fy4
 ＝56.6N

2-5　FR
 ＝0

2-6　（a）FAx
 ＝7.07kN，FAy
 ＝3.54kN，FB
 ＝3.54kN

　　（b）FAx
 ＝0，FAy
 ＝5kN，FB
 ＝5kN

　　（c）FAx
 ＝9.33kN，FAy
 ＝4.33kN，FB
 ＝6.12kN（垂直于支撑面，指向简支梁）

2-7　Fmin
 ＝15kN，FN
 ＝25kN

2-8　FAx
 ＝0.866kN，FAy
 ＝0.5kN，TBD
 ＝1kN

2-9　FNA
 ＝1.732kN，FNC
 ＝3.464kN，AC＝1.5m

2-10　FAB
 ＝0，FAC
 ＝34.36kN

2-11　[image: alt]
 FAy
 ＝G

2-12　[image: alt]


2-13　[image: alt]


2-14　FAB＝231N，FAE
 ＝115.5N，FBC
 ＝231N，FBD
 ＝84.5N

2-15　（a）[image: alt]


　　　（b）[image: alt]
 （FA
 ，FB
 方向相反，组成一力偶）

　　　（c）FA
 ＝FB
 ＝0

2-16　[image: alt]
 FBC
 ＝-7kN

2-17　FAx
 ＝-1905N，FAy
 ＝1905N，FCx
 ＝1905N，FCy
 ＝-1905N

2-18　FAx
 ＝3571N，FAy
 ＝-3571N，FCx
 ＝-3571N，FCy
 ＝3571N

﻿2-19　M2
 ＝4kN·m，FA
 ＝FB
 ＝1.155kN

第3章

3-1　FAx
 ＝2400N，FAy
 ＝1200N，FBC
 ＝848.5N

3-2　[image: alt]
 MO
 ＝260N·m

3-3　（a）[image: alt]


　　（b）[image: alt]


3-4　（a）[image: alt]
 FAy
 ＝40kN，MA
 ＝120kN·m[image: alt]


　　（b）FAx
 ＝0，FAy
 ＝-2.5kN，FBy
 ＝15kN，FDy
 ＝2.5kN

3-5　当α＝60°时，[image: alt]


3-6　FAx
 ＝0，FAy
 ＝2qa，MA
 ＝qa2


3-7　（a）FAx
 ＝2400N，FAy
 ＝-1000N，FDx
 ＝-2400N，FDy
 ＝2000N

　　（b）FAx
 ＝-2400N，FAy
 ＝-1000N，FDx
 ＝2400N，FDy
 ＝2000N

3-8　[image: alt]


[image: alt]


3-9　[image: alt]
 FAy
 ＝P，[image: alt]
 FBy
 ＝P，[image: alt]
 FC
 ＝2P

3-10　[image: alt]


3-11　FAx
 ＝-FCx
 ＝-2.3kN，FAy
 ＝FCy
 ＝1kN

3-12　[image: alt]
 FEF
 ＝0，[image: alt]


3-13　[image: alt]


第4章

4-1　FT
 ＝20kN，FOA
 ＝-10.4kN，FOB
 ＝-13.9kN

4-2　Mx
 ＝2.54kN·m，My
 ＝1.46kN·m，Mz
 ＝0

4-3　Mz
 （P）＝0

4-4　MAB
 （P）＝Pasinαsinθ

4-5　[image: alt]


4-6　T＝1kN，FAx
 ＝0，FAy
 ＝-750N，FAz
 ＝-500N，FBx
 ＝433N，FBZ
 ＝500N

4-7　F1
 ＝F6
 ＝-F，F3
 ＝F，F2
 ＝F4
 ＝F5
 ＝0

﻿4-8　[image: alt]
 FDx
 ＝0，[image: alt]


4-9　FAx
 ＝4kN，FAz
 ＝-1.46kN，FBx
 ＝7.9kN，FBz
 ＝-2.9kN

4-10　FOx
 ＝-5kN，FOy
 ＝-4kN，FOz
 ＝8kN，

　　　MOx
 ＝32N·m，MOy
 ＝-30kN·m，MOz
 ＝20kN·m

4-11　（a）xC
 ＝-56.32mm，yC
 ＝0（b）　xC
 ＝79.7mm，yC
 ＝34.9mm

4-12　[image: alt]
 yC
 ＝0

4-13　xC
 ＝2.31cm，yC
 ＝3.85cm，zC
 ＝-2.81cm

第5章

5-1　[image: alt]
 α＝arctanfs


5-2　[image: alt]
 θ＝φm


5-3（1）A先滑动，（2）A、B一起滑动

5-4　能保持平衡，FS
 ＝201N

5-5　f＝0.223

5-6　[image: alt]


5-7　[image: alt]
 故F1
 ＞F2


5-8　Qmin
 ＝8.45kN

5-9　P＝4.35N

5-10　θ≤9.926°

5-11　x＞120cm

5-12　[image: alt]


5-13　Pmin
 ＝147.5N

5-14　49.61N·m≤MC
 ≤70.39N·m

5-15　b＜11cm

5-16　[image: alt]


5-17　[image: alt]


5-18　P＝500N

5-19　fs
 ≥0.15

5-20　b＜7.5mm

﻿第6章

6-1　νx
 ＝ιk（coskt－sinkt），νy
 ＝-ιk（coskt＋sinkt）；

　　　ax
 ＝-ιk2
 （coskt＋sinkt），ay
 ＝-ιk2
 （coskt－sinkt）

6-2　（1）s＝0；ν＝Rω；aτ
 ＝0，an
 ＝Rω2


　　（2）[image: alt]


　　（3）s＝R；ν＝0；aτ
 ＝-Rω2
 ，an
 ＝0

6-3　直角坐标法：x＝Rcos2ωt，y＝Rsin2ωt；νx
 ＝-2Rωsin2ωt，νy
 ＝2Rωcos2ωt；ax
 ＝-4Rω2
 cos2ωt，ay
 ＝-4Rω2
 sin2ωt

　　自然坐标法：s＝2Rωt；ν＝2Rω；aτ
 ＝0，an
 ＝4Rω2


6-4　xM
 ＝（ι＋b）sinωt，yM
 ＝（ι－b）cosωt；[image: alt]


6.5　[image: alt]


6-6　[image: alt]
 yB
 ＝-h

6-7　[image: alt]


6-8　[image: alt]


6-9　当t＝0s时，νM
 ＝15.7cm/s；[image: alt]


　　当t＝2s时，νM
 ＝0；[image: alt]


6-10　[image: alt]


6-11　[image: alt]


6-12　x＝0.2cos4tm；ν＝-0.566m/s；a＝-2.263m/s2


6-13　[image: alt]


6-14　φ＝25t2
 ；ν＝120m/s；an
 ＝36000m/s2


6-15　ω＝8rad/s；ε＝-38.4rad/s2
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