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 封面・概率的概率





 数学的灵感


理论数学研究的意义在哪里？



acel rovsion

这问题回答过很多次了。

数学的最大意义就是提供一种“灵感”，这种灵感可能是思维方式的革新，可能是描述方法的更新，而这种灵感对于其他领域来说可能是一种“参考”，可能是一种“工具”，可能是一种“指导”，可能是一种“依据”，也可能只是一个“探讨主题”，这些依据具体情况而来。

具体说说的话，这次我换个回答风格，我给你讲个故事，你就明白了。

（1. 以下故事建立在虚构的理想状态，请不要理解成我在拔高数学地位，我没这种想法，也没这种必要；2. 方便面只是指代一类命题，不要代入到现实中的“方便面”里面。）

从前有个傻叉，人家都叫他 Dr. Rovsion ，这个人过着吃了睡睡了吃，天天帮老板梳理 idea 打下手的工作，运气好出论文的时候，老板会大发慈悲给他个“四作”的名头，虽然他可能连 paper 原文的终稿都压根没看过。

有一天，他觉得不要过这种混吃等死的日子了。他就开始发现自己想做且能做的 idea，他想到了他非常喜欢捏方便面，有事没事都去超市捏着玩，所以他经常被老板娘轰出来。

于是他在想一个命题“如何保证即能享受捏方便面的快感，又能保证不碎呢？”，然后他想做些解释。

先转换这个命题“如何制造一个捏不碎，但是依然有碎裂感觉的方便面”。

但是这其实并不容易，前沿数学在一个大命题被提出的时候，很多本范畴内的“定义”，“系统”都没有建立起来，假设人类并不能制造方便面，货都是从外星人那进口的，进口的那帮人号称是“神的食物”，自称飞天面条教的“先知”，除了知道“方便面是食物，而且可以吃”以外，其他的一无所知。而公众主流对于“方便面”的关心只在“吃”上面，对于方便面的其他知识完全没有兴趣，实际上研究方便面是非常冷门，而且离实用很遥远的东西……

那么数学家从这些信息可以提纯一个形式化的描述：“方便面是一种仅靠热水就能食用的食物”。这个东西很简陋，但是在一切都还没有严格化的大前提下，这至少可以保证他人的基本“理解”和“交流”了。

但是这个信息量实际上很小，比如我们还并不知道“方便面可以夹在汉堡里吗？”“方便面可以做冒菜吗？”“孕妇可以吃方便面吗？”

所以我们要解构这个命题，幸好数学从早年的算学继承了强大的符号化系统，又从具体数学中提炼了一整套公理化系统。

这样的话，通过解构这个形式化命题，我们可以把相关的概念通过明确的“形式符号”建立起来，并且建立逻辑规则，这样的话，你起码可以构造在数学系统中的“方便面”究竟是个神马东西——“它是什么”，“可以做什么”，“不能够做什么”。比如我至少知道“方便面是油炸的”，“和地球人吃的面条神似”。

但是这一切是不够的，我不知道方便面产自何种工艺，我也不知道方便面是由哪些食材组合而成的，以及一些基本性质。这样的话我还是不能真正理解方便面。

于是，他开始在 google 学术上搜索相关领域的研究。他找到一些重要文献：

《一种叫方便面的食品》

《冲水即食的食品相关概述》

以及参考文献：

《食品工业级油炸产品的制作和保存》

《地球面条类食品制成品的概述》

《面条食品制品的创新性研究》

OK，虽然因为领域不同，无法完全搞清楚，但是至少能弄明白里面的理论部分和技术分析部分，至少我们开始真正明白“方便面”了。然后，他可以开始着手写一篇论文，开始“通过地球上的面条食品制品”来分析“方便面”，并且推广到一般情况下所谓“神的食品”的工业制成可能性。（这样也破解了飞天拉面教的“方便面神创论”）

那么他会开始着手做一下最初提出的命题，经过长期的思考和粗略计算的研究，发现貌似“捏不碎”和“捏起来有快感”两个条件其实不能在一般情况下满足，所以这个研究没办法持续下去。但是伟大的 Dr. Rovsion 不会轻易放弃这个课题的，所以他选择了“弱条件下”的命题——怎么保证方便面坚固而捏不碎……

于是，又一篇数学论文发表在 A 刊上面……

那么这些研究有什么意义呢？

一位物理学家知道了第二篇论文，在数学保证了“一般性”和“可行性”的情况下，物理学家开始追究这些面条是怎么制成的，需要什么样的条件，需要怎么样的“物理机制变化”。他们发现外星人的面条是在一个“物质雏形”上再开始工业化的，而且是通过某种自然机制“完成雏形”，于是他们开始设计实验来解释和认识这种“自然机制”，并且制成了方便面的“雏形”。然后发表了这个成果。

一位技术研究者无意间去参加学术会议知晓了这个成果，于是开始在物理学家们的基础上，开始研究怎么把“雏形”制造成“产品”，而且这个产品要满足“食用”的目的，基于一些设计和计算，他们完成了这个过程的“工业化设计”，取得了专利，并且开始兜售这些专利。

一位搞工程的无意间买下了这些专利，但是他对“新型建筑结构”在建筑材料问题上造成的局限，而苦恼不已，但是他发现这种“捏不碎的方便面”刚好可以作为解决这种结构方案局限的好建筑材料，于是他开始与上一位合作开企业，开始推广“方便面大楼”。

一位哲学家，主要在分析哲学领域工作，但其实更对“知识论”感兴趣，数学哲学这个命题向的东西也会做一做，有一天他在例行研读一些前言数学成果的时候，发现了 Dr. Rovsion 的第一篇“介绍方便面”的论文。而当时的人类世界还不会认识到所谓“外星人”并不是神，还沉浸在飞天拉面教控制思想界的时代。而这篇论文让这位哲学家知道“方便面压根可以人造”，于是开始质疑起飞天拉面神教宣传的世界观。

他通过理论主义来批判“飞天拉面神教神创论”给出了以下哲学论据，称为“面神不可知论”：

“人不可能感知到神祇或其存在，在『内在理论』体系中，神与世界是紧密相连的，因此也存在于人的思想中，与此同时，每个人的意识又都必然是主观的；根据这种不可知论，人类认知所存在的种种限制使得来自宗教信仰的任何客观推理都无法得出神存在的结论。”

基于以上这种批判，他开始在认识论上建立一套东西。

“现有人类世界观局限于高层次生命的设计之中，所以所谓『理性』和『逻辑』本质并不可靠。”

“合乎理性的未必就是现实，而合乎现实的未必需要符合理性。”

而一位经济学研究者，会考虑面条工业化以后的一些宏观经济大势。

人文学者可以探讨“近百年来，人们对于方便面的观念变化”和“方便面宗教”的细节考证”……

而 geek 们，根据这两篇论文，发明了一种叫“方便面打地鼠”的桌面游戏，风靡全世界。

商人们在方便面产品化之后，开始通过资本运作和实业经营，建造起了一个超级的“方便面产业帝国”……

等等。

总之，数学留下的就是一种灵感，这种灵感是参考性的，这种灵感很可能没用，但是即使没有直接作用，往往也提供了一些研究主题，数学的作用也就在于此。

而 Dr. Rovsion 呢？作为一个失败的数学家，在拿了一个不痛不痒的奖项以后，继续给自家老板打下手去了。

2014-02-07




 数学的本质


数学的本质是什么？



匿名用户

最简略的回答：数学是抽象。 


数学研究的是抽象概念，运用的是抽象方法，数学的发展体现为抽象程度的逐渐深入。 


但是深入的话，数学的本质并没有定论，我将在下面分三个部分展开。 



1. 普通数学


对应于维基上说的现实主义数学，逻辑主义数学。大多普通群众，科研工作者和很多数学家，都采取这些观点。在这些观点下，数学与现实紧密结合，其应用因此也非常广泛。 


这其中比较肤浅的是： 


数学是生产生活生存的需要，比如几何是为了丈量土地，数学是工具。 


这个观点的代表么……马克思同学（如果他真这么说过）。所以 1＋1＝2，因为一个苹果，再来一个苹果，是两个苹果，这是从实践中总结的经验和规律。

比较靠谱的想法是： 


数学是无实体的、永恒的客观存在，是等待被人发现的自然规律。 


提问者和大多数人都有这个想法。很多数学家，包括一些大师也有这个想法。所以勾股定理不仅是丈量土地有用，还是直角三角形的普遍规律，而三角形是自然界中的对象。

另有一些数学家和不少学计算机的认为： 


数学是逻辑的一部分，是公理系统。 


这个观点在实践中还是非常流行的，并且的确非常强大。但是其中很多悖论经不住下面那个文艺数学的推敲。在这个观点下，数字和运算都是公理。


2. 文艺数学


对应于维基上的形式主义。很多数学家，很多搞哲学的，还有我个人，都持这样的观点。 


形式主义认为：数学体系是一场有一定规则的思维游戏，与现实世界完全无关。 


与前面那些观点不同的是，这个观点空前抽象和开放。我们从此开始发明各种变态规则，玩奇怪的非人的游戏。在这个观点认为，勾股定理在欧几里得的几何规则下才正确，但是我们可以发明其他非欧几何，让它不正确；数是代数结构中的元素，运算是游戏规则。 


这个观点给数学带来了空前的发展，也导致纯数学与现实严重脱节。不管有用没用，对形式主义者来说都一样值得研究。虽然对现实不再有直接的应用，但是其他学科主动去消化的话，仍然能找到很好的归宿。 



3. 二逼数学


我想提的是直觉说。很多搞认知学的，搞神经学的，大概会持这个观点…… 


直觉说认为：数学是人的大脑活动，数学都是被经历过的。 


说一个数学对象存在，是因为你可以在大脑中构造这个对象。所以一些激进点的人会否认“无穷”这个概念的存在。我的一个认知学老师这样对我们说：数学家们经常觉得自己来了灵感，其实他们就是学了很多之后，从经验中获得的想法，哪有什么凭空而来的点子。 


其实他们的观点我觉得有些道理，只是……类比 Sheldon 说自己有很牛的想法，而 Amy 说自己研究的就是这些想法怎么来的。

2011-11-22




 数学之美


高等数学、线性代数、概率与数理统计、几何学这些知识可以用来干什么？主要应用有哪些？



谢漠烟

其他三项，不研究少数工科确实没用，但概率统计真乃应用数学之王。鄙人学业从数学院开始，以经济学院结束，现在在证券公司做苦逼行业研究，深有体会。

概率统计抛开了数学中的“确定性”，以“不确定性”的视角看待世界，并且做出了“量化不确定性”的壮志，这种气魄，真的不是其他数学分支能够比拟的。

大多数数学分支，比如数学分析（对不起，高等数学这么业余的词我实在不习惯），都是站在高峰看人类，是上帝的视角，研究出美轮美奂的数学公理框架。

但是概率统计，真正贴合日常生活中人类的感知。

在社会中，并不存在“给你一个因为，你还给我一个所以”的确定性。一切社会规律，都需要概率统计来挖掘！所以，绝大多数社会科学最终都会通过概率统计走向量化，这也是现在“经济学帝国主义”泛滥的原因——毕竟经济学是数学渗透最狠的社会科学了。

举几个例子。


1. 经济学


经济学中，被称为恐怕是经济学最准确的定理是恩格尔系数：随着收入的提高，食物消费比重下降。这个如果没有概率统计的挖掘，仅仅凭眼睛去看是无效的。

因为恩格尔系数定理，如果翻译成数学语言：其实是“当收入提高时，在 90%的情况下，食物消费比重有所下降”。只有明白了这一点，才能够有力驳斥对恩格尔系数的质疑——毕竟你总能找到增加了一点收入就去吃一顿大餐的反例。


2. 游戏营销


游戏营销中有一个很有用的指标，叫做 ARPU 值。即平均每用户收入，一个游戏 1 千万用户，每个月收入 5 千万，那么月 ARPU 就是 5 元。

学了概率统计的人，就应该很敏感地意识到，5 元的 ARPU 值，不是每多一个用户，就多 5 块钱的收入。5 元只是期望（均值），但是期望仅仅是数据分布中的一个重要指标而已，即使加上方差，也不能反映全部。

所以，5 元的 ARPU 值游戏，和另一个 5 元 ARPU 值游戏，是本质上不一样的！

这一点，突出反映在中国和海外的手机游戏的区别。

一旦用概率统计分析海内外游戏的差别，就会发现，同样 ARPU 值为 5 的手机游戏，中国游戏方差极大，而海外游戏方差小很多。

所以继续深挖，采用另一个统计指标 ARPPU，平均每付费用户收入。（上述游戏，如果有 100 万付费用户，ARPPU 为 50）

这个时候，你就能发现，同样是 ARPU 为 5 元的游戏，国内 ARPPU 可能是 100，而海外的是 30。

那么你需要做什么呢？这个时候经营过的人就能想出，面对海外市场，你应该扩大流量，让游戏好玩。面对国内市场，你要伺候好土豪，比如分级客服（交钱最多的 VIP1，其次的 VIP2，等等），比如弄几个人和金主土豪陪玩坑钱，等等等等。

而现在国内手游市场，就是这样做的。


3. 考试


用概率统计的思路，你就知道考试是由三方面决定的。一、水平（期望）；二、稳定性（方差），以上两点决定了你分数的概率分布；三、运气（最后落在哪一个样本上）。

你能控制的只有前两项。

所以面对比较有希望的考试，或者高考这样考在每个分数都有用的考试，你应该做的是增加期望，减小方差两方面努力，就是努力做题目（提高期望），做题目做得面面俱到（减小方差）。

面对如数学竞赛这样考不上一等奖啥用都没有的考试，而你水平恰恰又差一个档次，希望相对较小，这时你要做的呢，就是努力做题目（提高期望），把最重要最可能考的类型钻研到很深，不太可能考的就算了（增加方差）。


4. 知乎


或许我这个答案赞同不是最多，但我有自信，如果用“赞同数/粉丝数”这个指标，我能排到比较前面。

呵呵，这个就不多解释了，大家都懂的。

但是量化之后，就能更进一步分析。比如前面说的“粉丝赞同率”指标，还有“非粉丝赞同数”指标等等，都可以画出曲线。

走了，苦逼行研写报告去了。因为回答这篇问题，我有 30%的可能要被老板骂了。

2013-10-04



西贝心合

大家从各个方面解释了这几课的功用，那我就从工程（机械工程）的角度来说明一下吧 。

第一，高等数学，这门课通用性之广可能是你所想不到的，举个例子（因为我是机电专业，故而例子大部分是机电设计）： 


PID 控制器，P 是比例，I 是积分，D 是微分，PID 控制器可以模拟电路，也可以是数字系统来模拟的电路，例如用单片机来模拟，但无论哪种方法，都涉及系统的参数设定，顾名思义，PID 需要比例参数，积分参数，微分参数，这三者的确定以及之后的运算，均是在高等数学的基础上的。 


液压伺服阀，对于液压方面的计算，其实原理应用均为“流体力学”，对于流体力学，你们日后大概会接触到，通用公式，基本上都是需要高数基础来推导的。详情请去图书馆借阅《液体力学》 。

第二，线性代数，这门课，说实话，更是牛 B，我想你在高中时代肯定学过坐标系的转换，例如坐标平移，极坐标转换等等。那你现在想一个问题，给你一个两关节机械手，你如何控制这个机械手的运动问题，我如何控制各个伺服电机来决定这些机械的运动位置与力的大小呢？这些问题在《机器人运动学》与《机器人动力学》中有详细的探讨，如果让我告诉你，它们运用到的知识，可以这么说，用的是“矩阵”，我想通过线代的学习，你应该对它不会陌生，对矩阵的运算，如求逆阵啦，伴随阵啦，都需要。这只是在我了解的领域内知道的线代应用。 


第三，概率与统计，我想这个不用我多说了，古典概率不必多讲，生活中用到它的情况比比皆是，还有一些实例，我想在课本上应该有所涉及，如医学上，用概率论来判断一种新型药物是否有效。统计呢，这个……以后你到公司里，不能一涉及账单就找财务吧，那财务还不忙死……还有很多问题账务也处理不了，因为如果涉及工业工程，学经济的财务还真不一定懂，你可以看一下《工程经济学》，这里面有很多统计方面的应用。 


第四，几何学，对于一些经典的几何模型，其实我们每天都在用到，例如求圆周长，面积，求一些标准体的体积等等，只不过我们把这些知识划归了常识。而现代文明仅仅是这些基本的几何知识是远远不够的，所以我们要用很多高等数学的知识来解决一些几何问题，例如几何学中的一个重要的分支——解析几何，工程中常用的 Pro/E 三维软件，只要你构建了一个几何体，无论它有多么的不规则，只需要点一下求体积的按键，它就能给你算出来，如何实现呢？电脑运算快，但不智能，所以算法要你来写，用程序写出来，这些算法，其实就是高等数学中的解析几何啦，当然，不会那么简单，其中定然还要用到一些更高深的数学，例如一些有限元的算法之类的。（没有深入了解过 Pro/E 中的求体积算法，如若有误还请见谅） 


如@陈然所说，这些课的学习能让你用一种区别于普通人的眼光来审视这个世界，你会惊奇地发现，这个世界其实是由数学构成的。（学美术的会认为世界是由颜色构成的，学文学的会认为世界是由思想汇聚的，学经济的会认识世界是由货币铸成的。）你可以更抽象地去认识这个世界，了解它的前因后果。 陈然的答案很棒，我也很赞同，不过我想，还是补充一些关于现实生活中能看到的“活生生”的例子比较好。 


我在此作出这个解答的原因，也是希望大家知道，这些东西并不是所谓的一无所用，它们功用之大，超乎我们的想象，如果没有高等数学，你连一台普通机床都做不出来，更不必说什么数控系统了。

其实随着学习的深入你会发现，其实就你们学的这点儿高等数学，都不够用，如果你以后要自己做工程，肯定还要补习一些拉氏变换，傅氏变换，Z 变换，更有甚者要学一些专门领域才用得到的“专业”的数学，如《数值分析》，系统变式等，不过那时候，我想，你已经深入地了解到数学的意义了。 


我曾经也迷惑过，但没有人给我解答过，但庆幸，我没有放下数学，物理，化学，现如今，才真切地发现这些学问之美，希望我的答案，对你有所帮助。 


2012-04-23




 超纲


下一次数学突破会在哪里？



申力立

数学界从来不缺天才，数学界从来不缺重大的突破。事实上，现代社会从事科研的人数比以前多了不知多少倍，所以现代科学（包括数学）的发展和突破的速度超越了以往任何一个时代。（即《三体》里大刘所说的“技术爆炸”）

只不过，相对于无理数、复数、微积分这样受过正常理工科教育的人都能理解的简单知识而言，现代数学的突破是大多数人看不懂的了。我说的“看不懂”是真的看不懂——即数学圈外的人、甚至数学圈内不是一个方向的研究者，连这个“突破”的成果是啥意思都看不明白，更别提理解这个成果是怎么得到的了。

所以，圈外人会有一种“科学发展停滞了”的错觉，虽然他们每天用着的手机、电脑等由几十年前的“旧数学成果”奠基的工业产品在日新月异地更新换代。

如果你没有做过数学、物理等前沿学科的博士，你是完全无法想象现代前沿科学是什么样的。其抽象程度、推导的复杂程度、需要的知识储备是大大超出一般圈外人的想象的。

举一些 20 世纪以后数学重大突破的实例：


G
 
ö

 del's incompleteness theorem（哥德尔不完全性定理）
 ：由 Kurt Gö
 del 证明，它使得人们一直以来寻求“完美的数学公理系统”的希望破灭——你永远不可能找到一个完美的数学公理系统，使得所有的数学命题都可以被证明或证伪。一个著名的例子就是连续统假设（CH）——以前数学家们孜孜以求的连续统假设的答案，是它和现代数学所采用的 ZFC 公理系统独立，即 ZFC+CH 不会有矛盾，ZFC+ㄱ
 CH 也不会有矛盾。


Category theory（范畴论）
 ：一个不同于集合论的、可以作为现代数学基础的理论基石。由 Samuel Eilenberg 和 Saunders Mac Lane 创立，另外 F. William Lawvere、Alexander Grothendieck 等数学家都为之做出了巨大贡献。大家知道集合论的基本概念是“元素”，而范畴论不再关心元素，而关心不同对象之间的联系，这更能抓住很多抽象数学机构的本质特征。例如，一个经典的例子是 Gelfand representation，交换 C*代数构成的范畴和紧 Housdorff 空间构成的范畴是等价的。范畴论不仅是代数几何等前沿数学分支的理论基础，还为理论计算机和物理的发展提供了强大的范畴论工具。


Poincaré conjecture（庞加莱猜想）
 ：1961 年 Steven Smale 证明了五维以上的情形，1981 年 Michael Freedman 证明了四维情形，2003 年 Grigori Perelman 证明了三维情形，从而彻底解决。三人都因其对庞加莱猜想的贡献各自获得菲尔兹奖。关于它的意义我无法用初等语言来描述（事实上我自己也不是很明白——我不是做几何的），微分几何与现代物理的深刻联系需要许多预备知识才能理解。事实上，现代数学最难且最热门的分支就是几何（包括微分几何、代数几何等），它是与现代物理关系最紧密的数学分支，也是聚集了最多数学天才的分支，最近几十年里这方面的突破性进展数不胜数，只是我资质愚钝表示都看不懂。
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 滚出高考


数学该不该被踢出高考？数学有什么用处？



Nicolas

数学当然不应该被踢出高考。

首先明白，高考的目的是为大学选拔，而不是鉴定你是否高中合格毕业。起到后者作用的，是一个叫做“会考”的东西。所以，你不能说我平时生活又用不到。每种考试都有它的作用，但没有一种是为了你的日常生活，高考的作用就是选拔一拨人去大学。你的思维出发点应该是：我上大学用不用得到？以后作为一个大学生应不应该具备这样的技能？

数学的作用就不言而喻了。

理科和工科，数学就不用说了，最最基础的看家的学科。

文科和医科，我不是十分了解，但是一些统计学、概率论的相关知识应该大部分专业是需要的。其他方面我就不能回答了，大概用处不大。

但是，数学当然不仅限于知识，更锻炼一种思维能力。这我觉得是不分专业的，每个合格的大学生都需要具备这种素养。

针对部分讨论做出补充：

有人反对最后一段。数学也许锻炼思维，但是在中国，数学由于高考而变成锻炼解题方法而不是锻炼思维了。逻辑思维的好手往往数学考试并不好，因为思维和解题方法有着不小的差距。

我认为这是中国高考的普遍问题，并不仅仅是数学。

语文高考，一直被喷，莫名其妙的阅读题和不痛不痒的作文题，答案都是程式化的，作文结构和语言风格都是千篇一律的；英语，我没觉得有多大的切实提升你的语言技能的东西，特别是听说这么重要的方面。

要扯得远的话这是很复杂的问题。数学只是和其他高考科目存在同样的问题。

2013-10-26




 负负得正


负数与负数相乘为什么会得正？



曹文雯

目测上方好多好多字母……来给个汉字的答案：

数学来源于生活，特别是这些基础运算规则……所以数学规定是需要跟生活实际相吻合的：

（补充 1：这里我指的是，特别基础的数学，实际上是起源于……呃……广大劳动人民的智慧……差不多这个意思吧。类似于各地都会发明轮子。负数这种程度的概念也是各地独立开始使用的，因此这类“大家先用着，然后才有数学家来总结”的规则，是需要符合生活实际的。）

于是我们来举个例子，比如慢慢取经路好了。

首先，负数可以用于表示方向的相反：

于是我们用+3 表示向西走 3 米，那么-3 表示向东走 3 米。

其次，我们知道乘法常用于表示每份数与份数：

比如 +3（每天向西走 3 米）×4 天=+12（在原来的西边儿 12 米）

-3（每天向东走 3 米）×4 天= -12( 在原来的东边儿 12 米）

于是我们知道一个数乘上正数（上例中的 4 天），符号不应当改变。

然后我们遇到了负数乘负数，于是我们需要知道啥叫 -1 天：

这个类比方向，相当于在时间轴上向另一个方向走，因此-1 天表示一天前，-4 表示四天前。

好啦，现在我们可以来看看啥叫(-3)×(-4)了:

这是每天向东走 3 米，4 天前你在哪里？根据生活常识，我们知道答案是西边儿 12 米。

于是我们有：(-3)×(-4)=12

（补充 2：这个场景中，我们默认“一直在走”，即“现在”时刻并非“开始走”的时刻，而是持续的走的过程中选取的某个时刻。因此请不要纠结“昨天还没开始走所以仍旧在原地”这样的问题……谢！）

2012-09-05 




王彦博

我也曾有这样的疑问，后来从 Courant 的著作《什么是数学》中看到一段话，解答了我的疑惑。

将这段话摘出来分享给题主。

引进负数之后，我们必须定义它们的运算规则，使得算术运算能够保持原来的规律不变。例如，我们对负数乘法规定 (-1)(-1)=1 ，这是我们希望保持分配律 a(b+c) = ab + ac 的结果。因为如果我们让 (-1)(-1)=-1，就会有 -1(1-1) = -1-1=-2 （嗯，于是有负数参与的运算就不能满足“分配律”这一整数运算中最基本的规律了）。 对数学家来说，经过了很长的一段时间才认识到“符号规则”以及负数、分数所服从的其他定义是不能加以“证明”的，它们是我们创造出来的，为的是在保持算数基本规律的条件下使运算能够自如。

甚至伟大的欧拉也曾借助于一个完全不令人信服的讨论来证明 (-1)(-1) 必须等于 +1。欧拉说：因为 (-1)(-1) 必须是 +1 或 -1，而由于 (-1)=(+1)(-1)，所以 (-1)(-1) 必须不能是 (-1)。

（以上摘自《什么是数学》，第二章、 数学中的数系，第一节：有理数，作者：R. 柯朗）

摘出来的这段话讲得还是太笼统，如果可以翻看一下原书的此一章节，相信理解会更深刻，另外关于上文中加粗的“使运算能够自如”一句，书中也有更深入的解释。

PS: 欧拉那个证明好搞笑。

2013-05-22




 无穷大与无穷大


无穷大和无穷大相加之和，与无穷大相比哪个大？



匿名用户

虽然无穷大经常被当做一个数使用，但是它不是一个数。

数学里，虽然都有很大很大这层涵义，但无穷大是个多义词，有很多意思，需要区别对待。


1. 集合论中


自然数集合的元素个数被定义为无穷大。如果一个集合和自然数集之间有一一映射，那么定义这个集合和自然数集一样大。如果一个集合包含和自然数集一样大的子集，那么定义这个集合无穷大。

这个意义上——

自然数集中加一个元素，比如 -1，和自然数集有一一映射（x->x-1），所以一样大。

自然数集 “加” 自然数集，理解为整数集合，存在一一映射，所以和自然数集一样大。

自然数集 “乘” 自然数集，一般理解为卡氏积，是有理数集，也是和自然数集一样大。

有没有比自然数集大的呢？实数集。这是一个无穷大的集合，但是和自然数集不存在一一映射。

所以说集合的无穷大是有区别的，数学上叫做不同的 “势”。和自然数集一样大的叫做可数无穷大，否则叫做不可数无穷大。可以认为前者小于后者。


2. 序论中


往自然数集合中加入一个元素，定义他比其他任何元素大，并称之为无穷大。

这种情况下，对无穷大的运算不一定有良好的定义，所以题目无法回答。

如果比较，无穷大作为一个唯一的元素，根据定义都是一样大的。


3. 数学分析中


无穷大表示极限不存在，即变化趋势没有边界。

不同趋势的变化极限可以都是无穷大，但彼此是不同的。

这时，单说无穷大是没有意义的，必须要说清楚是哪个数列的极限。

对无穷大的运算和比较，即对两个数列／函数的运算和比较，然后取极限。

数学和计算机科学中经常使用大 O 符号标记不同的无穷大。


4. 几何中


平面单点紧化后，无穷远点是一个点，把平面投射到球面时该点对应于北极。

射影几何中，平行线相交于无穷远点，无穷远点构成一条直线。

2013-06-17




 套用的境界


数学高手在解答题目时，是形成了一种难以用语言表达的感觉，还是仅仅搜寻套用以前解答过的题目思路？



匿名用户

完全是套用以前或别人的思路。不存在所谓的 “难以用语言表达的感觉”。

再牛的数学家也是在套用已有的思路方法。

数学能力的高低体现在套用的境界。大牛巴拿赫曾说：

A mathematician is a person who can find analogies between theorems; 


a better mathematician is one who can see analogies between proofs 


and the best mathematician can notice analogies between theories. 


One can imagine that the ultimate mathematician is one who can see analogies between analogies.

还有人说，解答数学题，就是把数学题转化为已经解决的问题。＠祝风翔 所引的 Polya 的计划制定要点，也处处体现着这个意思。

没有什么神秘的灵感，最多就是套用得诡异，以致说不清怎么套的。

我以拼图来做个比喻：

上帝有一卷书，数学家们称之为 The Book。此书被撕得粉碎扔给人类。数学家们做的就是把这卷书给拼起来。这比拼图还难，因为我们都不知道这书原来长什么样子。比如这里是目前可怜的一点成果：Proofs from THE BOOK | http://book.douban.com/subject/4107941/
  


拼图大家都玩过。没有人会在第一步去解决中间一块碎片，如果有人这么做，就算他声称自己有 “灵感”，大家也一定知道他在忽悠。数学上倒经常发生这种事，而且还真有人信。

小学里最基础的数学，就像是在解决拼图的四角和边缘。越往上学，就像是越接近拼图的中心。

那些已经拼好的部分，就相当于已经掌握的数学知识和思维方法，或者像是别人解决了的难题。

解答一个数学题，一定是基于已经掌握的知识；这就像加上新碎片一定是根据已经拼好的部分。

数学水平的高低，就如同一般人会根据碎片上的图案拼，好一点的会根据碎片的颜色拼，优秀的会根据边缘的形状拼，而神级人物会根据碎片的纹理拼。

不管什么水平，要正确拼上新的碎片，都需要对已经拼好的部分足够熟悉。

体现在数学学习上，就是要对学过的东西深入理解，用过的方法熟练掌握。

体现在数学研究上，就是要对别人的工作反复钻研，完全消化已有的成果。

理解得浅显，只能看到拼图上的图案；理解得透彻，就能看清拼图的纹理。

有些所谓大牛，好像随便想想就做出来了。他们拼上去的东西，怎么看都像是信手一扔。

但人家能够达到这个境界，是因为所学的知识已经融会贯通，拼好的部分已烂熟于心了。

因此数学水平的提高，无他，唯脑熟尔。多玩玩拼图，多总结经验，自然就会越玩越好。
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 读数学书


如何较为高效地阅读数学书？



魏天闻

个人认为，阅读数学书的正确高效办法是去读一本最适合你当前水平的书。一个人阅读针对同一个主题的不同的数学书，效率（以及效果）可能有天壤之别。这是因为，这些书可能：

1. 对于同一个主题讲述的侧重点不同；

2. 对读者预备知识的要求不同；

3. 内容深浅难易程度不同；

4. 写作风格不同。

事实上，我的导师，法国大学数学教授，也经常会遇到读不懂的文章或者看不懂的书。这是因为这些文献超出了他所具备的知识体系所能（容易）接纳的范围。学习任何知识都需要循序渐进。哪怕是天才，只要他不遵循这个原则就一定会事倍功半。

有的书，语言直观，通俗易懂，示例丰富，绕过繁琐的技术细节而重视思路、方法、原理，这种书就比较适合初学者；有的书比较抽象，追求详、严密，以及一般化，这种书就适合进阶的读者并且可作为常备的参考书；有的书意在介绍最新的学术成果，这类就只适合专业的研究人员。

所以，看书之前，要先弄清楚自己当前掌握哪些预备知识，以及希望通过学习达到的目标。选书的时候，可以先咨询一下相关资深人士的意见（网上有很多学霸介绍各种书的优缺点）；此外，任何书的序章里都会有介绍该书的目标人群。

本人经验之谈：选到一本适合自己的书等于成功了一半。

2014-03-24



微光

我的一位数学老师建议的方法。应该写一句 by SC. W.

以下基本是按重要性和建议顺序排序的。

定义（definition, concept），定理（law, theorem），次要一些的定理（lemma, corollary, etc.）。阅读一本书，最重要的是理解这些。因此，最粗略的阅读应该按上面的次序依次掌握。首先试图弄明白定义，一种很好的方法是试图重述这个定义。理解定理包括除了证明细节以外的一切事情，包括它的适用条件和最直接的结果。

如果需要掌握细节和方法，接下来应当阅读或自己作出证明。（身边的大神确实有只使用后种方法的）

接下来是例题（example），包括书中的和你自己能想到的一些平凡结论。（“不要低估这些 trival 情形！”）

以上如果都完成的话，为了自己进行一些简单应用，再去做习题（exercise, test）。我老师的一个评估标准是：如果你做之前能够看到结论，或直觉这个结论是对的，就可以去做这个题，否则就重复以上步骤。

结论整理：最重要的和最必要的——定义，定理，然后是证明，例题，习题。

嗯，最后希望自己有生之年能确实地看懂几本书。

2014-02-21




 中国数学的水平


中国数学水平在全世界怎样？



申力立

按我的理解，提问者问的是国民的数学素养，而不是数学这门学科的学术研究水平。

和欧美发达国家相比，中国人的普遍数学素养是，比他们的学渣强一些，但比他们的精英弱很多。尤其是工科，和欧美一流工科专业相比，很多中国工科学生的数学水平简直差到不忍卒视的地步。

那么，为什么我们的媒体总宣称“外国数学教育简单”？因为这些媒体文稿的作者总是喜欢从国外的学渣身上找自信。

那他们的科技水平怎么还这么高？因为科技的发展是由精英推动的，而不是由学渣推动的。

更新：

评论里有同学指出“中国人的普遍数学素养是，比他们的学渣强一些，但比他们的精英弱很多”这句话指代不明，所以我做一下解释：

1. “比他们的学渣强一些”——数学素养为“学渣级”（比如看到 sin、ln 都头疼）的欧美人应该比中国人多。

2. “比他们的精英弱很多”——数学素养为“精英级”的理工科学生（比如精通数理逻辑、Domain 理论、范畴论等进阶数学课程，而不是连微积分、线代、概统等基础课都头疼的计算机专业学生）在欧美一流理工科专业中的比例远高于在中国 985 高校理工科专业中的比例。

对中国数学教育的反思：

其实我们和国外的差别就这一点——分层次教学。

1. 我们对有理想的理工科学生的中学、本科数学教育不是太难了，而是太简单了。应该通过选修或 AP 课程的形式（参考：维基百科条目“大学先修课程”），让一部分有志于成为精英的同学有机会在中学学微积分（而不只是初等数学），在大一学数学分析、高等代数（而不只是微积分和线代）。

2. 我们应该尊重文科生和没有理想的理工科学生的选择，不要歧视数学学渣。只要设立门槛不让他们进入一流大学的理工科专业，他们对数学的憎恨就不会影响科技的发展。

2013-11-18



中国数学与发达国家的数学差距有多大？



匿名用户

先确定评价标准吧。

对其他学科，评价标准经常是关键技术，比如是否会制造某个设备，是否能进行某项实验。你不会，发达国家也不教你，学也学不像，再努力也没用。所以每每中国落后，总说是发达国家技术壁垒。

数学不一样，所有成果，包括方法和趋势，都发表出来了，大家都能看到。再高深的东西，想学就能学会。可以说全世界数学家掌握的数学知识都一样，不存在我懂的东西，你再努力也弄不懂的情况。

所以数学不存在技术壁垒，有投入就有产出；也没有政治因素，有成果大家就服。部分人才留学海外，只能是更有利于在中国的数学家们了解世界数学动向。

怎么比较数学水平呢？

两大块：以培养数学人才为目的的专业高等教育水平，以及对数学发展所做出的贡献。而数学的一个特点是，研究水平和教育水平是紧密相关的。优秀的数学家群体，眼界开阔理解深刻，多少会影响数学专业学生，容易培养出优秀的下一代。

中国在数学上还是有不错的地位的。

中国的数学教育在华罗庚那个时代也曾经非常不错，培养出很多人才。有不少华人对数学发展做出过突出贡献，华罗庚、陈省身、丘成桐、金芳蓉、陶哲轩，都是响当当的名字，只是少有中国本土教育出来的华人数学家。

现今中国数学的确是落后。

我学数学做数学都不在中国，以下是我道听途说得来的印象：现今，中国数学偏爱研究的内容，一般来说易于应用，易出成果，并且有人开路。这非常符合逻辑：易于应用，就可以转化为真金白银；易出成果，就可以评职称赚名利；有人开路，就不用承担研究风险。

在我看来，这就是目前中国数学的落后的地方：研究的眼界。研究不以兴趣为导向，而以利益为导向，导致一些数学上最新的发展，中国没有及时跟进，更别提开创新领域新方法了。这样的短视进而影响中国的数学专业教育，大量人才被浪费在已经开垦得差不多了的领域。

数学不像其他学科，前沿竞争不在细节上，而体现在数学思想上。只要想了别人没想过的问题，走了别人没走过的路，如果开出一片天地，立即就取得了这个领域或方向的优势。如我所说，数学没有什么壁垒，只要力气用对地方，很快就能重现中国数学的辉煌。

总结：

差距不大，转身很难。

2012-07-23




 古代数学家


在我国古代，数学在科举制度里或者其他官方选拔体系里扮演什么角色？



王凌珊

中国古代科举制度里，只有唐朝设置了数学科目，称为明算科，地位比较低，规模也比较小，算学博士的官阶为最低等级的从九品下。另外，科举之外，宋朝算学（教授数学天文等的官学）占经以试，不必参加科举，可以直接获得官职。以下分朝代介绍：

1. 隋[1]。隋文帝在开皇年间即在国子寺设立算学，为五学之一，但隋朝时明算并未列入专门的科举科目。

2. 唐[2]朝详细说下。唐代科举常设科目有：秀才、明经、俊士、进士、明法、明字、明算、一史、三史、开元礼、道举、童子，明算为其中一科。

2.1 （注：唐初并无明算科，具体在哪一年列到科举中，并无切实记载。）唐朝设立了六种官学（唐玄宗时还增设广文，为七种，暂略），都隶属于国子监，分别为国子学（招收上层官员子弟，学生 300 人）、太学（招收中层官员有封子弟，学生 500 人）、四门学（500 人招自中层官员无封子弟和中下层官员有封子弟，800 人招自特别优秀的平民子弟）、律学（招收下层官员子弟及平民子弟，学生 50 人）、书学（生源同律学，学生 30 人）、算学（生源同律学和书学，学生 30 人）。

2.2 算科相应分为两班，第一班学习《九章》、《海岛》、《孙子》、《五曹》、《张丘建》、《夏侯阳》、《周髀》（共学 7 年），第二班学习《缀术》（4 年）、《缉古》（3 年，另说 1 年），各十五人。

2.3 学生通二经（大经小经各一部或者中经两部）的，四门学生可以升为太学生，太学生可以升为国子学生。可以看到，无论从规模还是生源上，算学都是排到最次的，以算学为生源基础的明算科，可想而知也是不受重视的。这点从国子监各学老师（博士、助教等）的官职品阶上亦不难看出：国子学博士正五品上、助教从六品上，太学博士正六品、助教从七品上，四门馆博士正七品上、助教从八品上，律学博士从八品下、助教从九品下，书学博士从九品下、助教无品级（从九品下已经是最低品级了……），算学同书学。

2.4 国子监的博士也只是最低品级的官员，可见，在唐朝学算学是没有多少前途的，所以报考算学和明算科的学子越来越少，这个科目也是立了又废，废了又立，到唐晚期已经基本消亡。最后要说的是，尽管唐代明算科不是受重视的科目，但是作为唯一将算学列入科举常科的朝代，唐朝在中国古代仍旧是对数学最重视的朝代之一。

3. 五代十国。饿殍遍野、流血千里、举国混战，不提也罢。

4. 宋[3]朝也详细说下。宋朝科举中没有明算一科，但是，宋朝对数学人才的重视，某种程度上却是超过唐朝的。比起其他时代，宋朝有一个显著的不同，宋朝比较重视工商业，所以经济空前繁荣，唐朝像李白这样的谪仙都因为商人家庭出身而不能参加科举考试，宋朝位列部堂高官甚至当朝宰执的官员，都不乏商人出身。很多重要发明都出现于宋朝，如用于观测天文的自动计时机械仪器水运气象台、能够测出磁偏角和辨明方向的罗盘、活字印刷术、水密船舱、世界上最早的纸币交子等等，在这样的背景下，理工人才自然为社会所需求，彼时不同现在，官员是社会最精英的群体，哪里有需求，哪里就有精英，因而有相当多的宋朝官员是理工大家，如苏颂（与沈括是同期官员）。

4.1 这样做到宰辅的大科学家。到了宋徽宗时，应多年内部需求，复设算学，靖康元年又复加强。当时的算学平民和在职官员都可以选入习业，算学占经以试，取士之法和太学上舍类似（大体上为免试推恩，直接授官），三等推恩，以通仕、登仕、将仕郎为次。

4.2 如前段所述，在唐朝，算学和太学有着天壤之别，宋朝算学的取士之法却和太学上舍相仿，由此可见，宋朝的算学要比唐朝清贵很多。太学三舍法是一个复杂问题，涉及宋朝的改革和党争，在此不详述，简单资料参看百科条目“太学三舍法”。另外，在这个时期，宋朝做了一件堪称中国历史上官方对于算学最为郑重的事情：尊奉黄帝为算学先师（起先是孔子），兖、邹、荆三国公配享，十哲从祀。把自古以来的算学名家画画像、追尊其爵位。

4.3 要知道，祭祀在中国古代是最庄重的事情，远超过拜佛修道等等，而在古代，一门学问有无官方认可的先师、先师是谁，也是至关重要的，这等于是给了算学正统的地位。风气如此，使得宋朝涌现出大量的数学家，也完成了大量的数学著作，如贾宪的《黄帝九章算法细草》、刘益的《议古根源》、秦九韶的《数书九章》、李冶的《测圆海镜》和《益古演段》、杨辉的《详解九章算法》《日用算法》和《杨辉算法》、朱世杰的《算学启蒙》《四元玉鉴》等，完成了四次以上开方、高次方程解法等数学领域的重大突破。

5. 元[4]代科举只设进士一科。但是元代承接宋代，数学还是比较繁荣的，数学人才相对还算受重视。需要说明的是，元代夹杂很多内乱，时间也比较短，只有九十多年，统治者也常常大规模的改弦易张，并不是一个稳定的和平期，不能和其他朝代同等看待。

6. 明[4]代科举只设进士一科，莫说算学，就连诗歌有时都会被当成是不务正业，唯取八股。

7. 清[4]代科举承袭明代，唯取八股（清末接近灭亡时的变革略）。

参考资料

[1] 《隋书》：算学博士二人，算助教二人，学生八十人，隶属于国子寺。

[2] 以下摘自《新唐书》：

2.1 其科之目，有秀才，有明经，有俊士，有进士，有明法，有明字，有明算，有一史，有三史，有开元礼，有道举，有童子。

2.2 凡学六，皆隶于国子监：国子学，生三百人，以文武三品以上子孙若从二品以上曾孙及勋官二品、县公、京官四品带三品勋封之子为之；太学，生五百人，以五品以上子孙、职事官五品期亲若三品曾孙及勋官三品以上有封之子为之；四门学，生千三百人，其五百人以勋官三品以上无封、四品有封及文武七品以上子为之，八百人以庶人之俊异者为之；律学，生五十人，书学，生三十人，算学，生三十人，以八品以下子及庶人之通其学者为之。

2.3.1 二分其经以为业：九章、海岛、孙子、五曹、张丘建、夏侯阳、周髀、五经算、缀术、缉古。

2.3.2 凡算学，《孙子》、《五曹》共限一岁，《九章》、《海岛》共三岁，《张丘建》、《夏侯阳》各一岁，《周髀》、《五经算》共一岁，《缀术》四岁，《缉古》三岁，《记遗》、《三等数》皆兼习之。

2.4 太学博士六人，正六品上；助教六人，从七品上。四门馆博士六人，正七品上；助教六人，从八品上；直讲四人。律学博士三人，从八品下；助教一人，从九品下。书学博士二人，从九品下；助教一人。算学博士二人，从九品下；助教一人。掌教八品以下及庶人子为生者。为颛业，兼习记遗、三等数。

[3] 以下摘自《宋史》和《续资治通鉴》：

3.1 苏颂·宋史 ~ 卷三百四十 ~ 列传第九十九

3.2 壬子，置书、画、算学，其生皆占经以试，其取士法略如太学上舍，三等推恩，以通仕、登仕、将仕郎为次。

3.3 这段希望大家不要直接跳过，特别是学数学的朋友，有必要了解下中国的数学先贤有哪些人（虽然仅含宋以前的）： 时又有算学。大观三年，礼部、太常寺请以文宣王（注：孔子）为先师，兖、邹、荆三国公配享，十哲从祀。自昔著名算数者画像两庑，请加赐五等爵，随所封以定其服。于是中书舍人张邦昌定算学：封风后上谷公，箕子辽东公，周大夫商高郁夷公，大挠涿鹿公，隶首阳周公，容成平都公，常仪原都公，鬼俞区宜都公，商巫咸河东公，晋史苏晋阳伯，秦卜徒父颍阳伯，晋卜偃平阳伯，鲁梓慎汝阳伯，晋史赵高都伯，鲁卜楚丘昌衍伯，郑裨灶荥阳伯，赵史墨易阳伯，周荣方美阳伯，齐甘德菑川伯，魏石申隆虑伯，汉鲜于妄人清泉伯，耿寿昌安定伯，夏侯胜任城伯，京房乐平伯，翼奉良成伯，李寻平陵伯，张衡西鄂伯，周兴慎阳伯，单飏湖陆伯，樊英鲁阳伯，晋郭璞闻喜伯，宋何承天昌卢伯，北齐宋景业广宗伯，隋萧吉临湘伯，临孝恭亲丰伯，张胄玄东光伯，周王朴东平伯，汉邓平新野子，刘洪蒙阴子，魏管辂平原子，吴赵逵谷城子，宋祖冲之范阳子，后魏商绍长乐子，北齐信都芳乐城子，北齐许遵高阳子，隋耿询湖熟子，刘焯昌亭子，刘炫景城子，唐傅仁均博平子，王孝通介休子，瞿昙罗居延子，李淳风昌乐子，王希明琅琊子，李鼎祚赞皇子，边冈成安子，汉郎顗观阳子，襄楷隰阴子，司马季主夏阳男，落下闳阆中男，严君平广都男，魏刘徽淄乡男，晋姜岌成纪男，张丘建信成男，夏侯阳平陆男，后周甄鸾无极男，隋卢大翼成平男。寻诏以黄帝为先师。

[4] 元明清参见维基百科条目：“科举”。
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 专题・也日常





 数学反常识


有哪些数学常识与人们的生活经验不符？



傅渥成


圣彼得堡悖论（St. Petersburg Paradox）
 ：一场赌博游戏，大家投掷硬币直至出现正面为止，一共投掷的非正面的次数假设为 N，则可以赢得 2^N 元的奖金，那么你愿意投入多少钱来参加这个游戏？实际上参加这个游戏你能赢到的钱的期望是多少？

通过分析可以知道，实际上你赢钱的期望值是巨大的。那么如果真的有这样一个提供这种游戏的赌场，为了使赌场不至于亏本，公平起见，你也应该投入很多的钱来玩这个游戏。可是我们的直觉都会告诉我们，即使是来参加一场“公平”的赌博，那也不应该投入太多的钱来参加这个游戏，甚至有心理学的统计表明，大多数人从直觉上考虑，会觉得投入 2~4 块左右的钱来玩这个游戏才是比较公平的。考虑边际效益递减，这种“错误”或许反而是“理性的胜利”。不管怎样，这个问题分析得到的结果很可能与你的最初直觉违背。更多的分析请参考维基百科条目“圣彼得堡悖论”。在这个悖论的基础上，产生了效用函数（Utility）的理论。


Monty Hall 三门问题：
 “参赛者会看见三扇关闭了的门，其中一扇的后面有一辆汽车，选中后面有车的那扇门就可以赢得该汽车，而另外两扇门后面则各藏有一只山羊。当参赛者选定了一扇门，但未去开启它的时候，节目主持人开启剩下两扇门的其中一扇，露出其中一只山羊。主持人其后会问参赛者要不要换另一扇仍然关上的门。问题是：换另一扇门会否增加参赛者赢得汽车的机会率？”

这个问题也是被说烂了的，换门后会大大增加中奖概率，但这与直觉会相违背。条件概率的有关问题在日常生活中经常容易犯错，我们自己在某种赌博中连续输了好几次之后总是安慰自己，“我靠，连续输这么多次了，下次怎么也不可能再输了吧”；又或者那种笑话“自己带一个炸弹上飞机”；再例如考试常考的“已知老王家有一个儿子，那么他再生一个儿子的概率是多少？”我们自己常常会在这些事情上犯错。


最短的路径的修建（Steiner 树问题）
 ：如果希望连接正方形上四个顶点处的四个城市，怎样修建公路可以使得总路径最短？你能“直觉”想到想到如下图所示的结果吗？（最优解时，角 AEB = 120°，在边长 a=1 的情况下，总路线长度将小于对角线式的连接方式，计算可得： L = 1+sqrt(3) = 2.732 < 2sqrt(2) = 2.828）。
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数学上还有很多很多这样的例子：以为很简单的问题其实是很难的难题；有时候做着做着就忘了某些定理成立的条件；一些看似简单的方程却存在一些奇特的解的形态，不考虑条件概率和 Bayesian 定理从而相信各种伪科学……说得极端点，在受过教育之前，我们对数学几乎完全没有可以天生的直觉，几乎（这个“几乎”也可以看成是数学用语^_^）只要一出手就会错。我们会很难相信奇数跟整数一样多，整数跟有理数一样多（ Hilbert 旅店问题），无穷长的周长可以围着有限的面积，关联不意味着因果，调和级数是发散的，甚至逻辑上的逆命题、否命题、逆否命题……所有这些都只有在稍稍经过训练之后才有可能出现这种“直觉”。

讨论这些东西相关的参考书也有很多很多，随手写几本：

对“伪心理学”说不 (豆瓣)

统计数字会撒谎 (豆瓣)

啊哈！原来如此 (豆瓣)

啊哈，灵机一动 (豆瓣)

2013-11-18




 无限 2048


2048 在理论上是否可以无限玩下去？



Heinrich

现在楼上的答案是数值解，真正的原因还另有玄机。

我们先考虑最理想的情况，就是一直按照 2 的次方累加：
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所以理论上说这个游戏的最大解是：131072

但是目前为止，我见过最凶残的，也只是到 16384 而已。

理论上的解不可能到达的原因在于：下个数字出现的位置是随机的。

所以随着空白格子越来越少，某个格子出现数字的概率就越来越大。虽然游戏没有标准的最优解，但是却有标准的错误解，如果某一步操作失误，也许就直接 game over 了。但是在游戏初期，容错率是很高的，比如你随随便便拍一拍键盘，最起码也会出现一个 128，因为随机出现的数字只有 2 和 4，只要 2 与 4 共行或者共列就可以相互消除。

但是随着游戏进行，空白格子越来越少，需要固定位置的最大几个数字越来越多，这种容错能力就越来越低。比如想要把现有的 4、8、16、32、64 几个数字全部累积起来，其操作过程并不是唯一的，因为我们可以随时借用其他数字来代替目标数字。比如借用新出现的 2、4，或者借用新出现的 2、4 组成的 8，或者是出了原本想要消除数字之外的其他数字。

如果想要把现有的 2048、1024、512、256、128 串起来，那么操作过程可以说是几乎唯一了。因为除了现有的数字我们不能再指望新出现的数字了。

这样导致的直接问题，也是我想说的核心问题，就是侧边可以添入的最大值
 。

因为在游戏后期，很多数字的位置都是不能移动的，只能借由空白空间凑数字，所以就会出现这样一种情况：

（后文的图都是用高大上的阿逗逼 photoshop 精心绘制的 >_< ）
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本来终于凑够了一个 256 可以向下填充，然后直接抵达 4096，但是由于上一步的操作的限制，让 256 出现在了 512 的上方，并且很混蛋的新出现的 2 又填充在了一个很缺德的位置。所以下一步只能向上或者向下整体移动。（这才是游戏进行过程中直接导致死亡的根本问题！！）

不过我们暂时不去考虑解决方法（后面再讲），我们先假设情况没有那么糟糕，在上面两行依然有数字可以让我们进行左右操作。那么现在的问题就是如何继续进行。

一种可行的方法是填满 2048、1024、512 上面的所有格子，如下图：
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然后上移红色部分让两个 256 相邻再叠加。但是这种做法在某些情况是很危险的!

这种解决办法仅适用操作后可以进行最终合并的情况，因为如果按照上图操作之后，我们就可以直接得到 4096 了，但是如果不能进行最终合并，就会造成一种死棋般的地步，如下图：
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比如这种情况下，即使我们获得了 512，那么这个 512 也是胎位不正的，而 1024 右边的位置很有可能就出现一个 2 或者 4。

另一方面，我们看到上面三行的数字将完全错开，形成一个很相互累积的情况，这个图只是我自己绘制的，真实情况往往是上面还充斥着很多 16-64 之间的数字，很难彼此融合。这样基本就是宣判死刑了。

所以在前面那种情况下，我们的解决方法最好是将新出现绿色的 2 逐渐变大。

而这个 2 右出现在最右边，此时我们有两种方法让它变大，一种是左策略，一种是右策略。如下图：
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但是不管是哪种策略，都有致命的缺点。先来看看右策略经常遇到的问题，如下图：
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妈蛋好不容易快到头了结果又是侧面跑出来一个 2，这是右策略的致命伤。

再看看左策略的致命伤：
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当我们好不容易快要成功时，无奈补足了最右的 2 可是旁边的 4 也被迫补足。

所以一般来说，这种在最左或者最右向下插值不断变大的情况往往受制于运气，根据个人经验，最好的可能性也只是让绿色的 2 变为 64，一般平均来看如果需要将绿色的位置补到 32 就是平均水平了。补到 128 就需要很大的运气成分了。

这也就是说，仅用两行空白构造的最大数字基本来说也就是局限在 32 以下了，否则就需要大量重复游戏期望碰到某次运气爆棚。
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这也是我目前尝试过最好的情况了，再大一点要么就需要极高的人品，要么就需要大量的重复尝试，游戏本身就成了老虎机，靠拼运气，游戏本身的意义也就不大了。

这种混蛋问题出现的根本原因，就在于当我们选择了这种保持下面不动，上面持续增加的策略时，无法保证最上面一行最大的数字保留在该行的角落里。

所以这个游戏，到了 8192 基本就是正常人的极限中的极限了。

另一种经常遇到的问题就是：

有时会出现下面两行或者三行完全被填死，下一步只能上下移动的局面，这种情况下 50%就是判死刑了，除非向上整体移动后，新出现的数字出现在原有阵列较小的两个数字下方才可以勉强突围。

2014-04-21




 被正态


大学成绩要求正态分布合理吗？



徐腾飞

我们学校也有这个规定，但我从来不管它。

我一直认为这是不合理的。

概率论的知识告诉我们，自然界许多现象是满足正态分布的。学生的智力水平，包括学习能力、实际动手能力可能也是呈正态分布。

但是不要忘记，教育是有人工干预的行为，不是自然的分布。如果经过教育的学生还是和自然一样的分布，那我们的教育有什么作用呢？教育是要让学习成绩不是随机事件。

举一个最简单的例子，

如果某个班某次成绩是按照正态分布的，老师通过给成绩差的学生补习进行人工干预，把成绩提起来；而成绩优秀的学生，还是只能考 90 多分，不可能突破 100；其他学生成绩我们假设基本不变。这一次人工干预后，还是正态分布不？

另外，中心极限定理的前提是什么？足够多的样本吧。一个 20-30 个学生的小班，这种小样本的统计，各种怪模怪样的概率分布模型都是有可能做出来的。

正如 @胡然 所言，教育的人工干预降低了成绩的随机性，再结合上小样本的统计偏差；考试成绩完全没必要按照正态方式来描述。 


其实，利用数理统计的知识，我们可以做很多事情，例如：评价不同班级的学生。

一门课程上看：有的老师打分高，有的老师打分低；选课不一样，分数可能不一样，例如我们学校选桥梁专业课比选其他专业课的分数可能要低。

最后大家要一起参加保研排名，这时候才是充分发挥概率统计作用的时候。

我们统计每个教学班成绩的概率分布形态（未必就是正态的），给出每个学生在概率分布形态中的位置，根据这个位置来拉通评价不同教学班学生的成绩。

2014-01-10



姚岑卓

要求成绩正态分布是一种“治标不治本”的行为，无法从根本上完善教育评价系统。但相比于没有限制地给分，它有可取之处。

很多国内学校都为此进行过讨论，甚至很多国外学校也存在这种强制成绩分布的情况例如：Curve 给分，99 是 A，98 就只能拿 B 了。

这个问题在浙江大学也曾引起过激烈的讨论，以下是浙江大学教务处老师为此事做出的解释：
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浙江大学对于成绩分布的政策如下：“对于全校公选课及大类课程，严格执行分数段比率人数限制，如 90 分以上不大于 20%、80 分以下不少于 30%。但对于专业课程，没有给分限制。”

这个政策，我认为是利大于弊的。

我将从三个方面叙述我持如此看法的原因：


1. 要求成绩正态分布能否从根本上完善学生评价系统？


对于这个问题，我的回答是：不可以。

首先，我需要对我说的“正态分布”做以下说明：本文讨论及在实际教学评价中所用的“正态分布”概念，并不是理论上的正态分布，而是呈现一种“两头小，中间大”的分布趋势。虽然概率论使用严格正态分布，但是往往在一门课程的考量上，样本数太小，所以我们只是说分数应该服从一种趋势。

其次，强迫成绩正态分布只是一种“治标不治本”的方法。一般而言，一个好的考核标准，往往能够使得学生成绩趋向于正态分布（如高考）。但是，反过来说不一定正确，即分数服从正态分布的评价系统，并不一定是一个好的考核方式。举个最极端的例子，我并不批阅期末考卷，而为了正态分布来给分。


2. 这种对于成绩的限制是否有现实意义？


对于这件事情的争论主要集中在这个问题上。在我看来，总体而言，这种成绩限制利大于弊。

首先，成绩没有限制会造成一些教学问题。在通识课给分没有限制的时候，很多人都会去选择自己并不感兴趣但给分“厚道”的课。这种情况下，评教时的“好”老师，并不完全是有师德，善于教书育人的老师。而那些抱着“功利心”选课的学生，也往往会因为有更好的成绩，所以可以享受更多的资源。在限制分数分布后，这种情况的确是有所缓解。

其次，许多人认为方式不合理是因为限定区间给分并不是正态分布。这种说法我认为是不十分合理的，因为我大可以让老师无论给何种分数都能提交，然后在系统后台强制转换成正态分布。而给定区间的好处在于，它虽然限定 80 分与 90 分以上人数的比例，但仍然给老师打 79 分和 89 分的权力。

再而，据我所知，专业课并没有对于成绩的限制。这也充分给予了专业课老师对于学生评定的自由。

不过，这种限定区间给分却也有意地“拉低”了成绩，但有没有想过能用它“拉高”成绩呢？我也认为，有些老师存在故意给高成绩，但有一些老师也会故意给低成绩。它在给定 90 分以上人数不高于 20%的同时，能不能也限制 90 分以上的人数不低于一个比例呢？


3. 其他的一些看法。


如何评价一个人是一个非常复杂的课题，而且将人评为三六九等本身就不合理。但资源有限，总会存在一种选拔方式。但是至今仍没有一种充分合理、公平的选拔方式。

不应该在这些小节上忘记教育的初衷，成绩只是一种有相关性的评估方式。

有些事情存在很多弊端而为人诟病。但当我们想不出一个更好的方法，当它可以给不公平里带来一些更公平，我们又何乐而不为呢？

2014-01-14



徐惟能

各位知友已经回答得很好了，我谈几点这个问题对于经济学类课程的观点。

我认为对于这个问题，高校应当把选择权下放到任课老师（或者课程的教研组，下同）身上，因为只有任课老师最清楚某一门课程的组织架构、形式、难度，以及相应合理的评分体系。具体来说，对于不同的年级、学位层次、不同功能的课程应当区分对待。对于有些低年级的基础课程，它本身属于对于专业知识的铺垫，完全可以视作是“达标型”的考核，比如本科生的财务会计基础课，只要学生理解并且达到了相应的知识层次，会做会计分录，会做简单的分析，完全就应该给 A，而不应该盲目地让分数服从正态分布，同样道理的还有比如本科生的微观和宏观经济学基础课。

而像有些专业课，认知和理解的层次会有明显的区分度，而且有时候甚至于很难给出“满分”的课程，那么这种课程就应当进行 curve，比如高年级本科生带有 project 的计量经济学的课程，学生的成绩中包含着 paper、project 等无法做到“尽善尽美”的任务，那么根据整个班级学生的情况进行适当的 curve 是合理的。类似的还有研究生阶段带有案例分析的课程。

总之，在评分的问题上，高校不能图省事就搞一刀切，而任课老师也应有足够的责任心去科学地制定评分标准，并且公正、合理地对学生进行评分。另外，即便是 curve 的评分系统，任课老师也应该权衡整个班级学生的情况对 cutoffs 做适当调整，比如一个大家都很努力的班级和一个大多数人都草草了事完成作业的班级，他们的成绩分布应当是不一样的。
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 Plus One





 亲历・无处不用数学


普通人如何利用数学让日常生活更有趣／便捷／高效／有情趣／有品质？



卡拉

老爸手上有点闲钱酝酿着每天去买买彩票，问我这样做值不值，我简单地给算了算一张两块钱的福利彩票期望值<2。

家里决定买个房子，想看看哪层楼的采光比较适合。找来房源相关资料结合当地纬度，建立几个三角函数模型，出来了。

想用 ab 胶 diy 一只蒲公英，买来了材料想着怎么做最省，运用圆的面积公式和导数，算出长宽高做出模型。

当和姑娘一起看完《源代码》后，姑娘一脸疑惑地说没看懂。拿起刚学过的线性代数结合简单的高中物理给描述描述多维度的空间里的时空变化。

妹子在你怀里娇羞地问你：“我听说幸福是个瞬间的词，可我想一直幸福下去怎么办？”答曰：“那我们可以一起将幸福的积分进行下去。”

数学可以让生活变得更有趣也更简单。

（以下这些原来是回答“数学对于大多数人生活中除了加减乘除还有什么用？”的。）

当然，也许你没有个想买彩票的老爸，没有个买房子的老妈，没有个会问这样奇怪问题的妹纸，也没有带妹子看科幻电影的爱好以及 ab 胶 diy 的兴趣，你也可以活得很舒适惬意精彩。但……技多不压身，上学期间就遇到很多同学抱着类似题目所给出的这样的想法而消极怠学，现在看来，他们已经错过多少世间的精彩，以及错过多少难得的机会——甚至连看都看不到那些错过的机会。

或许有限元分析拓扑学泛函分析随机过程混沌等等在很多领域难有一对一的直观应用。但如会计、建筑、教育、科研、医学、化学、药学，各行各业哪一行用不到简单的导数积分三角函数概率论。

诚然“大多数人”生活中看似加减乘除用得溜了，买个菜买个羊肉串算钱不成问题，可如果像我这样不安于做个“大多数人”的人，希望用一种优雅的姿态看到那些遥远的却无限美好的东西，数学，就是扇窗户，打开这扇窗户的同时也打开了另外的一些叫做“物理”“化学”“生物”的窗户。正如高斯所言“数学，是科学的皇后。”譬如我这样的土木工程师，用自己的知识换来的钱买了衣服食物，哪一点不融入了脑海中所学的“除加减乘除”外的数学？而这些东西，潜移默化地改变了自己的生活。

因为数学而改变了自己的生活，也是生活的一部分。

华罗庚先生曾经说过：宇宙之大，粒子之微，火箭之速，化工之巧，地球之变，日用之繁，无处不用数学。

大抵如此。

2014-04-29 




Roc Lee

看到讨论概率和赌博的，忍不住进来讲故事。

这个故事的中心思想是，当你的智商在你所处的环境中鹤立鸡群时，你可以怎样利用它。

相信大多数人都听说过地下六合彩。在我外婆家那边，叫“买码”。他们那里的玩法，大概是：每期出一个生肖，对应一个数字，如果猜中了，会中大奖。如果没猜中，就打水漂了。

这就是传说中的“稍懂概率论，就不会赌博”的情况。

但是那些地下坐庄的人，提供了一种附加玩法，你可以不买生肖，只买“红绿”，也就是只猜单数双数。以押十元为例，如果猜错，当然就打水漂了，而如果猜对，可以收回本金十元和奖金七元，共十七元。

很明显，绝大部分赌徒都把每一期都当成了一次独立事件，因为概率每次都是百分之五十。庄家大概也是这么算计的，所以庄家觉得参赌者玩得越多自己越稳赚。

可我外婆不这么看。

她并不是狂热的赌徒。她会先买五元赌单数。

如果五元输了，她下一次会买十元赌单数。

如果十元又输了，她下一次会买二十五元赌单数。

如果二十五元又输了，她下一次会买六十元赌单数。

如果六十元又输了，她下一次会买一百五十元赌单数。

如果一百五十元又输了，她下一次会买四百元赌单数。

如果四百元又输了，她下一次会买一千元赌单数。

如果一千元又输了，她下一次会买两千五百元赌单数。

如果两千五百元又输了，她下一次会买六千元赌单数。

如果六千元又输了，她下一次会买一万五千元赌单数。

请听题：我外婆输一万五千元的概率有多小？

作为一个越输越开心的赌博者，我外婆脸上那种藐视周围群体智商的笑意真是特别可爱。

很久以后，庄家终于发现这个赔率多么坑爹了，于是把赔率改到这个方法玩不转了。我外婆变得好像丢失了玩具的小朋友一样……

2014-04-28




 亲历・虽然不是学神


觉得“学习数学很轻松”的人，一般具有哪些特点、共同点？



曾加

感觉自己的经历还挺适合回答这个问题的。我高中来自某超级中学的理科班，身边大牛无数，有 IMO（国际数学奥林匹克）满分金牌的，有全国女子赛第二名的，后来也遇到了即使高考失误照样拿省级状元的。然后好多大学本科都在哈佛、耶鲁、MIT、剑桥等名校。我自己虽然很弱，但是也还凑合。相信我的答案大概会有一点说服力吧。

以下是正文。就说说高中的情况。大学本人不是数学系的，暂且不论。


1. 大牛们确实从不听课，不过这个是指一般难度的课。


别说他们了，我不觉得自己很强，但是听普通的数学课简直是浪费时间啊，一学期的课自己看看一周就差不多了。不过，我们高中时基本是专门开数学竞赛课的，这个课难度很大，大神们会听，不过大神们依然听得不太认真，一堂课中真正的关键点可能只有 5~10 分钟，剩下的其实都是废话。

实际上，到了一定的层次，听 99％的数学课都不如“自学—答疑—举一反三”的流程有效。就我个人而言，即使进了大学以后，与其认真听课，不如花一半的时间自学，剩下一半的时间做些别的想做的事情。


2. 这并不意味着他们不勤奋。


即使是那位 IMO 满分的同学，他高中时也做了不止一遍的《高中数学精编》，而且每一页的题都会做，这里面有很多基础的题，也有一些难题。真正强大的人，基础都非常扎实。他们只是做题更快一些而已，比如一两个星期刷一本 200 页的书（这并不难，参见第 4 条）。


3. 大神们做数学题都是自发而自然的。


他们从不觉得自己要勤奋学数学，因为热爱，感觉不到刻意地追求勤奋。讨论数学问题是大家茶余饭后的爱好而已，互相间可以争得面红耳赤，只为追求正确漂亮的结果。不知道旁人看来是不是觉得有些二，不过我们都乐在其中。

以我自己为例（我不是大神），高中时我觉得自己很懒很不勤奋，但现在进了大学以后回头看，自己当时居然无意识地做了那么多题！

总结一下，与其说天道酬勤，不如说天道酬“痴”。


4. 举一反三，详略得当，十分重要。


个人建议：千！万！不！要！盲！目！采！用！题！海！战！术！题海战术是破坏思维体系的！

正确的方法是：认真地做一点经典的题目（基础题的话《高中数学精编》就很推荐，竞赛的话《走向 IMO》足够经典），多思考，多拓展。以后在非考试状态下遇到类似的题目，可以不必完整地做下来，脑海里过一遍就好！做了题只会让我们拘泥于实际上没有什么意义的细节，浪费时间还破坏体系！

详细地讲，我们所谓的“做了很多题”，除了完整做完的以外，还有两类：

(1) 觉得该题的思路比较重要，于是在脑海里过了一遍过程，不知道结果，但知道自己一定做得出。Ok，不用继续做了。可以省下 70%的时间。

(2) 一眼就看出答案了，虽然知道过程解释清楚可能比较复杂，但是确信自己一定能做出来。Ok，也不用继续做了。（以我个人为例，讲课时，很多组合数学的竞赛题，老师题还没抄完，我就看出结果了，然后感觉过程写下来大概会比较麻烦，但是自己一定能写出来，于是就无视了。）

现在的高考训练方式根本不适合天赋很好的人。我自认天赋还行，刚刚进入高三的时候数学水平稳稳地 140+，被迫进入高考模式，题海了一年以后经常上不了 140 了，高考也考得不好。唉，说多了都是泪啊~


5. 大神们的学数学之路是不能复制的。


希望之前说的东西没有误导大家。虽然爱迪生曾经说过曾有“天才是有 1%的灵感和 99%的汗水”，但是后人指出这 1%其实是至关重要的。对于不同的牛人，学习的方式还是大有区别的，打好基础后，有些人喜欢刷难题，有些人喜欢空想一些有趣的问题，有的人喜欢思考一道题的多种解法，有些人喜欢不求甚解，但这并不影响他们都成为大神。作为普通人，我们还是应该多思考，脚踏实地，找到适合自己的方法，盲目地模仿大神会死得很惨的。

2014-03-15




 爱问


概率为 0 的事件，必然不能发生吗？概率为 1 的事件，必然能发生吗？

有哪些漫画角色的设定是“知道自己是漫画角色”的？做这样的设定有哪些目的？

萧敬腾所处地点的下雨概率是怎样的？

影视行业的“山寨电影”寄生营销是否合法？有哪些案例值得讨论？

设计一款可供盲人用的网上银行，在产品上都有哪些需要注意的地方？

如何透过身边小事发现某些大趋势？

如果某个宇宙里，π 不是 3.14…，那么这个宇宙跟我们现在的宇宙有哪些不同？

连续玩 Flappy Bird 这样的游戏，得分是什么分布？

出卷人是如何把高考中一道数学／物理压轴题设计出来的？

社会的残酷都体现在哪里？




 言论



对于选择理科为专业并且最终走上做科研道路的人，是什么样的理由使你最终坚持下来了呢？


朱焕杰

不想背政史地。

2014-02-05


魔方发明者是先证明其能还原然后发明了实体魔方吗？


陈然

如果魔方是从六面同色转成混乱的状态，则必然可以还原啊，这有什么需要证明的啊？

2014-02-21


如何证明三角形两边之和大于第三边？


匿名用户

（欧几里得及其他很多度量空间中）两点之间直线（测地线）最短。证毕……

（严格凸赋范空间中）这是距离定义的一环。

（普通读者请忽略括号中的内容。）

2013-06-02

——————

一周太久，还有“知乎日报”每日更新，或许和你口味相投。来自知乎社区的精选资讯，有料，有趣、满足你的好奇心。在这里，专业人士剖析热点新闻，国内一线杂志首发专栏特稿。新鲜有趣的酷知识，抽丝剥茧的独立观点，还有“知天下”“生活方式”“深夜食堂”“瞎扯”等栏目等你细嚼慢咽。知乎日报，捡起你的零碎时间。欲品尝，前往 App Store 和各大安卓市场搜索，愿和你分享。
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