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前　　言

常微分方程与偏微分方程和其他的数学学科有所不同，它们是更密切结合实际的学科，它们所反映的问题也是千差万别、五花八门的．所用的研究方法更没有统一的工具和格式，而要具体问题具体分析，有时需要综合运用各种数学知识（如微积分、线性代数、复变函数、泛函分析和拓扑学等）才能获得满意的结果．随着时代的进步、计算机技术的发展，微分方程的内容也日益丰富，它们涉及的领域更广泛、更深刻．可以这样说，近代先进科学技术的发展都已离不开微分方程了．作为大学的基础课程之一，常微分方程与偏微分方程是继微积分之后的重要基础课，虽然已有较好的教材，但是还有未涉及到的内容，为了使学生能更多地接触不同内容、不同风格和不同处理方法的常微分方程与偏微分方程教材，也为了使常微分方程和偏微分方程更好地结合，我们编了这本“常微分方程与偏微分方程”课程教材，它可以作为理工科各专业2学时的“常微分方程”或“偏微分方程”课程的教材，也可以作为3或4学时的“常微分方程与偏微分方程”课程的教材．

对于常微分方程的内容，本教材在基本内容与别的教材相一致的基础上，有的地方有不同的处理方法，最主要的不同是我们增加了第三章“微分方程的模型及应用”与第六章“边值问题初步”和第七章“特征值问题”．对于常微分方程的定性理论、奇解和包络的概念几乎没有提到，有兴趣和需要的读者可以参考文献［A-2］和文献［A-9］的有关章节．

我们希望，通过本教材的学习，读者除了掌握常微分方程的基本概念与解法外，能够对它有更多方面的了解．其中第三、六和七章可根据学时的多少和学生的水平取舍，一般说来，第七章是属于偏微分方程的内容．

对于偏微分方程的内容，本教材与别的教材相比有更多的不同之处，力求用更统一的观点和方法处理它，根据解法来分章节，增加了重要的一章“偏微分方程定性理论初步”．它既补充了常微分方程这方面内容的不足，又能够让学生学到新的数学处理方法；对于方程的导出，更多地基于变分原理，以适应教材现代化的需要．我们作这些变化仅仅是初步尝试，只是希望对数学系或者其他理工科的教师和学生有参考价值，能在繁多的偏微分方程的内容里，获得一个较系统和完整的概念体系，希望它是教材建设方面的一朵小花．显然，只有大量的各具特色的人才的出现，才能适应大千世界的人才需求，而多样化的教材是培养多样化人才的基础之一，所以，我们更愿看到教材百花齐放的春天．

本书共有十一章，前六章或加上第七章是常微分方程的内容，第七章或第八章到第十一章是偏微分方程的内容，附录包括“常微分方程的初值问题解的存在、唯一性定理”、“一阶偏微分方程初步”和“关于特征值问题的讨论”．

最后，作者要感谢教育部的资助（国家理科基地创建名牌课程项目：“微分方程”）．还要感谢杨已青和赵申琪教授．他们提出了许多宝贵意见．由于编者水平的限制，错误与不当之处，敬请读者批评、指正．
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第一章　概　论

§1．1　基本概念

在微积分中用函数方程来描述变量在变化过程中的相互关系．当自变量为x，因变量为y时，x与y的依赖关系用方程

　　F（x，y）＝0，　　（1.1）

或者

　　y＝f（x）　　（1.2）

来确定．我们分别称y是x的隐函数或者函数．但是在实际问题中，变量之间的关系一般不仅仅是它们本身值之间的关系，还涉及到未知函数的导数或微分之间的依赖关系．这时，函数方程（1.1）和（1.2）变为微分方程

　　F（x，y，y′）＝0，　　（1.3）

和

　　[image: alt]
 ≡y′＝f（x，y）．　　（1.4）

更一般地，

　　F（x，y，…，y（n）
 ）＝0，　　（1.5）

或

　　y（n）
 ＝f（x，y，y′，…，y（n－1）
 ），　　（1.6）

其中y（i）
 ＝[image: alt]
 是y关于x的i阶导数．

式（1.5）的最简单的例子是：质量为m的质点在力F（t，x，x′）的作用下，沿着x轴方向运动，质点的运动函数是x（t）．根据牛顿第二运动定律，得到

　　mx″＝F（t，x，x′），　　（1.7）

这样，确定质点如何运动的力学问题便化为求满足式（1.7）的解x（t）的数学问题．又如电子学中的RL振荡电路与热力学中的热传导问题可分别归结为

　　L[image: alt]
 ＋RI＝E0
 sinωt　　（1.8）

与

　　[image: alt]


式中t为代表时间的自变量，I（t）是代表电流强度的未知变量，R是电阻，L是电感，E0
 sinωt是交流电动势，u（x，t）是温度．

式（1.7）～（1.9）都是微分方程．下面我们介绍几个术语．

当微分方程中的未知函数仅是一元函数时，称为常微分方程或简称为微分方程；当微分方程中的未知函数是多元函数时，称为偏微分方程．微分方程中出现的未知函数的导数或微分的最高阶数，称为微分方程的阶．

据此定义，式（1.7）是二阶微分方程，式（1.3）、（1.4）与（1.8）是一阶微分方程，式（1.5）与（1.6）是n阶微分方程的一般形式，式（1.9）是二阶偏微分方程．

设I是一个区间，有限或无限，开或闭，函数y＝φ（x）在I上有定义，而且有直到n阶的导数．如果[image: alt]
 x∈I，

　　F（x，φ（x），φ′（x），…，φ（n）
 （x））＝0

或

　　φ（n）
 （x）＝f（x，φ（x），φ′（x），…，φ（n－1）
 （x））

成立，则称φ（x）是式（1.5）或（1.6）的解．y＝φ（x）在x-y坐标平面上代表的曲线称为积分曲线．

我们看到，最简单的微分方程y′＝f（x）是微积分中已知导数求原函数的问题．而式（1.7）所表示的质点运动方程，不论质点以怎样的初始位置与初始速度开始运动，只要在同一个力F作用下，代表运动的函数x（t）都满足它，所以，与在微积分中要确定一个原函数需要知道y在某点的值一样，为了确定x（t），除了式（1.7）以外，还要知道质点在开始时刻t0
 时的初始位置与初始速度

　　x（t0
 ）＝x0
 　与　x′（t0
 ）＝v0
 ．　　（1.10）

由不同的x0
 与v0
 得到不同的x（t）．可见，式（1.7）的解不是有限个，而是无限个．从物理角度看，给定x0
 与v0
 ，应该只有一个解x（t）满足式（1.10）．式（1.10）是决定满足微分方程一个特解的条件，我们称它为定解条件．这里它代表的是初始位置与初始速度，又称它为初值条件．式（1.7）与（1.10）一起称为微分方程的初值问题或Cauchy问题．

一般地，式（1.6）的初值条件是

　　[image: alt]


微分方程（1.6）的含有n个任意常数C1
 ，C2
 ，…，Cn
 的解为

　　y＝φ（x，C1
 ，C2
 ，…，Cn
 ）．　　（1.12）

若对区间J[image: alt]
 I中的点x0
 ，任意给定式（1.11）的初值，都能确定常数C1
 ，C2
 ，…，Cn
 ，使得式（1.12）的函数y在J中满足式（1.6）与（1.11），则我们称式（1.12）为n阶微分方程（1.6）在J中的通解或简称为通解．满足式（1.11）的解称为特解．

对于二阶以上的微分方程，定解条件除了式（1.11）的初值条件之外，还有边值条件．例如，对区间I＝（a，b）中的二阶微分方程

　　y″＝f（x，y，y′），　　（1.13）

求在下面条件下的解

　　[image: alt]


式中α0
 ，β0
 ，α1
 ，β1
 是满足α0
 2
 ＋β0
 2
 ≠0与α1
 2
 ＋β1
 2
 ≠0的常数．

我们称式（1.14）为边值条件，式（1.13）与（1.14）一起称为边值问题．初值条件、边值条件和初值问题、边值问题分别统称为定解条件和定解问题．

微分方程除了初值问题与边值问题之外，还有常见的一类所谓特征值问题．例如，求λ，使得下面的方程

　　（p（x）y′）′＋q（x）y－λr（x）y＝0　　（1.15）

当式（1.14）中y0
 ＝y1
 ＝0时有非零解．这类特征值问题也称为Sturm-Liouville问题．

对偏微分方程也有相应的初值问题、边值问题和特征值问题，而且还有初、边值条件都有的混合问题，这在第七章以后再讨论．

§1．2　存在、唯一性定理

求解微分方程最理想的方法是能找出式（1.12）通解的表达式，再根据定解条件来决定常数C1
 ，C2
 ，…，Cn
 ，从而得到所需要的解．对于含有参数的方程，可通过对通解的研究，了解解对参数的依赖情况，从而适当地选择参数，使相应的解具有所需要的性能．不幸的是，能求出通解的方程类型是很少的．例如，方程

　　y″－y＝0

的通解是y＝C1
 ex
 ＋C2
 e－x
 ．但是，如果a（x）是一般函数，方程

　　y″＋a（x）y＝0

就没有用积分与初等函数表达的通解．所以，微分方程解的定性研究与近似解法就显得十分重要．当然最重要的是，微分方程是如何来反映实际问题的，以及如何从实际出发，根据物理规律，建立由微分方程反映的数学模型．本书第三章讲微分方程的模型及应用问题，而近似解法的内容属于计算方法课程．不论是建模还是近似求解，都有一个合理性的问题或者所谓适定性的问题：建立的微分方程或近似求解是否符合实际，解是否存在、唯一以及连续依赖于定解条件或参数．这些是研究问题的基础与前提．

例1.1　解方程

　　（y′）2
 ＋y2
 ＋1＝0．　　（1.16）

显然，它的解不可能存在．

例1.2　历史上曾经有个实际问题可归结为解如下的微分方程初值问题（见参考文献［A-1］）：

　　[image: alt]


解　易知微分方程的通解是y＝Cx3
 ．由初值条件，得C＝1，于是，特解为y1
 （x）＝x3
 ，其积分曲线如图1-1所示．这结果似无问题，但是实验曲线却如图1-2所示，即我们得到两个解：

[image: alt]


图1-1

[image: alt]


图1-2

　　[image: alt]


它们在x≥0时相同，但在x＜0时完全不同，这说明初值问题（1.17）的解不是唯一的．事实上，

　　[image: alt]


都是式（1.17）的解．然而，在区间I＝（0，＋∞）中，式（1.17）的解是唯一的，y（x）＝x3
 ．

例1.3　解初值问题

　　[image: alt]


解　方程的通解是y＝[image: alt]
 （x＋C）2
 ，满足条件y（x0
 ）＝0的解为y＝[image: alt]
 （x－x0
 ）2
 ，而y＝0也是它的解．所以初值问题（1.20）的解不是唯一的（注意到在通解中无论怎样取常数C，都不能得到解y＝0）．从这些例子可见，微分方程的解是否存在、唯一的问题是研究的基础，下面我们给出初值问题解的存在、唯一性定理．所给的条件仅仅是充分的，不是必要的，其证明由第四章§4.1与§4.2的一般情况得到，详见附录Ⅰ．

定理1.1　设（1）f（x，p1
 ，p2
 ，…，pn
 ）在n＋1维空间（x，p1
 ，p2
 ，…，pn
 ）中的闭区域

　　[image: alt]


上连续；（2）f（x，p1
 ，p2
 ，…，pn
 ）在D上关于（p1
 ，p2
 ，…，pn
 ）满足Lipschitz条件，即对于一切的

　　（x，p1
 ，p2
 ，…，pn
 ），（x，q1
 ，q2
 ，…，qn
 ）∈D，

　　|f（x，p1
 ，p2
 ，…，pn
 ）－f（x，q1
 ，q2
 ，…，qn
 ）|≤L[image: alt]
 |pi
 －qi
 |　　（1.21）

成立，式中L是正常数，则初值问题

　　[image: alt]


在区间|x－x0
 |≤h内有唯一解，这里

　　[image: alt]


而

　　M＝[image: alt]
 f（x，p1
 ，p2
 ，…，pn
 ）．

注1.1　f满足式（1.21）的一个充分条件是f（x，p1
 ，p2
 ，…，pn
 ）在D上有连续的偏导数[image: alt]
 （i＝1，2，…，n）．

习　题　一

1．验证函数[image: alt]
 是方程（1＋x2
 ）y″＋4xy′＋2y＝0的解．

2．验证由x3
 ＋3xy2
 ＝1所决定的隐函数是方程2xy[image: alt]
 ＋x2
 ＋y2
 ＝0在区间（0，1）上的解．

3．验证参数方程x＝t3
 －t＋2，y＝[image: alt]
 （3t4
 －2t2
 ）＋c（其中t为参数，c为任意常数）所决定的函数是方程x＝[image: alt]
 ＋2的解．

4．证明一阶微分方程[image: alt]
 ＋|y|＋1＝0没有实解．

5．证明y＝（x＋c）2
 （c为任意常数）是一阶微分方程（y′）2
 －4y＝0的通解；y＝0也是该微分方程的解，但它不包含在通解中．

6．已知y″＋y＝0的通解为y＝c1
 sinx＋c2
 cosx（c1
 ，c2
 为任意常数），问下列定解问题是否有解存在？其解是否唯一？

（1）y″＋y＝0，y（0）＝1，y′（0）＝0；

（2）y″＋y＝0，y（0）＝2，y″（0）＝－2；

（3）y″＋y＝0，y（0）＝1，y（π）＝－1；

（4）y″＋y＝0，y（0）＝0，y（π）＝1．

7．根据定理1.1，写出一阶微分方程初值问题

　　[image: alt]
 ＝f（x，y），y（x0
 ）＝y0


解的存在、唯一性定理．


第二章　可积的特殊方程

这一章我们考虑常见的简单类型的方程（或者经过自变量与函数变换后可化为简单类型的方程），它们能用积分或初等函数表示出通解．

§2．1　一阶方程

一、导数形式

一阶方程已解出导数的一般形式是

　　y′＝f（x，y）．　　（2.1）

下面介绍的是常见的可积方程的一些类型．

（1）变量分离方程y′＝φ（x）ψ（y）．

例2.1　求解方程y′＝（1＋y2
 ）x．

解　[image: alt]
 ＝xdx，积分后，得到arctany＝[image: alt]
 ＋C．所以，通解为

　　[image: alt]


其中C为任意常数．

例2.2　求解方程[image: alt]
 ．

解　当y≠±1时，等式两边同除以[image: alt]
 ，积分后，得到

　　[image: alt]


　　ln|y2
 －1|＋ln|x2
 －1|＝2C，

　　|（x2
 －1）（y2
 －1）|＝e2C
 ，

　　（x2
 －1）（y2
 －1）＝±e2C
 ．

因为C是任意常数，±e2C
 也是不为零的任意常数，为了记号的简洁，我们仍然用C表示它，而且下面也采用这个约定，从而

　　（x2
 －1）（y2
 －1）＝C　（C≠0）．　　（2.2）

我们再来检查y＝±1的情况．从方程可见，它们都是方程的解，而且可以在公式（2.2）中取C＝0时得到．所以，通解为

　　（x2
 －1）（y2
 －1）＝C．　　（2.3）

例2.3　求解方程y′＝[image: alt]
 ．

解　dy＝[image: alt]
 dx，当y≠0时，等式两边同除以[image: alt]
 ，积分后，得到

　　[image: alt]
 ＝x＋C．

所以，通解为

y2
 ＝[image: alt]
 （x＋C）3
 ．　　（2.4）

我们再来检查y＝0的情况，它也是方程的解，但是，在通解公式（2.4）中，不论取怎样的C都不能得到这个解，这是与例2.2不同的地方．

对方程（1），当ψ（y）≠0时，易见其通解是

　　[image: alt]


注2.1　这里以及以后出现的不定积分均假定被积函数为可积或是连续的函数，且不定积分与微积分中的不同，是被积函数的某一原函数，它的任意常数包括在常数C中．有时，如例2.2那样，用同一个C来表示不同的常数．

注2.2　对方程（1），若有y0
 使得ψ（y0
 ）＝0，则有特解y＝y0
 ．它是否可以包含在式（2.5）中，必须要如例2.2与例2.3那样具体分析．不论哪种情况，我们都称这样的解为奇解．关于奇解及相关的包络问题，这里不准备论述，可参阅文献［A-2］和［A-9］．

（2）线性方程y′＋p（x）y＝q（x）．

对方程（2），令

　　[image: alt]


代入方程（2）中，得到

　　[image: alt]


从而

　　[image: alt]


方程（2）在初值y（x0
 ）＝0时的解是

　　[image: alt]


例2.4　求解方程xy′－2y＝－x2
 ．

解　由式（2.8），因为p（x）＝－[image: alt]
 ，q（x）＝－x，所以

　　[image: alt]


从而通解为

　　y＝x2
 （C－ln|x|）．

如果初值是y（1）＝0，则C＝0，故解为

　　y＝－x2
 ln|x|．

例2.5　求解方程[image: alt]


解　可以如上例一样由公式（2.8）得到通解，但是，我们也可以直接求解．方程两端同乘以（x2
 －1），得到

　　（x2
 －1）y′＋2xy＝2x．

显然，

　　［（x2
 －1）y］′＝2x，

两边积分后，得到通解为

　　[image: alt]


（3）齐次方程[image: alt]


对方程（3），令

　　y（x）＝xz（x）．　　（2.10）

代入方程（3）中，得到

　　z′＝（f（z）－z）/x，　　（2.11）

它是方程（1）的形式，从而

　　[image: alt]


即有

　　[image: alt]


其中下限z0
 是任意的定值．

例2.6　求解方程[image: alt]


解　令y＝xz，则

　　xz′＋z＝[image: alt]
 ，

　　xz′＝－[image: alt]
 ，

　　[image: alt]


　　[image: alt]
 z－2
 －ln|z|＝ln|x|＋C，

　　[image: alt]


所以通解为

　　[image: alt]


除了特殊的方程（1）～（3）之外，可由自变量或函数变换得到这些类型的方程还有：

（4）贝努里（Bernoulli）方程y′＋p（x）y＝q（x）yn
 ．

（5）[image: alt]


对方程（4），当n＝0或n＝1时，它是方程（2）或方程（1）的形式；当n是其他的值时，令

　　z＝y1－n
 ，

就可化为方程（2）的形式．

例2.7　求解方程[image: alt]


解　这是n＝－1的贝努里方程．令z＝y2
 ，得到

　　[image: alt]


这是例2.5的线性方程，通解为

　　[image: alt]


所以，原问题的通解为

　　[image: alt]


或

　　y2
 （x2
 －1）＝x2
 ＋C．

例2.8　求解方程[image: alt]


解　这是例2.6的齐次方程类型．如果把x看成因变量，y看成自变量，即[image: alt]
 ，代入方程得到

　　[image: alt]


这是（4）型的贝努里方程，再令x2
 ＝u，得到（2）型的线性方程

　　[image: alt]


由式（2.8），得到

　　[image: alt]


　　[image: alt]


通解为

y＝Cexp（x2
 /2y2
 ），

与例2.6的结果是一样的．

关于方程（5）哪些情况可化为方程（3）的形式，请读者自己研究．

二、微分形式

式（2.1）的微分形式是

　　dy－f（x，y）dx＝0．　　（2.13）

如果视自变量x与因变量y地位等同，则已解出导数的一阶方程最一般的微分形式是

　　M（x，y）dx＋N（x，y）dy＝0．　　（2.14）

问题在于对哪些M，N可求出它的通解．最简单的情况是，如果存在可微函数u（x，y），使得

　　[image: alt]


就有如下的全微分方程．

（6）　du＝M（x，y）dx＋N（x，y）dy＝0，

即式（2.14）是全微分形式．这时，通解为u（x，y）＝C．比方程（6）稍为复杂一些的形式是存在非零函数μ（x，y），使得

　　[image: alt]


即有

（7）　du＝μ（x，y）M（x，y）dx＋μ（x，y）N（x，y）dy＝0．

这时，通解仍是u（x，y）＝C的形式．

由此可见，如果找到μ（x，y），使得式（2.16）成立，方程的通解就可得到．从微积分可知，当M，N有连续的一阶偏导数时，使方程（7）（方程（6）是μ（x，y）＝1的特殊情况）成立的充分必要条件是

　　[image: alt]


或

　　[image: alt]


或

　　[image: alt]


从而，求式（2.14）通解的问题归结到求μ（x，y）使式（2.17）成立的问题．这样的μ（x，y）称为积分因子．然而，知道了M和N，求μ（x，y）的问题是解（2.17）类型的一阶偏微分方程，一般情况下，这将比解原来的常微分方程更复杂，而且是反过来的过程，即一阶偏微分方程的解是通过解常微分方程来求的（见附录Ⅱ）．但是，我们只要找到式（2.17）的一个特解，就可以求出式（2.14）通解来．在下面的简单情况下，这是可以办到的．

情况1　μ（x，y）仅是x的函数，式（2.17）2
 成为

　　[image: alt]


这要求式（2.18）右端仅是x的函数．

情况2　μ（x，y）仅是y的函数，式（2.17）2
 成为

　　[image: alt]


这要求式（2.19）右端仅是y的函数．

在以上两种情况下，我们可以求出积分因子μ（x，y），一般情况就难了．

例2.9　求解方程x（y2
 －1）dx＋y（x2
 －1）dy＝0．

解　因为

　　xy2
 dx＋yx2
 dy＝d［[image: alt]
 （x2
 y2
 ）］，

从而取

　　u＝[image: alt]
 （x2
 y2
 －x2
 －y2
 ）

得到

　　du＝x（y2
 －1）dx＋y（x2
 －1）dy＝0．

所以，通解为

　　x2
 y2
 －x2
 －y2
 ＝C，

即

　　（x2
 －1）（y2
 －1）＝C．

注意到如果改写方程为[image: alt]
 ，这就是变量分离方程的例2.2．它们得到的结果是一样的，读者可以体会用何种解法更为方便．

例2.10　求解方程[image: alt]
 ．

解　这是齐次方程的例2.6，它可以改写为如下的微分形式：

　　xydx－（x2
 ＋y2
 ）dy＝0，

这时

　　M＝xy，

　　N＝－（x2
 ＋y2
 ），

　　[image: alt]


　　[image: alt]


由式（2.19），

　　[image: alt]


可取μ＝[image: alt]
 ，所以有

　　[image: alt]


　　[image: alt]


得到通解

　　[image: alt]


通过简单的化简，再一次得到例2.6的结果．

如果式（2.15）（或式（2.16））成立，则有全微分方程（6）（或（7））．根据微积分的知识，下面是求出u（x，y）的一般方法．

在所考虑的区域中任取一点（x0
 ，y0
 ），假定M，N，[image: alt]
 和[image: alt]
 在（x0
 ，y0
 ）处连续，读者不难推出通解为

　　[image: alt]


例2.11　解初值问题

　　[image: alt]


解　这里

　　[image: alt]


所以，

　　[image: alt]


由式（2.20）得到

　　[image: alt]


取x0
 ＝1，y0
 ＝[image: alt]
 后，积分上式，得到解为

　　u（x，y）＝lnx＋sinxln［2（y－4）］＝0，

或

　　[image: alt]


总之，对上面这些简单类型的方程，要写成什么形式或者作怎样的变换，才能容易求解，读者要根据具体情况，多做练习才能熟练掌握．我们再举一个例子．

例2.12　求解方程9yy′－18xy＋4x3
 ＝0．

解　令y＝z2
 ，则化为齐次方程

　　9z3
 z′－9xz2
 ＋2x3
 ＝0．

再令z＝xu，得到

　　9u3
 （u＋xu′）－9u2
 ＋2＝0，

整理得到

　　[image: alt]


再令u2
 ＝v，得到

　　[image: alt]


从而，

　　[image: alt]


逐步回到原来的变量，通解为下面最后一个式子

　　[image: alt]


§2．2　高阶方程

高阶方程能求出通解的类型比一阶方程更少了，只有少数一些特殊类型可求出通解．其中最常见的常系数线性微分方程将在第四、五章讨论，在这一节介绍的一些类型，可以通过变量变换化为低阶方程．

（8）　y（n）
 ＝f（x）．

（9）　y（n）
 ＝f（x，y（n－1）
 ）．

（10）　y（n）
 ＝f（y（n－2）
 ，y（n－1）
 ）．

对方程（8），显然有通解

　　[image: alt]


其中积分是累次积分，C1
 ，C2
 ，…，Cn
 是任意常数．

对方程（9），令y（n－1）
 ＝z，则原方程可化为下面的一阶方程

　　z′＝f（x，z），　　（2.22）

这可用§2.1的结果．

对方程（10），令y（n－2）
 ＝z，得到

（11）　z″＝f（z，z′）．

这是不显含自变量x的二阶方程，再令z′＝[image: alt]
 ＝p，则

　　[image: alt]


把式（2.23）代入方程（11）后，可化为如下的一阶方程

　　[image: alt]


例2.13　求解自由落体运动方程（或匀加速运动方程）

　　[image: alt]


解　通解为

　　s＝[image: alt]
 gt2
 ＋C1
 ＋C2
 t，

其中C1
 与C2
 由初始位置与初始速度决定．

例2.14　求解方程y（3）
 －[image: alt]
 y（2）
 ＝0．

解　令y（2）
 ＝z，得到

　　z′－[image: alt]
 ＝0，

　　z＝Cx，

通解为

　　y＝C1
 ＋C2
 x＋C3
 x3
 ．

例2.15　求解方程y″＝a（1＋y′2
 ）3/2
 　　（a≠0）．

解　令y′＝z，得到

　　[image: alt]


积分后有

　　[image: alt]


从而

　　[image: alt]


积分后有

　　[image: alt]


即

　　[image: alt]


如果改变后的任意常数仍记为C1
 与C2
 ，得到通解为

（x－C1
 ）2
 ＋（y－C2
 ）2
 ＝（[image: alt]
 ）2
 ．

例2.16　解初值问题：

　　[image: alt]


解　因为方程不含有x，所以，设z＝y′＝p，方程成为

　　[image: alt]


因为p（0）＝y′（0）＝－1≠0，故可设p≠0，从而，

　　[image: alt]


这是线性方程，得到通解为

　　p＝－y－1＋C1
 ey
 ．

由初值条件y（0）＝0与y′（0）＝－1，得到C1
 ＝0，所以

　　p＝y′＝－y－1．

从而

　　y＝－1＋Ce－x
 ．

再由初值条件y（0）＝0，得到C＝1，所以，原问题的解为

　　y（x）＝－1＋e－x
 ．

注2.3　对一阶方程F（x，y，y′）＝0，如果可以解出导数y′＝f（x，y），并如上面讨论的（1）～（7）类简单情况，可以用上述方法求出通解．对不能解出导数的高阶方程，有时可引入适当的参数求解，我们仅举下面一个例子来说明，更详细的内容请参阅文献［A-3］、［A-8］与［A-9］．

例2.17　求解方程ey″
 ＋y″＝x．

解　令y″＝t，则

　　x＝t＋et
 ，

　　dy＝y′dx＝y′（1＋et
 ）dt，

但是

　　dy′＝y″dx＝t（1＋et
 ）dt，

积分后有

　　y′＝（t－1）et
 ＋t2
 /2＋C1
 ，

又有

　　[image: alt]


所以，通解是由参数t表示的积分曲线

　　x＝t＋et
 ，

　　y＝（2t－3）e2t
 /4＋（t2
 /2－1＋C1
 ）et
 ＋t3
 /6＋C1
 t＋C2
 ．

习　题　二

1．求下列可分离变量方程的解．

[image: alt]


（2）xsinydx＋（x2
 ＋1）cosydy＝0；

（3）（xy＋2x＋y＋2）dx＋（x2
 ＋2x）dy＝0；

（4）（x＋1）[image: alt]
 ＋1＝2e－y
 ；

[image: alt]


（6）8cos2
 ydx＋csc2
 xdy＝0，[image: alt]
 ．

2．求下列一阶线性方程的解．

（1）（x＋1）[image: alt]
 －ny＝ex
 （x＋1）n＋1
 ；

[image: alt]


[image: alt]


（4）（cos2
 x－ycosx）dx－（1＋sinx）dy＝0；

（5）ex
 ［y－3（ex
 ＋1）2
 ］dx＋（ex
 ＋1）dy＝0，y（0）＝4；

（6）y2
 dx＋（3xy－1）dy＝0．

3．设y1
 （x），y2
 （x）是一阶线性方程[image: alt]
 ＋p（x）y＝q（x）的两个不同的解，求证对于该方程的任一解y（x），恒等式

　　[image: alt]


成立，其中C为某个常数．

4．求下列齐次方程的解．

（1）（x2
 －3y2
 ）dx＋2xydy＝0；

（2）（xtan[image: alt]
 ＋y）dx－xdy＝0；

[image: alt]


（4）（x－ycos[image: alt]
 ）dx＋xcos[image: alt]
 dy＝0；

[image: alt]


[image: alt]


5．求证齐次方程[image: alt]
 作变量变换x＝rcosθ，y＝rsinθ，则可化为关于r，θ的可分离变量方程．

6．考虑方程[image: alt]
 ．

（1）设ae－bd≠0，求常数k，h，作变量变换u＝x＋k，v＝y＋h后，将该方程化为齐次方程；

（2）设ae－bd＝0，试作适当变换，将方程化为可分离变量的方程；

（3）求下列方程的解：

（a）（x－2y＋1）dx＋（4x－3y－6）dy＝0；

（b）（x＋2y＋3）dx＋（2x＋4y－1）dy＝0．

7．求下列贝努里方程的解．

[image: alt]


（2）dy＋（4y－8y－3
 ）xdx＝0；

（3）x[image: alt]
 ＋y＝（xy）3/2
 ，y（1）＝4；

（4）ydx＋（x＋x2
 y4
 ）dy＝0．

8．考虑方程f′（y）[image: alt]
 ＋p（x）f（y）＝q（x），其中f′，p，q都是连续函数．

（1）试作适当的变量变换将其化为一阶线性方程；

（2）求方程[image: alt]
 的解．

9．已知黎卡提（Riccati）方程[image: alt]
 ＝A（x）y2
 ＋B（x）y＋C（x）的一个特解y1
 （x），试作变量变换将其化为贝努里方程．由此，求下面方程的解

　　[image: alt]
 ＝（1－x）y2
 ＋（2x－1）y－x．

（可观察到它有一个特解）

10．验证下列方程为全微分方程，并求解．

（1）（3x2
 ＋4xy）dx＋（2x2
 ＋2y）dy＝0；

（2）（ysec2
 x＋secxtanx）dx＋（tanx＋2y）dy＝0；

[image: alt]


11．选择常数A，使得下列方程为全微分方程，并求解．

（1）（x2
 ＋3xy）dx＋（Ax2
 ＋4y）dy＝0；

[image: alt]


12．求所有可使下列方程为全微分方程的f（x，y）．

（1）（x3
 ＋xy2
 ）dx＋f（x，y）dy＝0；

（2）f（x，y）dx＋（2yex
 ＋y2
 e3x
 ）dy＝0．

13．求下列方程的积分因子，并求解．

（1）（5xy＋4y2
 ＋1）dx＋（x2
 ＋2xy）dy＝0；

（2）（2x＋tany）dx＋（x－x2
 tany）dy＝0；

（3）［y2
 （x＋1）＋y］dx＋（2xy＋1）dy＝0；

（4）（2xy2
 ＋y）dx＋（2y3
 －x）dy＝0．

14．将一阶线性方程[image: alt]
 ＋p（x）＝q（x）写成微分形式，并用积分因子法求解．

15．考虑方程M（x，y）dx＋N（x，y）dy＝0，求下列形式积分因子存在的条件．

（1）μ（x＋y）；

（2）μ（x2
 －y2
 ）．

16．求下列方程的解．

[image: alt]


（2）4xy[image: alt]
 ＝y2
 ＋1；

（3）（e2x
 y2
 －2x）dx＋e2x
 ydy＝0，y（0）＝2；

（4）y[image: alt]
 ＋xy2
 ＝x；

（5）（x＋1）[image: alt]
 ＋xy＝e－x
 ；

（6）ydx－xdy＝x2
 ydy；

[image: alt]


17．试作适当的变量变换，解下列方程．

（1）[image: alt]
 ＝f（x＋y），f（u）是u的连续函数；

（2）e－y
 （[image: alt]
 ＋1）＝xex
 ；

（3）[image: alt]
 ＝y2
 －x2
 ＋1；

[image: alt]


（5）（x2
 ＋y2
 ）（xdy＋ydx）＋6xy（xdx＋ydy）＝0．

18．求下列高阶方程的解．

（1）y（4）
 －[image: alt]
 y（3）
 ＝0；

（2）xy″＋y′＝3；

（3）y″tanx＝y′＋1；

（4）xy″＝y′（lny′－lnx）；

（5）yy″－（y′）2
 ＝0；

（6）y″＝2y′＋2y′y；

（7）y″＝[image: alt]
 ，y（0）＝1，y′（0）＝－1；

（8）yy″－（y′）2
 ＝y4
 ，y（0）＝1，y′（0）＝0．


第三章　微分方程的模型及应用

微分方程的模型可用来反映运动规律或自然规律。在第一章已经提到，这一章我们选一些实际问题，考虑如何建模与求解，再回到实际中去检验，再修改模型……如此循环往复，得到能反映一般规律或能预报未来的方程与解答．一般情况下有如下几个方面必须考虑：

1．转换．把实际问题的文字语言转换为数学语言与符号．如数学上导数用来表示运动学中的速率、生物学中的增长率、放射学中的衰减率、经济学中的收益率等．弄清楚是什么原理或物理规律支配所研究的问题，是应用已有的定律还是必须由自己推导合适的规律，在建立微分方程模型时，这一点尤其困难．如果既了解所讨论问题学科方面的知识（如物理学、生物学、经济学等），又掌握数学知识，我们就会在这两者之间架起沟通的桥梁，完成建模任务．

许多问题往往属于下面的模式：

纯变化率＝输入率－输出率．

当这个模式出现时，如果你能认识它，你大概就能掌握微分方程的建模了．

2．关键．微分方程是瞬时命题，它必须在任何时刻都正确，这是数学问题的中心部分．如果你已经了解代表导数的关键词语，想找出y′，y与x之间的关系，首先要集中研究变化率，其次要注意到往往不是直接对这些量应用规律，而是对某些微元应用，再取极限而得到微分方程，这就是数学上的所谓微元分析方法．

3．单位．对于进入微分方程的项，必须保证它的每一项有相同的单位（如m/s，kg/d，…）．如果注意到了这些，往往可以帮助你实现与检验微分方程的正确性．

4．已知条件．它是在特定地点或时间的已知信息，它们不属于微分方程本身，而是用来决定特定的运动或常数．这些就是所谓的初始条件或边界条件．

5．求解．这一步是纯数学问题，综合我们学到的数学知识，求精确解或近似解．

下面我们举一些例子来说明上述各方面．注意：这些关系在初等数学中是无法建立的．

例3.1　有高为Hcm的半球容器（见图3-1），水从它的底部小孔流出，小孔的横截面为Scm2
 ，开始时容器盛满水，问要多少时间水流完？

解　设自变量为时间t，在时刻t时水的高度为h（t），横截面圆的半径为r（t），取容器的最低点为坐标原点，h轴取为通过球心的垂直向上的直线．

经过Δt时间后，高度为h（t＋Δt），在这段时间内流出的水量近似为

－πr（t）2
 ［h（t＋Δt）－h（t）］　（cm3
 ）．

（3.1）

[image: alt]


图3-1

但是

　　r（t）2
 ＝H2
 －［H－h（t）］2


　　　　　＝h（t）［2H－h（t）］　（cm2
 ）．

如果通过小孔流出水的流速是v（t），在这段时间内流出的水量近似为

　　Sv（t）Δt　（cm3
 ）．　　（3.2）

由于式（3.1）与式（3.2）相等，得到

　　－πh（t）［2H－h（t）］［h（t＋Δt）－h（t）］＝Sv（t）Δt．

等式两边同除以Δt，再令Δt→0，有

　　－πh（t）［2H－h（t）］h′（t）＝Sv（t）．　　（3.3）

根据水力学的知识，v（t）＝0.62[image: alt]
 （cm/s），从而，

　　[image: alt]


积分后，有

　　[image: alt]


由t＝0时，h＝H的初始条件，得到C＝－[image: alt]
 H5/2
 ，所以，

　　[image: alt]


当h＝0时，水流完，时间t为

　　[image: alt]


例3.2　人口问题．

这是人口或其他生物总数以什么规律增加或减少的问题，我们的目的是建立一个简单的数学模型来决定人口的未来总数．先看简单的情况．

（A）常微分方程模型

假定

（1）人口总数不考虑迁移因素，初始人口总数是已知的，设为N0
 ．

（2）每个人有相同的出生率b与死亡率d．

上述假定是说人口总数变化仅依赖于他们的出生与死亡．这仅仅使得数学上简单，实际上要做到是困难的，而且还没有顾及到人的年龄与性别．先不管这些不合理的地方，我们来建立微分方程的人口模型．

自变量只有时间t，因变量是人口总数，设它在时刻t时为N（t）．通过微元分析，即经过短暂的Δt时间后，人口总数的增加是

　　N（t＋Δt）＝N（t）＋bN（t）Δt－dN（t）Δt．　　（3.6）

虽然N（t）是离散量，由于人口总数非常大，t很小时，人口总数相对变化小，所以可以假定N（t）是连续可微的．记r＝b－d，在式（3.6）中两边同除以Δt，再令Δt→0，得到如下的微分方程和初始条件

　　[image: alt]


式（3.7）的解为

　　N＝N0
 ert
 ．　　（3.8）

从这个模型可知，人口总数是以指数形式增加的．这在相当短的时间或特定的情况下是正确的，这就是所谓的Malthus模型．还可以看到，当t→∞时，N→∞．实际上，这是不可能的，这是由于食物或生活环境等影响，人口不可能无限增长，所以，要符合实际情况，我们进一步假定：

（3）当人口总数增加时，b变小，d变大．

假定r＝b－d＝r（N）是N的函数，且[image: alt]
 ＜0．如此的r，最简单的情况是N的线性函数，即设

　　r＝r0
 ＋r1
 N＝r0
 （1－[image: alt]
 ）（K＝－[image: alt]
 ，r0
 ＞0，r1
 ＜0）．　　（3.9）

这就是说，当N＜K时，r＞0，人口总数增加；当N＞K时，r＜0，人口总数减少．我们称K为最大人口容量或饱和人口．式（3.9）代入式（3.7）后，得到如下的微分方程初值问题

　　[image: alt]


这是变量分离方程，易得其解为

　　[image: alt]


从式（3.11）看到，当t→∞，N→K，当0≤N0
 ＜K时，[image: alt]
 ＞0，即N是时间的单调增加函数．又由式（3.10），我们有

　　[image: alt]


从上式知道：当N＜[image: alt]
 时[image: alt]
 ＞0，[image: alt]
 单调增加；当K＞N＞[image: alt]
 时，[image: alt]
 ＜0，[image: alt]
 单调减少；当N＝[image: alt]
 时，[image: alt]
 ＝0，[image: alt]
 取最大值．

N的曲线如图3-2所示。

[image: alt]


图3-2

这个模型是所谓的Logistic模型，它比较符合实际．在文献［A-6］中，根据美国人口从1790年底到1950年的变化情况，取K＝197×106
 ，r0
 ＝0.031，计算的结果比Malthus模型更符合实际．在文献［A-3］中，对低等动物草履虫的Guass实验结果也较符合该模型．这个模型的缺点之一是，K不能准确得到．以美国人口为例，在1960年后，美国人口已超过197×106
 ，所以1950年后，以此模型来估计人口，误差越来越大（见文献［A-4］），其主要原因是将每个人视作有相同的地位——有相同的出生率与死亡率，这只适用于低等动物，对人来说，年龄不同显得特别重要．人口总数不仅与时间有关，还应与年龄有关；出生率与死亡率也显然与年龄和性别有关．考虑到年龄因素，要进一步改进这个模型，就不再是常微分方程模型，而是下面的偏微分方程了．

（B）偏微分方程模型

假定在时刻t，年龄小于r的人口记作F（r，t）．如前，假设F是连续、可微的二元函数，称为人口分布函数．人口总数仍记为N（t），其中最高年龄记为rm
 ，我们得到

　　F（0，t）＝0，　F（rm
 ，t）＝N（t）；　　（3.12）

　　P（r，t）＝[image: alt]
 　（0≤r≤rm
 ）．　　（3.13）

P（r，t）是非负的函数，称为年龄密度函数，且

　　P（rm
 ，t）＝0．　　（3.14）

因此在时刻t时，年龄在（r，r＋Δr）内的人数是P（r，t）Δr，经过Δt时间后，在时刻t＋Δt时，年龄在（r，r＋Δr）内的人数，如果不考虑死亡，是在时刻t时年龄在（r－Δt，r＋Δr－Δt）内的人数，即

　　P（r，t＋Δt）Δr＝P（r－Δt，t）Δr

或

　　[image: alt]


令Δt→0，得到

　　[image: alt]


实际上我们必须考虑（t，t＋Δt）时段内死亡的人数．设μ（r，t）为在时刻t时，年龄为r的人的死亡率，所以μ（r，t）P（r，t）Δr表示在时刻t时，年龄在（r，r＋Δr）内的人在单位时间死亡的人数，在（t，t＋Δt）时段内死亡的人数是μ（r，t）P（r，t）ΔrΔt．于是

　　P（r，t）Δr－P（r＋Δt，t＋Δt）Δr＝μ（r，t）P（r，t）ΔrΔt，　　（3.16）

从而

　　［P（r，t）－P（r＋Δt，t）＋P（r＋Δt，t）－

　　　　P（r＋Δt，t＋Δt）］/Δt＝μ（r，t）P（r，t）．

令Δt→0，得

　　[image: alt]


这是一阶偏微分方程，它有两个定解条件

初始条件（初始密度函数）

　　P（r，0）＝P0
 （r）；　　（3.18）

边界条件（单位时间内出生的婴儿数）

　　P（0，t）＝f（t）．　　（3.19）

关于边界条件（3.19），我们必须作些说明：在推导方程（3.17）时，没有考虑出生，而出生的婴儿数作为r＝0的边界条件．设生育率为b（r，t），女性的性别比为K（r，t），则在（t，t＋Δt）内，年龄在（r，r＋Δr）内出生的婴儿数为

　　b（r，t）K（r，t）P（r，t）ΔrΔt．　　（3.20）

所以在（t，t＋Δt）内，出生的婴儿总数为

　　[image: alt]


但是，这些婴儿数应为在（0，Δt）中的人数，即有

　　[image: alt]


所以，f（t）与P（r，t）的积分有关，这类边界条件称为非局部边界条件．解这样的定解问题较复杂，有兴趣的读者可参考文献［A-5］．下面我们仅列出一些用来控制人口的特征指数，其中有的还涉及到微分方程（见文献［A-4］）．

设人的育龄区间为［r1
 ，r2
 ］，假定b（r，t）为如下的形式

　　b（r，t）＝β（t）h（r，t），　　（3.22）

其中h（r，t）满足

　　[image: alt]


于是

　　[image: alt]


式（3.21）成为

　　[image: alt]


β（t）的含义是在时刻t时，单位时间内平均每个育龄女性的生育数．如果对育龄女性来说，她们有相同的生育数，则β（t）表示平均每个女性一生的总生育数，简称为生育率或生育胎次，h（r，t）是年龄为r的女性生育加权因子，称为生育模式，它可以由人口统计资料估计，例如，其取值可为图3-3中关于rc
 对称的函数（可见文献［A-4］）．
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图3-3

在实际中，死亡率μ（r，t）、性别比K（r，t）、初始密度P0
 （r）可由人口统计资料估计，而生育率β（t）及生育模式h（r，t）可以控制生育的早晚与疏密，它由各国的具体情况所决定．

人口的特征指数是下面这些量：

1．人口总数N（t）

　　[image: alt]


2．平均年龄R（t）

　　[image: alt]


3．平均寿命S（t）

它表示时刻t出生的人，不论活到何时，死亡率都以μ（r，t）计算，人的平均存活时间

　　[image: alt]


4．老龄化指数W（t）

　　[image: alt]


5．依赖性指数ρ（t）

　　[image: alt]


式中［l1
 ，l2
 ］与［l′1
 ，l′2
 ］分别表示男性与女性有劳动能力的年龄区间，L（t）是所有有劳动能力的人数，ρ（t）表示平均每个劳动者要供养的人数．关于人口问题的进一步的讨论可见文献［A-4］与［A-5］．

注3.1　平均寿命S（t）的公式（3.28）的推导如下：

设t时刻出生了M个人，到τ＞t时活着的人数为y（τ），因此，在时刻τ死亡的人数为y（τ）μ（τ－t，t）．这时，这些人活了τ－t岁，总的活的年龄与人数之积为

　　[image: alt]


故平均寿命为

　　[image: alt]


而y（τ）满足的又是一个微分方程，它的推导如下：

在时段（τ，τ＋Δτ）内死亡的人数为

　　y（τ）－y（τ＋Δτ）＝y（τ）μ（τ－t，t）Δτ，

从而得到如下的微分方程初值问题

　　[image: alt]


式（3.33）的解为

　　[image: alt]


以式（3.33）代入式（3.32），分部积分后，注意到y（∞）＝0，得

　　[image: alt]


即是式（3.28）．

例3.3　天体运动问题．

这是历史上最著名的数学应用实例之一．伟大的科学家牛顿发现了万有引力定律：相距为r、质量分别为m1
 与m2
 的任意两个质点之间的力是沿着连接这两个质点的直线而作用的吸引力，其大小为

　　[image: alt]


其中G是绝对常数，约为6.67×10－11
 （牛顿·米2）／千克2．

下面我们用粗体字母表示向量，设r12
 是从质量为m1
 的质点指向质量为m2
 的质点的位移矢量，由m1
 施加在m2
 上的力为F21
 （如图3-4所示），则万有引力定律的矢量形式是

　　[image: alt]


和

　　[image: alt]
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图3-4

对有一定大小的物体之间（如地球与月亮，太阳与地球）引力的计算，要用到积分学的理论．牛顿为了研究这类问题和别的有关的问题而发现了微积分，又在微积分的基础上应用开普勒（J.Kepler）关于行星绕太阳运动的三定律发现了万有引力定律．所谓开普勒的三定律是开普勒经过大约20年的艰巨努力，分析了第谷·布拉赫（T.Brahe）的天文观察数据而得到的（见文献［A-7］），它们是

1．轨道定律：所有行星都沿着椭圆轨道运行，而太阳则位于椭圆的一个焦点上；

2．面积定律：任何行星到太阳的连线，在单位时间内扫过的面积是常数；

3．周期定律：任何行星绕太阳运行的周期的平方与它到太阳的平均距离（椭圆的长半轴）的立方成正比．

为了用数学公式来表示开普勒三定律，我们任取一颗行星，它在极坐标下的运行轨道如图3-5所示．我们有

[image: alt]


图3-5

1．轨道方程为

　　[image: alt]


其中a，b分别为椭圆的长、短半轴，e为离心率．如取原点为椭圆中心、x轴为极轴的直角坐标，轨道方程（3.36）为

　　[image: alt]


　　c2
 ＝a2
 －b2
 ，　　（3.37）

　　[image: alt]


2．面积定律为

　　[image: alt]


3．周期定律为

　　T2
 ＝λa3
 ．　　（3.39）

上面式中常数A与具体的行星有关，而常数λ是与行星无关的绝对常数．

4．行星运行时，受的力为F，根据牛顿第二运动定律

　　[image: alt]


由式（3.36）～（3.40），可建立万有引力定律（见文献［A-4］）．作为微分方程的模型，我们可以从万有引力定律出发，反过来推导出开普勒三定律如下：设某个行星的质量为m，太阳的质量为M，由于太阳系中除太阳外的行星的总质量远比M小，所以可以忽略别的行星的作用，也可以忽略该行星对太阳的作用，即可假定太阳是静止的．根据万有引力定律与牛顿第二运动定律得到微分方程

　　[image: alt]


这是二阶非线性常微分方程组，可通过初等积分来推导出开普勒三定律．事实上，由r×r＝0与式（3.41），得到

　　[image: alt]


故有

　　[image: alt]


即

　　[image: alt]


式中C是常向量．由于

　　[image: alt]


从式（3.42）得到

　　r·C＝0．　　（3.43）

这表明位移矢量r与常向量C垂直．换言之，行星运行的轨道在过太阳的一个平面上．如在直角坐标系（x，y，z）下，令

　　r＝xi
 ＋yj
 ＋zk
 ，

　　C＝C1i
 ＋C2
 j＋C3
 k，

式（3.43）就成为如下的平面方程

　　C1
 x＋C2
 y＋C3
 z＝0．　　（3.44）

如果取这个轨道平面为（x，y）平面，其极坐标仍如图3-5所示．若取

　　C＝2Ak　　（3.45）

及如下两个互相垂直的单位向量ur
 与uθ


　　ur
 ＝cosθi＋sinθj，

　　uθ
 ＝－sinθi＋cosθj，　　（3.46）

则

　　r＝rur
 （r＝|r|），　　（3.47）

而且

　　[image: alt]


将式（3.48）代入式（3.42），得到

　　[image: alt]


由式（3.45）与式（3.46），得到

　　[image: alt]


这就是面积定律式（3.38）．

为了推导轨道方程，对方程（3.41）两边与[image: alt]
 作数量积，记μ＝GM，得到

　　[image: alt]


即

　　[image: alt]


积分后，有

　　[image: alt]


式中C为任意常数．但是，由式（3.47）、（3.48）与（3.38），得到

　　[image: alt]


假设行星的轨道方程为r＝h（θ），注意到

　　[image: alt]


将式（3.52）、（3.53）代入式（3.51），得到

　　[image: alt]


这是一阶非线性常微分方程，且是变量分离的方程，作变换u＝[image: alt]
 ，式（3.54）成为

　　[image: alt]


取[image: alt]
 的一个值为

　　[image: alt]


使上式要有意义，仅当

　　[image: alt]


这时，有

　　[image: alt]


即

　　[image: alt]


式中θ0
 为任意常数．如取θ0
 ＝0，我们有

　　u＝Δcosθ＋μ/（4A2
 ），

即

　　[image: alt]


如取C满足0＜－C＜[image: alt]
 ，又令

　　[image: alt]


可得到式（3.36），即行星运行的轨道是以太阳为焦点的椭圆，这个椭圆的长、短半轴与面积分别是

　　[image: alt]


注3.2　取不同的常数C，可得到e＝1或e＞1，这时行星运行的轨道分别是抛物线与双曲线，它们不可能绕太阳旋转，而是一去不复返，也不可能是太阳的行星了．

最后，我们来推导周期定律，行星运行的周期T是绕太阳旋转一周所需的时间．由式（3.38），它是扫过椭圆的面积除以常数A，即

　　[image: alt]


或

　　[image: alt]


比较式（3.61）与式（3.39），可见λ＝[image: alt]
 是与行星无关的绝对常数．

例3.4　导弹跟踪问题．

如图3-6所示，设在初始时刻t＝0时，导弹位于坐标原点（0，0），飞机位于点（a，b），飞机沿着平行于x轴的方向以常速v0
 飞行，导弹按照制导系统始终指向飞机以常速v1
 飞行，求导弹的飞行轨迹和击中飞机所需的时间T．

[image: alt]


图3-6

解　设在时刻t时，飞机位于点（xA
 ，b），导弹位于点（x（t），y（t）），据题意，有

　　xA
 ＝a＋v0
 t．

由于导弹始终指向飞机，点（xA
 ，b）在导弹的飞行轨迹的切线上，故有

　　b－y（t）＝[image: alt]
 ［xA
 －x（t）］，

即

　［a＋v0
 t－x（t）］＝[image: alt]
 ［b－y（t）］．　　（3.62）

又导弹飞行的速度向量是[image: alt]
 ，以常速v1
 飞行，所以有

　　[image: alt]


即

　　[image: alt]


由式（3.62）对t求导数，得到

　　[image: alt]


即

　　[image: alt]


式（3.64）代入式（3.65），得到如下的二阶非线性常微分方程

　　[image: alt]


式中

　　λ＝[image: alt]
 　　（3.67）

是飞机与导弹的速度比．又由题意，有如下边界条件

　　[image: alt]


式（3.66）和式（3.68）是二阶非线性常微分方程的边值问题，而且式（3.66）是可降阶的类型．令p＝[image: alt]
 ，则式（3.66）成为变量分离的方程

　　[image: alt]


它的通解为

　　ln（p＋[image: alt]
 ）＝－λln（b－y）＋C．　　（3.70）

令μ＝[image: alt]
 ，则初始条件为

　　p（0）＝μ，　　（3.71）

所以，式（3.70）的常数为

　　C＝ln（Kbλ
 ），　　（3.72）

式中

　　K＝μ＋[image: alt]
 ，　　（3.73）

所以

　　[image: alt]


由此，我们得到如下的一阶方程

　　[image: alt]


它的通解为

　　[image: alt]


由式（3.68）第一个条件得到常数

　　[image: alt]


通常v0
 ＜v1
 ，所以λ＜1．将式（3.77）代入式（3.76），我们得到导弹的飞行轨迹的方程为

　　[image: alt]


由式（3.68）第二个条件得

　　[image: alt]


注3.3　由式（3.62），得到

　　[image: alt]


上式两端同除以[image: alt]
 ，再对t求导数，得到

　　[image: alt]


如记

　　[image: alt]
 ＝x′，[image: alt]
 ＝x″，[image: alt]
 ＝y′和[image: alt]
 ＝y″，

则有　　v0
 （y′）2
 ＝（b－y）（x″y′－x′y″）．　　　　（A）

对式（3.63）两边关于t求导数，得到

　　x′x″＋y′y″＝0．　　　（B）

由式（A）、（B）和式（3.63），我们得到如下的二阶非线性常微分方程

　　[image: alt]


由题意，要满足如下的边界条件

　　[image: alt]


式（C）和（D）也是二阶非线性常微分方程的边值问题，这是第二章§2.2的（11）类型，请读者自己研究它的解．

习　题　三

1．以总数为50万元钱进行某种连续的复式投资，其收益率是每年8%，求25年后钱的数量．

2．假设商场中某种商品在时刻t的价格为p（t），已知的变化率与需求量D和供给量S之差成正比（比例常数为k），若

　　D＝a－bp，　S＝－c＋dp，

其中a，b，c，d为正常数，求当初始价格为p0
 时，时刻t时该商品的价格．

3．假定一种气体扩散到长为L的狭窄管子的液体中，当气体扩散过程达到稳定状态时，气体在管中每一点的浓度仅仅依赖于其离管子一端的距离，且在两端点的浓度分别为A和B，管中液体有化学反应，使气体损失量与浓度成正比（比例常数为k），求气体在管中浓度所满足的微分方程与定解条件．

（提示：运用Nernst扩散定律：单位时间通过单位面积的扩散量与浓度的变化率成正比，比例常数为D）

4．设一容器盛有100升盐水，其中含净盐10千克，现以每分钟3升的速度注入清水，同时以每分钟2升的速度将冲淡的溶液放出，假设溶液始终保持均匀，求过程开始一小时后溶液的含盐量．


第四章　线性微分方程的理论

在第二章§2.1我们已经遇到（2）型的特殊方程——线性微分方程，这一章我们将更系统地讨论它们的一般理论．

§4．1　一般概念

含有n个未知函数y1
 （x），y2
 （x），…，yn
 （x）的n个一阶微分方程构成的一阶微分方程组，如果已解出导数[image: alt]
 （i＝1，2，…，n），则它的一般形式为

　　[image: alt]


即

　　[image: alt]
 ＝fi
 （x，y1
 ，y2
 ，…，yn
 ）　（i＝1，2，…，n）．　　（4.1）1


对仅含一个未知函数y（x），而且含有直到n阶导数的n阶微分方程，如果已解出导数[image: alt]
 ，则它的一般形式为

　　[image: alt]


通过简单的函数变换

　　[image: alt]


可以把式（4.2）化为式（4.1）的特殊形式

　　[image: alt]


显然，式（4.2）的解y（x），按式（4.3）的变换，得到相应的y1
 （x），y2
 （x），…，yn
 （x）必定是式（4.4）的解．反之，式（4.4）的解中，y1
 （x）必定是式（4.2）的解．由于式（4.2）在任何情况下总可化为式（4.1）的形式，而式（4.1）只能在特殊情况下化为式（4.2）的形式，所以，讨论方程组（4.1）的形式更一般，高阶方程（4.2）的形式仅是式（4.1）的特例而已．

类似地，含有n个未知函数的高阶微分方程组，总可化为一阶微分方程组，所以，式（4.1）的形式是最有一般性的．

我们知道，一般的代数方程组的求解是非常困难的，当然，微分方程组的求解就更困难．为此，我们重点研究一类最简单却十分重要的微分方程或微分方程组，即在式（4.1）或（4.2）中，fi
 （i＝1，2，…，n）或f作为n＋1元函数，它的变元除自变量x外全是线性的，即

[image: alt]
 ＝ai1
 （x）y1
 （x）＋ai2
 （x）y2
 （x）＋…＋ain
 （x）yn
 （x）＋fi
 （x）

　　　　　（i＝1，2，…，n）　　（4.5）

和

[image: alt]


　　pn
 （x）y＋f（x）　　（4.6）

或

[image: alt]


（4.6）1


式（4.5）称为一阶线性微分方程组，其中aij
 （x）和fi
 （x）（i，j＝1，2，…，n）是x的已知函数．式（4.6）称为n阶线性微分方程，其中pi
 （x）（i＝1，2，…，n）和f（x）是x的已知函数．当fi
 （x）或f（x）恒等于零时，式（4.5）或式（4.6）分别称为一阶齐次线性微分方程组或n阶齐次线性微分方程，否则称为非齐次的．

若记矩阵A（x），向量Y（x）和F（x）如下：

　　[image: alt]


则式（4.5）可写成矩阵形式

　　[image: alt]
 Y（x）＝A（x）Y（x）＋F（x）．　（4.5）1


设p0
 （x）＝1，式（4.6）用[image: alt]
 记号表示为

　　[image: alt]


对于式（4.6），作式（4.3）的变换，得

[image: alt]


其矩阵形式（4.5）1
 中的量分别为

　　A（x）＝（aij
 ）n×n


　　[image: alt]


　　[image: alt]


　　[image: alt]


线性微分方程之所以是研究的重点，不仅是因为它们比较简单，理论也比较完备，更重要的是，对它们的研究是研究一般非线性微分方程的基础．例如，研究非线性微分方程组在某一个特解yi
 ＝φi
 （x）（a≤x≤b，i＝1，2，…，n）“附近”的解的性态，可令

　　zi
 ＝yi
 －φi
 （x）　（i＝1，2，…，n），　　（4.9）

则式（4.1）变为

　　[image: alt]
 zi
 ＝fi
 （x，z1
 ＋φ1
 ，z2
 ＋φ2
 ，…，zn
 ＋φn
 ）－

　　　　　　fi
 （x，φ1
 ，φ2
 ，…，φn
 ）　（i＝1，2，…，n）．　　（4.10）

zi
 ＝0（i＝1，2，…，n）是式（4.10）的解，研究在解yi
 ＝φi
 （i＝1，2，…，n）“附近”的解，就是研究当ε＞0充分小和a≤x≤b时，满足下列条件

　　|zi
 （x）|≤ε　（i＝1，2，…，n）　　（4.11）

的解zi
 （x）．这时，当fi
 （x，z1
 ，z2
 ，…，zn
 ）（i＝1，2，…，n）对变元z1
 ，z2
 ，…，zn
 连续可微时，式（4.10）的右端按泰勒展开，忽略高阶无穷小的余项，可近似地用线性部分来替代，即

　　[image: alt]


式（4.12）就是齐次线性微分方程组，通过对它的研究可以了解解在yi
 ＝φi
 （i＝1，2，…，n）“附近”的性态．

§4．2　存在、唯一性定理

考虑一阶微分方程组的初值问题

　　[image: alt]


我们列出如下定理，证明见附录Ⅰ．

定理4.1　设（1）fk
 （x，p1
 ，p2
 ，…，pn
 ）（k＝1，2，…，n）在n＋1维空间（x，p1
 ，p2
 ，…，pn
 ）中的闭区域

　　[image: alt]


上连续；（2）fk
 （x，p1
 ，p2
 ，…，pn
 ）在D上关于（p1
 ，p2
 ，…，pn
 ）满足Lipschitz条件，即对于一切的

　　（x，p1
 ，p2
 ，…，pn
 ），（x，q1
 ，q2
 ，…，qn
 ）∈D，

有

　　|fk
 （x，p1
 ，p2
 ，…，pn
 ）－fk
 （x，q1
 ，q2
 ，…，qn
 ）|

　　　≤L[image: alt]
 |pi
 －qi
 |（k＝1，2，…，n），　　（4.14）

式中L是正常数，则初值问题（4.13）在区间|x－x0
 |≤h内有唯一解，这里

　　h＝min（a，[image: alt]
 ），

而　　　M＝[image: alt]
 fk
 （x，p1
 ，p2
 ，…，pn
 ）．

把定理4.1应用于线性微分方程的初值问题，就有

定理4.2　设由式（4.7）所定义的A（x）和F（x）在区间（a，b）内连续，则对任何的x0
 ∈（a，b），初值问题

　　[image: alt]


在（a，b）内存在唯一解．

系4.1　设A（x）在区间（a，b）内连续，则初值问题

　　[image: alt]


在（a，b）内仅有零解．

对高阶线性微分方程的初值问题

　　[image: alt]


经过变换式（4.3）后，应用定理4.2，得到

定理4.3　设pi
 （x）（i＝1，2，…，n）及f（x）在区间（a，b）内连续，则初值问题（4.16）在（a，b）内存在唯一解．

系4.2　设pi
 （x）（i＝1，2，…，n）在区间（a，b）内连续，则齐次线性微分方程零初值的问题（4.16）（即f（x）＝0与yi
 ，0＝0（i＝0，1，…，n－1））在（a，b）内仅有零解．

§4．3　线性微分方程解的结构

由于高阶线性微分方程可化为线性微分方程组研究，所以对理论上的问题，我们的重点是从线性微分方程组出发，而对涉及高阶线性微分方程的问题不再作详细的说明，仅列出相应的结论，读者可以自己直接证明．

一、向量函数组的线性相关性的概念

线性微分方程组的解是一个向量函数

　　Y（x）＝［y1
 （x），y2
 （x），…，yn
 （x）］T
 ，

它的每一个分量都是x的函数，对每个固定的x＝x0
 ，Y（x0
 ）是一个n元向量，要讨论一组向量函数之间的线性相关等关系，与线性代数中略有不同，必须要考虑x的范围．在这一章里，向量函数都假定在区间（a，b）内考虑，且如线性代数中一样，以希腊字母或大写英文字母表示向量函数，用小写英文字母表示其分量．

定义4.1　设αi
 （x）＝［ai1
 （x），ai2
 （x），…，ain
 （x）］T
 （i＝1，2，…，m）是m个n维向量函数，若存在非全为零的常数C1
 ，C2
 ，…，Cm
 ，使得[image: alt]
 x∈（a，b），

　　C1
 α1
 （x）＋C2
 α2
 （x）＋…＋Cm
 αm
 （x）≡0

成立，则称向量函数组α1
 （x），α2
 （x），…，αm
 （x）在（a，b）上线性相关，否则称为线性无关．

下面为了叙述简洁起见，我们省略在（a，b）上与[image: alt]
 x∈（a，b）等语言，请读者把这点牢记在心中．

定义4.2　设α（x）＝［a1
 ，a2
 ，…，an
 ］T
 是n维向量函数，若存在常数C1
 ，C2
 ，…，Cm
 ，

　　α（x）＝C1
 α1
 （x）＋C2
 α2
 （x）＋…＋Cm
 αm
 （x）

成立，则称向量函数α（x）是α1
 （x），α2
 （x），…，αm
 （x）的线性组合，或称向量函数α（x）可经由α1
 （x），α2
 （x），…，αm
 （x）线性表示．

由向量函数组线性相关的定义，容易得到下面的系

系4.3　设x0
 ∈（a，b），如果常向量组α1
 （x0
 ），α2
 （x0
 ），…，αm
 （x0
 ）线性无关，则向量函数组α1
 （x），α2
 （x），…，αm
 （x）也线性无关．

注意上述结论之逆不真，例如，设（a，b）＝（－1，1），α1
 （x）＝［sinx，x］T
 ，α2
 （x）＝［x，2x］T
 ，则α1
 （x）与α2
 （x）是线性无关的，但是，当x0
 ＝0时，α1
 （x0
 ）与α2
 （x0
 ）是线性相关的．希望读者要时时注意这点与线性代数中不同的地方．

二、齐次线性微分方程组解的结构

定理4.4　设Y1
 （x），Y2
 （x），…，Ym
 （x）是下列齐次线性微分方程组

　　[image: alt]
 Y＝A（x）Y　　（4.17）

的解，则它们的任一线性组合也是式（4.17）的解．

证明　设Y（x）＝[image: alt]
 Ci
 Yi
 是Y1
 （x），Y2
 （x），…，Ym
 （x）的任一线性组合，则有

　　[image: alt]


　　　　　＝A（x）[image: alt]
 Ci
 Yi
 ＝A（x）Y．

定理4.5　设矩阵函数A（x）＝［aij
 （x）］n×n在（a，b）内连续，则齐次线性微分方程组（4.17）有n个线性无关的解，且它的任一解是这n个线性无关解的线性组合．

证明　任取（a，b）中的一点x0
 及n个线性无关的n元向量，例如，可取为

　　　　　　　　（j）

　　ej
 ＝［0，…，0，1，0，…，0］T
 　（j＝1，2，…，n），

考虑如下的初值问题

　　　[image: alt]


由定理4.2，对每一个j，它有唯一解Yj
 （x）（j＝1，2，…，n），因为Yj
 （x0
 ）＝ej
 ，所以，Y1
 （x0
 ），Y2
 （x0
 ），…，Yn
 （x0
 ）线性无关，再由系4.3可知，Y1
 （x），Y2
 （x），…，Yn
 （x）也线性无关．

为了完成定理的证明，假定Y*
 （x）是式（4.17）的一个解，而且Y*
 （x0
 ）＝[image: alt]
 ，即Y*
 （x）满足如下的初值问题

　　[image: alt]


显然，[image: alt]
 可以表示为e1
 ，e2
 ，…，en
 的线性组合，即存在常数C1
 ，C2
 ，…，Cn
 ，使得下面的等式成立

[image: alt]
 ＝C1
 e1
 ＋C2
 e2
 ＋…＋Cn
 en
 ．

令Z＝Y*
 －（C1
 Y1
 ＋C2
 Y2
 ＋…＋Cn
 Yn
 ），则Z满足如下的初值问题：

　　[image: alt]


又由系4.1，得到Z（x）≡0，即

　　Y*
 ＝C1
 Y1
 ＋C2
 Y2
 ＋…＋Cn
 Yn
 ．

定义4.3　齐次线性微分方程组（4.17）的n个线性无关解组Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 称为基本解组．以它们作为列向量所组成的矩阵称为基本解矩阵，用黑体大写字母表示为Y＝［Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 ］，而它的行列式记为detY或|Y|．

从上面的定理4.4与4.5可见，齐次线性微分方程组（4.17）存在基本解组，它可以通过任给一组n个线性无关的n元向量作为初值（如在定理4.5的证明中取的ej
 （j＝1，2，…，n）），求出式（4.18）的解而得到．显然，基本解组不是唯一的，但是，式（4.17）的任一解，总可以唯一地由给定的基本解组线性表示．换言之，若Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 是一个基本解组，则由任意常数C1
 ，C2
 ，…，Cn
 得到的线性组合

　　Y＝C1
 Y1
 ＋C2
 Y2
 ＋…＋Cn
 Yn
 　　（4.19）

是式（4.17）的通解．

三、Wronsky行列式

为了判断n个解向量是否构成基本解组，我们引入Wronsky行列式的概念．

定义4.4　设有向量函数组Yi
 （x）＝［y1i
 ，y2i
 ，…，yni
 ］T
 （i＝1，2，…，n），以它们作为列向量所组成的矩阵为Y＝［Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 ］，它的行列式称为Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 的Wronsky行列式，记为W（x），或detY，或|Y|，即

　　[image: alt]


若x0
 ∈（a，b），W（x0
 ）≠0，由线性代数知识知道，Y1
 （x0
 ），Y2
 （x0
 ），…，Yn
 （x0
 ）线性无关，再由系4.3，可知Y1
 （x），Y2
 （x），…，Yn
 （x）也线性无关，从而有

定理4.6　如果n个向量函数Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 的Wronsky行列式在某一点不为零，则Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 线性无关．

注意定理4.6与线性代数中的情况不同，其逆不真．例如Y1
 （x）＝［0，x］T
 ，Y2
 （x）＝［0，x2
 ］T
 ，Y1
 与Y2
 是线性无关的，但是，它们的Wronsky行列式

　　[image: alt]


虽然如此，当Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 都是式（4.17）的解时，定理4.6之逆是成立的，即有

定理4.7　设Y1
 （x），Y2
 （x），…，Yn
 （x）是式（4.17）的解，且Y1
 （x），Y2
 （x），…，Yn
 （x）线性无关，则它们的Wronsky行列式恒不为零．

证明　假定定理不真，则存在x0
 ∈（a，b），使得W（x0
 ）＝0，即有非全为零的常数C1
 ，C2
 ，…，Cn
 ，使得

　　C1
 Y1
 （x0
 ）＋C2
 Y2
 （x0
 ）＋…＋Cn
 Yn
 （x0
 ）＝0．

令Y（x）＝C1
 Y1
 （x）＋C2
 Y2
 （x）＋…＋Cn
 Yn
 （x），由定理4.5，它是初值Y（x0
 ）＝0时式（4.17）的解，由系4.1，得到Y（x）≡0，从而Y1
 （x），Y2
 （x），…，Yn
 （x）线性相关，与定理条件矛盾，定理得证．

系4.4　设Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 是式（4.17）的解，则它们的Wronsky行列式或者恒为零或者恒不为零．

定理4.8　设Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 是式（4.17）的解，W（x）是它们的Wronsky行列式，则
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＝w1
 ＋w2
 ＋…＋wn
 ，

式中wi
 是行列式中第i行用它们相应的导数代替，以w1
 为例，用式（4.17）代入后，其值是

　　[image: alt]


从而有

　　[image: alt]
 W＝（a11
 ＋a22
 ＋…＋ann
 ）W．

这是变量分离方程，其解为式（4.21）．

等式（4.21）称为Liouville公式．

注4.1　从定理4.8，我们再一次得到系4.4的结论：式（4.17）的解Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 的Wronsky行列式或恒为零或恒不为零．

四、非齐次线性微分方程组解的结构

对非齐次线性微分方程组（4.15）我们有如下的解的结构定理

定理4.9　设Y*
 是式（4.15）的一个解，Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 是式（4.17）的一个基本解组，则由Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 与任意常数C1
 ，C2
 ，…，Cn
 得到的线性组合与Y*
 之和

　　Y＝C1
 Y1
 ＋C2
 Y2
 ＋…＋Cn
 Yn
 ＋Y*
 　　（4.22）

是式（4.15）的通解．

证明　设Y＾
 是式（4.15）的任一解，则Y＾
 －Y*
 是式（4.17）的解，由定理4.5，它可由基本解组线性表示，从而得到式（4.22）．

五、高阶线性微分方程解的结构

下面的定理都可以从上述的线性微分方程组相应的定理得到或者直接证明，所以具体的证明略去．

定义4.5　设y1
 （x），y2
 （x），…，ym
 （x）是m个函数，若存在不全为零的常数c1
 ，c2
 ，…，cm
 ，使得[image: alt]
 x∈（a，b），

　　c1
 y1
 （x）＋c2
 y2
 （x）＋…＋cm
 ym
 （x）≡0

成立，则称函数组y1
 （x），y2
 （x），…，ym
 （x）在（a，b）上线性相关，否则称为线性无关．

定义4.6　若存在常数c1
 ，c2
 ，…，cm
 ，使得

　　y（x）＝c1
 y1
 （x）＋c2
 y2
 （x）＋…＋cm
 ym
 （x）

成立，则称函数y（x）是y1
 （x），y2
 （x），…，ym
 （x）的线性组合，或称函数y（x）可经由y1
 （x），y2
 （x），…，ym
 （x）线性表示．

定理4.10　设y1
 （x），y2
 （x），…，ym
 （x）是下列齐次线性微分方程
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的解，则它们的任一线性组合也是方程（4.23）的解．

定理4.11　设函数pi
 （x）（i＝1，2，…，n）在（a，b）内连续，则齐次线性微分方程（4.23）有n个线性无关的解，且它的任一解是这n个线性无关解的线性组合．

定义4.7　齐次线性微分方程（4.23）的n个线性无关解组y1
 ，y2
 ，…，yn
 称为它的基本解组．

定义4.8　设y1
 （x），y2
 （x），…，yn
 （x）是n个函数，且有直到n－1阶的导数，则由它们构成的行列式
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称为函数y1
 （x），y2
 （x），…，yn
 （x）的Wronsky行列式．

定理4.12　如果n个函数y1
 （x），y2
 （x），…，yn
 （x）的Wronsky行列式在某一点不为零，则y1
 ，y2
 ，…，yn
 线性无关．

定理4.13　设y1
 （x），y2
 （x），…，yn
 （x）是式（4.23）的解，且y1
 （x），y2
 （x），…，yn
 （x）线性无关，则它们的Wronsky行列式恒不为零．

定理4.14　设y1
 （x），y2
 （x），…，yn
 （x）是式（4.23）的解，W是它们的Wronsky行列式，则

　　W（x）＝W（x0
 ）exp－[image: alt]
 　　（4.25）

定理4.15　设y*
 是式（4.6）的一个解，y1
 ，y2
 ，…，yn
 是式（4.23）的一个基本解组，则由y1
 ，y2
 ，…，yn
 与任意常数c1
 ，c2
 ，…，cn
 得到的线性组合与y*
 之和

　　y＝c1
 y1
 ＋c2
 y2
 ＋…＋cn
 yn
 ＋y*
 　　（4.26）

是式（4.6）的通解．

§4．4　常数变易法与齐次化原理

一、方程组情况

从前几节可见，求非齐次线性微分方程组的通解，要知道它的一个特解和相应的齐次线性微分方程组的n个线性无关的解（即基本解组）．一般说来，求这n个线性无关的解是很难用积分或初等函数解析表示，且只在极少数的情况下才能办到，特别当A（x）是常数矩阵时，即是常系数线性微分方程组时，才有较具体的解法，我们在下一节讨论它．然而，对非齐次线性微分方程组来说，一旦知道了相应的齐次线性微分方程的基本解组，我们总可以找到它的特解．这有两种方法：常数变易法与齐次化原理．

我们先看常数变易法：已知Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 是式（4.17）的一个基本解组，即Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 线性无关，且满足式（4.17），
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 Yi
 ＝A（x）Yi
 （i＝1，2，…，n），

即Y＝［Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 ］是式（4.17）的基本解矩阵．设C1
 （x），C2
 （x），…，Cn
 （x）是待定的函数，使得下面的线性组合

　　Z（x）＝C1
 （x）Y1
 （x）＋C2
 （x）Y2
 （x）＋…＋Cn
 （x）Yn
 （x）　　（4.27）

满足式（4.15）．

下面我们采用线性代数中所使用的形式上的矩阵乘法法则，记列向量C（x）为

　　C（x）＝［C1
 （x），C2
 （x），…，Cn
 （x）］T
 ，

则式（4.27）可改写为

　　Z（x）＝［Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 ］［C1
 （x），C2
 （x），…，Cn
 （x）］T


　　　　　＝YC．

注意Yi
 是向量函数且是式（4.17）的解，Ci
 是纯量函数（i＝1，2，…，n），我们计算
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 Z＝［Y′1
 ，Y′2
 ，…，Y′n
 ］C＋［Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 ］［C′1
 （x），C′2
 （x），…，C′n
 （x）］T


　　＝［AY1
 ，AY2
 ，…，AYn
 ］C＋［Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 ］［C′1
 （x），C′2
 （x），…，C′n
 （x））］T


　　＝AZ＋［Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 ］［C′1
 （x），C′2
 （x），…，C′n
 （x））］T
 ．　　（4.28）

为了使式（4.27）是式（4.15）的解，只要选择C1
 （x），C2
 （x），…，Cn
 （x），使得

　　［Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 ］［C′1
 （x），C′2
 （x），…，C′n
 （x））］T
 ＝F（x）．　　（4.29）

式（4.29）的系数矩阵是Y＝［Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 ］，且是可逆的（为什么？请读者自己考虑），从而

　　［C′1
 （x），C′2
 （x），…，C′n
 （x））］T
 ＝Y－1
 F（x）

或

　　C＝［C1
 （x），C2
 （x），…，Cn
 （x）］T
 ＝∫Y－1
 （x）F（x）dx．　　（4.30）

于是

　　Z（x）＝Y（x）∫Y－1
 （x）F（x）dx　　（4.31）

是非齐次方程组（4.29）的解．我们看到式（4.27）中Ci
 （i＝1，2，…，n）如取常数，它仅仅是齐次方程组（4.17）的解，取了式（4.30）所定义的函数，它就成为非齐次方程组（4.15）的解，这就是常数变易法（或者称为变动任意常数法）名称的由来．

从式（4.31），我们得到非齐次方程组（4.15）的通解为

　　Y＝Y［C1
 ，C2
 ，…，Cn
 ］T
 ＋Y∫Y－1
 （x）F（x）dx，　　（4.32）

式中Ci
 （i＝1，2，…，n）是任意常数．

特别是如下的初值问题

　　[image: alt]


的解为

　　Y＝Y（x）[image: alt]
 Y－1
 （t）F（t）dt．　　（4.34）

常数变易法是从数学角度出发推导出特解的．实际上，它有明确的物理背景，简单地说，它来自下面的动量守恒定律：物体在某一时段内的动量的增量等于作用在该物体上所有外力在这一时段内的冲量．

如果把非齐次线性微分方程（或组）中的自变量x取作时间t，F（x）当作外力，由于方程是线性的，这个外力在（τ，τ＋Δt）时段内产生的冲量对物体的作用，相当于动量的增量（F（τ）Δt＝Δv）对物体的作用，即相当于在齐次线性微分方程（或组）的初始时刻τ时增加了速度Δv＝F（τ）Δt，再对时间叠加，所产生的对物体的作用，与非齐次线性微分方程有齐次边界条件时的结果一样．读者要较详细了解这些内容，可见文献［B-5］．

从上述的物理背景出发，一旦知道了相应的齐次线性微分方程的基本解组，我们就可用齐次化原理（或者称为Duhamel原理）来找它的特解．具体做法如下：

第一步：引入参数ξ，求下面的齐次线性微分方程初值问题的解
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如果已经知道式（4.17）的基本解组为Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 ，即基本解矩阵Y＝［Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 ］，则式（4.35）的解为

　　Z（x）＝［Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 ］［C1
 ，C2
 ，…，Cn
 ］T
 ＝YC，　　（4.36）

式中C1
 ，C2
 ，…，Cn
 由式（4.35）的初始条件决定

　　［C1
 ，C2
 ，…，Cn
 ］T
 ＝Y－1
 （ξ）F（ξ），　　（4.37）

所以得到式（4.35）的解为（x，ξ）的函数

　　Z（x，ξ）＝［Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 ］［C1
 ，C2
 ，…，Cn
 ］T


　　　　　　＝Y（x）Y－1
 （ξ）F（ξ）．　　（4.38）

第二步：对参数ξ积分，

　　[image: alt]


式（4.39）就是非齐次线性微分方程组（4.15）的解，它与式（4.34）是一样的．

最后我们验证式（4.39）是式（4.33）的解．事实上，Y（x0
 ）＝0是显然的，而

　　[image: alt]


　　　　　＝F（x）＋A（x）[image: alt]
 Z（x，ξ）dξ＝F（x）＋A（x）Y．　　（4.40）

上面的推导已利用了式（4.35）的初始条件：Z（x，x）＝F（x）．

我们看到用齐次化原理所得到的解（4.39）与常数变易法所得到的解（4.34）是一样的，不过这里的出发点是通过齐次线性微分方程组（4.35）的解来得到非齐次线性微分方程组（4.33）的解，所以称它为齐次化原理．以后我们将看到，这个齐次化原理对线性偏微分方程也适用，而常数变易法是不能做到的．

二、高阶方程情况

虽然高阶方程的情况都可以化为方程组来研究，为了更直观与明确起见，在这里再单独讨论，读者可以验证这些结论完全可以直接从方程组情况得到．

设y1
 ，y2
 ，…，yn
 是n阶齐次线性微分方程（4.6）1
 的线性无关解组，即它们满足

　　[image: alt]
 pi
 （x）y（n－i）
 j
 ＝0　（j＝1，2，…，n；p0
 （x）≡1）．　　（4.41）

我们的目的是通过它们来求得非齐次线性微分方程（4.6）2
 的解．

常数变易法的做法如下：设c1
 （x），c2
 （x），…，cn
 （x）是待定函数，令

　　y＝[image: alt]
 cj
 （x）yj
 （x），　　（4.42）

则

　　y′＝[image: alt]
 c′j
 yj
 ＋[image: alt]
 cj
 y′j
 ，

取cj
 使得

　　[image: alt]
 c′j
 yj
 ＝0，　　（4.43）1


从而

　　y′＝[image: alt]
 cj
 y′j
 ．　　（4.44）1


又

　　y″＝[image: alt]
 c′j
 y′j
 ＋[image: alt]
 cj
 y″j
 ，

取cj
 使得

　　[image: alt]
 c′j
 y′j
 ＝0，　　（4.43）2


因此，

　　y″＝[image: alt]
 cj
 y″j
 ．　　（4.44）2


　　……

如此继续直到n－1阶导数，得到
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将式（4.43）与式（4.44）全部代入式（4.6）2
 ，得到

　　[image: alt]


即

　　[image: alt]


注意yj
 是齐次方程的解，从上式得到

　　[image: alt]


式（4.43）1
 ～（4.43）n
 是关于c′j
 （j＝1，2，…，n）的方程组，即

　　Y［c′1
 ，c′2
 ，…，c′n
 ］T
 ＝［0，0，…，0，f（x）］T
 ，　　（4.45）

式中

　　[image: alt]


矩阵Y的行列式就是由y1
 ，y2
 ，…，yn
 组成的Wronsky行列式W（x），且是可逆的（为什么？请读者自己考虑），从而有

　　［c′1
 ，c′2
 ，…，c′n
 ］T
 ＝Y－1
 ［0，0，…，0，f（x）］T
 ．　　（4.47）

所以，　［c1
 ，c2
 ，…，cn
 ］T
 ＝∫Y－1
 ［0，0，…，0，f（x）］T
 dx，　　（4.48）

从而得到非齐次线性微分方程（4.6）1
 解的表达式

　　y＝［y1
 （x），y2
 （x），…，yn
 （x）］［c1
 ，c2
 ，…，cn
 ］T
 ．　　（4.49）

这就是高阶方程的常数变易法．

下面我们再用齐次化原理来求解．

第一步：引入参数ξ，求下面的齐次线性微分方程初值问题的解：
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请读者考虑为何此时初始条件如上所述．如果已经知道齐次线性微分方程（4.50）的n个线性无关的解yi
 （i＝1，2，…，n），即基本解组为Y（x）＝［y1
 ，y2
 ，…，yn
 ］，则它的通解为

　　Z（x）＝［y1
 ，y2
 ，…，yn
 ］［C1
 ，C2
 ，…，Cn
 ］T
 ，　　（4.51）

式中C1
 ，C2
 ，…，Cn
 由式（4.50）的初始条件决定，

　　［C1
 ，C2
 ，…，Cn
 ］T
 ＝Y－1
 （ξ）F（ξ），　　（4.52）1


　　F（ξ）＝［0，0，…，0，f（ξ）］T
 ，　　（4.52）2


这里的Y由式（4.46）定义．所以得到式（4.50）的解为（x，ξ）的函数

　　Z（x，ξ）＝［y1
 ，y2
 ，…，yn
 ］［C1
 ，C2
 ，…，Cn
 ］T


　　　　　　＝Y（x）Y－1
 （ξ）F（ξ）．　　（4.53）

第二步：对参数ξ积分，

　　Y（x）＝[image: alt]
 Z（x，ξ）dξ＝Y（x）[image: alt]
 Y－1
 （ξ）F（ξ）dξ．　　（4.54）

式（4.54）就是非齐次线性微分方程（4.6）的解，它与式（4.48）取积分的上下限分别为x与x0
 是一样的．

注4.2　当f（x）≡1时，式（4.50）的解是
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则称G为初值问题（4.50）的Green函数．从上面的讨论可见，由它可以得到一般初值f（x）时式（4.6）的解为

　　y＝[image: alt]
 G（x，ξ）f（ξ）dξ．

习　题　四

1．研究初值问题

　　[image: alt]


在（－1，1）上解的存在、唯一性．

2．设Y1
 （x），Y2
 （x）为含两个未知函数的齐次线性微分方程组

　　[image: alt]
 ＝A（x）Y

的两个在（－1，1）上的解，且Y1
 （0）＝［1，1］T
 ，Y2
 （0）＝［1，0］T
 ．

（1）试证Y1
 （x），Y2
 （x）为方程组的基本解组；

（2）设Y（x）是方程组在（－1，1）上的解，且Y（0）＝［2，3］T
 ，试将Y（x）表示为Y1
 （x），Y2
 （x）的线性组合．

3．求证Y1
 （x）＝［1，0，0，0］T
 ，Y2
 （x）＝［e－x
 ，－e－x
 ，0，0］T
 ，

　　Y3
 （x）＝［ex
 ，0，－ex
 ，0］T
 ，Y4
 （x）＝［[image: alt]
 e2x
 ，e2x
 ，－3e2x
 ，3e2x
 ］T


是线性齐次微分方程组

　　[image: alt]


的基本解组，并写出该方程组的通解．

4．设Y是[image: alt]
 ＝A（x）Y在（a，b）上的基本解矩阵，C为常数可逆矩阵，求证：

（1）YC也是基本解矩阵；

（2）CY一般不是基本解矩阵．

5．设Y1
 ，Y2
 ，…，Yn＋1
 是[image: alt]
 ＝A（x）Y＋F（x）的n＋1个线性无关的解，求证方程的任一解恒可表示为

　　Y（x）＝α1
 Y1
 ＋α2
 Y2
 ＋…＋αn＋1
 Yn＋1
 ，

式中α1
 ，α2
 ，…，αn＋1
 为满足α1
 ＋α2
 ＋…＋αn＋1
 ＝1的n＋1个常数．

6．设yi
 （i＝1，2，…，n）是齐次线性微分方程

　　y（n）
 ＋p1
 （x）y（n－1）
 ＋…＋pn
 （x）y＝0

的基本解组，其中pi
 （x）（i＝1，2，…，n）在区间（a，b）上连续，W（x）是yi
 （i＝1，2，…，n）的Wronsky行列式，证明：

　　W（x）＝W（x0
 ）exp[image: alt]


7．考虑二阶齐次线性微分方程

　　a0
 （x）y″＋a1
 （x）y′＋a2
 （x）y＝0，　　　　　　　（A）

式中a0
 （x），a1
 （x），a2
 （x）在区间［a，b］上连续，且对所有x∈［a，b］，a0
 （x）≠0，若y1
 （x），y2
 （x）是方程（A）在区间［a，b］上两个不同的解，且y2
 （x）≠0及W（x）是y1
 （x），y2
 （x）的Wronsky行列式．

（1）证明[image: alt]


（2）应用（1）的结果，证明：若有x∈［a，b］，使得W（x）＝0，则解y1
 （x），y2
 （x）在［a，b］上线性相关；

（3）假设y1
 （x），y2
 （x）在［a，b］上线性无关，记f（x）＝y1
 （x）/y2
 （x），证明f（x）在［a，b］上是一个单调函数．

8．考虑题7中方程（A），设y1
 （x），y2
 （x）是方程（A）的基本解组，z1
 （x），z2
 （x）为方程（A）的另一基本解组，求证：

（1）若常数α1
 ，α2
 ，β1
 ，β2
 满足α1
 β2
 －α2
 β1
 ≠0，则α1
 y1
 （x）＋α2
 y2
 （x），β1
 y1
 （x）＋β2
 y2
 （x）也是方程（A）的基本解组；

（2）若W［y1
 （x），y2
 （x）］，W［z1
 （x），z2
 （x）］分别表示［y1
 （x），y2
 （x）］及［z1
 （x），z2
 （x）］相应的Wronsky行列式，则存在常数C≠0使得

　　W［y1
 （x），y2
 （x）］＝CW［z1
 （x），z2
 （x）］．


第五章　线性微分方程的解法

在第四章里，我们讨论了线性微分方程的理论，这一章研究它们的解法．由于有第四章§4.4的常数变易法与齐次化原理，对线性微分方程来说，知道了齐次线性微分方程的n个线性无关的特解，则通解就可以马上得到，所以理论上我们只需研究齐次线性微分方程的求解问题．虽然如此，具体的问题还有一些特殊的解法，下面我们将对此加以研究．要强调的是，正如第一章§1.2指出过，对一般的变系数的微分方程，即使是很简单的方程，如

　　y″＋a（x）y＝0，

也无法求出用积分或初等函数表示的通解．但是，当系数是常数时，有较完备的求解方法，本质上，把它归结为代数方程求解．在这一章还将讨论一些特殊类型的方程解法．为了清楚起见，我们先从高阶方程出发，读者也可以从方程组出发来推导出高阶方程的结果．

§5．1　常系数高阶线性微分方程

对第四章的式（4.6），如果所有的pi
 （x）＝ai
 （i＝1，2，…，n）是常数和f（x）＝0时，就是常系数齐次线性微分方程，其一般形式是

　　L［y］≡y（n）
 ＋a1
 y（n－1）
 ＋…＋an－1
 y′＋an
 y＝0．　　（5.1）

这里我们为了简洁，引入算子L的记号，称为常微分线性算子（简称为微分算子或算子），它也可以记为

　　[image: alt]


L作用于任何x的函数y（x），理解为由式（5.1）的第一个恒等式所定义．对任意的常数a和b及x的函数y（x）和z（x），从L的定义与求导运算的线性性，它有如下的线性性质

　　L［ay＋bz］＝aL［y］＋bL［z］．　　（5.3）

如果微分算子L可分解为两个微分算子L1
 与L2
 的乘积，由于系数是常数，还有如下算子乘法（或复合算子）可交换法则

　　L［y］＝L1
 ［L2
 ［y］］＝L2
 ［L1
 ［y］］．　　（5.4）

这些性质与法则可以用于解方程，我们用下面例子来说明．

例5.1　求解方程L［y］≡y″－3y′＋2y＝0．

解　如果记

　　[image: alt]


则

　　L［y］＝L1
 ［L2
 ［y］］＝L2
 ［L1
 ［y］］．

令

　　z＝L1
 ［y］＝[image: alt]
 y－y，

则

　　L［y］＝L2
 ［L1
 ［y］］＝L2
 ［z］＝[image: alt]
 z－2z＝0，

得

　　z＝C1
 e2x
 　（C1
 为任意常数），

即

　　L1
 ［y］＝[image: alt]
 y－y＝C1
 e2x
 　（线性方程）．

所以，得到原方程的通解

　　y＝C1
 e2x
 ＋C2
 ex
 ．

例5.2　求解方程L［y］≡y″－2y′＋y＝0．

解　如上例，令

　　z＝L1
 ［y］＝[image: alt]
 y－y，

则

　　L［y］＝L1
 ［L1
 ［y］］＝[image: alt]
 ［z］＝[image: alt]
 z－z＝0，

得到

　　z＝C1
 ex
 　（C1
 为任意常数），

即

　　L1
 ［y］＝[image: alt]
 y－y＝C1
 ex
 　（线性方程）．

所以，得到原方程的通解

　　y＝（C1
 ＋C2
 x）ex
 ．

从上述两例，我们看到：当系数为常数时，上述的微分算子L可分解为两个微分算子L1
 与L2
 的乘积，还有y＝eλx
 形式的特解．下面我们将上述的解法推广到一般的情况．

对方程（5.1），如果有y＝eλx
 形式的特解，它要满足

　　L［eλx
 ］＝（λn
 ＋a1
 λn－1
 ＋…＋an
 ）eλx
 ＝0，

即要求λ满足

　　f（λ）≡λn
 ＋a1
 λn－1
 ＋…＋an
 ＝0，　　（5.5）

故当λ是式（5.5）的根时，y＝eλx
 是式（5.1）的解．

我们称多项式f（λ）为式（5.1）的特征多项式，它的根称为特征根，式（5.5）称为特征方程．在复数范围内，f（λ）有n个根（可以相同），还可假设有如下的分解式

　　f（λ）＝（λ－λ1
 ）r1

 （λ－λ2
 ）r2

 …（λ－λs）rs

 ，　　（5.6）

式中λ1
 ，λ2
 ，…，λs是互不相同的特征根（可能是复根），r1
 ，r2
 ，…，rs
 分别是它们的重数，满足r1
 ＋r2
 ＋…＋rs
 ＝n．

下面为了书写简单和明了，记

　　D＝[image: alt]
 ，

　　Di
 ＝[image: alt]
 　（i＝1，2，…，n）．　　（5.7）

在例5.1与例5.2中，[image: alt]
 就可写为（D－1）y，以及

　　L［y］＝（D－1）（D－2）y

与

　　L［y］＝（D－1）（D－1）y＝（D－1）2
 y．

一般地，L就是f（D），式（5.2）可写为

　　L＝f（D）＝Dn
 ＋a1
 Dn－1
 ＋…＋an－1
 D＋an
 ，　　（5.2）1


我们称它为常系数的算子多项式（牢记D是求导记号）．

从上述的例子还可以得到：如果a是常数和w（D）＝u（D）v（D），则有如下的关系式

　　D（ay）＝aDy，

　　（D－a）eax
 ＝0，

　　u（D）v（D）y＝v（D）u（D）y＝w（D）y，　　（5.8）

这里，u（D）与v（D）都是常系数的算子多项式．

引理5.1　设式（5.1）的特征多项式f（λ）有式（5.6）的分解式，则

　　yik

 ＝xk
 eλi
 x
 　（i＝1，2，…，s；k＝0，1，…，ri
 －1）　　（5.9）

都是式（5.1）的特解．

证明　从式（5.6）、（5.8）与用D的记号，得到

　　f（D）＝（D－λ1
 ）r1

 （D－λ2
 ）r2

 …（D－λs
 ）rs

 　　（5.10）

与

　　L［yik

 ］＝f（D）yik



　　　　　＝（D－λ1
 ）r1

 …（D－λi－1
 ）ri－1

 （D－λi＋1
 ）ri＋1



　　　　　　…（D－λs
 ）rs

 （D－λi
 ）ri

 yik

 ．　　（5.11）

但是由式（5.7）的定义与下列各式

　　（D－λi
 ）eλi
 x
 ＝0，

　　（D－λi
 ）yik

 ＝[image: alt]
 xk
 eλi
 x
 ＝kxk－1
 eλi
 x
 ，

　　（D－λi
 ）2
 yik

 ＝[image: alt]
 2
 xk
 eλi
 x


　　　　　　　＝[image: alt]
 kxk－1
 eλi
 x


　　　　　　　＝k（k－1）xk－2
 eλi
 x


　　……

当m≤k时，有

　　（D－λi
 ）m
 yik

 ＝[image: alt]
 m
 xk
 eλi
 x


　　　　　　　＝[image: alt]
 m－1
 kxk－1
 eλi
 x


　　　　　　　＝k（k－1）…（k－m＋1）xk－m
 eλi
 x
 ，　　（5.12）

当k＜m时，有

　　（D－λi
 ）m
 yik

 ＝0．　　（5.13）

因此，当k＜ri
 时，有

　　（D－λi
 ）ri

 yik

 ＝0．　　（5.14）

从而，我们得到式（5.11）为零，即yik

 ＝xk
 eλi
 x
 是方程的特解．

引理5.2　引理5.1中式（5.9）所表示的特解是式（5.1）的基本解组．

证明　我们只要证明式（5.1）是线性无关的解组．假如有不全为零的常数clk

 ，使得下面的等式成立，

　　[image: alt]
 [image: alt]
 clk

 ylk

 ＝0，　　（5.15）

从而，存在j使得cjk

 （k＝0，1，…，rj
 －1）不全为零．设cjk

 ≠0的最大的k为K，即有

　　cjK

 ≠0，cjm

 ＝0　（m＞K，K＜rj
 ）．　　（5.16）

记

　　fj
 （D）＝（D－λj
 ）K
 [image: alt]
 （D－λi
 ）ri

 ．　　（5.17）

对式（5.15）等式两边作用fj
 （D），注意∏与∑的运算的可交换性和式（5.14）的（D－λi
 ）ri

 yik

 ＝0，有

　　[image: alt]


但是上式右边不为0，所以矛盾，引理5.2得证．

从引理5.1与引理5.2，我们有如下的定理

定理5.1　在复数范围内，常系数齐次线性微分方程（5.1）的基本解组为式（5.9），它的通解是

　　[image: alt]


式中clk

 （l＝1，2，…，s；k＝0，1，…，rl
 －1）是任意的复数．

为了得到n个实的线性无关解组，我们需要下面的引理

引理5.3　设λj
 ＝a＋bi（i＝[image: alt]
 ，a和b是实数）是式（5.3）的rj
 重复根，则

　　zj1

 ＝xk
 eax
 cosbx，zj2

 ＝xk
 eax
 sinbx　（k＝0，1，…，rj
 －1），　　（5.20）

是式（5.1）的解．

证明　因为复根共轭地成对出现，所以[image: alt]
 ＝a－bi也是式（5.3）的rj
 重复根，由欧拉（Euler）公式，

　　[image: alt]


以及yjk

 ＝xk
 e（a＋bi）x
 与yjk

 ＝xk
 e（a－bi）x
 都是式（5.1）的解，再由第四章的§4.3线性微分方程解的结构定理（或L算子的线性性），从而

　　[image: alt]


也是式（5.1）的解．

引理5.4　实值函数组在复数范围内线性无关的充分必要条件是它们在实数范围内线性无关．

证明　必要性是显然的，充分性由下面的事实得到．设实值函数组为fj
 （x）（j＝1，2，…，m），若有复数cj
 ＝aj
 ＋bj
 i，使得等式

　　[image: alt]
 cj
 fj
 （x）＝0

成立，则

　　0＝[image: alt]
 cj
 fj
 （x）＝[image: alt]
 aj
 fj
 （x）＋i[image: alt]
 bj
 fj
 （x），

从而有

[image: alt]
 aj
 fj
 （x）＝0　与　[image: alt]
 bj
 fj
 （x）＝0．

因为fj
 （x）（j＝1，2，…，m）在实数范围内是线性无关的，故

　　aj
 ＝bj
 ＝0（j＝1，2，…，m），

即有

　　cj
 ＝0（j＝1，2，…，m）．

由上面的引理5.3与5.4，当λj
 是复数时，用解xk
 eax
 cosbx与xk
 eax
 sinbx（k＝0，1，…，rj
 －1）代替相应的解yjk

 ＝xk
 eλi
 x
 与[image: alt]
 后，它们仍是式（5.1）的基本解组．因此就有下面的定理

定理5.2　设在复数范围内，常系数齐次线性微分方程（5.1）的基本解组为式（5.9），又设式（5.6）中的复数根为λj
 ＝aj
 ＋bj
 i（j＝1，2，…，2m），且λq
 ＝[image: alt]
 （q＝1，2，…，m）（复根成对出现），实数根为λj
 （j＝2m＋1，2m＋2，…，s），则式（5.1）的基本解组为

[image: alt]


它的通解是

　　[image: alt]


式中[image: alt]
 （q＝0，1，2）是任意的实数．

有了这些齐次方程的通解，要得到非齐次方程的通解，由第四章非齐次方程解的结构定理，只需去找非齐次方程的一个特解，而这个特解可以由齐次方程的通解用常数变易法或齐次化原理，或者根据非齐次方程的右端的特殊形式，用待定函数法来求出，从而得到非齐次方程的通解．我们通过下面求方程解的例子来说明．

例5.3　求解方程L［y］＝y″＋5y′＋4y＝f（x）．

解　特征方程为

　　f（λ）＝λ2
 ＋5λ＋4＝0，

　　f（λ）＝（λ＋1）（λ＋4）；

特征根为λ＝－1，－4；齐次方程的通解为

　　y＝C1
 e－x
 ＋C2
 e－4x
 ；

求非齐次方程的一个特解（齐次化原理）．

第一步：求齐次方程满足如下初始条件的解z（x，ξ）（ξ为参数）：

　　y（ξ）＝0，y′（ξ）＝f（ξ）．

由上面的通解，得到

　　C1
 e－ξ
 ＋C2
 e－4ξ
 ＝0

与

　　－C1
 e－ξ
 －4C2
 e－4ξ
 ＝f（ξ），

故

　　C1
 ＝[image: alt]
 f（ξ）e－ξ
 ，　C2
 ＝－[image: alt]
 f（ξ）e－4ξ
 ．

所以Green函数是

　　[image: alt]


第二步：对G（x，ξ）f（ξ）关于ξ积分，得到非齐次方程的一个特解：

　　y*
 ＝[image: alt]
 f（ξ）（e－x＋ξ
 －e－4x＋4ξ
 ）dξ．

所以，非齐次方程的通解为

　　y＝C1
 e－x
 ＋C2
 e－4x
 ＋[image: alt]
 f（ξ）（e－x＋ξ
 －e－4x＋4ξ
 ）dξ．

例5.4　求解方程L［y］＝y″－2y′＋y＝f（x）．

解　特征方程为

　　f（λ）＝λ2
 －2λ＋1＝0，

　　f（λ）＝（λ－1）2
 ；

特征根为λ＝1；齐次方程的通解为

　　y＝（C1
 ＋C2
 x）ex
 ；

求非齐次方程的一个特解（常数变易法）．

令y1
 ＝ex
 ，y2
 ＝xex
 和

（a）y＝C1
 （x）y1
 ＋C2
 （x）y2
 ．

求导，得

　　y′＝C′1
 （x）y1
 ＋C′2
 （x）y2
 ＋C1
 （x）y′1
 ＋C2
 （x）y′2
 ．

令

（1）C′1
 （x）y1
 ＋C′2
 （x）y2
 ＝0，

则

（b）y′＝C1
 （x）y′1
 ＋C2
 （x）y′2
 ．

再求导，得

（c）y″＝C′1
 （x）y′1
 ＋C′2
 （x）y′2
 ＋C1
 （x）y″1
 ＋C2
 （x）y″2
 ．

把式（a），（b）与（c）代入非齐次方程，得到

（2）C′1
 （x）y′1
 ＋C′2
 （x）y′2
 ＝f（x）．

因此，方程的基本解矩阵，逆矩阵和Wronsky行列式分别为

　　[image: alt]


所以，

　　［C′1
 （x），C′2
 （x）］T
 ＝Y－1
 ［0，f（x）］T


　　　　　　　　　　　　　＝［－xf（x），f（x）］T
 e－x
 ，

　　C1
 （x）＝－∫xf（x）e－x
 dx，

　　C2
 （x）＝∫f（x）e－x
 dx．

非齐次方程的一个特解为

　　y*
 ＝［－∫xf（x）e－x
 dx＋x∫f（x）e－x
 dx］ex
 ，

非齐次方程的通解为

y＝（C1
 ＋C2
 x）ex
 ＋［－∫xf（x）e－x
 dx＋x∫f（x）e－x
 dx］ex
 ．

例5.5　求解方程L［y］＝[image: alt]
 ＋6y″＋12y′＋8y＝8x2
 ．

解　特征方程为

　　f（λ）＝λ3
 ＋6λ2
 ＋12λ＋8＝0，

　　f（λ）＝（λ＋2）3
 ；

特征根为λ＝－2；齐次方程的通解为

　　y＝（C1
 ＋C2
 x＋C3
 x2
 ）e－2x
 ．

非齐次方程的一个特解，可以用例5.3或例5.4中的常数变易法或齐次化原理来求出，但是由于方程的右端为x2
 ，我们可以找待定函数y*
 ＝ax2
 ＋bx＋c（a，b和c是待定常数）形式的解，把它代入方程，得到

　　12a＋24ax＋12b＋8ax2
 ＋8bx＋8c＝8x2
 ，

故

　　a＝1，b＝－3，c＝3；

非齐次方程的一个特解为y*
 ＝x2
 －3x＋3，非齐次方程的通解为

　　y＝（C1
 ＋C2
 x＋C3
 x2
 ）e－2x
 ＋x2
 －3x＋3．

例5.6　求解方程L［y］＝[image: alt]
 －2y″＋y′－2y＝2ex
 ．

解　特征方程为

　　f（λ）＝λ3
 －2λ2
 ＋λ－2＝0，

　　f（λ）＝（λ2
 ＋1）（λ－2）；

特征根为λ＝i，－i，2；齐次方程的通解为

　　y＝c1
 eix
 ＋c2
 e－ix
 ＋c3
 e2x


或

　　C1
 cosx＋C2
 sinx＋C3
 e2x
 ．

非齐次方程的一个特解，也可以用例5.3或例5.4中的常数变易法或齐次化原理来求出，但是由于方程的右端为ex
 ，我们可以找待定函数y*
 ＝aex
 （a是待定常数）形式的解，把它代入方程，得到

　　（a－2a＋a－2a）ex
 ＝2ex
 ，

故a＝－1；非齐次方程的一个特解为y*
 ＝－ex
 ；非齐次方程的通解为

　　y＝C1
 cosx＋C2
 sinx＋C3
 e2x
 －ex
 ．

例5.7　求解方程L［y］＝[image: alt]
 －3y″＋4y′－2y＝ex
 ．

解　特征方程为

　　f（λ）＝λ3
 －3λ2
 ＋4λ－2＝0，

　　f（λ）＝（λ－1－i）（λ－1＋i）（λ－1）；

特征根为λ＝1＋i，1－i，1；齐次方程的通解为

　　y＝c1
 e（1＋i）x
 ＋c2
 e（1－i）x
 ＋c3
 ex


或

　　C1
 ex
 cosx＋C2
 ex
 sinx＋C3
 ex
 ．

要找非齐次方程的一个特解，如果我们仍像例5.6一样，找待定函数y*
 ＝aex
 （a是待定常数）形式的解，因为它总是齐次方程的解，就无法确定a，使它满足非齐次方程．为此，找待定函数y*
 ＝axex
 （a是待定常数）形式的解，把它代入方程，得到

　　（3a－6a＋4a）ex
 ＝ex
 ，

故a＝1；非齐次方程的一个特解为y*
 ＝xex
 ，非齐次方程的通解为

　　y＝C1
 ex
 cosx＋C2
 ex
 sinx＋C3
 ex
 ＋xex
 ．

例5.8　求解方程

　　L［y］＝y（4）
 ＋4[image: alt]
 ＋8y″＋8y′＋4y＝0．

解　特征方程为

　　f（λ）＝λ4
 ＋4λ3
 ＋8λ2
 ＋8λ＋4

　　　　　＝［（λ＋1）2
 ＋1］2


　　　　　＝（λ＋1－i）2
 （λ＋1＋i）2


　　　　　＝0；

特征根为λ＝－1＋i，－1－i；齐次方程的通解为

　　y＝（c1
 ＋c2
 x）e（－1＋i）x
 ＋（c3
 ＋c4
 x）e（－1－i）x


或

　　y＝（C1
 ＋C2
 x）e－x
 cosx＋（C3
 ＋C4
 x）e－x
 sinx．

注5.1　在上面的例子中，我们用小写ci
 表示任意的复常数，用大写Ci
 表示任意的实常数，通常的要求是取一个有任意实常数的通解．

在上面的例5.3～5.7中，我们看到，求非齐次方程的一个特解，原则上都可以由常数变易法或齐次化原理来求出，但是，当方程的右端为特殊的形式时，我们可以找与右端有类似形式的待定函数解，它要比用常数变易法或齐次化原理来求解更方便．问题在于方程的右端哪些形式可以这样去做，常见的简单类型是

（1）Pm
 （x）eλx
 ，其中Pm
 （x）为m次多项式．特别当λ＝0时，即为多项式Pm
 （x）．

（2）Pm
 （x）eλx
 cosax或Pm
 （x）eλx
 sinax．当λ＝0时，即为Pm
 （x）cosax或Pm
 （x）sinax的形式，当λ＝0和m＝0时，则为cosax或sinax的形式．

（3）以上（1）、（2）类型函数的代数和．

为了方便起见，我们以二阶常系数线性微分方程为例说明上述情况．

情况（1）　L［y］＝y″＋py′＋qy＝Pm
 （x）eλx
 ．（5.24）1


容易想到，该方程的特解可设为y＝Q（x）eλx
 ，其中Q（x）为待定多项式．计算

　　y′＝［λQ（x）＋Q′（x）］eλx
 ，

　　y″＝［λ2
 Q（x）＋2λQ′（x）＋Q″（x）］eλx
 ．

代入方程，得到

　　［Q″（x）＋（2λ＋p）Q′（x）＋（λ2
 ＋pλ＋q）Q（x）］eλx


　　　　　＝Pm
 （x）eλx
 ，　　（5.25）

即

　　Q″（x）＋（2λ＋p）Q′（x）＋（λ2
 ＋pλ＋q）Q（x）

　　　　＝Pm
 （x）．　　（5.26）

由此可分析得出

（a）当λ不是方程的特征根时，即λ2
 ＋pλ＋q≠0，则Q（x）必须也是m次多项式，由式（5.26）可以定出m次多项式Q（x）的系数，得到的m次多项式记为Qm（x），则特解为y＝Qm
 （x）eλx
 ．

（b）当λ是方程的单特征根时，即2λ＋p≠0与λ2
 ＋pλ＋q＝0，则

　　Q″（x）＋（2λ＋p）Q′（x）＝Pm
 （x）．　　（5.26）1


由此可知Q（x）必须是m＋1次多项式，由式（5.26）1可以定出m＋1次多项式Q（x）的系数，得到的m＋1次多项式记为Qm＋1
 （x），则特解为y＝Qm＋1
 （x）eλx
 ．

（c）当λ是方程的重特征根时，即2λ＋p＝0与λ2
 ＋pλ＋q＝0，则

　　Q″（x）＝Pm
 （x）．　　（5.26）2


由此可知Q（x）必须是m＋2次多项式，由式（5.26）2
 可以定出m＋2次多项式Q（x）的系数，且可设零次和一次幂的系数为零（为什么？请读者自己考虑），得到的m＋2次多项式记为Qm＋2
 （x），则特解为y＝Qm＋2
 （x）eλx
 ．

例5.9　L［y］＝y″－2y′＋y＝f（x），当

（1）f（x）＝xex
 ，（2）f（x）＝x2


时，求通解．

解　（1）齐次方程的通解为y＝（C1
 ＋C2
 x）ex
 ，为求非齐次方程的特解y*
 ，由于λ＝1是二重根，Q（x）必须是3次多项式，可设特解为

　　y*
 ＝（Ax3
 ＋Bx2
 ）ex


（想一想为什么不要有Cx＋D的一次式），代入方程后，得到

　　（Ax3
 ＋Bx2
 ）″＝x，

即

　　A＝[image: alt]
 ，B＝0，

所以，特解为

　　y*
 ＝[image: alt]
 x3
 ex
 ，

非齐次方程的通解为

　　y＝（C1
 ＋C2
 x）ex
 ＋[image: alt]
 x3
 ex
 ．

（2）由于λ＝0不是特征根，Q（x）必须是2次多项式，可设特解为

　　y*
 ＝Ax2
 ＋Bx＋C

（想一想为什么要有Bx＋C的一次式），代入方程后，得到

　　2A－2（2Ax＋B）＋Ax2
 ＋Bx＋C＝x2
 ，

即

　　A＝1，B＝4，C＝6．

所以，非齐次方程的通解为

　　y＝（C1
 ＋C2
 x）ex
 ＋x2
 ＋4x＋6．

情况（2）　L［y］＝y″＋py′＋qy＝Pm
 （x）eλx
 cosax或Pm
 （x）eλx
 sinax．

（5.24）2


由式（5.3）算子L的线性性质

　　L［ay＋bz］＝aL［y］＋bL［z］，

容易知道：当y＝y1
 （x）＋iy2
 （x）是L［y］＝U（x）＋iV（x）的一个特解，其中y1
 （x），y2
 （x），U（x）与V（x）是实函数，i是虚数单位，则y1
 为L［y］＝U（x）的解，而y2
 为L［y］＝V（x）的解．据此，情况（2）就可以化为情况（1）来处理，即先求L［y］＝Pm
 （x）e（λ＋ai）x
 的特解

　　[image: alt]


就得到[image: alt]
 为L［y］＝Pm
 （x）eλx
 cosax的特解，[image: alt]
 为L［y］＝Pm
 （x）eλx
 sinax的特解．

例5.10　求解方程L［y］＝y″－2y′＋y＝sinx．

解　齐次方程的通解为y＝（C1
 ＋C2
 x）ex
 ，为求非齐次方程的特解y*
 ，可先求L［y］＝eix
 的特解，由情况（1），可令y*
 ＝Aeix
 ，代入方程后，解得A＝[image: alt]
 ，故

　　y*
 ＝[image: alt]
 eix
 ＝－[image: alt]
 sinx＋i[image: alt]
 cosx．

所以，L［y］＝sinx的特解为[image: alt]
 cosx，从而，非齐次方程的通解为

y＝（C1
 ＋C2
 x）ex
 ＋[image: alt]
 cosx．

情况（3）　如同情况（2），有如下的结论：当y1
 与y2
 分别是L［y］＝f1
 （x）与L［y］＝f2
 （x）的特解时，则y1
 （x）＋y2
 （x）是L［y］＝f1
 （x）＋f2
 （x）的一个特解．据此，情况（3）也就可以化为情况（1）来处理．

例5.11　求解方程L［y］＝y″－2y′＋y＝sinx＋x2
 ．

解　根据上面例子的结果，齐次方程的通解为

　　y＝（C1
 ＋C2
 x）ex
 ，

y1
 ＝x2
 ＋4x＋6是L［y］＝x2
 的特解，y2
 ＝[image: alt]
 cosx是L［y］＝sinx的特解，从而，非齐次方程的通解为

　　y＝（C1
 ＋C2
 x）ex
 ＋x2
 ＋4x＋6＋[image: alt]
 cosx．

上述特殊右端的二阶常系数线性微分方程的解法，对高阶方程也是适用的，我们用下面的例子来说明．

例5.12　求解方程L［y］＝[image: alt]
 －3y″＋3y′－y＝xex
 ．

解　因为λ＝1是三重特征根，容易求出齐次方程的通解为

　　y＝（C1
 ＋C2
 x＋C3
 x2
 ）ex
 ，

故可设特解为

　　y*
 ＝x3
 （Ax＋B）ex
 ，

代入方程，得

　　24Ax＋6B＝x，

从而

　　A＝[image: alt]
 ，B＝0．

所以，非齐次方程的通解为

　　y＝（C1
 ＋C2
 x＋C3
 x2
 ＋[image: alt]
 x4
 ）ex
 ．

从上面的例子看到，当方程的右端是多项式与指数函数（包括三角函数）乘积时，非齐次方程也有类似形式的特解．事实上，我们有如下的定理

定理5.3　设L［y］＝u（x）eλx
 ，其中u（x）是一个多项式，L［y］的特征方程有分解式（5.6），则它有v（x）eλx
 形式的特解．其中v（x）也是一个多项式，当λ≠λj
 （j＝1，2，…，s）时，多项式v（x）的次数是与u（x）的次数一样的，当λ＝λj
 时，多项式v（x）的次数比多项式u（x）的次数高rj
 ．

这个定理请读者自己证明或见文献［A-11］．

§5．2　特殊类型的线性微分方程

对变系数的线性微分方程，有一些是能通过变换化为常系数方程的特殊类型，或者通过已知的一些特解，可以去求其他特解，或者可用幂级数解法来求解．这一节我们讨论这些特殊情况．

一、欧拉（Euler）方程

齐次线性微分方程

　　L［y］≡xn
 y（n）
 ＋a1
 xn－1
 y（n－1）
 ＋…＋an－1
 xy′＋an
 y

　　　　　＝0，　　（5.27）

式中ai
 （i＝1，2，…，n）是常数，称为欧拉方程．

欧拉方程（5.27）可以通过自变量变换化为常系数线性微分方程，具体做法如下：

令

　　x＝et
 ，　　（5.28）

则

　　[image: alt]


（5.29）诸式代入式（5.27），就得到自变量为t的常系数线性微分方程，它可以按上节做法求解．

例5.13　求解方程L［y］＝x2
 y″－xy′－3y＝0．

解　作式（5.26）的自变量变换，得到

　　－[image: alt]
 y
 ＋[image: alt]
 y－[image: alt]
 y－3y＝0，

　　[image: alt]
 y－2[image: alt]
 y－3y＝0．

特征方程为λ2
 －2λ－3＝0，所以，通解为y＝C1
 e－t
 ＋C2
 e3t
 ，回到原自变量，得到通解为y＝C1
 [image: alt]
 ＋C2
 x3
 ．

注5.2　从欧拉方程可见，当x＝0时，方程有奇性，上面假定是在x＞0的范围内．当考虑在x＜0的范围内时，可设x＝－et
 ，得到的结果是一样的．

注5.3　求解欧拉方程的另一个方法是找形如xλ
 的特解，xλ
 代入方程后，得到I（λ）xλ
 ＝0，其中I（λ）是n次多项式，称为指数方程（indicial equation）或特征方程，满足I（λ）＝0的任一个λ对应一个方程的特解xλ
 ．对例5.13，指数方程为

　　I（λ）＝λ（λ－1）－λ－3，

则λ＝－1，3，通解为

　　y＝C1
 [image: alt]
 ＋C2
 x3


（读者可以想一想当指数方程有重根或复根时怎样做）．

二、可降阶方程

考虑一般的变系数齐次线性微分方程

L［y］≡y（n）
 ＋p1
 （x）y（n－1）
 ＋…＋pn－1
 （x）y′＋pn
 （x）y

　　　＝0．　　（5.30）

我们知道，当n＝1时，有通解y＝Ce－∫p1
 （x）dx
 ，当n＞1时，一般不能如n＝1时那样求解，但是，当已知L［y］＝0的一个非零解时，它可以化为n－1阶线性微分方程求解，特别是n＝2时，可以求出通解．

定理5.4　设y1
 是L［y］＝0的一个非零解，则作变量变换

　　y＝y1
 u，　　（5.31）

可化式（5.30）为u′的n－1阶线性微分方程．

证明　由式（5.31），计算

　　[image: alt]


式（5.31）与（5.32）代入式（5.30），得到

　　[image: alt]


式（5.33）中u（0）
 ＝u的系数是[image: alt]
 ＝L［y1
 ］＝0，即式（5.33）是u′的n－1阶线性微分方程．

当n＞2时，如果再已知式（5.30）的另一个特解y2
 ，且y2
 ≠0，则u′＝（y2
 /y1
 ）′是式（5.33）的一个解，类似地应用定理5.4，又可以使式（5.33）化为n－2阶的方程求解．一般地，知道了式（5.30）的k个线性无关的特解，可以把式（5.30）化为n－k阶的方程求解．

特别当n＝2时，经过式（5.31）的变量变换后，得到

　　y1
 u″＋［p1
 （x）y1
 ＋2y′1
 ］u′＝0，

即

　　u″＋［p1
 （x）＋2y′1
 /y1
 ］u′＝0　（u′的一阶线性方程），　　（5.34）

解得

　　[image: alt]


即

　　[image: alt]


所以，得到的另一个特解为

　　[image: alt]


式（5.36）也称为Liouville公式，这是一个非常重要的公式．式（5.30）当n＝2时的通解为

　　[image: alt]


例5.14　L［y］＝xy″－2y′＋[image: alt]
 y＝0，已知L［y］＝0在0＜x＜π内的一个解y1
 ＝xsinx，求它的通解．

解　经过变量变换式（5.31）后，得到

　　（x2
 sinx）u″＋（2x2
 cosx）u′＝0，

　　u′＝csc2
 x，

　　u＝－cotx，

　　y2
 ＝y1
 u＝－xcosx，

所以通解为

　　y＝C1
 y1
 ＋C2
 y2
 ＝x（C1
 sinx－C2
 cosx）．

例5.15　L［y］＝[image: alt]
 －4y″＋5y′－2y＝0，已知L［y］＝0的一个解y1
 ＝ex
 ，应用式（5.31）的变量变换，将它化为为u′的二阶方程．

解　经过式（5.31）的变量变换后，得到

　　y＝y1
 u＝ex
 u，

　　y′＝ex
 （u＋u′），

　　y″＝ex
 （u＋2u′＋u″），

　　[image: alt]
 ＝ex
 （u＋3u′＋3u″＋[image: alt]
 ）．

代入方程，得到

　　ex
 [image: alt]
 －ex
 u″＝0，

　　u″＝C1
 ex
 ，

　　u＝C1
 ＋C2
 x＋C3
 ex
 ．

从而，通解为

　　y＝y1
 （C1
 ＋C2
 x＋C3
 ex
 ）

　　　＝（C1
 ＋C2
 x）ex
 ＋C3
 e2x
 ．

注意这个例子是常系数方程，这里仅是为了说明降阶的做法．

三、Legendre方程与Bessel方程

用分离变量法解偏微分方程时，会遇到在x＝0附近求解下列变系数线性方程

　　（1－x2
 ）y″－2xy′＋λy＝0　　（5.38）

和

　　x2
 y″＋xy′＋（x2
 －ν2
 ）y＝0，　　（5.39）

式中ν（≥0）和λ均为常数．式（5.38）称为Legendre方程，式（5.39）称为ν阶Bessel方程．一般情况下，这两类方程的非零解不能用初等函数或初等函数的积分表示．这里需要介绍一种新的解法——幂级数法．此解法的思路是求方程在x＝0附近的解析解，即

　　y＝[image: alt]
 an
 xn
 ．　　（5.40）

我们先以Legendre方程为例说明其解法．假设方程（5.38）有形如式（5.40）的解．据幂级数性质，有

　　y′＝[image: alt]
 nan
 xn－1
 ，

　　y″＝[image: alt]
 n（n－1）an
 xn－2
 ．

把它们代入式（5.38）得

（1－x2
 ）[image: alt]
 n（n－1）an
 xn－2
 －2[image: alt]
 nan
 xn
 ＋λ[image: alt]
 an
 xn
 ＝0．

把上式的左端写成[image: alt]
 bn
 xn
 的形式，然后根据幂级数展式是唯一的，得bn
 ＝0，n＝0，1，2，…，即

　　bn
 ＝（n＋2）（n＋1）an＋2
 －［n（n＋1）－λ］an


　　　＝0　（n＝0，1，2，…），　　（5.41）

由此可解得

[image: alt]


现取a0
 ＝1，a1
 ＝0（为什么？请读者自己考虑），得方程（5.38）的一个特解

[image: alt]


再取a0
 ＝0，a1
 ＝1又得另一个特解

[image: alt]


用D’Alembert判别法容易判定幂级数式（5.44）和式（5.45）在|x|＜1内是绝对收敛的．可验证y1
 （x）和y2
 （x）是线性无关的（留作习题，请读者自己考虑），故方程（5.38）的通解为

　　y＝C1
 y1
 （x）＋C2
 y2
 （x）．　　（5.46）

从以上可看出，幂级数法求解过程其实就是待定系数法．那在什么条件下方程有幂级数解？我们有下述定理

定理5.5　设方程

　　y″＋p（x）y′＋q（x）y＝0　　（5.47）

中的p（x）和q（x）在|x|＜R（R可以是∞）内可展成幂级数：

　　p（x）＝[image: alt]
 pn
 xn
 ，

　　q（x）＝[image: alt]
 qn
 xn
 ，

则方程（5.47）的解在|x|＜R内也能展成幂级数

y＝[image: alt]
 an
 xn
 ，

式中an
 （n＝0，1，…）可由待定系数法确定（见文献［A-10］）．

从上面y1
 （x）和y2
 （x）的表示式可看出，当

　　λ≠l（l＋1）　（l＝0，1，…）

时，y1
 （x）和y2
 （x）都是无穷项的幂级数，且当x→±1时均为无穷大（证明可参见文献［B-5］）；当

　　λ＝l（l＋1）　（l＝0，1，…）

时，y1
 （x）和y2
 （x）中有一个为l次的多项式，另一个为无穷项幂级数，且当x→±1时为无穷大．例如，当λ＝l（l＋1），l是非负偶数时，y1
 （x）是l次多项式，y2
 （x）是无穷级数；当l为正奇数时，y1
 （x）是无穷级数，y2
 （x）是l次多项式．即Legendre方程只有当λ＝l（l＋1），l是非负整数时，才有在［－1，1］上有界的非零解．

我们把方程（5.38）当λ＝l（l＋1），l为非负整数时的多项式的解记为Pl
 （x），并令Pl
 （1）＝1．Pl
 （x）通常称为l阶Legendre多项式．而把另一解记为Ql
 （x）（Ql
 （x）必为无穷级数），Ql
 （x）通常称为l阶第二类Legendre函数．这时方程（5.38）的通解可表示为

　　y＝c1
 Pl
 （x）＋c2
 Ql
 （x）．　　（5.48）

关于Legendre多项式我们有如下的简洁表示式

　　Pl
 （x）＝[image: alt]
 （x2
 －1）l
 ，　　（5.49）

式（5.49）称为Rodrigues公式．在本章习题第9题中我们给出了Rodrigues公式证明的思路，请读者自行完成．在第七章我们将对Legendre多项式的性质作进一步的介绍．

细心的读者也许发现，Bessel方程（5.39）并不满足定理5.5的条件．读者也可自行验证，对一般的ν（≥0），方程（5.39）没有形如式（5.40）的非零解！针对这种情况，我们有如下定理

定理5.6　设方程

　　x2
 y″＋xp（x）y′＋q（x）y＝0　　（5.50）

中的p（x）和q（x）在|x|＜R（R可为∞）内能展成幂级数

　　p（x）＝[image: alt]
 pn
 xn
 ，

　　q（x）＝[image: alt]
 qn
 xn
 ，

且

　　（p0
 －1）2
 －4q0
 ≥0，　　（5.51）

则方程（5.50）于0＜|x|＜R内存在广义幂级数解

　　y＝xc
 [image: alt]
 an
 xn
 ，　　（5.52）

其中c为某实常数，a0
 ≠0，an
 （n＝0，1，…）可由待定系数法确定．

证明　可见文献［A-10］．

易见Bessel方程（5.39）满足定理5.6中的条件．设其广义幂级数解为

　　y＝xc
 [image: alt]
 an
 xn
 ，　　（5.53）

求出y′和y″，代入式（5.39），经整理得

　　a0
 （c2
 －ν2
 ）＋a1
 ［（c＋1）2
 －ν2
 ］x＋

　　[image: alt]
 ｛［（c＋n＋2）2
 －ν2
 ］an＋2
 ＋an
 ｝xn＋2
 ＝0　（x≠0），

于是有

　　a0
 （c2
 －ν2
 ）＝0，　　（5.54）

　　a1
 ［（c＋1）2
 －ν2
 ］＝0，　　（5.55）

　　［（c＋n＋2）2
 －ν2
 ］an＋2
 ＋an
 ＝0　（n＝0，1，…）．　　（5.56）

因a0
 ≠0，由式（5.54）式可得c＝±ν．取c＝ν，将它代入式（5.55）并注意到ν≥0，得a1
 ＝0．由此及式（5.56）可得a2n＋1
 ＝0（n＝0，1，…）．由式（5.56）可知a2n
 可由a0
 来表示，经计算得

　　[image: alt]


于是得到方程（5.39）的一个解

　　[image: alt]


式中a0
 为任意非零常数．通常取a0
 ＝[image: alt]
 ，于是

　　[image: alt]


称式（5.58）为ν阶第一类Bessel函数，记作Jν
 （x）．容易判定，广义幂级数式（5.58）是处处收敛的．

由Liouville公式，可得方程（5.39）的通解为

　　y＝c1
 Jν
 （x）＋c2
 Zν
 （x），　　（5.59）

式中

　　Zν
 （x）＝Jν
 （x）∫[image: alt]
 ．　　（5.60）

对任意实数ν，我们把广义幂级数式（5.58）的和函数仍记为Jν
 （x）．当ν＜0时，Jν
 （x）在0＜|x|＜∞内有意义（ν＝－N，N为非负整数时，根据Γ函数的性质，此时级数求和[image: alt]
 应理解为[image: alt]
 ）．下面我们不加证明地给出Jν
 （x）和Zν
 （x）的一些性质．

（1）Jν
 （x）有无穷多个实零点，且关于原点是对称的；

（2）除x＝0外，Jν
 （x）与Jν＋1
 （x）没有相同的零点；

（3）除x＝0可能是Jν
 （x）的重零点外，Jν
 （x）没有重零点；

（4）Jν
 （x）（ν＞－1）没有复零点；

（5）[image: alt]
 Zν
 （x）＝∞（该性质的证明可参看定理7.7的证明）．

在解偏微分方程时，还会遇到下面所谓的ν阶虚宗量Bessel方程

　　x2
 y″＋xy′－（x2
 ＋ν2
 ）y＝0　（ν≥0）．　　（5.61）

作变换t＝ix，式（5.61）可化为Bessel方程

　　t2
 y″＋ty′＋（t2
 －ν2
 ）y＝0，

则可得原方程的一个解

　　[image: alt]


记其为Iν
 （x），称为ν阶第一类虚宗量Bessel函数（在Jν
 （ix）前乘上i－ν
 是限于用实函数来表示解）．于是由Liouville公式，方程（5.61）的通解为

　　y＝c1
 Iν
 （x）＋c2
 Wν（x），　　（5.63）

式中　　Wν（x）＝Iν
 （x）∫[image: alt]
 ．　　（5.64）

由前述的Jν
 （x）的性质（4），易得Iν
 （x）的一个重要性质：Iν
 （x）（ν≥0）没有实零点．在第七章我们还将给出Bessel函数的一些有关正交、完备等性质．

§5．3　常系数线性微分方程组

这一节我们采用第四章的矩阵记号，考虑如下的常系数线性微分方程组

　　[image: alt]
 Y（x）＝AY（x）＋F（x），　　（5.65）

式中

　　[image: alt]


是常数矩阵，

　　[image: alt]


　　[image: alt]


由于有第四章§4.4的常数变易法与齐次化原理，所以我们主要研究齐次线性微分方程组的解法，即考虑

　　[image: alt]
 Y（x）＝AY（x）．　　（5.68）

如在§5.1的高阶方程情况，我们求如下形式的解

　　Y（x）＝Veλx
 ，　　（5.69）

式中

　　[image: alt]


是不为零的常向量．

式（5.69）代入式（5.68），得到

　　（A－λI）V＝0　（I为单位矩阵）．　　（5.71）

式（5.71）有非零解的充分必要条件是系数矩阵的行列式为零，即

　　φ（λ）≡det［A－λI］＝0．　　（5.72）

式（5.72）称为方程组（5.68）的特征方程，其根λ称为特征根，n次多项式φ（λ）称为特征多项式．

设在复数范围内φ（λ）有如下的分解式：

　　φ（λ）＝（－1）n
 （λ－λ1
 ）r1

 （λ－λ2
 ）r2

 …（λ－λs）rs

 ，　　（5.73）

其中λ1
 ，λ2
 ，…，λs
 是互不相同的特征根（可能是复根），r1
 ，r2
 ，…，rs
 分别是它们的重数，满足r1
 ＋r2
 ＋…＋rs
 ＝n．从上面的分析，我们有

定理5.7　设方程组（5.68）有n个不同的特征根λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ，则它的通解为

　　Y（x）＝c1
 V1
 eλ1
 x
 ＋c2
 V2
 eλ2
 x
 ＋…＋cn
 Vn
 eλn
 x
 ，　　（5.74）

其中c1
 ，c2
 ，…，cn
 为任意复常数，V1
 ，V2
 ，…，Vn
 分别是式（5.71）相应于λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 的非零解（特征向量）．

证明　显然，每一个Vi
 eλ
 ix（i＝1，2，…，n）都是式（5.68）的解，而且它们是线性无关的，从而是式（5.68）的基本解组，所以式（5.74）是通解．

要得到实的通解，只要注意复特征根必成对共轭地出现，如λ1
 ＝a＋ib是复特征根，式（5.71）对应λ1
 的非零解为V1
 ＝P＋iQ，则λ2
 ＝a－ib也是复特征根，且对应的特征向量为V2
 ＝P－iQ，则

　　[image: alt]
 （V1
 eλ1
 x
 ＋V2
 eλ2
 x
 ）＝eax
 （Pcosbx－Qsinbx）

与

　　[image: alt]
 （V1
 eλ1
 x
 ＋V2
 eλ2
 x
 ）＝eax
 （Psinbx＋Qcosbx）

是实的特解，它们可以代替V1
 eλ1
 x
 与V2
 eλ2
 x
 而不改变基本解组的性质，类似地，对所有的复根情况作这样替代，就可以得到实的基本解组，从而构成实系数组成的通解．

例5.16　当

　　[image: alt]


时，求式（5.68）的通解．

解　（1）式（5.68）的特征方程为

　　φ（λ）≡det（A－λI）＝λ2
 －8λ＋15＝0；

特征根为λ＝3，5；满足式（5.72）的特征向量分别为

　　[image: alt]


式（5.68）的线性无关的解组为V1
 e3x
 ，V2
 e5x
 ；式（5.68）的通解为

　　[image: alt]


即

　　y1
 （x）＝C1
 e3x
 ＋C2
 e5x
 ，

　　y2
 （x）＝C1
 e3x
 ＋3C2
 e5x
 ．

（2）式（5.68）的特征方程为

　　φ（λ）≡det（A－λI）＝λ2
 －4λ＋13＝0；

特征根为λ＝2＋3i，2－3i；满足式（5.72）的特征向量分别为

　　[image: alt]


式（5.68）的线性无关的解组为V1
 e（2＋3i）x
 ，V2
 e（2－3i）x
 ；式（5.68）的通解为

　　Y（x）＝c1
 V1
 e（2＋3i）x
 ＋c2
 V2
 e（2－3i）x
 ，

即

　　y1
 （x）＝c1
 e（2＋3i）x
 ＋c2
 e（2－3i）x
 ，

　　y2
 （x）＝－3ic1
 e（2＋3i）x
 ＋3ic2
 e（2－3i）x
 ．

式（5.68）的线性无关的解组为

　　[image: alt]


式（5.68）的通解为

　　Y（x）＝C1
 U1
 ＋C2
 U2
 ，

或　　　y1
 （x）＝C1
 e2x
 cos3x＋C2
 e2x
 sin3x，

　　y2
 （x）＝3C1
 e2x
 sin3x－3C2
 e2x
 cos3x．

对特征方程有重根的情况，有下面的定理

定理5.8　设λ0
 是方程组（5.68）的特征方程（5.72）的k重根，则方程组（5.68）有k个如下形式的线性无关解

　　Y（x）＝（V0
 ＋V1
 x＋…＋[image: alt]
 Vk－2
 xk－2
 ＋

　　　　　　[image: alt]
 Vk－1
 xk－1
 ）eλ0
 x
 ，　　（5.75）

式中V0
 ，V1
 ，…，Vk－2
 ，Vk－1
 是满足下面关系式常向量

　　[image: alt]


证明　将式（5.75）代入式（5.68），由式（5.76）可见，式（5.75）是解．又从式（5.76），V0
 满足下面的关系式

　　（A－λ0
 I）k
 V0
 ＝0．　　（5.77）

根据线性代数中广义特征向量的结论，式（5.77）有k个线性无关的解（广义特征向量），对每一个广义特征向量V0
 ，由式（5.76），作出V1
 ，…，Vk－2
 ，Vk－1
 （可能是零向量），得到k个式（5.75）形式的非零解，它们的线性无关性是显然的．

从定理5.8，与高阶方程类似可得

定理5.9　设方程组（5.68）的特征多项式有式（5.73）的分解式，则它的n个线性无关解为式（5.75）形式

　　[image: alt]


　　　　　　　（k＝ri
 ；l＝1，2，…，ri
 ；i＝1，2，…，s），　　（5.78）

通解为

　　Y（x）＝[image: alt]
 ci，l
 Y（i，l）
 （x），　　（5.79）

式中Y（i，l）
 （x）中的[image: alt]
 满足的关系式是在式（5.76）与式（5.77）中取

　　λ0
 ＝λi
 ，　Vj
 ＝[image: alt]


　　（i＝1，2，…，s；l＝1，2，…，ri
 ；j＝0，1，…，ri
 －1），　　（5.80）

而V[image: alt]
 是式（5.77）的ri
 个线性无关解．

例5.17　当

[image: alt]


时，求式（5.68）的通解．

解　（1）式（5.68）的特征方程为

　　φ（λ）≡det（A－λI）＝－（λ－6）2
 （λ－12）＝0；

特征根为λ＝6，6，12（6是二重根）．

　　[image: alt]


满足方程

　　[image: alt]


的线性无关广义特征向量为

　　[image: alt]


由此得到

　　[image: alt]


注意（A－6I）V0
 ＝0与（A－6I）2
 V0
 ＝0的解是一样的．实际上，如果前者已有两个（根的重数）线性无关广义特征向量，就不必去解后者．

满足方程

　　[image: alt]


的特征向量为

　　[image: alt]


所以，式（5.68）的线性无关的解组为

　　[image: alt]


式（5.68）的通解为

　　Y（x）＝C1
 Y（1，1）
 （x）＋C2
 Y（1，2）
 （x）＋C3
 Y（2，1）
 （x），

即

　　[image: alt]


（2）式（5.68）的特征方程为

　　φ（λ）≡det（A－λI）＝－（λ－6）2
 （λ－12）＝0；

特征根为λ＝6，6，12；

　　[image: alt]


　　[image: alt]


满足方程

　　[image: alt]


的线性无关广义特征向量为

　　[image: alt]


由此得到

　　[image: alt]


　　　　　[image: alt]


　　[image: alt]


　　　　　[image: alt]


满足方程

　　[image: alt]


的特征向量为

　　[image: alt]


所以，式（5.68）的线性无关的解组为

　　[image: alt]


　　[image: alt]


　　[image: alt]


式（5.68）的通解为

　　Y（x）＝C1
 Y（1，1）
 （x）＋C2
 Y（1，2）
 （x）＋C3
 Y（2，1）
 （x），

即

　　y1
 （x）＝［6C1
 x＋C2
 （1－6x）］e6x
 ＋C3
 e12x


　　　　　＝［C2
 ＋6x（C1
 －C2
 ）］e6x
 ＋C3
 e12x
 ，

　　y2
 （x）＝［C1
 （1＋6x）－6C2
 x］e6x
 －C3
 e12x


　　　　　＝［C1
 ＋6x（C1
 －C2
 ）］e6x
 －C3
 e12x
 ，

　　y3
 （x）＝［C1
 （2－6x）＋C2
 （－3＋6x）］e6x
 ＋C3
 e12x


　　　　　＝［2C1
 －3C2
 ＋6x（－C1
 ＋C2
 ）］e6x
 ＋C3
 e12x
 ．

（3）式（5.68）的特征方程为

　　φ（λ）≡det（A－λI）＝－（λ－6）3
 ＝0；

特征根为λ＝6，6，6；

　　[image: alt]


　　（A－6I）3
 ＝0．

满足方程（A－6I）3
 V0
 ＝0的线性无关广义特征向量为

　　[image: alt]


从而，得到

　　[image: alt]


　　　　　[image: alt]


　　[image: alt]


　　　　　[image: alt]


　　[image: alt]


　　　　　[image: alt]


　　[image: alt]


　　　　　[image: alt]


　　　　　[image: alt]


　　[image: alt]


　　　　　[image: alt]


　　[image: alt]


　　　　　　[image: alt]


式（5.68）的线性无关的解组为

　　[image: alt]


　　　　　　[image: alt]


　　[image: alt]


　　　　　　[image: alt]


　　[image: alt]


　　　　　　[image: alt]


式（5.68）的通解为

　　Y（x）＝C1
 Y（1，1）
 （x）＋C2
 Y（1，2）
 （x）＋C3
 Y（1，3）
 （x），

即

y1
 （x）＝［C1
 （1＋3x）＋C2
 （4x＋6x2
 ）＋C3
 （x＋6x2
 ）］e6x
 ，

y2
 （x）＝［C1
 （－3x）＋C2
 （1－6x2
 ）＋C3
 （3x－6x2
 ）］e6x
 ，

y3
 （x）＝［C1
 （3x）＋C2
 （6x2
 ）＋C3
 （1－3x＋6x2
 ）］e6x
 ．

从例5.17我们看到，求常系数线性齐次方程组的解，也如同高阶方程的做法，归结为式（5.72）的特征方程与式（5.77）的广义特征向量的求解问题，即完全归结为线性代数中的问题．为了更清楚理解这一点，我们看如下一个例子．

例5.18　设

　　[image: alt]


把方程组（5.68）写开来就是

[image: alt]
 y1
 ＝λ0
 y1
 ＋y2
 ，

[image: alt]
 y2
 ＝λ0
 y2
 ＋y3
 ，　　（5.82）

[image: alt]
 y3
 ＝λ0
 y3
 ．

求解这个方程组，可以从最后一个方程解起，其通解为

y3
 ＝C3
 eλ0

 x，　　（5.83）

代入第二个线性方程，得到通解为

y2
 ＝（C3
 x＋C2
 ）eλ0

 x，　　（5.84）

最后，代入第一个线性方程，得到通解为

y1
 ＝（C3
 [image: alt]
 ＋C2
 x＋C1
 ）eλ0

 x，　　（5.85）

即

[image: alt]


[image: alt]


容易验证，这与前面的例5.17中求特征方程后求解所得到的结果是一样的．

实际上，当矩阵A如例5.18的J（λ0
 ）形式时，总可以通过逐步求解一阶非齐次线性方程而得到通解．矩阵J（λ0
 ）形式在线性代数中称为若当（Jordan）块，且有如下的重要定理

任何矩阵A在复数范围内都相似于全由这样的若当块组成的对角矩阵J（若当标准形），即存在可逆矩阵B，使得

　　[image: alt]


式中Ji
 （i＝1，2，…，s）是形如J（λ0
 ）的若当块．

由代数中的这个定理，通过函数变换，可以完全解决齐次线性方程组的求解问题．即令

　　Y（x）＝BZ（x），　　（5.88）

则方程组（5.68）成为

　　[image: alt]
 Z＝B－1
 ABZ＝JZ．　　（5.89）

方程组（5.89）就可以像例5.18一样来求解．

例5.19　设

　　[image: alt]


求方程组（5.66）的解．

解　令

　　[image: alt]


则

　　[image: alt]


由此，得到方程组

　　[image: alt]
 Z＝B－1
 ABZ

　　　　[image: alt]


　　　　[image: alt]


它的解Z就是式（5.86）中当λ0
 ＝1时的情况．

总之，求常系数线性齐次方程组的解，可以完全归结为线性代数中求矩阵A的若当标准形或求式（5.72）的特征方程与式（5.77）的广义特征向量的问题，而求常系数高阶线性齐次方程的解，可以完全归结为代数中求式（5.6）的特征多项式因式分解问题．

对于非齐次方程组的情况，如同高阶方程的做法，在齐次方程的基础上，通过基本解矩阵，用常数变易法与齐次化原理或者在方程右端几种特殊情况下，用待定函数法找出特解后，根据解的结构定理得到通解．这里就不再重复，读者可以通过练习熟悉它．

习　题　五

1．求下列常系数齐次线性方程的解．

（1）2y″＋3y′＋y＝0；

（2）y″＋y′＋y＝0；

（3）y″－3y′＝0；

（4）9y″－6y′＋y＝0；

（5）y″－4y′＋29y＝0，y（0）＝0，y′（0）＝5；

（6）[image: alt]
 －6y″＋12y′－8y＝0；

（7）y（5）
 －2y（4）
 ＋[image: alt]
 ＝0；

（8）y（4）
 ＋[image: alt]
 －3y″－y′＋2y＝0；

（9）[image: alt]
 －y″－y′＋y＝0，y（0）＝0，y′（0）＝5，y″（0）＝2；

（10）[image: alt]
 －2y″＋2y′＝0，y（0）＝－2，y′（0）＝0，y″（0）＝4．

2．求下列常系数非齐次线性方程的解．

（1）y″－3y′＋2y＝4x2
 ；

（2）y″＋2y′＋10y＝5xe－2x
 ；

（3）y″＋2y′＋4y＝cos4x；

（4）y″＋y′－6y＝10e2x
 ；

（5）y″＋y＝xsinx；

（6）[image: alt]
 ＋y′＝2x2
 ；

（7）y″＋4y＝－16xcos2x；

（8）y″－2y′＋y＝（3x2
 －7）ex
 ；

（9）y″＋2y′＋5y＝6sin2x＋7cos2x；

（10）y″＋6y′＋5y＝2ex
 ＋10e5x
 ．

3．设L［y］＝a0
 （x）y″＋a1
 （x）y′＋a2
 （x）y（a0
 （x）≠0），若y1
 （x），y2
 （x）是方程L［y］＝0的两个解，且其Wronsky行列式W（x）≠0，求证L［y］＝f（x）的通解为

[image: alt]


4．求下列常系数非齐次线性方程的解．

（1）y″＋y＝sec3
 x　（0＜x＜[image: alt]
 ）；

（2）y″－2y′＋y＝[image: alt]
 ex
 ；

（3）y″＋3y′＋2y＝[image: alt]
 ；

（4）y″＋6y′＋9y＝x－3
 e－3x
 ；

（5）L［y］＝（x2
 ＋2x）y″－2（x＋1）y′＋2y＝（2＋x）2


　　（提示：L［1＋x］＝L［x2
 ］＝0）；

（6）L［y］＝（sin2
 x）y″－2sinxcosxy′＋（1＋cos2
 x）y＝sin3
 x

　　（提示：L［sinx］＝L［xsinx］＝0）．

5．求下列方程的解．

（1）5x2
 y″－3xy′＋3y＝0　（x＞0）；

（2）3x2
 y″＋4xy′＋y＝0　（x＜0）；

（3）x2
 y″－2xy′＋2y＝xlnx；

（4）x2
 y″－xy′＋y＝0　（y（－1）＝1，y′（－1）＝0）；

（5）x3
 [image: alt]
 ＋3x2
 y″－2xy′＋2y＝0；

（6）（x＋3）2
 y″＋3（x＋3）y′＋5y＝0　（x＋3＜0）．

6．求下列方程的解．

（1）xy″－2y′＋[image: alt]
 y＝0　（0＜x＜π，已知一解y1
 ＝xsinx）；

（2）x2
 y″＋x2
 y′－（x＋2）y＝0　（x＞0，已知一解y1
 ＝x－1
 e－x
 ）；

（3）x2
 y″＋xy′－（x2
 －[image: alt]
 ）y＝0　（x＞0，已知一解y1
 ＝x－1/2
 sinx）；

（4）xy″＋（1－2x）y′＋（x－1）y＝0，y（1）＝2e，y′（1）＝－3e，（已知一解y1
 ＝ex
 ）；

（5）（x2
 ＋1）y″－2xy′＋2y＝（x2
 ＋1）2
 ，y（0）＝0，y′（0）＝1（已知齐次方程一解y1
 ＝x）．

7．用幂级数法求解下列方程．

（1）y″＋xy′＋y＝0；

（2）x2
 y″＋xy′－（4x2
 ＋2）y＝0．

8．试证由式（5.60）所定义的函数Zν
 （x）（ν≥0），当x→0时必为无穷大．

9．试证Rodrigues公式（5.49）．提示：先验证函数u（x）＝[image: alt]
 （x2
 －1）l
 是方程（5.38）的解（这时λ＝l（l＋1）），然后由通解表达式（5.48）可得

　　u（x）＝C1
 Pl
 （x）＋C2
 Ql
 （x），

最后由Pl
 （x）和Ql
 （x）的性质确定系数C1
 和C2
 ．

10．试证Bessel函数的递推公式．

（1）[image: alt]
 （xν
 Jν
 （x））＝xν
 Jν－1
 （x）　（x≠0）；

[image: alt]


11．求下列齐次线性方程组的解．

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


12．求下列非齐次线性方程组的解．

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]



第六章　边值问题初步

在前几章里，我们讨论了简单或特殊的微分方程的求解问题，其中最重要与常用的是常系数线性微分方程的理论与解法．在理论方面，有初值问题的存在、唯一性定理，但是，在实际应用中，还有一类重要的问题（如第三章例3.4的导弹跟踪问题与该章习题中第3题）——边值问题．这一章仅对二阶线性微分方程的边值问题作简单的介绍，更复杂的情况已超出本书的范围（见文献［A-3］或通过偏微分方程的一般理论处理）．

§6．1　存在、唯一性定理

在初值问题中，自变量x往往代表时间，初始条件往往代表初始位置和初始速度．在边值问题中，自变量x往往代表位置，决定特解的条件不是初始的值，而是端点的函数或导数值，这时，情况往往很复杂，我们用下面的例子来说明．

例6.1　求解边值问题

　　[image: alt]


解　容易求得方程的通解为

　　y＝C1
 cosx＋C2
 sinx＋x．

由条件y（0）＝2，得到C1
 ＝2；由条件y（[image: alt]
 ）＝1，得到C2
 ＝1－[image: alt]
 ；所以，边值问题的唯一解为

　　y＝2cosx＋（1－[image: alt]
 ）sinx＋x．

例6.2　求解边值问题

　　[image: alt]


解　方程的通解仍为

　　y＝C1
 cosx＋C2
 sinx＋x．

由条件y（0）＝2，得到C1
 ＝2，由条件y（π）＝1，得到C1
 ＝π－1，两者矛盾．所以此边值问题无解．

例6.3　求解边值问题

　　[image: alt]


解　方程的通解仍为

　　y＝C1
 cosx＋C2
 sinx＋x．

由条件y（0）＝2，得到C1
 ＝2，由条件y（π）＝π－2，得到C1
 ＝2；所以，边值问题有无数解

　　y＝2cosx＋C2
 sinx＋x．

从上面的例子我们看到，边值问题有没有解与考虑的区间和所给条件有关，这一章我们考虑在区间I＝［a，b］上的二阶线性微分方程

　　y″＋p（x）y′＋q（x）y＝0　（a≤x≤b），　　（6.1）

边值（或称边界）条件为

　　[image: alt]


式中α0
 ，β0
 ，α1
 ，β1
 是满足α2
 0
 ＋β2
 0
 ≠0与α2
 1
 ＋β2
 1
 ≠0的常数．

当α0
 ＝α1
 ＝0，β1
 ＝β0
 ＝1时，式（6.2）称为第一边值条件（Dirichlet条件），式（6.1）与（6.2）一起称为第一边值问题（Dirichlet问题）．

当α0
 ＝α1
 ＝1，β1
 ＝β0
 ＝0时，式（6.2）称为第二边值条件（Neumann条件），式（6.1）与（6.2）一起称为第二边值问题（Neumann问题）．当α0
 ，α1
 ，β1
 ，β0
 都不为零时，式（6.2）称为第三边值条件，式（6.1）与（6.2）一起称为第三边值问题．

定理6.1　设函数p（x）与q（x）在［a，b］上连续，y1
 与y2
 是方程的两个线性无关解，记

　　[image: alt]


则边值问题（6.1）与（6.2）存在唯一解的充分必要条件是

　　Δ≠0．　　（6.4）

证明　因为方程的通解为

　　y＝C1
 y1
 （x）＋C2
 y2
 （x），　　（6.5）

要满足式（6.2）的边界条件，要求下式成立

[image: alt]


当式（6.4）成立时，式（6.6）有唯一解C1
 与C2
 ，从而边值问题有唯一解（6.5），反之亦真．特别地，对第一边值问题，有唯一解的充分必要条件是

　　[image: alt]


对非齐次线性微分方程，我们考虑第一边值问题

　　[image: alt]


定理6.2　设y1
 与y2
 是方程（6.1）的两个线性无关解，y*
 是非齐次方程（6.8）的任一特解．

情况1：如果式（6.7）成立，即

　　[image: alt]


则两点边值问题（6.8）和（6.9）有唯一解；

情况2：如果式（6.7）不成立，即

　　[image: alt]


则两点边值问题（6.8）和（6.9）无解或有无数解，分别依赖于下面的行列式

　　[image: alt]


或

　　[image: alt]


证明　情况1：当式（6.7）成立时，由定理6.1，相应的齐次边值问题只有零解，因为方程的通解为

　　y＝C1
 y1
 （x）＋C2
 y2
 （x）＋y*
 （x）．　　（6.12）

要使式（6.12）的y（x）满足边界条件（6.9），只有

　　[image: alt]


因为式（6.7）成立，所以由式（6.13）可以唯一解出C1
 与C2
 ，即两点边值问题（6.8）和（6.9）有唯一解．

情况2：当式（6.7）不成立时，即式（6.13）的系数矩阵是奇异的，由线性代数的结论，它无解或有无数解的条件分别是增广矩阵与系数矩阵的秩不等或相等，即式（6.10）或式（6.11）成立．

不难验证，在例6.1，6.2和6.3中，式（6.7）的Δ的值分别为

　　[image: alt]


　　[image: alt]


　　[image: alt]


而式（6.10）第一式为

　　[image: alt]


式（6.11）的值为

　　[image: alt]


和

　　[image: alt]


所以，例6.2无解，例6.3有无数解．

§6．2　格林（Green）函数

在第四章§4.4常数变易法与齐次化原理的注4.2中，我们提到初值问题的Green函数Z（x，ξ），由它可以构造非齐次方程的特解（齐次化原理）．这一节我们导出边值问题的Green函数Z（x，ξ），由它可以构造相应非齐次方程边值问题的特解．

考虑第一边值问题

　　[image: alt]


假定它有唯一解（即齐次边值问题仅有零解）．

设函数p（x）与q（x）在区间［a，b］上连续，y1
 与y2
 是式（6.14）相应的齐次方程（6.1）的两个线性无关解，由假定可知该问题有唯一解，根据定理6.1，式（6.7）成立．

设ξ∈（a，b），边值问题（6.14）和（6.15）的Green函数Z（x，ξ），它是在［a，b］上连续，且当x≠ξ时是方程（6.1）的解，还有如下的形式

　　[image: alt]


式中z1
 （x）与z2
 （x）满足下面条件

（1）z1
 （a）＝z2
 （b）＝0　（边界条件）；

（2）[image: alt]
 z′2
 （x）－[image: alt]
 z′1
 （x）≡z′2
 （ξ＋）－z′1
 （ξ－）＝1

（导数在x＝ξ处有间断）．

为了要满足条件（1）与（2），令

　　z1
 （x）＝c1
 u1
 （x），　z2
 （x）＝c2
 u2
 （x），　　（6.17）

式中

　　[image: alt]


由于式（6.7）成立，所以，

　　[image: alt]


由z1
 （ξ）＝c1
 u（ξ）和z2
 （ξ）＝c2
 u2
 （ξ），在x＝ξ处要求函数Z（x，ξ）连续，即

　　c1
 u1
 （ξ）－c2
 u2
 （ξ）＝0．　　（6.20）

而由条件（2），导数在x＝ξ处有间断，左右极限的跳跃值为1，即

　　[image: alt]


　　－c1
 u′1
 （ξ）＋c2
 u′2
 （ξ）＝1．

式（6.20）与式（6.21）的系数行列式为

[image: alt]


＝Δw（ξ），　　（6.22）

式中w（x）是y1
 与y2
 的Wronsky行列式

　　[image: alt]


由于y1
 与y2
 是两个线性无关解，w（x）恒不为零，从而式（6.20）与式（6.21）有唯一解

　　[image: alt]


所以得到Z（x，ξ）（Green函数）为

　　[image: alt]


有了Green函数Z（x，ξ），可以构造非齐次方程边值问题（6.14）与（6.15）的特解如下

　　y*
 （x）＝[image: alt]
 f（ξ）Z（x，ξ）dξ，

即

[image: alt]


式中u1
 （x）与u2
 （x）由式（6.18）定义．

式（6.25）的y*
 （x）满足式（6.14）与（6.15）的验证作为练习．

例6.4　求解边值问题

　　[image: alt]


解　可设y＝y＾
 ＋y*
 ，这里y＾
 满足齐次方程与边界条件，得到

　　y＾
 ＝2cosx＋sinx．

y*
 满足非齐次方程与齐次边界条件，即y*
 满足如下的边值问题

　　[image: alt]


用边值问题的格林函数方法求y*
 ，可取

　　u1
 （x）＝y1
 （x）＝sinx，

　　u2
 （x）＝y2
 （x）＝cosx，

得到

　　Δ＝－1，　w（x）＝－1，

从而，

[image: alt]


由式（6.25）得到解为

　　y*
 （x）＝－cosx[image: alt]
 ξsinξdξ－sinx[image: alt]
 ξcosξdξ

　　　　＝x－[image: alt]
 sinx，

从而，

　　y＝y＾
 ＋y*
 ＝2cosx＋sinx＋x－[image: alt]
 sinx．

这与例6.1得到的结果是一样的．

例6.5　求解边值问题

　　[image: alt]


解　齐次方程

　　（x2
 ＋1）y″－2xy′＋2y＝0

有一个特解是y1
 （x）＝x，于是用Liouville公式，求出另一个特解为

　　[image: alt]


可取

　　u1
 （x）＝x，　u2
 （x）＝x2
 －1；

得到

　　Δ＝1，　w（x）＝1＋x2
 ；

从而，

　　[image: alt]


　　　　　　[image: alt]


由式（6.25）得到解为（请读者仔细想一想为什么）

　　[image: alt]


　　　　　　＝[image: alt]
 （x2
 －1）ln（1＋x2
 ）＋x（1－x－[image: alt]
 ＋2arctanx）．

从上面的例子，我们看到：对非齐次方程边值问题，如果已知非齐次方程的通解，而通解中的任意常数由边值条件决定（如例6.1），那么也可以得到非齐次方程边值问题的解，所得的结果与用边值问题的Green函数Z（x，ξ）得到的解（如例6.4）是一样的．

当然，非齐次方程的特解，可以用初值问题的Green函数Z（x，ξ）由齐次化原理得到，而在这一节里，是用边值问题的Green函数Z（x，ξ）得到特解，它们之间既有联系又有区别（见文献［A-10］），所反映的物理意义在学习偏微分的时候会更清楚．

习　题　六

1．求下列边值问题的解．

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


2．证明边值问题

　　[image: alt]


当A＝B时有无限个解；当A≠B时没有解．

3．证明边值问题

　　[image: alt]


对所有的A和B有唯一解．

4．问A和B为何值时，下列边值问题有唯一解、无解、无限个解？

　　[image: alt]


5．问λ为何值时，下列边值问题有非零解？并求出它们．

　　y″＋λy＝0　（a≤x≤b），

（1）y（a）＝0，　y（b）＝0；

（2）y′（a）＝0，　y（b）＝0；

（3）y′（a）＝0，　y′（b）＝0．

6．证明下列边值问题

　　y″＋q（x）y＝0　（a≤x≤b），

（1）y（a）＝0，y（b）＝0；

（2）y′（a）＝0，y′（b）＋y（b）＝0；

（3）y′（a）＝0，y′（b）＝0

当q（x）＜0时没有非零解．并问q（x）≤0时，上述结论是否成立？

7．证明对任意的实数λ，下列边值问题

　　[image: alt]


没有非零解．这是否与第5题矛盾？


第七章　特征值问题

这一章我们研究一类二阶线性常微分方程问题——特征值问题，虽然它是常微分方程的内容，但是往往在偏微分方程的教材中出现，而且，从这一章开始都属于偏微分方程的内容．

我们先回想一下傅里叶（Fourier）级数的内容：若f（x）是在［0，2π］上满足Dirichlet条件（即f（x）在［0，2π］上只有有限个第一类间断点和极值点）的以2π为周期的函数，则可展开为如下的傅里叶级数：

[image: alt]


式中

　　an
 ＝[image: alt]
 f（x）cosnx dx　（n＝0，1，…），　　（7.2）

　　bn
 ＝[image: alt]
 f（x）sinnx dx　（n＝1，2，…）　　（7.3）

称为f（x）的傅里叶系数．

函数系｛1，cosx，sinx，…，cosnx，sinnx，…｝是［0，2π］上的完备正交系．完备是指对上述的函数f（x），等式（7.1）成立；正交是指下面的公式成立：

　　[image: alt]
 cosnx sinmx dx＝0　（[image: alt]
 n，m∈N），　　（7.4）

　　[image: alt]
 cosnx cosmx dx＝0　（n≠m），　　（7.5）

　　[image: alt]
 sinnx sinmx dx＝0　（n≠m）．　　（7.6）

我们还可以看到cosnx与sinnx是满足如下常微分方程和周期性条件的解

　　[image: alt]


反之，如果求λ，使得下面的问题有非零解y（x）

　　y″＋λy＝0，　　（7.8）

　　y（x）＝y（x＋2π）　（[image: alt]
 x∈R），　　（7.9）

显然，当λ＝n2
 时，有相应的非零解cosnx与sinnx．问题（7.8）与（7.9）称为周期边界条件的特征值问题，λ＝n2
 称为特征值，cosnx与sinnx称为相应的特征函数．

如果用下面的条件代替式（7.8）与式　　（7.9）

　　y″＋λy＝0　（0＜x＜π），　　（7.8）1


　　y（0）＝y（π）＝0，　　（7.9）1


或

　　y′（0）＝y′（π）＝0，　　（7.9）2


这时，特征值仍为λ＝n2
 ，而特征函数分别是sinnx或cosnx（不要求它们定义在整个数轴上，而仅定义于［0，π］内）．我们称上述这类问题为特征值问题或者Sturm-Liouville问题，简称为S-L问题，其一般形式如下

　　L［y］≡（p（x）y′）′－q（x）y＋λr（x）y＝0　（a＜x＜b），　　（7.10）

　　la
 ［y］≡α0
 y′（a）－β0
 y（a）＝0，　（7.11）1


　　lb
 ［y］≡α1
 y′（b）＋β1
 y（b）＝0，　（7.11）2


式中

　　p（x）≥p0
 ＞0，q（x）≥0，r（x）≥r0
 ＞0，　　（7.12）

p0
 与r0
 是正常数；α0
 ，β0
 ，α1
 ，β1
 是非负常数，且满足α2
 0
 ＋β2
 0
 ≠0与α2
 1
 ＋β2
 1
 ≠0．

S-L问题要研究的问题是

（1）当λ为何值时，有相应的非零解yλ
 （x）？如果有这样的λ，称它为S-L问题的特征值，相应的非零解yλ
 （x）称为特征函数．

（2）特征值λ有多少？分布如何？

（3）相应的特征函数yλ
 （x）有什么性质？

（4）如果有可列无限个｛λn
 ｝及相应的特征函数系｛yn
 （x）｝，任一函数f（x）可否展开为形如式（7.1）的级数

　　f（x）＝[image: alt]
 an
 yn
 （x）．　　（7.13）

这时，式（7.13）就称为f（x）的广义傅里叶级数．

为了以简洁的方式叙述S-L问题，我们仅以

　　α0
 ＝α1
 ＝0，　β0
 ＝β1
 ＝1，

即以

　　y（a）＝y（b）＝0　　（7.14）

为例来说明，且引入如下的记号：C［a，b］（在［a，b］上连续函数的全体），Ck
 ［a，b］（在［a，b］上直到k阶导数连续的函数的全体），

　　F［a，b］＝｛y∈C1
 ［a，b］|y（a）＝y（b）＝0｝．　　（7.15）

　　[image: alt]
 y，z∈F［a，b］，

定义

　　（y，z）F
 ＝[image: alt]
 ［p（x）y′（x）z′（x）＋q（x）y（x）z（x）］dx，　　（7.16）

　　‖y‖F
 ＝[image: alt]
 ，　　（7.17）

　　（y，z）r
 ＝[image: alt]
 r（x）y（x）z（x）dx，　　（7.18）

　　‖y‖r
 ＝[image: alt]
 ．　　（7.19）

注7.1　当α0
 ≠0，α1
 ≠0时，F［a，b］就可取为C1
 ［a，b］，这时，在（y，z）F
 定义的式（7.16）右端需加上下面的项

　　[image: alt]
 p（a）y（a）z（a）＋[image: alt]
 p（b）y（b）z（b）．　　（7.20）

下面我们总是假定：

　　p（x）∈C1
 ［a，b］，

　　q（x），r（x）∈C［a，b］．　　（7.21）

引理7.1　设y（x）∈C［a，b］，对任何的η（x）∈F［a，b］，有

　　[image: alt]
 y（x）η（x）dx＝0，

则

　　y（x）≡0．

证明　反证法．若有一点x0
 ∈［a，b］，使得y（x0
 ）≠0，不妨假设y（x0
 ）＞0及x0
 ∈（a，b）．因为在x＝x0
 处y（x）连续，存在x0
 的邻域δ（x0
 ）＝［x0
 －δ，x0
 ＋δ］[image: alt]
 ［a，b］（δ＞0），使得

　　[image: alt]
 y（x）＝m＞0．

取

　　[image: alt]


则

[image: alt]


而

　　[image: alt]


两者矛盾，引理得证．

定理7.1　若λ是S-L问题的特征值，则λ≥0．

证明　设相应于λ的特征函数为yλ
 （x），式（7.10）两边乘以yλ
 （x），在［a，b］上积分，应用分部积分，得到

　　0＝[image: alt]
 yλ
 L［yλ
 ］dx

　　＝yλ
 （x）p（x）y′λ
 （x）[image: alt]
 －[image: alt]
 ［p（y′λ
 ）2
 ＋q[image: alt]
 ］dx＋λ[image: alt]
 r[image: alt]
 dx

　　＝－（yλ
 ，yλ
 ）F
 ＋λ（yλ
 ，yλ
 ）r


　　＝－‖yλ
 [image: alt]
 ＋λ‖yλ
 [image: alt]
 ．

显然‖yλ
 [image: alt]
 ＞0，从而

　　[image: alt]


（什么时候λ＞0？请读者自己考虑）．

定理7.2　若y1
 （x）与y2
 （x）都是相应于特征值λ的特征函数，则y1
 （x）与y2
 （x）线性相关．

证明　因为式（7.21）的假设，由常微分方程的存在、唯一性定理，如下的式（7.10）的初值问题

[image: alt]


的解是存在、唯一的，即是y1
 （x）或y2
 （x），它们在x＝a处的Wronsky行列式w（x）为

　　[image: alt]


因而，w（x）恒等于零，从而y1
 （x）与y2
 （x）线性相关．

定理7.3　若y1
 （x）与y2
 （x）分别是相应于特征值λ1
 与λ2
 的特征函数，且λ1
 ≠λ2
 ，则

　　（y1
 ，y2
 ）r
 ＝0．

证明　对y1
 满足的方程（7.10）乘以y2
 ，对y2
 满足的方程（7.10）乘以y1
 ，然后两者相减，在［a，b］上积分，得到

　　0＝[image: alt]
 （y1
 L［y2
 ］－y2
 L［y1
 ］）dx

　　＝［y1
 （py′2
 ）－y2
 （py′1
 ）］[image: alt]
 ＋[image: alt]
 （λ1
 －λ2
 ）ry1
 y2
 dx

　　＝（λ1
 －λ2
 ）[image: alt]
 ry1
 y2
 dx

　　＝（λ1
 －λ2
 ）（y1
 ，y2
 ）r
 ．

注7.2　如果（f，g）r
 ＝0，我们称f（x）与g（x）在［a，b］上关于权函数r（x）是正交的，简称为正交．由定理7.3，属于不同特征值的特性函数关于权函数r（x）是正交的．

S-L问题与所谓泛函极小问题有密切的关系．定义

　　[image: alt]


考虑如下的极小问题（简记为infJ（y））

　　[image: alt]


则有如下的定理

定理7.4　若y0
 ∈F［a，b］∩C2
 ［a，b］是式（7.23）的解，即

　　J（y0
 ）＝infJ（y）＝[image: alt]
 ，

则λ0
 ＝J（y0
 ）是S-L问题的特征值，y0
 （x）是相应的特征函数．

证明　[image: alt]
 ε＞0及η∈F［a，b］，则y0
 ＋εη
 ∈F［a，b］，由于y0
 是式（7.23）的解，我们有

　　[image: alt]


但是

　　[image: alt]
 py′0
 η′dx＝py′0
 η[image: alt]
 －[image: alt]
 （py′0
 ）′ηdx，　　（7.25）

式（7.25）代入式（7.24），得到

　　[image: alt]
 ［（py′0
 ）′－qy0
 ＋[image: alt]
 ry0
 ］ηd
 x＝0．

由η的任意性和引理7.1，有

　　（py′0
 ）′－qy0
 ＋[image: alt]
 ry0
 ＝0，

即y0
 是相应于λ0
 ＝[image: alt]
 的特征函数．

从定理7.4可知，S-L问题的可解性可以归结为式（7.23）极小问题在C2
 ［a，b］∩F［a，b］中的存在性，这是变分学中的基本问题．在变分学中可以证明如下的定理（见文献［B-1］与［B-2］）

定理7.5　S-L问题有可列无限个特征值｛λn
 ｝，且可以顺序排列为

　　0≤λ1
 ＜λ2
 ＜…＜λn
 ＜…，

且

　　[image: alt]
 λn
 ＝＋∞．

定理7.6　相应于｛λn
 ｝的特征函数系｛yn
 （x）｝是完备的，即当任一函数f（x）∈F［a，b］时，f（x）可展开为绝对且一致收敛的广义傅里叶级数

　　f（x）＝[image: alt]
 an
 yn
 （x），　　（7.26）

式中

　　[image: alt]


称为广义的傅里叶系数．

例7.1　S-L问题（p（x）＝1，q（x）＝0，r（x）＝1，a＝0，b＝π）

　　[image: alt]


求其特征值和相应的特征函数．

解　当λ＜0时，方程的通解为

　　[image: alt]


由边界条件y（0）＝y（π）＝0，得到

　　[image: alt]


故

　　C1
 ＝C2
 ＝0，

即S-L问题只有零解（这与定理7.1的结论是一致的）．

当λ＝0时，方程的通解为

　　y（x）＝C1
 ＋C2
 x，

由边界条件y（0）＝y（π）＝0，得到

　　C1
 ＝C2
 ＝0，

即S-L问题也只有零解．

当λ＞0时，方程的通解为

　　y（x）＝C1
 cos[image: alt]
 x＋C2
 sin[image: alt]
 x，

由边界条件y（0）＝y（π）＝0，得到

　　C1
 ＝0，　C2
 sin[image: alt]
 π＝0．

所以，S-L问题要有非零解，λ必须满足

　　[image: alt]
 ＝n　（n＝1，2，…），

即特征值为1，22
 ，32
 ，…，n2
 ，…，特征函数为sinx，sin2x，…，sinnx，…．当f（x）∈F［0，π］时，f（x）可展开为广义傅里叶级数，即正弦级数

　　f（x）＝[image: alt]
 an
 sinnx，

式中

　　[image: alt]


例7.2　S-L问题（p（x）＝1，q（x）＝0，r（x）＝1，a＝0，b＝π）

　　[image: alt]


求其特征值和相应的特征函数．

解　与例7.1类似，可得特征值为0，1，22
 ，32
 ，…，n2
 ，…，特征函数为1，cosx，cos2x，…cosnx，…．

当f（x）在［0，π］上满足Dirichlet条件时，f（x）可展开为广义傅里叶级数，即余弦级数

　　[image: alt]


式中

　　[image: alt]


例7.3　S-L问题（p（x）＝1，q（x）＝0，r（x）＝1，a＝0，b＝π）

　　[image: alt]


求其特征值和相应的特征函数．

解　同理可得特征值为[image: alt]
 ，…，特征函数为cos[image: alt]


当f（x）在［0，π］上满足Dirichlet条件时，f（x）可展开为广义傅里叶级数

　　[image: alt]


式中

　　[image: alt]


注7.3　代替空间C2
 ［a，b］与F［a，b］，可以在更广泛的空间中讨论S-L问题，如仅仅要求函数及其导数是平方可积的，就涉及到广义解的概念，这时，等式（7.26）理解为在平方平均收敛意义下成立．

注7.4　定义（7.16）与（7.18）可视为Hilbert空间中的内积，上面的讨论可以在Hilbert空间的理论中展开．

在上面的讨论中，我们假定了p（x）≥p0
 ＞0，这样的S-L问题称为正则的．当p（a）＝0或p（b）＝0，而x∈（a，b］或x∈［a，b）时，p（x）＞0，都称为奇异的S-L问题．对奇异的S-L问题，有如下的定理

定理7.7　若p（a）＝0，且p（x）＝（x－a）k
 h（x）（k≥1整数，h（a）≠0），假设方程（7.10）的一个解y1
 （x）当x→a＋
 时有有限极限（y1
 （a＋
 ）≠∞），则它的另一个与y1
 （x）线性无关的解y2
 （x），当x→a＋
 时必为无穷大．

证明　由Liouville公式，得到

　　[image: alt]


再由假设条件，可令y1
 （x）＝（x－a）n
 g（x）（n≥0，g（a）≠0），取x0
 ，使得在［a，x0
 ］中h（x）g（x）≠0，则

　[image: alt]


由积分中值定理，存在x*
 ∈（x，x0
 ），使得

[image: alt]


[image: alt]


从上式可见

　　[image: alt]


基于定理7.7，奇异的S-L问题可以是如下的提法

[image: alt]


注7.5　对如此奇异的S-L问题，还允许[image: alt]
 与[image: alt]
 在x＝a处分别有一级与二级极点，上述定理的结论也是正确的．以后，除特别声明外，所说的极限存在，均指有限极限存在．

例7.4　奇异的S-L问题（p（r）＝r，q（r）＝μr
 ＋[image: alt]
 ，r（r）＝r；a＝0，b＝r0
 ）

　　[image: alt]


求其特征值和相应的特征函数．

解　由注7.5，它有可列无限个特征值｛λp，m，μ
 ｝与特征函数｛Rp，m，μ
 （r）｝（p＝1，2，…），由定理7.3即特征函数的正交性，得到

　　[image: alt]
 rRp，m，μ
 （r）Rq，m，μ
 （r）dr＝0　（p≠q）．

满足边界条件[image: alt]
 u（r）存在，u（r0
 ）＝0的光滑函数u（r）可以展开为式（7.26）广义傅里叶级数．

若令k2
 ＝λ－μ＞0（为什么？请读者自己考虑），x＝kr，R（r）＝y（x）＝y（kr），则y（x）满足如下的二阶常微分方程

　　[image: alt]


这是m阶Bessel方程，由第五章可知，它在x＝0处右极限存在的解为Jm
 （x），对固定的m，它有可列无限个正零点[image: alt]
 （p＝1，2，…），

　　Jm
 （[image: alt]
 ）＝0　（p＝1，2，…）．

y（x）还要满足边值条件y（kr0
 ）＝0，从而得到特征值为

　　λp，m，μ
 ＝k2
 ＋μ＝（[image: alt]
 /r0
 ）2
 ＋μ　（p＝1，2，…）．

当p（b）＝0（或同时有p（a）＝0）时，可以类似地讨论．

例7.5　奇异的S-L问题（p（θ）＝sinθ，q（θ）＝[image: alt]
 ，r（θ）＝sinθ；a＝0，　b＝π）

　　[image: alt]


求其特征值和相应的特征函数．

解　特征值是ζ，根据上面的理论，它是非负的且有可列无限个，还有相应的特征函数等等结论．但是，如例7.4，若令x＝cosθ，Θ（θ）＝y（x）＝y（cosθ），当m＝0时，问题化为

　　[image: alt]


这是Legendre方程，由第五章可知，该问题的特征值是

　　ζn
 ＝n（n＋1）　（n＝0，1，2，…），

相应的特征函数为

　　Pn
 （x）＝[image: alt]
 （x2
 －1）n
 ．

当m≠0时，特征值仍为n（n＋1），但相应的特征函数是[image: alt]
 [image: alt]
 Pn
 （x），称为伴随的Legendre多项式（见文献［B-5］）．

请读者写出原问题的特征函数正交性的公式与广义傅里叶级数．关于Bessel函数和Legendre多项式相应的模的结果我们留作习题，读者可参阅文献［B-5］．这些函数我们在第九章都要遇到．

注7.6　S-L问题可以推广到多个自变量的偏微分方程的特征值问题，而且藉助于定理7.4以及特征值的极大极小性质（见文献［B-1］，［B-3］与［B-4］），可以求特征值的近似值．

习　题　七

1．设y（x）∈C［a，b］，如果对固定的n＞1和任意的

　　η（x）∈Cn
 ［a，b］∩F（a，b），

有

　　[image: alt]
 y（x）η（x）dx＝0，

证明y（x）≡0．

2．设y0
 （x）∈C2
 ［a，b∩F［a，b］是如下变分问题的解

　　[image: alt]
 Jλ
 （y）＝‖y0
 [image: alt]
 －λ‖y0
 [image: alt]
 ，

证明y0
 （x）是下面方程的解

　　（py′）′－qy＋λry

 ＝0．

3．设｛λn
 ｝与｛yn
 ｝是S-L问题（7.10）与（7.14）的特征值和相应的特征函数系，又设f（x）∈C［a，b］及an
 ＝[image: alt]
 是它的广义Fourier系数，证明对任何的常向量（b1
 ，b2
 ，…，bN
 ），有

　　[image: alt]


4．求如下S-L问题的特征值和相应的特征函数．

[image: alt]


[image: alt]


5．直接证明Legendre多项式的正交性

　　[image: alt]
 Pn
 （x）Pm
 （x）dx＝0　（m≠n），

并求[image: alt]
 P2
 n
 （x）dx的值．

6．展开y＝x4
 为｛Pn
 （x）｝的广义Fourier级数．

7．设0＝λ0
 ＜λ1
 ＜λ2
 …是Jν
 （lx）＝0（ν＞－1）的全部非负根，则

　　[image: alt]



第八章　定解问题的导出

§8．1　变分原理

我们在第七章中已遇到过如式（7.22）形式的一个自变量的泛函极小问题，它与微分方程的解有密切的关系，这一节我们研究多个自变量的泛函极小问题，从它们可以导出偏微分方程和自然边界条件．这些都来源于物理科学中的变分原理，其中最重要的是Hamilton原理：任何力学系统，若给定时刻t＝t0
 的起始状态和时刻t＝t1
 的终结状态，则真实运动区别于任何容许运动的地方在于：真实运动使定积分

　　J＝[image: alt]
 Ldt（L＝T－U）

的一阶变分为零：δJ＝0．其中T和U分别为力学系统在时刻t的总动能和总位能，L称为Lagrange函数．

如果取T和L为该系统的单位体积在时刻t的动能和位能密度，这时L＝T－U称为Lagrange密度函数，而

　　J＝[image: alt]
 LdΩdt，　　（8.1）

式中Ω[image: alt]
 R3
 是该系统占有的空间区域，dΩ＝dxdydz是体积元．

关于一阶变分δJ的定义说明如下：假设真实运动函数为u（x，y，z，t），L＝f（x，y，z，t，u，ut
 ，ux
 ，uy
 ，uz
 ），η是（x，y，z，t）的任意光滑函数，记δu＝εη
 ，则一阶变分δJ的定义为

　　[image: alt]


即

　　[image: alt]


[image: alt]
 Ω是Ω的边界，n是[image: alt]
 Ω的外法向，dS是[image: alt]
 Ω的面积元．从δJ＝0，如果取η在Ω的边界[image: alt]
 Ω、t＝t0
 及t＝t1
 上为零的函数，则上式右边第一、二项为零，类似于第七章的引理7.1，得到方程

　　[image: alt]


方程（8.4）称为式（8.1）的Euler方程，它是一个二阶偏微分方程，也是真实运动函数u（x，y，z，t）所满足的必要条件，在实际问题中也往往是充分条件．

§8．2　波动方程的导出

我们考虑均匀弦的横振动．力学中的弦是指柔软的（不抗弯）细线（一维），根据虎克（Hook）定律，其拉伸后所具有的位能，与其长度的增量成正比，比例系数τ称为张力．如果弦是均匀的，张力τ和密度ρ为常数．现在考虑两端固定均匀弦的微小横振动（如二胡的弦），取两端连线为轴，一端为原点（如图8-1所示）．

[image: alt]


图8-1

如果以u（x，t）表示在时刻t时，位于x处的弦离平衡位置的值，横振动是指弦的运动方向垂直于弦的平衡位置，微小横振动是指振动曲线在时刻t时，x处斜率[image: alt]
 很小（[image: alt]
 [image: alt]
 1）．在上述假定下，在时刻t时的总动能是

　　[image: alt]


由于弦的伸长所具有的位能是

　　[image: alt]


若弦上还有以线密度为F（x，t）、方向与u轴一致的外力作用，它相应的位能是

　　U2
 ＝－[image: alt]
 Fudx．　　（8.7）

应用Hamilton原理计算泛函

　　[image: alt]


的变分，得到相应的Euler方程为

　　ρutt
 －τuxx
 ＝F（x，t）　（0＜x＜l，t＞0）．　　（8.9）

记[image: alt]
 ＝a2
 ，[image: alt]
 ＝f，则上式化为

　　utt
 ＝a2
 uxx
 ＋f（x，t），　　（8.10）

这是一个二阶线性非齐次偏微分方程，当f≠0时，它描述的是在外力作用下的受迫振动，f称为自由项或非齐次项；若f＝0，称为二阶线性齐次偏微分方程，它描述的是无外力作用下的自由振动，这时有

　　utt
 ＝a2
 uxx
 ，　　（8.11）

它们分别称为非齐次和齐次弦振动方程或者波动方程（一维）．

类似于弦振动方程的推导，可得如下的膜振动方程（二维）

utt
 ＝a2
 （uxx
 ＋uyy
 ）＋f（x，y，t）．　　（8.12）

一般地，n维空间的齐次波动方程是

　　□u≡ut
 t－a2
 Δu

　　　　≡ut
 t－a2
 （ux1
 x1

 ＋ux2
 x2

 ＋…＋uxn
 xn

 ）

　　　　＝0，　　（8.13）

n维空间的非齐次波动方程是

　　□u≡ut
 t－a2
 （ux1
 x1

 ＋ux2
 x2

 ＋…＋uxn
 xn

 ）

　　　＝f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，t），　　（8.14）

其中□和Δ分别称为波算子和Laplace算子．数学上，这些波动方程都称为双曲型方程．

§8．3　热传导方程的导出

在三维空间中，求某物体Ω的内部温度分布，设它在时刻t、点（x，y，z）处的温度为u（x，y，z，t），根据热学中的Fourier定律：热流向量q与温度梯度成正比

　　q＝－k（x，y，z）[image: alt]
 u＝－k（ux
 ，uy
 ，uz
 ）．　　（8.15）

式中k是物体的热传导系数，它由组成物体的材料决定；负号表示热量由温度高的一侧流向低的一侧．从而，在时间dt内流过曲面元dS的热量dQ为

　　dQ＝qn
 dSdt＝－k[image: alt]
 dSdt，　　（8.16）

这里n表示越过曲面时温度要增加的法线方向．

在物体Ω内任取一闭曲面Γ，它所包围的区域为G，则从时刻t1
 到t2
 流进该闭曲面的热量是

　　[image: alt]


这里n就是曲面外法线方向．流入的这些热量就是使物体内部的温度发生变化的热量

[image: alt]
 c（x，y，z）ρ（x，y，z）［u（x，y，z，t2
 ）－u（x，y，z，t1
 ）］dxdydz，　　（8.18）

式中c为比热，ρ为密度．由式（8.17）和（8.18），得到

　　[image: alt]


假定u在Ω中是二次连续可微的函数，利用Gauss公式，上式可以化为G

　　[image: alt]


上式右边交换积分次序后，由于t1
 ，t2
 和区域G都是任意的，我们得到

　　cρut
 ＝（kux
 ）x＋（kuy
 ）y＋（kuz
 ）z．　　（8.20）

式（8.20）称为非均匀、各向同性的三维热传导方程．如果物体是均匀的，则c，ρ和k都是正常数，记a2
 ＝[image: alt]
 ，得到

　　ut
 ＝a2
 （uxx
 ＋uyy
 ＋uzz
 ）．　　（8.21）

如果物体内有热源，它在单位时间内单位体积中所产生的热量为F（x，y，z，t），则在式（8.19）的左边要再加一项

　　[image: alt]
 F（x，y，z，t）dxdydzdt，

相应的式（8.21）的热传导方程是

　　ut
 ＝a2
 （uxx
 ＋uyy
 ＋uzz
 ）＋f（x，y，z，t），　　（8.22）

式中

　　[image: alt]


式（8.22）称为非齐次热传导方程，或简称为热方程．

类似地，一维和二维的齐次热传导方程分别是

　　ut
 ＝a2
 uxx
 ，　　（8.23）

　　ut
 ＝a2
 （uxx
 ＋uyy
 ）．　　（8.24）

数学上，这些方程称为抛物型方程，它们还可以表示物质的扩散过程．

注8.1　波动方程描述的是能量可逆转换的情况，而热的传导或扩散是不可逆的过程，古典的变分原理不能应用，这里直接用能量守恒定律来推导方程．实际上，波动方程也可以从动量守恒定律得到，还有一些偏微分方程可以由质量守恒定律得到（见文献［B-8］），这些都是从物理定律出发得到的偏微分方程或偏微分方程组，因此，又常常称为数学物理方程．

§8．4　位势方程的导出和定解条件

位势方程的导出有两种方法，其一是用变分原理的最小位能原理：任何静止的平衡稳定的物理系统，其真实状态区别于任何容许状态的地方在于：真实状态使位能积分

　　J＝[image: alt]
 Udxdydz

的一阶变分为零：δJ＝0．从而可以类似于弦振动方程的导出得到位势方程．其二是从波动方程或热传导方程出发，考虑外力F不随时间变化，从而物体处于不依赖于时间t的平衡稳定状态或热平衡状态，即u（x，y，z，t）与时间t无关，故utt
 或ut
 ＝0．这两种方法都能得到如下的二维或三维位势方程

　　Δu≡uxx
 ＋uyy
 ＝f（x，y），　　（8.25）

　　Δu≡uxx
 ＋uyy
 ＋uzz
 ＝f（x，y，z）．　　（8.26）

一般地，

　　Δu≡ux1
 x1

 ＋ux2
 x2

 ＋…＋uxn
 xn

 ＝f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）．　　（8.27）

式（8.25）～（8.27）称为Poisson方程．当f＝0时，式（8.25）～（8.27）称为Laplace方程或调和方程，因为它们也可以表示静电场中的电位u所满足的方程，所以通称为位势方程．数学上又称为椭圆型方程．

为了描述物体的运动或状态，仅仅利用上述的方程是不够的，即为了要能决定出未知函数u，必须要补充能决定解的条件：当弦的两端或膜的边界[image: alt]
 Ω固定时，有如下的边界条件：

　　u（0，t）＝u（l，t）＝0，　　（8.28）

或

　　u（x，y，t）＝0　on　[image: alt]
 Ω×（0，T］．　　（8.29）

当边界自由时，有如下的边界条件：

　　ux
 （0，t）＝ux
 （l，t）＝0，　　（8.30）

或

　　[image: alt]
 ＝0　on　[image: alt]
 Ω×（0，T］，　　（8.31）

式中n是[image: alt]
 n的外法向．

式（8.30）和（8.31）可以从动量守恒定律得到，也可以从式（8.3）为零时，在[image: alt]
 Ω上取η为不等于零的任意函数得到，所以它们也称为自然边界条件．由此，一般的边界条件是如下的形式

　　β[image: alt]
 ＋αu＝g　on　[image: alt]
 Ω×（0，T］，　　（8.32）

式中g是定义在边界上的已知函数；β≥0，α≥0，且β＋α＞0．当β＝0，α≠0或β≠0，α＝0时，它们分别相应于固定或自由边界条件，数学上，它们称为第一（Dirichlet）或第二（Neumann）边界条件；当α≠0和β≠0时，它表示在边界上还有垂直的外力作用（见文献［B-2］），它们称为第三（Robin）边界条件．

注8.2　边界条件（8.32）对任意维的空间区域Ω都适用．

除了边界条件之外，要决定物体的运动或状态，还要有初始条件，对波动方程来说有两个：初始位置φ和初始速度ψ，即

　　u＝φ　on　Ω×｛0｝，　　（8.33）

和

　　u＝ψ　on　Ω×｛0｝．　　（8.34）

对热传导方程来说只有一个初始状态，即仅有式（8.33）一个条件．一般说来，通过方程、边界和初始条件就完全能决定物体的运动或状态，所以边界条件和初始条件一起称为定解条件．本课程第二部分的内容主要是求这三类方程在各种定解条件下的解的各种方法．

习　题　八

1．设弦在横振动时，有阻力存在，其大小与振动的速度成正比，试导出相应的弦振动方程（提示：考虑ut
 作为u的函数，则阻力所作的功为[image: alt]
 ut
 （x，t，y）dydxdt）．

2．设密度为ρ、长为l的均匀的铅垂重线，上端固定，下端自由，试列出仅在重力作用下的横振动方程（提示：取适当的坐标系，线上的张力τ（x）满足如下的微分方程初值问题：[image: alt]
 ＝ρg，τ（l）＝0）．

3．直接从式（8.1）出发，导出膜振动方程（8.12）．

4．从最小位能原理出发，导出位势方程（8.26）．

5．从式（8.3）出发，导出边界条件（8.31）．

6．假设地球是由温度为1200℃的均匀岩浆冷却而成，其表面温度为零，试列出地球冷却过程的热传导方程与定解条件．


第九章　分离变量法

从这一章开始，我们研究二阶线性偏微分方程的定解问题，与常微分方程不同，这里至少有两个自变量．一般说来，这类方程的形式虽然很简单，但是要像常微分方程那样求通解则更困难，大多数情形是不能用积分和初等函数来表示通解的，只有在极少数特殊的情况下可以求出通解，有时，即使可以得到“通解”，也价值不大．例如，二维Laplace方程

　　[image: alt]


从复变函数理论知道，在复平面z＝x＋iy上任一解析函数f（z）＝u（x，y）＋iv（x，y）的实部u（x，y）或虚部v（x，y）都是它的解，反之亦然．从这个意义上讲，它们就是通解，然而，在解决具体问题时，它们是没有什么用处的．所以，研究偏微分方程，与研究常微分方程不同，一般都有定解条件相伴随：初值条件或边值条件或两者都有，与方程一起构成定解问题．这些问题的求解方法比常微分方程要复杂得多，但是，如果我们在学习过程中注意掌握它们的规律，特别注意各类方程定解问题的共性与个性．所用解法的适用范围与条件，虽然繁琐一些，也是不难理解的．

这一章内容是关于一类重要的解定解问题的方法——分离变量法，其基本思想是找满足齐次方程和齐次边界条件的一系列变量分离的形式解，它们就是第七章中S-L问题的特征函数，对线性方程来说，由这些形式解适当地选择系数的线性组合（即叠加为广义的Fourier级数）可以产生满足初始条件所需要的解．分离变量法的理论基础是第七章的S-L问题理论，它把解偏微分方程的定解问题化为解常微分方程的S-L问题．如果能够这样做，考虑的区域只能是特殊区域，所以，我们要牢记这个方法只能用在特殊区域中解各类方程的定解问题．

§9．1　方程形式与定解问题

我们先考虑下面在特殊区域中波动方程和热方程的定解问题，即如下两类典型的线性偏微分方程的求解问题

　　[image: alt]


　　[image: alt]


上式中Ω是Rn
 中的有界区域，[image: alt]
 Ω是它的边界，T和a是正常数，φ和ψ是已知函数．

式（9.1）是热传导方程的初边值问题，H称为热算子；式（9.2）是双曲型方程的混合问题，W即□，称为波算子．方程（9.1）1
 与方程（9.2）1
 的右端和边界条件（9.1）2
 与（9.2）2
 都是零，称为齐次方程和齐次边界条件．其他边界条件及非齐次情况将在§9.7与§9.8中讨论．

下面为了书写简单，像第八章一样，用ut
 ，utt
 ，ux
 ，uxi

 和uxi
 xi

 分别表示[image: alt]
 ，[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 和[image: alt]
 ．所谓特殊区域Ω是指下列类型：当空间维数n＝1时，

区间Ω＝｛x|＝0＜x＜l｝；　　（9.3）

当空间维数n＝2时

长方形Ω＝｛（x，y）|0＜x＜b，0＜y＜d｝，　　（9.4）

圆　　Ω＝｛（x，y）|0≤r2
 ＝x2
 ＋y2
 ＜d2
 ｝，　　（9.5）

圆环　Ω＝｛（x，y）|0＜b2
 ＜r2
 ＝x2
 ＋y2
 ＜d2
 ｝；　　（9.6）

当空间维数n＝3时，

长方体Ω＝｛（x，y，z）|0＜x＜b，0＜y＜d，0＜z＜e｝，　　（9.7）

柱体　Ω＝｛（x，y，z）|0≤r2
 ＝x2
 ＋y2
 ＜d2
 ，0＜z＜e｝，　　（9.8）

球体　Ω＝｛（x，y，z）|0≤r2
 ＝x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＜d2
 ｝，　　（9.9）

球环体Ω＝｛（x，y，z）|0＜b2
 ＜r2
 ＝x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＜d2
 ｝．　　（9.10）

读者可以从下面的讨论中体会n＝1，2与3或一般的n之间的异同处和还有哪些方程与区域可以用分离变量法求解．

为了在这些区域中求上述定解问题的解，我们先导出Laplace算子Δ在各种坐标系下的形式．当n＝2时，取极坐标（r，θ）

　　[image: alt]


u的形式推导如下

　　ur
 ＝ux
 xr
 ＋uy
 yr
 ＝ux
 cosθ＋uy
 sinθ，

　　uθ
 ＝ux
 xθ
 ＋uy
 yθ
 ＝－rux
 sinθ＋ruy
 cosθ，

　　urr
 ＝uxx
 cos2
 θ＋2uxy
 cosθsinθ＋uyy
 sin2
 θ，

　　uθθ
 ＝r2
 （uxx
 sin2
 θ－2uxy
 cosθsinθ＋uyy
 cos2
 θ）－r（ux
 cosθ＋uy
 sinθ），

由urr
 的表达式乘以r2
 与uθθ
 相加，得到

　　r2
 urr
 ＋uθ
 ＝r2
 （uxx
 ＋uyy
 ）－rur
 ，

即

　　Δu≡uxx
 ＋uyy
 ＝urr
 ＋[image: alt]
 ur
 ＋[image: alt]
 uθθ
 ．　　（9.13）

当n＝3时，取柱坐标（r，θ，z）

　　[image: alt]


　　Δu≡uxx
 ＋uyy
 ＋uzz


　　　＝urr
 ＋[image: alt]
 ur
 ＋[image: alt]
 uθθ
 ＋uzz
 ．　　（9.15）

当n＝3时，取球坐标（r，θ，φ）（0≤θ≤π，0≤φ＜2π）

　　[image: alt]


Δu的形式可以通过两次柱坐标变换

　　[image: alt]


得到如下的形式

　　Δu≡uxx
 ＋uyy
 ＋uzz


　　　＝urr
 ＋[image: alt]
 ur
 ＋[image: alt]
 （sinθuθ
 ）θ
 ＋[image: alt]
 uφφ
 ．　　（9.18）

注9.1　对一般的n，如果u仅仅是r的函数，则

Δu＝urr
 ＋[image: alt]
 ur
 ．

§9．2　分离变量法的主要步骤

由未知函数所满足的偏微分方程和若干定解条件（可以是边界条件和初始条件，也可以是其他条件，比如周期性条件，极限条件等）所组成的定解问题称为具有限叠加性质，满足该定解问题的有限多个解的线性组和仍然是该定解问题的解．显然，由线性齐次方程和线性齐次边界条件组成的定解问题具有限叠加性质．特别，由式（9.1）1
 ，（9.1）2
 或式（9.2）1
 ，（9.2）2
 组成的定解问题具有限叠加性质（为什么？请读者自行考虑）．如果在式（9.2）3
 中的φ≡0，则由式（9.2）1
 ，（9.2）2
 和（9.2）3
 组成的定解问题也具有限叠加性质．在后面各节将会看到不是齐次边界条件的具有限叠加性质的定解问题的例子．

对所要求的定解问题从中提取部分定解条件，使得由这些定解条件和原方程组成一个具有限叠加性质的定解问题，分离变量法就是试图对该具有限叠加性质的定解问题求出特殊形式的解（称之为乘积解），通常情况下这些特殊形式的解有无穷多个，且含有任意常数．一般而言，有限多个这些特殊形式的解的线性组合不满足原定解问题的所有定解条件．为解决这个问题，我们取它们的无穷项的线性组合，选取适当的组合系数，使该无穷级数形式上满足原来的定解条件，由此得到原定解问题形式意义上的解，称之为形式解．下面我们就定解问题（9.1）1～（9.1）3和定解问题（9.2）1～（9.2）4给出分离变量法的主要步骤，读者可通过后面各节的具体例子去领会分离变量法的要旨．

第1步：对式（9.1）1
 和（9.1）2
 ，或式（9.2）1
 和（9.2）2
 找如下形式的非零解

　　u（x，t）＝T（t）v（x）　（x＝（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ））．　　（9.19）

为了使它满足方程，T（t）与v（x）必须满足如下的方程

　　[image: alt]


或　　　　　[image: alt]


上面等式的左边是t的函数，右边是x的函数，要使其相等，两边只能都是与x和t无关的常数，设它为－λ，就有

　　Δv＋λv＝0　in　Ω，　　（9.22）

　　T′＋a2
 λT＝0，　　（9.23）

或　　　　　T″＋a2
 λT＝0．　　（9.24）

第2步：使乘积解（9.19）满足边界条件

　　u（x，t）|∑＝T（t）v（x）|　x∈Ω＝0，

因为T（t）不恒等于零，从上式得到

　　v（x）＝0　on　[image: alt]
 Ω．　　（9.25）

第3步：从式（9.22）与（9.24），求如下的S-L问题的非零解

　　[image: alt]


从第七章S-L问题的理论可知特征值λk
 与特征函数vk
 的存在性．具体说来，要根据区域Ω的情况及n＝1与n＞1的情形，如果n＞1，从式（9.26）再继续对v（x）分离变量．

第4步：把得到满足方程与边界条件的一系列解（特征函数），再从（9.23）或（9.24）解出T（t）．

第5步：对上述解作形式叠加（无穷项线性组合求和），选取适当的组合系数，使它们满足初始条件，从而得到所求问题的形式解．在此步骤中定理7.6起了关键作用．

§9．3　分离变量法（两个变量情形）

本节我们以讲解例子的方式来介绍分离变量法．先从n＝1时的定解问题（9.2）1
 ～（9.2）4
 入手，这时Ω＝（0，l）．这是无外力且两端固定的弦振动问题．我们以下面的例子重新写出该定解问题．

例9.1　求定解问题

　　[image: alt]


其中φ（x）和ψ（x）是给定的连续函数．

解　这时具有限叠加性质的定解问题由（9.27）～（9.28）组成．设其（非零）乘积解为u（x，t）＝X（x）T（t），代入（9.27）得

　　X（x）T″（t）＝a2
 X″（x）T（t）　[image: alt]
 　[image: alt]


则得两个常微方程

　　X″（x）＋λX（x）＝0，　　（9.31）

　　T″（t）＋a2
 λT（t）＝0．　　（9.32）

由式（9.28）以及T（t）不恒等于零，得

　　X（0）＝0，X（l）＝0．　　（9.33）

式（9.27），（9.33）构成第七章所讨论的S-L问题．由定理7.1，得λ≥0．当λ＝0时式（9.27）的通解为

　　X（x）＝C1
 ＋C2
 x．

由式（9.28），得C1
 ＝C2
 ＝0，因此X（x）≡0，故这时无非零解．当λ＞0时式（9.27）的通解为

　　X（x）＝C1
 sin[image: alt]
 x＋C2
 cos[image: alt]
 x．

由X（0）＝0，得C2
 ＝0，再由X（l）＝0，得

　　C1
 sin[image: alt]
 l＝0．

由于要求非零解，故sin[image: alt]
 l＝0，于是得S-L问题（9.27）和（9.33）的特征值和特征函数分别为

　　λ＝λn
 ＝[image: alt]
 ，　X（x）＝Xn
 （x）＝sin[image: alt]
 x　（n＝1，2，…）．（9.34）

把λ＝λn
 ＝[image: alt]
 代入式（9.32），解得

　　T（t）＝Tn
 （t）＝an
 cos[image: alt]
 t＋bn
 sin[image: alt]
 t．

从而得满足式（9.27），（9.28）的乘积解

　　un
 （x，t）＝Xn
 （x）Tn
 （t）

　　　　　　＝（an
 cos[image: alt]
 t＋bn
 sin[image: alt]
 t）sin[image: alt]
 x　（n＝1，2，…）．（9.35）

其中an
 和bn
 是任意常数．一般而言，当式（9.29）和（9.30）中的φ（x）和ψ（x）是连续函数时，由式（9.35）中的有限项的组合叠加得到的函数通常不会满足式（9.29）和（9.30）的（为什么？请读者自行考虑）．于是用式（9.35）中的无穷项的组合叠加来表示原定解问题的形式解

[image: alt]


由式（9.29），得

　　[image: alt]


为确定系数an
 ，根据定理7.6把φ（x）展成（注：是形式上展成广义傅里叶级数，不去追究这种展开是否收敛到被展函数，后面的例子无特别说明都是在这种形式意义下的展开）

　　[image: alt]


其中（注意到这时的S-L问题式（9.27），（9.33）的权函数r（x）≡1，特征函数系为[image: alt]
 ）

　　[image: alt]


由式（9.37）和（9.39），根据展开式的唯一性，得

　　an
 ＝φn
 ＝[image: alt]
 [image: alt]
 φ（x）sin[image: alt]
 xdx．　　（9.40）

类似地，由式（9.30），得

　　[image: alt]


因此，有

[image: alt]


于是，得定解问题式（9.27）～（9.30）的形式解由式（9.36）表示，其中的系数an
 和bn
 分别由式（9.40）和（9.41）确定．

读者可以对n＝1时的定解问题（9.1）1～（9.1）3进行类似的处理，并比较与例9.1的异同之处．

注9.2　如前所述，由式（9.36）所确定的函数是定解问题（9.27）～（9.30）的形式解．自然要问这样获得的形式解在什么条件下是所讨论的定解问题真正的解呢？事实上当φ（x）和ψ（x）满足适当条件时，比如φ（x）和ψ（x）在［0，l］上分别有连续的二阶导数和一阶导数，且φ（0）＝φ（l）＝0，φ″（0）＝φ″（l）＝0和ψ（0）＝ψ（l）＝0，则该形式解就是真正的解，详细证明见文献［B-5］．

例9.2　求定解问题

　　[image: alt]


其中φ（x）是给定的连续函数．

解　这时具有限叠加性质的定解问题由式（9.42），（9.43）和式（9.45）组成．设其（非零）乘积解为u（x，t）＝X（x）T（t），代入（9.42），与例1相同，可得关于X（x）和T（t）的两个常微分方程

　　X″（x）＋λX（x）＝0，　T″（t）＋a2
 λT（t）＝0．　　（9.46）

再由式（9.43），易得

　　X（0）＝0，X′（l）＝0和T′（0）＝0．　　（9.47）

于是得S-L问题

　　[image: alt]


可得其特征值和特征函数分别为

λ＝λn
 ＝[image: alt]
 ，　Xn
 （x）＝sin[image: alt]
 x　（n＝0，1，2，…）．（9.49）

将式（9.49）中的λ＝λn
 ＝[image: alt]
 代入式（9.46）关于T（t）的方程，然后由式（9.47）中的T′（0）＝0，可得

　　T（t）＝Tn
 （t）＝an
 cos[image: alt]
 t　（n＝0，1，2，…）．　　（9.50）

于是得式（9.42），（9.43）和式（9.45）的乘积解

un
 （x，t）＝Tn
 （t）Xn
 （x）＝an
 cos[image: alt]
 tsin[image: alt]
 x　（n＝0，1，2，…）．

（9.51）

原定解问题的形式解为

[image: alt]


由式（9.44）确定系数an
 如下：（注意到这时S-L问题（9.48）的特征函数为[image: alt]
 ，权函数r（x）≡1）

　　[image: alt]


则（根据定理7.6）

[image: alt]


例9.3　求定解问题

　　[image: alt]


其中φ（x）是给定的连续函数．

解　这时具有限叠加性质的定解问题由（9.54）～（9.55）组成．设其（非零）乘积解为u（x，t）＝X（x）T（t），代入式（9.54），可得关于X（x）和T（t）的两个常微分方程

　　X″（x）－X′（x）＋λX（x）＝0，　T′（t）＋λT（t）＝0．　　（9.57）

由式（9.55），得X（0）＝X（π）＝0．这时S-L问题为（把X″（x）－X′（x）＋λX（x）＝0写成式（7.10）的形式，即（e－x
 X′（x））′＋λe－x
 X（x）＝0，同时也明确了权函数r（x）＝e－x
 ）

　　[image: alt]


我们来求与该S-L问题同解的如下问题：

　　[image: alt]


由定理7.1知特征值λ≥0．当0≤λ＜[image: alt]
 时，式（9.58）′的通解为X（x）＝[image: alt]
 ．再根据条件（9.59），易得C1
 ＝C2
 ＝0，即此时无非零解．当λ＝[image: alt]
 时，式（9.58）′的通解为X（x）＝[image: alt]
 ，由条件（9.59）同样可得C1
 ＝C2
 ＝0．当λ＞[image: alt]
 时，式（9.58）′的通解为X（x）＝[image: alt]
 [image: alt]
 ．此时由条件（9.59）得

　　[image: alt]


因要求的是非零解，故sin[image: alt]
 π＝0，从而得S-L问题（9.58）～（9.59）的特征值和特征函数分别为

　　λ＝λn
 ＝[image: alt]
 ，　X（x）＝Xn
 （x）＝[image: alt]
 sinnx（n＝1，2，3，…），

（9.60）

将上式中的λn
 代入式（9.57）中关于T（t）的常微分方程，解得

　　[image: alt]


于是得（9.54）～（9.55）的乘积解

　　[image: alt]


原定解问题的形式解为

　　[image: alt]


由式（9.56）确定系数an
 如下（注意到这时S-L问题（9.58）～（9.59）的特征函数系为[image: alt]
 ，权函数r（x）＝e－x
 ！）：

　　[image: alt]


则得（根据定理7.6）

　　[image: alt]


当方程不属于例9.1中那种“标准”形式时，可先尝试寻找适当的函数变换v（x，t）＝p（x）u（x，t）使它成为关于v（x，t）的标准形式，如下面的例子．

例9.4　求定解问题

　　[image: alt]


其中φ（x）和ψ（x）是给定的连续函数．

解　先用待定函数法去求（非零）函数p（x），使得经变换v（x，t）＝p（x）u（x，t）后原方程化为vtt
 －vxx
 ＝0．为此，以p（x）乘以式（9.65）的两边，得

　　（pu）tt
 －（pu）xx
 ＋2（p′－p）ux
 ＋（p″－p）u＝0，

故取p（x）满足

　　[image: alt]


显然p（x）＝ex
 满足要求．于是原定解问题等价于以下定解问题：

　　[image: alt]


其中v（x，t）＝ex
 u（x，t）．由例9.1得

　　v（x，t）＝[image: alt]
 （an
 cosnt＋bn
 sinnt）sinnx，

其中　　[image: alt]


从而得原定解问题的解为

　　u（x，t）＝e－x
 v（x，t）＝[image: alt]
 （an
 cosnt＋bn
 sinnt）e－x
 sinnx．

并非所有的线性方程都能经上述的函数变换化成标准型的，比如例9.3中的方程就不存在函数p（x），使得原方程化为关于v（x，t）＝p（x）u（x，t）的标准方程vt
 －vxx
 ＝0．读者可思考一下方程utt
 －a0
 （x）uxx
 －a1
 （x）ux
 －a2
 （x）u＝0，a0
 （x）≠0，系数a0
 （x），a1
 （x）和a2
 （x）在满足什么条件下存在函数变换v（x，t）＝p（x）u（x，t）把原方程化为关于v（x，t）的标准方程vtt
 －a2
 vxx
 ＝0．

例9.5　求定解问题

　　[image: alt]


其中φ（x）和ψ（x）是给定的连续函数．

解　这时具有限叠加性质的定解问题由（9.69）～（9.70）组成（注意，这时式（9.70）不是齐次边界条件！），设其（非零）乘积解为u（x，t）＝X（x）T（t），代入式（9.69），（9.70），可得S-L问题

　　[image: alt]


以及关于T（t）的常微分方程

　　T″（t）＋a2
 λT（t）＝0．　　（9.75）

定理7.1对S-L问题（9.73）仍然成立，即特征值λ≥0．当λ＝0时，S-L问题（9.73）～（9.74）有（非零）解X（x）≡1．当λ＞0时，式（9.73）的通解为X（x）＝C1
 cos[image: alt]
 x＋C2
 sin[image: alt]
 x．由式（9.74），得

　　[image: alt]


要使方程组（9.76）有非零解，必须有

　　1－cos[image: alt]
 l＝0　[image: alt]
 　λ＝λn
 ＝[image: alt]
 　（n＝1，2，3，…），

相应的特征函数为

　　X（x）＝Xn
 （x）＝cos[image: alt]
 x，sin[image: alt]
 x

（注意，定理7.2对具边界条件（9.74）的S-L问题不再成立）．综上可得S-L问题（9.73）～（9.74）的特征值和特征函数分别为

[image: alt]


（9.77）

将λ＝λn
 ＝[image: alt]
 ，　（n＝0，1，2，…）代入式（9.75），得

　　T（t）＝T0
 （t）＝a0
 ＋b0
 t，T（t）＝Tn
 （t）

　　　　＝an
 cos[image: alt]
 t＋bn
 sin[image: alt]
 t　（n＝1，2，3，…）　　（9.78）

于是得（9.69）～（9.70）的乘积解

u0
 （x，t）＝a0
 ＋b0
 t，un
 （x，t）＝[image: alt]
 cos[image: alt]
 x，

　　[image: alt]
 sin[image: alt]
 x　（n＝1，2，3，…），　　（9.79）

原问题的形式解为

　　[image: alt]


由式（9.71），得

　　[image: alt]


由定理7.6和展开式唯一性，得

　　[image: alt]


同理，由式（9.72），定理7.6和展开式唯一性，得

　　b0
 ＋[image: alt]
 [image: alt]
 ＝ut
 （x，0）

　　　＝ψ（x）＝C0
 ＋[image: alt]
 [image: alt]
 ，

[image: alt]


（9.82）

例9.6　求定解问题

[image: alt]


其中φ（x）是给定的连续函数．

解　这时具有限叠加性质的定解问题由（9.83）～（9.85）组成（注意，式（9.85）不是齐次边界条件！），设其（非零）乘积解为u（x，t）＝X（x）T（t），可得S-L问题

　　[image: alt]


以及关于T（t）的常微分方程

　　[image: alt]


求解S-L问题（9.87），可得特征值和特征函数分别为

　　λ＝λn
 ＝[image: alt]
 ，X（x）＝Xn
 （x）＝cosn[image: alt]
 x　（n＝0，1，2，…），　　（9.90）

将λ＝λn
 ＝[image: alt]
 　（n＝0，1，2，…）代入式（9.88），解得

　　T0
 （t）＝a0
 ＋b0
 lnt，Tn
 （t）＝[image: alt]
 ＋[image: alt]
 　（n＝1，2，3，…），

由条件（9.89），得bn
 ＝0，　（n＝0，1，2，…），于是有

　　T0
 （t）＝a0
 ，Tn
 （t）＝[image: alt]
 　（n＝1，2，3，…），　　（9.91）

于是得问题（9.83）－（9.85）的乘积解

　　un
 （x，t）＝[image: alt]
 cos[image: alt]
 x　（n＝0，1，2，…），　　（9.92）

原定解问题的形式解为

　　u（x，t）＝[image: alt]
 [image: alt]
 cos[image: alt]
 x　　（9.93）

由式（9.86）来确定式（9.93）中的系数an
 ，得

　　[image: alt]
 ＝u（x，h）＝φ（x）＝[image: alt]
 φn
 cos[image: alt]
 x，

由定理7.6和展开式唯一性，得

　　[image: alt]


　　　　（n＝1，2，3，…）．　　（9.94）

例9.7　（圆盘上Laplace方程的Dirichlet问题）求定解问题

　　[image: alt]


其中φ（x，y）是给定的连续函数．

解　先对所要求的解u（x，y）和边值条件（9.96）作些说明．首先通常要求u（x，y）在闭圆盘[image: alt]
 ＝｛（x，y）|x2
 ＋y2
 ＝r2
 ≤d2
 ｝上连续，边界条件（9.96）应理解为

　　[image: alt]
 u（x，y）＝φ（x0
 ，y0
 ），[image: alt]
 （x0
 ，y0
 ）∈[image: alt]
 Ω．　　（9.97）

不然的话，立刻可得定解问题如下的“平凡解”

　　[image: alt]


其次自然要求在圆盘内部u（x，y）是适当光滑的函数，比如有连续的二阶偏导数．

我们注意到原问题直接无法用分离变量来求解，因这时的边界条件不具有限叠加性质．为此，通过做变量替换把原来的圆盘区域变为矩形区域，这可通过极坐标变换来实现

　　x＝rcosθ，y＝rsinθ，0≤r≤d，0≤θ≤2π．　　（9.98）

由式（9.13），得（仍用u（r，θ）来表示u（rcosθ，rsinθ））

　　uxx
 ＋uyy
 ＝urr
 ＋[image: alt]
 ur
 ＋[image: alt]
 uθθ
 ．

经变换（9.98）矩形Ω′0
 ＝｛（r，θ）|0＜r＜d，0≤θ≤2π｝变为去心圆盘Ω0
 ＝｛（x，y）|0＜x2
 ＋y2
 ＝r2
 ＜d2
 ｝且是从矩形Ω′0
 到去心圆盘Ω0
 光滑可逆的，逆变换为

　　[image: alt]


边界条件（9.97）即为u（d，θ）＝[image: alt]
 （θ）＝φ（dcosθ，dsinθ）．下面来分析在矩形Ω′0
 其他的三条边（即｛（r，θ）|r＝0，0≤θ≤2π｝，｛（r，θ）|0＜r＜d，θ＝0｝和｛（r，θ）|0＜r＜d，θ＝2π｝）上u（r，θ）该满足什么条件．在边｛（r，θ）|r＝0，0≤θ≤2π｝上对应的是原圆盘的圆心，因u（x，y）在圆心是连续的，故在该点u（r，θ）作为（r，θ）的函数

　　[image: alt]
 u（r，θ）存在　（0≤θ≤2π）．

在边｛（r，θ）|0＜r＜d，0＝θ｝上任何一点（r，0）对应的是原圆盘中的正x轴上的点，由u（x，y）在圆盘内有连续的二阶偏导数以及u（r，θ）的定义，得

　　u（r，0）＝[image: alt]
 u（r，θ）＝[image: alt]
 u（r，θ），　　（9.99）

因此有理由认为（定义）

　　u（r，0）＝u（r，2π）　（0＜r＜d）．　　（9.100）

又由

uθ
 （r，θ）＝－ux
 （x，y）rsinθ＋uy
 （x，y）rcosθ，　（0＜r＜d，0＜θ＜2π，x＝rcosθ，y＝rsinθ），

易得

[image: alt]
 uθ
 （r，θ）＝[image: alt]
 uθ
 （r，θ）　（0＜r＜d）．　　（9.101）

由式（9.100），（9.101），结合Lagrange微分中值定理，可得

uθ
 ＋（r，0）＝[image: alt]
 uθ
 （r，θ）＝[image: alt]
 uθ
 （r，θ）＝uθ－

 （r，2π）　（0＜r＜d）．

（9.102）

（此处uθ＋

 （r，0）表示u（r，θ）在（r，0）处关于θ的右偏导数，uθ－

 （r，2π）表示u（r，θ）在（r，2π）处关于θ的左偏导数．）综上，我们用以下定解问题来替代原定解问题

　　[image: alt]


条件（9.105）～（9.106）通常称为自然边界条件．这时具有限叠加性质的定解问题由式（9.103）和式（9.105），（9.106）组成（注意，边界条件（9.105）～（9.106）不是齐次的！），设其（非零）乘积解为u（r，θ）＝R（r）H（θ），可得S-L问题

　　[image: alt]


以及关于R（r）的常微分方程

　　[image: alt]


由例9.5可得S-L问题（9.107）的特征值和特征函数分别为

　　[image: alt]


（9.109）

把λ＝λn
 ＝n2
 ，（n＝0，1，2，…）代入问题（9.108），解得（参看例9.6中问题（9.88）～（9.89）的求解）

　　R（r）＝R0
 （r）＝ao
 ，R（r）＝Rn
 （r）＝an
 rn
 　（n＝1，2，3…）．　　（9.110）

于是得式（9.103）和式（9.105），（9.106）的乘积解为

　　uo
 （r，θ）＝a0
 ，un
 （r，θ）＝an
 rn
 cosnθ，bn
 rn
 sinnθ　（n＝1，2，3，…），

定解问题（9.103）～（9.106）的形式解为

　　u（r，θ）＝a0
 ＋[image: alt]
 rn
 （an
 cosnθ＋bn
 sinnθ）．　　（9.111）

由式（9.104）和定理7.6，得

　　a0
 ＋[image: alt]
 dn
 （an
 cosnθ＋bn
 sinnθ）＝u（d，θ）

　　　　＝[image: alt]
 （θ）＝A0
 ＋[image: alt]
 （An
 cosnθ＋bn
 cosnθ），

　[image: alt]


（9.112）

可以证明（例如参看文献［B-5］的第六章），当[image: alt]
 （θ）满足适当条件时（比如，[image: alt]
 （θ）的傅里叶级数逐点收敛到[image: alt]
 （θ）），系数由式（9.112）确定的无穷级数（9.111）是定解问题（9.95）～（9.96）在边界上满足式（9.97）的解．

例9.8　求定解问题

　　[image: alt]


其中φ（r）是给定的连续函数．

解　这时具有限叠加性质的定解问题由（9.113）～（9.115）组成，设其（非零）乘积解为u（r，t）＝R（r）T（t），可得S-L问题

　　[image: alt]


以及关于T（t）的常微分方程

　　T′（t）＋λT（t）＝0，0＜t．　　（9.118）

由例7.4可得S-L问题（9.117）的特征值和特征函数分别为

　　λ＝λn
 （[image: alt]
 /r0
 ）2
 ，R（r）＝Rn
 （r）＝J0
 [image: alt]
 　（n＝1，2，3，…），

（9.119）

其中[image: alt]
 是Bessel函数J0
 （r）的正零点．将λ＝λn
 ＝（[image: alt]
 /r0
 ）2
 代入式（9.188），解得

　　T（t）＝Tn
 （t）＝cn
 e－（[image: alt]
 /r0
 ）2
 t
 　（n＝1，2，3，…），　　（9.120）

于是得问题（9.113）～（9.115）的乘积解

　　un
 （r，t）＝cn
 e－（[image: alt]
 /r0
 ）2
 t
 J0
 [image: alt]
 　（n＝1，2，3，…），

定解问题（9.113）－（9.116）的形式解为

　　u（r，t）＝[image: alt]
 cn
 e－（[image: alt]
 /r0
 ）2
 t
 J0
 [image: alt]
 ．　　（9.121）

由式（9.116）和定理7.6，得

　　[image: alt]
 cn
 J0
 [image: alt]
 ＝u（r，0）＝φ（r）＝[image: alt]
 φn
 J0
 [image: alt]
 ，

　　[image: alt]


（9.122）

例9.9　求定解问题

[image: alt]


其中φ（x）是给定的连续函数．

解　这时具有限叠加性质的定解问题由（9.123）～（9.125）组成，设其（非零）乘积解为u（x，t）＝X（x）T（t），可得S-L问题

　　[image: alt]


以及关于T（t）的常微分方程

　　[image: alt]


可得S-L问题（9.127）的特征值和特征函数分别为

　　λ＝λn
 ＝n（n＋1），X（x）＝Xn
 （x）＝Pn
 （x）＝[image: alt]
 [image: alt]
 （x2
 －1）n


　　　（n＝0，1，2，…）．　　（9.129）

将λ＝λn
 ＝n（n＋1）代入式（9.128），解得

　　T（t）＝T0
 （t）＝a0
 ，T（t）＝Tn
 （t）＝an
 tn
 　（n＝1，2，3，…），

（9.130）

于是得问题（9.123）～（9.125）的乘积解为

　　u0
 （x，t）＝a0
 ，un
 （x，t）＝an
 tn
 Pn
 （x）　（n＝1，2，3，…），

定解问题（9.123）－（9.126）的形式解为

　　u（x，t）＝a0
 ＋[image: alt]
 an
 tn
 Pn
 （x）．　　（9.131）

由式（9.126）和定理7.6，得

　　a0
 ＋[image: alt]
 an
 [image: alt]
 Pn
 （x）＝u（x，t0
 ）＝φ（x）＝φ0
 ＋[image: alt]
 φn
 Pn
 （x），

　　[image: alt]


§9．4　直角坐标下的分离变量法（多个变量情形）

本节来考虑多个变量情形的分离变量法．以式（9.2）1，（9.2）2为例，式（9.1）1
 ，（9.1）2
 的异同留给读者去讨论．设Ω为长方体（9.7），继续用分离变量法求解（9.26）．令

　　v（x，y，z）＝X（x）Y（y）Z（z）．　　（9.133）

把式（9.133）代入式（9.26）的方程，得到

　　[image: alt]


如同上节的理由，等式（9.134）两边是不同自变量的函数，又只能等于常数，设它为－μ，即有

　　X″＋μX＝0，　　（9.135）

　　[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＋（λ－μ）＝0．　　（9.136）

由Ω的定义，它的边界为[image: alt]
 Ω＝｛（x，y，z）|x＝0或x＝b或y＝0或y＝d或z＝0或z＝e｝．由v|[image: alt]
 Ω＝0，在x＝0或x＝b上，有

　　X（0）Y（y）Z（z）＝X（b）Y（y）Z（z）＝0，0≤y≤d，0≤z≤e，

由此可得

　　X（0）＝X（b）＝0．　　（9.137）

式（9.135）与（9.137）是第七章中所讨论的S-L问题，其特征值｛μn
 ｝与特征函数｛Xn
 （x）｝是

　　μn
 ＝[image: alt]
 ，Xn
 （x）＝sin[image: alt]
 x　（n＝1，2，…）．　　（9.138）

对固定的n，再从式（9.136）得到

　　[image: alt]
 ＝－（[image: alt]
 ＋λ－μn
 ）＝－ζ，　　（9.139）

再由v|[image: alt]
 Ω＝0，在y＝0或y＝d上，又得到如下的S-L问题

　　[image: alt]


同理，其特征值｛ζm
 ｝与特征函数｛Ym
 （y）｝是

　　ζm
 ＝[image: alt]
 ，Ym
 （y）＝sin[image: alt]
 y　（m＝1，2，…）．　　（9.142）

再由式（9.136）与v|[image: alt]
 Ω＝0，在z＝0或z＝e上，类似地得到如下的S-L问题

　　[image: alt]


其特征值｛λp
 ，n，m－μn
 －ζm
 ｝与特征函数｛Zp
 （z）｝是

　　λp，n，m
 －μn
 －ζm
 ＝[image: alt]
 ，Zp
 （z）＝sin[image: alt]
 z

　　　　　（p＝1，2，…），　　（9.145）

即

　　λp，n，m
 ＝μn
 ＋ζm
 ＋[image: alt]


　　　　　＝[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ．　　（9.146）

由式（9.24）得到

[image: alt]


式中[image: alt]
 和[image: alt]
 是任意常数．从而，我们得到满足方程与边界条件的形式

解是

　　[image: alt]


　　　　　sin[image: alt]
 xsin[image: alt]
 ysin[image: alt]
 z．　　（9.148）

对这些解进行叠加，令

　　u（x，y，z，t）＝[image: alt]
 up，n，m
 ，　　（9.149）

假如式（9.149）的级数可以逐项求极限和导数，不论任意常数[image: alt]
 和[image: alt]
 如何选取，它总是满足方程与边界条件．为了满足初始条件，可以由下式分别来决定这些任意常数

φ（x，y，z）＝u（x，y，z，0）

　　　　　　＝[image: alt]
 [image: alt]
 sin[image: alt]
 xsin[image: alt]
 ysin[image: alt]
 z，　　（9.150）

ψ（x，y，z）＝ut
 （x，y，z，0）

　　　　　　＝[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 sin[image: alt]
 xsin[image: alt]
 ysin[image: alt]
 z，　　（9.151）

由S-L问题的特征函数的正交性或直接验证，式（9.150）、（9.151）两边同乘sinxsinysinz之后，在Ω上积分，得到

[image: alt]


由式（9.149）所定义的解u（x，y，z，t），它的项由式（9.148）定义，而式（9.148）中的常数又由式（9.152）和式（9.153）决定，形式上就是我们所要求的式（9.2）的解．事实上，当φ与ψ充分光滑时，例如分别有直到3阶和2阶的连续偏导数以及满足如下的相容性条件

　　φ（i）
 （0，y，z）＝φ（i）
 （b，y，z）＝φ（i）
 （x，0，z）

　　　　　　　　　＝φ（i）
 （x，d，z）＝φ（i）
 （x，y，0）

　　　　　　　　　＝φ（i）
 （x，y，e）＝0　（i＝0，2），　　（9.154）

　　ψ（0，y，z）＝ψ（b，y，z）＝ψ（x，0，z）

　　　　　　　　＝ψ（x，d，z）＝ψ（x，y，0）

　　　　　　　　＝ψ（x，y，e）＝0，　　（9.155）

可以证明式（9.149）所定义的解u（x，y，z，t）确实是定解问题（9.2）的解，即在Q内有关于x和t的直到二阶的连续偏导数，而且满足方程，同时连续取到零边值和初始值φ与ψ（见文献［B-5］）．当式（9.154）和（9.155）不满足或者φ与ψ不光滑时，式（9.149）所定义的u（x，y，z，t）虽然不一定连续地满足初边值或光滑，但是我们可以认为它是拓广了的解，通常称为广义解或弱解或形式解．

注9.3　上面的方法，对任意的n维长方体也可以应用．

§9．5　柱坐标下的分离变量法

在柱形区域式（9.8）中，Laplace算子的形式是式（9.15），式（9.26）的解取如下形式

　　v（r，θ，z）＝R（r）Θ（θ）Z（z），

代入式（9.26），与§9.4中的步骤一样，可以得到如下的分离变量方程

　　[image: alt]


因为[image: alt]
 Ω＝｛（r，θ，z）|r＝d或z＝0或z＝e｝，由v|[image: alt]
 Ω＝0，在z＝0或z＝e上，有

　　R（r）Θ（θ）Z（0）＝R（r）Θ（θ）Z（e）＝0，

从而得到如下的S-L问题

　　[image: alt]


其特征值｛μn
 ｝与特征函数｛Zn
 （z）｝是

　　μn
 ＝[image: alt]
 ，Zn
 （z）＝sin[image: alt]
 z　（n＝1，2，…），　　（9.159）

以此μn
 代入式（9.156），再分离变量，得到

　　[image: alt]


与例9.7类似，可得到如下特征值问题：

　　[image: alt]


其特征值｛ζm
 ｝与特征函数｛Θm
 （θ）｝分别是

　　[image: alt]


对固定的n与m，再由式（9.163）的ζm
 代入式（9.160），得到关于R（r）的方程

　　（rR′）′－[image: alt]
 R＋λrR＝0．　　（9.164）

由于v|[image: alt]
 Ω＝0，得R（d）＝0．与例9.7类似，这时有自然边界条件：[image: alt]
 R（r）存在．于是得定解条件

　　[image: alt]
 R（r）存在，R（d）＝0．　　（9.165）

式（9.164）与（9.165）组成奇异S-L问题．由第七章的注7.5与定理7.6，它有可列无限个特征值｛λp，n，m
 ｝与特征函数｛Rp，n，m
 （r）｝（p＝1，2，…），且特征函数有正交性，即

　　[image: alt]
 rRp，n，m
 （r）Rq，n，m
 （r）dr＝0　（p≠q）．　　（9.166）

事实上，关于式（9.164）与（9.165）的解，已有较完备的结论，简单地叙述如下：

若记

　　k2
 ＝λ－μn
 　　（9.167）

（为什么λ＞μn
 才有非零解——特征函数？请读者自己考虑），再设

　　x＝kr，R（r）＝y（x）＝y（kr），　　（9.168）

代入式（9.164），得到y（x）满足如下的定解问题

　　[image: alt]


这是m阶Bessel方程，由例7.4可知，上述问题的解为m阶Bessel函数Jm
 （x），且对于固定的m，它有可列无限个正单零点[image: alt]
 （p＝1，2，…），即

　　Jm
 （[image: alt]
 ）＝0　（p＝1，2，…），　　（9.171）

这里

　　[image: alt]


由边值条件y（kd）＝0，得

　　[image: alt]


所以，得到式（9.164）与（9.165）奇异S-L问题的特征值为

　　λp，n，m
 ＝k2
 ＋μn
 ＝[image: alt]
 ＋μn


　　（p，n＝1，2，…；m＝0，1，…），　　（9.174）

特征函数为

　　Rp，n，m
 （r）＝Jm
 [image: alt]
 ．　　（9.175）

满足边界条件（[image: alt]
 f（r）存在，f（d）＝0）的光滑函数f（r）可以展开为[image: alt]
 的式（7.26）广义傅里叶级数

　　f（r）＝[image: alt]
 ap
 Jm
 [image: alt]
 ，　　（9.176）

其中

　　[image: alt]


再由式（9.24）的T（t）表达式，从而，得到满足方程与边界条件的形式解是

　　[image: alt]


对这些解进行叠加，令

　　u（x，y，z，t）＝[image: alt]
 up，n，m
 ，　　（9.179）

假如式（9.179）的级数可以逐项求极限和导数，不论任意常数[image: alt]
 （i＝1，2，3，4）如何选取，它总是满足方程与边界条件，为了满足式（9.2）3
 的初始条件，可以由下式来决定任意常数[image: alt]
 和[image: alt]


　　φ（r，θ，z）＝[image: alt]
 ［[image: alt]
 cosmθ＋[image: alt]
 sinmθ］Jm
 [image: alt]
 sin[image: alt]
 z．

（9.180）

由S-L问题的理论，即式（9.166）及｛cosmθ，sinmθ｝在［0，2π］上，｛sin[image: alt]
 z｝在［0，e］上的正交性，得到

[image: alt]


与

[image: alt]


其中

　　[image: alt]


　　[image: alt]


类似地，由初始条件（9.2）4
 ，可得

[image: alt]


[image: alt]


因而，我们得到定解问题（9.2）的解为由式（9.181）～（9.186）与式（9.178）所决定的表达式（9.179）．

§9．6　球坐标下的分离变量法

在球形区域式（9.9）中，Laplace算子的形式是式（9.18），式（9.26）的解取形式：v（r，θ，φ）＝R（r）Θ（θ）Φ（φ），代入式（9.26）的方程，与§9.4中的步骤一样，可以得到如下的分离变量方程

[image: alt]


这是与式（9.161）和（9.162）一样的特征值问题，其特征值｛ζm
 ｝与特征函数｛Φm
 （φ）｝分别是

　ζm
 ＝m2
 　（m＝0，1，2，…），

Φ0
 （φ）＝1，Φm
 （φ）＝cosmφ，sinmφ　（m＝1，2，3，…）．　　（9.189）

把式（9.189）的ζm
 代入式（9.187），进而再分离变量，得到Θ与R的方程是

　　[image: alt]


从而，

　　[image: alt]


由于θ＝0或π时，点（r，θ，φ）是在球型区域内部的z轴上，所以，[image: alt]
 U（r，θ，φ）与[image: alt]
 u（r，θ，φ）均存在，即有如下的自然边界条件

　　[image: alt]
 Θ（θ）存在，[image: alt]
 Θ（θ）存在．　　（9.192）

R（r）满足如下方程

　　（r2
 R′）′＋（λr2
 －μ）R＝0．　　（9.193）

与§9.5中类似，可得式（9.193）的定解条件为

　　[image: alt]
 R（r）存在，R（d）＝0．　　（9.194）

式（9.191）和（9.192），式（9.193）和（9.194）是两组奇异的S-L问题，根据第七章的理论，可以分别求出它们的特征值μ和λ及相应的特征函数，这些也有较成熟的研究结论，我们简述如下：

对问题（9.191）和（9.192），令

　　x＝cosθ，　Θ（θ）＝y（x）＝y（cosθ）．　　（9.195）

对固定的m（m＝0，1，…），式（9.191）和（9.192）分别化为

　　[image: alt]


方程（9.196）当m＝0时称为Legendre方程，当m≠0时称为伴随的Legendre方程．奇异S-L问题（9.196），（9.197）的特征值和特征函数分别是（见第七章的例7.5）

　　[image: alt]
 ＝n（n＋1）　（n＝0，1，…），　　（9.198）

[image: alt]


与

　　[image: alt]


从S-L问题的理论可知，下面的正交性公式成立

[image: alt]
 Pi
 （x）Pj
 （x）dx＝[image: alt]
 sinθPi
 （cosθ）Pj
 （cosθ）dθ＝0　（i≠j）．　　（9.201）

对固定的m（m＝0，1，…），

[image: alt]


（9.202）

再回到式（9.193）与（9.194）．由于

　　[image: alt]
 ＝n（n＋1）　（n＝0，1，…），

记

　　λ＝k2
 　（λ＞0），　　（9.203）

再令

　　x＝kr，R（r）＝x－1/2
 y（x）．　　（9.204）

由式（9.193）与（9.194）得到

[image: alt]


比较式（9.205）和式（9.206），（9.169）和（9.170），其在x＝0右极限存在的解是[image: alt]
 阶Bessel函数，即

　　[image: alt]


于是

　　[image: alt]


其中[image: alt]
 满足如下的关系

　　[image: alt]


而[image: alt]
 p（p＝1，2，…）是J[image: alt]

 （x）的正零点．

与前两节完全类似，得到满足方程与边界条件的形式解是

[image: alt]


从[image: alt]
 表达式（9.200）可见，当m＞n时它为零．对这些解进行叠加，得到

　　u（x，y，z，t）＝[image: alt]
 up，n，m
 ．　　（9.211）

假如式（9.211）的级数可以逐项求极限和导数，不论任意常数[image: alt]
 （i＝1，2，3，4）如何选取，它总是满足方程与边界条件，为了满足式（9.2）3
 的初始条件，利用正交性（或逐次应用定理7.6）可得：

[image: alt]


　　[image: alt]


和

　　[image: alt]


其中

　　[image: alt]


　　[image: alt]


　　[image: alt]


因而，我们得到定解问题（9.2）的解为由式（9.212）～（9.218）与式（9.210）所决定的表达式（9.211）．

注9.4　Bessel方程与Legendre方程的解分别称为柱函数与球函数．它们的两个线性无关解的性质、零点的分布、递推公式、式（9.218）的计算以及在x＝0或x＝±1处的奇性等等有许多书专门论述，例如可参阅文献［B-4］，［B-7］和［B-8］．

§9．7　Laplace方程分离变量法的说明

与§9.2的热传导方程和波动方程不同，对Laplace方程来说，在边界上的值不全为零，否则它只有零解，如果我们考虑如下的定解问题

　　[image: alt]


即Laplace方程的Dirichlet问题，若φ≡0，则u≡0；若φ≠0，例如在长方体Ω的边界上满足下列条件

　　φ（0，y，z）＝φ（b，y，z）＝φ（x，0，z）＝φ（x，d，z）＝0，　　（9.221）

　　φ（x，y，0）＝h（x，y），φ（x，y，e）＝g（x，y），　　（9.222）

时，仍可以应用分离变量法求解．即在长方体Ω或柱体等特殊区域中，φ仅仅在部分边界上为零，求解过程与前几节中完全一样，我们仅仅举下面一个例子加以说明，其他情况读者可以自己推导，部分作为习题．

例9.10　求式（9.219）和（9.220）的解．设区域Ω为式（9.7）的长方体：Ω＝｛（x，y，z）|0＜x＜b，0＜y＜d，0＜z＜e｝，u（x，y，z）的边值为φ（x，y，z）且满足式（9.221）和（9.222），其中h（x，y）和g（x，y）是已知函数．

解　如同§9.4中的做法，u（x，y，z）＝X（x）Y（y）Z（z），经过分离变量，不难得到满足方程与边界条件（9.221）的特征值和特征函数是式（9.138）与式（9.142）．

　　[image: alt]


而Z（z）满足如下的常微分方程

　　Z″－（μn
 ＋ζm
 ）Z＝0，　　（9.223）

它的通解为

　　Z（z）＝Cn，m
 coshλn，m
 z＋Dn，m
 sinhλn，m
 z，　　（9.224）

其中

　　[image: alt]
 ＝μn
 ＋ζm
 ＝[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ，　　（9.225）

而Cn，m
 与Dn，m
 是任意常数．

对上述解叠加，得到

u（x，y，z）＝[image: alt]
 （Cn，m
 coshλn，m
 z＋Dn，m
 sinhλn，m
 z）sin[image: alt]
 xsin[image: alt]
 y．　　（9.226）

式（9.226）中的u（x，y，z）满足方程与部分边值式（9.221），为了使它满足条件（9.222），我们只要取任意常数Cn，m
 与Dn，m
 为

[image: alt]


就可得到所求问题的形式解（9.226）．

§9．8　其他形式的边界条件与边界条件的齐次化

问题（9.1）～（9.2）的边界条件u＝g或0，称为第一边界条件或Dirichlet边界条件，其他形式的边界条件还有

　　[image: alt]
 u＝g　on　Σ，　　（9.229）

或

　　[image: alt]
 u＋αu＝g　on　Σ，　　（9.230）

其中n是[image: alt]
 Ω的单位外法线向量，简称为单位外法向，α是正常数．

式（9.229）称为第二边界条件或Neumann边界条件，式（9.230）称为第三边界条件或Robin边界条件．

现在我们考虑以式（9.229）或（9.230）边界条件代替Dirichlet边界条件（9.1）2
 和（9.2）2
 的问题（9.1）～（9.2），当g＝0时，也称为齐次边界条件．在特殊区域上仍可以用分离变量法求解，其过程完全与前几节类似，仅仅是S-L问题中的边界条件有相应的变化（当然特性值与特征函数也相应地改变），所有的结论都是一样的，而对问题（9.219）和（9.220），也可以像§9.7类似地讨论，我们就不再重复了．

我们从前几节用分离变量法的求解过程中看到，分离变量法与Fourier级数有密切的关系，所以，分离变量法又称Fourier方法，而应用此方法的前提是边界条件一定要具有限叠加性质的，但是在实际问题中并非如此，而是如下的一般形式：

　　β[image: alt]
 ＋αu＝g　on　Σ或[image: alt]
 Ω，　　（9.231）

式中α≥0，β≥0，α＋β＞0．当β＝0，α＝0或α≠0，β≠0时，分别相应于第一、二或第三边界条件；g是不恒等于零的定义在Σ或[image: alt]
 Ω上的已知函数．

这时是不能直接应用分离变量法去求解的，因为边界条件是非齐次的（为什么？请读者自己考虑）．为此，我们必须把边界条件化为齐次的，自然的做法是作如下的函数变换：

　　u＝v＋h，　　（9.232）

如果能够找到h，使得

β[image: alt]
 h＋αh＝g　on　Σ或[image: alt]
 Ω，　　（9.233）

把式（9.232）代入式（9.231），就得到关于v的齐次边界条件．怎样去找这样的h呢？当n＝1时，即当空间自变量只有一个x时，总可以找到简单的函数h，例如一次或二次多项式，能够通过式（9.232）的变换化非齐次边界条件为齐次边界条件，如下面的例9.11、9.12与9.13所示；当n＞1时，情况比较复杂，这要具体情况具体分析，一般说来，还是要取尽量简单的函数，例如多项式，我们以后面的例9.14与例9.15来说明．

例9.11　设方程为

　　[image: alt]


空间变量的区域为Ω＝｛x|0＜x＜b｝，边界与初始条件分别为

　　u（0，t）＝g1
 （t），u（b，t）＝g2
 （t）；u（x，0）＝u0
 （x）．　　（9.235）

即是式（9.231）中β＝0，α＝1的情况（Dirichlet边界条件），我们可取

　　h（x，t）＝g1
 （t）＋[image: alt]
 ［g2
 （t）－g1
 （t）］．　　（9.236）

例9.12　设方程为

　　[image: alt]


空间变量的区域为Ω＝｛x|0＜x＜b｝，边界与初始条件分别为

　　[image: alt]


即是式（9.231）中在x＝0处为β＝1，α＝1的情况（Robin边界条件），在x＝b处为β＝0，α＝1的情况（Dirichlet边界条件），我们可取

　　h（x，t）＝－g1
 （t）＋[image: alt]
 ［g2
 （t）＋g1
 （t）］，　　（9.240）

或

　　h（x，t）＝xg1
 （t）＋[image: alt]
 ［g2
 （t）－bg1
 （t）］，　　（9.241）

或

　　h（x，t）＝[image: alt]
 ［g1
 （t）＋g2
 （t）］＋g2
 （t），　　（9.242）

都可以通过式（9.232）的变换化非齐次边界条件为齐次边界条件．

例9.13　设方程为

　　[image: alt]


空间变量的区域为Ω＝｛x|0＜x＜b｝，边界与初始条件分别为

[image: alt]


即是式（9.231）中在x＝0，x＝b处β＝1，α＝1的情况（Robin边界条件），我们可取

　　[image: alt]


可通过式（9.232）的变换化非齐次边界条件为齐次边界条件．

例9.14　设方程为：

　　[image: alt]


空间变量的区域为Ω＝｛（x，y）|0＜x＜b，0＜y＜d｝，边界（[image: alt]
 Ω＝｛（x，y）|x＝0或x＝b或y＝0或y＝d｝）与初始条件分别为

[image: alt]


我们取

　　h（x，y，t）＝g（0，y，t）＋[image: alt]
 ［g（b，y，t）－g（0，y，t）］＋g（x，0，t）－g（0，

　　　　　　　　　0，t）－[image: alt]
 ［g（b，0，t）－g（0，0，t）］＋[image: alt]
 ｛g（x，d，t）－g（x，

　　　　　　　　　0，t）＋g（0，0，t）＋[image: alt]
 ［g（b，0，t）－g（0，0，t）］－g（0，d，t）－

　　　　　　　　　[image: alt]
 ［g（b，d，t）－g（0，d，t）］｝，　　（9.250）

不难验证

　　h（x，y，t）|[image: alt]
 Ω＝g（x，y，t），

即

　　[image: alt]


例9.15　设方程为

　　[image: alt]


空间变量的区域为Ω＝｛（x，y）|0＜x＜b，0＜y＜d｝，边界（[image: alt]
 Ω＝｛（x，y）|x＝0或x＝b或y＝0或y＝d｝）与初始条件分别为

[image: alt]


边界条件（9.253）即是式（9.231）中的情况（Neumann边界条件），[image: alt]
 是±[image: alt]
 和±[image: alt]
 的情况之一，即

[image: alt]


这时，简单的h（x，y，t）已不能取到，但是我们可以取它为Laplace方程在式（9.253）条件下的解，即可以通过分离变量法解如下的定解问题来得到h，

　　[image: alt]


式中式（9.253）的变量t视为参数．

§9．9　齐次化原理与Fourier解法

细心的读者一定会发现，作变换使边界条件变为齐次了，但是，一般说来，齐次方程要变为非齐次方程（即方程右端不为零）．事实上，方程变为如下的形式

　　vt
 －a2
 Δv＝－（ht
 －a2
 Δh），　　（9.255）

或

　　vtt
 －a2
 Δv＝－（htt
 －a2
 Δh）．　　（9.256）

在实际问题中，也可能问题本身就是非齐次的．这一节讨论非齐次方程

[image: alt]


或

[image: alt]


的求解问题．

当上述问题在齐次方程（f＝0）、非零初值（φ≠0或ψ≠0）时，可以用上节的分离变量法求出解．现在，由叠加原理，非齐次方程（f≠0）、非零初值（φ≠0或ψ≠0）的解可以分解为齐次方程（f＝0）、非零初值（φ≠0或ψ≠0）的解与非齐次方程（f≠0）、零初值（φ＝0和ψ＝0）的解之和，所以我们不妨假设φ＝ψ＝0．

一、齐次化原理

对上述两类问题的求解，与第四章§4.4的常微分方程情况一样，可以应用齐次化原理（或称为Duhamel原理）化为齐次方程、非齐次初值问题去求解．

定理9.1　　设w（x，t，τ）是下面定解问题的解

[image: alt]


或

[image: alt]


式中τ∈［0，T］是固定的参数，则

　　u（x，t）＝[image: alt]
 w（x，t，τ）dτ　　（9.261）

是定解问题（9.257）（φ＝0）或式（9.258）（ψ＝0）的解．

证明　我们以式（9.258）为例证明．事实上，由式（9.260）的边界条件，通过计算，可得

　　ut
 ＝w（x，t，t）＋[image: alt]
 wt
 （x，t，τ）dτ

　　　＝[image: alt]
 wt
 （x，t，τ）dτ，

　　utt
 ＝wt
 （x，t，t）＋[image: alt]
 wtt
 （x，t，τ）dτ

　　　＝f（x，t）＋[image: alt]
 wtt
 （x，t，τ）dτ，

　　[image: alt]


　　　　　（i＝1，2，…，n；x＝（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）），

　　Wu＝utt
 －a2
 Δu

　　　＝f（x，t）＋[image: alt]
 （wtt
 －a2
 Δw）dτ

　　　＝f（x，t）；

　　u（x，0）＝[image: alt]
 w（x，t，τ）dτ＝0，

　　ut
 （x，0）＝[image: alt]
 wt
 （x，t，τ）dτ＝0．

在区域的边界Σ＝[image: alt]
 Ω×（0，T］上，有，

　　[image: alt]


即满足边界条件．

由定理9.1，非齐次方程齐次边值问题（9.257）或式（9.258）的求解问题化为齐次方程非齐次边值问题（9.259）或（9.260）的求解，这就是齐次化原理．

二、Fourier解法

对非齐次方程齐次边值问题（9.257）或（9.258），若相应的特征值问题（9.22）有特征值｛λn
 ｝和特征函数系｛vn
 （x）｝，把方程的右端f（x，t）展开为广义的Fourier级数

　　f（x，t）＝[image: alt]
 an
 （t）vn
 （x），　　（9.262）

用下面的方程代替式（9.23），初值取为零

　　[image: alt]


或用下面的方程代替式（9.24），初值取为零

　　[image: alt]


这些是非齐次常微分方程的初值问题，由常数变易法或齐次化原理可以分别求出它们的解Tn
 （t），从而得到满足齐次边值条件的函数系

　　un
 （x，t）＝Tn
 （t）vn
 （x）　（n＝1，2，…），　　（9.265）

再叠加，得到满足非齐次方程和齐次边值与初值的解

　　u（x，t）＝[image: alt]
 un
 （x，t）．　　（9.266）

这是通过特征函数的方法求非齐次方程的解，所以称为特征函数法或Fourier解法．

例9.16　解定解问题：

　　[image: alt]


解　令

　　u＝U＋V，

式中U和V分别满足如下的方程与定解条件（记为问题（U）和（V））

[image: alt]


[image: alt]


对于问题（U），通过分离变量，得到特征值序列｛n2
 ｝和特征函数系｛sinnx｝，所以，

　　U（x，t）＝[image: alt]
 （cn
 sinnt＋dn
 cosnt）sinnx，　　（9.267）

由初始条件U（x，0）＝0，得到dn
 ＝0（n＝1，2，…）．由Ut
 （x，0）＝sinx＋x，式（9.267）两端对t求导数后，令t＝0，再乘以sinnx在［0，π］上积分，由于特征函数系｛sinnx｝的正交性，得到

　　ncn
 [image: alt]
 sin2
 nxdx＝[image: alt]
 sinnx（sinx＋x）dx，

即得

　　c1
 ＝3，cn
 ＝[image: alt]
 （－1）n＋1
 　（n＝2，3，…）．　　（9.268）

对于问题（V），根据齐次化原理，对任意的τ≥0，令W（x，t；τ）满足如下定解问题（记为问题（W））

[image: alt]


这是齐次方程与齐次边值条件，与得到式（9.267）和（9.268）类似，仅仅把t改为t－τ，有

　　W（x，t；τ）＝[image: alt]
 dn
 sinn（t－τ）sinnx，　　（9.269）

其中dn
 由下式确定

　　ndn
 [image: alt]
 sin2
 nxdx＝[image: alt]
 sinnx（xτ）dx，

即

　　dn
 ＝τ[image: alt]
 （－1）n＋1
 　（n＝1，2，…）．　　（9.270）

根据定理9.1，得到

　　[image: alt]


由式（9.267）和（9.271）确定的U（x，t）和V（x，t）相加就得到所求的解u（x，t）．

例9.17　解定解问题

　　[image: alt]


解　我们用Fourier方法求解，从例9.16知道，相应的特征值序列仍是｛n2
 ｝，特征函数系还是｛sinnx｝，把方程的右端xt展开为特征函数系｛sinnx｝的广义Fourier级数

　　xt＝[image: alt]
 an
 （t）sinnx，　　（9.272）

得到

　　an
 （t）＝t[image: alt]
 （－1）n＋1
 　（n＝1，2，…）．　　（9.273）

解相应的式（9.263），

　　[image: alt]


容易求得解为

　　[image: alt]


从而，

　　　[image: alt]


就是我们所要求的解．

例9.18　问正常数a取何值时以下定解问题有解，并求出相应的解．

　　[image: alt]


解一　运用Fourier解法．如同例9.17，把x（π－x）t展开成特征函数系｛sinnx｝的广义Fourier级数（9.272），这时可得系数

　　[image: alt]


所求的解由式（9.266）表示，其中un
 （x，t）＝Tn
 （t）sinnx，Tn
 （t）由以下定解问题确定

　　[image: alt]


易得式（9.278）的解为

　　Tn
 （t）＝[image: alt]
 cosant＋[image: alt]
 sinant＋[image: alt]
 t．　　（9.280）

由条件（9.279），得

　　[image: alt]
 ＝0，[image: alt]
 sin2an＋[image: alt]
 ＝0，　　（9.281）

于是，要使原问题有解，a需满足

　　a≠[image: alt]
 ，k，n＝1，2，3，…，　　（9.282）

这时

　　[image: alt]


（9.283）

从而得原问题的解

[image: alt]


解二　运用齐次化原理的思路．对[image: alt]
 τ∈［0，2］，令W（x，t；τ）满足如下定解问题

　　[image: alt]


其中φ（x）是任意满足φ（0）＝0，φ（π）＝0（适当光滑）的函数．由分离变量法，可得特征值序列｛n2
 ｝和特征函数系｛sinnx｝，于是，有

　　W（x，t；τ）＝[image: alt]
 （cn
 sinan（t－τ）＋dn
 cosan（t－τ））sinnx，　　（9.285）

由初始条件W（x，τ；τ）＝φ（x），Wt
 （x，τ；τ）＝x（π－x）τ以及φ（x）是任意的，得

　　cn
 ＝[image: alt]
 ，dn
 任意取．　　（9.286）

于是，得（读者可自行验证由以下所表示的函数是满足原问题除了u（x，2）＝0之外的所有条件）

[image: alt]


由初始条件u（x，2）＝0，得

[image: alt]


（9.288）

要使式（9.288）有解，a须满足条件（9.282），且有

[image: alt]


　　　（n＝1，2，3，…）．　　（9.289）

把由式（9.289）所确定的dn
 代入式（9.287）同样得到解的表达式（9.284）．

习　题　九

1．问下列偏微分方程可否分离变量，如能，求分离变量后所满足的方程：

（1）uxx
 ＋uyy
 －ux
 ＋uy
 ＋u＝0；

（2）x2
 uxx
 －y2
 uyy
 ＝0；

（3）ux
 ＋（x－y）uy
 ＋u＝0；

（4）tut
 ＋xuxx
 ＋uyy
 －ux
 ＋uy
 ＋xyu＝0；

（5）sinxuxx
 ＋uyy
 －ux
 ＋cosyuy
 ＋xu＝0；

（6）urr
 ＋ur
 －ux
 ＋yuy
 ＋u＝0．

2．用分离变量法，求下列偏微分方程定解问题的解：

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


3．试在下列定解问题中引入辅助函数，使得边界条件齐次化．

[image: alt]


[image: alt]


提示：先求解[image: alt]
 再令u＝v＋p．

4．求下列非齐次偏微分方程定解问题的解．

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]



第十章　积分变换法与Green函数法

在第九章中，空间变量的区域Ω都是有界的，对无界区域，特别是全空间时，分离变量法是无法应用的，代替解的级数形式必须用积分形式，也就是说，通过积分变换，把解偏微分方程的问题化为解常微分方程的问题．有许多积分变换法可用来解偏微分方程在无界区域中的定解问题，最常用的是Fourier变换与Laplace变换，由于近代数学与工程技术中应用Fourier变换越来越重要与广泛，而Laplace变换可看作它的特殊情况，所以我们仅仅讨论Fourier变换，其他形式的积分变换可以参阅文献［B-6］和［B-9］等．

下面我们主要讨论n＝1的情况，一般的情况附带说明．

§10．1　Fourier变换的定义与性质

设f（x）∈L1
 （－∞，∞）（|f（x）|在（－∞，∞）中的广义积分存在），称如下的积分为f（x）的Fourier变换

　　g（λ）＝[image: alt]
 f（x）e－iλx
 dx≡[image: alt]
 f（x）e－iλx
 dx　（λ∈（－∞，∞）），

（10.1）

即，这种广义积分是Cauchy主值的．记其为F［f］．

由于f（x）∈L1
 （－∞，∞）及|f（x）e－iλx
 |≤|f（x）|，可知式（10.1）的广义积分存在．

如果再要求f（x）∈C1
 （－∞，∞）（f（x）在（－∞，∞）中连续可微），即f（x）∈L1
 （－∞，∞）∩C1
 （－∞，∞），式（10.1）还有如下的逆变换

　　f（x）＝[image: alt]
 g（λ）eiλx
 dλ≡[image: alt]
 g（λ）eiλx
 dλ，　　（10.2）

又记为F－1
 ［g］（它的证明可参阅文献［B-5］），从而有

　　f＝F－1
 ［g］＝F－1
 ［F［f］］，　　（10.3）1


或

　　g＝F［f］＝F［F－1
 ［g］］．　（10.3）2


Fourier变换有如下的性质：

性质1：线性性质

　　F［af1
 ＋bf2
 ］＝aF［f1
 ］＋bF［f2
 ］（a和b为任意常数）．　　（10.4）

性质2：求导法则（如果xf（x）的Fourier变换也存在）

　　[image: alt]
 F［f］＝F［－ixf］．　　（10.5）

性质3：微分性质

若f（x）∈C1
 （－∞，∞），且存在常数K，使得对所有的|x|≥1，有

　　|f（x）|＋|f′（x）|≤[image: alt]
 ，

则

　　F［f′（x）］＝iλF［f］．　　（10.6）

一般地，如果f∈Cm
 （－∞，∞），且存在常数K，使得对所有的|x|≥1，有

|f（x）|＋|f′（x）|＋…＋|f（m）
 （x）|≤[image: alt]
 ，

则

　　F［f（m）
 （x）］＝（iλ）m
 F［f］．　　（10.7）

性质4：平移性质

　　F［f（x－a）］（λ）＝e－iλa
 F［f（x）］（λ）（a为任意常数）．　　（10.8）

性质5：卷积性质

设f（x）＝f1
 *f2
 （x）＝[image: alt]
 f1
 （x－t）f2
 （t）dt，称其为f1
 与f2
 的卷积（convolution），则

　　F［f］＝F［f1
 *f2
 ］＝F［f1
 ］F［f2
 ］，　　（10.9）1


或

　　F－1
 ［g1
 g2
 ］＝F－1
 ［g1
 ］*F－1
 ［g2
 ］．　　（10.9）2


性质6：类似于性质5，有

　　F［f1
 f2
 ］＝[image: alt]
 F［f1
 ］*F［f2
 ］．　　（10.10）

性质1，2，3和4很容易直接证明，性质5和6的证明是类似的，我们仅证明性质5．由定义，可以得到

　　F［f］＝[image: alt]
 f（x）e－iλx
 dx

　　　　　＝[image: alt]
 e－iλx
 [image: alt]
 f1
 （x－t）f2
 （t）dtdx

　　　　　＝[image: alt]
 f2
 （t）dt[image: alt]
 e－iλx
 f1
 （x－t）dx（令y＝x－t）

　　　　　＝[image: alt]
 f2
 （t）dt[image: alt]
 f1
 （y）e－iλ（y＋t）
 dy

　　　　　＝[image: alt]
 f2
 （t）e－iλt
 dt[image: alt]
 f1
 （y）e－iλy
 dy

　　　　　＝F［f1
 ］F［f2
 ］．

下面给出一些常用函数的Fourier变换公式．

例10.1　设[image: alt]
 求F［f］．

解　F［f］＝[image: alt]
 e－iλx
 dx＝[image: alt]


　　　　　[image: alt]


例10.2　设f（x）＝e－αx2

 （α＞0），求F［f］．

解　F［f］＝[image: alt]
 e－αx2

 e－iλx
 dx

　　　　　＝[image: alt]
 e－αx2
 －iλ
 xdx　（令y＝[image: alt]
 x）

　　　　　[image: alt]


例10.3　设f（x）＝e－α|x|
 （α＞0），求F［f］．

解　F［f］＝[image: alt]
 e－α|x|
 e－iλx
 dx

　　　　　＝[image: alt]
 e－（α＋iλ）x
 dx＋[image: alt]
 e（α－iλ）x
 dx

　　　　　[image: alt]


例10.4　设f（x）＝[image: alt]
 （a＞0），求F［f］．

解　F［f］＝[image: alt]
 [image: alt]
 e－iλx
 dx

　　　　　[image: alt]


因为

　　[image: alt]


与

　　[image: alt]


所以

　　[image: alt]


下面这个例子在半无限区间热传导问题求解时将会用到（参见文献［B-16］．

例10.5　设f（x）是（－∞，∞）上的奇函数，除了x＝0之外有连续二阶导数．假设f（0＋
 ），f′（0＋
 ）和f″（0＋
 ）存在（这里f（0＋
 ），f′（0＋
 ）和f″（0＋
 ）分别表示f（x），f′（x）和f″（x）在x＝0处的右极限），并设f（x），f′（x）和f″（x）绝对可积，且当x→∞时它们都趋于零，则

　　F［f″］＝－2iλf（0＋
 ）－λ2
 F［f］．

解　显然有f″（－x）＝－f″（x），[image: alt]
 x≠0．故

F［f″］＝[image: alt]
 f″（x）e－ixλ
 dx＝[image: alt]
 f″（x）（e－ixλ
 －eixλ
 ）dx

　　　　＝－2i[image: alt]
 f″（x）sin（λx）dx

　　　　＝2iλ2
 [image: alt]
 f（x）sin（λx）dx－2i（f′（x）sin（λx）－f（x）λcos（λx））[image: alt]


　　　　＝－λ2
 F［f］－2iλf（0＋
 ）．

注10.1　当n＞1时，Fourier变换的定义如下

g（λ）＝F［f］

　　　　＝[image: alt]
 …[image: alt]
 f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）[image: alt]
 dx1
 dx2
 …dxn
 ，　　（10.11）

它的逆变换是

f（x）＝F－1
 ［g］

　　　＝[image: alt]
 [image: alt]
 …[image: alt]
 g（λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ）[image: alt]
 dλ1
 dλ2
 …dλn
 ．　　（10.12）

如果记

[image: alt]
 λk
 xk
 ＝λ·x，x＝（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ），dx＝dx1
 dx2
 …dxn
 ，　　（10.13）

并将n重积分简记为单重积分，则式（10.11）和（10.12）分别成为

　　g（λ）＝F［f］＝[image: alt]
 f（x）e－iλx
 dx　　（10.11）1


和

　　f（x）＝F－1
 ［g］＝[image: alt]
 [image: alt]
 g（λ）eiλx
 dλ．　　（10.12）1


这些式子是与式（10.1）和（10.2）一致的．

§10．2　热传导方程初值问题的解

考虑如下的热传导方程初值问题

[image: alt]


先对初值条件u（x，0）＝φ（x）做个解释．对f（x，t）≡0的特殊情形，容易验证

　　[image: alt]


显然是问题（10.14）的解．然而这个解在x轴上不连续，除非φ（x）≡0，即没有连续性条件．

　　[image: alt]
 u（x，t）＝φ（x0
 ），　[image: alt]
 x0
 ∈（－∞，∞）．　　（10.16）

不满足连续性条件（10.16）的解没有明显的价值．因此，我们求解初值问题（10.14），要求初值条件（10.14）2
 是连续性条件（10.16）意义下的．

我们用Fourier变换来求问题（10.14）的解．对任意固定的t＞0，作为x的函数，暂先不管u（x，t）是否满足Fourier变换的要求，先来推导形式解．设u（x，t）关于x的Fourier变换为U（λ，t），即

　　U（λ，t）＝[image: alt]
 u（x，t）e－iλx
 dx．

对式（10.14）两边施行Fourier变换，应用性质3，得到

　　[image: alt]


其中

　　F（λ，t）＝F［f（x，t）］，Φ（λ）＝F［φ（x）］　　（10.18）

分别是f（x，t）和φ（x）的Fourier变换．

式（10.17）是关于t的一阶线性常微分方程的初值问题（视λ为参数），它的解是

　　[image: alt]


由性质5，有

　　[image: alt]


由例10.2得到

　　[image: alt]


式（10.19）的第二项也有类似的逆变换，所以原问题的（形式）解为

　　[image: alt]


（10.22）

这是著名的热传导方程初值问题解的Poisson公式．

当n＞1时，原问题的解为

[image: alt]


其中

　　|x－ξ|2
 ＝[image: alt]
 （xk
 －ξk
 ）2
 ．

如前所述，我们是由形式推导得出初值问题（10.14）（形式）解的表达式（10.22），现在自然要问在什么条件下由式（10.22）所表示的函数确实是初值问题（10.14）在连续性条件（10.16）意义下的解．可以证明（参见文献［B-15］），当f（x，t）和φ（x）满足适当条件时，比如，φ（x）和f（x，t）是有界连续函数，且存在正常数M和α，有

|f（x1
 ，t）－f（x2
 ，t）|≤M|x1
 －x2
 |α
 ，[image: alt]
 x1
 ，x2
 ∈（－∞，∞），t≥0，

（10.24）

这时由式（10.22）所表示的函数确实是初值问题（10.14）在连续性条件（10.16）意义下的解．

问题（10.14）的解一般不是唯一的，因存在u*
 （x，t）[image: alt]
 0，满足

　　[image: alt]


但在某些限制条件下，问题（10.14）的解是唯一的．我们有如下的结论（更一般的条件可参见文献［B-15］）：

定理10.1　（唯一性定理）设φ（x）和f（x，t）是有界连续和绝对可积的，且f（x，t）还满足式（10.24），则由式（10.22）所定义的函数u（x，t）是问题（10.14）满足

[image: alt]
 |u（x，t）|＝0，[image: alt]
 T＞0，　　（10.25）

唯一的古典解，即，u（x，t）在（－∞，∞）×（0，∞）上关于x有连续的二阶偏导数，关于t有连续的一阶偏导数，且u（x，t）在（－∞，∞）×［0，∞）上是连续的．

由唯一性定理和解的表达式（10.22），立刻可得

推论10.1　假设f（x，t）和φ（x）除了满足定理10.1的条件之外，还假设它们关于x是奇（偶）函数，则问题（10.14）满足式（10.25）的古典解u（x，t）关于x也是奇（偶）函数．

推论10.2　假设f（x，t）和φ（x）除了满足定理10.1的条件之外，还假设它们关于x是以2L为周期的，则问题（10.14）满足式（10.25）的古典解u（x，t）关于x也是以2L为周期的．

注10.2　Poisson公式（10.22）右边的第二项，也可以通过齐次化原理得到．

注10.3　式（10.21）称为热传导方程的基本解，读者如果熟悉δ函数，它是方程

　　Hu＝ut
 －a2
 uxx
 ＝δ（x，t）

的解，非齐次方程（10.14）的解可以通过对它作卷积得到（参阅文献［B-12］）．

§10．3　半无限区间和有限区间上的热传导问题

先考虑以下半无限热传导问题

　　[image: alt]


其中，φ（x）和f（x，t）有界连续，φ（0）＝f（0，t）＝0，且当x1
 ，x2
 ∈［0，∞）时，条件（10.24）满足．

解　对f（x，t）和φ（x）关于x作奇延拓（为何作奇延拓请读者自行考虑），即令

　　[image: alt]


φ*（x）类似．考虑以下全空间问题

[image: alt]


由解的表达式（10.22），得问题（10.27）1
 ～（10.27）2
 的解为

[image: alt]


由推论10.1可知u*
 （x，t）关于x是奇函数，故有u*
 （0，t）＝0，于是得原问题的解

[image: alt]


例10.6　（参见［B-16］）求以下半无限问题的解．

　　[image: alt]


其中h（t）是连续函数，且h（0）＝0．

解　先假设u（x，t）是上述问题在（0，∞）×（0，∞）上关于x有连续的二阶偏导数，关于t有连续的一阶偏导数的解，并假设对固定的t＞0，u（x，t），ux
 （x，t）和uxx
 （x，t）是绝对可积的，且存在可积函数gt（x），使得|uxx
 （x，s）|≤gt（x），s≥t．对t≥0，定义u（0，t）＝0（注意，未必是h（t））．对固定的t，令

　　[image: alt]


显然有v（0＋
 ，t）＝h（t），v（0，t）＝0，v（0－
 ，t）＝－h（t）以及

　　vt
 －a2
 vxx
 ＝0，x≠0，t＞0．　　（10.30）

记v（x，t）关于x的Fourier变换为V（λ，t）．由式（10.30）和例10.5，得

　　Vt
 （λ，t）＝a2
 [image: alt]
 vxx
 e－ixλ
 dx＝－2a2
 iλh（t）－a2
 λ2
 V（λ，t），

再由V（λ，0）＝0，可解得

　　V（λ，t）＝－2ia2
 λ[image: alt]
 e－a2
 λ2
 （t－s）
 h（s）ds．

求逆变换，得

[image: alt]


于是，得

　　[image: alt]


以上我们是在u（x，t）是问题（10.29）1～（10.29）3具备某些性质的解的假设条件下获得解的表达式（10.31）．然而，可以验证（尽管这种验证不是那么轻而易举的）由式（10.31）所表示的函数确实是原问题的解．

例10.7　求以下半无限问题的解．

　　[image: alt]


其中h（t）是连续函数，g（x）和f（x，t）是有界连续函数，且h（0）＝g（0），f（0，t）＝0，当x1
 ，x2
 ∈［0，∞）时，条件（10.24）满足．

解　将u（x，t）分解为u＝u（1）
 ＋u（2）
 ，其中u（1）
 和u（2）
 分别满足

　　[image: alt]


和

　　[image: alt]


由式（10.28）和（10.31），得

　　[image: alt]


　　　　　　　　[image: alt]


　　　　　　　[image: alt]


　　　　　　　　[image: alt]


和

　　[image: alt]


　　　　　　　[image: alt]


直接计算可得

[image: alt]


于是得问题（10.32）1
 ～（10.32）3
 的解为

u（x，t）＝u（1）
 （x，t）＋u（2）
 （x，t）

　　　　[image: alt]


　　　　[image: alt]


例10.7　求有限区间上热传导问题的解．

　　[image: alt]


其中g（x）是连续函数，f（x，t）有界连续，g（0）＝g（L）＝f（0，t）＝f（L，t）＝0，且对x1
 ，x2
 ∈［0，L］条件（10.24）满足．

解　对g（x）先奇延拓到［－L，L］，然后以2L为周期延拓到（－∞，∞），记为[image: alt]
 （x）．对f（x，t）关于x变量作类似的延拓，记为[image: alt]
 （x，t）．考虑以下全空间问题

　　[image: alt]


由解的表示式（10.22），得

　　[image: alt]


由[image: alt]
 （x）和[image: alt]
 （x，t）的构造可知它们都是关于x＝0和x＝L是奇的，则由推论10.1，可得u*
 （0，t）＝u*
 （L，t）＝0．于是得原问题的解为

　　[image: alt]


§10．4　波动方程初值问题的解

考虑如下波动方程的初值问题

　　[image: alt]


我们仍用Fourier变换来求式（10.36）的解．记u（x，t）关于x的Fourier变换为U（λ，t），对式（10.36）两边作Fourier变换，仍应用性质3，得到

　　[image: alt]


其中Φ（λ）和Ψ（x）分别是φ（x）和ψ（x）的Fourier变换．不难得到式（10.37）的解为

　　U（λ，t）＝Φ（λ）cosaλt＋Ψ（λ）[image: alt]
 ．　　（10.38）

由性质4可得

　　F－1
 ［Φ（λ）cosaλt］＝[image: alt]
 ，

由例10.4，有

　　[image: alt]


由性质5，得

　　[image: alt]


于是得问题（10.36）的解

　　[image: alt]


　　　　　　[image: alt]


这就是著名的波动方程初值问题解的D′Alembert公式．与热传导方程类似，上述所做的是形式运算．但可以证明，当φ（x）有连续的二阶导数，ψ（x）有连续的一阶导数时，由式（10.39）所确定的函数确实是问题（10.36）的古典解．

D′Alembert公式的导出有更简单的方法．作如下的自变量变换

　　[image: alt]


求出如下的各阶导数

　　ux
 ＝uξ
 ＋uη
 ，ut
 ＝a（uξ
 －uη
 ），

　　uxx
 ＝uξξ
 ＋2uξη
 ＋uηη
 ，

　　utt
 ＝a2
 （uξξ
 －2uξη
 ＋uηη
 ），

代入波动方程后，化为

　　uξη
 ＝0，　　（10.41）

由此得到方程的解为

　　u（x，t）＝f（ξ）＋g（η）

　　　　　　＝f（x＋at）＋g（x－at），　　（10.42）

式中f和g是任意的二次可微函数，再应用初始条件，得到

　　[image: alt]


从式（10.43）不难得到式（10.39）（留作习题，请读者自行考虑），这样做比用积分变换方法来得简单，而且能得到含有任意函数的一般解（10.42），我们前面那样做，目的是为了读者能熟悉Fourier变换．

用作变量替换的方法把波动方程化成式（10.41）是下面例子的特殊情况．

例10.8　证明存在变量替换ξ＝f（x，y），η＝g（x，y），使得

　　a11
 uxx
 ＋2a12
 uxy
 ＋a22
 uyy


经该变量替换后化为

　　A12
 uξη
 ，

其中a11
 ，a12
 和a22
 都是实常数，且满足[image: alt]
 －a11
 a22
 ＞0，A12
 是仅与a11
 ，a12
 和a22
 有关的常数．

证明　　设下述常微分方程

　　a11
 dy2
 －2a12
 dxdy＋a22
 dx2
 ＝0　　（10.44）

的两个通解分别为

　　f（x，y）＝C1
 ，g（x，y）＝C2
 ．

条件[image: alt]
 －a11
 a22
 ＞0保证了f（x，y）和g（x，y）都是关于x和y的一次式，且

　　[image: alt]


（为什么？请读者自行考虑）．令

　　ξ＝f（x，y），η＝g（x，y）．

直接计算，有

　　[image: alt]
 ＝－ξx
 /ξy
 （不妨设ξy
 ≠0），

由式（10.44），有

　　0＝a11
 [image: alt]
 －2a12
 [image: alt]
 ＋a22


　　　＝a1
 （－ξx
 /ξy
 ）2
 ＋2a12
 ξx
 /ξy
 ＋a22


　　　＝[image: alt]
 ［a11
 （ξx
 ）2
 ＋2a12
 ξx
 ξy
 ＋a22
 （ξy
 ）2
 ］．　　（10.45）

类似可得

　　0＝a11
 [image: alt]
 －2a12
 [image: alt]
 ＋a22


　　　＝a1
 （－ηx
 /ηy
 ）2
 ＋2a12
 ηx
 /ηy
 ＋a22


　　　＝[image: alt]
 ［a11
 （ηx
 ）2
 ＋2a12
 ηx
 ηy
 ＋a22
 （ηy
 ）2
 ］．　　（10.46）

注意到f（x，y）和g（x，y）都是关于x和y的一次式，直接计算可得

　　uxx
 ＝uξξ
 （ξx
 ）2
 ＋2ξx
 ηx
 uξη
 ＋uηη
 （ηx
 ）2
 ，

　　uxy
 ＝uξξ
 ξx
 ηy
 ＋uξη
 （ξx
 ηy
 ＋ξy
 ηx
 ）＋uηη
 ηx
 ηy
 ，

　　uyy
 ＝uξξ
 （ξy
 ）2
 ＋2ξy
 ηy
 uξη
 ＋uηη
 （ηy
 ）2
 ．

于是，有

　　a11
 uxx
 ＋2a12
 uxy
 ＋a22
 uyy
 ＝[image: alt]
 uξ
 ＋2[image: alt]
 uξη
 ＋[image: alt]
 uηη
 ，

其中

　　[image: alt]
 ＝a11
 （ξx
 ）2
 ＋2a12
 ξx
 ξy
 ＋a22
 （ξy
 ）2
 ，　　（10.47）

　　[image: alt]
 ＝a11
 （ηx
 ）2
 ＋2a12
 ηx
 ηy
 ＋a22
 （ηy
 ）2
 ，　　（10.48）

　　[image: alt]
 ＝a11
 ξx
 ηx
 ＋a12
 （ξx
 ξy
 ＋ξy
 ηx
 ）＋a22
 ξy
 ηy
 ．　　（10.49）

由式（10.45）和（10.46），易得[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝0．

通常把方程（10.44）称为

　　a11
 uxx
 ＋2a12
 uxy
 ＋a22
 uyy
 ＝h（x，y）　　（10.50）

的特征方程，把它的积分曲线称为方程（10.50）的特征（曲）线．

例10.9　求解以下初值问题

　　[image: alt]


解　这时a11
 ＝a12
 ＝1，a22
 ＝－3．特征方程为[image: alt]
 ，或

　　[image: alt]


求解，得

　　x－3t＝C1
 ，t＋x＝C2
 ．

现令

　　ξ＝x－3t，η＝t＋x，

则utt
 ＋2utx
 －3uxx
 ＝0就化为

　　uξη
 ＝0．　　（10.51）

与方程（10.41）类似，可得方程（10.51）的一般解为

　　u（x，t）＝f（ξ）＋g（η）＝f（x－3t）＋g（t＋x）．　　（10.52）

由初值条件，得

　　[image: alt]


易得式（10.53）的解为

　　f（x）＝[image: alt]
 x2
 －C，g（x）＝[image: alt]
 x2
 ＋C，

从而，得原问题的解为

u（x，t）＝[image: alt]
 （x－3t）2
 ＋[image: alt]
 （x＋t）2
 ．

例10.10　求解以下问题

　　[image: alt]


解　这时a11
 ＝1，a12
 ＝3，a22
 ＝5，特征方程为[image: alt]
 ，或

　　[image: alt]


求解，得

　　x－t＝C1
 ，x－5t＝C2
 ．

现令

　　[image: alt]


直接计算，得ut
 t＋6utx
 ＋5uxx
 ＝－16uξη
 ．于是原方程就化为

　　uξη
 ＝－ξ．　　（10.55）

方程（10.55）先对ξ积分，然后对η积分，可得方程（10.55）的一般解为

　　u（ξ，η）＝－[image: alt]
 ＋f（ξ）＋g（η）．　　（10.56）

由条件u（x，t）|x＝t
 ＝sinx＋1，u（x，t）|x＝5t
 ＝et
 ，得

　　[image: alt]


解得

　　f（ξ）＋g（η）＝[image: alt]
 －sin[image: alt]
 ．　　（10.57）

由式（10.56）和（10.57），得原问题的解为

　　[image: alt]


注10.4　式（10.42）可以认为是一维波动方程的通解．能够求出通解这在偏微分方程的内容里是极个别的现象，另一个例子是在三维球坐标下，求波动方程仅依赖于r的解u（r，θ，φ，t）＝u（r，t），由第九章§9.1的注9.1，u（r，t）满足如下的方程

　　utt
 －a2
 （urr
 ＋[image: alt]
 ur
 ）＝0．　　（10.58）

由此，可得

　　（ru）tt
 －a2
 （ru）rr
 ＝0，　　（10.59）

所以得到通解为

　　u（r，t）＝[image: alt]
 ［f（r＋at）＋g（r－at）］，　　（10.60）

式中f和g是任意的二次可微函数．

注10.5　与热传导方程类似．当空间区域是半空间时，可以通过对初值作适当的延拓，再用上述方法求解，我们用下面的例子来说明．

[image: alt]


其中φ（x）有连续的二阶导数，ψ（x）有连续的一阶导数，且满足φ（0）＝ψ（0）＝0．

对初值φ（x）和ψ（x）作奇延拓，即令

　　[image: alt]


考虑下面的定解问题

　　[image: alt]


由D′Alembert公式，得

　　w（x，t）＝[image: alt]
 ［Φ（x＋at）＋Φ（x－at）］＋[image: alt]
 Ψ（y）dy．　　（10.65）

回到原来的问题与初始条件，我们得到问题（10.61）的解

　　[image: alt]


读者可以进一步想一想定解问题在什么情况与条件下，可以用类似上述的延拓法求解．

§10．5　调和方程半空间边值问题的解

这一节我们考虑如下的调和方程半空间边值问题

　　[image: alt]


设u（x，y）关于x的Fourier变换为U（λ，y）．对（10.67）两边作Fourier变换，仍应用性质3，得到

　　[image: alt]


其中Φ（λ）是φ（x）的Fourier变换．求得其解为

　　U（λ，y）＝Φ（λ）e－|λ|y
 ．　　（10.69）

由性质5，有

　　u（x，y）＝F－1
 ［U］＝φ*F－1
 ［e－|λ|y
 ］．　　（10.70）

由例10.3得到

　　F－1
 ［e－|λ|y
 ］＝[image: alt]
 ，　　（10.71）

从而，原问题的解为

　　[image: alt]


§10．6　Green公式与Green函数

这一节考虑调和方程（Laplace方程）的边值问题

　　[image: alt]


式中Ω为三维空间中的有界区域．

当f≠0时，式（10.73）称为Poisson方程的边值问题．我们已经看到，当Ω为特殊区域时，可以用分离变量法求解，而对一般的区域Ω，就无法应用．在这一节，我们从别的角度来处理它，出发点是微积分中如下的Gauss公式

[image: alt]


式中dΩ＝dxdydz是体积元，[image: alt]
 Ω是Ω的边界，dS是[image: alt]
 Ω的面积元，n是[image: alt]
 Ω的外法向．

若取

　　P＝v[image: alt]
 ，Q＝v[image: alt]
 ，R＝v[image: alt]
 ，

注意

　　[image: alt]


以及

　　[image: alt]
 ＝[image: alt]
 cos（n，x）＋[image: alt]
 cos（n，y）＋[image: alt]
 cos（n，z），

把它们代入式（10.74），我们就得到Green第一公式

　　[image: alt]


式中

　　[image: alt]


　　　　　　＝gradu·gradv．　　（10.76）

在式（10.75）中，互换u和v的位置后，再两式相减，得到如下的Green第二公式

　　[image: alt]


在式（10.76）中，如取v＝g，且满足Δg＝0，得到

　　[image: alt]


如果取一定点M（ξ，η，ζ）∈Ω，令

　　[image: alt]


由第九章§9.1的注9.1，满足Laplace方程而且仅仅依赖于r的解v（r），必满足如下的方程

　　vrr
 ＋[image: alt]
 vr
 ＝0，　　（10.79）

式（10.75）的通解是

　　v＝c1
 ＋c[image: alt]
 ．　　（10.80）

当c1
 ＝0，c≠0时，称v＝c[image: alt]
 是Laplace方程的基本解，当N（x，y，z）≠M（ξ，η，ζ）（r≠0）时它是光滑函数，且满足Laplace方程，若取M（ξ，η，ζ）的ε充分小的邻域

　　Bε
 （M）＝

[image: alt]


使得[image: alt]
 [image: alt]
 Ω，记Ωε
 ＝Ω\[image: alt]
 ，在Ωε
 中，v＝c[image: alt]
 是光滑函数，且满足Laplace方程，由Green第二公式，得到

　　[image: alt]


式中[image: alt]
 Ωε＝[image: alt]
 Ω∪[image: alt]
 Bε
 （M），如记

　　[image: alt]


在[image: alt]
 Bε
 （M）上，[image: alt]
 Ωε的外法向就是[image: alt]
 Bε
 （M）的内法向，也就是－r方向，从而有

　　[image: alt]


把上式代入式（10.83），得到

　　[image: alt]


　　　　[image: alt]


式中N*
 与N＾
 是由式（10.83）应用积分中值定理时在[image: alt]
 Bε
 （M）上的某两点．

当函数u（x，y，z）在Ω内有直到二阶的连续导数、在Ω的闭包[image: alt]
 上连续可微时，记为u∈C2
 （Ω）∩C1
 （[image: alt]
 ）．对该函数，从式（10.84），令ε→0，得到

　　[image: alt]
 Iε
 ＝－4πcu（M）．　　（10.85）

取

　　c＝[image: alt]
 ，　　（10.86）

把式（10.85）与（10.86）代入式（10.82），令ε→0，得到

u（M）＝u（ξ，η，ζ）

　　　[image: alt]


为了求问题（10.73）的解，从式（10.86）右端的表达式可知，只有[image: alt]
 Ω上的积分中的项[image: alt]
 是未知的，为此，利用式（10.78），令

　　G＝g＋[image: alt]
 ，　　（10.88）

式中取g是如下调和方程边值问题的解

　　[image: alt]


式（10.78）与（10.87）两式相加，得到任意的函数u依赖于Δu与它在[image: alt]
 Ω上的值的表达式

　　u（M）＝u（ξ，η，ζ）

　　　　　[image: alt]


注意到在式（10.90）中，积分变量是（x，y，z），M（ξ，η，ζ）是Ω中任意的一点，r是（x，y，z）到（ξ，η，ζ）的距离，g和G都是（x，y，z）与（ξ，η，ζ）的函数，从式（10.90）我们可以得到问题（10.73）的解的表达式为

　　u（M）＝u（ξ，η，ζ）

　　　　　[image: alt]


这表明问题（10.73）的可解性依赖于g或G的存在性，即问题（10.89）的可解性．这本质上与解边值问题（10.73）一样困难，但是，一旦知道了g或G，则对边值问题（10.73）中诸式的f与φ，边值问题（10.73）的解就可以由式（10.91）表示．我们称G的表达式（10.88）是Laplace方程第一边值问题的Green函数，当Ω是特殊区域时，G可以从物理的直观或数学上得到．

例10.5　设Ω是的上半空间，边界[image: alt]
 Ω是z＝0的x-y坐标平面，从G的定义，容易得到

[image: alt]


　[image: alt]


即

[image: alt]


它满足式（10.73），且还有

　　[image: alt]


代入式（10.91），得到调和方程第一边值问题（10.73）的解是

[image: alt]


例10.6　设Ω是球Ba
 （0）＝｛（x，y，z）|x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＜a2
 ｝，边界[image: alt]
 Ω是[image: alt]
 Ba
 ，求G与问题（10.73）的解．

解　g的求法比例10.5复杂，要用球的反演点的性质．M1
 （ξ1
 ，η1
 ，ζ1
 ）称为球Ba
 （0）中点M（ξ，η，ζ）的反演点，如果坐标（ξ1
 ，η1
 ，ζ1
 ）满足如下关系式

　　（ξ1
 ，η1
 ，ζ1
 ）＝[image: alt]
 （ξ，η，ζ），　　（10.96）

式中

　　ρ2
 ＝ξ2
 ＋η2
 ＋ζ2
 ．　　（10.97）

如记

　　N＝N（x，y，z），

　　[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝x2
 ＋y2
 ＋z2
 ，

　　[image: alt]


　　[image: alt]
 ＝r2
 ＝（x－ξ）2
 ＋（y－η）2
 ＋（z－ζ）2
 ，

　　[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝（x－ξ1
 ）＋（y－η1
 ）2
 ＋（z－ζ1
 ）2
 ，　　（10.99）

以及OM与ON的夹角为α，从式（10.96）～（10.99）可知

　　ρρ1
 ＝a2
 ，

　　[image: alt]


[image: alt]


图10-1

当N（x，y，z）∈[image: alt]
 Ba
 ，即r0
 ＝a时，从图10-1和式（10.84）可见△OMN与△ONM1相似，所以有

　　[image: alt]


从而

　　[image: alt]


由于[image: alt]
 Ba
 上的外法向就是r0
 方向，所以

[image: alt]


或

[image: alt]


代入式（10.75），得到调和方程第一边值问题（10.67）的解是

[image: alt]


注10.8　对于n＞3，Δu＝0的基本解是

　　[image: alt]


当Ω是球Ba
 （0）时，有

　　[image: alt]


以及　　　[image: alt]


这里ωn
 ＝[image: alt]
 是n维单位球体体积．

当n＝2时，Δu＝0的基本解是[image: alt]
 ln[image: alt]
 ．　　（10.108）

当Ω是圆Ba
 （0）时，有

　　[image: alt]


以及

　　[image: alt]


这时，第一边值问题（10.73）的解是

　　[image: alt]


注10.9　如记（以n＝3为例）

　　H（M，N）＝H（ξ，η，ζ，x，y，z）＝－[image: alt]
 G[image: alt]
 ，

容易证明它有如下的性质：

（1）当r0
 ≤a，ρ≤a，M≠N时，对于变量（ξ，η，ζ），H∈C∞
 ；

（2）当ρ＜a，r0
 ＝a时，对于变量（ξ，η，ζ），ΔH＝0；

（3）当ρ＜a时，[image: alt]
 HdS＝1；

（4）当r0
 ＝a，ρ＜a时，H＞0．

注10.10　虽然对于一般的区域Ω，G或g很难求得简单的表达式，但是，这丝毫不改变Green函数与式（10.91）解的表达式的重要性，特别在例10.6中，当Ω是球Ba
 （0）时解的表达式（10.104），在研究调和函数性质及一般椭圆型方程可解性时起了极为重要的作用．

注10.11　式（10.104）当f＝0时，称它为球上的Poisson公式，而H称为Poisson核．

习　题　十

1．求下列函数的Fourier变换．

[image: alt]


（2）f（x）＝sinxe－a|x|
 ；

（3）f（x）＝[image: alt]
 ；

（4）f（x）＝[image: alt]
 ；

（5）f（x）＝e－x
 2＋ax＋1；

[image: alt]


2．利用Fourier变换求下列定解问题的解．

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


3．求在R2
 里的下列区域中的Green函数．

（1）上半平面y＞0；

（2）第一象限x＞0，y＞0；

（3）半圆r＝[image: alt]
 ＜a，y＞0．

4．根据第3题的结果，求下列调和方程第一边值问题的解．

（1）Δu＝0，y＞0；u|y＝0
 ＝u0
 （x）．

（2）Δu＝0，x＞0，y＞0；u|x＝0
 ＝u0
 （y）．u|y＝0
 ＝u1
 （x）．

（3）Δu＝0，r＝[image: alt]
 ＜a，y＞0；u|r＝a
 ＝φ，u|y＝0
 ＝u0
 （x）．

5．求在R3
 里的下列区域中的Green函数．

（1）二面体夹角y＞0，z＞0．

（2）第一卦限x＞0，y＞0，z＞0．

（3）半球[image: alt]
 ＜a，z＞0．

6．证明Poisson核H的4个性质．


第十一章　偏微分方程定性理论初步

在前面几章中，我们讨论了三类特殊方程在特殊区域中各种定解问题的求解，这些解都有级数或积分表达式，它们虽然是极少的，但却是极其珍贵的解式，其理由有三条：首先，它们可以对物理现象在理论上作深刻的解释，例如，最简单的D’Alembert公式（10.31），可以解释波的传播速度是a，解的依赖区域是［x－at，x＋at］，x－at或x＋at＝常数是特征线，解的间断是沿着特征线传播的，还可以解释波的惠更斯原理等等（见文献［B-5］）；其次，在用近似方法求解时，它们可以作为各种近似算法的性质如稳定性、收敛性等等的检验标准；最后也是最重要的，它们是研究一般线性或非线性方程定性性质的基础，许多更复杂的情况可以通过它们来深入研究．由于本课程的要求与限制，我们没有涉及许多有关的内容，而是仅仅初步观察一下由于这些方程反映的物理现象不同，它们的定性性质存在差别，而且具有不同的处理方法．

§11．1　极值原理

在这一节里，我们主要讨论在n维空间有界区域Ω中，较一般的椭圆型方程的边值问题或抛物型方程的初边值问题

[image: alt]


或

[image: alt]


式中，

　　[image: alt]


常数α≥0，β≥0，且α＋β＞0；c（x）≥0；bi
 （i＝1，2，…，n）和c是有界函数．

对于方程（11.2）1
 ，当c（x，t）有下界－c0
 （c0
 ＞0）时，作如下的函数变换

　　u＝exp（c0
 t）v，　　（11.3）

则v满足如下的定解问题

[image: alt]


在式（11.4）的方程中v的系数是c0
 ＋c（x，t）≥0，所以下面我们都假定

　　c（x）≥0或c（x，t）≥0．　　（11.5）

为了叙述方便，引入如下的记号和假定

　　[image: alt]
 *
 Q＝[image: alt]
 Ω×（0，T］∪Ω×｛0｝，　　（11.6）

[image: alt]
 *
 Q称为Q的抛物边界；[image: alt]
 是Q的闭包；在Q中连续函数的全体记为C（Q）；在Q中连续可微函数的全体记为C1
 （Q）；在Q中关于x有直到二阶连续可微、关于t是连续可微函数的全体记为C2，1
 （Q），即

C2，1
 （Q）＝｛u（x，t）|u∈C1
 （Q），[image: alt]
 ∈C（Q）

　　　　（i，j＝1，2，…，n）｝，

当β＞0时，假定u∈C2，1
 （Q）∩C1
 （[image: alt]
 ）；当β＝0时，假定u∈C2，1
 （Q）∩C（[image: alt]
 ）．对问题（1.11）1
 和（1.11）2
 相应地分别假定

　　u∈C2
 （Ω）∩C（[image: alt]
 ）和u∈C2
 （Ω）∩C′（[image: alt]
 ）．

下面的定理仅对问题（11.2）加以叙述和证明，对问题（11.1），我们以系的形式列出，读者不难平行地证明它们．

定理11.1　设u∈C2，1
 （Q）且满足Hu＝f＞0，则u不在[image: alt]
 \[image: alt]
 *
 Q中取到非正最小值．

证明　反证法．若存在点（x0
 ，t0
 ）∈[image: alt]
 \[image: alt]
 *
 Q，使得u在（x0
 ，t0
 ）处取到非正最小值，即

　　[image: alt]
 u（x，t）＝u（x0
 ，t0
 ）≤0，

则在（x0
 ，t0
 ）处，由微积分中极值性质知

　　[image: alt]
 u（x0
 ，t0
 ）＝0，

　　[image: alt]
 u（x0
 ，t0
 ）≥0　（i＝1，2，…，n），

　　[image: alt]
 u（x0
 ，t0
 ）≤0，

从而，由假定式（11.5），有

　　Hu|（x0
 ，t0
 ）
 ＝[image: alt]
 u（x0
 ，t0
 ）－[image: alt]
 [image: alt]
 u（x0
 ，t0
 ）＋

　　　　　　　[image: alt]
 bi
 （x0
 ，t0
 ）[image: alt]
 u（x0
 ，t0
 ）＋c（x0
 ，t0
 ）u（x0
 ，t0
 ）

　　　　　　　≤0，

这与定理的条件Hu＝f＞0矛盾．

若记　　u－
 ＝min｛u，0｝，　　（11.7）

则定理11.1的含义是

　　[image: alt]
 u（x，t）≥[image: alt]
 u－
 （x，t）．　　（11.8）

系11.1　设u∈C2
 （Ω）且满足Lu＝f＞0，则u不在Ω中取到非正最小值．即

　　[image: alt]
 u≥[image: alt]
 u－
 ．　　（11.9）

定理11.2（弱极值原理）　设u∈C2，1
 （Q）且满足Hu＝f≥0，则

　　[image: alt]
 u（x，t）≥[image: alt]
 u－
 （x，t）．

证明　设Ω的直径为d，对任意的ε＞0，令

　　v＝u＋ε（eαd
 －eαx1

 ），　　（11.10）

则当α充分大时，

　　Hv＝f＋εeαx1

 （α2
 －b1
 α）＋cε（eαd
 －eαx1

 ）

　　　≥εeαx1

 （α2
 －b1
 α）＞0，

从而，v满足定理11.1的条件，所以对v，式（11.8）成立，有

　　[image: alt]
 u（x，t）＋εeαd
 ≥[image: alt]
 v（x，t）≥[image: alt]
 v－
 ≥[image: alt]
 u－
 ．

在上式中，令ε→0，就得到定理的结论．

系11.2（弱极值原理）　设u∈C2
 （Ω）且满足Lu＝f≥0，则u不在Ω中取到非正最小值，即

　　[image: alt]
 u≥[image: alt]
 u－
 ．

定理11.3　若Hu＝0，则下面的等式成立

　　[image: alt]
 |u（x，t）|＝[image: alt]
 |u（x，t）|．　　（11.11）

证明　注意inf（－u）＝－supu，应用定理11.2，就得到式（11.11）．

系11.3　若Lu＝0，则下面的等式成立

　　[image: alt]
 |u（x）|＝[image: alt]
 |u（x）|．　　（11.12）

定理11.4　假定c（x，t）≥c0
 ＞0和α＞0，若u是问题（11.2）的解，则有如下的估计式

　　[image: alt]
 |u|≤M＝M1
 ＋M2
 ＋M3
 ，　　（11.13）

式中

　　M1
 ＝[image: alt]
 ，M2
 ＝[image: alt]
 ，M3
 ＝[image: alt]
 |φ|．　　（11.14）

证明　不妨设[image: alt]
 u≥0，先设如果[image: alt]
 u在Q内达到，即存在点（x0
 ，t0
 ）∈Q，使得

　　[image: alt]
 u＝u（x0
 ，t0
 ）≥0．

与证明定理11.1相类似，在点（x0
 ，t0
 ）处，有

　　[image: alt]
 u（x0
 ，t0
 ）＝0，

　　[image: alt]
 u（x0
 ，t0
 ）≥0（i＝1，2，…，n），

　　[image: alt]
 u（x0
 ，t0
 ）≥0，

从而

　　f（x0
 ，t0
 ）＝Hu|（x0
 ，t
 0）

　　　　　　　＝[image: alt]
 u（x0
 ，t0
 ）－[image: alt]
 [image: alt]
 u（x0
 ，t0
 ）＋

　　　　　　　　[image: alt]
 bi
 （x0
 ，t0
 ）[image: alt]
 u（x0
 ，t0
 ）＋c（x0
 ，t0
 ）u（x0
 ，t0
 ）

　　　　　　　≥c（x0
 ，t0
 ）u（x0
 ，t0
 ）

　　　　　　　≥c0
 u（x0
 ，t0
 ），

　　[image: alt]
 u＝u（x0
 ，t0
 ）≤[image: alt]
 ≤[image: alt]
 ＝M1
 ．　　（11.15）

再设如果[image: alt]
 u在Σ上达到，即存在点（x1
 ，t1
 ）∈Σ，使得

　　[image: alt]
 u＝u（x1
 ，t1
 ）≥0．

因为在极大值（x1
 ，t1
 ）处，有

　　[image: alt]
 u（x1
 ，t1
 ）≥0，

但是由边界条件（11.2）2
 ，在（x1
 ，t1
 ）处，又有

　　g（x1
 ，t1
 ）＝β[image: alt]
 u（x1
 ，t1
 ）＋αu（x1
 ，t1
 ）≥αu（x1
 ，t1
 ），

从而

　　[image: alt]
 u＝u（x1
 ，t1
 ）≤[image: alt]
 ≤[image: alt]
 ＝M2
 ．　　（11.16）

最后，如果[image: alt]
 u在Ω×｛0｝上达到，即存在点（x2
 ，0）∈Ω×｛0｝，使得

　　[image: alt]
 u＝u（x2
 ，0）＝φ（x2
 ）≤[image: alt]
 |φ|＝M3
 ．　　（11.17）

同理，式（11.15）～（11.17）对[image: alt]
 （－u）也成立，从而得到定理11.4的结论．

系11.4　假定c（x）≥c0
 ＞0和α＞0，若u是问题（11.1）的解，则有如下的估计式

　　[image: alt]
 |u（x）|≤M＝M1
 ＋M2
 ，　　（11.18）1


式中

　　M1
 ＝[image: alt]
 ，M2
 ＝[image: alt]
 ．　　（11.18）2

注11.1　我们这里仅仅证明了弱极值原理与定理11.4的估计式，这些结果是物理规律的反映，而且，由此可以得到问题（11.1）或（11.2）解的唯一性定理，还有所谓强极值原理和别的性质，读者可参阅文献［B-5］和［B-8］．

注11.2　从上述定理的证明中可见，假定式（11.5）是本质的，对于椭圆型方程的情况，如果条件式（11.5）不满足，从n＝1的第六、七章常微分方程看到，解可能不存在或不唯一；但是对抛物型方程来说，假定式（11.5）都可以通过变换式（11.3）来达到，所以这个条件总能满足，这是两类方程不同的地方．

§11．2　能量积分

在这一节里，我们主要讨论在n维空间有界区域Ω中，较一般的双曲型方程（振动方程）的初边值问题

[image: alt]


式中bi
 （i＝1，2，…，n）和c是有界函数，即存在常数M，使得

　　[image: alt]


引理11.1（带ε的Cauchy不等式）

　　2| ab|≤εa2
 ＋[image: alt]
 ．　　（11.21）

引理11.2（Gronwall不等式）　设E（t）满足如下的微分不等式

　　[image: alt]
 E（t）≤AE（t）＋E1
 （t）　（t0
 ≤t），　　（11.22）

式中A是常数，则

　E（t）≤exp［A（t－t0
 ）］E（t0
 ）＋[image: alt]
 exp［A（t－τ）］E1
 （τ）dτ．　　（11.23）

证明　由式（11.22），不难得到

　　[image: alt]
 ［e－At
 E（t）］≤e－At
 E1
 （t），　　（11.24）

对式（11.24），从t0
 到t积分，就得到式（11.23）．

引理11.3　设u（x，t）＝C1
 （[image: alt]
 ），则对任意的t0
 ∈（0，T］，有如下的估计式

　[image: alt]


证明　令E（t）＝[image: alt]
 u2
 （x，t）dΩ，对t求导数，得到

　　[image: alt]
 E（t）＝[image: alt]
 2uut
 dΩ

　　　　　　≤[image: alt]
 u2
 （x，t）dΩ＋[image: alt]
 （ut
 ）2
 dΩ

　　　　　　＝E（t）＋E1
 （t），

式中

　　E1
 （t）＝[image: alt]
 （ut
 ）2
 dΩ．

应用引理11.2，就得到式（11.25）．

定理11.5（能量积分不等式）　设u（x，t）是问题（11.19）的解，则存在仅仅依赖于n、M和T的常数C，使得

　　E（t）≤CN，　　（11.26）

式中

　　[image: alt]


[image: alt]


证明　以ut
 乘方程（11.19）1
 ，在Qt
 ＝Ω×（0，t］上积分，得到

[image: alt]


因为

　　[image: alt]


以及边界条件（11.19）2
 ，有

［ut
 [image: alt]
 uxi

 cos（n，xi
 ）］[image: alt]
 Ω＝［ut
 [image: alt]
 u］[image: alt]
 Ω＝0，　　（11.31）

式（11.30）～（11.31）代入式（11.29）左边的前两项，得到

[image: alt]


上式中

　　[image: alt]


表示物体振动的动能与位能之和，即总能量；

　　[image: alt]


是初始的总能量．

对式（11.29）左边的后两项，由引理11.1和式（11.20），分别有如下的估计式

　　[image: alt]


　　　　　　　　　　　　　≤nME（t）　　（11.35）

和

　　[image: alt]


在引理11.3中，令t0
 ＝0和在（0，t］中积分，得到式（11.36）右端第二项的估计式如下：

　　[image: alt]


式（11.37）代入式（11.36），得到

　　[image: alt]


（11.38）

对式（11.29）右边的项，由引理11.1，有如下的估计式

　　[image: alt]


式（11.32），（11.35），（11.38）和（11.39）代入式（11.29），得到

　　[image: alt]
 E（t）≤C1
 ［E（t）＋N］，　　（11.40）

式中

　　C1
 ＝M（n＋1＋TeT
 ）＋[image: alt]
 ．　　（11.41）

由式（11.40）与Gronwall不等式，得到定理的结论，即式（11.26）成立．

系11.5　存在仅依赖于n，M和T的常数C1
 ，使得下面的估计式成立

　　[image: alt]
 u2
 （x，t）dΩ≤C1
 N．　　（11.42）

证明　由式（11.25）和定理11.5立刻得到式（11.42）的结论．

注11.6　如果边界条件β[image: alt]
 ＋αu＝0代替式（11.19）2
 ，当α＝0时，从式（11.31）可见定理11.5的结论仍成立；当α≠0和β≠0时，由式（11.31），有

　　[image: alt]


从而式（11.32）成为

[image: alt]


[image: alt]


≥[image: alt]
 E（t）－F1
 ，　　（11.32）1


式中

　　F1
 ＝E1
 ＋[image: alt]
 ．　　（11.43）

因此，有与定理11.5类似的结论．

注11.7　由§11.1极值原理和§11.2能量积分不等式可以证明定解问题解的唯一性（注11.1已提到）和稳定性．关于稳定性，有极值原理的是在最大模的意义下，而有能量不等式的是在平方积分模的意义下，它们反映了本质不同的物理现象，读者要进一步的了解，可参阅文献［B-4］至［B-15］和其他的偏微分方程的著作．

§11．3　三类偏微分方程的小结

在这一节，我们总结一下三类偏微分方程（波动方程（8.13）、热方程（8.21）和调和方程（9.120））的共性和个性（见文献［B-5］），共性是：（1）它们都是线性方程，从而满足叠加原理，都可以应用Fourier方法求解．（2）它们都是二阶常系数的线性方程，这反映了所考虑的物理对象的各向同性性和对空间变量的对称性，从而，当定解条件对空间变量有对称性时，它们的解也有相同的对称性；此外，由于对空间变量的平移和正交变换，Δu是不变的，对一般的二阶常系数的线性方程，都可以化为Δu的情形来研究．（3）这三类偏微分方程（波动方程（8.13）、热方程（8.21）和调和方程（9.187）），在数学上分别称为双曲型、抛物型和椭圆型方程，可以研究它们相应的特征方程，当只有两个自变量时，特征方程分别表示双曲线、抛物线和椭圆．

个性是：（1）热方程和调和方程的解在区域内部的最大或最小值都分别不会大于在抛物边界和椭圆边界上的最大或最小值，但是波动方程就没有这样的性质．这是由于它们反映的物理现象不同的缘故．（2）热方程和调和方程解的依赖区域为它们的定解条件的全部定义域，而对于波动方程，从D’Alembert公式看到，它的解仅依赖定解条件的部分定义域，这表示波的传播速度是有限的，而热传导的速度在理论上是无限的．（3）热方程和调和方程的解在区域内部的光滑性非常好，而且不依赖于定解条件的光滑性，而波动方程的解在区域内部的光滑性依赖于定解条件的光滑性，这都可以从它们反映的物理现象来解释．

习　题　十一

1．设u∈C（[image: alt]
 T
 ）∩C2，1
 （QT
 ）是下列定解问题的解

　　[image: alt]


证明：0≤u（x，t）≤1．

2．设u∈C2
 （Ω）∩C（[image: alt]
 ）是下列调和方程第一边值问题的解

　　[image: alt]


证明：[image: alt]
 |u（x，y）|≤G＋CF，其中G＝[image: alt]
 |g（x，y）|，F＝[image: alt]
 |f（x，y）|，C是仅依赖于Ω直径的常数．

3．设u∈C2
 （Ω）∩C1
 （[image: alt]
 ）是下列调和方程第三边值问题的解

　　[image: alt]


证明：[image: alt]
 |u（x，y）|[image: alt]
 |g（x，y）|．

4．设u∈C2，1
 （[image: alt]
 ）是下列定解问题的解

　　[image: alt]


[image: alt]


5．设下面KdV方程初值问题

　　[image: alt]


的解u（x，t）∈C3，1
 （Q）∩C（[image: alt]
 ），而且它及其直到二阶的各阶导数在∞处都趋向于零，证明：对于所有的t＞0，有下面的估计式

　　[image: alt]
 u2
 （x，t）dx＝[image: alt]
 g2
 （x）dx．


附　录

Ⅰ　常微分方程的初值问题解的存在、唯一性定理

由于一阶或高阶方程的初值问题都可以化为一阶微分方程组的初值问题

　　[image: alt]


所以我们只要证明如下的存在、唯一性定理

定理Ⅰ.1　设：（1）fk
 （x，p1
 ，p2
 ，…，pn
 ）（k＝1，2，…，n）在n＋1维空间（x，p1
 ，p2
 ，…，pn
 ）中的闭区域

　　D：|x－x0
 |≤a，[image: alt]
 ≤b

上连续；（2）fk
 （x，p1
 ，p2
 ，…，pn
 ）在D上关于（p1
 ，p2
 ，…，pn
 ）满足Lipschitz条件，即对于一切的

　　（x，p1
 ，p2
 ，…，pn
 ），（x，q1
 ，q2
 ，…，qn
 ）∈D，

|fk
 （x，p1
 ，p2
 ，…，pn
 ）－fk
 （x，q1
 ，q2
 ，…，qn
 ）|≤L[image: alt]
 |pi
 －qi
 |

　　　　　　　　（k＝1，2，…，n）　　（Ⅰ.2）

成立，其中L是正常数．则初值问题（Ⅰ.1）在区间|x－x0
 |≤h内有唯一解，这里

　　[image: alt]


而

　　M＝[image: alt]
 |fk
 （x，p1
 ，p2
 ，…，pn
 ）|．

证明　不妨设x＞x0
 ，问题（Ⅰ.1）等价于如下的积分方程组

yk
 （x）＝yk，0
 ＋[image: alt]
 fk
 （x，y1
 ，y2
 ，…，yn
 ）dx　（k＝1，2，…，n）．　　（Ⅰ.3）

我们构造一个解的逼近序列．设[image: alt]
 ＝yk，0
 ，（k＝1，2，…，n），令

[image: alt]


如果n＋1维的每一点（[image: alt]
 ）在Dh
 ＝｛（x，p1
 ，p2
 ，…，pn
 ）∈D||x－x0
 |≤h｝中，则

[image: alt]


　　　　　　≤M|x－x0
 |　（m＝1，2，…），　　（Ⅰ.5）

从而

　　[image: alt]


即作为n＋1维的每一点（[image: alt]
 ）仍然在Dh
 中．

由条件（Ⅰ.2），则有

　　[image: alt]


记

　　[image: alt]


则由式（Ⅰ.7），得到

　　[image: alt]


从而，用归纳法不难证明，对所有的m，如下的估计式成立：

　　[image: alt]


事实上，根据式（Ⅰ.5），上式对m＝1时成立，假设当m时成立，则由式（Ⅰ.9）得到

　　[image: alt]


由此，级数[image: alt]
 z（m）
 在|x－x0
 |≤h上一致收敛．又由[image: alt]
 ≤z（m＋1）
 （x），级数对任何的k（k＝1，2，…，n），[image: alt]
 |[image: alt]
 （x）－[image: alt]
 （x）|也在|x－x0
 |≤h上一致收敛，故函数序列｛[image: alt]
 ｝在|x－x0
 |≤h上一致收敛，设其和函数为yk
 （x），则在|x－x0
 |≤h上一致地有

　　[image: alt]
 （x）＝yk
 （x）　（k＝1，2，…，n）．　　（Ⅰ.12）

在式（Ⅰ.4）中令m→∞就得到式（Ⅰ.3），即解的存在性得到证明．

为证明解的唯一性，我们假定还有一组解zk
 （k＝1，2，…，n），它们也满足式（Ⅰ.3）

zk
 （x）＝yk，0
 ＋[image: alt]
 fk
 （x，z1
 ，z2
 ，…，zn
 ）dx　（k＝1，2，…，n）．　　（Ⅰ.13）

式（Ⅰ.3）与（Ⅰ.13）相减，应用条件（Ⅰ.2），得到

　　|yk
 （x）－zk
 （x）|≤

　　　　　　[image: alt]
 |fk
 （x，y1
 ，y2
 ，…，yn
 ）－fk
 （x，z1
 ，z2
 ，…，zn
 ）|dx

　　　　　　≤L[image: alt]
 [image: alt]
 |yi
 －zi
 |dx　（k＝1，2，…，n）．

令E（x）＝[image: alt]
 |yi
 －zi
 |，从上式得到

　　E（x）≤Ln[image: alt]
 E（x）dx．　　（Ⅰ.14）

令[image: alt]
 E（x）dx＝F（x），得到如下的Gronwall不等式

　　[image: alt]
 F（x）≤LnF（x）．　　（Ⅰ.15）

由于F（x0
 ）＝0和第十一章的引理11.2，得到E（x）≡0，唯一性证得．

Ⅱ　一阶偏微分方程初步

对于一阶偏微分方程的理论与解法，在许多单独的常微分方程或偏微分方程教材中往往都不涉及，本书作为常微分方程与偏微分方程教材，我们认为有必要简单地提出这方面的内容和有关的参考书目．这里，仅仅叙述一阶线性方程，读者要了解更详细的内容，可以参阅文献［A-8］与［A-9］．

§Ⅱ-1　首次积分的概念

我们先看下面的例子：

　　[image: alt]


从而

　　[image: alt]


这是一个齐次方程，其通积分为

　　[image: alt]


如果改写上式为

　　arctan[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ln（x2
 ＋y2
 ）＝c，　　（Ⅱ.2）

则称为式（Ⅱ．1）的一个首次积分．如果知道了式（Ⅱ.1）的两个首次积分，在理论上可以决定它的通解．

一般地，对n个方程的一阶微分方程组（简称n元一阶微分方程组），

　　[image: alt]
 ＝fk
 （x，y1
 ，y2
 ，…，yn
 ）　（k＝1，2，…，n）．　　（Ⅱ.3）

假设

　　Γ：y1
 ＝y1
 （x），y2
 ＝y2
 （x），…，yn
 ＝yn
 （x）

是式（Ⅱ．3）的任一积分曲线，对所考虑区域中的所有的x，存在函数V，使得下式成立：

　　V（x，y1
 （x），y2
 （x），…，yn
 （x））≡C，　　（Ⅱ.4）

式中C为任意常数，则称式（Ⅱ.4）为式（Ⅱ.3）的一个首次积分．

有关首次积分的更严格的定义和性质见文献［A-8］，这里我们仅仅列出一些重要的性质．

（1）若已知n元一阶微分方程组的一个首次积分，则可把微分方程组降低为n－1元一阶微分方程组．

（2）若已知n元一阶微分方程组的n个独立的首次积分，则可得到微分方程组的通解．

注Ⅱ-1　所谓

　　Vi
 （x，y1
 （x），y2
 （x），…，yn
 （x））＝Ci
 　（i＝1，2，…，n）　　（Ⅱ.5）

是式（Ⅱ.3）的n个独立的首次积分，是指它们的Jacobi行列式

　　[image: alt]


在所考虑区域中恒不为零．

（3）在相当广泛的条件下，在所考虑区域中任一点的某个邻域里有且只有n个独立的首次积分．

（4）设式（Ⅱ.5）是n个独立的首次积分，则对任意的连续可微函数h，

　h（V1
 （x，y1
 （x），…，yn
 （x）），…，Vn
 （x，y1
 （x），…，yn
 （x）））＝C　　（Ⅱ.7）

也是式（Ⅱ.3）的首次积分．

§Ⅱ-2　一阶线性偏微分方程

考虑如下的一阶偏微方程

[image: alt]


式中u＝u（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ），ak
 ＝ak
 （x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）．

这样的方程，我们在研究常微分方程的积分因子时遇到过．现在我们考虑与它相应的常微分方程组：

　　[image: alt]


如果式（Ⅱ.9）有一个首次积分，

　　V（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）＝C，　　（Ⅱ.10）

则有

　　[image: alt]


由于式（Ⅱ.9），就有

　　[image: alt]


所以，若式（Ⅱ.10）是式（Ⅱ.9）的一个首次积分，则u＝V必是式（Ⅱ.8）的解．

反之，若V（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）满足式（Ⅱ.11），令V（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）＝C，它就是式（Ⅱ.9）的一个首次积分．由前节知道，如果有式（Ⅱ.9）的n－1个独立的首次积分，就可以求出式（Ⅱ.9）的通解，所以一阶偏微方程（Ⅱ.8）的解与常微分方程组（Ⅱ.9）的首次积分是密切相关的．具体说来，如果Vj
 （j＝1，2，…，k）是式（Ⅱ.9）的一组独立的首次积分，G是k个自变量的任意函数，则G（V1
 ，V2
 ，…，Vk
 ）也是式（Ⅱ.8）的解，这是因为

　　[image: alt]


所以

　　[image: alt]


即式（Ⅱ.8）的解可含有任意的函数．事实上，我们有如下的定理：

定理Ⅱ-1　若V1
 ，V2
 ，…，Vn－1
 是式（Ⅱ.9）的一组独立的首次积分，G是n－1个自变量的任意函数，则G（V1
 ，V2
 ，…，Vn－1
 ）是式（Ⅱ.8）的通解．

证明　G是式（Ⅱ.8）的解已证明过，只要证明它是式（Ⅱ.8）的通解，即证明式（Ⅱ.8）的任一解可以通过选择适当的G而得到．事实上，如果V（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）是式（Ⅱ.8）的任一解，则有

　　[image: alt]


而V1
 ，V2
 ，…，Vn－1
 是式（Ⅱ.9）的一组独立的首次积分，所以对于k＝1，2，…，n－1，有

　　[image: alt]


式（Ⅱ.13）和（Ⅱ.14）是一线性方程组，它们有非零解a1
 ，a2
 ，…，an
 ，所以其系数行列式（即是V，V1
 ，V2
 ，…，Vn－1
 的Jacobi行列式）恒等于零

　　[image: alt]


所以它们有函数关系，即存在函数F，使得

　　F（V，V1
 ，V2
 ，…，Vn－1
 ）＝0，　　（Ⅱ.15）

具体说来，因为V1
 ，V2
 ，…，Vn－1
 是独立的，不妨设Jacobi行列式中左下角的n－1阶子式不为零，即可从

　　[image: alt]


解出

　　[image: alt]


以式（Ⅱ.17）代入V＝V（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ），得到V是xn
 的函数．但是

　　[image: alt]


又以式（Ⅱ.17）代入式（Ⅱ.16）必须是恒等式，所以

　　[image: alt]


由式（Ⅱ.18）、（Ⅱ.19）和V，V1
 ，V2
 ，…，Vn－1
 的Jacobi行列式恒等于零的性质，得到[image: alt]
 ＝0，从而存在函数G，使得

　　V＝V（U1
 ，U2
 ，…，Un－1
 ，xn
 ）＝G（V1
 ，V2
 ，…，Vn－1
 ），

证毕．

有了通解，就可以解相应的初值问题，我们举下面两个例子．

例Ⅱ-1　求解方程[image: alt]
 ．

解　考虑相应的常微分方程组

　　[image: alt]


不难求出它的n－1个独立的首次积分

　　[image: alt]


所以通解是

　　[image: alt]


如果解初值问题，设初值为

　　u（x1
 ，x2
 ，…，xn－1
 ，1）＝u0
 （x1
 ，x2
 ，…，xn－1
 ），

则解为

　　[image: alt]


例Ⅱ-2　求解方程yux
 －xuy
 ＝0．

解　考虑相应的常微分方程

　　[image: alt]


其通积分为

　　x2
 ＋y2
 ＝C，

所以原一阶偏微分方程的通解是

　　G＝G（x2
 ＋y2
 ）．

如果解初值问题，设初值为

　　u（x，1）＝u0
 （x）　（x＞0），

则解为

　　u（x，y）＝u0
 （[image: alt]
 ）．

§Ⅱ-3　一阶拟线性偏微分方程

考虑如下的一阶偏微分方程

　　[image: alt]


式中

　　u＝u（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ），

　　ak
 ＝ak
 （x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，u），

　　a＝a（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，u）．

与前节类似，考虑与它相应的常微分方程组

　　[image: alt]


设式（Ⅱ.21）有n个独立的首次积分

　　Vk
 （x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，u）＝Ck
 　（k＝1，2，…，n），　　（Ⅱ.22）

令

　　G（V1
 ，V2
 ，…，Vn
 ）＝0，　　（Ⅱ.23）

这里G是其变元的任意函数．从式（Ⅱ.23）可以决定出

　　u＝u（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）．　　（Ⅱ.24）

不难证明它就是式（Ⅱ.20）的解．式（Ⅱ.23）中有任意函数G，类似地可以证明它是式（Ⅱ.20）的通解．

例Ⅱ-3　求解方程[image: alt]
 ．

解　考虑相应的常微分方程组

　　[image: alt]


不难求出它的n个独立的首次积分

　　[image: alt]


所以通解是

　　[image: alt]


或

　　[image: alt]


式中F也是任意函数，即通解是

　　[image: alt]


如果解初值问题，设初值为

　　u（x1
 ，x2
 ，…，xn－1
 ，1）＝u0
 （x1
 ，x2
 ，…，xn－1
 ），

则解为

　　[image: alt]


注Ⅱ-2　这里的例子都较简单，更严格的讨论和一般的两个自变量的一阶偏微分方程的研究见文献［A-8］．

注Ⅱ-3　从以上简单的讨论可见，一阶线性或拟线性偏微分方程的求通解问题，等价于求其相应的常微分方程组所有独立的首次积分问题．所以，从理论上讲，前者没有新的内容，但是，如果研究相应的初值问题，还要满足一定的条件；而且，具体的求解也更复杂，这些已超出本课程的范围，有兴趣和需要的读者可参阅所列的文献．

Ⅲ　关于特征值问题的讨论

特征值问题就是研究如下边值问题的非零解问题，简称为S-L问题：

　　[image: alt]


其中α0
 ≥0，α1
 ≥0，β0
 ≥0，β1
 ≥0；α0
 ＋β0
 ＞0，α1
 ＋β1
 ＞0．

假定　（1）p（x）∈C1
 ［a，b］，p（x）≥p0
 ＞0；（2）q（x）∈C［a，b］，q（x）≥0；（3）r（x）∈C［a，b］，r（x）≥r0
 ＞0．

这时我们称问题（SL）为正则的特征值问题。

引入如下的记号：

Ck
 ［a，b］＝｛在［a，b］上有直到k次连续可微函数的全体｝；

L2
 （a，b）＝｛在（a，b）上平方可积函数的全体｝；

它们都是线性空间，范数（或内积）的定义分别是：

　　‖f‖Ck

 ＝[image: alt]
 （|f（x）|＋|f′（x）|＋…＋|f（k）
 （x）|）

和

　　[image: alt]


　　（（f，g）＝[image: alt]
 f（x）g（x）dx是内积）．

为简单，仅考虑α0
 ＝α1
 ＝0，－β0
 ＝β1
 ＝1的情况，即研究如下的S-L问题：

[image: alt]


为此，再引入如下的记号：

　　F［a，b］＝[image: alt]
 ［a，b］＝｛y∈C1
 ［a，b］|y（a）＝y（b）＝0｝；

对任意的y，z∈F，记

（y，z）F
 ＝[image: alt]
 （p（x）y′（x）z′（x）＋q（x）y（x）z（x））dx，‖y‖F
 ＝[image: alt]
 ；

[image: alt]
 （a，b）＝｛y|[image: alt]
 ｛yn
 ｝[image: alt]
 F［a，b］，s.t.[image: alt]
 ‖yn
 －y‖F
 ＝0｝，我们把y′n
 在L2
 （a，b）中的极限函数称为y的弱导数，仍记为y′．对任意的y，z∈L2
 （a，b），记

　　（y，z）r
 ＝[image: alt]
 r（x）y（x）z（x）dx，‖y‖r
 ＝[image: alt]
 ．

注1　由r0
 ≤r（x）≤R0
 ＝[image: alt]
 r（x），得到

　　[image: alt]


下面这两种范数不加以区别．

注2　由p0
 ≤p（x）≤P0
 ＝[image: alt]
 p（x），得到[image: alt]
 ‖y′‖L2

 ≤‖[image: alt]
 y′‖L2

 ≤[image: alt]
 ‖y′‖L2

 ，下面这两种记号不加以区别．

引理1　（变分学的基本引理）设y∈C［a，b］，如对任意的η∈Ck
 ［a，b］，有

　　[image: alt]
 y（x）η（x）dx＝0，则y（x）≡0．

引理2　Ck
 ［a，b］是完备的Banach空间，L2
 （a，b）和[image: alt]
 （a，b）都是Hilbert空间．

引理3　[image: alt]
 （a，b）在L2
 （a，b）中稠密，[image: alt]
 （a，b）紧嵌入到C［a，b］，且是绝对连续的．

引理4　y（x）是问题（SL1）的经典解（即y∈C2
 ［a，b］满足方程和边界条件）的充要条件是y（x）是问题（SL1）的广义解，即y（x）∈[image: alt]
 （a，b）和对任意的η∈[image: alt]
 （a，b），有（y，η）F
 ＝λ（y，η）r
 ．

证明　必要性：设y（x）是问题（SL1）的经典解，在方程两边乘以η∈[image: alt]
 （a，b）后，在（a，b）上分部积分得到（y，η）F
 ＝λ（y，η）r
 ．

充分性：设y（x）∈[image: alt]
 （a，b）和对任意的η∈[image: alt]
 （a，b），有

　　（y，η）F
 ＝λ（y，η）r
 ，　　（a）

令f（x）＝（q（x）－λr（x））y（x）∈C［a，b］，考虑如下的边值问题：

　　[image: alt]


它有唯一的解z∈C2
 ［a，b］．在方程两边乘以任意的η∈[image: alt]
 （a，b）后，在（a，b）上分部积分得到

　　（z，η）F
 ＝λ（y，η）r
 ，　　（b）

由式（a）和（b），得到（z－y，η）F
 ＝0，取η＝z－y，得到z′－y′＝0，a.e.，由边界条件z（a）＝y（a）＝0以及z－y是绝对连续函数，得到y≡z，即y∈C2
 ［a，b］，再由式（a）分部积分和引理1，得到y（x）是问题（SL1）的经典解．

特征值问题与如下的变分问题相联系，即我们考虑问题：

　　[image: alt]


定理1　如y0
 是问题（BF）的解，即[image: alt]
 ，则y0
 是问题（SL1）的解．

证明　对任意的ε和η∈[image: alt]
 （a，b），则（y0
 ＋εη）∈[image: alt]
 （a，b），从而有

　　[image: alt]


即y0
 是问题（SL1）当λ＝J（y0
 ）时的广义解，由引理4，它也是问题（SL1）的经典解．

注3　如果取y0
 ，使得（y0
 ，y0
 ）r
 ＝1，这时特征值λ＝（y0
 ，y0
 ）F
 ．

注4　问题（BF）等价于问题：

　　（BF1）[image: alt]
 （y，y）F
 ．

注5　问题（BF）等价于问题：

　　（BF2）[image: alt]
 J1
 （y，λ），这里J1
 （y，λ）＝（y，y）F
 －λ（（y，y）r
 －1）．

因为如定理1的证明，如果y0
 是（BF2）的解，则有

　　0＝[image: alt]
 ＝2［（y0
 ，η）F
 －λ（y0
 ，η）r
 ］

和

　　0＝[image: alt]
 ＝（y0
 ，y0
 ）r
 －1．

这里的y0
 都是问题（SL1）的经典解，这时称方程（A）为变分问题的Euler-Lagrange方程．

定理2　（存在性定理）问题（BF）有唯一解（唯一性是指任意两个解是线性相关的）．

证明　首先注意到泛函数J（y）＝[image: alt]
 在[image: alt]
 （a，b）\｛0｝中有下界，则它有下确界λ1
 ≥0，即存在序列｛yn
 |（yn
 ，yn
 ）r
 ＝1｝[image: alt]
 [image: alt]
 （a，b），使得[image: alt]
 （yn
 ，yn
 ）F
 ＝λ1
 ，从而对所有的n，存在常数K，使得‖yn
 ‖F
 ≤K，即｛yn
 ｝是[image: alt]
 （a，b）中的有界集，由引理3，它在C［a，b］中有子列，仍记为｛yn
 ｝，即存在函数y∈C［a，b］，使得｛yn
 ｝一致收敛到y，而且‖y‖r
 ＝1和‖yk
 －yl
 ‖r
 →0，‖yk
 ＋yl
 ‖r
 →2（k，l→∞）．[image: alt]
 ε＞0，当k，l充分大时，有

　　[image: alt]


由λ1
 的定义，有

　　‖yk
 ＋yl
 ‖F
 ≥[image: alt]
 ‖yk
 ＋yl
 ‖r
 ．

再应用Hilbert空间中的平行四边形公式：

　　[image: alt]


得到

[image: alt]


即｛yn
 ｝是[image: alt]
 （a，b）中的Cauchy序列，由[image: alt]
 （a，b）的完备性，存在z∈[image: alt]
 （a，b），使得

[image: alt]
 ‖yn
 －z‖F
 ＝0，则有z＝y（为什么？），而且有

　　[image: alt]
 （yn
 ，yn
 ）F
 ＝（y，y）F
 ＝J（y）＝λ1
 ．

存在性证毕．对于唯一性问题，事实上，如有两个不同的函数，使J（y）＝[image: alt]
 达到同样的极小值，即特征值，但相应于它的特征函数是线性相关的．

注6　记上述的解为y1
 ，即有‖y1
 ‖r
 ＝1，[image: alt]
 （y，y）F
 ＝‖y1
 [image: alt]
 ＝λ1
 和对任意的η∈[image: alt]
 （a，b），有

　　（y1
 ，η）F
 －λ1
 （y1
 ，η）r
 ＝0，　　（4）

这时称λ1
 为第一特征值（最小），y1
 为相应的特征函数．

为了求第二个特征值和特征函数，我们考虑如下的变分问题：

　　（BF3）[image: alt]
 J1
 （y，λ，μ），这里

　　J1
 （y，λ，μ）＝（y，y）F
 －λ（（y，y）r
 －1）－μ（y，y1
 ）r
 ．

如y2
 是（BF3）的解，如前推导，有

　　（y2
 ，y1
 ）r
 ＝0，（y2
 ，y2
 ）r
 ＝1　　（5）

和

　　（y2
 ，η）F
 －λ（y2
 ，η）r
 －μ2
 （y1
 ，η）r
 ＝0．　　（6）

在（4）中取η＝y2
 ，（6）中取η＝y1
 后，两式相减，再利用（5）式，得到μ＝0，即变分问题（BF3）等价于如下问题[image: alt]
 J2
 （y），这里J2
 （y）＝（y，y）F
 ，它的解为y2
 ，满足（5）和μ＝0时的（6）式，即是问题（SL1）的解，而且

[image: alt]
 J2
 （y）＝（y2
 ，y2
 ）F
 ＝λ2
 （为什么？），

这里λ2
 就是第二个特征值，y2
 是相应的特征函数，显然，有λ2
 ＞λ1
 （为什么不可能有λ2
 ＝λ1
 ？）．

如记E1
 ＝｛y∈[image: alt]
 （a，b）|‖y‖r
 ＝1｝，E2
 ＝｛y∈[image: alt]
 （a，b）|‖y‖r
 ＝1，（y，y1
 ）r
 ＝0｝，以此类推，如已得到第k个特征值和特征函数λk
 和yk
 ，令

Ek＋1
 ＝｛y∈[image: alt]
 （a，b）|‖y‖r
 ＝1，（y，y1
 ）r
 ＝…＝（y，yk
 ）r
 ＝0｝，可从变分问题[image: alt]
 （y，y）F
 得到第k＋1个特征值和特征函数λk＋1
 和yk＋1
 ，从而我们得到特征值和特征函数序列｛λk
 ｝（0≤λ1
 ＜λ2
 ＜…＜λk
 ＜…）和｛yk
 ｝．

定理3　[image: alt]
 λk
 ＝∞．

证明　反证法，如存在常数K，使得对所有的λk
 ，有λk
 ＜K，由上述的特征值和特征函数｛λk
 ｝和｛yk
 ｝，得到（yk
 ，yk
 ）F
 ＝‖yk
 ‖2
 ＝λk
 ＜K，所以｛yk
 ｝是[image: alt]
 （a，b）中的有界序列，由引理3，｛yk
 ｝有子列，仍记为｛yk
 ｝，在C［a，b］中收敛到y∈C［a，b］，从而有0←‖yk
 －yl
 [image: alt]
 ＝‖yk
 ‖2
 ＋‖yl
 ‖2
 －2（yk
 ，yl
 ）r
 ＝‖yk
 ‖2
 ＋‖yl
 ‖2
 ＝2，矛盾．

现在我们对任意的f∈L2
 （a，b），可以构造所谓广义Fourier系数和广义Fourier级数：

　　ck
 ＝（f，yk
 ）r
 ＝[image: alt]
 r（x）f（x）yk
 （x）dx，　　（7）

　　[image: alt]
 ck
 yk
 ．　　（8）

定理4　（Bessel不等式）[image: alt]


证明　记fN
 （x）＝f（x）－[image: alt]
 ck
 yk
 ，则有

　　[image: alt]


上式已用到｛yk
 ｝的正交性，由此定理证得．

定理5　（Parseval等式）[image: alt]


证明　首先我们先对f∈[image: alt]
 （a，b）中的函数证明，如f（x）是｛yk
 ｝的有限项线性组合时，结论显然为真，现设f（x）不是｛yk
 ｝的有限项线性组合，用定理4的记号，再记φN
 （x）＝[image: alt]
 ，则有‖φN
 ‖＝1和（φN
 ，yk
 ）r
 ＝0（k≤N），由λN＋1
 的定义，得到：

　　[image: alt]


上式已用到式（4）的yk
 和λk
 性质：（yk
 ，η）F
 －λk
 （yk
 ，η）r
 ＝0，当取η＝f或η＝yl
 时得到的等式和（7）得到．从而，有

　　[image: alt]


当f∈L2
 （a，b）时，要用到引理3的[image: alt]
 （a，b）在L2
 （a，b）中稠密性，即对[image: alt]
 ε＞0，存在f*
 ∈[image: alt]
 （a，b），使得‖f－f*
 [image: alt]
 ＜ε，由上记[image: alt]
 ＝（f*
 ，yk
 ）r
 ＝[image: alt]
 r（x）f*
 （x）yk
 （x）dx，则[image: alt]
 ＜ε（N充分大），由此[image: alt]
 ＝（fN
 ，fN
 ）r
 ＝[image: alt]
 r（x）[image: alt]
 （x）dx≤[image: alt]
 r（f－[image: alt]
 [image: alt]
 yk
 ）2
 dx（第七章的习题3）

≤2[image: alt]
 r（x）［（f（x）－f*
 （x））2
 ＋（f*
 （x）－[image: alt]
 [image: alt]
 yk
 （x））2
 ］dx≤4ε．证毕．

由定理5我们也已证明了如下的展开定理：

定理6　（展开定理1）‖f－[image: alt]
 ck
 yk
 ‖L2
 （a，b）
 →0（N→∞）．

又由式（9），我们得到如下的推论：

推论1　[image: alt]


利用Parseval等式可以证明前述所得的特征值｛λk
 ｝包括了特征值问题（SL）所有的特征值，请读者自行证明．

定义1　Parseval等式[image: alt]
 也称为封闭性公式，这时称标准正交系｛yk
 ｝在L2
 （a，b）中是封闭的．

不难证明：

　　（f，g）r
 ＝[image: alt]
 ck
 bk
 ，　　（10）

其中ck
 和bk
 分别是f和g的广义Fourier系数．

定理7　（Ritz-Fisher定理）设｛zk
 ｝是一个标准正交（权函数为r（x））系和收敛级数[image: alt]
 ＜∞，则存在唯一的f∈L2
 （a，b），使得

（a）ck
 是f的广义Fourier系数；（b）f满足封闭性公式：[image: alt]
 ＝‖f[image: alt]
 ．

证明　设SN
 ＝[image: alt]
 ck
 zk
 和M＞N，则有‖SM
 －SN
 [image: alt]
 ＝[image: alt]
 r（[image: alt]
 ck
 zk
 ）2
 dx＝[image: alt]
 [image: alt]
 ，由级数[image: alt]
 [image: alt]
 ＜∞的收敛性，得到｛SN
 ｝是L2
 （a，b）中的Cauchy列，由L2
 （a，b）的完备性，它有极限f∈L2
 （a，b），即‖f－SN
 [image: alt]
 →0，（N→∞）．而且由ck
 ＝[image: alt]
 rSN
 zk
 dx→[image: alt]
 rfzk
 dx（N→∞）（为什么？）得到（a）和（b）．唯一性从L2
 （a，b）中收敛唯一性得到．

定义2　标准正交（权函数为r（x））系｛yk
 ｝称作是L2
 （a，b）中的完全（或完备）系，如果有y∈L2
 （a，b），[image: alt]
 k，（y，yk
 ）r
 ＝0，则y≡0．

定理8　｛yk
 ｝是L2
 （a，b）中的完全的充分必要条件是封闭的（即完全性与封闭性等价）．

证明　设｛yk
 ｝是封闭的，如有y∈L2
 （a，b），[image: alt]
 k，（y，yk
 ）r
 ＝0，则y的Fourier系数全为零，由封闭性公式得到‖y‖r
 ＝0，从而y＝0．反之，如｛yk
 ｝是完全的，如有函数g∈L2
 （a，b）不满足封闭性公式，则有（A1
 ）[image: alt]
 [image: alt]
 ＜‖g[image: alt]
 ，其中ck
 是g的广义Fourier系数，由定理7，存在函数f∈L2
 （a，b），ck
 是f的广义Fourier系数，而且成立（A2
 ）[image: alt]
 [image: alt]
 ＝‖f[image: alt]
 ，即有[image: alt]
 k，成立[image: alt]
 r（f－g）yk
 dx＝0，由｛yk
 ｝的完全性，得到f＝g，（A1
 ）和（A2
 ）矛盾．定理证得．

定理9　（特征值的极小－极大性）设

　　｛z1
 ，z2
 ，…，zk
 ｝[image: alt]
 [image: alt]
 （a，b），记

Zk＋1
 ＝｛y∈[image: alt]
 （a，b）|‖y‖r
 ＝1，（y，z1
 ）r
 ＝…＝（y，zk
 ）r
 ＝0｝和[image: alt]
 （y，y）F
 ＝λ｛z1
 ，z2
 ，…，zk
 ｝，则有

　　λk＋1
 ＝[image: alt]
 λ｛z1
 ，z2
 ，…，zk
 ｝．

证明　如取｛z1
 ，z2
 ，…，zk
 ｝＝｛y1
 ，y2
 ，…，yk
 ｝，则有Ek＋1
 ＝Zk＋1
 ，从而λ｛y1
 ，y2
 ，…，yk
 ｝＝λk＋1
 ，所以只要证明λ｛z1
 ，z2
 ，…，zk
 ｝≤λk＋1
 ，为此，取z＝[image: alt]
 cl
 yl
 ，使它满足‖z‖r
 ＝1和（z，zl
 ）r
 ＝0，（l＝1，2，…，k）（即z∈Zk＋1
 ），这只要取cl
 满足如下的方程组：

　　（z，zl
 ）r
 ＝[image: alt]
 alj
 cj
 ＝0，alj
 ＝（yj
 ，zl
 ）　（l＝1，2，…，k），

这是k个方程有k＋1个未知量cl
 （l＝1，2，…，k＋1）的方程组，它总有非零解，而且满足‖z‖r
 ＝1，但是[image: alt]
 （y，y）F
 ≤（z，z）F
 ＝（[image: alt]
 cl
 yl
 ，[image: alt]
 cl
 yl
 ）F
 ＝[image: alt]
 [image: alt]
 λl
 ≤λk＋1
 ．证毕．

由定理9，可得到特征值的估计式．事实上，设q0
 ＝infq（x）≤q（x）≤maxq（x）＝Q0
 ，考虑下列常系数方程：

　　P0
 y″－Q0
 y＋λr0
 y＝0，　　（11）

　　p0
 y″－q0
 y＋λR0
 y＝0．　　（12）

应用定理9和λn
 ＝（yn
 ，yn
 ）F
 ＝[image: alt]
 （py′2
 ＋qy2
 ）dx，如[image: alt]
 和[image: alt]
 分别是（11）和（12）的第n个特征值，则有

　　[image: alt]
 ≤λn
 ≤[image: alt]
 ．　　（13）

但是（11）和（12）的特征值可直接计算，从而有

定理10　存在常数c1
 ，C1
 和c2
 ，C2
 ，使得c1
 k2
 ＋c2
 ≤λk
 ≤C1
 k2
 ＋C2
 ．

特征函数也可估计：

定理11　[image: alt]
 ，当k充分大时．

定理12　（展开定理2）如果f∈[image: alt]
 （a，b），成立

　　‖f－[image: alt]
 ck
 yk
 ‖C［a，b］
 →0　（N→∞）．

上述证明略，可见文献B［1］．
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