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前　言

线性代数是高等理工类学科和经济管理类学科的专业基础课，其主要研究对象是矩阵、向量、线性空间和线性变换，其独特的代数思想方法是培养学生的逻辑推理能力和抽象思维能力的主要手段，其主要知识是学习各类专业后续课程的基础，其理论结构广泛应用于自然科学和工程技术的各个领域．

近年来，随着我国经济的飞速发展，高等院校自1999年施行扩招政策以来，也进入了一个快速发展的时期，它突破了以前的精英教育模式，发展成为大众式的普及教育．针对目前高等教育改革的不断深入，办学规模的不断扩大，招生人数的不断增加，为了适应高等教育教学内容和课程体系改革总体目标，培养具有创新能力的高素质人才，我们自治区级教学团队近几年一直关注并积极开展代数学课程课堂实效性教学的研究．经过多年的教学实践及省内外多所高校多次研究探讨，我们合作编写了这套高质量、具有地方特色的高等院校线性代数教材．此教材同时也是我们自治区级精品课程《代数学》和广西师范学院精品课程《线性代数》建设过程的研究成果之一．

本书的编者们吸取了多年的教学实践经验、教改研究成果和国内外优秀教材的长处，在选材上力求具有典型性、突出重点、简明扼要、清晰易懂、便于教学．在习题的配置上，既注重紧扣教材基本内容的训练，又兼顾适当的延伸和提高．本书不但可以作为高等院校线性代数课程的教材和科技人员的参考书籍，也可作为高等教育自学考试教材及考研参考书．本教材具有以下特点：

（1）每章前面都设置了知识脉络图解，以框图的方式基本概括了本章的知识结构，提纲挈领，一目了然．

（2）在每一章我们都选择了大批具有典型意义的例题，帮助学生逐步学会举一反三，触类旁通。通过例题的学习，学生不仅可以更容易地理解抽象的数学概念和内容、疏通各知识链条环环相扣、相互关联的联系，而且更便于学生加深对课堂内容的吸纳和消化、从中掌握本课程的数学思想和数学方法．

（3）考虑到线性代数内容也是理工科硕士研究生入学考试的科目，本教材中几乎每节都配备了两类习题．前面的习题一般为基本训练题，难度不大，主要是为了加深学习者对线性代数中诸多抽象概念的理解，故此题目的选择基本覆盖了该章节的主要内容．后设的补充练习题则作为学生的学习补充和提高训练．本书共配备了大约350道题，其中吸纳了部分硕士研究生入学考试试题．最后还配置了三份自测试卷，方便任课教师和学生对自身的教与学作阶段性的小结和梳理．

（4）结合教材的内容分别介绍了有关的历史回顾和有关中外数学家的生平，将数学文化与数学历史渗透在教材中，以提高学生学习兴趣，拓展学生的知识视野和培养学生的数学素养．

（5）为了方便和鼓励学生进一步学习及掌握专业英语，我们在编写中有意对各章节标题进行了英语词汇的渗透，如果同学们在本课程的学习中多少能了解和熟悉部分专业英语，将给我们带来莫大的欣慰和愉悦．

本书共分六章．第一章由吴志远、苏丽琴、陆静及杨立英编写，主要介绍了行列式的基本概念和行列式的计算；第二章由夏师、曾立、董芳及任北上编写，介绍了矩阵的代数运算、逆矩阵、分块矩阵、矩阵的秩的概念及有关性质；第三章由胡源艳及易亚利编写，主要研究向量的线性关系，并在此基础上讨论了线性方程组解的结构；第四章由潘群星和李强编写，主要介绍了矩阵特征值和特征向量以及矩阵相似的概念，并在此基础上讨论了矩阵对角化的问题；第五章由刘敏捷及赵贤编写，介绍了二次型的概念和化二次型为标准形的方法，并讨论了正定二次型的相关性质；第六章由任北上、覃城阜及杨立英编写，介绍了线性空间及线性变换的基本概念和性质．

本书由任北上策划和统稿，由刘立明、李碧荣及任北上审校．

本教材的编写始终得到北京理工大学出版社的关心和支持，并被北京理工大学作为国家级精品教材立项，得到了广西自然科学基金项目（2011GXNSFA018144）、广西教育厅科研项目（200911MS145）、新世纪广西高等教育教学改革工程立项项目（2012JGA162，2011JGB067，2010JGB068）和广西教育厅学位与研究生教育改革和发展专项课题（201010603R08）的资助．在编写过程中，我们还参阅了部分代数书籍和教材，特将其罗列在本书中以表我们对编者们的感谢．

由于编者水平有限，本书在编写和内容的组织上必定存在一些不足之处，敬请同行及读者批评指正．
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第一章　行列式

（Determinants）

第一章知识脉络框图
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行列式的概念是在研究线性方程组的解的过程中产生的，它是现代数学各个分支必不可少的重要工具，在物理学、工程技术及经济学等许多领域也有着广泛的应用．在本门课程中，它是研究线性方程组、矩阵及向量组的一种重要工具．

§1.1　二阶与三阶行列式

（Determinants of order 2 and order 3）

1.1.1　二阶行列式（Determinants of order 2）


定义1.1
 　记号[image: alt]
 表示代数和a11
 a22
 －a12
 a21
 ，称为二阶行列式，即

[image: alt]


其中数a11
 ，a12
 ，a21
 ，a22
 叫做行列式的元素，横排叫做行，竖排叫做列．元素aij
 的第一个下标i叫做行标，表明该元素位于第i行，第二个下标j叫做列标，表明该元素位于第j列．

由定义1.1可知，二阶行列式是由4个数按一定的规律运算所得的代数和．这个规律我们称之为“对角线法则”．如图1-1所示，把a11
 到a22
 的实连线称为主对角线，把a12
 到a21
 的虚连线称为副对角线，于是，二阶行列式便等于主对角线上两元素之积减去副对角线上两元素之积．

[image: alt]


图1-1

下面，我们利用二阶行列式的概念来讨论二元线性方程组的解．

用消元法解二元线性方程组

[image: alt]


式（1.1）×a22
 －式（1.2）×a12
 ，得

[image: alt]


式（1.2）×a11
 －式（1.1）×a21
 ，得

[image: alt]


利用二阶行列式的定义，记

[image: alt]
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则式（1.3）、式（1.4）可改写为

[image: alt]


于是，在行列式D≠0的条件下，所给的方程组有唯一解

[image: alt]


行列式D是由方程组的系数按原来的位置顺序构成的，我们把它称为这个方程组的系数行列式，x1
 的分子D1
 是用常数项b1
 ，b2
 替换D中x1
 的系数a11
 ，a21
 所得的二阶行列式，x2
 的分子D2
 是用常数项b1
 ，b2
 替换D中x2
 的系数a12
 ，a22
 所得的二阶行列式．


例1.1
 　解方程组[image: alt]



解
 　系数行列式[image: alt]


[image: alt]


故所求的方程组有唯一解

[image: alt]


1.1.2　三阶行列式（Determinants of order 3）


定义1.2
 　记号[image: alt]
 表示代数和a11
 a22
 a33
 ＋a12
 a23
 a31
 ＋a13
 a21
 a32
 －a13
 a22
 a31
 －a12
 a21
 a33
 －a11
 a23
 a32
 ，称为三阶行列式，即

[image: alt]


由上述定义可见，三阶行列式有6项，每一项均为不同行不同列的三个元素之积再冠以正负号，其运算的规律性可用“对角线法则”（如图1-2所示）来表述，图中的三条实线看做是平行于主对角线的连线，三条虚线看做是平行于副对角线的连线，实线上三元素的乘积冠正号，虚线上三元素的乘积冠负号．

[image: alt]


图1-2


例1.2
 　计算三阶行列式[image: alt]


解[image: alt]



例1.3
 　求解方程[image: alt]



解
 　方程左端

D＝3x2
 ＋4x＋18－12－9x－2x2
 ＝x2
 －5x＋6，

由x2
 －5x＋6＝0，解得x＝2或x＝3．

类似于二元线性方程组的讨论，对三元线性方程组

[image: alt]


其中，记

[image: alt]


若系数行列式D≠0，则该方程组有唯一解：

[image: alt]



例1.4
 　解三元线性方程组[image: alt]



解
 　由于方程组的系数行列式

[image: alt]


故所求方程组的唯一解为

[image: alt]


1.1.3　习题及补充练习（Exercises and supplementary exercises）

[image: alt]
 　习　题

1．计算二阶行列式：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


（6）[image: alt]


2．计算三阶行列式：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


3．求解方程[image: alt]


4．用行列式解下列方程组：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


5．证明下列等式：

[image: alt]


6．当x取何值时，[image: alt]


[image: alt]
 　补充练习

1．计算三阶行列式：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


2．[image: alt]
 的充要条件是什么？

§1.2　全排列、逆序数及对换

（Arrangements, inverse ordinal numbers and transpositions）

1.2.1　全排列及逆序数（Arrangements and inverse ordinal numbers）


定义1.3
 　由自然数1，2，…，n组成的不重复的有确定次序的排列，称为一个n级全排列（简称为n级排列）．

例如，1234和2413都是4级排列，而143625是一个6级排列．


定义1.4
 　在一个n级排列（j1
 j2
 …jt
 …js
 …jn
 ）中，若数jt
 ＞js
 ，则称数jt
 与js
 构成一个逆序．一个n级排列中逆序的总数称为该排列的逆序数，记为τ（j1
 j2
 …jn
 ）．

根据上述定义，我们可以得到计算任一个排列的逆序数的方法：

先计算出排列中每个元素逆序的个数，即计算出排列中每个元素前面比它大的元素个数，该排列中所有元素的逆序个数之总和即为所求排列的逆序数．


例1.5
 　计算排列45132的逆序数．


解
 　因为4排在首位，故其逆序个数为0；

5前面比它大的数有0个，故其逆序个数为0；

1前面比它大的数有2个，故其逆序个数为2；

3前面比它大的数有2个，故其逆序个数为2；

2前面比它大的数有3个，故其逆序个数为3．

即排列中每个元素的逆序个数为

[image: alt]


易见所求排列的逆序数为τ（45132）＝0＋0＋2＋2＋3＝7．


定义1.5
 　逆序数为奇数的排列称为奇排列，逆序数为偶数的排列称为偶排列．


例1.6
 　计算排列n（n－1）…321的逆序数，并讨论其奇偶性．


解
 　排列中每个元素的逆序个数为

[image: alt]


则[image: alt]
 ．易见当n＝4k或4k＋1时，该排列是偶排列；当n＝4k＋2或4k＋3时，该排列是奇排列．

1.2.2　对换（Transpositions）

为了更好地引入n阶行列式的定义及进一步研究n阶行列式的性质，先要讨论对换的概念及其与排列奇偶性的关系．


定义1.6
 　在排列中，将任意两个元素对调，其余的元素不动，就得到另一个排列，这样的一个变换称为对换．将相邻两个数对换，叫做相邻对换．

将一个排列作一次对换，它的奇偶性将会发生怎样的变化呢？比如，将排列45132中的4和3对换得到排列35142，它们的逆序数分别如下：

τ（45132）＝0＋0＋2＋2＋3＝7，τ（35142）＝0＋0＋2＋1＋3＝6．

可见，奇排列进行一次对换后变成了偶排列．

一般地，有下面的定理：


定理1.1
 　任意一个排列经过一次对换后，改变其奇偶性．


证明
 　先证相邻对换的情形．

设排列为a1
 …as
 abb1
 …bt
 ，对换a与b，变为a1
 …as
 bab1
 …bt
 ，显然，a1
 ，…，as
 ，b1
 ，…，bt
 这些元素的逆序个数经过对换后并不改变，而a，b两元素的逆序个数改变为：当a＜b时，经过对换后a的逆序个数增加1而b的逆序个数不变；当a＞b时，经过对换后a的逆序个数不变而b的逆序个数减少1．所以这两个排列的逆序个数相差1，即奇偶性改变．

再证一般对换的情形．

设排列为a1
 …as
 ab1
 …bt
 bc1
 …cn
 ，对它做t次相邻对换，变成排列a1
 …as
 abb1
 …bt
 c1
 …cn
 ，再做t＋1次相邻对换，变成a1
 …as
 bb1
 …bt
 ac1
 …cn
 ，总之，经过2t＋1次相邻对换，排列a1
 …as
 ab1
 …bt
 bc1
 …cn
 变成排列a1
 …as
 bb1
 …bt
 ac1
 …cn
 ，所以这两个排列的奇偶性相反．


推论1.1
 　奇排列变成自然顺序排列的对换次数为奇数，偶排列变成自然顺序排列的对换次数为偶数．


推论1.2
 　n个自然数（n＞1）共有n!个n级排列，其中奇偶排列各占一半，即[image: alt]



证明
 　n级排列的总数为n（n－1）（n－2）…2g1＝n!．

设在全部n级排列中共有s个奇排列，t个偶排列，将s个奇排列中的前两个数字对换，得到s个不同的偶排列，故s≤t；同理可证t≤s，于是s＝t，即[image: alt]


1.2.3　习题及补充练习（Exercises and supplementary exercises）

[image: alt]
 　习　题

1．计算下列排列的逆序数，并指出它们的奇偶性．

（1）4132；

（2）52341；

（3）78432516；

（4）217986354；

（5）13…（2n－1）（2n）（2n－2）…2．

2．选择i和k使：

（1）52i1468k9成偶排列；

（2）1i2649k87成奇排列．

3．计算排列135…（2n－1）24…（2n）的逆序数，并讨论其奇偶性．

[image: alt]
 　补充练习

1．写出把排列12345变成排列24531的那些对换．

2．设τ（p1
 p2
 …pn
 ）＝k，求τ（pn
 …p2
 p1
 ）．

§1.3　n阶行列式的定义

（Definition of determinant of order n）

1.3.1　n阶行列式的定义（Definition of determinant of order n）

在§1.1中我们对二阶、三阶行列式进行了简单的介绍，相信大家对行列式也有了初步的了解，下面结合§1.1和§1.2的内容给出n阶行列式的定义．


定义1.7
 　由n×n个数组成的记号

[image: alt]


称为n阶行列式，它表示所有取自不同行不同列的n个元素的乘积的代数和，即：

[image: alt]


其中，j1
 j2
 …jn
 是1，2，…，n的一个排列，这里[image: alt]
 表示对所有n级全排列求和，将n阶行列式简记为[image: alt]


（1.5）式也称为n阶行列式的展开式，它是前面的二阶、三阶行列式的推广．特别地，当n＝1时，一阶行列式∣a∣＝a，例如，一阶行列式∣3∣＝3，∣-3∣＝-3．


注：
 行列式的记号不要与绝对值的记号相混淆．


由于数的乘法是可交换的，所以行列式各项中的元素的顺序也可任意交换．例如，三阶行列式中，乘积a11
 a22
 a33
 可以写成a22
 a11
 a33
 ；一般n阶行列式中，乘积a1j1

 a2j2

 …anjn

 可以写成ap1
 q1

 ap2
 q2

 …apn
 qn

 ，其中p1
 p2
 …pn
 是行下标构成的n级全排列，q1
 q2
 …qn
 是列下标构成的n级全排列．由此可有如下定理：


定理1.2
 　n阶行列式的一般项可以写成

[image: alt]


其中，S与T分别是n级全排列p1
 p2
 …pn
 与q1
 q2
 …qn
 的逆序数．


证明
 　该项中任意两元素互换，行下标与列下标同时对换，由定理1.1可知n级全排列p1
 p2
 …pn
 与q1
 q2
 …qn
 同时改变奇偶性，于是S＋T的奇偶性不变．如果将排列p1
 p2
 …pn
 对换为自然顺序12…n（逆序数为0），排列q1
 q2
 …qn
 也相应对换为j1
 j2
 …jn
 （逆序数为J），则有

[image: alt]


由该定理可知，n阶行列式也可定义为

[image: alt]



注：
 n阶行列式的每一项都必须要有n个位于不同行与不同列元素的相乘；每一项的符号由（-1）τ（p1
 p2
 …pn
 ）＋τ（q1
 q2
 …qn
 ）
 确定．


如果将行列式中各项的列下标按自然顺序排列，相应的行下标排列为i1
 i2
 …in
 ，于是n阶行列式又可定义为

[image: alt]


可以利用定义（1.5）、（1.6）、（1.7）计算行列式，但是这种方法比较烦琐，一般来说，只有在一些较特殊的行列式计算及行列式的证明中才会考虑．


例1.7
 　试判断a12
 a23
 a34
 a41
 和-a24
 a32
 a13
 a41
 是否都是四阶行列式中的项．


解
 　容易判断这两项为来自不同行不同列元素的乘积，因此只须考虑项的符号，由（-1）τ（p1
 p2
 …pn
 ）＋τ（q1
 q2
 …qn
 ）
 确定．

由于

τ（1234）＋τ（2341）＝0＋3＝3，

所以a12
 a23
 a34
 a41
 不是四阶行列式中的项．

由于

τ（2314）＋τ（4231）＝2＋5＝7，

所以-a24
 a32
 a13
 a41
 是四阶行列式中的项．


例1.8
 　利用定义计算下列各行列式：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]



解
 　根据定义，（1）和（2）都考虑其一般项（-1）τ（p1
 p2
 …pn
 ）＋τ（q1
 q2
 …qn
 ）
 ap1
 q1

 ap2
 q2

 …apn
 qn

 ．

（1）D的展开式应有4!＝24项，由于第1行中除a14
 外其余元素全为0，故只考虑p1
 ＝1，q1
 ＝4；同理，只需考虑p2
 ＝2，q2
 ＝3，p3
 ＝3，q3
 ＝2，p4
 ＝4，q4
 ＝1，也就是行列式中不为0的项只有a14
 a23
 a32
 a41
 ，而τ（4321）＝6，这一项前面的符号应该是正的，因此有D＝1×2×3×4＝24．

（2）由于第2行、第4行都只有一个非零元素，故先从这两行的元素考虑，且只考虑p2
 ＝2，q2
 ＝3，p4
 ＝4，q4
 ＝4．根据定义可有p1
 ＝1，q1
 ＝2，p3
 ＝3，q3
 ＝1，也就是行列式中不为0的项只有a23
 a44
 a12
 a31
 ，而τ（2413）＋τ（3421）＝3＋5＝8，这一项前面的符号应该是正的，因此有D＝2×1×2×3＝12．

1.3.2　几类特殊行列式（Several special determinants）

1．n阶三角形行列式

（1）上三角形行列式：

[image: alt]


它的特点是在a11
 到ann
 所成的主对角线以下的元素全为零，即当i＞j时，元素aij
 ＝0．


例1.9
 　证明上三角行列式

[image: alt]



证明
 　展开式中的一般项为

[image: alt]


在第1列中，除了a11
 外其余元素全为0，故取i1
 ＝1；在第2列中，除了a12
 ，a22
 外其余元素全为0，但由于已取i1
 ＝1，故只能取i2
 ＝2；同理，只需考虑i3
 ＝3，i4
 ＝4，…，in
 ＝n．因此，在D的展开式中除乘积a11
 a22
 …ann
 外，其余各项均为0．由于τ（12…n）＝0，所以该项的符号为正，故有D＝a11
 a22
 …ann
 ，即

[image: alt]


（2）下三角形行列式：

[image: alt]


它的特点是主对角线以上的元素全为零，即当i＜j时，元素aij
 ＝0．同理可以证明，下三角形行列式

[image: alt]


2．n阶对角行列式

n阶对角行列式：

[image: alt]


它的特点是主对角线以外的元素全为零，即当i≠j时，元素aij
 ＝0．显然，对角行列式既是上三角形行列式，又是下三角形行列式．因此有

[image: alt]


3．n阶反对角行列式

n阶反对角行列式：

[image: alt]


它的特点是除a1n
 到an1
 所成的副对角线以外的元素全为零．显然，反对角行列式既不是上三角形行列式，也不是下三角形行列式．类似于对角行列式有

[image: alt]



例1.10
 　证明

[image: alt]


上面的行列式中，未写出的元素都是0．


证明
 　由于行列式的值为[image: alt]
 ，因此只需对可能不为0的乘积（-1）τ（j1
 j2
 …jn
 ）
 a1j1

 a2j2

 …anjn

 求和，考虑第n行的元素anjn

 ，可得jn
 ＝1，再考虑第n－1行元素an－1，jn－1

 ，可得jn－1
 ＝1或jn－1
 ＝2，由jn
 ＝1可知jn－1
 ＝2，依此类推，j2
 ＝n－1，j1
 ＝n，排列j1
 j2
 …jn
 只能是排列n（n－1）…21，因此它的逆序数为

[image: alt]


所以行列式的值为

[image: alt]


反对角行列式也可用类似于例1.10的方法求证．

1.3.3　习题及补充练习（Exercises and supplementary exercises）

[image: alt]
 　习　题

1．写出四阶行列式中含有因子a22
 a34
 的项．

2．在六阶行列式中，下列各项应带什么符号？

（1）a13
 a24
 a45
 a32
 a61
 a56
 ；

（2）a32
 a43
 a14
 a51
 a66
 a25
 ．

3．已知[image: alt]
 ，用行列式的定义求x3
 的系数．

4．利用行列式的定义计算下列各行列式：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


5．计算下列各行列式：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


6．利用行列式的定义证明：

[image: alt]


[image: alt]
 　补充练习

1．由行列式的定义写出[image: alt]
 的展开式中包含x3
 和x4
 的项．

2．计算下列四阶行列式．

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


3．设[image: alt]


证明：D＝D1
 D2
 ．

4．设

[image: alt]


求：（1）x4
 的系数；（2）x3
 的系数；（3）常数项．

§1.4　行列式的性质

（Properties of determinants）

在§1.3里，我们引进了n阶行列式的概念，并且也利用定义计算了几个简单的n阶行列式，可以看到n阶行列式的计算是比较麻烦的．为了简化n阶行列式的计算，我们将进一步讨论n阶行列式．下面介绍n阶行列式的一些基本性质．

1.4.1　转置行列式（Transposed determinants）


定义1.8
 　若记

[image: alt]


将行列式D的行与列的位置互换，可得

[image: alt]


则DT
 称为行列式D的转置行列式．


例1.11
 　写出行列式[image: alt]
 的转置行列式DT
 ．


解
 　根据转置行列式的定义可得，

[image: alt]


1.4.2　行列式的性质与应用（Properties and applications of determinants）


性质1　
 行列式与它的转置列式相等，即D＝DT
 ，即

[image: alt]



证明
 　记

[image: alt]


即bij
 ＝aji
 （i，j＝1，2，…，n），按行列式定义

[image: alt]



注：
 性质1说明行列式中行与列地位是相等的，即行具有的性质，其列同样具有．



性质2　
 互换行列式的两行（列），行列式改变符号．

例如，设

[image: alt]


互换第i行与第j行，得行列式

[image: alt]


在行列式中，以ri
 表示行列式的第i行，以ci
 表示第i列．如果将行列式的第i行与第j行互换，记作ri
 ↔rj
 ；互换第i列与第j列，记作ci
 ↔cj
 ．


推论1.3
 　如果行列式有两行（列）相对应的元素相等，则此行列式等于零．


性质3　
 行列式的某一行（列）中所有元素都乘以同一数k，等于用数k乘以此行列式．

例如，将行列式的第i行都乘以同一数k，有

[image: alt]


在行列式中，第i行（或列）乘以k，记作ri
 ×k（或ci
 ×k）．


推论1.4
 　行列式中某一行（列）的所有元素的公因子可以提到行列式符号的外面．

第i行（或列）提出公因子k，记作ri
 ÷k（或ci
 ÷k）．


推论1.5
 　行列式中如果有两行（列）元素对应成比例，则此行列式等于零．


性质4　
 行列式中某一行（列）的元素都可以分解为两个数之和，则此行列式也可以分解为相应的两个行列式的和．

例如，

[image: alt]


显然，性质4也可以推广到某一行（列）为多个数之和的情形，例如，

[image: alt]



注：
 性质4对于某一行（列）的元素为多个数之和时，可直接利用其结论；如果是某两行（列）或两行（列）以上的元素为多个数之和时，不能直接利用性质4．



性质5　
 把行列式的某一行（列）的元素乘以同一数k，然后加到另一行（列）对应的元素上去，行列式的值不变．

例如，将行列式的第j行的元素都乘以同一数k，然后再加到第i行相应的元素上，有

[image: alt]


在行列式中，将第j行（列）的元素都乘以同一数k，然后再加到第i行（列）相应的元素上，记作ri
 ＋krj
 （ci
 ＋kcj
 ）．


注：
 利用性质5时，要清楚是哪一行（列）的元素发生改变．


性质2～性质5的证明，请读者自证．

利用行列式的性质计算行列式，可以使计算简化．下面举例说明．


例1.12
 　计算行列式

[image: alt]



解


[image: alt]



例1.13
 　计算行列式

[image: alt]



解


[image: alt]


在上述例子中，我们通过行列式的性质将一个行列式的计算转化为一个上三角形（或下三角形）行列式的计算．我们称这种计算行列式的方法为化三角形法．


例1.14
 　计算行列式

[image: alt]



解


[image: alt]



例1.15
 　计算n阶行列式

[image: alt]



解法1
 　由于行列式D的主对角线上元素全为a，其余元素全为b，行列式的每一行或每一列的元素之和都是相同的，因此，将第2，3，…，n行都加到第1行，然后利用推论1.4，提取公因子，最后再用化三角形法即可．

[image: alt]



解法2
 　直接利用化三角形法．

[image: alt]


[image: alt]


1.4.3　习题及补充练习（Exercises and supplementary exercises）

[image: alt]
 　习　题

1．利用行列式的性质计算下列行列式：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


2．证明下列等式：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


3．计算下列n阶行列式．

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


4．求方程[image: alt]
 的根．

[image: alt]
 　补充练习

1．计算下列行列式：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


2．已知行列式[image: alt]
 ，求行列式[image: alt]
 的值．

3．设[image: alt]
 ，试证：可以找出数c（0＜c＜1），使f′（c）＝0成立．

4．已知1326，2743，5005，3874都能被13整除，不计算行列式的值，证明：

[image: alt]


能被13整除．

5．设[image: alt]
 ，已知方程f（x）＝0有解，求x的值．

§1.5　行列式按行（列）展开

（Expansion of determinant along a row or a column）

一般而言，低阶行列式的计算要比高阶行列式的计算简便，如果能将高阶行列式用低阶行列式加以表示，就能起到简化运算的作用．为此，本节将介绍另一种计算行列式的方法——行列式按行（列）展开方法，即降阶法．下面先引进余子式和代数余子式的概念．

1.5.1　余子式与代数余子式（Cofactors and algebraic cofactors）


定义1.9
 　在n阶行列式D中，去掉元素aij
 所在的第i行和第j列后，余下的元素按原来的次序构成的n－1阶行列式，称为D中元素aij
 的余子式，记为Mij
 ，再记

[image: alt]


称Aij
 为元素aij
 的代数余子式．


注：
 余子式与代数余子式是有区别的，aij
 的余子式Mij
 是划去行列式D中第i行第j列以后，剩下的元素组成的n－1阶行列式，而代数余子式Aij
 ＝（-1）i＋j
 Mij
 ，即要在Mij
 前冠以“+”号或“-”号．


例如，在四阶行列式

[image: alt]


中，a32
 的余子式和代数余子式分别为

[image: alt]



引理1.1
 　设n阶行列式D中的第i行元素除aij
 外全部为零，则这行列式等于aij
 与它的代数余子式的乘积，即

[image: alt]



证明
 　将行列式D中第i行依次与第i－1行，第i－2行，…，第2行，第1行互换后，再将第j列依次与第j－1列，第j－2列，…，第2列，第1列互换，这样经过i＋j－2次互换后就把元素aij
 换到D的第一行第一列的位置，由行列式的性质，有

[image: alt]


注意到（-1）i＋j－2
 ＝（-1）i＋j
 ，且上面行列式右下角的n－1阶行列式是aij
 的余子式Mij
 ，由行列式的定义，得

[image: alt]


1.5.2　行列式按行（列）展开定理及应用（Expansion theorem of determinant along a row or a column and its application）


定理1.3
 　行列式D等于它的任一行（列）的各元素与其对应的代数余子式的乘积之和，即

[image: alt]


或

[image: alt]



证明


[image: alt]


再由引理1.1，得

[image: alt]


同理可证

[image: alt]



注：
 这个定理称为行列式的按行（列）展开定理，利用这一定理并结合行列式的性质，可将行列式的阶数降低，从而达到简化计算的目的．此种方法称为降阶法．



例1.16
 　计算行列式

[image: alt]



解
 　由定理1.3，按第1行展开，得

[image: alt]


利用定理1.3虽然能将n阶行列式的计算归结为n－1阶行列式来计算，但当行列式的某一行（列）的元素有很多不为零时，按这一行（列）展开并不能减少很多计算量．因此，计算行列式时，可以先利用行列式的性质把行列式中的某一行（列）化为仅含有一个非零元素，再按此行（列）展开进行计算．


例1.17
 　计算行列式

[image: alt]



解


[image: alt]



例1.18
 　证明范德蒙（Vandermonde）行列式

[image: alt]



证明
 　用数学归纳法证明．当n＝2时，

[image: alt]


结论成立．假定结论对n－1阶范德蒙行列式成立，要证结论对n阶范德蒙行列式成立．由Dn
 中元素的特点，从最后一行开始，由下往上，后一行减前一行的x1
 倍，得

[image: alt]


按第1列展开，并提取各列元素的公因子，得

[image: alt]


上式右端的行列式是n－1阶范德蒙行列式，由归纳假设，得

[image: alt]



注：
 范德蒙行列式在行列式计算中占有很重要的地位．如果一个行列式通过变换后可以转化为范德蒙行列式，那么可以利用范德蒙行列式的结论求解，从而达到简化计算目的．



例1.19
 　计算n阶行列式

[image: alt]



解
 　先按第一列展开，得

[image: alt]


依次类推

[image: alt]


而

[image: alt]


所以

[image: alt]


由定理1.3，还可以得到下面的重要推论．


推论1.6
 　行列式D中任一行（列）的元素与另一行（列）的对应元素的代数余子式乘积之和等于零，即

[image: alt]


或

[image: alt]



证明
 　不妨设i＜j，作行列式

[image: alt]


其中，除行列式D1
 的第j行与原行列式D的第j行不相同外，其余各行均与原行列式D的对应行相同，注意到行列式D1
 的第i行与第j行相同，故行列式为零．将其按第j行展开，便得

[image: alt]


同理可证

[image: alt]


综合定理1.3及推论1.6，我们得

[image: alt]


或

[image: alt]



例1.20
 　已知五阶行列式

[image: alt]


试求A31
 ＋A32
 ＋A33
 和A34
 ＋A35
 的值，其中A3j
 （j＝1，2，3，4，5）为行列式D5
 的第3行第j列的元素的代数余子式．


解
 　由推论1.6，有

[image: alt]
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由（1），（2）建立方程组，解得

[image: alt]


1.5.3　习题及补充练习（Exercises and supplementary exercises）

[image: alt]
 　习　题

1．求行列式[image: alt]
 中元素5与2的代数余子式．

2．已知四阶行列式第3行元素依次为4，3，0，-2，它们的余子式依次为2，1，-1，4，求行列式的值．

3．求下列行列式的值：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


4．讨论当k为何值时，行列式[image: alt]


5．计算n阶行列式：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


6．证明

[image: alt]


7．设四阶行列式

[image: alt]


试求A14
 ＋A24
 ＋A34
 ＋A44
 的值，其中Ai4
 （i＝1，2，3，4）为行列式D的第4列第i行的元素的代数余子式．

[image: alt]
 　补充练习

1．计算下列n阶行列式的值：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


2．证明（行列式均为n阶行列式）：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


3．设n阶行列式
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求An1
 ＋An2
 ＋An3
 ＋…＋Ann
 ．

§1.6　行列式的应用

（Applications of determinants）

1.6.1　克拉默法则（Cramer's rule）

在引入行列式的概念时，我们就希望能够利用行列式给出线性方程组的公式解，现在我们将在解二元和三元线性方程组时得到的公式推广到n元线性方程组上．


定义1.10
 　设含有n个变量x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，n个方程的线性方程组为

[image: alt]


若方程组（1.8）的右端常数项b1
 ，b2
 ，…，bn
 不全为零，方程组（1.8）称为非齐次线性方程组．

由未知量的系数aij
 （i，j＝1，2，…，n）构成的n阶行列式

[image: alt]


称为方程组（1.8）的系数行列式．


定理1.4
 　（克拉默法则）　如果线性方程组（1.8）的系数行列式D≠0，则方程组（1.8）有唯一解

[image: alt]


其中，Dj
 （j＝1，2，…，n）是把系数行列式D中第j列元素a1j
 ，a2j
 ，…，anj
 对应地换为方程组右端常数项b1
 ，b2
 ，…，bn
 后得到的n阶行列式．


证明
 　设x1
 ，x2
 ，…，xn
 为方程组（1.8）的解，即将x1
 ，x2
 ，…，xn
 代入方程组（1.8），方程组成立．用xj
 乘系数行列式D，并根据行列式的性质，有

[image: alt]


再把右端的行列式的第1列，第2列，…，第j－1列，第j＋1列，…，第n列分别乘以x1
 ，x2
 ，…，xj－1
 ，xj＋1
 ，…，xn
 ，然后加到第j列，行列式的值不变，即
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又D≠0，从而方程组（1.8）有唯一解

[image: alt]



注：
 有的教材将克拉默法则译成克莱姆法则．


例1.21
 　求解线性方程组
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解
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所以方程组有唯一解．

又

[image: alt]


所以方程组的解为
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例1.22
 　已知抛物线y＝ax2
 ＋bx＋c经过三点（1，0），（2，3），（3，0），求此抛物线方程．


解
 　由抛物线y＝ax2
 ＋bx＋c经过三点（1，0），（2，3），（3，0），得

[image: alt]


要确定抛物线方程需要求出系数a，b，c，即要求出上述非齐次线性方程组的解．

由其系数行列式

[image: alt]


所以可用克拉默法则求解．由于

[image: alt]


从而

[image: alt]


即抛物线方程为
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注：
 用克拉默法则解线性方程组时，必须满足两个条件：①方程的个数与未知量的个数相等；②系数行列式D≠0．用克拉默法则解线性方程组的计算量很大，求解并不方便．但是，克拉默法则给出了一类线性方程组的公式解，它的理论很重要，而且公式解也便于用计算机来求解线性方程组．


1.6.2　运用克拉默法则讨论齐次线性方程组的解（Discussion of the solution to system of homogeneous linear equations by Cramer's rule）

若方程组（1.8）的右端常数项b1
 ，b2
 ，…，bn
 全为零时，即

[image: alt]


则称方程组（1.9）为齐次线性方程组．

显然，x1
 ＝x2
 ＝…＝xn
 ＝0是齐次线性方程组（1.9）的解，称为零解，也就是说，齐次线性方程组总有零解．若齐次线性方程组（1.9）除了零解外，还有x1
 ，x2
 ，…，xn
 不全为零的解，称为非零解．由克拉默法则，有以下定理和推论．


定理1.5
 　如果齐次线性方程组（1.9）的系数行列式D≠0，则齐次线性方程组（1.9）只有唯一的零解．


推论1.7
 　如果齐次线性方程组（1.9）有非零解，则齐次线性方程组（1.9）的系数行列式必为零．

系数行列式D＝0是齐次线性方程组（1.9）有非零解的必要条件，在后面的章节中，我们还将证明这个条件也是充分的．


例1.23
 　当k为何值时，齐次线性方程组

[image: alt]


有非零解？


解
 　由齐次线性方程组有非零解，则知其系数行列式D＝0，而

[image: alt]


由D＝0，得k＝1或k＝3．

1.6.3　习题及补充练习（Exercises and supplementary exercises）

[image: alt]
 　习　题

1．用克拉默法则解线性方程组：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


2．λ满足什么条件时，线性方程组

[image: alt]


有唯一解？

3．当k为何值时，齐次线性方程组

[image: alt]


有非零解？

4．α和β为何值时，齐次线性方程组

[image: alt]


有非零解？

5．求二次多项式f（x）＝ax2
 ＋bx＋c，使得f（1）＝-2，f（-1）＝10，f（2）＝-5．

[image: alt]
 　补充练习

1．用克拉默法则解线性方程组

[image: alt]


2．系数ai1
 ，ai2
 ，ai3
 ，ai4
 （i＝1，2，3，4）满足什么条件时，四个平面ai1
 x＋ai2
 y＋ai3
 z＋ai4
 ＝0（i＝1，2，3，4）相交于一点（x0
 ，y0
 ，z0
 ）？

3．设平面曲线y＝ax3
 ＋bx2
 ＋cx＋d通过点（1，0），（2，-2），（3，2），（4，18），求系数a，b，c，d．

4．证明：n－1次多项式f（x）＝a0
 ＋a1
 x＋a2
 x2
 ＋…＋an－1
 xn－1
 （an－1
 ≠0）最多有n－1个互异的根．

数学家克拉默简介
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克拉默（Cramer G.），瑞士数学家．1704年7月31日生于日内瓦，1752年卒于法国塞兹河畔巴尼奥勒．早年克拉默在日内瓦读书，1724年起在日内瓦加尔文学院任教，1734年成为几何学教授，1750年任哲学教授．他自1727年开始进行为期两年的旅行访学．在巴塞尔与伯努利、欧拉等人学习交流，结为挚友，后又到英国、荷兰、法国等地拜见许多数学名家，回国后在与他们的长期通信中，加强了数学家之间的联系，为数学宝库留下大量有价值的文献．他一生未婚，专心治学，平易近人且德高望重，先后当选为伦敦皇家学会、柏林研究院和法国、意大利等学会的成员．

克拉默第一次正式引入了坐标系的纵轴（Y轴），然后讨论曲线变换，并依据曲线方程的阶数将曲线进行分类．为了确定经5个点的一般二次曲线的系数，应用了著名的“克拉默法则”．该法则于1729年由英国数学家麦克劳林得到，1748年发表，但克拉默的优越符号使之流传．


第二章　矩　　阵

（Matrices）

第二章知识脉络框图
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§2.1　矩阵的概念

（Concept of matrices）

矩阵是数学中重要的基本概念之一，它是代数学的一个主要的研究对象，也是数学研究和应用的一个重要工具．矩阵的概念形成于19世纪，首先使用矩阵（Matrix）这个词的是西尔维斯特（1850年）．1855年，凯莱开始对矩阵的专门研究，并发表了一系列研究矩阵理论的文章，所以他被认为是矩阵理论的创立者．之后，埃米尔特、克莱布什、弗罗贝尼乌斯、梅勒茨等数学家都先后对矩阵理论做了进一步的研究和发展．到20世纪，矩阵理论发展成为独立的数学分支．

由于很多线性或非线性的实际问题都可以转化为对矩阵的讨论，因此矩阵在物理、化学、经济、工程技术等诸多领域都有着广泛的应用．特别是随着计算机的广泛应用，矩阵已成为现代各科技领域处理信息的量化和表格化及信息分析处理的强有力工具．

2.1.1　矩阵的定义及实例（Definition and examples of matrices）

矩阵的概念直接从行列式的概念而来，它是作为表达一个线性方程组的简单记法而出现的．

我们考虑线性方程组
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把该方程组的未知数系数按原来的次序排成如下的一个数表
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常数项也排成一个数表

[image: alt]


有了这两个数表，方程组（2.1）就完全被确定，可以使用这两个数表来简记．

类似上述的数表在自然科学、工程技术以及经济领域中经常应用到，这种数表在数学上被称为矩阵．


定义2.1
 　由m×n个数aij
 （i＝1，2，…，m；j＝1，2，…，n）排成的m行n列的数表

[image: alt]


称为m行n列矩阵
 ，简称m×n矩阵．其中aij
 （i＝1，2，…，m；j＝1，2，…，n）称为矩阵的元素
 ．一般需给该数表加一个括号，表示数表是一个整体，并用大写黑体字母A，B，C等表示，即记作
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矩阵A可简记为Am×n
 或（aij
 ）m×n
 或（aij
 ）．

对m×n矩阵A，当m＝1时，矩阵A只有一行，即

[image: alt]


称其为行矩阵
 ．行矩阵中各元素之间一般以逗号间隔，即写成

[image: alt]


当n＝1时，矩阵A只有一列，即
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称其为列矩阵
 ．

当m＝n＝1时，矩阵A＝（a），即A只有一个元素a，此时矩阵A就看作数a．

当m＝n时，矩阵A中行数和列数相等，即

[image: alt]


则称A为n阶方阵
 ，简记为An
 ．

以下是两个在实际问题中应用矩阵的例子．


例2.1
 　某石化公司有3个炼油厂，每个炼油厂生产3种石油产品：燃油、汽油、柴油．在一个单位原油中，各炼油厂生产这三种产品的数量如表2-1所示：

表2-1

[image: alt]


表2.1中的数据可用矩阵表示为

[image: alt]



例2.2
 　图2-1表示为5个乒乓球选手之间的单循环赛结果．图中的顶点可看作选手，若选手i打败选手j，则对应的顶点i到顶点j之间有一条有向线段，否则就没有（假设比赛没有平局）．

[image: alt]


图2-1

图2-1所表示的比赛结果可用一个5阶方阵表示

[image: alt]



注：
 矩阵A中，
 [image: alt]


2.1.2　几类特殊矩阵（Several special matrices）

如果矩阵A＝（aij
 ）m×n
 的所有元素都为零，即

aij
 ＝0（i＝1，2，…，m；j＝1，2，…，n），

则称A为零矩阵
 ，记作0m×n
 ，简记为0．

在n阶方阵

[image: alt]


中，从左上角到右下角直线位置上的元素称为主对角线元素
 ，即a11
 ，a22
 ，…，ann
 ．

主对角线左下侧所有元素都为零的方阵，即

[image: alt]


则称A为上三角矩阵
 ；主对角线右上侧所有元素都为零的方阵，即
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则称A为下三角矩阵
 ；主对角线以外的元素全为零，即

[image: alt]


一般简写为
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则称该矩阵为n阶对角矩阵
 ，通常简记为Λn
 ＝diag（λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ）．

n阶对角矩阵中，如果主对角线上的元素都相等，即
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则称该矩阵为n阶数量矩阵
 ．

n阶数量矩阵中，如果主对角线上的元素λ＝1，即
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则称该矩阵为n阶单位矩阵
 ，通常记为En
 或E．


注：
 习惯上，记n阶数量矩阵为λE，其中E是n阶单位矩阵．


如果两个矩阵同为m行n列矩阵，则称它们为同型矩阵
 ．例如，矩阵
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是同型矩阵．


定义2.2
 　如果两个矩阵A＝（aij
 ）与B＝（bij
 ）是同型矩阵，并且它们的对应元素都相等，即
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则称矩阵A与B相等
 ，记为A＝B．

2.1.3　习题及补充练习（Exercises and supplementary exercises）

[image: alt]
 　习　题

1．某公司生产四种产品A、B、C、D，第一季度的销量分别如下表所示：
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将上表中的数据用矩阵表示．

2．图2-2表示了b省三个城市b1
 、b2
 、b3
 和c省三个城市c1
 、c2
 、c3
 相互间高等级道路的通路情况．试用矩阵表示b省和c省之间的通路情况．

[image: alt]


图2-2

3．关系式[image: alt]
 表示由变量x1
 ，x2
 ，x3
 到变量y1
 ，y2
 ，y3
 的一个线性变换，其中aij
 为常数，试写出该线性变换的矩阵．

4．判断下列矩阵的类型：

（1）（1，2，3）；

（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


（6）[image: alt]


5．请按下列要求写出相应矩阵：

（1）E4
 ；

（2）04×3
 ；

（3）Λ3
 （设λ1
 ＝1，λ2
 ＝2，λ3
 ＝3）．

6．判断下列说法是否正确，请说明理由．

（1）单位矩阵E2
 ＝E3
 ；

（2）矩阵[image: alt]
 与[image: alt]
 是两个不同的矩阵；

（3）矩阵[image: alt]
 与[image: alt]
 是同型矩阵．

[image: alt]
 　补充练习

1．图2-3表示某物质在四个单位之间的转移路线．设

[image: alt]


[image: alt]


图2-3

试用矩阵表示该物质在这四个单位之间的转移路线．

2．若有线性变换[image: alt]
 试写出该线性变换的矩阵．

3．某一城市在2000年的城市和郊区人口数量分别为r0
 和s0
 ，一年后约有5％的城市人口移居郊区（其他95％留在城市），而2％的郊区人口移居城市（其他98％留在郊区）．假设2001年的城市和郊区人口数量分别为r1
 和s1
 ，请用线性方程组表示2001年该市的城市和郊区人口分配情况，并写出相应的移民矩阵．

4．设[image: alt]
 ，若A＝B，试确定a，b，c的值．

§2.2　矩阵的运算

（Operations of matrices）

2.2.1　矩阵的加法与数乘（Addition and scalar multiplication of matrices）


定义2.3
 　设有两个m×n矩阵A＝（aij
 ）和B＝（bij
 ），则矩阵A与B的和记作A＋B，规定为

A＋B＝（aij
 ）m×n
 ＋（bij
 ）m×n
 ＝（aij
 ＋bij
 ）m×n
 ．


定义2.4
 　设有m×n矩阵A＝（aij
 ），记-A＝（-aij
 ）m×n
 ，则-A称为矩阵A的负矩阵
 ．

利用负矩阵，两个矩阵的减法
 可规定为

A－B＝A＋（-B）＝（aij
 －bij
 ）m×n
 ．


注：
 由上述定义知，只有当两个矩阵都是同型矩阵时，才能进行加减运算．矩阵的加减运算就是它们对应元素的加减运算，且运算结果是与原矩阵同型的矩阵．


例如，有矩阵

[image: alt]


则

[image: alt]


矩阵加法满足下列运算规律（设A，B，C是同型矩阵）：

（1）A＋B＝B＋A；

（2）（A＋B）＋C＝A＋（B＋C）；

（3）A＋（-A）＝0，A＋0＝A．


定义2.5
 　设有m×n矩阵A＝（aij
 ），则数λ与矩阵A的乘积
 记作λA，规定为
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并规定λA＝Aλ，习惯上称λA为数乘矩阵．

数乘矩阵满足下列运算规律（设A，B是同型矩阵，λ，μ为数）：

（1）（λμ）A＝λ（μA）；

（2）μ（A＋B）＝μA＋μB，（λ＋μ）A＝λA＋μA；

（3）1×A＝A，0×A＝0．


例2.3
 　已知矩阵

[image: alt]


（1）求3A－2B；（2）若有矩阵A，B，C满足2（A－C）＝3（B＋C），求矩阵C．


解
 （1）

[image: alt]


（2）由2（A－C）＝3（B＋C），得2A－2C＝3B＋3C，即5C＝2A－3B．

于是

[image: alt]


2.2.2　矩阵的乘法（Multiplication of matrices）


定义2.6
 　设有矩阵A＝（aij
 ）m×k
 和B＝（bij
 ）k×n
 ，那么规定矩阵A与B的乘积
 是一个m×n矩阵C＝（cij
 ）m×n
 ，记作C＝AB，其中

[image: alt]



注：
 由定义知，只有当乘积项AB中左矩阵A的列数等于右矩阵B的行数时，两个矩阵才能相乘；其乘积矩阵C的行数和列数分别取左矩阵的行数和右矩阵的列数；乘积矩阵的第i行第j列元素cij
 ，就是左矩阵的第i行元素与右矩阵的第j列对应元素的乘积之和．



例2.4
 　设[image: alt]
 ，求AB与BA．


解
 　矩阵A是2×3矩阵，矩阵B是3×3矩阵，乘积项AB中，A的列数等于B的行数，因此A与B可以相乘．

[image: alt]


B与A不能相乘，即BA无意义，因为B的列数不等于A的行数．


例2.5
 　设[image: alt]
 ，求AB和BA．


解


[image: alt]


例2.4中，乘积项AB有意义，但BA无意义；例2.5中，乘积项AB与BA都有意义，但是AB与BA不相等．由此两例可知，在一般情况下，AB≠BA．也就是说，矩阵的乘法与数的乘法不同，它不满足交换律．因此在进行矩阵乘法时，一定要注意矩阵相乘有左乘
 和右乘
 之分，AB是A左乘B的乘积，而BA是A右乘B的乘积．

如果矩阵A与B满足AB＝BA，则称矩阵A与B是可交换
 的．


例2.6
 　设[image: alt]
 ，求AB和BA．


解


[image: alt]


例2.6中，虽然矩阵A≠0，B≠0，却有AB＝0，即两个非零矩阵的乘积可以是零矩阵．由此推知：若AB＝0，并不能推出A≠0或B≠0，这与数的乘法不同．

类似地，也可推知若AB＝AC，且A≠0，不能得出B＝C的结论．例如有矩阵

[image: alt]


满足AB＝AC，且A≠0，但B≠C．因此，矩阵乘法还有一个与数的乘法不同的地方：矩阵乘法不满足消去律．

矩阵乘法虽然不满足交换律和消去律，但是满足以下规律（假设运算都是可行的）：

（1）结合律：（AB）C＝A（BC）．

（2）λ（AB）＝（λA）B＝A（λB）（其中λ为数）．

（3）分配律：A（B＋C）＝AB＋AC，（B＋C）A＝BA＋CA．

（4）设A为m×n矩阵，有Em
 Am×n
 ＝Am×n
 En
 ＝Am×n
 ；

当A为n阶方阵时，则有EA＝AE＝A（其中E为n阶单位矩阵）．

规律（4）表明，单位矩阵E在矩阵乘法中的作用与数1在数的乘法中的作用类似；单位矩阵与任何同阶方阵都是可交换的．

下面举两个矩阵乘法在实际问题中应用的例子．


例2.7
 　非齐次线性方程组

[image: alt]


中，我们把方程组的未知数系数所构成的m×n矩阵

[image: alt]


称为方程组（2.2）的系数矩阵
 ，常数项构成的m×1矩阵

[image: alt]


称为常数项矩阵
 ，未知数构成的m×1矩阵

[image: alt]


称为未知数矩阵
 ，那么利用矩阵的乘法，方程组（2.2）可写为下列矩阵形式

Ax＝b．

同理，齐次线性方程组

[image: alt]


也可利用矩阵乘法写为　　Ax＝0，

其中

[image: alt]


在第一章中，我们讨论了利用克拉默法则求解线性方程组的问题，但克拉默法则要求方程组中未知数个数和方程个数必须相等，即m＝n．如果m≠n，或是系数行列式D＝0，就不能应用克拉默法则来求解方程组．而若把方程组表示成矩阵形式Ax＝b，则更方便我们利用矩阵的性质讨论方程组是否有解，有多少解，以及如何求解等问题．


例2.8
 　图2-4表示了a省两个城市，b省三个城市和c省三个城市相互间高等级道路的通路情况．求a省和c省之间的城市通路情况．

[image: alt]


图2-4


解
 　图2-4中任两省的城市相互间的通路情况可以用矩阵表示，规定矩阵元素

[image: alt]


由上规定，

a省和b省之间的城市通路情况可用下列形式表示：

[image: alt]


b省和c省之间的城市通路情况可用下列形式表示：

[image: alt]


设a省和c省之间的城市通路情况为矩阵S，于是S＝MN，

[image: alt]


即

[image: alt]


因此，a省和c省之间城市具体通路线路为

[image: alt]


2.2.3　矩阵的转置与方阵的行列式（Transpose of matrices and determinant of squares）


定义2.7
 　把矩阵A的行换成同序数的列所得到的新矩阵称为A的转置
 矩阵，记作AT
 ．

即若

[image: alt]


则

[image: alt]


矩阵的转置满足以下运算规律（假设运算都是可行的）：

（1）（AT
 ）T
 ＝A；

（2）（A＋B）T
 ＝AT
 ＋BT
 ；

（3）（kA）T
 ＝kAT
 （k为数）；

（4）（AB）T
 ＝BT
 AT
 ．


例2.9
 　设矩阵

[image: alt]


求（AB）T
 ．


解
 　（解法1）先计算乘积AB，再将得到的乘积矩阵转置，即得（AB）T
 ．

因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


（解法2）　利用（AB）T
 ＝BT
 AT
 直接计算．

[image: alt]


对于n阶方阵A，如果满足AT
 ＝A，即

aij
 ＝aji
 ，（i，j＝1，2，…，n），

则称A为对称矩阵
 ．例如，矩阵

[image: alt]


是一个3阶对称矩阵．显然，对称矩阵的元素以主对角线为对称轴对应相等．

如果AT
 ＝-A，则称A为反对称矩阵
 ．


例2.10
 　设A，B都是n阶方阵，且A是对称矩阵，证明BT
 AB也是对称矩阵．


证明
 　根据矩阵乘法的结合律和矩阵转置运算规律，有

（BT
 AB）T
 ＝（BT
 （AB））T
 ＝（AB）T
 （BT
 ）T
 ＝（AB）T
 B＝BT
 AT
 B，因为A是对称矩阵，所以AT
 ＝A．故有（BT
 AB）T
 ＝BT
 AT
 B＝BT
 AB．

根据对称矩阵的定义BT
 AB也是对称矩阵．


定义2.8
 　由n阶方阵A的元素所构成的行列式（各元素位置保持不变），称为方阵A的行列式
 ，记做∣A∣或detA．

n阶方阵A和它的行列式这两个概念是不同的．例如，2阶方阵

[image: alt]


是一个由22
 个数确定的两行两列的数表，而它的行列式

[image: alt]


是这个数表中的22
 个数按对角线法则计算而确定的一个数．

方阵的行列式满足下列规律（假设运算都是可行的）：

（1）∣AT
 ∣＝∣A∣；

（2）∣kA∣＝kn
 ∣A∣（k为数）；

（3）∣AB∣＝∣A∣∣B∣，其中A，B都是n阶方阵．

由规律（3）可知，对于n阶方阵A，B，一般地AB≠BA，但总有

∣AB∣＝∣BA∣．

2.2.4　方阵的幂与多项式（Power and polynomial of square matrices）

若A是n阶方阵，k个A相乘是有意义的．由此我们可以定义方阵的幂．


定义2.9
 　设A是n阶方阵，k为正整数，定义

[image: alt]


为方阵A的k次幂
 ．并规定A0
 ＝E．

方阵的幂满足以下运算规律（k，l为正整数）：

（1）Ak
 Al
 ＝Ak＋l
 ；

（2）（Ak
 ）l
 ＝Akl
 ．


注：
 由于矩阵乘法不满足交换律，因此对两个n阶方阵A与B，一般情况下，（AB）k
 ≠Ak
 Bk
 ，这与数的幂运算不同．只有当A与B可交换时，才有（AB）k
 ＝Ak
 Bk
 ．


例如，一般地

（A＋B）2
 ≠A2
 ＋2AB＋B2
 ，（A－B）2
 ≠A2
 －2AB＋B2
 ．


例2.11
 　设Λ＝diag（λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ），求Λn
 ．


解
 　根据方阵的幂的定义，有

[image: alt]


依此类推，故有

[image: alt]


可见，对角矩阵的幂Λn
 仍然是对角矩阵，且其主对角线上元素就是Λ的主对角线上对应元素的n次幂．

例2.11实际上给出了求方阵A的幂的一种方法：具体计算A2
 ，A3
 ，…，找出A的幂的规律．找到规律后，可用数学归纳法证明该规律．请读者自己用数学归纳法完成例2.11中对角矩阵的幂的结果的证明．


定义2.10
 　设φ（x）是以x为变量的m次多项式

[image: alt]


A为n阶方阵，那么记

[image: alt]


并称φ（A）为方阵A的m次多项式
 ．

因为A2
 ，…，Am－1
 ，Am
 仍然是n阶方阵，故方阵A的幂与E都是可交换的．因此方阵A的两个多项式f（A）和g（A）总是可交换的，即

f（A）g（A）＝g（A）f（A），

从而对于方阵A的多项式，可以像数x的多项式一样相乘或因式分解．

例如，[image: alt]


2.2.5　习题及补充练习（Exercises and supplementary exercises）

[image: alt]
 　习　题

1．设[image: alt]
 ，计算A－2B和5A＋3B．

2．计算：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


（6）[image: alt]


3．计算[image: alt]


4．设[image: alt]


试证：（1）AB＝BA；

（2）（A＋B）（A－B）＝A2
 －B2
 及（A－B）2
 ＝A2
 －2AB＋B2
 ．

5．设矩阵M为某公司在第一季度生产的四种产品A、B、C、D的产量表：

[image: alt]


矩阵N为这四种产品的生产成本的各种费用：

[image: alt]


求该公司第一季度各月的原材料费用、人工费用和杂费．

6．计算：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


7．写出下列矩阵的转置矩阵：

（1）（2，3，4，8）；

（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


8．设[image: alt]
 ，按要求计算下列各式的值：

（1）∣A∣；

（2）∣2A∣；

（3）∣AT
 ∣；

（4）∣AB∣；

（5）∣BA∣．

[image: alt]
 　补充练习

1．设[image: alt]
 ，求矩阵X，使5X＋B＝3（AB＋X）．

2．设[image: alt]
 ，计算An
 ．

3．计算

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


4．设[image: alt]
 ，求（ABC）T
 ．

5．设列矩阵A＝（a1
 ，a2
 ，…，an
 ）T
 ，满足AT
 A＝1，E为n阶单位阵，B＝E－2AAT
 ，证明：（1）矩阵B是对称阵；（2）BBT
 ＝E．

§2.3　可逆矩阵

（Invertible matrices）

在前一节我们已经学习了矩阵的加法，数乘，乘法运算．在矩阵运算中，如何去研究类似于数运算中的除法呢？我们知道，在进行数的除法运算时，除以某个非零数可以等乘以这个数的倒数（也称为这个数的逆）．因此，在这里我们引入矩阵的逆矩阵，类似于数的倒数，来研究矩阵运算中类似于数运算的除法问题．

2.3.1　可逆矩阵的定义及性质（Definition and properties of invertible matrices）

在数运算中，非零数a和它的倒数a-1
 有这样的关系：aa-1
 ＝a-1
 a＝1．在矩阵运算中，单位矩阵E的作用类似于数乘法运算中的1，所以类似地，我们可以得到如下定义．


定义2.11
 　对于n阶方阵A，若有一个n阶方阵B，使得AB＝BA＝E．则称矩阵A是可逆
 的，矩阵B为A的逆矩阵，简称逆阵
 ．

若A可逆，矩阵B，C均为A的逆阵，那么将有B＝BE＝B（AC）＝（BA）C＝EC＝C．也就是说，A的逆矩阵是唯一的．所以我们可以记A的逆矩阵为A-1
 ．

矩阵的逆矩阵满足以下的运算规律：

（1）如果方阵A可逆，则A-1
 可逆，且（A-1
 ）-1
 ＝A；

（2）如果方阵A可逆，数λ≠0则λA可逆，且其逆矩阵[image: alt]


（3）如果方阵A可逆，则A的转置矩阵AT
 也可逆，且

（AT
 ）-1
 ＝（A-1
 ）T
 ；

（4）如果方阵A，B均可逆且为同阶矩阵，则AB可逆，且（AB）-1
 ＝B-1
 A-1
 ．

2.3.2　伴随矩阵及应用（Adjoint matrices and its application）

对于方阵A，是否存在A-1
 ，如果存在，A-1
 又如何求？首先，我们引入矩阵A的伴随矩阵．


定义2.12
 　设n阶方阵A＝（aij
 ）n×n
 ，则它的伴随矩阵
 为矩阵A的行列式∣A∣的各个元素的代数余子式Aij
 所构成的矩阵，记为A*
 ，其矩阵的形式如下所示：

[image: alt]



注：
 这里要注意伴随阵中各代数余子式的排列方式．



例2.12
 　[image: alt]
 ，设A*
 是方阵A的伴随矩阵，求AA*
 和A*
 A．


解
 　[image: alt]
 ，则[image: alt]


[image: alt]


同理可得，A*
 A＝∣A∣E．

由例2.12，我们可以得到一个很重要的定理：


定理2.1
 　n阶方阵A是可逆矩阵的充分必要条件是∣A∣≠0，且

[image: alt]


其中，A*
 是A的伴随矩阵．

若∣A∣＝0，即A不可逆，该矩阵就称为奇异矩阵
 ；若∣A∣≠0，即A可逆，就称为非奇异矩阵
 ．

由定理2.1，我们可以得到以下的推论：


推论2.1
 　对于方阵A，若有矩阵B，使得AB＝E（或BA＝E），则A可逆，且A-1
 ＝B．


证明
 　因为AB＝E，所以∣A∣∣B∣＝∣E∣＝1，∣A∣≠0．由矩阵可逆的充要条件可知A可逆．

又因为A-1
 ＝A-1
 E＝A-1
 （AB）＝（A-1
 A）B＝EB＝B，所以A-1
 ＝B．


注：
 定理2.1及其推论给出了两种常用的判断矩阵是否可逆的方法．如果给出了方阵A全部的元素，那么可以通过计算∣A∣是否为零，来判断矩阵是否可逆；若只给出了方阵A的一个关系式，我们往往通过推论2.1的结论来讨论矩阵是否可逆．


由定理2.1我们得到一种求矩阵逆矩阵的方法，可称为构造法．这种方法的步骤是，首先由矩阵的行列式判断矩阵是否可逆．如果可逆，我们构造出该矩阵相应的伴随矩阵，由

[image: alt]


就可以求出该矩阵的逆矩阵．这是求逆矩阵的一种很重要的方法，第5节我们还会学习另一种求逆矩阵的方法．


注：
 用构造法来求矩阵的逆矩阵时，关键是求出A*
 ，但一定要先判断矩阵是否可逆，这点在计算中往往容易被忘记．



例2.13
 　求矩阵[image: alt]
 的逆矩阵．


解
 　由于∣A∣＝5≠0，故A可逆．又[image: alt]


同理M13
 ＝-5，M21
 ＝5，M22
 ＝4，M23
 ＝-3，M31
 ＝5，M32
 ＝3，M33
 ＝-1，

所以A11
 ＝（-1）1＋1
 M11
 ＝10，A12
 ＝（-1）1＋2
 M12
 ＝-5，A13
 ＝M13
 ＝-5，A21
 ＝-M21
 ＝-5，A22
 ＝M22
 ＝4，A23
 ＝-M23
 ＝3，A31
 ＝M31
 ＝5，A32
 ＝-M32
 ＝-3，A33
 ＝M33
 ＝-1．

[image: alt]



注：
 用构造法求矩阵的逆矩阵时，求伴随阵这步计算量比较大，容易出错，所以可以先计算并列出每个余子式，进一步得到每个代数余子式，然后再构造伴随阵，这样可以减少出错．



例2.14
 　设方阵A满足A2
 －A＋3E＝0，证明A－2E可逆，并求它的逆矩阵．


分析
 　本题给出了方阵A的一个关系式，求矩阵A－2E可逆．我们可以根据推论2.1，设法由给出的A的关系式构造出（A－2E）B＝E．


证明
 　因为A2
 －A＋3E＝（A－2E）（A＋E）＋2E＋3E＝0，

所以（A－2E）（A＋E）＝-5E，即（A－2E）[image: alt]


所以A－2E可逆，且[image: alt]


2.3.3　逆矩阵的应用（Applications of invertible matrices）

通过矩阵的逆矩阵，我们可以简化矩阵的计算，求解矩阵方程，讨论线性变化的逆变化等．


例2.15
 　设矩阵[image: alt]
 ，满足AX＝B＋3X，求X．


解
 　由AX＝B＋3X可得，（A－3E）X＝B．

又因为[image: alt]
 ，故A－3E可逆．由上例2.13可知，

[image: alt]
 ．所以

[image: alt]


类似地，我们可以求解矩阵方程XA＝B，AXB＝C．如果A，B均为可逆矩阵时，这些矩阵方程的解分别为X＝BA-1
 ，X＝A-1
 CB-1
 ．

对于线性变换y＝Ax，如果A为可逆矩阵，则该线性变换的逆变换为x＝A-1
 y．

除此之外，逆矩阵在物理、通信等诸多领域也有广泛的应用．


例2.16
 　在密码学中，经常使用的一种加密方式就是将明文（传递的信息）里面的每个字母与一个整数对应，使信息转化为密文（一系列的数字代码）．最后我们传输的是得到的密文．例如将26个英文字母分别对应数字1到26，如明文“linear”，加密得到的密文为｛12，9，14，5，1，18｝．为了让密文更难于破解，可以使用密钥对密文进一步加密．

比如我们可以采用密钥矩阵[image: alt]
 与密文矩阵进行乘法运算来加密，则[image: alt]
 ，最后明文转化得到的密文为｛22，11，50，41，28，60｝．传送方将密文也就是｛22，11，50，41，28，60｝这段代码传输出去．接收方接收到这段密文后，就要用到密钥矩阵的逆矩阵A-1
 ．通过逆矩阵，接收方可以对密文进行解密得到原代码，再比对数字所对应的英文字母，就可以得到传送方传递的信息．

2.3.4　习题及补充练习（Exercises and supplementary exercises）

[image: alt]
 　习　题

1．求矩阵[image: alt]
 的逆矩阵．

2．设方阵A满足A2
 －A－3E＝0，证明A＋2E可逆，并求其逆矩阵．

3．求解下列矩阵方程的X：

（1）设矩阵[image: alt]


（2）[image: alt]


4．设矩阵[image: alt]
 ，AB＝3A＋B，求B．

5．用逆矩阵方法求解下列方程：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


6．设A是三阶矩阵，[image: alt]
 ，求∣4A*
 －3A-1
 ∣．

7．设A＝diag（1，2，-1），A*
 BA＝BA－4E，求B．

[image: alt]
 　补充练习

1．设矩阵[image: alt]
 ，AB＝A＋B，求（B－E）-1
 ．

2．已知A的伴随矩阵为

[image: alt]


且ABA-1
 ＝-BA-1
 ＋2E，求矩阵B．

3．设n阶矩阵A的伴随阵为A*
 ，证明：

（1）若∣A∣＝0，则∣A*
 ∣＝0；

（2）∣A*
 ∣＝∣A∣n－1
 ．

4．设矩阵A可逆，证明其伴随阵也可逆，且其伴随阵的逆矩阵为（A*
 ）-1
 ＝（A-1
 ）*
 ．

§2.4　分块矩阵

（Block matrices）

在理论研究和实际应用中，我们常常遇到一些阶数较高或者结构特殊的矩阵．对于这些矩阵我们常常采用分块法将大矩阵的运算化为小矩阵的运算，或者通过矩阵分块看出矩阵的结构，利用矩阵的特殊结构，从而简化矩阵运算．

2.4.1　分块矩阵的定义和实例（Definition and examples of block matrices）

矩阵分块的具体做法是用若干条纵线和横线将大矩阵分成许多个小矩阵，其中每一个小矩阵我们称为这个大矩阵的子块，而以这些子块为元素所组成的矩阵称为分块矩阵．

例如，[image: alt]
 ，其中

A1
 ＝（1，2，2，3），A2
 ＝（-1，1，1，1），A3
 ＝（1，0，0，0），A4
 ＝（0，1，0，0）．A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 是矩阵A的子块，而[image: alt]
 是分块矩阵．

矩阵A也可以这样划分：

[image: alt]


其中，[image: alt]


当然也可以有别的分块方法，我们往往根据实际需要对矩阵进行分块．在各种分块方法中，有两种分块方式需要特别关注，就是将矩阵按行分块和按列分块．

设矩阵A＝（aij
 ）m×n
 ，若将该矩阵按行分块，可得到[image: alt]
 ，其中

[image: alt]


若将该矩阵按列分块，可得到A＝（β1
 ，β2
 ，…，βn
 ），其中[image: alt]



注：
 当矩阵按行分块时，在后面章节中，我们可将每一个子块视为一个行向量，而矩阵就可视为一个行向量组；同理，当矩阵按列分块时，每一个子块可视为一个列向量，矩阵就可视为一个列向量组．


2.4.2　分块矩阵的性质（Properties of block matrices）

分块矩阵的运算规则和普通矩阵的运算规则相类似．

1．分块矩阵的加法

设矩阵A、B是同型矩阵并采用相同的分块方法，

[image: alt]


那么

[image: alt]


2．分块矩阵的数乘

设矩阵A可表示为[image: alt]
 ，λ为数，则

[image: alt]


3．分块矩阵的相乘

设[image: alt]
 ，则它们的乘积

[image: alt]


其中，[image: alt]



注：
 分块矩阵相乘要满足矩阵乘法要求，同时每个子块相乘也要满足矩阵乘法要求．因此矩阵A的列的分法与矩阵B的行的分法要一致．


4．分块矩阵的转置

设[image: alt]
 ，则[image: alt]



注：
 分块矩阵的转置，不仅仅是分块矩阵A中每个子块自身的转置，还是整个矩阵的转置．


5．分块对角矩阵

如果[image: alt]
 ，其中A1
 ，…，As
 均为方阵，则矩阵A为分块对角矩阵．

分块对角矩阵具有以下的性质：

（1）∣A∣＝∣A1
 ∣∣A2
 ∣…∣As
 ∣；

（2）若A可逆，可知∣A∣≠0，由（1）可得∣Ai
 ∣≠0，（i＝1，2，…，s），故可知A1
 ，A2
 ，…，As
 均可逆，并得[image: alt]


2.4.3　分块矩阵的应用（Applications of block matrices）

通过分块矩阵，我们可以更好地看清楚矩阵的特征，同时还可以简化计算，举例如下：


例2.15
 　设矩阵[image: alt]
 ，求A＋B和AB．


解
 　把矩阵A，B按以下方式分块为

[image: alt]


其中，[image: alt]


则

[image: alt]


又

[image: alt]


同理可得，

[image: alt]


所以

[image: alt]
 ．类似地，

[image: alt]



例2.16
 　设矩阵[image: alt]
 ，求A的逆阵．

解　[image: alt]
 ，其中[image: alt]


[image: alt]


故

[image: alt]


2.4.4　习题及补充练习（Exercises and supplementary exercises）

[image: alt]
 　习　题

1．[image: alt]
 ，求AB．

2．设矩阵[image: alt]
 ，求A3
 和∣A4
 ∣．

3．设矩阵[image: alt]
 ，求∣A∣和A-1
 ．

4．设矩阵[image: alt]
 ，求A-1
 ．

5．设矩阵[image: alt]
 ，求A-1
 ．

6．求矩阵[image: alt]
 的逆矩阵．

7．设A，B是n阶方阵，且AB＝0．证：B的每一列都是齐次线性方程组AX＝0的解．

8．设矩阵A是3阶方阵，将矩阵A按列分块，可得A＝（A1
 ，A2
 ，A3
 ），且∣A∣＝1，求行列式∣3A3
 －4A1
 ，A2
 ，A2
 －A3
 ∣的值．

9．设矩阵[image: alt]
 ，且AX＝2X＋A，求X．

[image: alt]
 　补充练习

1．设n阶矩阵A与m阶矩阵B都可逆，求（1）[image: alt]


2．设分块矩阵[image: alt]
 ，且A，B可逆，求C*
 ．

3．设有n阶矩阵A，B，C，D，其中A可逆，E是n阶单位矩阵，并且AC＝CA，[image: alt]
 ，证明：[image: alt]


§2.5　矩阵的初等变换

（Elementary operations of matrices）

矩阵的初等变换是一种十分重要的矩阵运算，它在求逆矩阵、解矩阵方程及求线性方程组中都有重要应用．矩阵的初等变换和前面各节的矩阵运算一个很重要的区别就是我们运算的是矩阵的整行（或列），这点和行列式的计算类似．

2.5.1　矩阵的初等变换和等价（Elementary operations and equivalence of matrices）


定义2.13
 　设矩阵A＝（aij
 ）m×n
 ，下面的三种变换：

（1）（交法变换）交换矩阵A的某两行（列）；

（2）（倍法变换）矩阵A的某行（列）乘以非零常数k；

（3）（消法变换）矩阵A的某行（列）乘以常数k加到另一行（列）上．

称为矩阵的初等行（列）变换
 ，统称矩阵的初等变换
 ．

为了以后书写方便，我们约定下面几个符号：

（1）ri
 ↔rj
 表示矩阵A的第i行和第j行交换；

（2）ri
 ×k表示矩阵A的第i行乘以非零常数k；

（3）rj
 ＋kri
 表示矩阵A的第i行乘以常数k加到第j行上．

同样的，ci
 ↔cj
 ，ci
 ×k，cj
 ＋kci
 则分别表示矩阵的三种初等列变换．


定义2.14
 　矩阵A经过若干次初等变换后变成矩阵B，则称矩阵A和矩阵B等价
 ，记为A≅B．

矩阵之间的等价关系具有以下三个性质：

（1）反身性：A≅A．

（2）对称性：若A≅B，则B≅A．

（3）传递性：若A≅B，B≅C，则A≅C．

数学上，满足上面三条性质的关系称为等价关系．利用等价关系可以把矩阵划分为若干类，使每一类的矩阵彼此等价，而不同类的矩阵则不等价．

通常我们会用矩阵的初等变换把矩阵化为较简单的形式．下面是几种较常用到的矩阵：

（1）行阶梯形矩阵
 ：矩阵自上而下的非零行，每行的第一个非零元素比上一行的后移，零行位于矩阵的最下面．

（2）行最简形矩阵
 ：矩阵是行阶梯形矩阵，且每一行的第一个非零元素所在列除它外全为零，而且这个非零元素为1．

（3）标准形矩阵
 ：矩阵的左上角为一个r阶单位矩阵，其他元素全为零．

矩阵经过有限次的初等行变换一定能化为行阶梯形矩阵，进而化为行最简形矩阵．只用初等行变换不一定能把矩阵化为标准形矩阵，但是再使用初等列变换则一定能把矩阵化为标准形矩阵．这样的化简过程如下：

[image: alt]



例2.17
 　设[image: alt]
 ，请用矩阵初等变换把A化为行阶梯形矩阵、行最简形矩阵及标准形矩阵．


解


[image: alt]


2.5.2　初等矩阵（Elementary matrices）

矩阵的初等变换和初等矩阵有着密切关系．矩阵的初等变换侧重于运算求解，而初等矩阵则在理论研究上较为常用．


定义2.15
 　n阶单位矩阵En
 经过一次初等变换得到的矩阵称为n阶初等矩阵
 ．

对单位矩阵分别施行三种矩阵的初等变换可以得到三种初等矩阵．例如：

[image: alt]
 第一种初等矩阵；

[image: alt]
 第二种初等矩阵；

[image: alt]
 第三种初等矩阵．

一般地，对n阶单位矩阵En
 有：

（1）En
 的第i，j行（列）交换得到初等矩阵E（i，j）．

[image: alt]


（2）En
 的第i行（列）乘非零常数k得到初等矩阵E（i（k））．

[image: alt]


（3）En
 的第j行乘常数k加到第i行（或第i列乘常数k加到第j列）得到初等矩阵E（i，j（k））．

[image: alt]



注：
 对单位矩阵进行同类的第三种初等行变换和初等列变换得到的初等矩阵是不一样的，记法上分别记为E（i，j（k））和E（j，i（k））．例如，经过初等变换“第2行乘以-6，再加到第4行”与初等变换“第2列乘以-6，再加到第4列”得到的初等矩阵分别是E（4，2（-6））和E（2，4（-6））．


通过直接验证，很容易得出初等矩阵具有以下性质：

（1）初等矩阵的转置仍是初等矩阵．具体有：

E（i，j）T
 ＝E（i，j），E（i（k））T
 ＝E（i（k）），E（i，j（k））T
 ＝E（j，i（k））．　

（2）初等矩阵均是可逆矩阵，且其逆矩阵仍为同类的初等矩阵．具体有：

[image: alt]


下面的定理说明了初等矩阵和矩阵的初等变换的密切关系，在理论研究中是一个重要的结论．


定理2.2
 　设A是m×n矩阵，则：

（1）对A施行一次行初等行变换，相当于用一个相应的m阶初等矩阵左乘A．

（2）对A施行一次列初等列变换，相当于用一个相应的n阶初等矩阵右乘A．

通过对A矩阵进行行分块或列分块很容易证明上面的定理．下面我们仅就第三种初等列变换进行证明，其他情况完全可以类似证明．


证明
 　对初等列变换的情形，我们须对A矩阵进行列分块．即A＝（A1
 ，A2
 ，…，An
 ），其中Ai
 是A矩阵的第i列．

AE（i，j（k））＝（A1
 ，A2
 ，…，An
 ）E（i，j（k））＝（A1
 ，…，Ai
 ，…，Aj
 ＋kAi
 ，…，An
 ）．

这表明n阶初等矩阵E（i，j（k））右乘A等于将A矩阵的第i列乘常数k加到第j列上．

依据矩阵等价的定义和上面的定理，很容易得到下面的结论．


推论2.1
 　设是A，B是m×n矩阵，则A≅B的充分必要条件是：存在若干个m阶初等矩阵P1
 ，P2
 ，…，Ps
 和n阶初等矩阵Q1
 ，Q2
 ，…，Qt
 ，使得A＝P1
 P2
 …Ps
 BQ1
 …Qt
 ．


例2.18
 　设[image: alt]
 试求初等矩阵P，Q使PAQ＝B．


分析
 　由矩阵乘法可知，P是4阶初等矩阵，Q是3阶初等矩阵．P左乘A，代表了对A进行了一系列的初等行变换．而Q右乘A，代表了对A实施了一系列的初等列变换．


解


[image: alt]


则有

[image: alt]


[image: alt]


有

[image: alt]


2.5.3　初等变换求逆矩阵（Finding the inverse matrices by elementary operations）

前面我们学习了用伴随矩阵求逆矩阵的方法，下面我们学习另一种求逆矩阵的方法——初等变换法．


定理2.3
 　方阵A可逆的充分必要条件是：A可以表示成若干初等矩阵的乘积．


证明
 　（充分性）设A＝P1
 P2
 …Ps
 ，其中P1
 ，P2
 ，…，Ps
 均是初等矩阵．则

∣A∣＝∣P1
 P2
 …Ps
 ∣＝∣P1
 ∣∣P2
 ∣…∣Ps
 ∣．

因为P1
 ，P2
 ，…，Ps
 均是初等矩阵，故可逆，所以P1
 ，P2
 ，…，Ps
 的行列式都不为0．因此，∣A∣＝∣P1
 ∣∣P2
 ∣…∣Ps
 ∣≠0，即方阵A可逆．

（必要性）设方阵A可逆．则我们可以通过初等变换把A化为标准形B．即存在初等矩阵P1
 ，P2
 ，…，Pr
 ；Q1
 ，Q2
 ，…，Qs
 使得

A＝P1
 P2
 …Pr
 BQ1
 Q2
 …Qs
 ．

因为方阵A可逆，因此有∣A∣＝∣P1
 ∣∣P2
 ∣…∣Pr
 ∣∣B∣∣Q1
 ∣…∣Qs
 ∣≠0．所以∣B∣≠0，这样标准形B只能是一个单位矩阵．即

A＝P1
 P2
 …Pr
 EQ1
 Q2
 …Qs
 ，A＝P1
 P2
 …Pr
 Q1
 Q2
 …Qs
 ．

这表明方阵A可逆必定可以表示成若干初等矩阵的乘积．

利用上面的定理，我们很容易得到下面一些结论．


推论2.2
 　设A，B是m×n矩阵，则A≅B的充分必要条件是：存在m阶可逆矩阵P和n阶可逆矩阵Q，使得A＝PBQ．


推论2.3
 　方阵A可逆的充分必要条件是：A≅E．


证明
 　（充分性）设A≅E，则存在若干个初等矩阵P1
 ，P2
 ，…，Ps
 和初等矩阵Q1
 ，Q2
 ，…，Qt
 ，使得A＝P1
 P2
 …Ps
 EQ1
 …Qt
 ．于是，∣A∣＝∣P1
 ∣∣P2
 ∣…∣Ps
 ∣∣E∣∣Q1
 ∣…∣Qt
 ∣≠0．所以方阵A可逆．

（必要性）设方阵A可逆，则A可以表示成若干初等矩阵的乘积．设A＝P1
 P2
 …Ps
 ，其中P1
 ，P2
 ，…，Ps
 均是初等矩阵．则A＝P1
 P2
 …Ps
 E，说明单位矩阵E经过若干次行初等变换可得到方阵A，即A≅E．


推论2.4
 　设A是可逆矩阵，则只用初等行变换即可把A化为单位矩阵E．同样，只用初等列变换也能把A化为单位矩阵E．


证明
 　矩阵A可逆，所以A-1
 也可逆．由前面的定理知，存在若干个初等矩阵P1
 ，P2
 ，…，Ps
 使得A-1
 ＝P1
 P2
 …Ps
 ．因此，A-1
 A＝P1
 P2
 …Ps
 A＝E，即只用初等行变换即可把A化为单位矩阵E．同样有AA-1
 ＝AP1
 P2
 …Ps
 ＝E，说明只用初等列变换也能把A化为单位矩阵E．

在推论2.4的证明中，我们看到矩阵A可逆，则存在若干个初等矩阵P1
 ，P2
 ，…，Ps
 使得P1
 P2
 …Ps
 A＝E，也显然有P1
 P2
 …Ps
 E＝A-1
 ．如果我们用A，E构造一个分块矩阵（A⋮E），可得：P1
 P2
 …Ps
 （A⋮E）＝（P1
 P2
 …Ps
 A⋮P1
 P2
 …Ps
 E）＝（E⋮A-1
 ）．这说明，我们对矩阵（A⋮E）施行若干次初等行变换可以求得到A逆矩阵．即有初等变换求逆矩阵的方法如下：

[image: alt]


上面的方法还可以推广到求解AX＝B的形式的矩阵方程．其中，A是n阶可逆矩阵，X和B是n×m矩阵．矩阵方程AX＝B两边同时左乘A-1
 ，得到的解是X＝A-1
 B．设P1
 P2
 …Ps
 E＝A-1
 ，则有

P1
 P2
 …Ps
 （A⋮B）＝（P1
 P2
 …Ps
 A⋮P1
 P2
 …Ps
 B）＝（E⋮A-1
 B）＝（E⋮X）．

即用初等变换求矩阵方程AX＝B的方法如下：

[image: alt]



例2.19
 　用初等变换求矩阵[image: alt]
 的逆矩阵．


解


[image: alt]


[image: alt]


所以

[image: alt]


2.5.4　习题及补充练习（Exercises and supplementary exercises）

[image: alt]
 　习　题

1．请写出4阶方阵的所有标准形矩阵．

2．请用矩阵初等变换把[image: alt]
 化为标准形矩阵．

3．[image: alt]
 ，请用行初等变换把矩阵化为阶梯形矩阵及行最简形矩阵．

4．[image: alt]


试求E（1，2）A，AE（1，2），E（3，2（5））A，AE（3，2（5））．

5．[image: alt]


试求初等矩阵P，Q使PAQ＝B．

6．用初等变换求下列矩阵的逆矩阵

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


7．试用初等变换求矩阵方程[image: alt]


8．设A是n阶可逆阵，互换A的第i行与第j（i≠j）行得到矩阵B，求AB-1
 ．

9．设矩阵A和B满足关系式AB＝A＋2B，其中[image: alt]
 ，求矩阵B．

[image: alt]
 　补充练习

1．已知矩阵A的伴随矩阵[image: alt]
 ，而且A-1
 ＋E可逆．如果矩阵X满足A-1
 XA＋XA＋2E＝0，求X．

2．[image: alt]
 ，求A的逆矩阵．

3．将[image: alt]
 表示成初等矩阵的乘积．

§2.6　矩阵的秩

（Rank of matrices）

2.6.1　秩的定义（Definition of rank）

矩阵的秩是后续课程讨论向量组线性相关性以及线性方程组的解等问题的重要工具．

在前面的例子中我们看到，矩阵A经过初等变换变成了行阶梯形矩阵、行最简形矩阵和标准形矩阵，但它们的非零的行数却没有改变，它们的这个非零行数其实就是矩阵的秩．


定义2.16
 　设A是m×n矩阵，则从A中选定k行k列（1≤k≤min（m，n）），位于这些行和列交叉处的k2
 个元素按原来的相对位置组成一个k阶行列式，称为矩阵A的k阶子式
 ．


注：
 A是m×n矩阵，矩阵A的k阶子式共[image: alt]
 个．


例如　矩阵[image: alt]
 ，取A的第1，2行2，3列可得到矩阵A的一个2阶子式[image: alt]
 ．而A的3阶子式必取到A全为0的第三行，故A的3阶子式全为0．


定义2.17
 　设A矩阵的最高阶非零子式的阶数称为矩阵A的秩，记为r（A）．


注：
 （1）约定零矩阵的秩为0．


（2）A是m×n矩阵，则r（A）≤m，r（A）≤n．

（3）若r（A）＝r的充分必要条件是矩阵A至少有一个r阶子式不等于0，而所有r＋1阶子式（如果存在）全为0．

例如上例中的矩阵A，所有3阶子式全为0，存在一个2阶子式不为0，所以r（A）＝2．


例2.20
 　设A*
 是A的伴随矩阵．

（1）当r（A）＝n时，试问r（A*
 ）＝？；

（2）当r（A）≤n－2时，试问r（A*
 ）＝？


解
 　（1）当r（A）＝n时，则∣A∣≠0．又因为A*
 A＝∣A∣E，所以∣A*
 ∣∣A∣＝∣A∣n
 ≠0．即得∣A*
 ∣≠0，所以r（A*
 ）＝n．

（2）当r（A）≤n－2时，则A所有n－1阶子式全为0．即A*
 为零矩阵，r（A*
 ）＝0．


思考：
 当r（A）＝n－1时，r（A*
 ）＝？

2.6.2　初等变换求矩阵的秩（Finding the rank of matrix by elementary operations）

矩阵A是阶梯形矩阵时，用秩的定义很容易知道矩阵A的秩就是其非零行的行数．但是对一般的矩阵，用秩的定义求矩阵的秩不是一件容易的事．那么，能不能把矩阵化为行阶梯形矩阵来求矩阵的秩？下面的定理给了肯定的回答．


定理2.4
 　初等变换不改变矩阵的秩．

这样我们在矩阵秩的定义之外，有了求矩阵秩的另一种方法．即通过初等变换把矩阵化为行阶梯形矩阵，确定矩阵的秩．


例2.21
 　设[image: alt]
 ，求r（A）．


解


[image: alt]


[image: alt]



例2.22
 　设[image: alt]
 ，求r（A）．


解


[image: alt]


对a，b取值进行讨论：

（1）当a＝b＝0时，r（A）＝0．

（2）当a，b不全为0时．还要再分情形讨论如下：

①当a＋2b≠0且a－b≠0时，r（A）＝3；

②当a＋2b＝0且a－b≠0时，r（A）＝2；

③当a＋2b≠0且a－b＝0时，r（A）＝1．

下面给出矩阵秩的一些性质．

（1）r（AT
 ）＝r（A）．

（2）若A≅B，则r（A）＝r（B）．

（3）若A可逆，则r（AB）＝r（BA）＝r（B）．

（4）r（A＋B）≤r（A）＋r（B）．

（5）A是m×n矩阵，B是n×s矩阵，则r（A）＋r（B）－n≤r（AB）≤min（r（A），r（B））．

2.6.3　习题及补充练习（Exercises and supplementary exercises）

[image: alt]
 　习　题

1．设[image: alt]
 ，求r（A）．

2．设[image: alt]
 ，求r（A）．

3．设[image: alt]
 ，其中a是任意常数，求r（A）．

4．已知3阶方阵[image: alt]
 ，B是秩为2的3阶方阵，且r（AB）＝1，求a．

5．设3阶矩阵[image: alt]
 ，且A的伴随矩阵的秩为1，证明必有a≠b且a＋2b＝0．

6．设[image: alt]
 ，求r（A）．

7．设A，B是n阶非零矩阵，证明：若AB＝0，则必有r（A）＜n和r（B）＜n．

8．设A是m×n矩阵，B是n×m矩阵，且n＜m．证明：｜AB｜＝0．

9．设r（A）＝t，r（B）＝s，证明：[image: alt]


10．设A是n阶矩阵，且A2
 ＝A，则r（A）＋r（E－A）＝n．

[image: alt]
 　补充练习

1．设A，B为行数相同的两矩阵，C＝（A，B），证明r（C）≤r（A）＋r（B）．

2．设P，Q是n阶方阵，且P2
 ＝P，Q2
 ＝Q．又E－（P＋Q）非奇异．证明r（P）＝r（Q）．

3．设A，B，E是n阶方阵，且r（A－E）＝p，r（B－E）＝q．证明r（AB－E）≤p＋q．

4．设A是n阶矩阵，且r（A）＋r（E－A）＝n．证明A2
 ＝A．

5．设A是3阶方阵，且A2
 ＝E，但A≠±E．证明（r（A－E）－1）（r（A＋E）－1）＝0．

数学家凯莱简介

[image: alt]


凯莱（Cayley A.），英国数学家．1821年8月16日生于英国里士满，1895年1月26日卒于剑桥．凯莱的父亲在俄国经商，凯莱的童年在俄国度过．8岁时随双亲返回英国．14岁进入国王学校学习，数学才华出众，擅长大数运算．17岁时他的老师说服他父亲送他进入剑桥大学三一学院深造．凯莱聪敏好学、兴趣广泛，除数学外还喜欢历史、文学、语言学和小说．毕业后留校任研究员和助理导师，几年内发表论文数十篇．1846年因不愿意担任圣职而离开了剑桥大学，转学法律，三年后成为律师．其缜密的思维、冷静沉着的判断使其工作成效卓著，在律师工作之余仍潜心研究数学，连续发表论文近200篇．1863年，凯莱应邀返回剑桥大学任数学教授，直到去世．

凯莱是矩阵理论的创立者（西尔维斯特于1850年首先提出矩阵这个词），引进了矩阵的一些概念和简化记号，定义了零矩阵、单位矩阵以及两个矩阵的和．1841年，凯莱创造了表示行列式的两竖线符号．在数学中以他的姓氏命名的有：凯莱代数、凯莱变换、凯莱曲线、凯莱曲面、凯莱数、凯莱型、凯莱表、凯莱定理、凯莱方程等．另外，凯莱十分关心女性的教育，在劝说剑桥大学接收女学生时起了很大的作用．


第三章　线性方程组

（System of linear equations）

第三章知识脉络框图

[image: alt]


线性方程组理论是线性代数的基本内容，它在自然科学、工程技术、经济管理等领域有着广泛的运用．在第一章中我们已经介绍了求解线性方程组的克拉默法则，但需要注意的是，克拉默法则的应用有严格的条件限制：它不仅要求线性方程组所含方程的个数要与未知量的个数相等，而且还要求线性方程组的系数行列式不等于零，因此对于一般的线性方程组我们无法运用克拉默法则求解．基于此原因，本章我们将引入向量线性相关、线性无关、向量组的秩等重要概念以及矩阵的理论和方法，对线性方程组的求解进行全面讨论，进一步完善线性方程组理论．

§3.1　向量组及其线性组合

（Vectors set and linear combination）

3.1.1　向量的概念及运算（Concept and operation of vector）

在第二章中我们已经介绍了向量的概念，现重新叙述如下：


定义3.1
 　n个有次序的数a1
 ，a2
 ，…，an
 组成的数组称为n维向量，ai
 称为向量的第i个分量．

分量全为实数的向量称为实向量，分量为复数的向量称为复向量．本书所讨论的向量均为实向量．

在第二章中，我们知道一个n维向量可以写成一列的形式：

[image: alt]


称为列向量．也可以写成行的形式：αT
 ＝（a1
 ，a2
 ，…an
 ）称为行向量．如果每个ai
 ＝0（i＝1，2，…，n），那么称向量α为零向量，记为0．

本书中，常用小写希腊字母α，β，γ表示列向量，用αT
 ，βT
 ，γT
 表示行向量，所讨论的向量在没有特别指明的情况下都被视为列向量．


例3.1
 　在平面解析几何中我们知道，建立直角坐标系后，平面上的点P与二元有序数组（x，y）T
 之间一一对应，我们称与点P对应的二元有序数组（x，y）T
 为点P的坐标．因此平面上点的坐标为一个二维向量．同样，在空间建立直角坐标系后，空间中的一个点的坐标为一个三维向量．


例3.2
 　一个矩阵[image: alt]
 的每一列[image: alt]
 是一个m维列向量．它的每一行[image: alt]
 是一个n维行向量．因此A可以写为

A＝（α1
 ，α2
 ，…αn
 ），

也可以写为

[image: alt]


这样A与其行向量组或者列向量组（若干个维数相同的向量所组成的集合）建立了一个一一对应关系．

由于向量是特殊的矩阵，因此我们也有向量的加法运算和数乘运算．


定义3.2
 　设向量

[image: alt]


则向量（a1
 ＋b1
 ，a2
 ＋b2
 ，…，an
 ＋bn
 ）T
 称为向量α与β的和，记为α＋β，即

[image: alt]



定义3.3
 　设α＝（a1
 ，a2
 ，…，an
 ）T
 ，k为实数，则向量（ka1
 ，ka2
 ，…，kan
 ）T
 称为数k与向量α的乘积，简称数乘，记为kα，即

[image: alt]


向量的加法与数乘运算统称为向量的线性运算．

由向量的加法运算与数乘运算，可定义向量的减法运算．即

[image: alt]



注：
 向量的线性运算与行（列）矩阵的运算规律相同，从而也满足下列运算规律（其中α，β，γ为n维向量，k，l为实数）：


①α＋β＝β＋α；

②（α＋β）＋γ＝α＋（β＋γ）；

③α＋0＝α；

④α＋（-α）＝0；

⑤1α＝α；

⑥（kl）α＝k（lα）；

⑦（k＋l）α＝kα＋lα；

⑧k（α＋β）＝kα＋kβ．


例3.3
 　已知α1
 ＝（1，1，-1）T
 ，α2
 ＝（0，1，2）T
 ，α3
 ＝（2，0，2）T
 ，求2α1
 ＋α2
 －3α3
 ．


解
 　[image: alt]


3.1.2　向量组的线性组合（Vectors set and linear combination）


定义3.4
 　设有向量组α1
 ，α2
 ，…，αn
 和向量β，若存在一组数k1
 ，k2
 ，…，kn
 ，使得

[image: alt]


那么称β是α1
 ，α2
 ，…，αn
 的线性组合或者称β能由α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性表示．


注：
 β能否由α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性表示，实际上等价于线性方程组是否有解的问题．


事实上，令[image: alt]


则（3.1）式等价于：

[image: alt]


即

[image: alt]


（1）若方程组（3.2）有唯一解，则β能由α1
 ，α2
 ，…，αn
 唯一线性表示．

（2）若方程组（3.2）有无穷多解，则β能由α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性表示，但表示方法不唯一．

（3）若方程组（3.2）无解，则β不能由α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性表示．

有关线性方程组解的问题，我们将在§3.4做详细讨论．


例3.4
 　已知α1
 ＝（1，2，1）T
 ，α2
 ＝（1，0，1）T
 ，α3
 ＝（2，3，0）T
 ，β＝（2，-1，4）T
 ，问β能否由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示？若能，写出表达式．


解
 　设β＝k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋k3
 α3
 ，即

[image: alt]


所以得到一个关于k1
 ，k2
 ，k3
 的线性方程组

[image: alt]


由于系数矩阵的行列式

[image: alt]


由克拉默法则知方程组有唯一解：　（k1
 ，k2
 ，k3
 ）T
 ＝（1，3，-1）T
 ，

故β能由α1
 ，α2
 ，α3
 唯一线性表示且β＝α1
 ＋3α2
 －α3
 ．


定义3.5
 　设向量组（Ⅰ）α1
 ，α2
 ，…，αm
 和向量组（Ⅱ）β1
 ，β2
 ，…，βn
 ，若向量组（Ⅱ）中的每一个向量都能由向量组（Ⅰ）线性表示，则称向量组（Ⅱ）能由向量组（Ⅰ）线性表示．

由定义，若向量组（Ⅱ）能由向量组（Ⅰ）线性表示，则存在数k1j
 ，k2j
 ，…，kmj
 ，使得

[image: alt]


故
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于是我们有如下定理：


定理3.1
 　设向量组（Ⅰ）和向量组（Ⅱ）如上所述，则向量组（Ⅱ）能由向量组（Ⅰ）线性表示的充要条件是存在一个m×n的矩阵K，使得

（β1
 ，β2
 ，…，βn
 ）＝（α1
 ，α2
 ，…，αm
 ）K．

即

B＝AK．

其中A＝（α1
 ，α2
 ，…，αm
 ），B＝（β1
 ，β2
 ，…，βn
 ），K为线性表示系数矩阵．

由定理3.1可知，向量组之间的线性表示关系问题可以归结为矩阵方程B＝AK中对线性表示系数矩阵K的求解．


推论3.1
 　若向量组（Ⅰ）能由向量组（Ⅱ）线性表示，向量组（Ⅱ）能由向量组（Ⅲ）线性表示，则向量组（Ⅰ）能由向量组（Ⅲ）线性表示．


例3.5
 　设向量组（Ⅰ）：α1
 ＝（-1，0，-1）T
 ，α2
 ＝（-1，-1，0）T
 ，α3
 ＝（0，-1，2）T
 ；向量组（Ⅱ）β1
 ＝（1，0，-1）T
 ，β2
 ＝（-1，1，0）T
 ，β3
 ＝（1，-1，1）T
 ．试求：

（1）向量组（Ⅱ）由向量组（Ⅰ）线性表示式．

（2）向量组（Ⅰ）由向量组（Ⅱ）线性表示式．


解
 　（1）设A＝（α1
 ，α2
 ，α3
 ），B＝（β1
 ，β2
 ，β3
 ），若向量组（Ⅱ）由向量组（Ⅰ）线性表示，由定理3.1可知B＝AK，K为线性表示系数矩阵．

由于∣A∣≠0，故A可逆，因此K＝A-1
 B，下求A-1
 ．

对（A，E）作初等行变换如下：
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所以
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从而向量组（Ⅱ）由向量组（Ⅰ）线性表示式为

[image: alt]


（2）因为

[image: alt]


由B＝AK可得A＝BK-1
 ，从而向量组（Ⅰ）由向量组（Ⅱ）线性表示式为

[image: alt]


3.1.3　习题（Exercises）

[image: alt]
 　习　题

1．设α1
 ＝（1，1，0）T
 ，α2
 ＝（0，1，1）T
 ，α3
 ＝（3，4，0）T
 ，求α1
 －α2
 及3α1
 ＋2α2
 －α3
 ．

2．设3（α1
 －β）＋2（α2
 ＋β）＝5（α3
 ＋β）其中，α1
 ＝（2，5，1，3）T
 ，α2
 ＝（10，1，5，10）T
 ，α3
 ＝（4，1，-1，1）T
 ，求β．

3．问：向量β＝（1，2，0）T
 是否为向量组α1
 ＝（0，1，1）T
 ，α2
 ＝（1，0，2）T
 的线性组合？

4．设α1
 ＝（2，2，2）T
 ，α2
 ＝（-1，3，0）T
 ，α3
 ＝（2，0，3）T
 ，β＝（1，3，0）T
 ，问：向量β是否为向量组α1
 ，α2
 ，α3
 的线性组合？如果是，求一组组合系数．

5．设向量组（Ⅰ）：α1
 ＝（1，2，0）T
 ，α2
 ＝（2，0，1）T
 ，α3
 ＝（0，3，-1）T
 ；

向量组（Ⅱ）：β1
 ＝（2，2，0）T
 ，β2
 ＝（2，1，1）T
 ，β3
 ＝（1，3，1）T
 ．试求：

（1）向量组（Ⅱ）由向量组（Ⅰ）线性表示式；

（2）向量组（Ⅰ）由向量组（Ⅱ）线性表示式．

§3.2　向量组的线性相关性

（Linear dependence of vectors set）

3.2.1　线性相关性概念（Concept of linear dependence）


定义3.6
 　设有向量组α1
 ，α2
 ，…，αn
 ，若存在不全为零的数k1
 ，k2
 ，…，kn
 ，使得
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则称向量组α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性相关，否则称为线性无关．换言之，若α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性无关，则（3.3）式成立当且仅当k1
 ＝k2
 ＝…＝kn
 ＝0．

由定义知，向量线性相关（无关）有如下简单性质：


性质3.1
 　当向量组只有一个向量α时，α线性无关当且仅当α≠0，α线性相关当且仅当α＝0．


性质3.2
 　包含零向量的任何向量组都线性相关．

判断一个向量组是否线性相关，往往将其转化为对线性方程组是否有非零解的讨论．

不妨令αj
 ＝（a1j
 ，a2j
 ，…，amj
 ）T
 （j＝1，2，…，n），则（3.3）式等价于
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即

[image: alt]


（1）若方程组（3.4）只有零解，即k1
 ＝k2
 ＝…＝kn
 ＝0，则α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性无关．

（2）若方程组（3.4）有非零解，即存在一组不全为零的数k1
 ，k2
 ，…，kn
 ，则α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性相关．

有关线性方程组是否有非零解的一般问题，我们将在§3.4做详细讨论．


例3.6
 　试证明n维单位向量ε1
 ，ε2
 ，…，εn
 线性无关．


解
 　不妨设
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即
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因此k1
 ＝k2
 ＝…＝kn
 ＝0，所以n维单位向量ε1
 ，ε2
 ，…，εn
 线性无关．


例3.7
 　讨论向量组α1
 ＝（2，1，-1）T
 ，α2
 ＝（0，2，1）T
 ，α3
 ＝（-2，3，0）T
 的线性相关性．


解
 　不妨设

k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋k3
 α3
 ＝0，

即

k1
 （2，1，-1）T
 ＋k2
 （0，2，1）T
 ＋k3
 （-2，3，0）T
 ＝（0，0，0）T
 ，

从而
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由于方程组的系数行列式
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因此由克拉默法则知方程组有唯一零解，即k1
 ＝k2
 ＝k3
 ＝0，故α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关．


例3.8
 　设向量组α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关，试证明：

（1）α1
 －α3
 ，2α1
 －α2
 ，2α3
 －α2
 线性相关；

（2）α1
 －α2
 ，α2
 －α3
 ，α3
 ＋α1
 线性无关．


证明
 　（1）设[image: alt]


即　　（k1
 ＋2k2
 ）α1
 ＋（-k2
 －k3
 ）α2
 ＋（-k1
 ＋2k3
 ）α3
 ＝0．

由于α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关，所以
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由于系数行列式
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所以由克拉默法则知该方程组有非零解，即存在一组不全为零的数k1
 ，k2
 ，k3
 ，使得（3.5）式成立，故向量组α1
 －α3
 ，2α1
 －α2
 ，2α3
 －α2
 线性相关．

（2）仿照（1）同理可证．

3.2.2　线性相关性的判定（Judgment of linear dependence）


定理3.2
 　向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性相关的充分必要条件是：其中至少有一个向量可由其余向量线性表示．


证明
 　（必要性）设α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性相关，则存在不全为零的数k1
 ，k2
 ，…，km
 ，使得

k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋km
 αm
 ＝0．

不妨设k1
 ≠0，则有
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即α1
 可由α2
 ，α3
 ，…，αm
 线性表示．

（充分性）设α1
 ，α2
 ，…，αm
 中至少有一个向量可由其余向量线性表示，不妨设

α1
 ＝k2
 α2
 ＋k3
 α3
 ＋…＋km
 αm
 ，

即

（-1）α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋km
 αm
 ＝0，

因此α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性相关．


定理3.3
 　向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关，而向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 ，β线性相关，则β可由α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性表示，且表达式唯一．


证明
 　由α1
 ，α2
 ，…，αm
 ，β线性相关知，存在一组不全为零的数k1
 ，k2
 ，…，km
 ，k，使得

k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋km
 αm
 ＋kβ＝0，

注意到α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关，易知k≠0，于是
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下证表示法唯一．设β有两种表示法：

β＝λ1
 α1
 ＋λ2
 α2
 ＋…＋λm
 αm
 及β＝μ1
 α1
 ＋μ2
 α2
 ＋…＋μm
 αm
 ，

两式相减，得

（λ1
 －μ1
 ）α1
 ＋（λ2
 －μ2
 ）α2
 ＋…＋（λm
 －μm
 ）αm
 ＝0．

由α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关，故必有λi
 ＝μi
 （i＝1，2，…，m），即表示法唯一．


定理3.4
 　若向量组中有一部分向量（部分组）线性相关，则整个向量组线性相关．


证明
 　设向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 中有s（s≤m）个向量线性相关，不妨设α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性相关，则存在一组不全为零的数k1
 ，k2
 ，…，ks
 使得

k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋ks
 αs
 ＝0，

此时有

k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋ks
 αs
 ＋0▯αs＋1
 ＋…＋0▯αm
 ＝0，

而k1
 ，k2
 ，…，ks
 ，0，…，0这m个数不全为零，所以α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性相关．


推论3.2
 　线性无关向量组的任一部分组皆线性无关．


证明
 　此推论即为定理3.4的逆否命题．


定理3.5
 　（1）若r维向量αi
 ＝（ai1
 ，ai2
 ，…，air
 ）T
 （i＝1，2，…，m）线性无关，则每一个向量各添上一个同位置分量后，得到的r＋1维向量组βi
 ＝（ai1
 ，ai2
 ，…，air
 ，ti
 ）T
 （i＝1，2，…，m）也线性无关；

（2）若r＋1维向量组βi
 ＝（ai1
 ，ai2
 ，…，air
 ，ti
 ）T
 （i＝1，2，…，m）线性相关，则每一个向量各减少一个同位置分量后，得到的r维向量组αi
 ＝（ai1
 ，ai2
 ，…，air
 ）T
 （i＝1，2，…，m）也线性相关．


注：
 在这里，我们将向量组β1
 ，β2
 ，…，βm
 称为向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 的延伸组，或者称向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 为向量组β1
 ，β2
 ，…，βm
 的缩短组．



证明
 　（1）用反证法．

设β1
 ，β2
 ，…，βm
 线性相关，则存在一组不全为零的数k1
 ，k2
 ，…，km
 ，使得

k1
 β1
 ＋k2
 β2
 ＋…＋km
 βm
 ＝0，

即
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而前r个方程构成的方程组即为k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋km
 αm
 ＝0的等价形式．

因此α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性相关，与已知矛盾，所以向量组β1
 ，β2
 ，…，βm
 线性无关．

（2）为（1）的逆否命题形式．

进一步，我们有：


推论3.3
 　线性无关的向量组若增加相同位置且相同数量的分量所得的延伸组仍线性无关；或者线性相关的向量组减少相同位置且相同数量的分量所得的缩短组仍线性相关．


定理3.6
 　设α1
 ，α2
 ，…，αn
 为n个n维向量，则α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性相关的充要条件是∣A∣＝0，这里A＝（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）．


证明
 　不妨设

[image: alt]


令
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则α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性相关的充要条件是存在一组不全为零的数x1
 ，x2
 ，…xn
 使得（3.6）式成立，即齐次线性方程组
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有非零解，由克拉默法则知（3.7）式有非零解的充要条件是∣A∣＝0，定理得证．


例3.9
 　试证明n维列向量α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性无关的充要条件是行列式
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证明
 　令A＝（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ），由定理3.6知α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性无关的充要条件是

∣A∣≠0．

又由于
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故∣D∣＝∣AT
 A∣＝∣AT
 ∣▯∣A∣＝∣A∣2
 ，而∣A∣≠0当且仅当∣D∣≠0，所以α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性无关的充要条件是行列式∣D∣≠0．


例3.10
 　问a取什么值时，下列向量组线性相关？α1
 ＝（a，1，1）T
 ，α2
 ＝（1，a，-1）T
 ，α3
 ＝（1，-1，a）T
 ．


解
 　令[image: alt]
 ，则由定理3.6知，α1
 ，α2
 ，α3
 线性相关当且仅当∣A∣＝0，所以当a＝-1或a＝2时向量组线性相关．


定理3.7
 　n＋1个n维向量α1
 ，α2
 ，…，αn＋1
 必线性相关．


证明
 　对每个αi
 添加等于零的第n＋1个分量，得到延伸组向量β1
 ，β2
 ，…，βn＋1
 ，易见由β1
 ，β2
 ，…，βn＋1
 构成的方阵的行列式为零．由定理3.6知β1
 ，β2
 ，…，βn＋1
 线性相关，再由定理3.5可知它们对应的缩短组也线性相关．


推论3.4
 　当m＞n时，m个n维的向量组线性相关．

3.2.3　习题及补充练习（Exercises and supplementary exercises）
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 　习　题

1．设α1
 ＝（1，1，1）T
 ，α2
 ＝（1，2，3）T
 ，α3
 ＝（1，3，t）T
 ．

（1）问t为何值时，向量组α1
 ，α2
 ，α3
 线性相关；

（2）问t为何值时，向量组α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关；

（3）当α1
 ，α2
 ，α3
 线性相关时，将α3
 表示为α1
 ，α2
 的线性组合．

2．设向量组α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关，问常数l，m满足什么条件时，向量组

lα2
 －α1
 ，mα3
 －α2
 ，α1
 －α3


线性无关．

3．设α1
 ，α2
 ，α3
 为n维向量，且向量组α1
 ＋α2
 ，α2
 ＋α3
 ，α3
 ＋α1
 线性无关，证明向量组α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关．

4．αi
 ＝（αi1
 ，αi2
 ，…，αin
 ）（i＝1，2，…，n），证明：如果∣αij
 ∣≠0，那么α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性无关．

5．证明：向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关的充分必要条件是向量组

α1
 ，α1
 ＋α2
 ，…，α1
 ＋α2
 ＋…＋αm


线性无关．

6．设向量β可由向量组α1
 ，α2
 ，…，αr
 线性表示，但不能由向量组α1
 ，α2
 ，…，αr－1
 线性表示．证明：

（1）αr
 不能由向量组α1
 ，α2
 ，…，αr－1
 线性表示；

（2）αr
 能由向量组α1
 ，α2
 ，…，αr－1
 ，β线性表示．

7．证明：向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性无关的充要条件是，存在向量β可由向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性表示，但不能由其中任何少于s个向量线性表示．
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 　补充练习

1．设α1
 ，α2
 ，…，αm－1
 （m≥3）线性相关，向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关，试讨论：

（1）α1
 能否由α2
 ，α3
 ，…，αm－1
 线性表示；

（2）αm
 能否由α1
 ，α2
 ，…，αm－1
 线性表示．

2．已知向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 ，αs＋1
 （s＞1）线性无关，向量组β1
 ，β2
 ，…，βs
 可表示为βi
 ＝αi
 ＋ti
 αi＋1
 （i＝1，2，…，s），其中ti
 是实数，试证明：向量组β1
 ，β2
 ，…，βs
 线性无关．

3．设向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关，向量β1
 可用它们线性表示，向量β2
 不能用它们线性表示，证明：向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 ，λβ1
 ＋β2
 （λ为常数）线性无关．

4．（92-1-07）设向量组α1
 ，α2
 ，α3
 线性相关，向量组α2
 ，α3
 ，α4
 线性无关，问：

（1）α1
 能否由α2
 ，α3
 线性表出？证明你的结论；

（2）α4
 能否由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出？证明你的结论．

5．设向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 （s≥2）线性无关，且

β1
 ＝α1
 ＋α2
 ，β2
 ＝α2
 ＋α3
 ，…，βs－1
 ＝αs－1
 ＋αs
 ，βs
 ＝αs
 ＋α1
 ．

讨论向量组β1
 ，β2
 ，…，βs
 的线性相关性．

6．设α1
 ，α2
 ，…，αm
 及β为m＋1个向量，且β＝α1
 ＋α2
 ＋…＋αm
 ，m＞1，证明向量组β－α1
 ，β－α2
 ，…，β－αm
 线性无关的充分必要条件是α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关．

7．设t1
 ，t2
 ，…，tr
 是互不相同的数，r≤n．证明：
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是线性无关的．

§3.3　向量组的秩

（Rank of vectors set）

3.3.1　向量组的秩与极大线性无关组（Rank of vectors set and maximal linearly independent set）


定义3.7
 　如果向量组（Ⅰ）中有s个向量α1
 ，α2
 ，…，αs
 ，满足：

（1）α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性无关；

（2）向量组（Ⅰ）中的任一向量α可以由α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性表示．

则称α1
 ，α2
 ，…，αs
 为向量组（Ⅰ）的一个极大线性无关组
 ．


例3.11
 　α1
 ＝（1，0，0）T
 ，α2
 ＝（0，1，0）T
 ，α3
 ＝（1，2，0）T
 ，容易看出，α1
 ，α2
 线性无关，且α3
 ＝α1
 ＋2α2
 ，所以α1
 ，α2
 为以上向量组的一个极大线性无关组，同时可以验证α2
 ，α3
 和α1
 ，α3
 也是该向量组的极大线性无关组．

从例3.11可以看出，向量组的极大线性无关组不唯一，可以有多个．但是它的任意一个极大线性无关组所包含的向量个数均为2个，那么我们的问题是：一个向量组不同的极大线性无关组所含向量的个数是否相同呢？在回答这个问题之前我们首先引入一个定义．


定义3.8
 　若两个向量组可以相互线性表示，我们称这两个向量组等价
 ．

易证，向量组的等价关系有下列性质：

（1）自反性：一个向量组与自身等价．

（2）对称性：向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）等价，则（Ⅱ）与（Ⅰ）等价．

（3）传递性：向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）等价，（Ⅱ）与（Ⅲ）等价，则（Ⅰ）与（Ⅲ）等价．这里（Ⅰ），（Ⅱ），（Ⅲ）为三个同维数的向量组．

由定义3.7知，一个向量组可以用它的极大线性无关组表示，而极大线性无关组包含在这个向量组中，当然能用这个向量组表示，所以由等价的性质可得极大线性无关组的两个性质：


性质3.3
 　向量组与它的极大线性无关组等价．


性质3.4
 　向量组的任意两个极大线性无关组等价．


引理3.1
 　若向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 可由β1
 ，β2
 ，…，βt
 线性表出，且s＞t，那么α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性相关．


证明
 　不妨假设上述的向量均为列向量，由定理3.1知，若向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 可以由β1
 ，β2
 ，…，βt
 线性表出，则存在一个矩阵K＝（kij
 ）t×s
 ，使得
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不妨令γi
 ＝（k1i
 ，k2i
 ，…，kti
 ）T
 ，则K＝（γ1
 ，γ2
 ，…，γs
 ）．由于γ1
 ，γ2
 ，…，γs
 为由s个向量组成的t维向量组，且s＞t，由推论3.4知它们必线性相关，因此有非零向量（x1
 ，x2
 ，…，xs
 ）T
 ，使得
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从而
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即x1
 α1
 ＋x2
 α2
 ＋…＋xs
 αs
 ＝0，所以α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性相关．


推论3.5
 　如果向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 可由β1
 ，β2
 ，…，βt
 线性表出，且α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性无关，那么s≤t．


证明
 　推论3.5即为引理3.1的逆否命题．


推论3.6
 　等价的两个线性无关的向量组所含向量个数相等．


证明
 　设两个向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）等价且均线性无关，其包含的向量个数分别为s和t，由推论3.5有s≤t且t≤s，所以t＝s．

由上述推论知，一个向量组的任意两个极大线性无关组所含的向量个数相同，这个个数是由向量组本身决定的，是向量组的一个重要属性，由此引入向量组的秩的概念．


定义3.9
 　向量组的极大线性无关组所含的向量个数称为向量组的秩
 ．向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 的秩用r（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ）表示．


注：
 （1）全为零的向量组没有极大无关组，规定它的秩为0；


（2）若一个向量组本身就是线性无关的，那么它的极大线性无关组就是它本身．

从而有以下性质：


性质3.5
 　向量组线性无关的充要条件是它所含的向量个数等于它的秩；反之，若向量组的秩小于它所包含的向量的个数，则向量组线性相关．

由推论3.5和定义3.8、定义3.9可以得到以下推论：


推论3.7
 　设向量组（Ⅰ）的秩为r1
 ，向量组（Ⅱ）的秩为r2
 ，若向量组（Ⅰ）可由向量组（Ⅱ）线性表示，则有r1
 ≤r2
 ．


证明
 　设（Ⅰ′）为向量组（Ⅰ）的极大线性无关组，（Ⅱ′）为向量组（Ⅱ）的极大线性无关组，因此（Ⅰ）与（Ⅰ′），（Ⅱ）与（Ⅱ′）等价，又因为向量组（Ⅰ）可由向量组（Ⅱ）线性表示，所以（Ⅰ′）可由（Ⅱ′）线性表示，由推论3.5及定义3.9可知r1
 ≤r2
 ．


推论3.8
 　等价的向量组有相同的秩．


证明
 　设向量组（Ⅰ）的秩为r1
 ，向量组（Ⅱ）的秩为r2
 ，由推论3.7知，r1
 ≤r2
 且r2
 ≤r1
 ，故r2
 ＝r1
 ．


推论3.9
 　若向量组（Ⅰ）α1
 ，α2
 ，…，αs
 可由向量组（Ⅱ）β1
 ，β2
 ，…，βt
 线性表示，则

r（β1
 ，β2
 ，…，βt
 ）＝r（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ，β1
 ，β2
 ，…，βt
 ）．


证明
 　一方面，β1
 ，β2
 ，…，βt
 显然可由α1
 ，α2
 ，…，αs
 　β1
 ，β2
 ，…，βt
 线性表示，另一方面，α1
 ，α2
 ，…，αs
 可由向量组β1
 ，β2
 ，…，βt
 线性表示，显然α1
 ，α2
 ，…，αs
 ，β1
 ，β2
 ，…，βt
 可由β1
 ，β2
 ，…，βt
 线性表示，故二者等价，由推论3.8知，

r（β1
 ，β2
 ，…，βt
 ）＝r（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ，β1
 ，β2
 ，…，βt
 ）．


推论3.10
 　若向量组（Ⅰ）α1
 ，α2
 ，…，αs
 与向量组（Ⅱ）β1
 ，β2
 ，…，βt
 等价，则

r（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ）＝r（β1
 ，β2
 ，…，βt
 ）＝r（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ，β1
 ，β2
 ，…，βt
 ）．


证明
 　由推论3.9即得．


例3.12
 　设向量组（Ⅰ）α1
 ＝（1，0，2）T
 ，α2
 ＝（1，1，3）T
 ，α3
 ＝（1，-1，a＋2）T
 ；

向量组（Ⅱ）β1
 ＝（1，2，a＋3）T
 ，β2
 ＝（2，1，a＋6）T
 ，β3
 ＝（2，1，a＋4）T
 ．

（1）a为何值时向量组（Ⅰ），（Ⅱ）等价？

（2）a为何值时向量组（Ⅰ），（Ⅱ）不等价？


解
 　向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）等价，由推论3.10知当且仅当

r（α1
 ，α2
 ，α3
 ）＝r（β1
 ，β2
 ，β3
 ）＝r（α1
 ，α2
 ，α3
 ，β1
 ，β2
 ，β3
 ）．

[image: alt]


（1）当a＋1≠0时，r（α1
 ，α2
 ，α3
 ，β1
 ，β2
 ，β3
 ）＝3＝r（α1
 ，α2
 ，α3
 ），且

[image: alt]


即

r（α1
 ，α2
 ，α3
 ）＝r（β1
 ，β2
 ，β3
 ）＝r（α1
 ，α2
 ，α3
 ，β1
 ，β2
 ，β3
 ），

因此当a＋1≠0时向量组（Ⅰ），（Ⅱ）等价．

（2）当a＋1＝0时，r（α1
 ，α2
 ，α3
 ，β1
 ，β2
 ，β3
 ）＝3≠r（α1
 ，α2
 ，α3
 ）＝2，此时向量组（Ⅰ），（Ⅱ）不等价．

3.3.2　向量组的秩与矩阵的秩的关系（Relationship between rank of vectors set and matrix）


定理3.8
 　设A为m×n的矩阵，则矩阵A的秩等于它的列向量组的秩，也等于它的行向量组的秩．


证明
 　设r（A）＝r，[image: alt]
 ，由矩阵秩的定义，存在一个r阶子式不为零，不妨设A的左上角r阶子式
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令[image: alt]
 ，由定理3.6知，[image: alt]
 一定线性无关，而[image: alt]
 所对应的延伸组，由推论3.3知，β1
 ，β2
 ，…，βr
 线性无关．

同理可证，由于A中的所有r＋1阶子式为零，则A中任意r＋1个列向量均线性相关．因此β1
 ，β2
 ，…，βr
 为列向量组的一个极大线性无关组，所以r（β1
 ，β2
 ，…，βr
 ）＝r．由于r（A）＝r（AT
 ），而A的行秩即为AT
 的列秩，故也等于A的秩．所以综上有

r（A）＝A的行秩＝A的列秩．

这样，对于矩阵的秩有两种不同的解释，一种可以看成矩阵中不为零的子式的最高阶数，另一种可以看做矩阵列向量组或者行向量组的秩．利用前者计算矩阵的秩很烦琐，而利用后者却可以轻而易举地计算出矩阵的秩．

与此同时，由矩阵的秩与其行向量组（列向量组）秩的关系，我们还可以计算向量组的秩及它的一个极大线性无关组，并把其他的向量用这个极大线性无关组线性表出．下面的定理将为我们提供具体的求极大线性无关组的方法．


定理3.9
 　矩阵的初等行（列）变换不改变矩阵的列（行）向量之间的线性关系．


证明
 　我们仅对初等行变换的情形进行证明，初等列变换可类似证明．

将A按列分块[image: alt]
 ．如果矩阵的列向量组有如下的关系：
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即
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对矩阵A施行一次初等行变换相当于用相应的初等矩阵P左乘矩阵A，于是经过一次初等行变换后的矩阵为B＝PA＝（γ1
 ，γ2
 ，…，γn
 ），其中γ1
 ，γ2
 ，…，γn
 为B的列向量组．

由A[image: alt]
 ＝O，得PA[image: alt]
 ＝O，亦即（γ1
 ，γ2
 ，…，γn
 ）[image: alt]
 ＝O，

因此B的列向量组也满足线性关系
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由于P可逆，所以若（3.9）成立，（3.8）也成立．这样经过有限次初等行变换不改变矩阵列向量之间的线性关系．

定理3.9给出了求向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 的极大线性无关组的方法．

（1）将向量组中的每个向量作为列向量构成矩阵A＝（α1
 ，α2
 ，…，αm
 ）；

（2）用初等行变换将A化为行最简形矩阵B；

（3）设B中非零行首个1所在的列数为i1
 ，i2
 ，…，ir
 ，则向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 的极大线性无关组为αi1

 ，αi2

 ，…，αir

 ，而且由行最简形矩阵B可直接写出向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 的其余向量由向量组αi1

 ，αi2

 ，…，αir

 表出的线性表示式．


例3.13
 　已知向量α1
 ＝（1，1，-1，2）T
 ，α2
 ＝（-2，-1，3，-3）T
 ，α3
 ＝（3，2，-4，5）T
 ，α4
 ＝（0，1，2，-1）T
 ，α5
 ＝（1，0，-4，5）T
 ，求它的秩和一个极大线性无关组，并把其余的向量用极大线性无关组表示出来．


解
 　以α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ，α5
 为列向量构造矩阵[image: alt]
 ，对A进行初等行变换：
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显然β1
 ，β2
 ，β4
 为β1
 ，β2
 ，β3
 ，β4
 ，β5
 的一个极大线性无关组，且

β3
 ＝β1
 －β2
 ，β5
 ＝3β1
 ＋β2
 －2β4
 ．

由于初等行变换不改变矩阵列向量组的秩以及线性关系，所以α1
 ，α2
 ，α4
 为α1
 ，α2
 ，…，α5
 的一个极大线性无关组，其秩为3，且α3
 ＝α1
 －α2
 ，α5
 ＝3α1
 ＋α2
 －2α4
 ．


例3.14
 　设Am×n
 ，Bn×s
 为两个矩阵，证明r（AB）≤min（r（A），r（B））．


证明
 　设Am×n
 ＝（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ），Bn×s
 ＝（bij
 ）n×s
 ，AB＝Cm×s
 ＝（η1
 ，η2
 ，…，ηs
 ），则

ηj
 ＝b1j
 α1
 ＋b2j
 α2
 ＋…＋bnj
 αn
 （j＝1，2，…，s）．

即AB的列向量组η1
 ，η2
 ，…，ηs
 可由A的列向量组α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性表示，因此由推论3.7和定理3.8得

r（AB）≤r（A），

同理可证r（AB）≤r（B），因此r（AB）≤min（r（A），r（B））．

3.3.3　习题及补充练习（Exercises and supplementary exercises）

[image: alt]
 　习　题

1．已知向量组

（Ⅰ）：α1
 ＝（0，1，2，3）T
 ，α2
 ＝（3，0，1，2）T
 ，α3
 ＝（2，3，0，1）T
 ；

（Ⅱ）：β1
 ＝（2，1，1，2）T
 ，β2
 ＝（0，-2，1，1）T
 ，β3
 ＝（4，4，1，3）T
 ．

证明向量组（Ⅱ）能由（Ⅰ）线性表示，但（Ⅰ）不能由（Ⅱ）线性表示．

2．已知向量组

（Ⅰ）：α1
 ＝（0，1，1）T
 ，α2
 ＝（1，1，0）T
 ；

（Ⅱ）：β1
 ＝（-1，0，1）T
 ，β2
 ＝（1，2，1）T
 ，β3
 ＝（3，2，-1）T
 ．

证明向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）等价．

3．求向量组的一个极大无关组，并把每个向量都用极大无关组表示出来．

（1）α1
 ＝（2，4，2）T
 ，α2
 ＝（1，1，0）T
 ，α3
 ＝（2，3，1）T
 ，α4
 ＝（3，5，2）T
 ．

（2）α1
 ＝（1，-1，2，2，0）T
 ，α2
 ＝（2，-2，4，-2，0）T
 ，α3
 ＝（3，0，6，-1，1）T
 ，α4
 ＝（0，3，0，0，1）T
 ．

（3）α1
 ＝（1，3，2，0）T
 ，α2
 ＝（7，0，14，3）T
 ，α3
 ＝（2，-1，0，1）T
 ，α4
 ＝（5，1，6，2）T
 ，α5
 ＝（2，-1，4，1）T
 ．

4．设β1
 ＝α2
 ＋α3
 ＋…＋αm
 ，β2
 ＝α1
 ＋α3
 ＋…＋αm
 ，…，βm
 ＝α1
 ＋…＋αm－1
 ，其中m＞1．证明：向量组β1
 ，β2
 ，…，βm
 与α1
 ，α2
 ，…，αm
 有相同的秩．

5．已知向量组（Ⅰ）α1
 ，α2
 ，…，αs
 与向量组（Ⅱ）α1
 ，α2
 ，…，αs
 ，β1
 ，β2
 ，…，βt
 有相同的秩，证明β1
 ，β2
 ，…，βt
 可以由α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性表出．

6．设向量组（Ⅰ）可由向量组（Ⅱ）线性表出，且秩相同，证明向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）等价．

7．已知α1
 ，α2
 ，…，αs
 的秩为r，证明：α1
 ，α2
 ，…，αs
 中任意r个线性无关的向量都构成它的一个极大线性无关组．

8．设α1
 ，α2
 ，…，αn
 是一组维向量，已知单位向量ε1
 ，ε2
 ，…，εn
 可被它们线性表出，证明：α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性无关．

9．设α1
 ，α2
 ，…，αn
 是一组n维向量，证明：α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性无关的充分必要条件是任一n维向量都可被它们线性表出．

10．已知α1
 ，α2
 ，…，αr
 与α1
 ，α2
 ，…，αr
 ，αr＋1
 ，…，αs
 有相同的秩，证明：α1
 ，α2
 ，…，αr
 与α1
 ，α2
 ，…，αr
 ，αr＋1
 ，…，αs
 等价．

[image: alt]
 　补充练习

1．（05-2-09）确定常数a，使向量组α1
 ＝（1，1，a）T
 ，α2
 ＝（1，a，1）T
 ，α3
 ＝（a，1，1）T
 可由向量组β1
 ＝（1，1，a）T
 ，β2
 ＝（-2，a，4）T
 ，β3
 ＝（-2，a，a）T
 线性表示，但向量组β1
 ，β2
 ，β3
 不能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示．

2．设向量组（Ⅰ）α1
 ，α2
 ，…，αs
 ，向量组（Ⅱ）β1
 ，β2
 ，…，βt
 ，向量组（Ⅲ）α1
 ，α2
 ，…，αs
 ，β1
 ，β2
 ，…，βt
 的秩分别为r1
 ，r2
 ，r3
 ．证明：max（r1
 ，r2
 ）≤r3
 ≤r1
 ＋r2
 ．

3．设向量组（Ⅰ）α1
 ，α2
 ，…，αm
 ，向量组（Ⅱ）β1
 ，β2
 ，…，βm
 ，向量组（Ⅲ）γ1
 ，γ2
 ，…，γm
 的秩分别为r1
 ，r2
 ，r3
 ，其中γi
 ＝αi
 －βi
 ，i＝1，2，…，m．证明：r1
 ≤r2
 ＋r3
 ，r2
 ≤r1
 ＋r3
 ，r3
 ≤r1
 ＋r2
 ．

4．（95-3-09）知向量组（Ⅰ）α1
 ，α2
 ，α3
 ；（Ⅱ）α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ；（Ⅲ）α1
 ，α2
 ，α3
 ，α5
 ．如果各向量组的秩分别为r（Ⅰ）＝r（Ⅱ）＝3，r（Ⅲ）＝4．证明：向量组α1
 ，α2
 ，α3
 ，α5
 －α4
 的秩为4．

§3.4　线性方程组的解的结构

（Structure of solution with system of linear equations）

3.4.1　高斯消元法（Gauss elimination）

高斯消元法的基本思想是将线性方程组进行同解变形，将其转化为同解的线性方程组．我们将结合具体的例子来说明其解法．在引入例子之前，先介绍一些有关线性方程组的基本概念．

设一般线性方程组为
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称

[image: alt]


为线性方程组（3.10）的系数矩阵．同时称

[image: alt]


为方程组（3.10）的增广矩阵．

若b1
 ，b2
 ，…，bm
 不全为零，则称方程组（3.10）为非齐次线性方程组；若b1
 ，b2
 ，…，bm
 全为零，则称方程组（3.10）为齐次线性方程组．

若存在一组数x1
 ＝c1
 ，x2
 ＝c2
 ，…，xn
 ＝cn
 满足上式，则称（c1
 ，c2
 ，…，cn
 ）T
 为方程组的一个解（或者解向量）．


例3.15
 　解线性方程组

[image: alt]



解
 　第一步：将方程（1）与（2）交换得[image: alt]


第二步：在上述方程中将方程（4）的-2倍加至方程（5），将方程（4）的3倍加至方程（6），得

[image: alt]


第三步：将方程（8）与（9）交换，得

[image: alt]


第四步：将方程（11）的2倍加至方程（12），得

[image: alt]


第五步：将方程（15）乘以[image: alt]
 ，得

[image: alt]


第六步：将方程（18）的-4倍加至方程（17），将方程（18）的-1倍加至方程（16），得

[image: alt]


第七步：将方程（20）的-3倍加至方程（19），得

[image: alt]


从例3.15的解法中可以看出，第一步至第五步为消元过程，第六步、第七步为回代过程，通过第四步至第七步计算得到的方程组为阶梯形方程组．

对于线性方程组，我们可以施行以下三种变换，对方程组进行化简：

（1）交换两个方程的位置；

（2）用一个非零数乘以一个方程；

（3）用一个数k乘某个方程加至另一个方程．

以上三种变换称为线性方程组的初等变换．利用初等变换将原方程组化为阶梯形方程组，再用回代的方法解出x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，这个方法称为高斯（Gauss）消元法．可以证明，通过初等变换得到的新方程组与原方程组同解．

进一步地，我们还可以发现在用高斯消元法解例3.15的过程中，实际上只是对方程组的系数和常数进行运算，未知数并未参与运算，因此解方程组的过程实际上只对增广矩阵进行相应的初等行变换．

例3.15的各方程组对应于增广矩阵的初等行变换为
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由此可见，若以矩阵的初等行变换来代替方程组的初等变换，求解过程会更加简单、清晰．

3.4.2　线性方程组解的存在性（Existence of Solutions with System of linear equations）

在上一节中，我们介绍了解方程组的高斯消元法．然而，对于一般的线性方程组（3.10），我们还有几个问题没有弄清楚，就是线性方程组（3.10）在什么时候有解？什么时候无解？有解时，又有多少解？下面我们将对这些问题给予解答．

从例3.15的求解过程可以看到，一个线性方程组对应于一个增广矩阵[image: alt]
 ．高斯消元法的实质就是对增广矩阵[image: alt]
 作初等行变换，将它化为行最简形矩阵．因此设r（A）＝r，不失一般性，我们通过初等行变换将[image: alt]
 化为
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其对应的线性方程组为：
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下面分情况讨论：

（1）当dr＋1
 ≠0，方程组（3.11）为矛盾方程组，于是原方程组（3.10）无解．从矩阵的秩的角度来讲，就是当r（A）≠r（[image: alt]
 ）时，方程组（3.10）无解；

（2）当dr＋1
 ＝0，即r（A）＝r（[image: alt]
 ）＝r时，方程组（3.10）有解．

进一步，若r＝n，则方程组（3.11）为：
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此时方程组有唯一解；

若r＜n，方程组（3.11）为：
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将xr＋1
 ，…，xn
 移到右端，得
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这里将xr＋1
 ，…，xn
 称为自由未知量，给定xr＋1
 ，…，xn
 的任意一组值，比如令

xr＋1
 ＝c1
 ，xr＋2
 ＝c2
 ，…，xn
 ＝cn－r
 ，

就得到方程组的一组解．

即

[image: alt]


称（3.12）式为方程组（3.10）的通解或一般解．

方程组解的向量形式为

X＝c1
 η1
 ＋c2
 η2
 ＋…＋cn－r
 ηn－r
 ＋η0
 ．

这里X＝（x1
 ，x2
 ，…，xr
 ，xr＋1
 ，…，xn
 ）T
 ，η1
 ＝（-t1，r＋1
 ，-t2，r＋1
 ，…，-tr，r＋1
 ，1，0，…，0）T
 ，η2
 ＝（-t1，r＋2
 ，-t2，r＋2
 ，…，-tr，r＋2
 ，0，1，…，0）T
 ，…，ηn－r
 ＝（-t1，n
 ，-t2，n
 ，…，-tr，n
 ，0，0，…，1）T
 ，η0
 ＝（d1
 ，d2
 ，…，dr
 ，0，0，…，0）T
 ．

综上有如下定理：


定理3.10
 　对于非齐次线性方程组（3.10），有如下结果成立：

（1）当r（A）≠r（[image: alt]
 ），方程组无解；

（2）当r（A）＝r（[image: alt]
 ）＝n，方程组有唯一解；

（3）当r（A）＝r（[image: alt]
 ）＜n，方程组有无穷多组解．


例3.16
 　解线性方程组

[image: alt]



解
 　对增广矩阵[image: alt]
 作初等行变换，化为行最简形矩阵：

[image: alt]


因为r（A）＝r（[image: alt]
 ）＝2＜4，所以原方程组有无穷多组解，且对应的同解方程组为：

[image: alt]


令x3
 ＝c1
 ，x4
 ＝c2
 ，则方程组的通解为：

[image: alt]


向量形式为：

X＝（x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ）T
 ＝c1
 （2，-2，1，0）T
 ＋c2
 （-1，-2，0，1）T
 ＋（-1，1，0，0）T
 ．


例3.17
 　已知向量α1
 ＝（λ，-1，-1）T
 ，α2
 ＝（-1，λ，-1）T
 ，α3
 ＝（-1，-1，λ）T
 ，β＝（λ，λ，λ）T
 ，问：λ取何值时

（1）β可由α1
 ，α2
 ，α3
 唯一线性表示？

（2）β可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示，但表示法不唯一？

（3）β不能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示？


解
 　不妨设β＝x1
 α1
 ＋x2
 α2
 ＋x3
 α3
 ，即

x1
 （λ，-1，-1）T
 ＋x2
 （-1，λ，-1）T
 ＋x3
 （-1，-1，λ）T
 ＝（λ，λ，λ）T
 ．

构造方程组

[image: alt]


对其增广矩阵作初等行变换，化为行阶梯形矩阵

[image: alt]


（1）当λ≠2且λ≠-1时，r（A）＝r（[image: alt]
 ）＝3，原方程组有唯一解，即β可由α1
 ，α2
 ，α3
 唯一地线性表示．

（2）当λ＝-1时，[image: alt]
 ，原方程组有无穷多解，其通解为[image: alt]
 此时β能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示，但表示法不唯一．

（3）当λ＝2时，[image: alt]
 ，原方程组无解，即β不能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示．


注：
 对含参数的矩阵（如上例的[image: alt]
 ）作初等变换时，由于含参数的因子λ，λ＋1可能为0，故不能作诸如[image: alt]
 等变换，如果要作这样的变换，必须对参数的值进行讨论．


将定理3.10应用到齐次线性方程组

[image: alt]


可立即得到如下结果：


定理3.11
 　设A为上述齐次线性方程组的系数矩阵，则

（1）若r（A）＝n，则齐次线性方程组只有唯一零解；

（2）当r（A）＝r＜n，则齐次线性方程组除零解外，还有无穷多组解．


推论3.11
 　若齐次线性方程组中方程的个数m小于未知量的个数n，则该方程组必有非零解．


推论3.12
 　含有n个未知量，n个独立方程的齐次线性方程组AX＝0有非零解的充要条件是它的系数行列式∣A∣＝0．

由推论3.12可知，含有n个未知量，n个独立方程的齐次线性方程组AX＝0只有零解的充要条件是它的系数行列式∣A∣≠0．


例3.18
 　解齐次线性方程组

[image: alt]



解
 　由于方程组有4个未知量，而只有3个方程，由推论3.11知方程组一定有非零解．对方程组的系数矩阵作初等行变换，化为行最简形矩阵．

[image: alt]


其同解方程组为[image: alt]


取x3
 ，x4
 为自由未知量，令x3
 ＝c1
 ，x4
 ＝c2
 ，得方程组的通解为

[image: alt]


向量形式为　　X＝（x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ）T
 ＝c1
 （-1，1，1，0）T
 ＋c2
 （1，-2，0，1）T
 ．

3.4.3　线性方程组的解的结构（Structure of solution with system of linear equations）

（一）齐次线性方程组解的结构

齐次线性方程组的矩阵形式为AX＝0，A＝（αij
 ）m×n
 为系数矩阵，X＝（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）T
 ．从上一节的知识我们已经知道，当r（A）＜n，则齐次线性方程组有无穷多组解，那么这些解之间有什么样的关系？它们又将如何表示出来？本节将讨论这些问题．

首先介绍齐次线性方程组解的性质．


性质3.6
 　齐次线性方程组AX＝0的解向量的和仍为它的解向量．


证明
 　设η1
 ，η2
 为齐次线性方程组AX＝0的两个解向量，则有Aη1
 ＝0，Aη2
 ＝0，于是A（η1
 ＋η2
 ）＝Aη1
 ＋Aη2
 ＝0，即η1
 ＋η2
 为齐次线性方程组AX＝0的解向量．


性质3.7
 　设齐次线性方程组AX＝0的一个解向量为η，对任意常数k，kη仍为它的解向量．


证明
 　因为η是齐次线性方程组AX＝0的一个解向量，所以Aη＝0．由于

A（kη）＝k（Aη）＝0，

故kη仍为它的解向量．


推论3.13
 　设η1
 ，η2
 ，…，ηn
 为齐次线性方程组AX＝0的解向量，则

k1
 η1
 ＋k2
 η2
 ＋…＋kn
 ηn


仍为它的解向量．

我们将方程组AX＝0的全体解向量组成的集合记为P，易知：要么P＝｛0｝，要么P中含有无穷多个向量．当P中含有无穷多个向量时，可以找到P的一个极大线性无关组，使得P中任意一个解向量均可由这个极大线性无关组线性表示．于是，对于这个极大线性无关组，我们有如下定义：


定义3.10
 　设η1
 ，η2
 ，…，ηs
 为齐次线性方程组AX＝0的一组解向量，且满足：

（1）η1
 ，η2
 ，…，ηs
 线性无关；

（2）AX＝0的任一个解向量均可由η1
 η2
 ，…，ηs
 线性表示．

则称η1
 ，η2
 ，…，ηs
 为齐次线性方程组AX＝0的一个基础解系．


注：
 （1）由于基础解系为解向量集P的一个极大线性无关组，因此，一个齐次线性方程组的基础解系并不唯一；


（2）若η1
 ，η2
 ，…，ηs
 为齐次线性方程组AX＝0的基础解系，则方程组的任一个解均可以表示为X＝k1
 η1
 ＋k2
 η2
 ＋…＋ks
 ηs
 ，其中k1
 ，k2
 ，…ks
 为常数．

当一个齐次线性方程组只有零解时，该方程组没有基础解系；而当一个齐次线性方程组有非零解时，该方程组是否一定有基础解系？如果有，该怎样去求这个基础解系？下面的定理回答了这个问题．


定理3.12
 　对于齐次线性方程组AX＝0，若r（A）＝r＜n，则方程组的基础解系一定存在，且基础解系所含向量个数为n－r．


证明
 　因为r（A）＝r＜n，不妨设A中位于左上角的r阶子式不为零．对A进行初等行变换，可化为如下矩阵

[image: alt]


则AX＝0与下列方程组同解

[image: alt]


其中xr＋1
 ，xr＋2
 ，…，xn
 为自由未知量，分别取

（xr＋1
 ，xr＋2
 ，…，xn
 ）T
 ＝（1，0，…，0）T
 ，（0，1，…，0）T
 ，…，（0，0，…，1）T


代入上式，即得AX＝0的n－r个解向量

[image: alt]


现证明η1
 ，η2
 ，…，ηn－r
 为方程组AX＝0的一个基础解系．

首先证明η1
 ，η2
 ，…，ηn－r
 线性无关．因为n－r个n－r维向量

（1，0，…，0）T
 ，（0，1，…，0）T
 ，…，（0，0，…，1）T


线性无关，而η1
 ，η2
 ，…，ηn－r
 为它们对应的延伸组向量，由推论3.3可知η1
 ，η2
 ，…，ηn－r
 也线性无关．

下证方程组AX＝0的任一组解可用η1
 ，η2
 ，…，ηn－r
 线性表示．因为方程组AX＝0的通解可以表示为

[image: alt]


综上可知，η1
 ，η2
 ，…，ηn－r
 为方程组AX＝0的一个基础解系．


注：
 （1）定理3.12的证明已给出求齐次线性方程组的基础解系的方法；


（2）若已知η1
 ，η2
 ，…，ηn－r
 为方程组AX＝0的一个基础解系，则AX＝0的全部解可以表示为

X＝k1
 η1
 ＋k2
 η2
 ＋…＋kn－r
 ηn－r
 ，


其中，k1
 ，k2
 ，…，kn－r
 为任意实数，我们将上述表达式称为齐次线性方程组AX＝0的通解．



例3.19
 　用基础解系表示如下线性方程组的通解．

[image: alt]



解
 　对系数矩阵A作初等行变换，化为行最简形矩阵

[image: alt]


原方程组的同解方程组为

[image: alt]


因为r（A）＝2，所以方程组的基础解系中含有n－r＝4－2＝2个线性无关的解向量．

令x3
 ，x4
 为自由未知量，分别令（x3
 ，x4
 ）T＝（1，0）T
 ，（0，1）T
 ，得方程组的基础解系：

η1
 （-3，1，1，0）T
 ，η2
 ＝（1，-1，0，1）T
 ．

通解为X＝k1
 η1
 ＋k2
 η2
 ，k1
 ，k2
 为任意常数．


例3.20
 　设Am×n
 ，Bn×k
 为两个矩阵，若AB＝0，证明r（A）＋r（B）≤n．


证明
 　设B＝（β1
 ，β2
 ，…，βk
 ），由AB＝0，得AB＝（Aβ1
 ，Aβ2
 ，…，Aβk
 ）＝0，

即

Aβi
 ＝0（i＝1，2，…，k）．

上式表明矩阵B的每一列均为齐次线性方程组AX＝0的解．又因为齐次线性方程组AX＝0的基础解系含有n－r（A）个解，从而

r（β1
 ，β2
 ，…，βk
 ）≤n－r（A）．

即

r（B）≤n－r（A），

所以r（A）＋r（B）≤n．


例3.21
 　设A为m×n阶实矩阵，证明r（AT
 A）＝r（A）．


证明
 　构造齐次线性方程组AX＝0，（AT
 A）X＝0，若X满足AX＝0，则

AT
 （AX）＝0，即（AT
 A）X＝0．

反之，若X满足AT
 （AX）＝0，从而XT
 AT
 （AX）＝0，即（AX）T
 （AX）＝0．

设AX＝（a1
 ，a2
 ，…，am
 ），则（AX）T
 （AX）＝[image: alt]
 ＝0，由于a1
 ，a2
 ，…，am
 均为实数，所以a1
 ＝a2
 ＝…＝am
 ＝0，即AX＝（a1
 ，a2
 ，…，am
 ）＝0．

以上表明齐次线性方程组AX＝0，（AT
 A）X＝0同解，故

r（AT
 A）＝r（A）．

（二）非齐次线性方程组解的结构

设有n元非齐次线性方程组的矩阵形式为

AX＝b，

其中A＝（aij
 ）m×n
 为系数矩阵，X＝（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）T
 ，b＝（b1
 ，b2
 ，…，bn
 ）T
 ．令b＝0，称AX＝0为AX＝b对应的齐次线性方程组，也称导出组．

当r（A）＝r（[image: alt]
 ）＝r＜n时，AX＝b有无穷多组解，为了讨论其解的结构，我们仍然先给出非齐次线性方程组解的性质．


性质3.8
 　设η1
 ，η2
 为非齐次线性方程组AX＝b的两个解向量，则η1
 －η2
 为其导出组AX＝0的解向量．


证明
 　设η1
 ，η2
 为非齐次线性方程组AX＝b的两个解，则有Aη1
 ＝b，Aη2
 ＝b，

于是A（η1
 －η2
 ）＝Aη1
 －Aη2
 ＝0，即η1
 －η2
 为齐次线性方程组AX＝0的解．


性质3.9
 　非齐次线性方程组AX＝b的解η1
 与导出组AX＝0的解η2
 的和η1
 ＋η2
 为AX＝b的解．


证明
 　因为Aη1
 ＝b，Aη2
 ＝0，于是A（η1
 ＋η2
 ）＝Aη1
 ＋Aη2
 ＝b＋0＝0，故η1
 ＋η2
 为AX＝b的解．


注：
 非齐次线性方程组AX＝b的s个解η1
 ，η2
 ，…，ηs
 的线性组合k1
 η1
 ＋k2
 η2
 ＋…＋ks
 ηs
 仍是AX＝b的解当且仅当k1
 ＋k2
 ＋…＋ks
 ＝1．



定理3.13
 　设非齐次线性方程组AX＝b满足条件：r（A）＝r（[image: alt]
 ）＝r＜n，η0
 为它的某一个特解，η1
 ，η2
 ，…，ηn－r
 为其导出组AX＝0的一个基础解系，则方程组AX＝b的通解可以表示为

X＝η0
 ＋k1
 η1
 ＋k2
 η2
 ＋…＋kn－r
 ηn－r
 ，

其中，k1
 ，k2
 ，…，kn－r
 为任意常数．


证明
 　设X为方程组AX＝b的任一个解向量，由性质3.8可知，X－η0
 为其导出组AX＝0的解，于是它可由其基础解系η1
 ，η2
 ，…，ηn－r
 线性表示，即

X－η0
 ＝k1
 η1
 ＋k2
 η2
 ＋…＋kn－r
 ηn－r
 ，

从而有X＝η0
 ＋k1
 η1
 ＋k2
 η2
 ＋…＋kn－r
 ηn－r
 ．


注：
 定理3.13实际上表明了非齐次线性方程组AX＝b通解的求法，即它的通解可以表示为某个特解加上其导出组的通解．



例3.22
 　解线性方程组

[image: alt]



解
 　对增广矩阵[image: alt]
 作初等行变换，化为行最简形矩阵

[image: alt]


因为r（A）＝r（[image: alt]
 ）＝2＜4，故方程组有无穷多组解，其同解方程组为

[image: alt]


取自由未知量为（x3
 ，x4
 ）T
 ＝（0，0）T
 ，得方程组的一个特解η0
 ＝（1，-2，0，0）T
 ．其导出组对应的同解方程组为

[image: alt]


其基础解系为

η1
 ＝（2，-1，1，0）T
 ，η2
 （-1，1，0，1）T
 ．

所以原方程组的通解为X＝η0
 ＋k1
 η1
 ＋k2
 η2
 （其中k1
 ，k2
 为任意常数）．


例3.23
 　某地区的交通网络如下图所示，在高峰期间，每小时进入网络的汽车是900辆，等于离开网络的车辆数，设网络内道路均为单向通车，不能停留，在每一道路交叉点处进入或离开的车辆数也相等，试写出并求解网络内交通流量的方程组，并对解作出符合实际意义的解释．

[image: alt]



解
 　设AB，BC，CD，DE，DA，CE段的车辆数分别为x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ，x5
 ，x6
 ，在每个道路交叉点都写出一个流量平衡方程，比如A点，从图上看，进入车辆数为200＋x5
 ，而离开车辆数为x1
 ，于是有：

对A点：200＋x5
 ＝x1
 ；

对B点：200＋x1
 ＝400＋x2
 ；

对C点：100＋x2
 ＝x3
 ＋x6
 ；

对D点：x3
 ＋x4
 ＝200＋x5
 ；

对E点：x6
 ＋400＝300＋x4
 ．

这样可以得到一个描述网络流通量的线性方程组：

[image: alt]


[image: alt]


对应同解方程组：

[image: alt]


取x5
 ，x6
 为自由未知量，令x5
 ＝x6
 ＝0得方程组的特解：

α0
 ＝（200，0，100，100，0，0）T
 ．

方程组导出组的同解方程组为：

[image: alt]


同样取x5
 ，x6
 为自由未知量，

令x5
 ＝1，x6
 ＝0，得α1
 ＝（1，1，1，0，1，0）T
 ，

令x5
 ＝0，x6
 ＝1，得α2
 ＝（0，0，-1，1，0，1）T
 ，

则α1
 ，α2
 为导出组的一个基础解系．因此原方程组的通解为：

[image: alt]


需要注意的是，方程组的解必须要考虑变量的实际意义，即行驶经过某路段的车辆数必须为非负数，从而由

[image: alt]


可知k1
 ，k2
 均为非负整数且k2
 ≤100＋k1
 ，因此每小时经过BC段与DA段的车辆数要相等，通过DA段的车辆数要少于CE段的车辆数且不能比100更多，否则交通平衡将被破坏，某些路段会出现交通堵塞．


例3.24
 　设四元非齐次线性方程组AX＝b的系数矩阵A的秩为3，已知它的三个解向量为η1
 ，η2
 ，η3
 其中η1
 ＝（3，-4，1，2）T
 ，η2
 ＋η3
 ＝（4，6，8，0）T
 ，求该方程组的通解．


解
 　根据题意，方程组AX＝b的导出组AX＝0的基础解系含n－r（A）＝4－3＝1个向量，于是导出组的任何一个非零解都可以作为其基础解系．显然
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是导出组的非零解，可作为其基础解系．故方程组AX＝b的通解为

[image: alt]


3.4.4　习题及补充练习（Exercises and supplementary exercises）

[image: alt]
 　习　题

1．用消元法解下列线性方程组：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


2．a，b取什么值时，线性方程组

[image: alt]


有解？在有解的情形，求一般解．

3．（98-2-08）已知α1
 ＝（1，4，0，2）T
 ，α2
 ＝（2，7，1，3）T
 ，

α3
 ＝（0，1，-1，a）T
 ，β＝（3，10，b，4）T
 ．

（1）a，b取何值时，β不能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示？

（2）a，b取何值时，β可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示？并写出此表示式．

4．（00-3-08）设向量组

α1
 ＝（a，2，10）T
 ，α2
 ＝（-2，1，5）T
 ，α3
 ＝（-1，1，4）T
 ，β＝（-1，b，c）T
 ．

试问：当a，b，c满足什么条件时，

（1）β可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示，且表示唯一？

（2）β不能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出？

（3）β可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出，但表示不唯一？并求出一般表示式．

5．问a，b为何值时，线性方组

[image: alt]


有唯一解、无解、有无穷多组解，并求出其唯一解和一般解．

6．求下列齐次线性方程组的一个基础解系，并用它表出全部解：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


7．设有如下线性方程组，试用其一固定解和其导出方程组的基础解表出其全部解．

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


8．某地区的交通网络如下图所示，在高峰期间，每小时进入网络的汽车是800辆，等于离开网络的车辆数，设网络内道路均为单向通车，不能停留，在每一道路交叉点处进入或离开的车辆数也相等，试写出并求解网络内交通流量的方程组，并对解作出符合实际意义的解释．

[image: alt]


9．（02-1，2-06）已知四阶方阵A＝（α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ），α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 均为4维列向量，其中α2
 ，α3
 ，α4
 线性无关，α1
 ＝2α2
 －α3
 ．如果β＝α1
 ＋α2
 ＋α3
 ＋α4
 ，求线性方程组AX＝β的通解．

10．已知四元非齐次线性方程组的系数矩阵的秩为3，α1
 ，α2
 ，α3
 是它的3个解向量，其中α1
 ＋α2
 ＝（1，1，0，2）T
 ，α2
 ＋α3
 ＝（1，0，1，3）T
 ，试求该非齐次线性方程组的通解．

11．设n阶矩阵A满足A2
 ＝A，证明r（A）＋r（E－A）＝n．

12．设η0
 是非齐次线性方程组AX＝b的一个解，α1
 ，α2
 ，…，αn－r
 是对应齐次方程组的一个基础解系，证明：η0
 ，α1
 ，α2
 ，…，αn－r
 线性无关．

13．设矩阵As×n
 的秩为r，线性方程组AX＝b（其中X，b为列向量，b≠0）有特解ξ0
 ，它的导出组AX＝0的一个基础解系为ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn－r
 ，证明：

（1）向量η0
 ＝ξ0
 ，η1
 ＝ξ0
 ＋ξ1
 ，…，ηn－r
 ＝ξ0
 ＋ξn－r
 是方程组的线性无关解向量；

（2）η0
 ，η1
 ，η2
 ，…，ηn－r
 的一切线性组合k0
 η0
 ＋k1
 η1
 ＋k2
 η2
 ＋…＋kn－r
 ηn－r
 （其中k0
 ＋k1
 ＋k2
 ＋…＋kn－r
 ＝1）是方程组AX＝b的全部解．

14．证明：与基础解系等价的线性无关向量组也是基础解系．

15．设齐次方程组

[image: alt]


的系数矩阵的秩为r，证明：方程组的任意n－r个线性无关的解都是它的一个基础解系．

[image: alt]
 　补充练习

1．（90-3，4-08）已知线性方程组[image: alt]


（1）a，b为何值时，方程组有解？

（2）方程组有解时，求出方程组的导出组的一个基础解系；

（3）方程组有解时，求出方程组的全部解．

2．设有三维列向量

α1
 ＝（1＋λ，1，1）T
 ，α2
 ＝（1，1＋λ，1）T
 ，α3
 ＝（1，1，1＋λ）T
 ，β＝（0，λ，λ2
 ）T
 ．

问λ取何值时，

（1）β可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示，且表达式唯一；

（2）β可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示，且表达式不唯一；

（3）β不能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示．

3．对于线性方程组[image: alt]
 讨论λ取何值时，方程组无解、有唯一解和无穷多解；在方程组有无穷多解时，试用其导出组的基础解系表示全部解．

4．（98-4-07）已知下列非齐次线性方程组（Ⅰ），（Ⅱ）：

（Ⅰ）[image: alt]


（Ⅱ）[image: alt]


（1）求解方程组（Ⅰ），用其导出组的基础解系表示通解；

（2）当方程组（Ⅱ）中的参数m，n，t为何值时，方程组（Ⅰ）和（Ⅱ）同解．

5．（02-4-08）设四元齐次线性方程组（Ⅰ）为[image: alt]
 且已知另一四元齐次线性方程组（Ⅱ）的一个基础解系为

α1
 ＝（2，-1，a＋2，1）T
 ，α2
 ＝（-1，2，4，a＋8）T
 ．

（1）求方程组（Ⅰ）的一个基础解系；

（2）当a为何值时，方程组（Ⅰ）和（Ⅱ）有非零公共解？在有非零公共解时，求出全部非零公共解．

数学家高斯简介

[image: alt]


高斯（Gauss C. F.），德国数学家、物理学家和天文学家．1777年4月30日生于不伦瑞克，1855年2月23日卒于哥廷根．高斯很小时就表现出超人的数学天才．3岁时就能指出父亲账册上的错误，10岁时会计算“从1加到100”，11岁时发现了二项式定理，17岁时发明了二次互反律，18岁时发明了正十七边形的尺规作图法，解决了两千多年来悬而未决的难题．21岁大学毕业，22岁时获博士学位．

高斯的数学研究几乎遍及所有领域，在数论、代数学、复变函数和微分几何等方面都做出了开创性的贡献，还把数学应用于天文学、大地测量学和磁学的研究，发明了线性方程组消元法、最小二乘法、算术平均、几何平均、标准正态分布、代数基本定理、非欧几何、柯西积分定理、质数分布定理、磁强计，发现了谷神星的运行轨迹等．另外，复数的名称也是由高斯推广开来的，他用i来表示[image: alt]


1804年，高斯当选英国皇家学会会员，自1807年起一直担任格丁根大学教授兼格丁根天文台台长．高斯被誉为“数学王子”和“数学家之王”，是人类有史以来最伟大的四位数学家之一（阿基米德、牛顿、高斯、欧拉）．


第四章　矩阵的相似对角化

（Similarity and diagonalization of matrices）

第四章知识脉络框图
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§4.1　向量的内积

（Inner product of vectors）

前面已介绍了向量的一些运算和性质，但是在解析几何中还有向量的长度、夹角等度量工具．因此，本节引入向量的内积，目的是介绍向量的一些度量性质．

4.1.1　内积的定义（Definition of inner products）


定义4.1
 　记[image: alt]
 是两个n维实向量．称实数

αT
 β＝a1
 b1
 ＋a2
 b2
 ＋…＋an
 bn


为α和β的内积
 ，记作［α，β］．

由内积的定义，直接可得如下性质：


性质4.1
 　设α，β，γ都是n维实向量，λ，μ是实数，则：

（1）［α，β］＝［β，α］（对称性）；

（2）［λα＋μγ，β］＝λ［α，β］＋μ［γ，β］（线性）；

（3）［α，α］≥0（非负性），且［α，α］＝0充要条件是α＝0．

类似于3维几何空间中向量长度的概念，可以直接引入n维实向量的长度．


定义4.2
 　设α是一个n维实向量，称非负实数[image: alt]
 为α的长度
 或范数，记作｜α｜．

若｜α｜＝1，则称α为单位向量．对于任何非零向量α，易证[image: alt]
 是一个单位向量，从α到[image: alt]
 的过程叫做α的单位化
 ．


例4.1
 　设[image: alt]
 ．求（1）［α＋β，α－β］；（2）｜3α－2β｜．


解
 　[image: alt]


（2）因为[image: alt]
 ，所以[image: alt]


4.1.2　向量组的正交化（Orthogonalization of vector set）


定义4.3
 　如果两个n维实向量α和β的内积为0，即［α，β］＝0，则称α与β是正交．

由定义不难看出，零向量与任何同维向量都正交．


定义4.4
 　一个两两正交的非零向量组称为正交向量组
 ．如果它中每一个向量又是单位向量，则称它是正交单位向量组
 ，或称它是标准正交的
 ．

显然，基本向量ε1
 ，ε2
 ，…，εn
 是一个正交单位向量组．

命题4.1　正交向量组一定是线性无关的．


证明
 　设α1
 ，α2
 ，…，αn
 是一个正交向量组，k1
 ，k2
 ，…，kn
 是一组数，使得

k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋kn
 αn
 ＝0．

以[image: alt]
 左乘上式两端，得到[image: alt]
 ．因为每个αi
 ≠0，所以每个ki
 ＝0．故α1
 ，α2
 ，…，αn
 是线性无关的．

显然，向量[image: alt]
 和[image: alt]
 是线性无关的，但不是正交的．所以，线性无关组未必是正交向量组．不过，可以从线性无关组中构造出正交向量组．通常用的方法是施密特（Schmidt）正交化方法：设α1
 ，α2
 ，…，αn
 是一个线性无关组，

[image: alt]


可以证明，β1
 ，β2
 ，…，βn
 是一个正交向量组．

如果将β1
 ，β2
 ，…，βn
 中每个向量都单位化，则得到一个标准正交向量组．


例4.2
 　利用施密特正交化方法将向量组[image: alt]
 标准正交化．


解
 　先正交化：

取[image: alt]


[image: alt]


再单位化：

[image: alt]


所以，e1
 ，e2
 ，e3
 是一个标准正交向量组．

4.1.3　正交矩阵（Orthogonal matrices）


定义4.5
 　若n阶方阵A满足AT
 A＝E，即AT
 ＝A-1
 ，则称A为正交矩阵
 ．


例4.3
 　验证方阵

[image: alt]


是正交矩阵．


证明
 　

[image: alt]


所以A是正交矩阵．

不难发现，上例中矩阵A的行向量组和列向量组都是标准正交向量组．实际上，一般情况下有：


定理4.1
 　n阶方阵A是正交矩阵当且仅当A的n个列（行）向量是标准正交向量组．


证明
 　不妨只考虑列向量的情况．记方阵A的列向量为α1
 ，α2
 ，…，αn
 ，则AT
 A＝E可写成

[image: alt]


即[image: alt]
 这说明A是正交矩阵当且仅当A的列向量都是单位向量且两两正交．

4.1.4　习题及补充练习（Exercises and supplementary exercises）

[image: alt]
 　习　题

1．求一个单位向量，使它与α1
 ＝（1，1，-1）和α2
 ＝（1，-1，-1）正交．

2．设α和β是正交向量，证明∣α＋β∣2
 ＝∣α∣2
 ＋∣β∣2
 ．

3．对向量α1
 ＝（-1，1，0，0），α2
 ＝（-1，0，1，0）和α3
 ＝（-1，0，0，1）进行施密特正交化．

4．若n阶方阵A是正交矩阵，则∣A∣＝_________．

5．设A为正交矩阵，证明：A*
 也是正交矩阵．

[image: alt]
 　补充练习

1．当λ取何实数时，下列向量正交？

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


2．把下列线性无关向量组化为标准正交向量组：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


3．判断下列矩阵是否为正交矩阵，说明理由．

（1）[image: alt]
 ，其中θ∈R；

（2）[image: alt]


4．设A和B都是n阶正交矩阵，证明：AB也是正交矩阵．

5．设A为n阶正交矩阵．证明：对任意n维列向量α，β，都有［Aα，Aβ］＝［α，β］．

§4.2　特征值和特征向量

（Eigenvalues and eigenvectors）

我们知道，矩阵A与向量X的乘积AX仍是一个向量，矩阵A的作用几何上可以看成将向量X作了移动．显然，这种移动可以是任意方向的．但有一些特殊向量，A对它的作用十分简单，仅表现为伸长或缩短．


例4.4
 　设[image: alt]
 ，易知AX＝4X，AY＝-Y．从下图可以清楚地看出，AX是将向量X伸长了4倍，AY是将向量Y反方向延长一倍．

[image: alt]


这种简单的作用在解决实际问题中发挥着十分重要的作用，特别在定量分析经济生活和各种工程技术中某种状态的发展趋势时尤为有用．本章将引入矩阵的特征值和特征向量，对这一类问题进行深入讨论．

4.2.1　特征值和特征向量的定义与计算（Definition and calculation of eigenvalues and eigenvectors）


定义4.6
 　设A为n阶方阵，如果存在数λ和n维非零列向量X，使得

[image: alt]


那么称λ为矩阵A的一个特征值
 ，X为矩阵A对应于λ的特征向量
 ．

显然，在例题4.4中4和-1均为矩阵[image: alt]
 的特征值，X是对应于4的特征向量，Y是对应于-1的特征向量．

值得注意的是，特征值是由特征向量唯一确定的，即一个特征向量对应于一个特征值．事实上，如果AX＝λ1
 X，AX＝λ2
 X，那么（λ1
 －λ2
 ）X＝0．因为X≠0，所以λ1
 ＝λ2
 ．但是，特征向量不是被特征值唯一确定的，即一个特征值可以有许多对应于它的特征向量．这是因为当X为矩阵A对应于特征值λ的特征向量时，kX（k≠0）都为A对应于λ的特征向量．

（4.1）式可以等价地写成

（λE－A）X＝0．

这是一个含n个未知量n个方程的齐次线性方程组，它有非零解的充要条件是系数行列式

∣λE－A∣＝0．

由行列式的性质知，n阶行列式

[image: alt]


的展开式是一个关于λ的n次多项式．

称f（λ）＝∣λE－A∣为方阵A的特征多项式
 ，f（λ）＝0为方阵A的特征方程
 ．

特征方程的根就是方阵A的特征值，对应的特征向量就是相应的齐次线性方程组（λE－A）X＝0的非零解．

因此，计算n阶方阵A的特征值和特征向量的步骤如下：

（1）求出A的特征多项式f（λ）＝∣λE－A∣；

（2）求出特征方程f（λ）＝0的全部根，即A的全部特征值；

（3）对每一特征值λi
 ，求出齐次线性方程组（λi
 E－A）X＝0的一个基础解系：X1
 ，X2
 ，…，Xr
 ，则对应于λi
 的全部特征向量为

X＝k1
 X1
 ＋k2
 X2
 ＋…＋kr
 Xr
 （k1
 ，k2
 ，…，kr
 不全为0）．


例4.5
 　求方阵[image: alt]
 的特征值和特征向量．


解
 　方阵A的特征多项式为

[image: alt]


所以A的特征值λ1
 ＝0，λ2
 ＝1，λ3
 ＝2．

对于λ1
 ＝0，解齐次线性方程组-AX＝0，得基础解系

[image: alt]


所以对应于λ1
 ＝0的全部特征向量为[image: alt]


对于λ2
 ＝1，解齐次线性方程组（E－A）X＝0，得基础解系

[image: alt]


所以对应于λ2
 ＝1的全部特征向量为[image: alt]


对于λ3
 ＝2，解齐次线性方程组（2E－A）X＝0，得基础解系

[image: alt]


所以对应于λ3
 ＝2的全部特征向量为[image: alt]



例4.6
 　求方阵[image: alt]
 的特征值和特征向量．


解
 　方阵A的特征多项式为

[image: alt]


所以A的特征值λ1
 ＝λ2
 ＝1，λ3
 ＝-2．

对于λ1
 ＝λ2
 ＝1，解齐次线性方程组（E－A）X＝0，得基础解系

[image: alt]


所以对应于λ1
 ＝λ2
 ＝1的全部特征向量为[image: alt]
 （k1
 ，k2
 不全为0）．

对于λ3
 ＝-2，解齐次线性方程组（2E＋A）X＝0，得基础解系

[image: alt]


所以对应于λ3
 ＝-2的全部特征向量为[image: alt]


4.2.2　特征值和特征向量的性质与应用（Properties and applications of eigenvalues and eigenvectors）


性质4.2
 　设n阶方阵A＝（aij
 ）的特征值为λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ，则

（1）λ1
 ＋λ2
 ＋…＋λn
 ＝tr（A）＝a11
 ＋a22
 ＋…＋ann
 ；

（2）λ1
 λ2
 …λn
 ＝∣A∣．


证明
 　（1）由于f（λ）＝∣λE－A∣＝λn
 －（a11
 ＋a22
 ＋…＋ann
 ）λn－1
 ＋…＋c1
 λ＋c0
 ，又因为A的特征值为λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ，故有

f（λ）＝（λ－λ1
 ）（λ－λ2
 ）…（λ－λn
 ）．

比较上面两式右边λn－1
 的系数，得

λ1
 ＋λ2
 ＋…＋λn
 ＝tr（A）＝a11
 ＋a22
 ＋…＋ann
 ．

（2）因为f（0）＝∣-A∣＝（-1）n
 λ1
 λ2
 …λn
 ，所以λ1
 λ2
 …λn
 ＝∣A∣．


推论4.1
 　对n阶方阵A，A可逆[image: alt]
 A没有零特征值．


例4.7
 　设[image: alt]
 的特征值为0，1，2，求x和y．


解
 　由tr（A）＝1＋x＋1＝0＋1＋2，得x＝1；由∣A∣＝x＋2y－4xy－1＝0，得y＝0．


性质4.3
 　若λ为A的特征值，X是对应于λ的特征向量，则：

（1）Ak
 （k＞0）的特征值为λk
 ，对应的特征向量为X；

（2）设F（x）为x的m次多项式，则F（λ）为F（A）的特征值，对应的特征向量为X．


证明
 　（1）因为AX＝λX，所以Ak
 X＝λk
 X．

（2）设F（x）＝am
 xm
 ＋am-1
 xm-1
 ＋…＋a1
 x＋a0
 ，则F（A）＝am
 Am＋am-1
 Am-1
 ＋…＋a1
 A＋a0
 E，从而

[image: alt]


所以F（λ）为F（A）的特征值，对应的特征向量为X．


例4.8
 　设3阶方阵A的特征值为1，-1，2，B＝3A4
 －2A3
 ＋E，求∣B∣．


解
 　记F（x）＝3x4
 －2x3
 ＋1，则B＝F（A），且B的特征值为F（1）＝2，F（-1）＝6和F（2）＝33，故∣B∣＝2×6×33＝396．


性质4.4
 　若A为可逆矩阵，λ为A的特征值，X是对应于λ的特征向量，则

（1）A-1
 的特征值为[image: alt]
 ，对应的特征向量为X；

（2）A*
 的特征值为[image: alt]
 ，对应的特征向量为X．


证明
 　（1）因为AX＝λX，且A可逆，所以X＝λA-1
 X．已知λ≠0，因而

A-1
 X＝λX．所以[image: alt]
 为A-1
 的特征值，对应的特征向量为X．

（2）因为AX＝λX，所以A*
 AX＝λA*
 X．已知A*
 A＝∣A∣E及λ≠0，因而[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 为A*
 的特征值，对应的特征向量为X．


例4.9
 　设4阶方阵A满足∣3E＋A∣＝0，AAT
 ＝2E，∣A∣＜0，求A*
 的一个特征值．


解
 　由∣3E＋A∣＝0知，λ＝-3是A的一个特征值．由AAT
 ＝2E，∣A∣＜0知∣A∣＝-4．所以，A*
 的一个特征值为[image: alt]



性质4.5
 　方阵A的不同特征值对应的特征向量是线性无关的．


证明
 　（反证法）记λ1
 ，λ2
 ，…，λm
 是方阵A的m个不同特征值，X1
 ，X2
 ，…，Xm
 依次是与之对应的特征向量．假设X1
 ，X2
 ，…，Xm
 线性相关，那么可以取一个极大线性无关组，不妨设为X1
 ，X2
 ，…，Xr
 （1≤r＜m）．于是存在一组数k1
 ，k2
 ，…，kr
 ，使得

Xr＋1
 ＝k1
 X1
 ＋k2
 X2
 ＋…＋kr
 Xr
 ．

从而，AXr＋1
 ＝k1
 AX1
 ＋k2
 AX2
 ＋…＋kr
 AXr
 ，即λr＋1
 Xr＋1
 ＝k1
 λ1
 X1
 ＋k2
 λ2
 X2
 ＋…＋kr
 λr
 Xr
 ．显然，得到k1
 （λ1
 －λr＋1
 ）X1
 ＋k2
 （λ2
 －λr＋1
 ）X2
 ＋…＋kr
 （λr
 －λr＋1
 ）Xr
 ＝0．因为X1
 ，X2
 ，…，Xr
 线性无关，且λ1
 ，λ2
 ，…，λr
 都不等于λr＋1
 ，所以k1
 ＝k2
 ＝…＝kr
 ＝0，从而Xr＋1
 ＝0，矛盾．

4.2.3　习题及补充练习（Exercises and supplementary exercises）

[image: alt]
 　习　题

1．求下列矩阵的特征值和特征向量：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


2．设3阶方阵A的特征值为-1，2，2，则A-1
 特征值为________，A*
 的特征值为________，（A－E）2
 的特征值为________．

3．方阵A满足A2
 ＝E，则A的特征值为________；方阵A满足A2
 －3A－4E＝0，则A的特征值为________．

4．设[image: alt]
 的特征值为3，3，11，求x和∣A∣．

5．设3阶方阵A的特征值为-1，1，2，B＝A3
 －5A2
 ，求∣B∣和∣A－5E∣．

6．设λ1
 和λ2
 是方阵A的两个不同特征值，X1
 和X2
 是对应于λ1
 和λ2
 的特征向量．证明：X1
 ＋X2
 不是A的特征向量．

[image: alt]
 　补充练习

1．设3阶方阵A的行列式值为6，-2是其一个特征值，则A*
 必有特征值________，A*
 －2A-1
 必有特征值________．

2．设A为n阶方阵A，证明：AT
 与A有相同的特征值．

3．设方阵A有特征值2和-1，[image: alt]
 是对应于2和-1的特征向量．将[image: alt]
 表成X1
 和X2
 的线性组合，并求Aβ．

4．证明：正交矩阵的实特征向量对应的特征值为±1．

5．设λ1
 ，λ2
 ，…，λm
 是n阶方阵A的m个互不相同的特征值，对应于λi
 的线性无关的特征向量为Xi1
 ，Xi2
 ，…，Xiri

 （i＝1，2，…，m），则由所有的这些特征向量构成的向量组线性无关．

§4.3　矩阵的相似对角化

（Similarity and diagonalization of matrices）

4.3.1　矩阵的相似（Similarity of matrices）


定义4.7
 　设A和B为n阶方阵，如果存在n阶可逆矩阵P，使得

B＝P-1
 AP，

则称A和B相似
 ．

显然，矩阵的相似具有三个性质：反身性，对称性和传递性．


性质4.6
 　如果n阶方阵A和B相似，则A和B有相同的特征多项式．


证明
 　假设A和B相似，则存在可逆矩阵P，使得B＝P-1
 AP，从而

∣λE－B∣＝∣λE－P-1
 AP∣＝∣P-1
 （λE－A）P∣＝∣P-1
 ∣∣λE－A∣∣P∣＝∣λE－A∣．

所以，A和B有相同的特征多项式．


推论4.2
 　相似矩阵有相同的特征值、行列式和迹．


例4.10
 　设矩阵[image: alt]
 相似，求x和y．


解
 　因为A和B相似，所以A和B有相同的行列式和迹，即[image: alt]
 得

[image: alt]



例4.11
 　讨论矩阵[image: alt]
 和[image: alt]
 的相似性．


解
 　尽管M和N有相同的特征值、行列式和迹，但对任意可逆矩阵P，P-1
 NP＝3E≠M，故M和N不相似．

4.3.2　实对称矩阵的对角化（Diagonalization of real symmetric matrices）


定义4.8
 　若n阶方阵A与对角矩阵

[image: alt]


相似，则称A可对角化．

对角矩阵的幂是很容易计算的，于是对可对角化矩阵的幂的计算也可大大简化．


例4.12
 　设[image: alt]
 ，给定A＝PΛP-1
 ，其中[image: alt]
 求An
 ．


解


[image: alt]


此例中方阵A可对角化是给定的，问题是对任意一个方阵A，是否一定可以对角化？回答是否定的．


例4.13
 　方阵[image: alt]
 不可以对角化．


证明
 　显然，A的特征值为λ1
 ＝λ2
 ＝λ3
 ＝1．若存在可逆矩阵P，使得P-1
 AP＝Λ，根据推论4.2知[image: alt]
 ，那么A＝PΛP-1
 ＝E．这是不可能的．

既然有的方阵可以对角化，有的不可以，那么如何判定呢？


定理4.2
 　n阶方阵A可对角化的充要条件是A有n个线性无关的特征向量．


证明
 　必要性．设A可对角化，则存在可逆矩阵P，使得

[image: alt]


即AP＝PΛ．记P＝（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ），则

AP＝（AX1
 ，AX2
 ，…，AXn
 ）＝PΛ＝（λ1
 X1
 ，λ2
 X2
 ，…，λn
 Xn
 ）．

因而AXi
 ＝λi
 Xi
 （i＝1，2，…，n），即X1
 ，X2
 ，…，Xn
 是A对应于λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 的特征向量．由于P是可逆的，必有X1
 ，X2
 ，…，Xn
 是线性无关的．

充分性．设A有n个线性无关的特征向量X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ，对应的特征值为λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ，即AXi
 ＝λi
 Xi
 （i＝1，2，…，n）．记P＝（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ），则P可逆且

[image: alt]


故A可对角化．

在定理4.2的证明过程中可以看出，如果方阵A可对角化，那么对角阵的对角线元素就是A的特征值（重根重复出现），可逆阵P的各列就是A的n个线性无关的特征向量，其排列次序与对应的特征值在对角阵中的排列次序相一致．

结合定理4.2和性质4.5，可以得到


推论4.3
 　如果n阶方阵A有n个互不相同的特征值，则A必可对角化．


例4.14
 　问[image: alt]
 是否可以对角化？若可以，求出对角阵Λ和可逆矩阵P．


解
 　方阵A的特征多项式为

[image: alt]


所以A的特征值λ1
 ＝λ2
 ＝2，λ3
 ＝6．

对于λ1
 ＝λ2
 ＝2，解齐次线性方程组（2E－A）X＝0，得基础解系

[image: alt]


对于λ3
 ＝6，解齐次线性方程组（6E－A）X＝0，得基础解系

[image: alt]


显然，X1
 ，X2
 ，X3
 是线性无关的．所以，A可以对角化，其中

[image: alt]


下面着重讨论实对称矩阵的对角化问题，因为它的特征值和特征向量有特殊的性质．


性质4.7
 　n阶实对称矩阵A的特征值都是实数．


证明
 　设A是n阶实对称矩阵，λ是它的特征值，X是对应于λ的特征向量，即AX＝λX．两边取共轭，得[image: alt]
 ．因为A是实矩阵，所以[image: alt]
 ．由AX＝λX得到[image: alt]
 T
 AX＝λ[image: alt]
 T
 X；由A[image: alt]
 ＝[image: alt]
 [image: alt]
 得到XT
 A[image: alt]
 ＝[image: alt]
 XT
 [image: alt]
 ，转置得[image: alt]
 T
 AX＝[image: alt]
 [image: alt]
 T
 X（因为AT
 ＝A），所以（λ－[image: alt]
 ）[image: alt]
 T
 X＝0．但X≠0，故λ＝[image: alt]
 ，即λ是实数．


性质4.8
 　实对称矩阵A的不同特征值对应的特征向量是正交的．


证明
 　设λ1
 ，λ2
 是实对称矩阵A的两个不同特征值，X1
 ，X2
 是对应的特征向量．则有

[image: alt]


故[image: alt]
 因为λ1
 ≠λ2
 ，所以[image: alt]
 ，即X1
 和X2
 正交．


性质4.9
 　实对称矩阵的每一个ri
 （i＝1，2，…，m）重特征值恰有ri
 个线性无关的特征向量．

证明省略．

根据定理4.2、性质4.7、性质4.8、性质4.9以及施密特正交化方法，可以得到：


定理4.3
 　实对称矩阵A一定可对角化，而且存在正交矩阵T，使得T-1
 AT为对角矩阵．

当n阶实对称矩阵A的特征值互不相同时，由性质4.8知对应的特征向量是正交向量组，只要将每个向量单位化，即得正交单位向量组．由于单位化不影响正交性以及特征向量的属性，因此由它们拼成的矩阵T为正交矩阵，且仍然满足T-1
 AT＝Λ．当n阶实对称矩阵A的特征值为ri
 重根时，通过对该重根对应的ri
 个线性无关的特征向量进行施密特正交单位化后可得n个彼此正交的单位向量，由它们拼成的正交矩阵T可使T-1
 AT＝Λ．


例4.15
 　已知[image: alt]
 ，求一个正交矩阵T，使得T-1
 AT为对角矩阵．


解
 　实对称矩阵A的特征多项式为

[image: alt]


所以A的特征值λ1
 ＝-2，λ2
 ＝1，λ3
 ＝4．

对于λ1
 ＝-2，解齐次线性方程组（2E＋A）X＝0，得基础解系

[image: alt]


对于λ2
 ＝1，解齐次线性方程组（E－A）X＝0，得基础解系

[image: alt]


对于λ3
 ＝4，解齐次线性方程组（4E－A）X＝0，得基础解系

[image: alt]


将X1
 ，X2
 ，X3
 单位化，得到正交单位向量组

[image: alt]


记[image: alt]
 ，则T是正交矩阵，且[image: alt]



例4.16
 　已知[image: alt]
 ，求一个正交矩阵T，使得T-1
 AT为对角矩阵．


解
 　实对称矩阵A的特征多项式为

[image: alt]


所以A的特征值λ1
 ＝-2，λ2
 ＝λ3
 ＝7．

对于λ1
 ＝-2，解齐次线性方程组（2E＋A）X＝0，得基础解系

[image: alt]


对于λ2
 ＝λ3
 ＝7，解齐次线性方程组（7E－A）X＝0，得基础解系

[image: alt]


将X2
 和X3
 正交化，得到

[image: alt]


将X1
 ，Y2
 ，Y3
 单位化，得到正交单位向量组

[image: alt]


记[image: alt]
 ，则T是正交矩阵，且T-1
 AT＝[image: alt]



例4.17
 　设三阶实对称矩阵A的特征值λ1
 ＝-1，λ2
 ＝λ3
 ＝1，对应于λ1
 的特征向量为X1
 ＝（0，1，1）T
 ．（1）求对应于特征值1的特征向量；（2）求A．


解
 　（1）设实对称矩阵A对应于特征值1的特征向量为[image: alt]
 ，则它与[image: alt]
 正交，即x2
 ＋x3
 ＝0，得基础解系[image: alt]
 ．故对应于特征值λ2
 ＝λ3
 ＝1的特征向量为[image: alt]
 （k，l不全为0）．

（2）令P＝（X1
 ，X2
 ，X3
 ），则[image: alt]


4.3.3　习题及补充练习（Exercises and supplementary exercises）

[image: alt]
 　习　题

1．方阵[image: alt]
 相似于矩阵（　　）．

①[image: alt]


②[image: alt]


③[image: alt]


④[image: alt]


2．n阶方阵A具有n个不同的特征值是A可对角阵化的（　　）．

①充分必要条件

②充分而非必要条件

③必要而非充分条件

④既非充分条件而非必要条件

3．对于n阶实矩阵A，以下正确的结论是（　　）．

①一定有n个不同的特征值

②存在可逆阵B，使得B-1
 AB为对角阵

③它的特征值一定是实数

④属于不同特征值的特征向量一定线性无关

4．设三阶方阵A的特征值λ1
 ＝1，λ2
 ＝0，λ3
 ＝-1对应的特征向量为

[image: alt]


求A和A5
 ．

5．求正交矩阵T，把实对称矩阵[image: alt]
 化为对角阵．

6．若A和B都是n阶方阵且A可逆，证明：AB和BA相似．

[image: alt]
 　补充练习

1．矩阵[image: alt]
 能否对角化？若可以，求出对角阵Λ和可逆矩阵P．

2．已知矩阵[image: alt]
 可以对角化，求a，b和An
 ．

3．设三阶实对称矩阵A的特征值为1，2，3，对应于1，2的特征向量为X1
 ＝（-1，-1，1）T
 ，X2
 ＝（1，-2，-1）T
 ．（1）求对应于特征值3的特征向量；（2）求A．

4．设[image: alt]
 ，求[image: alt]


5．求正交矩阵T，把实对称矩阵[image: alt]
 化为对角阵．

6．设A为实对称矩阵，证明：存在实对称矩阵B使得A＝B3
 ．

7．设A和B都是n阶方阵，且A有个不同特征值．如果A的特征向量都是B特征向量，证明：AB＝BA．

数学家华罗庚简介

[image: alt]


华罗庚，中国科学院院士，中国现代数学之父，人民科学家，1910年11月12日生于江苏金坛．他幼时爱动脑筋，因思考问题过于专心常被同伴们戏称为“罗呆子”．其实华罗庚读初中时一度功课并不好，有时数学还考不及格．初中毕业后，因家境贫寒，他只好到黄炎培在上海创办的中华职业学校学习会计．不到一年，由于生活费用昂贵，他被迫中途辍学，回到金坛帮助父亲料理杂货铺．在单调的站柜台生活中，他开始自学数学．

华罗庚仅以一本《代数》、一本《几何》和一本缺页的《微积分》开始他的数学生涯．19岁时，他在《科学》杂志上发表题为《苏家驹之代数的五次方程式解法不能成立的理由》的论文，文中指出苏家驹的解法中把一个12阶行列式算错了．时任清华大学数学系主任的熊庆来教授看到这篇文章后很受感动，毅然打破常规，让只有初中文化程度的华罗庚进入清华大学．1933年，华罗庚被破格提升为助教，1935年成为讲师．1936年，他经清华大学推荐，去剑桥大学留学．1946年，当时的国民政府想搞原子弹，于是选派华罗庚、李政道、朱光亚和吴大猷等人赴美考察．华罗庚先在普林斯顿高等研究所担任访问教授，后被伊利诺伊大学聘为终身教授，并在那里治好了腿．

新中国成立后，华罗庚回到祖国怀抱，先后担任清华大学数学系主任、中科院数学所所长、中科院副院长和中国科技大学副校长．由于青年时代受到过“伯乐”的知遇之恩，华罗庚对于人才的培养格外重视，发现和培养陈景润的故事更是一段佳话．在他的关心和过问下，陈景润从厦门大学调到中科院数学研究所，最终在攻克哥德巴赫猜想方面取得了世界领先的成绩．此外，万哲先、陆启铿、王元、潘承洞、段学复和龚升等人都是在华罗庚的悉心培育下成长起来的．

在数学理论研究的同时，华罗庚努力尝试寻找一条数学和工农业实践相结合的道路．他发现数学中的统筹法和优选法是在工农业生产中能够比较普遍应用的方法，可以提高工作效率，改变工作管理面貌．于是，他一面在中国科技大学讲课，一面带领学生到工农业实践中去推广优选法、统筹法，为工农业生产服务．1964年他给毛主席写信，表达要走与工农相结合的道路的决心．毛主席亲笔回函：“诗和信已经收读．壮志凌云，可喜可贺．”1965年毛主席再次给他写信，祝贺和勉励他“奋发有为，不为个人而为人民服务”．

“文化大革命”期间，华罗庚被抄家，被当做“资产阶级学术权威”受批斗．1985年6月12日，他在东京大学演讲结束接受献花的一刹那，身体突然往后一仰，倒在讲坛上，享年75岁．华罗庚被列为当今世界88位数学伟人之一，被誉为中国的爱因斯坦．


第五章　二次型

（Quadratic forms）

第五章知识脉络框图

[image: alt]


§5.1　二次型的基本概念

（Basic concept of quadratic forms）

本章讨论二次型的初步理论，它在数学、物理、工程技术、经济管理等领域中都有重要应用．本章通过矩阵乘法将二次型与对称矩阵联系起来，既使得二次型的问题可以运用矩阵的理论和方法来研究，又使得对称矩阵的问题可以借助二次型来解决．

5.1.1　二次型的定义及矩阵表示（Definition of quadratic forms and its matrix representation）


定义5.1
 　设F是一个数域，aij
 ∈F，含有n个变量x1
 ，x2
 ，…，xn
 的n元二次齐次多项式

[image: alt]


称为数域F上的n元二次型，简称二次型．当aij
 为实数时称f为实二次型．当aij
 为复数时称f为复二次型．

本章主要讨论实二次型．

定义5.1中的二次型可以简记为[image: alt]
 ，其中aij
 ＝aji
 （i，j＝1，2，…，n）．


定义5.2
 　令[image: alt]
 ，那么二次型

[image: alt]
 （其中aij
 ＝aji
 ，i，j＝1，2，…，n）

可以表示为

[image: alt]


称（5.2）式为二次型的矩阵形式，对称矩阵A为二次型的矩阵，A的秩为二次型f的秩．易知，一个二次型与一个对称矩阵一一对应．


例5.1
 　二次型[image: alt]
 的矩阵为

[image: alt]


反之，对称矩阵A所对应的二次型是

[image: alt]



例5.2
 　二次型[image: alt]
 的矩阵为

[image: alt]


只含有平方项的二次型的矩阵是对角矩阵，反之，矩阵为对角矩阵的二次型只含有平方项．

5.1.2　矩阵的合同（Congruence of matrices）


定义5.3
 　设F是一个数域，cij
 ∈F，关系式

[image: alt]


称为数域F上由变量x1
 ，x2
 ，…，xn
 到变量y1
 ，y2
 ，…，yn
 的一个线性替换．用矩阵形式可表示为X＝CY，其中C＝（cij
 ）n×n
 ，X＝（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）T
 ，Y＝（y1
 ，y2
 ，…，yn
 ）T
 ．称C为线性替换的系数矩阵．若C为可逆矩阵，则称此线性替换为可逆线性替换．若C为正交矩阵，则称此线性替换为正交线性替换．

线性替换将二次型变成二次型．将可逆线性替换（5.3）代入二次型（5.2）得

f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）＝XT
 AX＝（CY）T
 A（CY）＝YT
 （CT
 AC）Y．

令B＝CT
 AC，则B也是对称矩阵，从而得到新二次型f（y1
 ，y2
 ，…，yn
 ）＝YT
 BY．

关于线性替换前后两个二次型的矩阵A与矩阵B的关系，我们有下面的定义．


定义5.4
 　设A，B是n阶矩阵，如果存在n阶可逆矩阵C，使得B＝CT
 AC，则称矩阵A合同于矩阵B，或称A与B合同．

经过可逆线性替换，新二次型的矩阵与原二次型的矩阵是合同的．

矩阵的合同关系具有以下性质：

（1）反身性：A与A合同；

（2）对称性：若A与B合同，则B与A合同；

（3）传递性：若A与B合同，B与C合同，则A与C合同．

值得提醒的是：矩阵的合同关系是对任意的n阶矩阵而言的，但本章我们只需讨论对称矩阵之间的合同关系．

5.1.3　习题及补充练习（Exercises and supplementary exercises）

[image: alt]
 　习　题

1．写出下列二次型的矩阵：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


2．求下列矩阵所对应的二次型：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


3．求二次型f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）＝（-2x1
 ＋x2
 ＋x3
 ）2
 ＋（x1
 －2x2
 ＋x3
 ）2
 ＋（x1
 ＋x2
 －2x3
 ）2
 的秩．

4．设A，B是n阶矩阵，且A与B合同，试证：A-1
 与B-1
 合同．

5．下列各式中等于[image: alt]
 的是（　　）．

①[image: alt]


②[image: alt]


③[image: alt]


④[image: alt]


6．二次型[image: alt]
 的矩阵是（　　）．

①[image: alt]


②[image: alt]


③[image: alt]


④[image: alt]


7．设A，B均为实对称矩阵，且A与B合同，则（　　）．

①A，B均为对角矩阵；

②A，B有相同的特征值；

③｜A｜＝｜B｜；

④A，B有相同的秩．

[image: alt]
 　补充练习

1．已知[image: alt]
 ，求此二次型的矩阵．

2．设A为n阶实对称矩阵，A的秩r（A）＝n，Aij
 （i，j＝1，2，…，n）是｜A｜中元素aij
 的代数余子式，二次型[image: alt]
 ，证明此二次型的矩阵为A-1
 ．

3．证明：

（1）若A与B合同，则A的秩r（A）与B的秩r（B）相等；

（2）若A与B合同，且A是对称矩阵，则B也是对称矩阵．

4．设矩阵A合同于C，矩阵B合同于D，试证明[image: alt]
 既合同于[image: alt]
 又合同于[image: alt]


§5.2　化二次型为标准形

（Reduce the quadratic forms to the standard forms）

本章的中心问题是化二次型为标准形．二次型能否化为标准形的问题可归结为对称矩阵能否合同于对角矩阵的问题．本节将介绍两种化二次型为标准形的常用方法．

5.2.1　二次型的标准形（Standard forms of quadratic forms）


定义5.5
 　二次型（5.2）经过可逆线性替换X＝CY化为二次型

f（y1
 ，y2
 ，…，yn
 ）＝YT
 BY，

如果YT
 BY为仅含平方项的二次型，即

[image: alt]


（其中di
 ≠0，i＝1，2，…，r，且r≤n），则称（5.4）为二次型（5.2）的一个标准形．

二次型的标准形的矩阵为对角矩阵

[image: alt]



例5.3
 　二次型[image: alt]
 的矩阵为[image: alt]
 则可逆线性替换X＝CY将二次型f＝XT
 AX化为f＝YT
 BY，其中B＝CT
 AC＝[image: alt]
 ．由于B是一个对角矩阵，故上述线性替换将原二次型化成了标准形

[image: alt]


对于任意二次型是否一定能经过适当的可逆线性替换化为标准形的问题，我们给出下面的定理．


定理5.1
 　数域F上任意秩为r的二次型（5.2）都可经过F上的可逆线性替换X＝CY化为标准形（5.4）．

此定理也可用矩阵的语言叙述为：


定理5.2
 　数域F上任意秩为r的对称矩阵都合同于一个秩为r的对角矩阵．

下面研究的问题是如何找到定理5.1中的可逆线性替换X＝CY的系数矩阵C，并确定线性替换后所得的标准形，我们将介绍两种常用的方法：正交线性替换法和配方法．

5.2.2　用正交线性替换化二次型为标准形（Reduce the quadratic forms to the standard forms by the orthogonal linear replacement）

由实对称矩阵的性质可知，实对称矩阵A必与对角阵正交相似，即必存在正交矩阵Q，使得

[image: alt]


其中λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 为A的特征值．由于Q为正交矩阵，有Q-1
 ＝QT
 ，故上式即为QT
 AQ＝Λ．因此，实对称矩阵必与对角矩阵Λ合同．于是，对实二次型（5.2）作正交线性替换X＝QY得

[image: alt]


故此正交线性替换将二次型（5.2）化为标准形

[image: alt]


这就证明了下面的定理．


定理5.3
 　任意实二次型都可经过正交线性替换化为标准形，且标准形中平方项的系数就是该二次型的矩阵的全部特征值．

由定理5.3的证明过程可得用正交线性替换将实二次型化为标准形的步骤：

（1）求出实二次型（5.2）的矩阵A的全部特征值λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ；

（2）求出使得A与对角阵Λ＝diag（λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ）正交相似的正交矩阵Q，得到正交线性替换X＝QY；

（3）写出实二次型（5.2）的标准形[image: alt]



例5.4
 　用正交线性替换化二次型[image: alt]
 为标准形，并求出相应的正交线性替换．


解
 　二次型的矩阵为[image: alt]
 ．其特征方程为[image: alt]
 （λ－5）（λ＋1）2
 ＝0，由此得A的特征值为λ1
 ＝5，λ2
 ＝λ3
 ＝-1．当λ1
 ＝5时，解齐次线性方程组（5E－A）X＝0得基础解系α1
 ＝（1，1，1）T
 ，将其单位化得[image: alt]
 ．当λ2
 ＝λ3
 ＝-1时，解齐次线性方程组（-E－A）X＝0得基础解系α2
 ＝（-1，1，0）T
 ，α3
 ＝（-1，0，1）T
 ，将它们正交化得β2
 ＝（-1，1，0）T
 ，β3
 ＝[image: alt]
 ，再将β2
 和β3
 单位化得[image: alt]
 于是得正交矩阵[image: alt]
 ，使得QT
 AQ＝Λ＝diag（5，-1，-1）．因此，经过正交线性替换X＝QY，原二次型化为标准形

[image: alt]



注：
 用正交线性替换化实二次型为标准形[image: alt]
 ，其平方项的系数λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 除排列次序外是唯一确定的，因为它们是二次型矩阵的全部特征值．



例5.5
 　设实二次型[image: alt]
 经过正交线性替换化为标准形[image: alt]
 ，求参数a，b．


解
 　线性替换前后实二次型的矩阵分别为

[image: alt]


设QT
 AQ＝Λ，其中Q是正交矩阵，则A与Λ相似，从而有｜λE－A｜＝｜λE－Λ｜，即

[image: alt]


将行列式展开得（λ－2）（λ2
 －bλ－a2
 ）＝（λ－2）（λ2
 －1），比较等式两边λ的系数得a＝1或-1，b＝0．

5.2.3　用配方法化二次型为标准形（Reduce the quadratic forms to the standard forms by using the method of completing squares）

用配方法化二次型为标准形的关键是构造平方项，其方法是利用完全平方公式、平方差公式逐步消去交叉项，同时构造新的平方项，可分两种情形来处理：

（1）若二次型中含有某变量xi
 的平方项和交叉项，则可先将含xi
 的交叉项合并在一起，使之与[image: alt]
 配方成完全平方项，然后类似地对剩下的n－1个变量进行配方，直到各项全部化为平方项为止；

（2）若二次型中没有平方项，则可先利用平方差公式将二次型化为含有平方项的二次型，例如，当二次型中出现交叉项xi
 xj
 时，先作可逆线性替换xi
 ＝yi
 ＋yj
 ，xj
 ＝yi
 －yj
 ，xk
 ＝yk
 （k≠i，j），使之成为含有[image: alt]
 的二次型，然后按照情形（1）的方法进行配方．


例5.6
 　用配方法化下列二次型为标准形，并写出所用的可逆线性替换：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]



解
 　（1）

[image: alt]


令

[image: alt]


则此线性替换将原二次型化为标准形[image: alt]


（2）先作可逆线性替换[image: alt]
 ．下面进行配方．

[image: alt]


再作可逆线性替换[image: alt]


所以，在此线性替换下原二次型化为标准形[image: alt]


对照例5.4与例5.6（1）的结果，我们可以看到用正交线性替换所得的标准形与用配方法所得的标准形不相同．实际上，任意一个实二次型经过可逆线性替换化成的标准形不唯一．在实二次型f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）＝XT
 AX化为标准形后，可以将变量按照其系数为正、负或零重新排序，将标准形写成

[image: alt]


其中r是二次型的矩阵的秩．再作可逆线性替换[image: alt]
 则二次型最终化为

[image: alt]



定义5.6
 　实二次型f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）＝XT
 AX的形如（5.5）的标准形称为f的规范形．


定理5.4　（惯性定理）
 　任意一个实二次型经过适当的可逆线性替换可以化为规范形，且规范形是唯一的．

由定理5.4可知，实二次型的标准形中正平方项的个数与负平方项的个数是唯一确定的．


定义5.7
 　在实二次型的规范形（5.5）中，正平方项的个数p称为二次型的正惯性指数；负平方项的个数r－p称为二次型的负惯性指数；它们的差s＝p－（r－p）＝2p－r称为二次型的符号差．

5.2.4　习题及补充练习（Exercises and supplementary exercises）

[image: alt]
 　习　题

1．用正交线性替换化下列二次型为标准形，并求出所用的正交线性替换：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


2．用配方法化下列二次型为标准形，并求出所用的可逆线性替换：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


3．将第2题得到的二次型的标准形化为规范形，并指出二次型的正惯性指数与负惯性指数．

4．在二次型f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）＝（x1
 ＋x2
 ）2
 ＋（x2
 －x3
 ）2
 ＋（x3
 ＋x1
 ）2
 中，令y1
 ＝x1
 ＋x2
 ，y2
 ＝x2
 －x3
 ，y3
 ＝x3
 ＋x1
 ，得[image: alt]
 ．可否由此认为上式即为原二次型的标准形，从而得原二次型的秩为3？为什么？如果结论是否定的，请给出确定f的秩的正确方法．

5．当c为何值时，二次型[image: alt]
 的秩为2，并求此二次型的标准形．

6．若实二次型[image: alt]
 经过正交线性替换化为标准形[image: alt]
 ，求a的值．

7．已知二次型f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）＝XT
 AX，其中A为n阶实对称矩阵，下列结论正确的是（　　）．

①化二次型f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）＝XT
 AX为标准形的可逆线性替换是唯一的；

②化二次型f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）＝XT
 AX为规范形的可逆线性替换是唯一的；

③f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）＝XT
 AX的标准形是唯一的；

④f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）＝XT
 AX的规范形是唯一的．

8．与矩阵[image: alt]
 合同的矩阵是（　　）．

①[image: alt]


②[image: alt]


③[image: alt]


④[image: alt]


9．若实对称矩阵A与矩阵[image: alt]
 合同，则二次型XT
 AX的规范形为（　　）．

①[image: alt]


②[image: alt]


③[image: alt]


④[image: alt]


[image: alt]
 　补充练习

1．化二次型f（x1
 ，x2
 ，…，x2n
 ）＝x1
 x2n
 ＋x2
 x2n－1
 ＋…＋xn
 xn＋1
 为标准形．

2．设实二次型[image: alt]
 经过正交线性替换化为标准形[image: alt]
 ，求参数a，b．

3．已知实对称矩阵[image: alt]
 ，求可逆矩阵Q，使QT
 AQ为对角矩阵．

4．证明：具有相同特征多项式的两个实对称矩阵是合同的．

5．已知二次曲面方程x2
 ＋ay2
 ＋z2
 ＋2bxy＋2xz＋2yz＝4，经过正交线性替换[image: alt]
 化为椭圆柱面方程η2
 ＋4ζ2
 ＝4，求a，b的值及正交矩阵P．

6．已知二次型[image: alt]
 的秩为2，

（1）求a的值；

（2）求正交线性替换X＝QY，将二次型f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）化为标准形；

（3）求方程f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）＝0的解．

7．已知二次型[image: alt]


（1）求二次型的矩阵的特征值；

（2）设二次型的规范形为[image: alt]
 ，求a的值．

§5.3　正定二次型

（Positive definite quadratic forms）

根据二次型的标准形和规范形，将二次型进行分类，这在理论和应用上具有重要意义，其中，正定二次型占有特殊地位．本节给出正定二次型与正定矩阵的概念及常用的判定方法．

5.3.1　正定二次型的概念与判定（Concept and judgments of positive definite quadratic forms）


定义5.8
 　设f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）为实二次型，对任意一组不全为零的实数c1
 ，c2
 ，…，cn
 ，如果f（c1
 ，c2
 ，…，cn
 ）＞0，则称f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）为正定二次型；如果f（c1
 ，c2
 ，…，cn
 ）≥0，则称f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）为半正定二次型；如果f（c1
 ，c2
 ，…，cn
 ）＜0，则称f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）为负定二次型；如果f（c1
 ，c2
 ，…，cn
 ）≤0，则称f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）为半负定二次型；既不是半正定也不是半负定的实二次型称为不定二次型．


例5.7
 　[image: alt]
 是正定二次型；[image: alt]
 是半正定二次型；[image: alt]
 是不定二次型．

根据定义容易证明下面两个定理．


定理5.5
 　实二次型[image: alt]
 是正定的当且仅当di
 ＞0，i＝1，2，…，n．


定理5.6
 　可逆线性替换不改变二次型的正定性．

由定理5.6可知，实二次型的正定性可由其标准形或规范形的正定性来确定．


定理5.7
 　设f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）＝XT
 AX为实二次型，则下列五个条件等价：

（1）f为正定二次型；

（2）A的特征值全为正；

（3）f的正惯性指数为n；

（4）A与单位矩阵E合同；

（5）存在n阶可逆矩阵C，使得A＝CT
 C．

证明

（1）⇒（2）：

设λi
 是A的特征值，A的属于λi
 的特征向量为Xi
 （i＝1，2，…，n）．因为A是实对称矩阵，所以λi
 都是实数，Xi
 都是实列向量．由于f正定，对任意Xi
 都有[image: alt]
 ，而[image: alt]
 ，故λi
 ＞0（i＝1，2，…，n）．

（2）⇒（3）：

由定理5.3，存在正交线性替换X＝QY将二次型f＝XT
 AX化为标准形[image: alt]
 ，其中λi
 （i＝1，2，…，n）为A的特征值．由条件（2）得λi
 ＞0（i＝1，2，…，n），故f的正惯性指数为n．

（3）⇒（4）：

由条件（3）得f＝XT
 AX的规范形为[image: alt]
 ，由于可逆线性替换前后的两个二次型的矩阵是合同的，故A与E合同．

（4）⇒（5）：

由条件（4）知，存在n阶可逆矩阵P，使得PT
 AP＝E．于是A＝（PT
 ）-1
 P-1
 ＝（P-1
 ）T
 P-1
 ．令C＝P-1
 ，则存在n阶可逆矩阵C，使得A＝CT
 C．

（5）⇒（1）：

对任意n维非零实列向量X，CX也是非零实列向量．由于A＝CT
 C，故有f＝XT
 AX＝XT
 CT
 CX＝（CX）T
 CX＞0，因此f＝XT
 AX为正定二次型．


例5.8
 　判定二次型[image: alt]
 的正定性．


解
 　二次型的矩阵为[image: alt]
 ，其特征多项式为

[image: alt]


故A的特征值1，1，10全为正实数，所以f为正定二次型．


例5.9
 　判定二次型f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）＝2x1
 x2
 是否是正定二次型．


解
 　作可逆线性替换[image: alt]
 ，二次型化为标准形[image: alt]


故f的正惯性指数为1≠3，所以f不是正定二次型．

5.3.2　正定矩阵（Positive definite matrices）


定义5.9
 　实对称矩阵A称为正定矩阵，如果二次型f＝XT
 AX是正定二次型．

实二次型的正定性与其对应的实对称矩阵的正定性相同．例如，例5.8中的矩阵A为正定矩阵．定理5.7给出的判定实二次型正定性的条件也可用于判定实对称矩阵的正定性．


定义5.10
 　子式[image: alt]
 称为n阶矩阵A＝（aij
 ）n×n
 的顺序主子式．


定理5.8
 　实对称矩阵A＝（aij
 ）n×n
 为正定矩阵的充分必要条件是Pi
 ＞0；实对称矩阵A＝（aij
 ）n×n
 为负定矩阵的充分必要条件是（-1）i
 Pi
 ＞0（其中Pi
 是A的顺序主子式，i＝1，2，…，n）．


注：
 对于具体给出的实对称矩阵，通常是通过检验其各阶顺序主子式是否都大于零来判定其正定性；对于抽象的实对称矩阵，常利用定义或特征值来判定其正定性．



例5.10
 　设[image: alt]
 ，A的顺序主子式：

[image: alt]


所以A是正定的．


例5.11
 　设A＝（aij
 ）n×n
 为正定矩阵，证明：aij
 ＞0（i＝1，2，…，n）．


证明
 　由于A＝（aij
 ）n×n
 为正定矩阵，故f＝XT
 AX为正定二次型，从而对εi
 ＝（0，…，1，…，0）T
 （i＝1，2，…，n）有[image: alt]



例5.12
 　设A为n阶实对称矩阵且满足A3
 －6A2
 ＋11A－6E＝0，证明A是正定矩阵．


证明
 　设λ是A的任一特征值，X是A的属于λ的特征向量，则λ3
 －6λ2
 ＋11λ－6是矩阵A3
 －6A2
 ＋11A－6E的特征值，X仍为矩阵A3
 －6A2
 ＋11A－6E的属于λ3
 －6λ2
 ＋11λ－6的特征向量，因此

（A3
 －6A2
 ＋11A－6E）X＝（λ3
 －6λ2
 ＋11λ－6）X．

由题设知A3
 －6A2
 ＋11A－6E＝0，得（λ3
 －6λ2
 ＋11λ－6）X＝0．而X为非零实列向量，故λ3
 －6λ2
 ＋11λ－6＝0，从而得λ＝1或λ＝2或λ＝3．所以A的特征值全为正，A是正定矩阵．

5.3.3　习题及补充练习（Exercises and supplementary exercises）

[image: alt]
 　习　题

1．判定下列实二次型的正定性：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


2．试讨论当λ为何值时，下列二次型是正定的．

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


3．设A是正定矩阵，证明：（1）｜A｜＞0；（2）A-1
 ，Ak
 （k为正整数）也是正定矩阵．

4．设A，B均为n阶正定矩阵，证明：A＋B是正定矩阵．

5．矩阵[image: alt]
 为正定矩阵的充分必要条件是（　　）．

①a＞0；

②a＞[image: alt]
 ；

③a〈-[image: alt]
 ；

④-[image: alt]
 〈a〈[image: alt]
 ；

6．A是n阶实对称矩阵，A为正定矩阵的充分必要条件是（　　）．

①｜A｜＞0；

②A与单位矩阵E合同；

③对元素全不为零的n维实列向量X，都有XT
 AX＞0；

④二次型f＝XT
 AX的负惯性指数为零．

7．下列对称矩阵是正定矩阵的是（　　）．

①[image: alt]


②[image: alt]


③[image: alt]


④[image: alt]


[image: alt]
 　补充练习

1．判定实二次型[image: alt]
 的正定性．

2．设A为n阶正定矩阵，B为n阶实反对称矩阵，证明：A－B2
 是正定矩阵．

3．设A－E是n阶正定矩阵，证明：E－A-1
 是正定矩阵．

4．设有n元实二次型

[image: alt]
 其中ai
 （i＝1，2，…，n）为实数，试问：当a1
 ，a2
 ，…，an
 满足什么条件时，f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）为正定二次型．

5．设A，B分别为m阶，n阶正定矩阵，证明：分块矩阵[image: alt]
 也是正定矩阵．

6．设矩阵[image: alt]
 ，矩阵B＝（kE＋A）2
 ，其中E为单位矩阵．问k为何值时，B为正定矩阵？

7．证明：对任意n阶方阵A，矩阵AT
 A为半正定矩阵．

8．设A是n阶正定矩阵，证明｜A＋2E｜＞2n
 ．

9．证明：n阶方阵A是正定矩阵的充分必要条件是，存在n阶正定矩阵B，使得A＝B2
 ．

10．设A，B都是n阶正定矩阵，证明：

（1）AB的特征值全大于零；

（2）若AB＝BA，则AB是正定矩阵．

数学家伽罗华简介

[image: alt]


伽罗华（Galois E.），法国数学家，1811年10月25日生于巴黎．他的双亲都受过良好的教育．在父母的熏陶下，伽罗华童年时代就表现出有才能、认真、热心等良好的品格．12岁那年，他离开了双亲，考入路易·勒·格兰皇家中学．中学结束后，伽罗华在报考巴黎综合技术学校时，在口试中主考教授对其阐述的见解不理解，居然嘲笑他．据说他“由于被狂笑声所激怒”，把黑板擦布扔到主考人头上．1829年7月2日，正当伽罗华再次准备入学考试时，他的父亲由于受不了天主教牧师的攻击、诽谤而自杀．这给伽罗华很大的触动．后来，他决定进入师范大学继续深造．

进入师范大学后，伽罗华把群论方面的研究结果提交到法国科学院．科学院委托法国最杰出的数学家柯西作为鉴定人，但柯西因病未能完成鉴定工作．1830年伽罗华又将他的研究成果详细地写成论文参加科学院的数学奖评选，希望能够获奖．论文寄给科学院终身秘书傅立叶，但傅立叶在当年5月去世，在其遗物中未能发现伽罗华的手稿．就这样，伽罗华两次递交的数学论文都遗失了．

伽罗华敢于同政治上的动摇分子进行斗争，因对师范大学教育组织极为不满而揭发校长对法国七月革命政变的两面派行为被开除．之后，在国庆节参加示威游行时被抓入狱．在监狱中他写道：“把数学运算归类，学会按照难易程度，而不是按照它们的外部特征加以分类，这就是我所理解的未来数学家的任务，这就是我所要走的道路．”毋庸置疑，“把数学运算归类”是现在所称的群论．凭着其后好几代数学家的工作，最终才实现了伽罗华的理想．为了纪念他，人们称群论为伽罗华理论．正是这套理论创立了抽象代数学，标志着旧数学史的结束和新数学史的开始．

1832年3月16日，伽罗华获释后不久，年轻气盛的他为了一个舞女卷入了一场所谓的“爱情与荣誉”的决斗．决斗方式是两人从一把有子弹的枪和一把无子弹的枪中随机选一把，隔着25公尺射击．伽罗华非常清楚对手的枪法很好，自己难以摆脱死亡的命运，所以连夜给朋友写信，仓促地把自己生平的数学研究心得扼要写出，并附以论文手稿．1832年5月30日清晨，伽罗华被打穿了肠子，埋葬在公墓的普通壕沟内，所以今天他的坟墓已无踪迹可寻．他不朽的纪念碑就是他的著作，由两篇被遗失的论文和他在死前那个不眠之夜写下的潦草手稿组成．

人们曾争论这场决斗是一个悲惨的爱情事件的结局还是出于政治动机造成的．无论是哪一种，一位世界上最杰出、最年轻和最富有创造性的头脑停止了思考．他研究数学只有五年，但他的死使数学的发展被推迟了几十年．


第六章　线性空间与线性变换

（Linear spaces and linear transformations）

第六章知识脉络框图

[image: alt]


§6.1　线性空间的基本概念

（Basic concept of linear spaces）

在第三章和第四章我们已经介绍了向量（即n元有序数组）的概念．正是在n维向量的基础上，我们逐步拓展出了线性空间和线性变换的理论．它们在数学、自然科学以及工程技术等领域有着广泛的应用．

线性空间的概念来源于几何，在费马（Fermat，1601—1665）的作品中就开始有了线性空间的萌芽．由于解析几何的迅速发展和对复平面的研究，进入高斯（Gauss，1777—1855）时代，线性空间的概念已经形成．到了19世纪后期，在凯莱（Cayley，1821—1895）和格拉斯曼（Grassmann，1809—1877）的成果中，线性空间的构造和数学语言就已经非常清晰了．随着数学以及代数公理化方法的发展，皮亚诺（Peano，1858—1932）在1888年第一次提出了实数域上线性空间的公理化定义．公理化的提出，对线性代数的发展起到了巨大的推动作用．

6.1.1　线性空间的定义及实例（Definition and examples of the linear spaces）

对通常几何空间中的向量（矢量）的加法和数乘运算进行推广，我们获得了n维向量的加法和数乘．不仅如此，前面我们还知道了矩阵的加法和数乘运算，抽象出它们关于运算的共性，借此，我们概括出线性空间的概念．


定义6.1
 　设V是一个非空集合，其中的元素记作α，β，γ，μ等；F是一个数域，其中的元素记为k，l，h等．如果在V上定义了一个加法“＋”，即对V中任意元素α，β，总存在V中唯一的元素γ与之对应，记为γ＝α＋β．在数域F与V之间定义了一种称为数量乘法（简称数乘）的运算“[image: alt]
 ”，即对F中任意一个数k及V中任意元素α，在V中总有唯一的元素μ与之对应，记为μ＝k[image: alt]
 α．若上述加法和数乘还满足下列条件：∀α，β，γ∈V；∀k，l∈F，有

（1）加法交换律：α＋β＝β＋α；

（2）加法结合律：（α＋β）＋γ＝α＋（β＋γ）；

（3）在V中存在一个元素0，使得对于所有V中元素α，都有α＋0＝α；

（4）对于V中每个元素α，总存在V中元素β，使α＋β＝0；

（5）（kl）[image: alt]
 α＝k[image: alt]
 （l[image: alt]
 α）；

（6）k[image: alt]
 （α＋β）＝k[image: alt]
 α＋k[image: alt]
 β；

（7）（k＋l）[image: alt]
 α＝k[image: alt]
 α＋l[image: alt]
 α；

（8）1[image: alt]
 α＝α．

那么称V是数域F上的线性空间．V中的每个元素都叫做向量，V中适合条件（3）的元素0称为零向量，V的条件（4）中的β称为α的负向量，并记为-α．


注：
 对V中任意元素α，β和F中任意一个数k若总有α＋β∈V及k[image: alt]
 α∈V，我们习惯地称加法“＋”和数乘“[image: alt]
 ”在V中封闭．同时，习惯上将数乘k[image: alt]
 α记为kα．



例6.1
 　数域F上的所有n维向量（行向量或列向量）对于向量通常的加法及数乘运算能构成F上的线性空间．这个线性空间习惯上被称为向量空间并记作Fn
 ，即

[image: alt]



注：
 由于线性空间中的元素通常也称为向量，所以许多教材也将线性空间叫做向量空间．



例6.2
 　数域F上所有次数小于n（n为正整数）的多项式的全体以及零多项式组成的集合，按照多项式的加法运算、数乘运算能构成F上的线性空间．这个线性空间习惯上称为多项式空间并记作Fn
 ［x］，即

[image: alt]



例6.3
 　设Mm×n
 （F）是数域F上全体m×n矩阵组成的集合，依照矩阵的加法运算和数乘运算，Mm×n
 （F）能构成一个线性空间且习惯上称为矩阵空间，即

[image: alt]



注：
 线性空间Mm×n
 （F）也可表示为Fm×n
 ．如果n＝m，则记Mn×n
 （F）为Mn
 （F），表示数域F上全体n阶矩阵组成的线性空间．例6.1，例6.2和例6.3三个线性空间的实例是代数学中最常见的研究对象，应能熟悉它们．



例6.4
 　定义在闭区间［a，b］上的一切连续函数的集合C［a，b］是实数域[image: alt]
 上的线性空间，其中C［a，b］中的加法是函数的加法、数乘是[image: alt]
 中的数作为函数的函数乘法．


例6.5
 　复数域[image: alt]
 可以看成是实数域[image: alt]
 上的线性空间，其中加法就是复数之间的加法、数乘是实数与复数的乘法．类似地，复数域[image: alt]
 可以看成是自己上面的线性空间．一般来说，若F是数域P的子域，那么P就能构成F上的线性空间；当然，数域F自然也能构成F上的线性空间．


例6.6
 　设A是一个m×n实矩阵而AX＝0是一个齐次线性方程组，令S＝｛（d1
 ，d2
 ，…，dn
 ）T
 ｜di
 ∈[image: alt]
 ｝为此方程组的全体解组成的集合，那么根据向量的通常加法和数乘，S构成一个[image: alt]
 上的线性空间．习惯上称为齐次线性方程组AX＝0的解空间．


例6.7
 　平面上平行某固定向量的全体向量所成的集合，对于向量的加法和数乘构成实数上的线性空间．


例6.8
 　若定义V＝｛0｝是只有一个元素0的集合并规定加法是0＋0＝0和对任意数k∈F都有k0＝0．那么易证V＝｛0｝是数域F上的线性空间，称为零空间．


例6.9
 　设V＝[image: alt]
 +
 ＝｛全体正实数｝，F＝[image: alt]
 ，定义加法“⊕”和数乘“e”如下：

α⊕β＝αβ，对任意α，β∈[image: alt]
 +
 ；

keα＝αk
 ，对任意α∈[image: alt]
 +
 ，k∈[image: alt]
 ．

证明：V对“⊕”和“[image: alt]
 ”构成[image: alt]
 上的线性空间．


证明
 　因为[image: alt]
 +
 非空，对任意α，β∈[image: alt]
 +
 及k∈[image: alt]
 有α⊕β＝αβ∈V和keα＝αk
 ∈V．易验证定义6.1中的（1）、（2）及（5）～（8）都成立．现在只需验证（3）和（4）．

V中存在整数1，它具有性质：对任意α∈[image: alt]
 +
 ，都有1⊕α＝1α＝α．所以，这个1就是V中的零向量，即（3）成立．

对任意α∈[image: alt]
 +
 ，都有[image: alt]
 使得[image: alt]
 ．因此[image: alt]
 就是α的负向量．所以（4）成立．

由以上验证可知V对“⊕”和“e”构成[image: alt]
 上的线性空间．


例6.10
 　一切正实数的集合[image: alt]
 +
 关于数的加法和乘法是否构成[image: alt]
 上的线性空间？


解
 　首先，[image: alt]
 中有负数，比如-3∈[image: alt]
 ．而取5∈[image: alt]
 +
 ，则会发现-3e5＝-15∉[image: alt]
 +
 ．这说明数的乘法不能满足定义6.1中数乘的要求，即数乘不封闭．所以[image: alt]
 +
 关于数的加法和乘法不能构成[image: alt]
 上的线性空间．


注：
 我们还会发现，上例关于定义6.1中的条件（3）也不成立．



例6.11
 　如果D表示所有次数等于n（n≥1）的多项式的全体以及零多项式组成的集合，按照多项式的加法、数乘，D是否构成F上的线性空间？．


解
 　常识告诉我们：两个n次多项式的和未必还是n次多项式．所以关于上述给定的两种运算，D不能构成F上的线性空间．

6.1.2　子空间（Subspaces）


定义6.2
 　数域F上的线性空间V的非空子集W，如果对于V的加法和数乘，W也能构成一个线性空间，那么W就称为V的子空间，并简记为W≤V．

很容易验证下面的结论是正确的．


定理6.1
 　设W是数域F上的线性空间V的非空子集，那么W≤V的充分必要条件是W对于V的加法和数乘封闭：∀α，β∈W，α＋β∈W；∀α∈W，∀k∈F，kα∈W．


注：
 （1）显然上述结论可以等价为：W≤V⇔∀α，β∈W，∀k，l∈F，kα＋lβ∈W．


（2）如果W≤V且W≠V，那么称W是V的真子空间．

（3）如果0表示V的零向量，那么｛0｝和V自然是V的子空间，称为V的平凡子空间．


例6.12
 　判断线性空间Mn
 （F）的子集U＝｛A＝（aij
 ）｜aij
 ＝0，i＞j｝是否构成Mn
 （F）的子空间，并说明理由．


解
 　构成Mn
 （F）的子空间．因为U由所有n阶上三角形矩阵组成，显然它是Mn
 （F）的非空子集．∀A，B∈U，∀k∈F，由于A，B都是上三角形矩阵，故A＋B，kA仍然是上三角形矩阵，即A＋B∈U，kA∈U．由定理6.1可知，U≤V．


注：
 下三角形矩阵子集L＝｛A＝（aij
 ）｜aij
 ＝0，i＜j｝和对角矩阵子集D＝｛A＝（aij
 ）｜aij
 ＝0，i≠j｝也同理能构成Mn
 （F）的子空间．



例6.13
 　证明M＝｛f（x）∈Fn
 ［x］｜f（x）＝am
 xm
 ＋am－1
 xm－1
 ＋…＋a1
 x，ai
 ∈F｝构成多项式空间Fn
 ［x］的子空间．


解
 　显然M是Fn
 ［x］中所有常数项为零的多项式组成的子集，所以含有零多项式，即M≠∅．∀f（x），g（x）∈M，∀k∈F，易知f（x）＋g（x）和kf（x）的常数项仍为零．由定理6.1可知，M≤Fn
 ［x］．


例6.14
 　下列子集是否构成向量空间Fn
 的子空间并说明理由．

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]



解
 　（1）是．因为零向量0＝（0，0，…，0）∈W1
 ，所以W1
 ≠∅．任取α＝（a1
 ，…，an
 ），β＝（b1
 ，…，bn
 ）∈W1
 ，任取k∈F．由于[image: alt]
 以及[image: alt]
 [image: alt]
 ．所以α＋β∈W1
 ，kα∈W1
 ．由定理6.1可知，W1
 ≤Fn
 ．

（2）否．反例：特取α＝（1，0，…，0）＝β∈W2
 ，显然α＋β∉W2
 ．所以W2
 不能构成Fn
 的子空间．

（3）是．因为零向量0＝（0，0，…，0）∈W3
 ，所以W3
 ≠∅．任取α＝（a1
 ，…，an
 ），β＝（b1
 ，…，bn
 ）∈W3
 ，任取k∈F．由于α＋β＝（a1
 ＋b1
 ，a2
 ＋b2
 ，…，an
 ＋bn
 ），kα＝（ka1
 ，ka2
 ，…，kan
 ）．而a1
 ＋b1
 ＝0以及ka1
 ＝0．所以α＋β∈W3
 ，kα∈W3
 ．由定理6.1推知，W3
 ≤Fn
 ．

（4）否．反例：任取α＝（1，a2
 …，an
 ）∈W4
 ，但2α＝（2，2a2
 ，…，2an
 ）∉W4
 ．所以W4
 不能构成Fn
 的子空间．


例6.15
 　由定理6.1可知，例6.6中的S事实上就是[image: alt]
 n
 的子空间．若AX＝β（β≠0）有解，则所有解的集合W是否也能构成[image: alt]
 n
 的子空间？


解
 　可以知道，当β≠0时W一定不能构成[image: alt]
 n
 的子空间．因为任何Y1
 ，Y2
 ∈W都有A（Y1
 ＋Y2
 ）＝AY1
 ＋AY2
 ＝β＋β≠β，即Y1
 ＋Y2
 ∉W，故W对[image: alt]
 n
 的加法不封闭．


例6.16
 　证明Mn
 （F）的全体对称矩阵的集合S1
 ＝｛A∈Mn
 （F）｜AT
 ＝A｝和反对称矩阵的集合S2
 ＝｛A∈Mn
 （F）｜AT
 ＝-A｝都能构成Mn
 （F）的子空间．


证明
 　因为零矩阵0∈S1
 ，所以S1
 ≠∅．由于任意A，B∈S1
 ，k∈F，（A＋B）T
 ＝AT
 ＋BT
 ＝A＋B，（kA）T
 ＝kAT
 ＝kA．所以A＋B∈S1
 ，kA∈S1
 ．由定理6.1可知，S1
 ≤Mn
 （F）．同理可证，S2
 ≤Mn
 （F）．


例6.17
 　从例6.5已知复数域[image: alt]
 可以看成是实数域[image: alt]
 上的线性空间，但由于数乘不封闭，所以子集S＝｛a＋bi｜a，b∈[image: alt]
 ｝不是[image: alt]
 的子空间．

周知，考察子集的交与子集的并是集合论中研究集合的重要方法．类似地，我们有下面的结论和讨论．


定理6.2
 　设V是数域F上的线性空间，而W1
 ，W2
 ≤V，那么W1
 与W2
 的交集W1
 ∩W2
 ＝｛α｜α∈W1
 且α∈W2
 ｝也是V的子空间，习惯上称为W1
 与W2
 的交子空间．


证明
 　因为0∈W1
 ∩W2
 ，所以W1
 ∩W2
 ≠∅．任取α，β∈W1
 ∩W2
 ，任取k∈F．因为α，β∈W1
 ，W1
 ≤V，由定理6.1知α＋β∈W1
 ，kα∈W1
 ．同理α＋β∈W2
 ，kα∈W2
 ．综合上述讨论，我们有α＋β∈W1
 ∩W2
 ，kα∈W1
 ∩W2
 ．所以W1
 ∩W2
 ≤V．


注：
 定理6.2可以推广到多个子空间的情形：如果W1
 ，W2
 ，…，Wm
 ≤V，那么[image: alt]




例6.18
 　设W1
 ，W2
 ，W3
 ≤M2
 （F），其中[image: alt]
 ，W2
 ＝

[image: alt]


下面讨论子空间的并集的问题．


引理6.1
 　设V是数域F上的线性空间而W1
 ，W2
 ≤V，如果W1
 ，W2
 没有包含关系，则必存在α，β∈W1
 ∪W2
 使得α＋β∉W1
 ∪W2
 ．


证明
 　由于W1
 ，W2
 没有包含关系，故存在α∈W1
 且α∉W2
 ；存在β∈W2
 且β∉W1
 ．如果α＋β∈W1
 ，那么β＝（α＋β）－α∈W1
 ，与β∉W1
 矛盾，所以α＋β∉W1
 ．同理α＋β∉W2
 ．这表明α＋β∉W1
 ∪W2
 ．

上述引理表明：如果子空间W1
 ，W2
 没有包含关系时，那么W1
 ∪W2
 关于V的加法不封闭．即W1
 ∪W2
 不能构成V的子空间．事实上，我们有


定理6.3
 　如果W1
 ，W2
 是线性空间V的子空间，那么W1
 ∪W2
 ≤V⇔W1
 ⊆W2
 或W2
 ⊆W1
 ．


证明
 　充分性是显然的．而引理6.1可以直接推出必要性．

由上讨论可知，因W1
 ，W2
 没有包含关系，W1
 ∪W2
 不能保持加法的封闭性，所以子空间的并集通常不再是子空间了．为了弥补这个缺憾，我们考虑将W1
 ∪W2
 中所有向量的和构成一个子集，称为W1
 ，W2
 的和集并记为W1
 ＋W2
 ，它自然成为V的包含W1
 ∪W2
 的一个子集：

W1
 ＋W2
 ＝｛α1
 ＋α2
 ｜αi
 ∈Wi
 ，i＝1，2｝．


例6.19
 　W1
 ，W2
 ≤M2
 （F），其中[image: alt]
 那么[image: alt]



定理6.4
 　设V是数域F上的线性空间而W1
 ，W2
 ≤V，那么依照V的运算，W1
 与W2
 的和集W1
 ＋W2
 也是V的子空间，习惯上称为W1
 与W2
 的和子空间．


证明
 　显然Wi
 ⊆W1
 ＋W2
 （i＝1，2），故W1
 ＋W2
 ≠∅．任取η，ξ∈W1
 ＋W2
 ，k∈F，其中η＝α1
 ＋α2
 ，ξ＝β1
 ＋β2
 ，这里α1
 ，β1
 ∈W1
 ，α2
 ，β2
 ∈W2
 ．则η＋ξ＝（α1
 ＋α2
 ）＋（β1
 ＋β2
 ）＝（α1
 ＋β1
 ）＋（α2
 ＋β2
 ），kη＝kα1
 ＋kα2
 ．因为W1
 ≤V，W2
 ≤V，故α1
 ＋β1
 ，kα1
 ∈W1
 ，α2
 ＋β2
 ，kα2
 ∈W2
 ，进而η＋ξ∈W1
 ＋W2
 ，kη∈W1
 ＋W2
 ．所以W1
 ＋W2
 ≤V．

设W1
 ，W2
 为V的子空间，那么下面的包含链简单地刻画了子空间之间的关系：

｛0｝≤W1
 ∩W2
 ≤W1
 ，W2
 ⊆W1
 ∪W2
 ⊆W1
 ＋W2
 ≤V．


注：
 符号“≤”表示线性空间之间的隶属关系，而“⊆”只表示集合之间的包含关系．



例6.20
 　证明Mn
 （[image: alt]
 ）＝S1
 ＋S2
 其中S1
 ＝｛A∈Mn
 （F）｜AT
 ＝A｝和S2
 ＝｛A∈Mn
 （F）｜AT
 ＝-A｝．


证明
 　例6.15指出S1
 ，S2
 ≤Mn
 （[image: alt]
 ），所以S1
 ＋S2
 ≤Mn
 （[image: alt]
 ）．现只需说明Mn
 （[image: alt]
 ）⊆S1
 ＋S2
 即可．任取A∈Mn
 （[image: alt]
 ），那么A＝B＋C，其中[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 （AT
 －ATT
 ）＝-[image: alt]
 （A－AT
 ）＝-C．所以B∈S1
 ，C∈S2
 ，即A∈S1
 ＋S2
 ．

尽管线性空间的向量线性关系的问题要在下一节才讨论，但为了避免知识点过于零散，我们现在就介绍由V的一些向量生成的子空间的概念．为此我们有下面的结论．


定理6.5
 　如果α1
 ，α2
 ，…，αr
 是线性空间V的任意r个向量，那么由所有线性组合[image: alt]
 构成的集合[image: alt]
 关于V的运算构成V的子空间．


证明
 　显然每个αi
 ∈L（α1
 ，α2
 ，…，αr
 ），所以L（α1
 ，α2
 ，…，αr
 ）≠∅．任取k∈F及任意η，ξ∈L（α1
 ，α2
 ，…，αr
 ），其中[image: alt]
 ，那么[image: alt]
 ∈[image: alt]
 ，即L（α1
 ，α2
 ，…，αr
 ）≤V．


例6.21
 　设[image: alt]
 ，则L（E11
 ，E21
 ，E22
 ）＝[image: alt]


6.1.3　习题及补充练习（Exercises and supplementary exercises）

[image: alt]
 　习　题

1．判断下列集合对于指定的运算是否构成实数域[image: alt]
 上的线性空间，并说明理由：

（1）平面上不平行某固定向量γ0
 的全体向量所组成的集合，对于向量的加法和数乘．

（2）平面上全体向量的集合，对于向量的加法和如下定义的数乘“[image: alt]
 ”：

k[image: alt]
 α＝0．

（3）全体实数的二元数组的集合V，对于下面定义的加法“⊕”和数乘“g”：

[image: alt]


（4）集合S＝｛0，1｝关于下面定义的加法“⊕”和数乘“[image: alt]
 ”：

0⊕0＝0，1⊕1＝0，0⊕1＝1⊕0＝1；

k[image: alt]
 x＝0，对任意k∈[image: alt]
 ，x∈S．

（5）设V＝[image: alt]
 为实数域，对于[image: alt]
 中元素的加法和实数域中的乘法．

（6）设V1
 ，V2
 均为[image: alt]
 上的线性空间．令V＝V1
 ×V2
 ＝｛（α1
 ，α2
 ）｜αi
 ∈Vi
 ，i＝1，2｝，对于下面定义的加法“⊕”和数乘“[image: alt]
 ”：

[image: alt]


其中“+1
 ”和“[image: alt]
 ”分别是V1
 的运算；“+2
 ”和“[image: alt]
 ”分别是V2
 的运算．

2．判断下列子集哪些是[image: alt]
 3
 的子空间，如果不是，请说明理由．

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


3．如果W1
 ，W2
 ，…，Wm
 ≤V，证明：这些子空间的交仍是V的子空间，即[image: alt]


4．设A为n阶实对称矩阵，在什么条件下，满足XAXT
 ＝0的n维实向量X＝（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）能构成[image: alt]
 n
 的子空间．

5．证明：任意一个线性空间都不能表示成两个真子空间的并．

6．设W1
 ，W2
 ，W3
 都是线性空间V的子空间，其中W1
 ⊆W2
 ，W3
 ∩W1
 ＝W3
 ∩W2
 ，W3
 ＋W1
 ＝W3
 ＋W2
 ．证明：W1
 ＝W2
 ．

7．设W1
 ，W2
 ，W3
 都是数域F上线性空间V的子空间，证明：

（W1
 ∩W2
 ）＋（W1
 ∩W3
 ）⊆W1
 ∩（W2
 ＋W3
 ）．

举例说明等式未必成立．

8．设W1
 ，W2
 ，W3
 都是数域F上线性空间V的子空间且W3
 ⊆W1
 ，证明：

（W1
 ∩W2
 ）＋W3
 ＝W1
 ∩（W2
 ＋W3
 ）．

9．W1
 ，W2
 都是数域F上线性空间V的子空间，α，β∈V，其中α∈W2
 ，α∉W1
 ，又设β∉W2
 ．证明：

（1）对于任意k∈F，β＋kα∉W2
 ；

（2）最多只有一个k∈F，使得β＋kα∈W1
 ．

10．设W1
 ，W2
 ，…，Wm
 是线性空间V的子空间，且每个Wi
 ≠V（i＝1，2，…，m）．证明：存在一个向量ξ∈V，使得ξ∉Wi
 （i＝1，2，…，m）．

[image: alt]
 　补充练习

1．证明：线性空间的八个条件中，加法的交换律可由其余条件推出．

2．设V是定义在闭区间［0，1］上所有实函数的集合，规定V的运算：∀f1
 ，f2
 ，f∈V，∀k∈[image: alt]
 ，则加法为（f1
 ＋f2
 ）（x）＝f1
 （x）＋f2
 （x）；数乘为（kf）（x）＝kf（x）．证明：V是实数域上的线性空间．

3．设｛α1
 ，α2
 ，…，αr
 ｝，｛β1
 ，β2
 ，…，βs
 ｝都是线性空间V的向量组，证明：

（1）L（α1
 ，α2
 ，…，αr
 ）⊆L（β1
 ，β2
 ，…，βs
 ）的充分必要条件是｛α1
 ，α2
 ，…，αr
 ｝能被｛β1
 ，β2
 ，…，βs
 ｝线性表示．

（2）L（α1
 ，α2
 ，…，αr
 ）＝L（β1
 ，β2
 ，…，βs
 ）的充分必要条件是｛α1
 ，α2
 ，…，αr
 ｝与｛β1
 ，β2
 ，…，βs
 ｝等价．

4．L（α1
 ，α2
 ，…，αr
 ）＋L（β1
 ，β2
 ，…，βs
 ）＝L（α1
 ，α2
 ，…，αr
 ，β1
 ，β2
 ，…，βs
 ），特别地，L（α1
 ，α2
 ，…，αr
 ）＝L（α1
 ）＋L（α2
 ）＋…＋L（αr
 ）．

5．设S1
 ，S2
 分别是齐次线性方程组[image: alt]
 的解空间．

证明：

Fn
 ＝S1
 ＋S2
 且S1
 ∩S2
 ＝｛0｝．

6．如果W是线性空间V的子空间，那么使等式V＝W＋N成立的子空间N是唯一的吗？证明你的结论．

7．设W1
 ，W2
 均为n维线性空间V的子空间且ξ∈W1
 ＋W2
 ，如果ξ＝α1
 ＋α2
 ＝β1
 ＋β2
 ，其中αi
 ，βi
 ∈Wi
 （i＝1，2），则必有α1
 ＝β1
 ，α2
 ＝β2
 ，则称ξ在W1
 ＋W2
 中的分解唯一．

证明下列命题是等价的：

①W1
 ＋W2
 中的每个向量的分解唯一；

②W1
 ＋W2
 中有个向量的分解唯一；

③零向量在W1
 ＋W2
 中的分解唯一；

④W1
 ∩W2
 ＝｛0｝．

8．设V是数域F上的线性空间，α1
 ，α2
 ，…，αm
 为V的一组向量．令

[image: alt]


证明：W是V的子空间．

9．设四个n阶方阵A，B，C，D是两两可交换的且AC＋BD＝E．V，W1
 和W2
 分别是齐次线性方程组ABX＝0，BX＝0和AX＝0的解空间．证明：V＝W1
 ＋W2
 及W1
 ∩W2
 ＝｛0｝．

10．如果在[image: alt]
 2
 中定义加法运算“⊕”和数乘运算“[image: alt]
 ”分别为：

[image: alt]


试判断[image: alt]
 2
 关于上述运算能否构成[image: alt]
 上的一个线性空间．

§6.2　线性空间的基本性质

（Basic properties of linear spaces）

抽象线性空间概念的引入使我们扩大了视野，它把诸多不同的研究对象的共同特点用线性空间这一个概念加以概括，进而极大地提升了代数学理论的应用价值和扩大了实用范围．本节将从线性空间的基本性质入手，着重介绍线性空间的基和维数以及坐标变换等核心内容．

6.2.1　基、维数及坐标（Basis, dimension and coordinate）


命题6.1
 　设V是数域F上的线性空间，那么

（1）V中的零向量是唯一的；

（2）V中每个向量的负向量是唯一的．


证明
 　（1）假设01
 ，02
 都是V的零向量，那么利用01
 是零向量，则01
 ＋02
 ＝02
 ；利用02
 是零向量，则01
 ＋02
 ＝01
 ．所以01
 ＝01
 ＋02
 ＝02
 ．即01
 ＝02
 ．

（2）任取V中的向量α，设β1
 ，β2
 都是α的负向量，那么α＋β2
 ＝β1
 ＋α＝0．于是β1
 ＝β1
 ＋0＝β1
 ＋（α＋β2
 ）＝（β1
 ＋α）＋β2
 ＝0＋β2
 ＝β2
 ．即β1
 ＝β2
 ．


注：
 因为向量α的负向量β是唯一的，所以习惯上记β＝-α．


很容易证明下面的结论：


命题6.2
 　设α，β，γ是数域F上的线性空间V的任意向量，那么

（1）若β＋α＝γ＋α，则有β＝γ；

（2）任意的向量α：0α＝0；

（3）任意的数k∈F：k0＝0；

（4）任意的向量α：（-1）α＝-α；

（5）若kα＝0，则k＝0或α＝0．


注：
 上述命题中的“0”表示数字零，而“0”表示线性空间V的零向量．上述结论（1）说明线性空间的加法满足消去律，进而向量的加法等式可以“移项”：从α＋β＝γ可得到α＝γ－β．



定义6.3
 　设V是数域F上的线性空间，α1
 ，α2
 ，…，αr
 和β均为V的向量，若存在F的r个数k1
 ，k2
 ，…，kr
 ，使得

β＝k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋kr
 αr
 ，

那么称β是α1
 ，α2
 ，…，αr
 的线性组合
 或β能被（由）α1
 ，α2
 ，…，αr
 线性表示
 ．


定义6.4
 　设V是数域F上的线性空间，α1
 ，α2
 ，…，αr
 为V的r个向量，若存在F的r个不全为零的数k1
 ，k2
 ，…，kr
 ，使得

k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋kr
 αr
 ＝0，

那么称α1
 ，α2
 ，…，αr
 线性相关
 ，反之若F中不存在不全为零的数k1
 ，k2
 ，…，kr
 使上式成立，则称α1
 ，α2
 ，…，αr
 线性无关
 ．


注：
 在线性空间理论中，线性相关、线性无关及线性组合是向量之间最基本的关系，统称为向量的线性关系．为此，需要提醒：


（1）讨论向量的线性关系所用到的系数k1
 ，k2
 ，…，kr
 必须取自数域F；

（2）线性组合表达式k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋kr
 αr
 可缩写成[image: alt]


（3）判断向量组线性无关还可以使用下列等价定义：α1
 ，α2
 ，…，αr
 线性无关[image: alt]
 若存在k1
 ，k2
 ，…，kr
 使[image: alt]
 ，则必有k1
 ＝k2
 ＝…＝kr
 ＝0．

读者会发现以上的定义都是大家熟悉的，它们事实上是逐字逐句地重复了第三章n元向量（即n元数组）相应概念的定义．而且，第三章中从这些定义出发对n元向量所作的论证完全可以搬到数域F上的抽象线性空间中并得出相同的结论．为了读者方便，我们把有关的结论以引理的形式叙述如下，而略去它们的证明．


引理6.2
 　设α1
 ，α2
 ，…，αr
 为V的线性无关的向量，对任意β∈V，α1
 ，α2
 ，…，αr
 ，β线性相关的充分必要条件为β可以被α1
 ，α2
 ，…，αr
 线性表示．


注：
 上述的线性表示法必定是唯一的．



引理6.3（替换定理）
 　设α1
 ，α2
 ，…，αr
 和β1
 ，β2
 ，…，βs
 均为V的向量，如果α1
 ，α2
 ，…，αr
 线性无关且可被β1
 ，β2
 ，…，βs
 线性表示，那么r≤s，且必能从β1
 ，β2
 ，…，βs
 中适当选取s－r个向量β′1
 ，β′2
 ，…，β′s－r
 使得α1
 ，α2
 ，…，αr
 ，β′1
 ，β′2
 ，…，β′s－r
 与β1
 ，β2
 ，…，βs
 等价．


引理6.4
 　如果α1
 ，α2
 ，…，αr
 可被β1
 ，β2
 ，…，βs
 线性表示且r＞s，那么α1
 ，α2
 ，…，αr
 线性相关．

从第三章我们已经知道，每个非零的n维向量组都有极大（线性）无关组，而且极大无关组所含向量个数叫做此向量组的秩．向量组的秩可以看成是向量组线性无关程度的度量．如果将整个线性空间看成是向量组，那么其极大无关组就是所谓的基．


定义6.5
 　设数域F上的线性空间V有n个线性无关的向量，但任何数目大于n的向量都线性相关，那么V就称为n维的线性空间，那n个线性无关的向量称为V的基，习惯上记V的维数为dimV．如果在V中能找到任意多个线性无关的向量，那么V就称为无限维的线性空间．


注：
 F上的n维线性空间V可以简记为Vn
 （F）．线性空间若有基，则基不是唯一的．一个无限维的线性空间也有基的概念，但它与有限维线性空间有比较大的区别并已经超出本课程的范围，不作讨论．


由以上定义的基的概念看来，给出线性空间的基之前必须确定空间的维数，事实上，这两个问题可以同时解决．利用引理6.2我们就很容易得到下面的结论：


定理6.6
 　设α1
 ，α2
 ，…，αn
 是数域F上线性空间V的n个线性无关的向量，且V中每个向量都是α1
 ，α2
 ，…，αn
 的线性组合，那么V是n维的，而α1
 ，α2
 ，…，αn
 就是V的基．


证明
 　因α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性无关，则V的维数至少是n的．下面只需说明V中任何数目大于n向量都线性相关即可．如果β1
 ，β2
 ，…，βn＋1
 是V中一组线性无关的向量，而它能被α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性表示，引理6.4表明n＋1≤n，于是得出矛盾．


注：
 零空间显然不存在线性无关的向量，所以没有基，我们规定零空间的维数是零．除非特别说明，以下所讨论的线性空间都是数域F上非零的空间．


在讨论子空间的维数时，下面的维数定理尤其重要．


定理6.7（维数定理）
 　设W1
 ，W2
 都是n维线性空间V的子空间，那么

dimW1
 ＋dimW2
 ＝dim（W1
 ＋W2
 ）＋dim（W1
 ∩W2
 ）．

在解析几何中我们为了研究向量的性质，引入向量的坐标是一个重要的步骤．对于有限维线性空间，向量的坐标同样是一个有力的工具．


定义6.6
 　设V是数域F的n维线性空间，α1
 ，α2
 ，…，αn
 是V的一个基，于是V的每个向量β都可以被此基唯一表示为

[image: alt]


的形式，其中（k1
 ，k2
 ，…，kn
 ）∈Fn
 ．我们称（k1
 ，k2
 ，…，kn
 ）为β关于基α1
 ，α2
 ，…，αn
 的坐标．为了书写方便，我们借助矩阵乘法的法则在形式上写成

[image: alt]



注：
 由于基是线性无关的，第三章的知识表明每个向量关于基的坐标都是唯一的．



例6.22
 　对于三维向量空间F3
 ，dimF3
 ＝3．且三维单位向量组｛ε1
 ，ε2
 ，ε3
 ｝以及｛α1
 ，α2
 ，α3
 ｝都是基，其中，ε1
 ＝（1，0，0），ε2
 ＝（0，1，0），ε3
 ＝（0，0，1），α1
 ＝（1，0，0），α2
 ＝（1，1，0），α3
 ＝（1，1，1）．试求出向量β＝（a，b，c）分别关于这两个基的坐标．


解
 　由第三章可知β＝（a，b，c）＝aε1
 ＋bε2
 ＋cε3
 ，所以β关于｛ε1
 ，ε2
 ，ε3
 ｝的坐标是（a，b，c）．

设β＝（a，b，c）关于｛α1
 ，α2
 ，α3
 ｝的坐标是（x1
 ，x2
 ，x3
 ），于是

[image: alt]


由此

[image: alt]


解此方程组，得到

x1
 ＝a－b，x2
 ＝b－c，x3
 ＝c．

所以β关于｛α1
 ，α2
 ，α3
 ｝的坐标是（a－b，b－c，c）．


注：
 将上例推广到n维向量空间Fn
 上，n维单位向量组｛ε1
 ，ε2
 ，…，εn
 ｝自然是Fn
 的一个基，所以dimFn
 ＝n．由于此基使用起来特别方便，故常常应用在实例和习题中，习惯上称之为n维标准正交基或自然基．



例6.23
 　在矩阵空间M2
 （F）中给出一个基｛E11
 ，E12
 ，E21
 ，E22
 ｝，所以dimM2
 （F）＝4，其中[image: alt]
 而M2
 （F）中每个向量[image: alt]
 关于此基的坐标为（a，b，c，d）．

显然，上例可以推广到n×m阶矩阵空间Mn×m
 （F）中，即dimMn×m
 （F）＝nm．其中相应的基为｛Eij
 ｜i，j＝1，2，…，n｝，而Eij
 代表第i行，第j列交叉处的元素是1，其余的元素为0的n×m阶矩阵，显然这个基相比之下形式最简单，习惯上称此基为Mn×m
 （F）的最简基．


例6.24
 　在多项式空间Fn
 ［x］中，｛xn－1
 ，xn－2
 ，…，x，1｝是个基，而Fn
 ［x］的任意一个多项式f（x）＝an－1
 xn－1
 ＋an－2
 xn－2
 ＋…＋a1
 x＋a0
 关于此基的坐标就是系数（an－1
 ，…，a1
 ，a0
 ），与上例相似，此基也成为Fn
 ［x］的最简基．


例6.25
 　如果齐次线性方程组AX＝0有无穷多解，那么它的解空间的基就是方程组的基础解系．


例6.26
 　复数域[image: alt]
 作为实数域[image: alt]
 上的线性空间是二维的，它的其中一个基是｛1，i｝；而[image: alt]
 作为自身上的线性空间是一维的，每个非零的复数都可构成一个基．


例6.27
 　设α1
 ，α2
 ，…，αr
 是线性空间V的向量，那么由它们生成的子空间L（α1
 ，…，αr
 ）的基就是向量组α1
 ，α2
 ，…，αr
 的极大线性无关组，进而向量组的秩就是子空间的维数．

6.2.2　基变换与坐标变换（Basis change and coordinate transformation）

在数域F上n维线性空间V中，任意n个线性无关的向量都是V的基．同一个向量关于不同基的坐标一般是不同的．例6.21已经说明了这一点．下面考察随着基的变化，向量的坐标是怎样改变的．

设Ⅰ＝｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝和Ⅱ＝｛β1
 ，β2
 ，…，βn
 ｝均为n维线性空间V的基，于是每个βj
 （j＝1，2，…，n）可由基Ⅰ线性表示，而且表示法唯一．可设
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其中aij
 ∈F．显然，上式可以记为

[image: alt]


其中，

[image: alt]


是数域F上的n阶矩阵，叫做由基Ⅰ到基Ⅱ的过渡矩阵
 ．关于过渡矩阵，我们有


引理6.5
 　设｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝是数域F上的n维线性空间V的基，A是数域F上的一个n阶矩阵．令

（β1
 ，β2
 ，…，βn
 ）＝（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）A．

那么当且仅当A是可逆矩阵时，｛β1
 ，β2
 ，…，βn
 ｝是V的基．

由引理6.5可得到下列结论：


定理6.8
 　设V是数域F上一个n维线性空间，V的基Ⅰ＝｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝到V的基Ⅱ＝｛β1
 ，β2
 ，…，βn
 ｝的过渡矩阵是A．再设V中向量ξ关于基Ⅰ和基Ⅱ的坐标分别是（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）和（y1
 ，y2
 ，…，yn
 ）．那么
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证明
 　由条件可知

（β1
 ，β2
 ，…，βn
 ）＝（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）A．

又因为

[image: alt]


利用ξ关于基Ⅰ的坐标的唯一性，则

[image: alt]



注：
 表达式（6.1）及式（6.2）分别称为基变换公式和坐标变换公式．



例6.28
 　在多项式空间F3
 ［x］中，设f1
 ＝x2
 ＋x，f2
 ＝x2
 ＋1，f3
 ＝x＋1；g1
 ＝x2
 ＋x＋1，g2
 ＝x2
 ＋x＋2，g3
 ＝x2
 ＋2x＝3．

（1）证明：Ⅰ＝｛f1
 ，f2
 ，f3
 ｝及Ⅱ＝｛g1
 ，g2
 ，g3
 ｝均为F3
 ［x］的基；

（2）求基Ⅰ到基Ⅱ的过渡矩阵；

（3）如果h关于基Ⅱ的坐标是（1，1，1），求h关于基Ⅰ的坐标．


解
 　（1）因为x2
 ，x，1是F3
 ［x］的最简基．又由于

（f1
 ，f2
 ，f3
 ）＝（x2
 ，x，1）A，

（g1
 ，g2
 ，g3
 ）＝（x2
 ，x，1）B，

其中，

[image: alt]


易计算A，B都是可逆矩阵，由引理6.5知Ⅰ及Ⅱ均为F3
 ［x］的基．

（2）由于（x2
 ，x，1）＝（f1
 ，f2
 ，f3
 ）A-1
 ．所以

（g1
 ，g2
 ，g3
 ）＝（x2
 ，x，1）B＝（f1
 ，f2
 ，f3
 ）A-1
 B，

所以基Ⅰ到基Ⅱ的过渡矩阵为A-1
 B．

为了计算出A-1
 B，我们介绍一种新的方法：对3×6矩阵（A，B）进行初等行变换，将A化成单位矩阵E后，处于B的位置的矩阵就是A-1
 B．具体化法写成如下形式：

[image: alt]


所以

[image: alt]


（3）现设h关于基Ⅰ的坐标为（x1
 ，x2
 ，x3
 ），由坐标变换公式可知

[image: alt]



例6.29
 　在[image: alt]
 4
 中，设W1
 ＝L（α1
 ，α2
 ），W2
 ＝L（β1
 ，β2
 ），其中α1
 ＝（1，2，1，0），α2
 ＝（-1，1，1，1）；β1
 ＝（2，-1，0，1），β2
 ＝（1，-1，3，7）．求W1
 ∩W2
 与W1
 ＋W2
 的维数和基．


解
 　易知｛α1
 ，α2
 ｝，｛β1
 ，β2
 ｝都是线性无关的，故dimW1
 ＝dimW2
 ＝2．由于W1
 ＋W2
 ＝L（α1
 ，α2
 ，β1
 ，β2
 ），经计算知｛α1
 ，α2
 ，β1
 ，β2
 ｝的极大线性无关组是｛α1
 ，α2
 ，β1
 ｝．所以W1
 ＋W2
 的基为｛α1
 ，α2
 ，β1
 ｝且dim（W1
 ＋W2
 ）＝3．由维数定理知dim（W1
 ∩W2
 ）＝1．

设ξ∈W1
 ∩W2
 ，那么存在实数x1
 ，x2
 及y1
 ，y2
 使得x1
 α1
 ＋x2
 α2
 ＝ξ＝y1
 β1
 ＋y2
 β2
 ，经整理即得x1
 α1
 ＋x2
 α2
 －y1
 β1
 －y2
 β2
 ＝0．所以得到齐次线性方程组

[image: alt]


解得基础解系（1，-4，3，-1）．也就是说W1
 ∩W2
 的基为α1
 －4α2
 ＝（5，-2，-3，-4）．

6.2.3　习题及补充练习（Exercises and supplementary exercises）

[image: alt]
 　习　题

1．计算下列线性组合：

（1）[image: alt]


（2）在M2
 （[image: alt]
 ）中：[image: alt]


（3）在[image: alt]
 ，其中f（x）＝2x2
 －4x－1，g（x）＝-3x＋7，h（x）＝3x2
 －x＋4．

2．求出三个不全为零的实数a，b和c使得下列表达式成立：

a（1，2，2）＋b（3，0，4）＋c（5，-2，6）＝（0，0，0）．

3．求M3
 （F）的下列子空间的维数和基：

（1）W1
 ＝｛A∈M3
 （F）｜AT
 ＝A｝；

（2）W2
 ＝｛A∈M3
 （F）｜AT
 ＝-A｝；

（3）W3
 ＝｛A＝（aij
 ）∈M3
 （F）｜aij
 ＝0，i＞j｝；

（4）W4
 ＝｛A＝（aij
 ）∈M3
 （F）｜aij
 ＝0，i≠j｝．

4．求齐次线性方程组x1
 ＋x2
 ＋x3
 ＋x4
 ＝0的解空间的维数和基．

5．判断下列向量组是否构成F4
 ［x］的基？

（1）f1
 ＝x，f2
 ＝x＋1，f3
 ＝x2
 ＋2，f4
 ＝x3
 ＋3；

（2）g1
 ＝x－1，g2
 ＝x2
 －1，g3
 ＝x3
 －1，g4
 ＝2x2
 ＋x；

（3）h1
 ＝x，h2
 ＝x2
 ，h3
 ＝x3
 ，h4
 ＝2．

6．求F3
 中向量ξ＝（3，7，1）关于基α1
 ＝（1，3，5），α2
 ＝（6，3，2），α3
 ＝（3，1，0）的坐标．

7．求F3
 ［x］中向量g＝x2
 ＋x＋1关于基｛f1
 ＝1，f2
 ＝x－1，f3
 ＝（x－2）（x－1）｝的坐标．

8．求M2
 （F）中向量[image: alt]
 关于基[image: alt]
 [image: alt]
 的坐标．

9．设｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝是线性空间Vn
 （F）的一个基，求此基｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝到基｛αn
 ，αn－1
 ，…，α1
 ｝的过渡矩阵以及基｛αn
 ，αn－1
 ，…，α1
 ｝到基｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝的过渡矩阵．

10．设Ⅰ＝｛α1
 ，α2
 ，α3
 ｝和Ⅱ＝｛β1
 ，β2
 ，β3
 ｝均为线性空间F3
 的向量组，其中

α1
 ＝（-3，1，-2），α2
 ＝（1，-1，1），α3
 ＝（2，3，-1）

β1
 ＝（1，1，1），β2
 ＝（1，2，3），β3
 ＝（2，0，1）．

（1）证明Ⅰ和Ⅱ都是F3
 的基；

（2）求Ⅰ到Ⅱ的过渡矩阵；

（3）如果ξ＝（1，2，3）∈F3
 ，求ξ关于基Ⅰ的坐标．

11．在[image: alt]
 3
 中，设W1
 ＝L（α1
 ，α2
 ，α3
 ），W2
 ＝L（β1
 ，β2
 ，β3
 ），其中α1
 ＝（1，0，0），α2
 ＝（0，1，1），α3
 ＝（1，1，1）；β1
 ＝（1，1，0），β2
 ＝（0，0，1），β3
 ＝（2，2，1）．求W1
 ∩W2
 与W1
 ＋W2
 的维数和基．

[image: alt]
 　补充练习

1．如果a1
 α＋a2
 β＋a3
 γ＝0且a1
 a3
 ≠0，证明：L（α，β）＝L（β，γ）．

2．设｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝为Vn
 （F）的基，判断下列向量组是否为基：

（1）｛α1
 ，α1
 ＋α2
 ，…，α1
 ＋α2
 ＋…＋αn
 ｝；

（2）｛α1
 ＋α2
 ，α2
 ＋α3
 ，…，αn－1
 ＋αn
 ，αn
 ＋α1
 ｝．

3．在F4
 中，求齐次线性方程组[image: alt]
 确定的解空间的基与维数．

4．在四维向量空间M2
 （F）中，求向量C使其关于基｛E11
 ，E12
 ，E21
 ，E22
 ｝和基｛A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 ｝的坐标相同，其中[image: alt]


5．如果V是一个有限维的线性空间，W≤V而且dimW＝dimV，证明：W＝V．

6．设W1
 ，W2
 都是Vn
 （F）的子空间并且dimW1
 ＋dimW2
 ＞n，证明：W1
 ∩W2
 ≠｛0｝．

7．设W1
 ，W2
 都是数域F上n维线性空间V的子空间并且dimW1
 ＋dimW2
 ＝n．证明：等式V＝W1
 ＋W2
 成立的充分必要条件为W1
 ∩W2
 ＝｛0｝．

8．证明：Fn
 的任意一个子空间W都是某个齐次线性方程组的解空间．

9．设W1
 ＝｛（x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ）∈F4
 ｜x1
 －x2
 －x3
 －x4
 ＝0｝和W2
 ＝｛（x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ）∈F4
 ｜x1
 ＋x2
 ＋x3
 ＋x4
 ＝0｝均为F4
 的子空间，求W1
 ∩W2
 与W1
 ＋W2
 的维数和基．

10．证明：每个r维的子空间都可以写成r个一维子空间的和．

11．设｛α1
 ，α2
 ，α3
 ｝线性相关，但它们两两线性无关，证明：

L（α1
 ，α2
 ）＝L（α1
 ，α3
 ）＝L（α2
 ，α3
 ）．

12．给出F4
 的线性无关向量组：（1，2，1，0），（2，3，0，0），（4，3，1，2），请添加一个向量，使得新的向量组成为F4
 的基．

§6.3　线性变换的基本概念

（Basic concept of linear transformation）

从§6.1可知，数域F上的有限维线性空间的种类举不胜举．它们的维数有些相同而有些是不同的．将这些线性空间进行分类是一个很有意义的工作．本节我们的工作就是讨论线性空间之间的关系．我们可以通过映射将任意的n维线性空间Vn
 （F）和我们所熟悉的Fn
 等同起来（在同构的观点下），这样我们要考察n维线性空间的性质就只需要考察Fn
 的性质即可．注意到这种映射是从Vn
 （F）到Fn
 的保持线性组合的一一对应关系．因此在线性空间中这种保持线性组合的对应关系是研究线性空间的非常重要的工具，特别是线性空间V到V自身的对应关系——线性变换．

6.3.1　线性变换的定义及实例（Definition and examples of the linear space）


定义6.7（集合的映射）
 设A，B为集合．如果存在对应法则f，使得A中任意元素a在对应法则f下对应B中唯一确定的元素（一般地，我们把这个元素记做f（a）），则称f是A到B的一个映射
 ，记为

f：A→B，

a→f（a）．

如果f（a）＝b∈B，则b为a在f下的像
 ，a为b在f下的一个原像
 ．A的所有元素在f下的像构成的B的子集称为A在f下的像
 ，记做f（A）．即f（A）＝｛f（a）｜a∈A｝．设B1
 是B的子集，记f-1
 （B1
 ）＝｛a∈A｜f（a）∈B1
 ｝，称为B1
 在f下的原像
 ．

对任意a，a′∈A，若a≠a′都有f（a）≠f（a′），则称f为单射
 ．若对任意b∈B，都存在a∈A，使f（a）＝b，则称f为满射
 ．如果f既是单射又是满射，则称f为双射
 （或一一映射
 ）．设f是A到B的双射
 ，由f我们可以定义B到A的映射：

g：B→A

满足g（b）＝a当且仅当f（a）＝b．称g为f的逆，记为f-1
 ．此时我们注意到f-1
 gf＝fgf-1
 ＝ε是恒等变换．


定义6.8（映射的复合）
 　设A、B、C为集合，f为A到B的映射，g为B到C的映射，则f与g的复合：

ggf（a）＝g（f（a）），∀a∈A

是A到B的映射．


定义6.9
 　设U，V为数域K上的线性空间，A：U→V为映射，且满足以下两个条件：

（1）A（α＋β）＝A（α）＋A（β），对任意α，β∈U成立；

（2）A（kα）＝kA（α），对任意α∈U以及任意k∈F成立．

则称A为（由U到V的）线性映射
 ．

特别地，当线性映射A：U→V是双射时，称A是U到V的同构
 ．

容易验证定义6.9中的条件（1）和（2）等价于下面的条件：

A（kα＋lβ）＝kA（α）＋kA（β）．

其中，α，β是U中的任意元素；k，l是F中的任意两个数．因此一般我们要验证一个映射是线性映射时，我们只需验证其满足该条件即可．

我们把满足这个条件的映射也称为保持线性组合的映射（或保持加法及数乘的映射）．特别地，线性空间V到自身的线性映射称为V的线性变换
 ．


例6.30
 　线性空间V到自身的且满足∀α∈V都有A（α）＝0的变换是线性变换．


证明
 　对任意α，β∈U以及任意k，l∈F，有A（kα＋lβ）＝0＝k0＋l0＝kA（α）＋lA（β）．故A是V的线性变换．


注：
 习惯上将这个变换称为V的零变换，记为[image: alt]
 ．



例6.31
 　设k∈F是一个固定的数，则线性空间Vn
 （F）到自身的变换Ak
 ：α→kα是线性变换．


证明
 　任意α，β∈U以及任意k，l∈F，Ak
 （tα＋lβ）＝k（tα＋lβ）＝t（kα）＋l（kβ）＝tAk
 （α）＋lAk
 （β）．故Ak
 是V的线性变换．

我们称Ak
 为数乘变换
 ，可以简记为kε．特别地，当k＝1时，有A1
 （α）＝α，∀α∈V，这就是恒等变换
 ε．当k＝0时，我们得到零变换
 [image: alt]
 ．


例6.32
 　在线性空间[image: alt]
 3
 中，设把向量α＝（a，b，c）T
 映到关于原点对称点γ＝（-a，-b，-c）T
 的变换记为A，证明A是一个线性变换．


证明
 　对任意α＝（a，b，c）T
 ，β＝（x，y，z）T
 ∈[image: alt]
 3
 以及任意t，l∈[image: alt]
 ，

[image: alt]


故A是[image: alt]
 3
 的线性变换．


例6.33
 　在线性空间[image: alt]
 n
 中，A＝（aij
 ）n×n
 是一个给定的矩阵，定义变换[image: alt]
 如下：∀X∈[image: alt]
 n
 ，[image: alt]
 （X）＝AX，证明[image: alt]
 是[image: alt]
 n
 上的线性变换．


证
 　对任意X∈[image: alt]
 n
 ，AX∈[image: alt]
 n
 ，所以[image: alt]
 是[image: alt]
 n
 上的变换．又对任意X，Y∈[image: alt]
 n
 以及任意k1
 ，k2
 ∈[image: alt]
 有：[image: alt]
 （k1
 X＋k2
 Y）＝A（k1
 X＋k2
 Y）＝k1
 AX＋k2
 AY＝k1
 [image: alt]
 （X）＋k2
 [image: alt]
 （Y），从而[image: alt]
 是[image: alt]
 n
 上的线性变换．


例6.34
 　设Fn
 ［x］＝｛f（x）｜f（x）＝an－1
 xn－1
 ＋…＋a1
 x＋a0
 ，ai
 ∈F，i＝1，2，…，n－1｝，由例6.23可知Fn
 ［x］对多项式的加法、数乘构成F上的线性空间．对Fn
 ［x］中的向量f（x）做求导变换[image: alt]
 （f（x））＝f′（x）．证明[image: alt]
 是线性变换．


证明
 　对任意f（x），g（x）∈Fn
 ［x］以及任意k1
 ，k2
 ∈[image: alt]
 ，则由导数性质可知

[image: alt]
 ［k1
 f（x）＋k2
 g（x）］＝[image: alt]
 （k1
 f（x））＋[image: alt]
 （k1
 g（x））＝k1
 [image: alt]
 （f（x））＋k1
 [image: alt]
 （g（x）），所以[image: alt]
 是Fn
 ［x］上的线性变换．

6.3.2　线性变换的基本性质（Basic properties of a linear transformation）

我们先来定义线性变换之间的运算．


定义6.10
 　设A、B都是线性空间V的变换．可定义A与B的和变换A＋B以及乘积变换AB为：

（A＋B）（α）＝A（α）＋B（α），∀α∈V；

AB（α）＝A［B（α）］，∀α∈V．


定义6.11
 　如果Vn
 （F）是数域F上的线性空间，对于F中的数k及Vn
 （F）的变换A，可定义A的数乘变换kA为

（kA）（α）＝kA（α），α∈V．

由线性变换保持线性组合性质，我们容易得到下述结论：

（1）A（0）＝0；

（2）A（-α）＝-A（α）；

（3）A（k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋ks
 αs
 ）＝k1
 A（α1
 ）＋k2
 A（α2
 ）＋…＋ks
 A（αs
 ）；

（4）若向量组｛α1
 ，α2
 ，α3
 ，…，αm
 ｝线性相关，则｛A（α1
 ），A（α2
 ），…，A（αn
 ）｝也线性相关．

（5）若A，B都是线性空间V的线性变换，则A＋B，AB，kA（k∈F）也都是线性变换．


证明
 　（1），（2）和（3）请读者自己验证，（4）留作习题，我们只验证（5）对任意α，β∈V以及任意k，l∈F，有

[image: alt]


故A＋B，AB，kA（k∈F）都是V的线性变换．

特别地，可以归纳定义Ak
 ＝A（Ak－1
 ）．


注：
 （4）的逆命题不一定成立．即若向量组｛α1
 ，α2
 ，α3
 ，…，αm
 ｝线性无关，则向量组｛A（α1
 ），A（α2
 ），…，A（αn
 ）｝不一定线性无关．



定理6.9
 　设A是线性空间Vn
 （F）上的线性变换，则：

（1）线性变换A的像集A（Vn
 ）＝｛y｜∃x∈Vn
 ，使y＝A（x）｝是Vn
 的子空间，称为Vn
 的像子空间（这个子空间也可以记为ImA）．

（2）ker（A）＝｛x｜A（x）＝0｝是Vn
 的子空间，称为A的核子空间，或线性变换A的核．


证明
 　（1）设β1
 ，β2
 ∈A（Vn
 ），k1
 ，k2
 是F中的任意两个数．则有α1
 ，α2
 ∈Vn
 ，使A（α1
 ）＝β1
 ，A（α2
 ）＝β2
 ，故k1
 β1
 ＋k2
 β2
 ＝k1
 A（α1
 ）＋K2
 A（α2
 ）＝A（k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ）．由k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ∈Vn
 ，得k1
 β1
 ＋k2
 β2
 ∈A（Vn
 ），故A（Vn
 ）是Vn
 的子空间．

（2）设α1
 ，α2
 ∈ker（A），∀k1
 ，k2
 ∈F，则A（α1
 ）＝A（α2
 ）＝0．于是

A（k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ）＝A（k1
 α1
 ）＋A（k2
 α2
 ）＝k1
 A（α1
 ）＋k2
 A（α2
 ）＝k1
 0＋k2
 0＝0．

故k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ∈ker（A），所以ker（A）是Vn
 的子空间．


例6.35
 　求例6.33中给出的线性变换B的像子空间B（[image: alt]
 n
 ）和核子空间ker（B）


解
 　设A＝（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ），其中αi
 ＝（a1i
 ，a2i
 ，…，ani
 ）T
 ，则B（[image: alt]
 n
 ）＝｛y｜∃X∈[image: alt]
 n
 ，[image: alt]
 ．故B（[image: alt]
 n
 ）就是A的列向量组｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝生成的线性空间，即B（[image: alt]
 n
 ）＝L（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）．另外，ker（B）＝｛X｜B（X）＝0｝＝｛X｜AX＝0｝，即ker（B）就是齐次线性方程组AX＝0的解空间．

6.3.3　习题及补充练习（Exercises and supplementary exercises）

[image: alt]
 　习　题

1．V是三阶方阵对于加法和数乘做成的线性空间，P是一个给定的三阶方阵，验证变换：A（A）＝P′AP，∀A∈V是线性空间V上的线性变换．

2．对下列指定的线性空间上的变换，判断哪些是线性变换：

（1）在Mn
 （[image: alt]
 ）中，A为给定的方阵，对任意X∈Mn
 （[image: alt]
 ），A（X）＝AX－A；

（2）在[image: alt]
 2
 中，A（（x，y）T
 ）＝（x＋y，x－y）T
 ；

（3）在[image: alt]
 2
 中，B（（x1
 ，x2
 ，x3
 ）T
 ）＝（x1
 ＋x2
 ＋x3
 ，0，0）T
 ．

3．设V＝V1
 ＋V2
 且V1
 ∩V2
 ＝｛0｝，∀α∈V，α＝α1
 ＋α2
 ，其中α1
 ∈V1
 ，α2
 ∈V2
 ．定义V到V1
 的投影映射为PV1

 （α）＝α1
 ，V到V2
 的投影映射为PV2

 （α）＝α2
 ．证明：PV1

 ，PV2

 都是V上的线性变换．

4．在平面上以原点为起点的向量对于向量加法和数乘构成的向量空间V中，设P为绕原点逆时针旋转90°的变换．证明：P是线性变换．

5．Mn
 （F）表示数域F上的所有n阶矩阵作成的向量空间，A∈Mn
 （F）为一固定矩阵．∀X∈Mn
 （F），令

B（X）＝AX－XA．

证明：B是Mn
 （F）的一个线性变换．

6．如果V是数域F上的线性空间，L（V）是V上所有线性变换组成的集合．证明：L（V）对线性变换的加法和数乘构成一个线性空间．

7．定义在闭区间［a，b］上的所有连续的实函数的集合C［a，b］构成[image: alt]
 上的一个线性空间，在C［a，b］上定义变换[image: alt]
 ，即

[image: alt]


说明：[image: alt]
 是C［a，b］上的一个线性变换．

8．设A是[image: alt]
 3
 上的线性变换，A（（x，y，z）T
 ）＝（2x＋y，x－y，3z）T
 ，求A的像子空间和核子空间．

9．求第5题中的线性变换的核ker（B）．

10．设A是一个线性变换，若向量组｛α1
 ，α2
 ，…，αm
 ｝线性相关，证明｛A（α1
 ），A（α2
 ），…，A（αm
 ）｝也线性相关．

[image: alt]
 　补充练习

1．设A：U→V是线性映射，dimU＝n，则下述三个命题等价：

（Ⅰ）A是单射；

（Ⅱ）A将U中任意线性无关组映为V中的线性无关组；

（Ⅲ）dimA（U）＝n．

2．设A是n维线性空间V上的线性变换，则dimA（V）＋ker（A）＝n．

3．设A是线性空间V上的线性变换，如果A满足条件Ak－1
 （α）≠0，但是Ak
 （α）＝0．求证：｛α，A（α），…，Ak－1
 （α）｝线性无关．

4．设A是[image: alt]
 4
 上的线性变换且A（a，b，c，d）T
 ＝（a＋b－c－d，3a－b－3c＋4d，0，0）T
 ．试求A的像子空间与核子空间的基和维数．

5．设A是V上的线性变换，若A是双射，则称A可逆．若A可逆，证明：A-1
 也是V上的线性变换．

6．举例说明：设A是V上的线性变换，向量组｛α1
 ，α2
 ，α3
 ，…，αn
 ｝线性无关，而向量组｛A（α1
 ），A（α2
 ），…，A（αn
 ）｝不一定线性无关．

7．证明：设A是V上的线性变换，V1
 是V的子空间，则A（V1
 ）也是V的子空间．

8．设A是V上的可逆线性变换，V1
 是V的子空间，A-1
 （V1
 ）是否也是V的子空间？

9．证明在n维线性空间V中，V上的线性变换A是单射当且仅当A是满射．


注：
 一般说来，在无限维线性空间上这个结论是不成立的．


10．设A是n维线性空间V上的线性变换，如果An－1
 （α）≠0，但是An
 （α）＝0．

求证A在某个基下的矩阵是[image: alt]


§6.4　线性变换的矩阵表示

（Matrix representations of linear transformations）

6.4.1　线性变换下的矩阵（Matrices under linear transformations）

由§6.3的例子，我们发现线性变换一般都跟一个矩阵有关，下面我们来严格给出其定义．


定义6.12
 　设｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝是n维线性空间Vn
 （F）的一个基，A是Vn
 （F）上的线性变换，则这个基在线性变换A下的像｛A（α1
 ），A（α2
 ），…，A（αn
 ）｝可由基｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝线性表示

[image: alt]


用矩阵表示为（A（α1
 ），A（α2
 ），…，A（αn
 ））＝（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）A，其中，

[image: alt]


称为线性变换A在基｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝下的矩阵．


注：
 为了方便，我们可以将｛A（α1
 ），A（α2
 ），…，A（αn
 ）｝记为A（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）．


由定义定义6.11我们得到：当给定了线性变换A和基｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝后，A的第i列是A（αi
 ）在基｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝下的坐标．由向量在给定基下的坐标的唯一性决定了矩阵的唯一性．即A被线性变换A和基｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝唯一决定．


例6.36
 　设k是数域F中一个固定的数，则数域F上的n维线性空间V上的一个线性变换A为数乘变换的充分必要条件是：A在V的任一个基下的矩阵都为n阶数量矩阵kE．


证明
 　设｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝为V的任一个基．如果对任意α∈V都有：A（α）＝kα，则有

A（αi
 ）＝kαi
 （i＝1，2，…，n）．

易知A在基｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝下的矩阵为

[image: alt]


反过来，对V的任一组基｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝，如总有

[image: alt]


则　　A（αi
 ）＝kαi
 （i＝1，2，…，n）．

对于对任意的α∈V，设α＝k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋kn
 αn
 ，则有

[image: alt]



例6.37
 　设V是M3
 （[image: alt]
 ）上所有主对角线上元素为0的矩阵所组成的子空间，求V上的线性变换A（A）＝AT
 在基E12
 ，E13
 ，E21
 ，E23
 ，E31
 ，E32
 下的矩阵（其中，Eij
 是第i行第j列元素为1，其余元素为0的三阶方阵）．


解
 　因为

[image: alt]


因此

[image: alt]


所以线性变换A在基E12
 ，E13
 ，E21
 ，E23
 ，E31
 ，E32
 下的矩阵为

[image: alt]



例6.38
 　求[image: alt]
 4
 ［x］的求导变换D（f（x））＝f′（x）在基｛h1
 ，h2
 ，h3
 ，h4
 ｝下的矩阵．其中h1
 ＝x3
 ＋2，h2
 ＝x2
 －1，h3
 ＝x，h4
 ＝1．


解
 　因为D（h1
 ）＝3x2
 ，D（h2
 ）＝2x，D（h3
 ）＝1，D（h4
 ）＝0，因此可以验证下列等式成立：D（h1
 ）＝3h2
 ＋3h4
 ，D（h2
 ）＝2h3
 ，D（h3
 ）＝h4
 ，D（h4
 ）＝0h1
 ＋0h2
 ＋0h3
 ＋0h4
 ．所以有[image: alt]
 ，进而[image: alt]
 为线性变换D在基｛h1
 ，h2
 ，h3
 ，h4
 ｝下的矩阵．

现在我们考虑相反的问题：在n维线性空间Vn
 中取定基｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝，那么对任意的n矩阵A是否存在一个线性变换A，使得A在此基｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝下的矩阵恰好是A？我们可以先看下列结论．


引理6.6
 　设｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝是n维线性空间Vn
 （F）的一个基，｛β1
 ，β2
 ，…，βn
 ｝是Vn
 （F）的任意一组向量，则一定存在Vn
 （F）的线性变换A，使得：

A（αi
 ）＝βi
 （i＝1，2，…，n）．


证明
 　设[image: alt]
 是Vn
 （F）的任意向量，我们作Vn
 （F）的变换A：

[image: alt]


下面证明A是线性变换：对任意[image: alt]


[image: alt]


于是A是线性变换且A（αi
 ）＝βi
 （i＝1，2，…，n）．

由以上引理我们可以得到下面的定理．


定理6.10
 　设｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝是n维线性空间Vn
 （F）的一个基，任意A∈Mn
 （F），则一定存在Vn
 （F）上的线性变换A，使得A在基｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝下的矩阵是A．


证明
 　设

[image: alt]


令[image: alt]
 ．则由引理6.6知存在Vn
 （F）上的线性变换A，使得A（αi
 ）＝βi
 （i＝1，2，…，n）．于是有[image: alt]


显然A在基｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝下的矩阵为A．

由上述结论可知：在确定基的前提下，线性变换A与n阶矩阵A之间是一一对应的．自然地，我们会考虑这样的问题：同一个线性变换在不同的基下的矩阵有什么联系呢？下面的定理表明同一个线性变换在不同的基下的矩阵是相似的．


定理6.11
 　设A为V的线性变换，｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝和｛β1
 ，β2
 ，…，βn
 ｝是V的两个基，C为｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝到｛β1
 ，β2
 ，…，βn
 ｝的过渡矩阵．设A在上述两个基下的矩阵分别为A和B，则B＝C-1
 AC．


证明
 　由（β1
 ，β2
 ，…，βn
 ）＝（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）C⇒（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）＝（β1
 ，β2
 ，…，βn
 ）C-1
 ．

又因为　　（A（α1
 ），A（α2
 ），…，A（αn
 ））＝（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）A，

（A（β1
 ），A（β2
 ），…，A（βn
 ））＝（β1
 ，β2
 ，…，βn
 ）B．

于是将A作用于（β1
 ，β2
 ，…，βn
 ）＝（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）C两边，得

A（β1
 ，β2
 ，…，βn
 ）＝A（（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）C）．

又由于A是线性变换，我们有

[image: alt]


这样（β1
 ，β2
 ，…，βn
 ）（C-1
 AC－B）＝0，由｛β1
 ，β2
 ，…，βn
 ｝线性无关，得C-1
 AC－B＝0．于是B＝C-1
 AC．


例6.39
 　在三维线性空间F3
 中，设线性变换A在基｛α1
 ，α2
 ，α3
 ｝下的矩阵为[image: alt]
 ．求A在基｛β1
 ，β2
 ，β3
 ｝下的矩阵B．其中

[image: alt]



解
 　易知，由基｛α1
 ，α2
 ，α3
 ｝到基｛β1
 ，β2
 ，β3
 ｝的过度矩阵为

[image: alt]


则

[image: alt]


从而有[image: alt]


6.4.2　向量与它的像的坐标之间的关系（The relation between the coordinates of a vector and its image）

由于线性空间Vn
 （F）中的线性变换A在取定基的前提下可以由一个矩阵来表示，因此从线性变换能保持线性关系的特性出发，可以挖掘出线性空间V中的任一个向量α与A（α）关于V同一基的坐标之间的关系．


定理6.12
 　设线性变换A在基｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝下的矩阵是A，向量α在｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝下的坐标是X＝（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）T
 ，A（α），在｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝下的坐标是Y＝（y1
 ，y2
 ，…，yn
 ）T
 ．则

[image: alt]



证明
 　显然α＝x1
 α1
 ＋x2
 α2
 ＋…＋xn
 αn
 ，于是

[image: alt]


可见AX恰是A（α）在基｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝下的坐标．


例6.40
 　在二维线性空间[image: alt]
 2
 中取定自然基[image: alt]
 ，A是将[image: alt]
 2
 中的每个向量按逆时针旋转θ角的线性变换．求[image: alt]
 的像A（α）在基[image: alt]
 下的坐标．


解
 　显然[image: alt]
 ，故A在基[image: alt]
 下的矩阵为[image: alt]
 ．于是由定理6.11，A（α）在基｛ε1
 ，ε2
 ｝下的坐标为[image: alt]


6.4.3　习题及补充练习（Exercises and supplementary exercises）

[image: alt]
 　习　题

1．已知A是[image: alt]
 3
 上的线性变换：A（x1
 ，x2
 ，x3
 ）＝（2x1
 －x2
 ，x2
 ＋x3
 ，x1
 ），求A在[image: alt]
 3
 的自然基｛ε1
 ，ε2
 ，ε3
 ｝下的矩阵．

2．在n维线性空间[image: alt]
 n
 ［x］中，求线性变换D在基[image: alt]
 下的矩阵，其中D［f（x）］＝f′（x）．

3．如果[image: alt]
 3
 中的线性变换A将自然基[image: alt]
 变成另一个基[image: alt]
 ，求A在自然基[image: alt]
 下的矩阵．

4．设[image: alt]
 3
 中的线性变换A在基｛β1
 ，β2
 ，β3
 ｝下的矩阵为[image: alt]
 β1
 ＝α1
 ＋α2
 ＋α3
 ，β2
 ＝α1
 ＋α2
 ，β3
 ＝α1
 ．求A在基｛α1
 ，α2
 ，α3
 ｝下的矩阵．

5．已知A是[image: alt]
 3
 的线性变换：A（x1
 ，x2
 ，x3
 ）＝（2x1
 －x2
 ，x2
 ＋x3
 ，x1
 ）．求A在[image: alt]
 3
 的自然基｛ε1
 ，ε2
 ，ε3
 ｝下的矩阵．

6．设n维线性空间Vn
 （F）的线性变换A和B在基｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝下的矩阵分别为A，B．证明：A＋B及kA（k∈F）在基｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝下的矩阵分别为A＋B和kA．

7．取定M2
 （[image: alt]
 ）中矩阵[image: alt]
 ，设M2
 （[image: alt]
 ）上的线性换为

A（X）＝AX－XA，∀X∈M2
 （[image: alt]
 ）．

求A在基｛E11
 ，E12
 ，E21
 ，E22
 ｝下的矩阵．

8．设[image: alt]
 2
 中的线性变换A满足：A（1，2）T
 ＝（-1，0）T
 ，A（1，1）T
 ＝（0，1）T
 ．求向量（5，2）T
 及它在A下的像关于基｛（1，2）T
 ，（1，1）T
 ｝的坐标．

9．设[image: alt]
 4
 中的线性变换A在基｛β1
 ，β2
 ，β3
 ，β4
 ｝下的矩阵为：[image: alt]
 且有等式

[image: alt]
 ．求A在基｛α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ｝下的矩阵．

10．设[image: alt]
 以及[image: alt]
 都是[image: alt]
 3
 的基．A是[image: alt]
 3
 的线性变换且使得A（βi
 ）＝αi
 （i＝1，2，3）．求A在｛α1
 ，α2
 ，α3
 ｝下的矩阵．

[image: alt]
 　补充练习

1．证明：Vn
 （F）上的线性变换A为恒等变换的充分必要条件是它在任一个基下的矩阵为单位矩阵．

2．设｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝是n维线性空间V的一组基，A是V上的线性变换．证明：A可逆当且仅当｛A（α1
 ），A（α2
 ），…，A（αn
 ）｝线性无关．

3．设线性空间V的线性变换A在基｛ε1
 ，ε2
 ，…，εn
 ｝下的矩阵为A，证明：A可逆的充分必要条件是A可逆．若A可逆，求A-1
 在基｛ε1
 ，ε2
 ，…，εn
 ｝下的矩阵．

4．对线性空间[image: alt]
 3
 ［x］，已知D为求导变换：D［f（x）］＝f′（x）．证明：D不是可逆线性变换；但B＝D＋ε是可逆线性变换．

5．设A是n矩阵，T是可逆矩阵，则T-1
 Ar
 T＝（T-1
 AT）r
 ．

数学家拉普拉斯简介

[image: alt]


拉普拉斯（Laplace P. S.），法国数学家、天文家．1749年3月23日生于法国卡尔瓦多斯，1827年3月5日卒于巴黎．拉普拉斯幼年时就显露出数学才能，1767年他到巴黎，经人介绍到巴黎军事学校任数学教授，1785年当选为法国科学院院士．就在这一年，已经担任两年军事考试委员的拉普拉斯主持了一次从16名考生中挑选出1人来的考试，这次被选中的不是别人，正是大名鼎鼎的拿破仑．

拉普拉斯在数学上是个大师，在政治上是个小人物、墙头草，总效忠于得势的一方，被人看不起．拿破仑曾讥笑他把无穷小量的精神带到内阁里．在席卷法国的政治变动中，包括拿破仑的兴起和衰落，没有显著地打断他的工作．尽管他是个曾染指政治的人，但他的威望以及他将数学应用于军事问题的才能保护了他，同时也归功于他显示出的一种并不值得佩服的在政治态度方面见风使舵的能力．

拉普拉斯被誉为“法国的牛顿”和天体力学之父．他把牛顿的万有引力定律应用到整个太阳系，解释木星轨道为什么在不断地收缩，而同时土星的轨道又在不断地膨胀，用数学方法证明行星平均运动的不变性，即行星的轨道大小只有周期性变化．1814年，拉普拉斯提出科学假设：如果有一个智能生物能确定从最大天体到最轻原子的运动的现时状态，那么就能按照力学规律推算出整个宇宙的过去状态和未来状态．后人称这种智能生物为拉普拉斯妖．


自测试卷A


一、选择题
 （从下列各题给出的四个答案中选出一个正确答案，并将它的代码填在下面表格相应的格子里．多选、不选或选错均不得分．每小题2分，共20分）

[image: alt]


1．设A是四阶矩阵，且A的行列式｜A｜＝0，则A中（　　）．

①必有一列元素全为0；

②必有两列元素对应成比例；

③必有一列向量是其余列向量的线性组合；

④任一列向量是其余列向量的线性组合．

2．设A和B均为n×n矩阵，则必有（　　）．

①｜A＋B｜＝｜A｜＋｜B｜；

②AB＝BA；

③｜AB｜＝｜BA｜；

④（A＋B）-1
 ＝A-1
 ＋B-1
 ．

3．已知β1
 ，β2
 是非齐次线性方程组AX＝b的两个不同的解，α1
 ，α2
 是对应齐次线性方程组AX＝0的基础解系，k1
 ，k2
 为任意常数，则方程组AX＝b的通解必是（　　）．

①[image: alt]


②[image: alt]


③[image: alt]


④[image: alt]


4．设n阶方阵A，B，C满足关系式ABC＝E，其中E是n阶单位矩阵，则有（　　）．

①ACB＝E；

②CBA＝E；

③BAC＝E；

④BCA＝E．

5．设λ＝2是非奇异矩阵A的一个特征值，则矩阵[image: alt]
 有一特征值等于（　　）．

①[image: alt]
 ；

②[image: alt]
 ；

③[image: alt]
 ；

④[image: alt]
 ．

6．设向量α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关，向量β1
 可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示，而向量β2
 不能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示，则对于任意常数k，必有（　　）．

①α1
 ，α2
 ，α3
 ，kβ1
 ＋β2
 线性无关；

②α1
 ，α2
 ，α3
 ，kβ1
 ＋β2
 线性相关；

③α1
 ，α2
 ，α3
 ，β1
 ＋kβ2
 线性无关；

④α1
 ，α2
 ，α3
 ，β1
 ＋kβ2
 线性相关．

7．已知实二次型[image: alt]
 经过正交线性替换化为标准形[image: alt]
 ，则a＝（　　）．

①0；

②1；

③2；

④-2．

8．A是n阶实对称矩阵，A为正定矩阵的充分必要条件是（　　）．

①｜A｜＞0；

②存在n阶可逆矩阵C，使得A＝CT
 C；

③对元素全不为零的n维实列向量X，都有XT
 AX＞0；

④存在n维非零实列向量X，使得XT
 AX＞0．

9．确定下面哪个子集不是线性空间Mn
 （F）的子空间（　　）．

①[image: alt]


②[image: alt]


③[image: alt]


④[image: alt]


10．三维线性空间的基｛α1
 ，α2
 ，α3
 ｝到另一个基｛α1
 ，3α2
 ，α1
 ＋α3
 ｝的过渡矩阵为（　　）．

①[image: alt]


②[image: alt]


③[image: alt]


④[image: alt]



二、判断题
 （对每小题作出判断；若正确请打“F”，若错误请打“T”．并将你的答案写在下列表格相应的格子里．每小题1分，共10分）

[image: alt]


1．行列式[image: alt]


2．行列式[image: alt]


3．若AB＝0，则A，B中至少有一个为零矩阵．

4．等价的向量组的秩相同．

5．（AB）3
 ＝A3
 B3
 必成立．

6．设有方程组（Ⅰ）AX＝0与方程组（Ⅱ）AX＝b，如果（Ⅱ）只有唯一解，则（Ⅰ）只有零解．

7．若向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性相关，则向量α1
 可用α2
 ，…，αm
 线性表示．

8．平面上全体向量的集合，对于向量的通常加法和如下定义的数乘“[image: alt]
 ”：k[image: alt]
 α＝α，不能构成线性空间．

9．设A为线性空间V的线性变换，若α1
 ，…，αm
 是V中线性无关的向量组，则向量组A（α1
 ），…，A（αm
 ）也线性无关．

10．二次型f（x1
 ，…，xn
 ）＝[image: alt]
 是一个正定二次型．


三、填空题
 （请你将正确的结论写在每小题的横线上．每小题2分，共20分）

1．行列式[image: alt]


2．设4阶方阵[image: alt]
 ，则A-1
 ＝__________________；

3．设矩阵A，B满足A*
 BA＝2BA－8E，其中[image: alt]
 ，E为单位矩阵，A*
 是A的伴随矩阵，则B＝__________________；

4．设[image: alt]
 ，B为三阶非零矩阵，且AB＝0，则t＝________；

5．若实对称矩阵A与矩阵[image: alt]
 合同，则二次型XT
 AX的规范形为__________________；

6．若二次型[image: alt]
 是正定的，则λ的取值范围是__________________；

7．指出下列线性空间的维数：dimM4
 （F）＝______，dimF6
 ［x］＝______．

8．设n阶矩阵A的各行元素之和均为0，且A的秩为n－1，则线性方程组AX＝0的通解为__________________；

9．设3阶方阵A的行列式和迹都为0，且满足｜A＋E｜＝0，则A的特征值为__________________；

10．从[image: alt]
 2
 的基[image: alt]
 到基[image: alt]
 的过渡矩阵为________．


四、计算题
 （每小题10分，共40分）

1．计算行列式[image: alt]
 的值．

2．设[image: alt]
 ，且A*
 X（A*
 ）*
 ＝8A-1
 X＋E．其中A*
 是A的伴随矩阵．求矩阵X．

3．α1
 ＝（1，1，1，3）T
 ，α2
 ＝（-1，-3，5，1）T
 ，α3
 ＝（3，2，-1，p＋2）T
 ，α4
 ＝（-2，-6，10，p）T
 ．

（1）p为何值时，该向量组线性无关？并在此时将向量α＝（4，1，6，10）T
 用α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 线性表出．

（2）p为何值时，该向量组线性相关？并在此时求出它的秩和一个极大线性无关组．

4．用正交线性替换化二次型f（x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ）＝XT
 AX＝2x1
 x2
 ＋2x3
 x4
 为标准形．


五、证明题
 （每小题5分，共10分）

1．（1）设A为n阶正定阵，B为n阶半正定阵，试证A＋B为正定阵．

（2）设A，B分别为m和n阶正定阵，试证[image: alt]
 为正定阵．

2．设矩阵[image: alt]
 有3个线性无关的特征向量，试证a＋b＝0．


自测试卷B


一、选择题
 （从下列各题给出的四个答案中选出一个正确答案，并将它的代码填在下面表格相应的格子里．多选、不选或选错均不得分．每小题2分，共20分）

[image: alt]


1．设A为n阶方阵，且Ak
 ＝0（k为正整数）则下列正确的是（　　）．

①A＝0；

②A有一个不为零的特征值；

③A的特征值全部为零；

④A存在n个线性无关的特征向量

2．设行列式[image: alt]
 ，则方程f（x）＝0的根的个数是（　　）．

①1；

②2；

③3；

④4．

3．设向量组α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关，则下列向量组线性相关的是（　　）

①α1
 －α2
 ，α2
 －α3
 ，α3
 －α1
 ；

②α1
 ＋α2
 ，α2
 ＋α3
 ，α3
 ＋α1
 ；

③α1
 －2α2
 ，α2
 －2α3
 ，α3
 －2α1
 ；

④α1
 ＋2α2
 ，α2
 ＋2α3
 ，α3
 ＋2α1
 ．

4．设A为n阶实矩阵，AT
 是A的转置矩阵，则对于线性方程组（Ⅰ）：AX＝0和（Ⅱ）：AT
 AX＝0，必有（　　）．

①（Ⅱ）的解是（Ⅰ）的解，（Ⅰ）的解也是（Ⅱ）的解；

②（Ⅱ）的解是（Ⅰ）的解，但（Ⅰ）的解不是（Ⅱ）的解；

③（Ⅰ）的解不是（Ⅱ）的解，（Ⅱ）的解也不是（Ⅰ）的解；

④（Ⅰ）的解是（Ⅱ）的解，但（Ⅱ）的解不是（Ⅰ）的解．

5．设A为n阶方阵，且｜A｜＝0，则（　　）．

①A中必有两行（列）的元素对应成比例；

②A中任意一行（列）向量是其余各行（列）的线性组合；

③A中必有一行（列）向量是其余各行（列）的线性组合；

④A中至少有一行（列）元素全为0．

6．设｛α1
 ，α2
 ，α3
 ｝是三维线性空间[image: alt]
 3
 的一组基，则有基[image: alt]
 到另一个基｛α1
 ＋α2
 ，α2
 ＋α3
 ，α3
 ＋α1
 ｝的过渡矩阵为（　　）．

①[image: alt]


②[image: alt]


③[image: alt]


④[image: alt]


7．与矩阵[image: alt]
 合同的矩阵是（　　）．

①[image: alt]


②[image: alt]


③[image: alt]


④[image: alt]


8．设A是正定矩阵，则下列结论错误的是（　　）．

①｜A｜＞0；

②A是可逆矩阵；

③A的元素全为正数；

④A的主对角线上的元素全为正数．

9．下面哪个子集是线性空间Mn
 （F）的子空间？（　　）

①｛A＝（aij
 ）n×n
 ∣｜A｜＝0｝；

②｛A＝（aij
 ）n×n
 ∣｜A｜≠0｝；

③｛A＝（aij
 ）n×n
 ∣A2
 ＝A｝；

④｛A＝（aij
 ）n×n
 ∣AT
 ＝-A｝．．

10．在线性空间Vn
 （F）中，指出下列命题正确的是哪个．（　　）

①同一个向量关于不同基的坐标一定不同；

②不同的向量关于不同基的坐标一定不同；

③不同的向量关于同一基的坐标一定不同；

④不同的向量关于同一基的坐标一定相同．


二、判断题
 （对每小题作出判断；若正确请打“F”，若错误请打“T”．并将你的答案写在下列表格相应的格子里．每小题1分，共10分）

[image: alt]


1．对n级排列施行一次对换（n≥2），必改变此排列的奇偶性．

2．设A是一个n阶矩阵，则｜A｜＝｜-A｜．

3．若AB＝0且A≠0，必有B＝0．

4．齐次线性方程组AX＝0只有零解⇔A的列向量组线性无关．

5．设A是一个n阶矩阵，若｜A｜≠0，则A的最高阶非零子式就是｜A｜．

6．设有方程组（Ⅰ）：AX＝0与方程组（Ⅱ）：AX＝b，如果（Ⅱ）无解，则（Ⅰ）也无解．

7．子集｛（a1
 ，a2
 ，…，an
 ）∈[image: alt]
 n
 ｜ai
 ≥0｝是线性空间[image: alt]
 n
 的子空间．

8．二次型[image: alt]
 的标准形为[image: alt]
 [image: alt]


9．若可逆方阵A有一个特征值为2，则A-1
 必有一个特征值为[image: alt]


10．如果矩阵A、B相似，则它们的特征多项式相等，反之亦然。


三、填空题
 （请你将正确的结论写在每小题的横线上．每小题2分，共20分）

1．设4×4矩阵A＝（α，r2
 ，r3
 ，r4
 ），B＝（β，r2
 ，r3
 ，r4
 ），其中α，β，r2
 ，r3
 ，r4
 均为4维列向量，且已知行列式｜A｜＝4，｜B｜＝1，则行列式｜A＋B｜＝_________；

2．已知α＝（1，2，3），[image: alt]
 ，设A＝αT
 β，则An
 ＝__________________；

3．设[image: alt]
 ，A*
 是A的伴随矩阵，则（A*
 ）-1＝__________________；

4．已知向量组α1
 ＝（1，2，-1，1），α2
 ＝（2，0，t，0），α3
 ＝（0，-4，5，-2）的秩为2，则t＝______；

5．若四阶矩阵A与B相似，矩阵A的特征值为[image: alt]
 ，则行列式｜B-1
 －E｜＝______；

6．设[image: alt]
 有无穷多个解，则a＝______；

7．正定二次型f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）＝XT
 AX的正惯性指数为________；

8．实二次型[image: alt]
 经过正交线性替换化为标准形[image: alt]
 ，则a＝________；

9．设α1
 ＝（1，0，0），α2
 ＝（0，1，1），α3
 ＝（1，1，1）．那么dimL（α1
 ，α2
 ，α3
 ）＝________；

10．已知三维线性空间的一组基为α1
 ＝（1，1，0），α2
 ＝（1，0，1），α3
 ＝（0，1，1），则向量β＝（2，0，0）在上述基下的坐标是________．


四、计算题
 （每小题10分，共40分）

1．计算n阶行列式[image: alt]


2．已知[image: alt]
 ，试求A-1
 和A．

3．设向量组α1
 ＝（a，2，10）T
 ，α2
 ＝（-2，1，5）T
 ，α3
 ＝（-1，1，4）T
 ，β＝（1，b，c）T
 ．试问：当a，b，c满足什么条件时，

（1）β可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示，且表示唯一？

（2）β不能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出？

（3）β可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出，但表示不唯一？并求出一般表示式．

4．用正交线性替换将二次型[image: alt]
 化为标准形，并求出所用的正交线性替换．


五、证明题
 （每小题5分，共10分）

1．设A为n阶方阵，A≠E，且r（A＋3E）＋r（A－E）＝n．证明-3是A的特征值．

2．设A是一个n阶矩阵，证明：

（1）A是反对称矩阵当且仅当对任一个n维向量X，有XT
 AX＝0；

（2）如果A是对称矩阵，且对任一个n维向量X有XT
 AX＝0，那么A＝0．


自测试卷C


一、选择题
 （从下列各题给出的四个答案中选出一个正确答案，并将它的代码填在下面表格相应的格子里．多选、不选或选错均不得分．每小题2分，共20分）

[image: alt]


1．四阶行列式[image: alt]
 的值等于（　　）．

①a1
 a2
 a3
 a4
 －b1
 b2
 b3
 b4
 ；

②a1
 a2
 a3
 a4
 ＋b1
 b2
 b3
 b4
 ；

③（a1
 a2
 －b1
 b2
 ）（a3
 a4
 －b3
 b4
 ）；

④（a2
 a3
 －b2
 b3
 ）（a1
 a4
 －b1
 b4
 ）．

2．设三阶矩阵[image: alt]
 ，若A的伴随矩阵的秩等于1，则必有（　　）．

①a＝b或a＋2b＝0；

②a＝b或a＋2b≠0；

③a≠b且a＋2b＝0；

④a≠b且a＋2b≠0．

3．设向量β可由向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性表示，但不能由向量组（Ⅰ）α1
 ，α2
 ，…，αm－1
 线性表示，设向量组（Ⅱ）α1
 ，α2
 ，…，αm－1
 ，β，则（　　）．

①αm
 不能由（Ⅰ）线性表示，也不能由（Ⅱ）线性表示；

②αm
 不能由（Ⅰ）线性表示，但可由（Ⅱ）线性表示；

③αm
 可由（Ⅰ）线性表示，也可由（Ⅱ）线性表示；

④αm
 可由（Ⅰ）线性表示，但不可由（Ⅱ）线性表示．

4．设有齐次线性方程组AX＝0和BX＝0，其中A，B均为m×n矩阵，那么（　　）．

①若AX＝0的解均是BX＝0的解，则r（A）≥r（B）；

②若r（A）≥r（B），则AX＝0的解均是BX＝0的解；

③若AX＝0与BX＝0同解，则r（B）＝r（B）；

④若r（A）＝r（B），则AX＝0与BX＝0同解．

5．设λ1
 ，λ2
 是矩阵A的两个不同的特征值，对应的特征向量分别为α1
 ，α2
 ，则｛α1
 ，A（α1
 ＋α2
 ）｝线性无关的充分必要条件是（　　）．

①λ1
 ≠0；

②λ2
 ≠0；

③λ1
 ＝0；

④λ2
 ＝0．

6．设A为4阶实对称矩阵，且A2
 ＋A＝0，若A的秩为3，则A相似于（　　）．

①[image: alt]


②[image: alt]


③[image: alt]


④[image: alt]


7．二次型[image: alt]
 的正惯性指数是（　　）．

①1；

②2；

③3；

④0．

8．若二次型f＝XT
 AX经过正交线性替换化为标准形f＝YT
 BY，则A与B（　　）．

①合同，且相似；

②合同，但不相似；

③不合同，但相似；

④不合同，也不相似．

9．下列哪个命题正确？（　　）．

①零空间没有基；

②有限个向量生成的子空间都有基；

③零空间没有维数；

④如果W≤V，则dimW＜dimV．

10．设｛α1
 ，α2
 ，…，αr
 ｝，｛β1
 ，β2
 ，…βs
 ｝都是F4
 的向量且L（α1
 ，α2
 ，…，αr
 ）＝L（β1
 ，β2
 ，…，βs
 ），那么下列正确的命题为（　　）．

①｛β1
 ，β2
 ，…，βs
 ｝为L（β1
 ，β2
 ，…，βs
 ）的基；

②｛α1
 ，α2
 ，…，αr
 ｝与｛β1
 ，β2
 ，…，βs
 ｝等价；

③r＝s；

④L（β1
 ，β2
 ，…，βs
 ）中每个向量可被｛β1
 ，β2
 ，…，βs
 ｝唯一表示．


二、判断题
 （对每小题作出判断；若正确请打“F”，若错误请打“T”．并将你的答案写在下列表格相应的格子里．每小题1分，共10分）

[image: alt]


1．[image: alt]


2．[image: alt]


3．设A，B是n阶矩阵，则（A＋B）（A－B）＝A2
 －B2
 ．

4．A的行向量组线性相关[image: alt]


5．若矩阵A中有一个不等于0的r阶子式，则r（A）≥r．

6．设有方程组（Ⅰ）AX＝0和方程组（Ⅱ）AX＝b，如果（Ⅱ）有无穷多解，则（Ⅰ）有非零解．

7．若向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关，则向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 ，αm＋1
 也线性无关．

8．若二次型f＝XT
 AX经线性替换X＝CY化为f＝YT
 BY，且B为对角矩阵，则f＝YT
 BY必为原二次型的标准形．

9．与向量（0，0，1）T
 不平行的全体三维向量，对于向量的加法和数乘运算不构成线性空间．

10．在线性空间M2
 （F）中，向量[image: alt]
 在基[image: alt]
 [image: alt]
 的坐标为（1，-2，0，4）．


三、填空题
 （请你将正确的结论写在每小题的横线上．每小题2分，共20分）

1．n阶行列式[image: alt]


2．设三阶方阵A，B满足关系式A-1
 BA＝6A＋BA，且[image: alt]
 ，则B＝__________________；

3．设4阶方阵A的秩为2，则其伴随矩阵A*
 的秩为________；

4．若线性方程组[image: alt]
 有解，则数a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 应满足条件__________________；

5．设α＝（1，1，1）T
 ，β＝（1，0，k）T
 ．若矩阵αβT
 相似于[image: alt]
 ，则k＝________；

6．已知四阶矩阵A相似于B，A的特征值为2，3，4，5，E为四阶单位矩阵，则｜B－E｜＝________；

7．若二次型[image: alt]
 的秩为2，则a＝________；

8．设[image: alt]
 ，则二次型f＝XT
 AX经过正交线性替换化成的标准形为________；

9．如果W1
 ，W2
 都是子空间，且dimW2
 ＝3，dim（W1
 ＋W2
 ）＝5，dim（W1
 ∩W2
 ）＝2，那么dimW1
 ＝________；

10．如果向量α关于基｛α1
 ，α2
 ，α3
 ｝的坐标是（x2
 ，x1
 ，x3
 ），那么α关于基｛α3
 ，α2
 ，α1
 ｝的坐标是__________________．


四、计算题
 （每小题10分，共40分）

1．计算如下行列式的值[image: alt]


2．设[image: alt]
 ，求矩阵X．

3．a，b取什么值时，线性方程组

[image: alt]


无解？有解？在有解的情形，求通解．

4．在M2
 （F）中，设[image: alt]
 和[image: alt]
 均为M2
 （F）的向量组．

（1）证明：｛A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 ｝及｛B1
 ，B2
 ，B3
 ，B4
 ｝都是M2
 （F）的基；

（2）求｛B1
 ，B2
 ，B3
 ，B4
 ｝到｛A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 ｝的过渡矩阵；

（3）求向量[image: alt]
 关于基｛B1
 ，B2
 ，B3
 ，B4
 ｝的坐标．


五、证明题
 （每小题5分，共10分）

1．设λ1
 ，λ2
 是线性变换A的两个不同特征值，ε1
 ，ε2
 是分别属于λ1
 ，λ2
 的特征向量，证明：ε1
 ＋ε2
 不是A的特征向量．

2．记M2
 （Ⅱ）是二阶复矩阵全体所构成的复数域上的线性空间．给定[image: alt]
 ，定义线性变换为：σ（X）＝XA，这里X为M2
 （C）中任意一个矩阵，证明：

（1）σ为M2
 （C）上的线性变换；

（2）求σ在基[image: alt]
 下的矩阵．
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