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内容简介

本书是一本独特的概率论与数理统计参考书，以“盖楼”为目标轻松构筑整个体系。读者每阅读完一章，即盖完了大楼的一层，而每层中又分为“砖”和“房间”两部分，先运来“砖”再搭建“房间”，这种安排内容的方式使得全书充满了趣味性。

本书的特色除了趣味性之外，还有三个“非常”：语言非常通俗易懂，逻辑非常清晰，例题非常丰富。

本书的主要内容包括高等院校概率论与数理统计课程的所有内容，针对考研数学的特殊性进行了强化，同时对于一些传统课本中的重点、难点、疑点，以及最容易被忽视的一些潜在要点做出了全新诠释，另外，由于作者常年从事考研培训，本书还包括相当多的不传之秘——考研数学的套路。

本书作者就职于著名培训机构，本书是多年培训生涯的总结，毫无保留。

三类读者（哪怕零基础）最适合阅读本书：正在准备研究生入学考试的读者；正在准备学校期末考试的在校大学生；工作后需要补学或温习概率论与数理统计的读者（如程序员等）。
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 前言

我的创作初衷

大家好，我叫潘鑫，江湖人称老潘，网络流传：信老潘，就这么简单！

在我自己准备研究生考试数学科目的过程中，买过不少辅导书。我想大家应该听说过李永乐老师编写的《考研数学复习全书》以及陈文灯老师编写的《考研数学复习指南》吧。这两本书的确是写得非常好，对我的帮助很大，然而，当时我身边有很多数学基础很一般的准备考研的同学，他们谈到由于自己的基础一般，因此对于这两本书中所讲的内容并不能完全看懂。当时我就在想，对于这部分考生来讲，他们最需要的是这样一本书：既能完全达到考研数学的难度，同时全书所有的表达方式又能充分照顾到毫无基础的初学者。
 那时，我开始有了写这样一套考研数学辅导书的想法。

在我研究生开学之前，我同时在五个考研辅导机构担任讲师，主讲高等数学、线性代数和概率论与数理统计。由于我讲课时逻辑清晰，语言通俗，加之每讲一个知识点后我都会大量举例，从而使得就算是零基础的考生也能够听懂，我也因此很荣幸地受到了学员的一致好评。很快，我开始大班授课。在2013年的全国硕士研究生入学统一考试的考场内，坐着我的很多位学员。据学员反馈，我所有的学员中（无论基础好坏）有80%的学员的数学考到了100分以上，50%的学员数学分数在120分以上。他们反馈给我成绩的同时，不约而同地提出，我应该把所讲的内容编写成书籍，好让更多的同学受益。于是我写书的想法被更进一步地激发。

研究生开学后，清华大学的很多老师都提到了“创新”这个词。的确，创新是一个民族的灵魂。当时我立刻想到了写书的事情，知识是固定的，教学模式则是可以创新的。目前国内还没有一本既能达到考研难度又能使得无论什么基础的考生都能看懂的考研数学教辅书。老师的话使得我的想法更加坚定：我要写书。

最后，借用一句在我出书过程中对我帮助很大的超级畅销书《大话设计模式》的作者程杰的话：现实总比理想来得更“现实”。的确，写书不是一件容易的事情，有很多很多的困难都需要我去克服。同学们，在你们的考研复习的道路上更是充满荆棘、困难重重。金鳞岂是池中物，一遇风云便化龙，希望本书能够帮助你们在通往成功的道路上一路披荆斩棘，逢山开路，遇水搭桥，最终在考研中取得好成绩。

本书定位

本书的定位是：一本适合读者自学概率论与数理统计的书籍（无论读者基础如何）。本书与传统教材大不相同，本书的语言非常通俗易懂，逻辑十分严谨，本书中所涉及的每
 个知识点（无论多简单的知识点）几乎都有举例，这“三斧子”使得你完全不用担心有看不懂的地方。所以，本书主要定位为自学用书。

所谓教材，是老师上课时使用的书籍，大多数教材不会把每个知识点都讲解得非常细，目的是要在课堂上给学生留有充分的思考空间，锻炼同学们的思维；而教辅书呢，顾名思义，是辅助教材而使用的书籍，教辅书不能脱离教材，如果一个基础很薄弱的学生直接看教辅书也是会很吃力的。

而本书既非教材，也非教辅，是一本十分“纯正”的自学用书。为了能让读者实现真正的自学，书中每一个细节都不放过，每个知识点和例题都配有非常通俗易懂的解释（甚至书中所写的很多话都是读者自己很自然可以想到的），这样一来就可以保证无论什么基础的读者，都能够看懂本书。相信读者阅读本书后会有一种爱不释手的感觉。

本书特色


1．充满趣味


本书以“盖楼”为大的背景，读者每阅读完一章，就是盖完了大楼的一层，而每层中又分为“砖”和“房间”两部分，先运来“砖”再搭建“房间”。这种安排内容的方式使得全书充满了趣味性。


2．语言非常通俗易懂


大部分考研数学类书籍，都是十分规范化的，有点像古代的“八股文”，读者需要逐字琢磨到底是什么意思。而最为高级的表达方式就是：用让人最容易理解的文字，去讲解让人最难理解的知识，
 而不需要读者再去琢磨如此规范化的语言到底是什么意思。这正是本书的最大亮点。

本书的所有语言，从定义定理的解释，到例题的解析，再到习题的解析，都非常通俗易懂，让人感觉就像是在读一本童话故事或者武侠小说。这样一来，读者不仅能看懂本书的所有内容，更乐于去阅读本书，从而使得读者不仅掌握了相应的知识也节省了读者的时间。


3．逻辑非常清晰


本书的逻辑从头到尾都是非常清晰的。具体来说，本书所有题目的解析中绝对不会出现任何一个本书中没有讲到的知识点，并且几乎所有题目的每一步解答都详细注明了来源（如：这一步是根据第1章的第五车砖）。

另外，大家知道，做一道题可能会同时用到很多个来自不同章节的知识点。我见过的很多考研辅导书中都存在这样一种现象：讲完知识点，然后下面有配套的例题，而此例题中不但用到了刚讲完的知识点一，而且还用到了没讲的知识点二（题中并没有注明用到了还没有讲的知识点二），这样一来，许多读者就不明白了，思考了很长时间，以为是之前的某个知识点自己忘了，后来才知道原来用到的是后续的知识点。这样的话会很浪费时间，而且会不断产生挫败感，而本书在这一点上高度重视，全书的所有习题中极少存在上述现
 象（可能也就一两道题存在上述现象，并且题中都做了说明）。

总结来说，本书所谓的“逻辑非常清晰”体现在如下三个方面：

（1）本书所有题目的解析中绝对不会出现任何一个书中没有讲到的知识点。

（2）本书所有题目的每一步解答都详细注明了来源。

（3）本书的所有题目均与知识点完全对应。


4．例题非常丰富


本书的例题非常丰富。丰富到什么程度呢？其实很多例题按理说根本就是没有必要的（因为知识点太简单了，而且讲解知识点的语言又特别通俗易懂，根本不需要再有例题了），但本书还是写了，这是为什么呢？因为我在教学的过程中，发现了这样一种现象：就算知识点再简单，讲解再明白，不举例的话，学生心里还是多少会有一些不踏实。基于此，本书所涉及到的知识点（无论再简单的知识点）几乎都有配套的例题。

本书内容

本书是按照教育部考试中心公布的考研大纲的要求来组织内容的。

本书的主要内容包括：随机试验，样本空间，样本点，随机事件，随机事件之间的关系，随机事件的概率，两种特殊的随机事件，互斥，相互独立，关于互斥、相互独立的进一步讨论，三大公式，四条算律，与概率有关的应用题，随机变量的定义，分布函数的定义，概率密度函数的定义，随机变量的分类，三条重要结论，分布律，F
 (x
 )为某一随机变量的分布函数的充要条件，通过分布函数求概率，f
 (x
 )为某一随机变量的概率密度函数的充要条件，通过概率密度函数求概率，常用分布，随机变量函数的分布，二维随机变量的联合分布律、边缘分布律、条件分布律，二维随机变量的联合分布函数、边缘分布函数，二维随机变量的联合概率密度函数、边缘概率密度函数、条件概率密度函数，通过联合概率密度函数f
 (x
 ，y
 )求概率，二维均匀分布，随机变量的独立性，两个随机变量函数的分布，χ2
 分布、t
 分布、F
 分布，数学期望的基本计算方法，数学期望的性质，方差的基本计算方法，方差的性质，常用分布的数学期望与方差，协方差与相关系数，切比雪夫不等式，辛钦大数定律，列维林德伯格定理（中心极限定理），无偏估计，矩估计，最大似然估计，置信区间等。

本书读者

以下三类读者最适合阅读本书：

■　正在准备研究生入学考试的读者（无论读者是什么样的基础）。

■　正在准备学校期末考试的在校大学生（无论读者是什么样的基础）。

■　工作后需要补学或温习概率论与数理统计的读者（无论读者是什么样的基础）。


 感谢

此书能够和大家见面，我本人做了很多努力，但如果只靠我一个人的努力，这本书是根本不能顺利出版的。并非是客套话，而是事实的确如此。

首先要感谢我的父亲潘建平对我写作本书期间的全力支持，为了帮助我尽快完成书稿，他经常和我一起熬夜到很晚。所以，可以这么说，如果没有他的贡献，就没有本书的出版。

超级畅销书《大话设计模式》的作者程杰也给了我非常大的帮助。我创作本书的灵感就来源于程杰的那本《大话设计模式》，程杰本人也给我提了很多的宝贵意见，并且我与清华大学出版社的缘分也是来自程杰。在此，我对程杰表示由衷地感谢。

大家都知道，只有作者是无法完成一本书的出版的。一本书的出版与策划编辑的辛勤劳动是分不开的，本书更是如此。从我与清华大学出版社签订出版合同到书名的敲定再到书中很多细节的修改，我都得到了清华大学出版社的栾大成编辑（也是本书的责任编辑）的鼎力相助。在此我要对栾编辑表达我深深的谢意。

在此向所有帮助与支持我的朋友道一声：谢谢！







潘鑫
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前言



超级导读（必看）


磨刀不误砍柴工。只有把刀磨好了，砍柴时才会事半功倍。


0.1　概率论与数理统计其实就是一座大楼


运用比喻，生动形象地为大家展示概率论与数理统计之美。


0.2　我帮你盖楼


我是一个小有名气的建筑师，我将和大家一起盖好这座七层的大楼。


0.3　第1章到第7章的内容


大家来看看吧，这里有每一章的结构。


0.4　你最后要这样才行


内因才是最重要的，大家要想考高分，就必须按本节所说的这样去做。


0.5　送给大家的话


愿我的话能激励大家在最疲倦、最懈怠的时候，因为责任而坚持，因为担当而无畏。


第1章　第一层——随机事件和概率


由于我不确定你是否看了“超级导读”，所以再次提醒：每章我将按照“砖+房间”的方法来讲解，其中“砖”只要全看懂（因为砖是最基础的内容）就可以了，而“房间”则要看懂后默写出来（因为房间是考研的考点）。只要你每章都如此，那么，不管你是什么基础的同学，考研数学概率论与数理统计部分就一定能拿到满分。


1.1　第一车砖——随机试验


随机试验可以理解为“为了得知到底是哪种结果而做某事”，而非单纯的“做某事”。


1.2　第二车砖——样本空间


“样本空间”不能孤立的存在，它是配合“随机试验”而存在的。换言之，只能说“某随机试验的样本空间是……”，而不能单独说“样本空间是……”。


1.3　第三车砖——样本点


本节涉及到的知识点很简单，所谓样本点，其实指的就是样本空间中的元素。


1.4　第四车砖——随机事件


“随机事件”与“随机试验”完全不是一回事，大家可千万别把它们混为一谈。所谓随机事件，指的是样本空间的子集。


1.5　第五车砖——随机事件之间的关系


大家已经知道随机事件是什么意思了，现在要给大家讲的是“两个随机事件之间的关系有哪些”。具体来说，有五种关系。


1.5.1　包含关系：A
 ⊂B




1.5.2　等于关系：A
 =B




1.5.3　交关系：A
 ∩B
 （或AB
 ）



1.5.4　并关系：A
 ∪B
 （或A
 +B
 ）



1.5.5　差关系：A
 -B




1.6　第六车砖——随机事件的概率


概率是对可能性的定量描述，但是这种定量描述是理论上的。


1.7　第七车砖——两种特殊的随机事件


在前面的第四车砖中，我给大家讲了随机事件的基本概念，随机事件是样本空间的子集。本节我要给大家介绍两种特殊的随机事件：不可能事件和必然事件。


1.8　房间101——互斥


随机事件A
 和随机事件B
 互斥指随机事件A
 和随机事件B
 不可能同时发生。


1.8.1　两个随机事件互斥



1.8.2　两个随机事件对立



1.9　房间102——相互独立


本节只给大家讲“两个随机事件相互独立”和“三个随机事件相互独立”。大家一定要记住，“互斥”是针对两个随机事件而言的，而“相互独立”则可以针对多个随机事件。


1.9.1　两个随机事件相互独立



1.9.2　三个随机事件相互独立



1.10　房间103-互斥、相互独立的进一步讨论


本节我要给大家讲六个结论，请大家务必要把这六个结论背下来。


1.11　房间104——三大公式



1.11.1　加法公式



1.11.2　减法公式



1.11.3　乘法公式



1.12　房间105——四条算律



1.13　房间106——与概率有关的应用题



以下两个条件是“与概率有关的应用题”的标志：

①具有背景。

②让求概率。




1.13.1　几何概型



1.13.2　伯努利概型



1.13.3　全概率概型与贝叶斯概型



1.14　小　结



1.15　练习题



第2章　第二层——随机变量及其概率分布


第一章基本没有涉及到高等数学，但是如果大家认为概率论与数理统计学科与高等数学无关，那可就错了。本章会涉及到一些高等数学知识，例如导数和积分。


2.1　第一车砖——为什么要引入随机变量


其实我完全可以把本节内容删去，而直接给大家讲随机变量的定义，因为本节的内容是不会出考研题的。


2.2　第二车砖——随机变量的定义


通过上一节的讲解，大家一定已经知道为什么要引入随机变量了吧。那么，到底什么叫随机变量呢？这正是本节要给大家讲的。


2.3　第三车砖——分布函数的定义


本节要给大家讲的知识点是分布函数的定义。分布函数实在是太重要了，它既与第二车砖中刚刚讲完的随机变量有关，又与第四车砖中将要讲的概率密度函数有关。


2.4　第四车砖——概率密度函数的定义


先来给大家提个醒：上一节刚刚讲完的分布函数以及本节将要讲的概率密度函数都是针对随机变量而言的。也就是说，并不能孤立地说“分布函数是什么”或者“概率密度函数是什么”，必须得说“某随机变量的分布函数是什么”或者“某随机变量的概率密度函数是什么”。


2.5　第五车砖——随机变量的分类


在本章的第二车砖中，我给大家讲了随机变量的定义。而现在，我们来给随机变量分一下类。


2.5.1　离散型随机变量



2.5.2　连续型随机变量



2.5.3　混合型随机变量



2.6　第六车砖——三条重要结论


这三条重要结论并不是可会可不会，而是必须背熟。


2.6.1　重要结论①



2.6.2　重要结论②



2.6.3　重要结论③



2.7　第七车砖——分布律


分布律其实就是一张表格而已。“分布律”这三个字与“概率分布”这四个字的意思完全一样，也就是说“概率分布”相当于“分布律”的别名。这一点一定要记牢（有很多人认为“概率分布”的意思是“概率密度函数”，事实却并非如此）。


2.8　房间201——F
 (x
 )为某一随机变量的分布函数的充要条件


分布函数的定义早在本章的第三车砖中就已经给大家讲过了。然而，并不是说任意给一个函数F
 (x
 )，它就一定可以作为某一随机变量的分布函数……


2.9　房间202——通过分布函数求概率


当大家看了本节的标题后，或许会认为“通过分布函数求概率”之前已经讲过了啊，没错，但是光这一个公式是不够的，本节再给大家讲两个公式，一共三个。


2.10　房间203——f
 (x
 )为某一随机变量的概率密度函数的充要条件


并不是任意给一个函数，它就一定可以作为某一随机变量的概率密度函数。


2.11　房间204——通过概率密度函数求概率


我想，现在一定有许多同学迫不及待地想对我说“老师，这个我会，不就是先利用概率密度函数f
 (x
 )求出分布函数F
 (x
 )，然后利用分布函数F
 (x
 )求概率嘛”。我想说，你们不觉得太费劲了吗？


2.12　房间205——常用分布


本章的六个房间都很重要。不过，如果非要在本章的六个房间中挑出一个最重要的房间的话，那么就是房间205。


2.12.1　二项分布



2.12.2　泊松分布



2.12.3　几何分布



2.12.4　均匀分布



2.12.5　指数分布



2.12.6　正态分布



2.13　房间206——随机变量函数的分布


我要给大家讲两种题型以及对应的解题方法。


2.13.1　第一种题型



2.13.2　第二种题型



2.14　小结



2.15　练习题



第3章　第三层——二维随机变量及其分布


大家之前在运大楼第一层和第二层所需的砖时，运的太多了，多到已经足够大楼第三层用的了！所以我们现在不用运砖了，直接建造房间。


3.1　房间301——二维随机变量的联合分布律、边缘分布律、条件分布律


“分布律是一张表格，表格中列出了随机变量的所有可能取值以及相应的概率。”而现在，只是在“分布律”一词前面加了修饰词“联合”、“边缘”、“条件”而已，可无论加什么词来修饰，归根结底还是分布律。


3.2　房间302——二维随机变量的联合分布函数、边缘分布函数


正如二维随机变量(X
 ，Y
 )的分布律有联合分布律与边缘分布律之分一样，二维随机变量(X
 ，Y
 )的分布函数也有联合分布函数与边缘分布函数之分……


3.3　房间303——二维随机变量的联合概率密度函数、边缘概率密度函数、条件概率密度函数


正如二维随机变量(X
 ，Y
 )的分布律有联合分布律、边缘分布律、条件分布律之分一样，二维随机变量(X
 ，Y
 )的概率密度函数也有联合概率密度函数、边缘概率密度函数、条件概率密度函数之分。


3.3.1　题型1



3.3.2　题型2



3.3.3　题型3



3.4　房间304——通过联合概率密度函数f
 (x
 ，y
 )求概率


大家猜一下，本节的标题中“概率”两字指的是哪种概率呢？


3.5　房间305——二维均匀分布


一旦题中告诉了二维随机变量(X
 ，Y
 ) 服从均匀分布，那么就相当于告诉了该二维随机变量的联合概率密度函数。


3.6　房间306——随机变量的独立性


提起“独立性”一词，大家是否会感到似曾相识？的确，本书第1章讲过“独立性”，是“随机事件的独立性”，而本节是“随机变量的独立性”……


3.7　房间307——两个随机变量函数的分布


第2章房间206的标题叫“随机变量函数的分布”，而本节的标题叫“两个随机变量函数的分布”，好好琢磨一下。


3.7.1　第一种题型



3.7.2　第二种题型



3.8　房间308——χ
 2
 分布、t
 分布、F
 分布


其实本节的内容按理来说应该在第6章（数理统计的基本概念）中讲，之所以现在讲，主要是考虑到本节的内容涉及到正态分布以及随机变量的独立性。正态分布是在第2章讲的，随机变量的独立性是在本章讲的，所以我就趁热打铁了。


3.8.1　χ
 2
 （读作“kài方”）分布



3.8.2　t
 分布



3.8.3　F
 分布



3.9　小结



3.10　练习题



第4章　第四层——随机变量的数字特征


与上一章一样，没有砖只有房间，就讲四个知识点：数学期望、方差、协方差、相关系数。


4.1　房间401——数学期望的基本计算方法


我并不给大家讲数学期望的定义，而是直接给大家讲数学期望的基本计算方法。这是为什么呢？因为考研中从不考数学期望的定义。


4.1.1　题型1



4.1.2　题型2



4.1.3　题型3



4.1.4　题型4



4.2　房间402——数学期望的性质


考研中除了考查数学期望的基本计算方法之外，还考查数学期望的性质。


4.3　房间403——方差的基本计算方法


房间401是“数学期望的基本计算方法”，而本节是“方差的基本计算方法”，所以大家可以把这两节放在一起来记忆。


4.4　房间404——方差的性质


考研中除了考查方差的基本计算方法之外，还考查方差的性质。


4.4.1　性质1



4.4.2　性质2



4.4.3　性质3



4.4.4　性质4



4.4.5　性质5



4.5　房间405——常见分布的数学期望与方差


本节我会给大家一个表格，请大家一定要把它背下来。


4.6　房间406——协方差与相关系数


协方差的定义大家可以不知道（只掌握协方差的性质就可以了），但是相关系数的定义大家一定要知道。


4.6.1　协方差



4.6.2　相关系数



4.7　小结



4.8　练习题



第5章　第五层——大数定律和中心极限定理


本章的知识点较少，只有三个房间，在考研题中一般是以选择题或填空题的形式来对本章的知识点进行考查。


5.1　房间501——切比雪夫不等式



5.2　房间502——辛钦大数定律



5.3　房间503——列维林德伯格定理（中心极限定理）



5.4　小结



5.5　练习题



第6章　第六层——数理统计的基本概念


本章不讲定义（因为考研中根本不考本章这些定义），只给大家讲一下重要的性质和定理。实际上，考研中很少涉及到本章的知识点，因此大家不必在本章花费过多的时间。


6.1　第一车砖——五个名词


本节给大家介绍五个名词，五个等式（背下来），另外，[image: ]
 、S
 2
 、S
 、Ak

 、Bk

 的对应中文名称也必须背下来。


6.2　房间601——与和S2有关的三条性质



6.3　房间602——与正态总体有关的四条结论



6.4　小结



6.5　练习题



第7章　第七层——参数估计


本章要讲的是“估计”，考研中对于“估计”的考查主要有两种题型。第一种题型是：别人已经对未知参数进行了估计，问你别人的估计是否准确。第二种题型是：让你自己对未知参数进行估计。


7.1　房间701——无偏估计


比如a
 是未知参数，某人对未知参数a
 的估计值是b
 。如果此人估计的比较准确的话，那么我们就称b
 是未知参数a
 的无偏估计。仔细看，某人对未知参数a
 的估计值是b
 ，那么我们应该如何判断b
 是否为a
 的无偏估计呢？别急，请看本节的内容。


7.2　房间702——矩估计


房间701中给大家讲的无偏估计的实质是“被动”，也就是说别人已经对未知参数进行了估计，问你别人的估计是否准确。而接下来的房间702、703、704中我要给大家讲的是“主动”，也就是说让你自己对未知参数进行估计。


7.3　房间703——最大似然估计


“最大似然估计”与上一节讲的“矩估计”都属于点估计，而不属于区间估计。


7.4　房间704——置信区间


房间702（矩估计）和房间703（最大似然估计）讲的都是估计“点”，只不过是从两个不同的角度来估计而已；而本房间（房间704）讲的则是估计“段”。


7.5　小结



7.6　练习题





 超级导读（必看）


本书共七章，此章虽不讲具体的知识点，但其地位是相当重要的。因此，强烈建议大家仔细并严肃地仔细并严肃地阅读本章的内容。







 0.1　概率论与数理统计其实就是一座大楼


[image: ]





 图中是一座大楼，这座大楼共七层。第1层有六个房间，第2层有六个房间，第3层有八个房间，第4层有六个房间，第5层有三个房间，第6层有两个房间，第7层有四个房间。

你是一名工人，房地产开发商要求你在一片空地上盖这么一座大楼，并且你和开发商签了合同，合同中规定了停工日期。只要到了停工日期，无论你盖完没盖完，你都不能再盖了，必须接受开发商的检查。开发商比较懒，他并不真正来工地一个一个门牌号的依次检查，而是把你叫到办公室，然后问你关于其中几个房间的构造是什么样的。比如，你到了他办公室后，他可能会问三个问题（当然有可能问更多的问题）。

（1）你介绍一下房间202和房间103的构造；

（2）你介绍一下房间304的构造；

（3）你介绍一下房间501和房间602的构造。

这三个问题如果你都答的让他满意，他会认为你已经把大楼完全盖好了，于是他会给你工程款；如果你没有全部答对，他会非常生气，认为你根本没资格拿到一分钱。

以上这段话我想说什么呢，请继续往后看。

●　大楼：考研数学概率论与数理统计这个学科；

●　大楼的每层：指考研数学概率论与数理统计这个学科的每一章；

●　每层的房间数量：每一章的考点数量；

●　房地产开发商：考研数学概率论与数理统计部分的命题人；

●　工人：你自己；

●　停工日期：考试的日期；

●　开发商的办公室：考研考场；

●　开发商问你的问题：考研数学概率论与数理统计部分的题目；

●　开发商给你的钱：考研数学概率论与数理统计部分的得分；

●　有了这些对应关系后，我把前面的一大段话换一种方式叙述一遍。

考研数学概率论与数理统计部分的知识可以分为7章。第1章有六个考点，第2章有六个考点，第3章有八个考点，第4章有六个考点，第5章有三个考点，第6章有两个考点，第7章有四个考点。

考研命题人规定了考研的日期。日期一到，不管你有没有复习完，都要去考场参加考试。在考试中，你也许会在卷子上遇到三道（当然，有可能更多）概率论与数理统计的题，比如：

第一题：考到的是第2章的考点2和第一章的考点3；


 第二题：考到的是第3章的考点4；

第三题：考到是第5章的考点1和第六章的考点2。

这三个问题你如果都答对了，你就得满分，否则你将会被扣掉相应的分，作为考研这样一种“高分至上”的考试，这部分内容要力争满分。

0.2　我帮你盖楼

亲爱的同学，相信你看完上一小节后，已经对你即将要盖的这座考研数学概率论与数理统计大楼有了最初步的认识。而我，是一个小有名气的建筑师，我将和你一起盖好这座七层的大楼。

无论如何，请相信我一句话：不管你的建筑功底如何，哪怕你是学音乐美术的，对建筑一窍不通。只要你愿意接受我的帮助，我可以保证你把这座七层的大楼盖得金碧辉煌，我更可以保证你在面对开发商的询问时，对答如流。

也许我上面的话太罗嗦。好，那我说直白点：


任何人，记住是任何人，只要具有高中的数学基础，只要你认真阅读此书，那么，考研数学概率论与数理统计部分得满分是十分容易的。


0.3　第1章到第7章的内容

下面我说一下本书第1章到第7章的内容：


第1章：第一层——随机事件和概率（其中有六个房间）；



第2章：第二层——随机变量及其概率分布（其中有六个房间）；



第3章：第三层——二维随机变量及其分布（其中有八个房间）；



第4章：第四层——随机变量的数字特征（其中有六个房间）；



第5章：第五层——大数定律和中心极限定理（其中有三个房间）；



第6章：第六层——数理统计的基本概念（其中有两个房间）；



第7章：第七层——参数估计（其中有四个房间）。


以上只是第1章到第7章的标题，下面我要告诉大家的是每一章展开后的样子。

我就以第2章为例，说一下展开后的第2章是什么样子的，其他各章的表达形式是一样的。
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为什么除了房间以外，又多了“砖”呢？听我解释：没有砖能盖楼吗？不能吧，因为巧妇难为无米之炊，砖是盖楼的基础。那么这个“砖”类比到概率论与数理统计大楼中又相当于什么呢？我以高考数学举例。

高考数学考试大纲中一定会写：要考排列组合、要考等差数列、要考立体几何等等，却绝对不会写：要考加减乘除四则运算、要考正负数、要考绝对值等等。为什么不写考这些？因为这些是基础，是“砖”，会这些东西是必须的，是最基本的要求，所以高考考试大纲里就不必提了。尽管没提，但是你能不会吗？显然不能不会。在概率论与数理统计中也是一样，虽然考研卷子上只考“房间”，但是如果没有“砖”，你怎么可能搭建一个个的房间呢？明白了吧。

所以接下来每一章的内容都是由“砖”和“房间”两部分所组成的。

0.4　你最后要这样才行

想要考研数学概率论与数理统计部分满分，这是每位考生的心愿，要想达成这个心愿，你需要做到以下两点：

（1）书中的每一个知识点都要看。我想强调的是：本书不存在任何看不懂的可能性，因为我采用的表达方式非常通俗。因此，书中的每个知识点你都要看一遍，别落下任何一个知识点。

（2）在你看完每一章后，你需要把每一章的“房间”背下来（“砖”不用刻意去背，只要会了就行了，因为“砖”是最基本的，正如同参加高考的考生要背高考考试大纲中的考点，而不用去背最基本的加减乘除四则运算法则）。不是看懂就行，一定要背下来，这一点至关重要。我举个例子，比如当你看完第2章之后你需要对自己说：这一章共有六个
 房间，每个房间的内容是什么什么。如果忘了，就查书，直到背下来为止。相信我，这一招可以收到奇效。当然，如果能够默写下来的话，那就更好了。比如，当你看完第2章后，你最好的方式就是拿一张白纸，白纸上这么写：

大楼第二层：

房间201：……………

房间202：……………

房间203：……………

房间204：……………

房间205：……………

房间206：……………

你只要能默写出来，那么这一层就可以算是盖好了。每层都是这样，考研数学概率论与数理统计部分一定是可以得满分的。

0.5　送给大家的话

凤凰鸣九天，需烈火涅槃；蛟龙纳明珠，需深潜寒潭。春日那“深巷梨花轻闭门，风袅篆烟系柳丝”需要冬日那一季枯老，秋日那“冲天香阵透长安，满城尽带黄金甲”需要夏日那暴雨骄阳。

翻滚吧，同学们！






 第1章　第一层——随机事件和概率
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由于我不确定你是否看了“超级导读”，所以再次提醒：每章我将按照“砖+房间”的方法来讲解，其中“砖”只要全看懂（因为砖是最基础的内容）就可以了，而“房间”则要看懂后默写出来（因为房间是考研的考点）。只要你每章都如此，那么，不管你是什么基础的同学，考研数学概率论与数理统计部分就一定能拿到满分。



本章内容相对基础一些，请认真消化，保持信心！







 1.1　第一车砖——随机试验

如何判断一件事是否是随机试验呢？我先不告诉大家判断方法，先来给大家举几个例子。

例1．“为了看看投出的点数是多少而投骰子”是随机试验。





例2．“为了看看投完后骰子会不会掉到地上而投骰子”是随机试验。





例3．“投骰子”不是随机试验。





例4．“为了看看能不能中奖而买彩票”是随机试验。





例5．“买彩票”不是随机试验。





以上几个例子使得大家对于随机试验有了直观的认识，下面我来给大家总结一下。随机试验可以理解为“为了得知到底是哪种结果而做某事”，而非单纯的“做某事”。


现在大家应该明白为何在以上的5个例子中，第1、2、4个例子是随机试验，而第3、5个例子不是随机试验了吧。

让我们再来看一个例子。

例．“投骰子，观察投出的点数”是随机试验。

看了这个例子，有些同学可能心里会想：不是刚讲完随机试验可以理解为“为了得知到底是哪种结果而做某事”嘛，可“投骰子，观察投出的点数”并不是“为了……而……”的形式啊，那么它为什么会是随机试验？

我来帮大家解决这个困惑。大家注意，我说的是随机试验可以理解为
 “为了得知到底是哪种结果而做某事”，没说随机试验就一定得直接说
 “为了得知到底是哪种结果而做某事”。

再具体一些就是，直接说
 或者间接说
 “为了得知到底是哪种结果而做某事”都是
 随机试验。

之前的例子“为了看看投出的点数是多少而投骰子”属于直接说
 “为了得知到底是哪种结果而做某事”，所以是随机试验。

而“投骰子，观察投出的点数”由于可以翻译成“为了看看投出的点数是多少而投骰子”，所以属于间接说
 “为了得知到底是哪种结果而做某事”，所以也是随机试验。

此时有些同学可能会和我争论说“投骰子”为什么就不属于间接说
 “为了得知到底是哪种结果而做某事”？


 我的回答是：“投骰子”这三个字中提到“点数”了吗？没有吧，所以“投骰子”不能翻译成“为了看看投出的点数是多少投骰子”。“投骰子”这三个字中提到“掉没掉地上”了吗？也没有吧，所以“投骰子”也不能翻译成“为了看看投完后骰子会不会掉到地上而投骰子”。也就是说，“投骰子”根本就不能翻译成“为了得知到底是哪种结果而投骰子”，所以“投骰子”不属于间接说
 “为了得知到底是哪种结果而做某事”，所以“投骰子”不是随机试验。

有点绕，请同学们仔细体会，要理解到位。

1.2　第二车砖——样本空间

“样本空间”不能孤立的存在，它是配合“随机试验”而存在的。换言之，只能说“某随机试验的样本空间是……”，而不能单独说“样本空间是……”。

若随机试验确定了，则该随机试验的样本空间也就随之确定了。

说了这么多，到底什么是样本空间呢？


样本空间：某随机试验的所有可能结果组成的集合称为该随机试验的样本空间。


现在请大家来看下面的例题。

例．请写出随机试验“为了看看投出的点数是多少而投骰子”的样本空间。

解：该随机试验的样本空间为｛点数为1，点数为2，点数为3，点数为4，点数为5，点数为6｝。





例．请写出随机试验“为了看看投完后骰子会不会掉到地上而投骰子”的样本空间。

解：该随机试验的样本空间为｛掉了，没掉｝。





例．请写出随机试验“为了看看能不能中奖而买彩票”的样本空间。

解：该随机试验的样本空间为｛中奖了，没中奖｝。





某随机试验的样本空间常用符号Ω来表示。

1.3　第三车砖——样本点

在上一节中，我给大家讲了样本空间。如果大家上一节能够看懂的话，那么本节的新内容（样本点）对于大家来说应该是很好理解的。


 样本点：样本空间中的元素。


例．请写出随机试验“为了看看投出的点数是多少而投骰子”的样本空间和样本点。

解：该随机试验的样本空间为｛点数为1，点数为2，点数为3，点数为4，点数为5，点数为6｝；由于该随机试验的样本空间中一共有六个元素，所以该随机试验一共有六个样本点。这六个样本点分别是：点数为1，点数为2，点数为3，点数为4，点数为5，点数为6。





例．请问“中奖了”是不是随机试验“为了看看能不能中奖而买彩票”的样本点？

解：我们先把随机试验“为了看看能不能中奖而买彩票”的样本空间写出来，该随机试验的样本空间为｛中奖了，没中奖｝。由于“中奖了”是样本空间中的元素，所以“中奖了”是该随机试验的样本点。





例．请写出随机试验“为了看看能不能中奖而买彩票”的三个样本点。

解：该随机试验的样本空间为｛中奖了，没中奖｝。该集合一共包含了两个元素，这说明该随机试验一共有两个样本点。此题让写三个，明显此题出错了。

1.4　第四车砖——随机事件

在本章的第一车砖中，我给大家讲了“随机试验”，而本节要给大家讲的是“随机事件”。


“随机试验”与“随机事件”完全不是一回事，大家可千万别把它们混为一谈。


那么，“随机事件”到底是什么意思呢？


随机事件：样本空间的子集（上一节讲的“样本点”是样本空间的元素，而本节讲的“随机事件”则是样本空间的子集）。


例．请写出随机试验“为了看看投出的点数是多少而投骰子”的任意一个样本点和任意一个随机事件。

解：本题让写的是样本点和随机事件，但由于样本点是样本空间中的元素，随机事件是样本空间的子集（换言之，“样本点”和“随机事件”都与样本空间有关），所以我们应该先写出该随机试验的样本空间。

该随机试验的样本空间为｛点数为1，点数为2，点数为3，点数为4，点数为5，点数为6｝。

本题让写出任意一个样本点和任意一个随机事件，那咱们就随便写呗。


 任意一个样本点：点数为2。

任意一个随机事件：｛点数为2，点数为4，点数为5｝。





例．请问｛点数为3，点数为4，点数为6｝是否是随机试验“为了看看投出的点数是多少而投骰子”的一个随机事件。

解：随机试验“为了看看投出的点数是多少投骰子”的样本空间为｛点数为1，点数为2，点数为3，点数为4，点数为5，点数为6｝。由于｛点数为3，点数为4，点数为6｝是｛点数为1，点数为2，点数为3，点数为4，点数为5，点数为6｝的子集，所以｛点数为3，点数为4，点数为6｝是该随机试验的一个随机事件。





例．请问“投出的点数大于3”是否是随机试验“为了看看投出的点数是多少而投骰子”的一个随机事件。

解：随机试验“为了看看投出的点数是多少而投骰子”的样本空间为｛点数为1，点数为2，点数为3，点数为4，点数为5，点数为6｝。而“投出的点数大于3”这句话可以翻译成｛点数为4，点数为5，点数为6｝。由于｛点数为4，点数为5，点数为6｝是｛点数为1，点数为2，点数为3，点数为4，点数为5，点数为6｝的子集，所以“投出的点数大于3”是该随机试验的一个随机事件。

通过本题我想告诉大家的是，随机事件不一定写成集合的形式（如本题），但一定可以翻译成集合的形式。


随机事件简称事件，常用大写英文字母A
 、B
 、C
 等来表示。





注意：
 第二车砖中所讲的样本空间，第三车砖中所讲的样本点以及本节所讲的随机事件都是基于随机试验的。换言之，只能说“某随机试验的样本空间是……”、“某随机试验的样本点是……”、“某随机试验的随机事件是……”，而不能单独说“样本空间是……”、“样本点是……”、“随机事件是……”。




1.5　第五车砖——随机事件之间的关系

大家已经知道随机事件是什么意思了，现在要给大家讲的是“两个随机事件之间的关系有哪些”。具体来说，有以下五种关系。

1.5.1　包含关系：A
 ⊂B


文字解释：A
 ⊂B
 指随机事件A
 发生必导致随机事件B
 发生。


 集合解释：A
 ⊂B
 指随机事件A
 的每一个样本点都属于随机事件B
 ，即：
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A
 ⊂B




例．已知某随机试验的样本空间为｛1，2，3，4｝，该随机试验的一个随机事件A
 为｛1，2｝，又A
 ⊂B
 ，求随机事件B
 。

解：随机事件B
 为｛1，2｝或｛1，2，3｝或｛1，2，4｝或｛1，2，3，4｝。

1.5.2　等于关系：A
 =B


文字解释：A
 =B
 指A
 ⊂B
 与B
 ⊂A
 同时成立。

集合解释：A
 =B
 指随机事件A
 和随机事件B
 有完全相同的样本点，即：
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A
 =B




例．已知某随机试验的样本空间为｛1，2，3，4｝，该随机试验的一个随机事件A
 为｛1，2｝，又A
 =B
 ，求随机事件B
 ？

解：随机事件B
 为｛1，2｝。

1.5.3　交关系：A
 ∩B
 (或AB
 )

文字解释：A
 ∩B
 (或AB
 )指随机事件A
 与随机事件B
 同时发生。

集合解释：A
 ∩B
 (或AB
 )由同时属于A
 与B
 的所有样本点构成，即：



 [image: ]


阴影部分为A
 ∩B




例．已知A
 、B
 为某随机试验的两个随机事件，且A
 =｛1，2，3｝，B
 =｛3，4｝，求A
 ∩B
 ？

解：随机事件A
 包含了三个样本点：1，2，3；随机事件B
 包含了两个样本点：3，4。只有3这个样本点同时属于A
 和B
 ，所以A
 ∩B
 ＝｛3｝。

1.5.4　并关系：A
 ∪B
 （或A
 +B
 ）

文字解释：A
 ∪B
 （或A
 +B
 ）指随机事件A
 与随机事件B
 至少有一个发生。

集合解释：A
 ∪B
 （或A
 +B
 ）由属于A
 与B
 的所有样本点构成，即：
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阴影部分为A
 ∪B




例．已知A
 、B
 为某随机试验的两个随机事件，且A
 =｛1，2，3｝，B=｛3，4｝，求A
 ∪B
 ？

解：A
 ∪B
 =｛1，2，3，4｝。

1.5.5　差关系：A
 -B


文字解释：A
 -B
 指随机事件A
 发生而随机事件B
 不发生。

集合解释：A
 -B
 由属于随机事件A
 而不属于随机事件B
 的所有样本点构成，即：
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阴影部分为A
 -B




例．已知A
 、B
 为某随机试验的两个随机事件，且A
 =｛1，2，3｝，B=｛3，4｝，求A
 -B
 ？

解：A
 -B
 =｛1，2｝。

1.6　第六车砖——随机事件的概率

随机事件A
 的概率记为P
 (A
 )。


需要注意的是，任何随机事件的概率都在0到1之间。换言之，对于任意随机事件A
 来说，都有0≤P
 (A
 )≤1。






说了半天，概率到底指的是什么呢？概率是对可能性的定量描述，但是这种定量描述是理论上的。让我们看下面的例题。

例．投一枚一分钱的硬币，连续投两次，结果都是反面向上。由此有人说投硬币反面向上的概率为1。请问这种说法正确吗？





解：这种说法不正确，正确的答案应该是：投硬币反面向上的概率为[image: image]
 。大家现在明白了吧，概率指的是理论上的。所以别说投两次全是反面向上了，就算投十次全是反面向上，反面向上的概率仍然是[image: image]
 。

1.7　第七车砖——两种特殊的随机事件

在前面的第四车砖中，我给大家讲了随机事件的基本概念，随机事件是样本空间的子集。本节我要给大家介绍两种特殊的随机事件，不可能事件
 和必然事件。



 我们把不包含任何样本点的空集称为不可能事件，不可能事件用符号∅来表示。



我们把样本空间称为必然事件，必然事件用符号Ω来表示。


不可能事件∅的概率一定为0，必然事件Ω的概率一定为1（即P
 (∅)=0，P
 (Ω)=1）。但是，反之不成立。
 这一点在考研中常考，大家一定要记牢了。


换言之，不可能事件∅的概率一定为0，但概率为0的事件不一定是不可能事件；必然事件Ω的概率一定为1，但概率为1的事件不一定是必然事件Ω
 （大家如果暂时不理解的话，也没有关系，先把结论背下来）。

最后，告诉大家四条与不可能事件∅和必然事件Ω有关的结论：


● 对于任意随机事件A
 来说，均有A
 ∅=∅。



● 对于任意随机事件A
 来说，均有A
 ∪ ∅=A
 。



● 对于任意随机事件A
 来说，均有A
 Ω=A
 。



● 对于任意随机事件A
 来说，均有A
 ∪ Ω=Ω。



终于把砖运来了


同学们，本章的砖你们已经都运来了，此时，你们可能会认为本章没有什么计算题。如果你们真这样认为的话，那么你们就错了。接下来的六个房间中的知识点都可以被出成计算题。我在此再次强调：上面的“砖”中的内容你们只要理解了并且会使用就行，而接下来的“房间”中的内容，不但要理解且会使用，还要找白纸默写下来，因为“房间”中的内容是考研的考点。每章如此，保你概率论与数理统计满分。




1.8　房间101——互斥

1.8.1　两个随机事件互斥


设A
 ，B
 为两个随机事件，如果随机事件A
 与随机事件B
 的关系为AB
 =∅，则称随机事件A
 和随机事件B
 互斥。


下面我以文字的形式和集合的形式对互斥进行解释。

文字解释：随机事件A
 和随机事件B
 互斥指随机事件A
 和随机事件B
 不可能同时发生。

集合解释：随机事件A
 和随机事件B
 互斥指随机事件A
 和随机事件B
 中所包含的样本点没有一个是一样的，即：
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A
 和B
 互斥



例．已知某随机试验的样本空间是{1，2，3，4}，该随机试验的一个随机事件A
 为{1，2，3}，该随机试验的另一个随机事件B
 为{3，4}。问随机事件A
 和随机事件B
 是否互斥？

解：由于AB
 ={3}≠∅，所以随机事件A
 和随机事件B
 不互斥。





例．已知某随机试验的样本空间是{1，2，3，4}，该随机试验的一个随机事件A
 为{1，2}，该随机试验的另一个随机事件B
 为{3，4}。问随机事件A
 和随机事件B
 是否互斥？

解：由于AB
 =∅，所以随机事件A
 和随机事件B
 互斥。





例．已知随机事件A
 和随机事件B
 互斥，求P
 (AB
 )？

解：由于随机事件A
 和随机事件B
 互斥，根据互斥的定义可知AB
 =∅，所以P
 (AB
 )=P
 (∅)。根据本章第七车砖中所讲的P
 (∅)=0可知，P
 (AB
 )=P
 (∅)=0。

例．已知P
 (AB
 )=0，问随机事件A
 和随机事件B
 是否互斥？

解：由本章第七车砖可知，概率为0的事件不一定是不可能事件∅，所以在本题中，AB
 未必等于∅。所以随机事件A
 和随机事件B
 不一定互斥。（当然也有可能互斥）。

1.8.2　两个随机事件对立


对立是互斥中的特殊情况。
 也就是说，若随机事件A
 和随机事件B
 对立，则随机事件A
 和随机事件B
 一定互斥。那么特殊性到底体现在哪儿呢？

特殊性就体现在：由随机事件A
 和随机事件B
 互斥，我们只能推出AB
 =∅；而由随机事件A
 和随机事件B
 对立，我们不但能推出AB
 =∅，还能推出A
 ∪B
 =Ω。

下面我以文字的形式和集合的形式对对立进行解释。

文字解释：随机事件A
 和随机事件B
 对立指随机事件A
 发生当且仅当随机事件B
 不发生。

集合解释：随机事件A
 和随机事件B
 对立指随机事件A
 和随机事件B
 中所包含的样本
 点没有一个是一样的且A
 ，B
 中的样本点合在一起就是样本空间，即：


[image: ]


阴影部分为A
 的对立事件



现在大家应该算是彻底明白了吧。最后给大家总结一下：


（1）随机事件A
 的对立事件记为[image: image]
 。



（2）[image: image]




（3）不可能事件∅的对立事件是必然事件Ω。



（4）若A
 =B
 ，则[image: image]




（5）[image: image]



1.9　房间102——相互独立

1.9.1　两个随机事件相互独立

设A
 ，B
 为两个随机事件。若A
 ，B
 两个随机事件满足等式P
 (AB
 )=P
 (A
 )P
 (B
 )，则称随机事件A
 和随机事件B
 相互独立。

1.9.2　三个随机事件相互独立

设A
 ，B
 ，C
 为三个随机事件。若A
 ，B
 ，C
 三个随机事件满足下面四个等式：

（1）P
 (AB
 )=P
 (A
 )P
 (B
 )

（2）P
 (AC
 )=P
 (A
 )P
 (C
 )

（3）P
 (BC
 )=P
 (B
 )P
 (C
 )


 （4）P
 (ABC
 )=P
 (A
 )P
 (B
 )P
 (C
 )

则称A
 ，B
 ，C
 这三个随机事件相互独立。




提示：
 多于三个随机事件相互独立的定义我就不给大家讲了，因为考研中不要求。




本节就讲完了。大家一定要记住，“互斥”是针对两个随机事件而言的，而“相互独立”则可以针对多个随机事件。

1.10　房间103-互斥、相互独立的进一步讨论

（1）不可能事件∅与任意一个随机事件既相互独立又互斥。

（2）必然事件Ω与任意一个随机事件既相互独立又包含该随机事件。

（3）概率为0的随机事件（不一定是不可能事件∅）与任意一个随机事件相互独立。

（4）概率为1的随机事件（不一定是必然事件Ω）与任意一个随机事件相互独立。

（5）若随机事件A
 与随机事件B
 互斥，则有P
 (A
 ∪B
 )=P
 (A
 )+P
 (B
 )。

（6）若A
 1
 ，A
 2
 ，......A
 
n

 这n个随机事件相互独立，则：

①从这n个随机事件中任意抽取r个（2≤r≤n）随机事件，则抽取的这r个随机事件相互独立。

②把这n个随机事件中的任意r个（1≤r≤n）随机事件换成它们的对立事件，则这新组成的n个随机事件也相互独立。





例．已知随机事件A
 1
 ，A
 2
 互斥，且P
 (A
 1
 )=0.4，[image: image]
 求P
 (A
 1
 ∪A
 2
 )？





解：由房间101可知，[image: image]
 因为[image: image]
 所以解得P
 (A
 2
 )=0.2。又因为A
 1
 ，A
 2
 互斥，由本节的讨论（5）可知，P
 (A
 1
 ∪ A
 2
 )=P
 (A
 1
 )+P
 (A
 2
 )=0.4+0.2=0.6。





例．已知随机事件A
 ，B
 ，C
 ，D
 相互独立，问[image: image]
 是否相互独立？





解：由本节的讨论（6）中的①可知，A
 ，B
 ，D
 相互独立。再由本节的讨论（6）中的②可知，[image: image]
 相互独立。





例．已知随机事件A
 ，B
 ，C
 ，D
 相互独立，问能否推出这四个随机事件两两独立？


 解：这道题的问题可以翻译成：A
 ，B
 独立吗？A
 ，C
 独立吗？A
 ，D
 独立吗？B
 ，C
 独立吗？B
 ，D
 独立吗？C
 ，D
 独立吗？由本节的讨论（6）中的①可知，A
 ，B
 独立；A
 ，C
 独立；A
 ，D
 独立；B
 ，C
 独立；B
 ，D
 独立；C
 ，D
 独立。也就是说，这四个随机事件两两独立（但记住，n个随机事件两两独立可推不出这n个事件相互独立）。

1.11　房间104——三大公式

1.11.1　加法公式

（1）P
 (A
 ∪B
 )=P
 (A
 )+P
 (B
 )-P
 (AB
 )

（2）P
 (A
 ∪B
 ∪C
 )=P
 (A
 )+P
 (B
 )+P
 (C
 )-P
 (AB
 )-P
 (AC
 )-P
 (BC
 )+P
 (ABC
 )


注意：以上两个加法公式中的第一个公式的等式左侧与上一节的讨论（5）中的公式的等式左侧一样，都是P
 (A
 ∪B
 )，而右侧却不一样，这是为什么呢？因为上一节的讨论（5）中的公式是有限制条件的，而本节的加法公式是无条件成立的。明白了吧。


例．P
 (A
 )=0．1，P
 (B
 )=0.4，且A
 ，B
 相互独立，求P
 (A
 ∪B
 )？

解：由于A
 ，B
 相互独立，所以P
 (AB
 )=P
 (A
 )P
 (B
 )=0.1×0.4=0.04


P
 (A
 ∪B
 )=P
 (A
 )+P
 (B
 )-P
 (AB
 )=0.1+0.4-0.04=0.46






考研题1.1
 　设A
 ，B
 ，C
 是三个随机事件，且[image: image]
 P
 (AB
 )=P
 (BC
 )=0，[image: image]
 问A
 ，B
 ，C
 至少有一个发生的概率为多少？

解：我们首先需要将本题的问题翻译成数学语言。“A
 ，B
 ，C
 至少有一个发生”翻译成的数学语言是P
 (A
 ∪B
 ∪C
 )。

由刚刚讲的加法公式中的第二个公式得：


P
 (A
 ∪B
 ∪C
 )=P
 (A
 )+P
 (B
 )+P
 (C
 )-P
 (AB
 )-P
 (AC
 )-P
 (BC
 )+P
 (ABC
 )

结果发现题中并没有给出P
 (ABC
 )。此时有的同学可能会怀疑此题少给了条件，可事实却并非如此，此题的条件并没有少给。也就是说，此题虽然没有明确给出P
 (ABC
 )，但我们却能够通过其他条件推得P
 (ABC
 )。

我们知道，任何随机事件的概率都是大于等于0的，所以有
 P
 (ABC
 )≥0。

因为P
 (ABC
 )肯定是小于等于P
 (AB
 )的（这很好理解吧，随机事件AB
 又交了一个C
 ，交完后的概率肯定是小于等于没交时的概率啊），而P
 (AB
 )=0，所以有
 P
 (ABC
 )≤0。


 由于P
 (ABC
 )≥0，P
 (ABC
 )≤0，所以P
 (ABC
 )=0。

现在P
 (ABC
 )有了，我们直接代数就可以了。





[image: ]


本题就做完了，本题的难点一共有如下两个：

（1）需要将本题的问题“A
 ，B
 ，C
 至少有一个发生的概率”翻译成数学语言P
 (A
 ∪B
 ∪C
 )。

（2）需要从P
 (AB
 )=0推出P
 (ABC
 )=0（或从P
 (BC
 )=0推出P
 (ABC
 )=0）。

1.11.2　减法公式

（1）[image: image]






（2）[image: image]







考研题1.2
 　设两个相互独立的事件A
 和B
 至少发生一个的概率为[image: image]
 ，已知A
 发生B
 不发生的概率与B
 发生A
 不发生的概率相等，求P
 (A
 )？

解：“A
 发生B
 不发生的概率”翻译成的数学语言是[image: image]
 ，“B
 发生A
 不发生的概率”翻译成的数学语言是[image: image]
 ，因此有[image: image]
 由刚刚讲的减法公式可知：[image: image]
 由于[image: image]
 所以有P
 (A
 )-P
 (AB
 )，=P
 (B
 )-P
 (AB
 )所以有P
 (A
 )=P
 (B
 )。

“事件A
 和B
 至少发生一个的概率为[image: image]
 ”翻译成的数学语言是[image: image]


由本节的加法公式得：


[image: ]




由于A
 ，B
 相互独立，所以P
 (AB
 )=P
 (A
 )P
 (B
 )，所以①式可以变为：



 [image: ]




由于P
 (A
 )=P
 (B
 )，所以②式可以变为：


[image: ]




设P
 (A
 )=a
 ，则③式可以变为：


[image: ]




将④式移项，得：


[image: ]




⑤式是一个一元二次方程，解此方程得[image: image]
 由于a
 2
 比1大，所以舍去a
 2
 ，所以[image: image]







考研题1.3
 　已知A
 ，B
 ，C
 三个事件中A
 与B
 相互独立，P
 (C
 )=0，则[image: image]
 三个事件（　）。

（A）相互独立。

（B）两两独立，但不一定相互独立。

（C）不一定两两独立。

（D）一定不两两独立。

解：我们先来回顾一下三个随机事件相互独立的定义。


设A
 ，B
 ，C
 为三个随机事件。若A
 ，B
 ，C
 三个随机事件满足下面四个等式：



① P
 (AB
 )=P
 (A
 )P
 (B
 )



② P
 (AC
 )=P
 (A
 )P
 (C
 )



③ P
 (BC
 )=P
 (B
 )P
 (C
 )



④ P
 (ABC
 )=P
 (A
 )P
 (B
 )P
 (C
 )



则称A
 ，B
 ，C
 这三个随机事件相互独立。


好，回顾了三个随机事件相互独立的定义后，现在我们来正式做这道题。


 首先，题中说A
 与B
 相互独立，所以有
 P
 (AB
 )=P
 (A
 )P
 (B
 )。

由于0≤P
 (AC
 )≤P
 (C
 )，而P
 (C
 )=0，所以0≤P
 (AC
 )≤0，所以P
 (AC
 )=0；又因为P
 (C
 )=0，所以无论P
 (A
 )是什么数，都有P
 (A
 )P
 (C
 )=0；由于P
 (AC
 )=0，P
 (A
 )P
 (C
 )=0，所以有
 P
 (AC
 )=P
 (A
 )P
 (C
 )。

由于0≤P
 (BC
 )≤P
 (C
 )，而P
 (C
 )=0，所以0≤P
 (BC
 )≤0，所以P
 (BC
 )=0。又因为P
 (C
 )=0，所以无论P
 (B
 )是什么数，都有P
 (B
 )P
 (C
 )=0；由于P
 (BC
 )=0，P
 (B
 )P
 (C
 )=0，所以有
 P
 (BC
 )=P
 (B
 )P
 (C
 )。

由于0≤P
 (ABC
 )≤P
 (C
 )，而P
 (C
 )=0，所以0≤P
 (ABC
 )≤0，所以P
 (ABC
 )=0；又因为P
 (C
 )=0，所以无论P
 (A
 )、P
 (B
 )是什么数，都有P
 (A
 )P
 (B
 )P
 (C
 )=0；由于P
 (ABC
 )=0，P
 (A
 )P
 (B
 )P
 (C
 )=0，所以有
 P
 (ABC
 )=P
 (A
 )P
 (B
 )P
 (C
 )。

综上所述，有以下四个式子成立：


P
 (AB
 )=P
 (A
 )P
 (B
 )


P
 (AC
 )=P
 (A
 )P
 (C
 )


P
 (BC
 )=P
 (B
 )P
 (C
 )


P
 (ABC
 )=P
 (A
 )P
 (B
 )P
 (C
 )

由三个随机事件相互独立的定义可知，A
 ，B
 ，C
 这三个随机事件相互独立。再由房间103的（6）中的②可知，[image: image]
 这三个随机事件相互独立。因此本题选择（A）选项。

答案：（A）。

1.11.3　乘法公式

当P
 (A
 )>0时，P
 (AB
 )=P
 (A
 )P
 (B
 |A
 )（其中P
 (B
 |A
 )的意思是在随机事件A
 发生的条件下，随机事件B
 发生的概率）。






考研题1.4
 　已知P
 (A
 )=0，P
 (B
 )=1，则（　）





（A）A
 =∅，B
 =Ω。

（B）A
 ⊂B
 。

（C）A
 与B
 互斥。

（D）A
 与B
 相互独立。

解：此题易犯的错误是看完题后立刻选（A）。大家还记得我在本章第七车砖中告诉大家的话吧？不可能事件∅的概率一定为0，必然事件Ω的概率一定为1；但概率为0的事件不一定是不可能事件∅，概率为1的事件不一定是必然事件Ω。所以此题不能选择（A）选项。


 本题正确的做法应该是：由于0≤P
 (AB
 )≤P
 (A
 )，而P
 (A
 )=0，所以0≤P
 (AB
 )≤0，所以P
 (AB
 )=0；又因为P
 (A
 )=0，所以无论P
 (B
 )是什么数，都有P
 (A
 )P
 (B
 )=0；由于P
 (AB
 )=0，P
 (A
 )P
 (B
 )=0，所以有P
 (AB
 )=P
 (A
 )P
 (B
 )，即A
 ，B
 相互独立。因此本题选择（D）选项。

实际上，根本不用这么麻烦，由房间103的（3）或由房间103的（4）可以直接得出（D）选项为正确选项。

答案：（D）。






考研题1.5
 　设0<P
 (A
 )<1，且[image: image]
 则必有（　）





（A）[image: image]


（B）[image: image]


（C）P
 (AB
 )=P
 (A
 )P
 (B
 )

（D）P
 (AB
 )≠P
 (A
 )P
 (B
 )

解：要想做对这道题，我得先给大家讲两个知识点（这两个知识点不基于此题，而是通用的知识点）。


知识点1.
 大家还记得在房间101中我曾讲过的[image: image]
 吧，现在我要说的是，在条件概率中这个等式也成立，即[image: image]



知识点2.
 若[image: image]
 则A
 ，B
 相互独立。（B
 发生的条件下A
 发生的概率与B
 不发生的条件下A
 发生的概率相等，说明B
 发生与不发生不影响A
 发生的概率，所以A
 ，B
 相互独立）。

有了以上铺垫，现在我们来看本题。





将本题所给的条件[image: image]
 移项得：


[image: ]




由刚刚讲的知识点1可知：


[image: ]




将②式移项得：


[image: ]




①式，③式相结合得：


[image: ]




由刚刚讲的知识点2可知，随机事件A
 与随机事件B
 相互独立，所以有：


[image: ]





 本题选择（C）选项。

答案：（C）。






考研题1.6
 　试证对任意两个事件A
 与B
 ，如果P
 (A
 )>0，则有[image: image]


解：由本节所讲的乘法公式得：


[image: ]




由本节所讲的减法公式得：


[image: ]




由[image: image]
 可得：


[image: ]




②式和③式相结合得：


[image: ]




①式和④式相结合得：


[image: ]




将⑤式化简得：


[image: ]




证毕。

1.12　房间105——四条算律


1．交换律



A
 ∪B
 =B
 ∪A
 ，A
 ∩B
 =B
 ∩A







2．结合律



A
 ∪(B
 ∪C
 )=(A
 ∪B
 )∪C
 ，A
 ∩(B
 ∩C
 )=(A
 ∩B
 )∩C



 3．分配律



A
 ∩(B
 ∪C
 )=(A
 ∩B
 )∪(A
 ∩C
 )，A
 ∪(B
 ∩C
 )=(A
 ∪B
 )∩(A
 ∪C
 )






4．对偶律



[image: ]









考研题1.7
 　随机事件A
 ，B
 满足[image: image]
 和P
 (A
 ∪B
 )=1，则必有：





（A）A
 ∪B
 =Ω

（B）AB
 =∅

（C）[image: image]


（D）P
 (A
 -B
 )=0

解：由房间104中所讲的加法公式可知：


[image: ]




将[image: image]
 P
 (A
 ∪B
 )=1代入①式得：


[image: ]




由②式解得：


[image: ]




由本节所讲的对偶律可知：


[image: ]




由④式可得：


[image: ]




由房间101可知：


[image: ]




⑤式和⑥式相结合得：


[image: ]





 将③式代入⑦式得：


[image: ]




所以本题选择（C）选项。

答案：（C）。






考研题1.8
 　设随机事件A
 与B
 是对立事件，证明事件[image: image]
 仍为对立事件。

解：由于随机事件A
 与B
 是对立事件，所以根据房间101，有A
 ∪B
 =Ω，AB
 =∅。此题让证明事件[image: image]
 为对立事件，实际上只需证明如下两个等式即可：





（1）[image: image]






（2）[image: image]







（1）的证明


根据本节刚刚讲的对偶律，有：


[image: ]




由于AB
 =∅，所以：


[image: ]




把②式代入①式，得：


[image: ]





（2）的证明


根据本节刚刚讲的对偶律，有：


[image: ]




由于A
 ∪B
 =Ω，所以有：


[image: ]





 把⑤式代入④式，得：


[image: ]




由③式和⑥式可知，随机事件[image: image]
 与随机事件[image: image]
 为对立事件。

证毕。






考研题1.9
 　设随机事件A
 ，B
 满足条件[image: image]
 则A
 ∪B
 =________。





解：将等式[image: image]
 的两边与B
 求交得：


[image: ]




根据本节刚讲的四条算律中的结合律，有：


[image: ]




由于[image: image]
 所以有：


[image: ]




由于不可能事件∅与任何随机事件进行交运算后都得该事件，所以有：


[image: ]




③式和④式相结合，有：


[image: ]




②式和⑤式相结合，有：


[image: ]




①式和⑥式相结合，有：


[image: ]





 根据本节刚讲的四条算律中的结合律，有：


[image: ]




由于对于任意随机事件A
 来说，都有A
 ∩ A
 =A
 ，所以：


[image: ]




⑧式和⑨式相结合，有：


[image: ]




⑦式和⑩式相结合，有：


[image: ]




由于题中说[image: image]
 结合⑪式得：


[image: ]




根据本节刚讲的四条算律中的对偶律，有：


[image: ]




⑫式和⑬式相结合，有：


[image: ]




由于[image: image]
 指的是A
 ∪B
 的对立事件，而不可能事件∅的对立事件是必然事件Ω，所以：


[image: ]









考研题1.10
 　设A
 ，B
 为两个随机事件，则[image: image]






解：此题是四项相乘的形式，我们先来算前两项。

根据本节刚讲的四条算律中的分配律，有：


[image: ]





 所以所求的式子变为了[image: image]
 按说我们应该先算[image: image]
 ，然后再用算得的结果与[image: image]
 求交，但是，根据本节刚讲的四条算律中的结合律，我们可以先算[image: image]
 中的后二项，即先算[image: image]
 ，然后用算得的结果与B
 求交。

根据本节刚讲的四条算律中的分配律：


[image: ]




再将[image: image]
 求交得：


[image: ]









考研题1.11
 　设随机事件A
 ，B
 满足条件A
 ∪C
 =B
 ∪C
 和C
 -A
 =C
 -B
 ，则[image: image]


解：根据房间104所讲的三大公式中的减法公式中的②，有：


[image: ]




由于C
 -A
 =C
 -B
 ，结合①式，②式有：


[image: ]




由于题中说A
 ∪C
 =B
 ∪C
 ，根据房间101有：


[image: ]




根据本节所讲的四条算律中的对偶律，有：


[image: ]





 由于[image: image]
 结合⑤式和⑥式有：


[image: ]




由于[image: image]
 所以有：


[image: ]




根据本节所讲的四条算律中的交换律，⑧式可以改写为：


[image: ]




根据本节所讲的四条算律中的分配律，⑨式可以改写为：


[image: ]




由房间101可知[image: image]
 所以⑩式可以改写为：


[image: ]




由本章第七车砖可知[image: image]
 所以⑪式可以改写为：


[image: ]




由于[image: image]
 根据房间101可知：


[image: ]




由于A
 =B
 ，所以本题的问题[image: image]
 可以改写为[image: image]


由房间101可知，[image: image]
 所以有：


[image: ]




所以本题的答案为∅。






 考研题1.12
 　已知事件A
 与B
 同时发生时，事件C
 必发生，则有：

（A）P
 (C
 )≤P
 (A
 )+P
 (B
 )-1

（B）P
 (C
 )≥P
 (A
 )+P
 (B
 )-1

（C）P
 (C
 )=P
 (AB
 )

（D）P
 (C
 )=P
 (A
 ∪B
 )

解：由于题中说“事件A
 与B
 同时发生时，事件C
 必发生”，所以立刻可知AB
 ⊂C
 ，所以有：


[image: ]




由房间104所讲的三大公式中的加法公式可知：


[image: ]




将②式移项得：


[image: ]




将③式代入①式得：


[image: ]




因为任何随机事件的概率肯定小于等于1，所以有：


[image: ]




由于P
 (A
 ∪B
 )≤1，所以：


[image: ]




④式和⑥式相结合，得：


[image: ]




所以本题选择（B）选项。

答案：（B）。






考研题1.13
 　A
 ，B
 为任意两个事件，则事件(A
 -B
 )∪(B
 -C
 )等于事件（　）





（A）A
 -C


（B）A
 ∪(B
 -C
 )

（C）(A
 ∪B
 )-C


（D）(A
 ∪B
 )-BC


解：在做这道题之前，我先来告诉大家一个小窍门。以后大家凡是碰见“已知某事件，问下列哪个事件等于该事件”的选择题，都用画图法来做。


有了上面的铺垫，现在我们来看这道题。此题很明显属于“已知某事件，问下列哪个
 事件等于该事件”，所以此题用画图法来做。
 那么到底应该如何画图呢？可以画成如下形式吗？


[image: ]




或：


[image: ]




或：


[image: ]




现在我要告诉大家的是，以上三种画法都是不行的，因为它们不具有普适性，正确的画法应该是画成两两相交
 （注意，不是说光这道题才画成两两相交，而是以后凡是碰见要用画图法做的题，都要画成两两相交）。即：


[image: ]





好，我们先来看题干。
 题干给的是(A
 -B
 )∪(B
 -C
 )，那么涂上阴影后的图应该是如
 下样子的：


[image: ]





我们再来看四个选项。


（A）选项：A
 -C



[image: ]




（B）选项：A
 ∪(B
 -C
 )


[image: ]




（C）选项：(A
 ∪B
 )-C



[image: ]




（D）选项：(A
 ∪B
 )-BC




 [image: ]




可以看出只有（D）选项的图与题干的图是一样的，所以此题选择（D）选项。

答案：（D）。

1.13　房间106——与概率有关的应用题

本节我要告诉大家与概率有关的应用题
 的解法。

先来看看应该如何判断某道题究竟是不是“与概率有关的应用题”。
 只要某道题同时满足
 以下两个条件，那么该题就是“与概率有关的应用题”
 （或者说，以下两个条件是“与概率有关的应用题”
 的标志）。


（1）具有背景



（2）让求概率


例．“10件产品中含有4件次品，今从中任取两件，已知其中有一件是次品，求另一件也是次品的概率”是“与概率有关的应用题”吗？

解：由于此题具有背景（取产品）且问题让求概率，所以此题是“与概率有关的应用题”。





例．“从52张一副的扑克牌中任取5张，求其中恰有一对的概率”是“与概率有关的应用题”吗？

解：由于此题具有背景（取扑克牌）且问题让求概率，所以此题是“与概率有关的应用题”。

相信通过以上讲解，大家已经知道了如何判断某道题究竟是不是“与概率有关的应用题”。接下来我要给大家讲的是“与概率有关的应用题”的解题方法。

“与概率有关的应用题”大体上可以分为：

●　几何概型

●　伯努利概型


 ● 全概率概型与贝叶斯概型

下面我将分别介绍这三类“与概率有关的应用题”以及各自对应的解题方法。

1.13.1　几何概型

我们先来看看什么样的题属于几何概型。若某道“与概率有关的应用题”可以翻译成“若a
 ≤x
 ≤b
 (或a
 <x
 <b
 ，a
 ≤x
 <b
 ，a
 <x
 ≤b
 ），c
 ≤y
 ≤d
 （或c
 <y
 <d
 ，c
 ≤y
 <d
 ，c
 <y
 ≤d
 ），问题问的是某不等式的概率（此不等式中含x
 和y
 ）”，则该题属于几何概型。


让我们来看一道例题。

例．“甲在8点到9点间的某一时刻到达办公室，乙在8点半到9点半间的某一时刻到达办公室（甲、乙到的是同一个办公室），已知甲和乙都只在办公室停留半小时，则他们相遇的概率是多少”，上述的这道题属于几何概率型吗？

解：首先我们先来看看此题是不是“与概率有关的应用题”
 。由于此题具有背景（去办公室）且问题让求概率，所以此题是“与概率有关的应用题”。


现在我们已经确定了此题属于“与概率有关的应用题”，在这个大前提下，我们来看看此题究竟属不属于几何概型。


设甲到达的时刻为x
 ，乙到达的时刻为y
 。则此题可以翻译成“8≤x
 ≤9，8.5≤y
 ≤9.5，求[image: image]
 所以此题属于几何概型。


说了这么半天，我只是告诉大家应该如何辨别几何概型。那么，当我们确认某题是几何概型后，解题方法是什么呢？现在我就来给大家讲几何概型的解题方法。

几何概型的解题方法分五个步骤：


步骤①：第一次画图（画框）。画法：x
 的范围与y
 的范围的公共部分即为框（坐标原点不一定是(0，0)）。



步骤②：将问题所问的不等式改写为y
 ≥……、y
 ≥……的形式。



步骤③：第二次画图（画线）。画法：将上一步改写完的不等式中的不等号改写为等号，然后画出y
 =……。



步骤④：第三次画图（画阴影）。画法：根据步骤②中的大于号（大于等于号）或小于号（小于等于号），将上一步画出的线的上侧或下侧涂上阴影（只涂框内的部分即可）。



步骤⑤：计算阴影的面积与框的面积之比即可。


以上就是几何概型的解题方法，相信肯定很多同学看不懂，因为语言太抽象了。为了让大家能够彻底理解，我们来看下面的考研题。






 考研题1.14
 　甲在8点到9点间的某一时刻到达办公室，乙在8点半至9点半间的某一时刻到达办公室（甲、乙到的是同一个办公室），已知甲和乙都只在办公室停留半小时，则他们相遇的概率为？

解：之前我刚刚写过这道题，现在我把这道题再次写了出来。这是因为之前我写这道题是为了让大家判断一下此题是否属于几何概型，而现在我写这道题是为了告诉大家这道题的做法。


闲话不多说了，既然之前我们已经判断出此题属于几何概型，那么我们现在就应该按照几何概型的解题方法的五个步骤来求解此题。



步骤①：第一次画图（画框）。画法：x
 的范围与y
 的范围的公共部分即为框（坐标原点不一定是(0，0)）。


对于此题来说，我之前已经提到，此题可以翻译成“8≤x
 ≤9，8.5≤y
 ≤9.5，求[image: image]
 所以x
 的范围是8≤x
 ≤9，y
 的范围是8.5≤y
 ≤9.5，所以此题的步骤①如下：


[image: ]


（实线部分为框）



值得注意的是，坐标原点我选取的是(8，8)。当然，完全可以不选(8，8)）而选(0，0)，那么画出的图就应该是：



 [image: ]


（实线部分为框）



大家看见了吧，坐标原点如何选取其实无所谓。我之所以选取(8，8)为坐标原点（而没有选取(0，0)作为坐标原点）只不过是因为我想让框离原点近一些罢了。






步骤②：将问题所问的不等式改写为y
 ≥……、y
 ≥……的形式。






对于此题来说：


[image: ]





步骤③：第二次画图（画线）。画法：将上一步改写完的不等式中的不等号改写为等号，然后画出y
 =……的线。


对于此题来说：[image: image]
 的线画法如下：



 [image: ]




具体是如何画出上图的呢？很简单。经过点(8，8.5)和点(7.5，8)，把这两个点连成一条直线就是[image: image]
 的图。[image: image]
 的图同理。


步骤④：第三次画图（画阴影）。画法：根据步骤②中的大于号（大于等于号）或小于号（小于等于号），将上一步画出的线的上侧或下侧涂上阴影（只涂框内的部分即可）。


对于此题来说：

由于[image: image]
 所以将线[image: image]
 的下侧涂上阴影，即：


[image: ]





 由于[image: image]
 所以将线[image: image]
 的上侧涂上阴影，即：


[image: ]




两次涂的阴影取交集，得：


[image: ]





 只看在框内的阴影部分，所以：


[image: ]




步骤④已经完成了。


步骤⑤：计算阴影的面积与框的面积之比即可。



[image: ]




所以此题的答案为[image: image]
 。





相信通过以上的这道考研题，大家已经掌握了几何概型的解题方法的五个步骤。为了帮助大家巩固一下，我们再来看一道题(注意：下面的题的解题方法中不涉及任何新知识点，只是为了帮助大家巩固几何概型的解题方法的五个步骤而已)。







考研题1.15
 　在区间(0，1)中随机取两个数，则这两个数之差的绝对值小于[image: image]
 的概率为？

解：首先我们先来看看此题是不是“与概率有关的应用题”
 。由于此题具有背景（取数）且问题让求概率，所以此题是“与概率有关的应用题”。


 现在我们已经确定了此题是“与概率有关的应用题”，在这个大前提下，我们来看看此题究竟属不属于几何概型。


设在区间(0，1)中随机取的两个数为x
 ，y
 。则此题可以翻译成“0<x
 <1，0<y
 <1，求[image: image]
 所以此题属于几何概型。我们现在就应该按照几何概型的解题方法的五个步骤求解此题。


步骤①：第一次画图（画框）。画法：x
 的范围与y
 的范围的公共部分即为框（坐标原点不一定是(0，0)）。


对于此题来说，x
 的范围是0<x
 <1，y
 的范围是0<y
 <1，所以此题的步骤①如下：


[image: ]





步骤②：将问题所问的不等式改写为y
 ≥……、y
 ≤……的形式。






对于此题来说：


[image: ]





步骤③：第二次画图（画线）。画法：将上一步改写完的不等式中的不等号改写为等号，然后画出y
 =……的线。



 对于此题来说：

[image: image]
 的线画法如下：


[image: ]




具体是如何画出上图的呢？很简单。[image: image]
 经过点[image: image]
 和点[image: image]
 ，把这两个点连成一条直线就是[image: image]
 的图。[image: image]
 的图同理。


步骤④：第三次画图（画阴影）。画法：根据步骤②中的大于号（大于等于号）或小于号（小于等于号），将上一步画出的线的上侧或下侧涂上阴影（只涂框内的部分即可）。


对于此题来说：

由于[image: image]
 所以将线[image: image]
 的下侧涂上阴影，即：


[image: ]




由于[image: image]
 所以将线[image: image]
 的上侧涂上阴影，即：



 [image: ]




两次涂的阴影取交集，得：


[image: ]




只看在框内的阴影部分，所以：


[image: ]




步骤④已经完成了。


步骤⑤：计算阴影的面积与框的面积之比即可。




 [image: ]




1.13.2　伯努利概型

与几何概型的讲解方法一样，我们先来看看什么样的题属于伯努利概型。若某道“与概率有关的应用题”同时满足以下三个条件，那么该题就属于伯努利概型（或者说，以下三个条件是伯努利概型的标志）。



（1）将同一随机试验重复进行n
 次。



（2）该随机试验只有两个样本点a
 和b
 。



（3）问题问的是在这n
 次随机试验中，某一样本点（样本点a
 或样本点b
 ）出现m
 次（m
 ≤n
 ）的概率。


让我们来看一道例题。

例．“某袋中装有8个球，其中5个白球，3个黑球。现在从中无放回地
 先后抽取3次（每次抽取1个球），问这3次中只抽到两个白球的概率是多少”，上述这道题属于伯努利概型吗？

解：首先我们先来看看此题是不是“与概率有关的应用题”。
 由于此题具有背景（取球）且问题让求概率，所以此题是“与概率有关的应用题”。


现在我们已经确定了此题是“与概率有关的应用题”，在这个大前提下，我们来看看此题究竟属不属于伯努利概型。


由之前的讲解可知，属于伯努利概型的题一定会同时满足
 三个条件。

那么我们现在就来验证一下。首先，我们来验证第（1）条。
 有许多同学想当然地认为此题满足第（1）条，认为此题是将“抽球”这一随机试验重复进行了三次。但实际上，此题根本不满足第（1）条。为什么呢？因为这三次随机试验根本不是同一随机试验。

具体来说就是，第一次进行的随机试验是“从8个球中抽取1个球，看看是黑色还是白色”；第二次进行的随机试验是“从7个球中抽取1个球，看看是黑色还是白色”；第三次进行的随机试验是“从6个球中抽取1个球，看看是黑色还是白色”。大家看见了吧，这三次进行的随机试验根本不是同一随机试验（所谓同一随机试验，指的是完完全全相同的一个字不差的随机试验），而第（1）条说的是“将同一随机试验重复进行n
 次”，所
 以此题不满足（1）。


由于同时满足第（1）条，第（2）条，第（3）条的题才属于伯努利概型，而现在第（1）条已经不满足了，所以第（2）条和第（3）条我们就没有必要验证了，此题一定不属于伯努利概型。






例．“某袋中装有8个球，其中4个白球，2个黑球，2个红球。现在从中有放回地
 先后抽取3次（每次抽取1个球），问这3次中只抽到两个白球的概率是多少”，上述的这道题属于伯努利概型吗？

解：我们先来看看此题是不是“与概率有关的应用题”
 。由于此题具有背景（取球）且问题让求概率，所以此题是“与概率有关的应用题”。

现在我们已经确定了此题是“与概率有关的应用题”，在这个大前提下，我们来看看此题究竟属不属于伯努利概型。

由之前的讲解可知，属于伯努利概型的题一定会同时满足
 以下三个条件。


（1）将同一随机试验重复进行n
 次。



（2）该随机试验只有两个样本点a
 和b
 。



（3）问题问的是在这n
 次随机试验中，某一样本点（样本点a
 或样本点b
 ）出现m
 次（m
 ≤n
 ）的概率。


那么我们现在就来验证一下。


首先，我们来验证第（1）条。
 由于此题是“有放回地”
 而不是“无放回地”
 ，所以第一次、第二次、第三次进行的随机试验都是“从8个球（其中4个白球，2个黑球，2个红球）中抽取一个球，看看是白球、红球还是黑球”。大家看见了吧，这三次进行的随机试验是同一随机试验。所以此题满足第（1）条“将同一随机试验重复进行了n
 次（其中n=3）”。



接着，我们来验证第（2）条。
 很显然，此随机试验有三个样本点：白球，黑球，红球。而第（2）条说的是“该随机试验只有两个样本点”，所以此题不满足第（2）条。



由于同时满足三条的题才属于伯努利概型，而现在第（2）条已经不满足了，所以第（3）条我们就没有必要验证了，此题一定不属于伯努利概型。






例．“某袋中装有8个球，其中5个白球，3个黑球。现在从中有放回地
 先后抽取3次(每次抽取1个球），问这3次中只抽到两个白球的概率是多少”，上述的这道题属于伯努利概型吗？

解：首先我们来看看此题是不是“与概率有关的应用题”。
 由于此题具有背景（取球）且问题让求概率，所以此题是“与概率有关的应用题”。


 在这个大前提下，我们来看看此题究竟属不属于伯努利概型。


同样还是要验证一下是否满足三个条件。


首先，我们来验证第（1）条。
 由于此题是“有放回地”
 而不是“无放回地”，所以此题满足第（1）条“将同一随机试验重复进行了n
 次（其中n=3）”。



接着，我们来验证第（2）条。
 很显然，此随机试验有两个样本点：白球，黑球。所以此题满足第（2）条。



最后，我们来验证第（3）条。
 记样本点“白球”为a
 ，样本点“黑球”为b
 。则此题的问题可以翻译成“3次随机试验中，样本点a
 出现2次的概率”。所以此题满足第（3）条。



由于此题同时满足三个条件，所以此题属于伯努利概型。


说了这么半天，我只是告诉大家应该如何辨别伯努利概型。那么，当我们确认某题是伯努利概型后，解题方法是什么呢？现在我就来给大家讲解伯努利概型的解题方法。


若某道题属于伯努利概型，则n
 次随机试验中出现m
 次样本点a
 的概率的计算公式为：[image: image]
 其中p
 为单次随机试验中出现样本点a
 的概率。






例．某袋中装有8个球，其中5个白球，3个黑球。现在从中有放回地
 先后抽取3次（每次抽取1个球），问这3次中只抽到两个白球的概率是多少？

解：就是之前的这道题。


闲话不多说了，既然之前我们已经判断出此题属于伯努利概型，那么我们现在就应该按照伯努利概型的解题方法来求解此题。


公式为[image: image]
 其中n
 =3，m
 =2，[image: image]


所以：


[image: ]









考研题1.16
 　袋中装有a
 个白球和b
 个黑球，有放回地
 抽取c
 +d
 次（每次抽取一个球），问恰含c
 个白球的概率？


 解：很显然，此题是“与概率有关的应用题”。现在我们来看看此题究竟属不属于伯努利概型。


再来一遍，属于伯努利概型的题一定会同时满足
 的三个条件，要背下来哦。


（1）将同一随机试验重复进行n
 次。



（2）该随机试验只有两个样本点a
 和b
 。



（3）问题问的是在这n
 次随机试验中，某一样本点（样本点a
 或样本点b
 ）出现m次（m
 ≤n
 ）的概率。


那么我们现在就来验证一下。


首先，我们来验证第（1）条。
 此题是“有放回地”而不是“无放回地”，所以每次进行的随机试验均是“从装有a
 个白球和b
 个黑球的袋中取一个球，看看是白球还是黑球”。也就是说，进行的这c
 +d
 次随机试验是同一随机试验。所以此题满足第（1）条“将同一随机试验重复进行了n
 次(其中n
 =c
 +d
 )”。



接着，我们来验证第（2）条。
 很显然，此随机试验有两个样本点：白球、黑球。所以此题满足第（2）条。



最后，我们来验证第（3）条。
 记样本点“白球”为e
 ，样本点“黑球”为f
 。则此题的问题可以翻译成“c
 +d
 次随机试验中，样本点e
 出现c
 次的概率”。所以此题满足第（3）条。



由于此题同时满足三个条件，所以此题属于伯努利概型。



好，既然现在我们已经判断出此题属于伯努利概型，那么我们现在就应该按照伯努利概型的解题方法来求解此题。






我们知道，公式是[image: image]
 现在我们要做的就是确定n
 、m
 、p
 是多少。





由于该随机试验被重复进行了c
 +d
 次，所以公式中的
 n
 =c
 +d
 。由于此题问的是“含c
 个白球的概率”，所以公式中的
 m
 =c
 。那么p
 该怎么求呢？也很简单。由于单次随机试验中出现白球的概率为[image: image]
 （因为一共有a
 +b
 个球，其中a
 个白球，所以单次随机试验中出现白球的概率必然是[image: image]
 ，所以[image: image]


好，现在n
 、m
 、p
 我们都求出来了，接下来套公式即可。


[image: ]









 考研题1.17
 　在伯努利试验中，每次试验成功的概率为p
 ，求在第a
 次成功之前恰失败了b
 次的概率。


解：本题中出现了“伯努利试验”一词，我先给大家解释一下什么叫“伯努利试验”。



若某随机试验只有两个样本点，则称该随机试验为伯努利试验。现在大家明白了吧，大家一定要区分清“伯努利试验”与“伯努利概型”。“伯努利试验”是针对“某个随机试验”而言的，而“伯努利概型”则是针对“某道题”而言的。换言之，我们只能说某个随机试验是不是伯努利试验，只能说某道题属不属于伯努利概型。


好，现在大家已经知道了“伯努利试验”的意思，我们可以正式来看这道题了。还是老套路，先来看看本题是不是“与概率有关的应用题”。

由于本题具有背景（题中出现了“成功”、“失败”等字眼，说明本题具有背景）且问题让求概率，所以本题是“与概率有关的应用题”。


在这个大前提下，我们来看看本题究竟属不属于伯努利概型。

三个条件，再次强调，背下来！


（1）将同一随机试验重复进行n
 次。



（2）该随机试验只有两个样本点a
 和b
 。



（3）问题问的是在这n
 次随机试验中，某一样本点（样本点a
 或样本点b
 ）出现m
 次（m
 ≤n
 ）的概率。


那么我们现在就来验证一下。


首先，我们来验证第（1）条。
 由题意可知，本题的确是将该随机试验重复进行了a
 +b
 次。所以本题满足第（1）条将同一随机试验重复进行了n
 次（其中n
 =a
 +b
 ）。



接着，我们来验证第（2）条。
 由于本题已经明确提到了“伯努利试验”一词，所以本题必然满足第（2）条。
 而且由题意可知，此随机试验的两个样本点为：成功、失败。


最后，我们来验证第（3）条。
 记样本点“成功”为c
 ，样本点“失败”为d
 ，则本题的问题可以翻译成“a
 +b
 次随机试验中，样本点‘成功’共出现a
 次（注意：第a
 +b
 次随机试验所出现的样本点一定是样本点‘成功’）的概率”。我们知道，第（3）条是这样说的：问题问的是在这n
 次随机试验中，某一样本点出现m
 次（m
 ≤n
 ）的概率，所以本题并不满足第（3）条
 （之所以不满足，是因为本题所问的问题中规定了第a
 +b
 次随机试验一定出现的是样本点“成功”，而按第（3）条的规定，问题中应该只涉及到某样本点一共出现的次数，而不涉及特定的某次随机试验出现的是哪个样本点）。


第（3）条不满足，所以本题不属于伯努利概型。


大家现在一定会想，既然此题不属于伯努利概型，那么肯定就不能按照伯努利概型的
 解题方法来求解此题。完全正确！

那么本题到底该如何去做呢？

让我们再来把本题所问的问题进一步翻译一下。本题所问的问题可以进一步翻译为“求前a
 +b
 -1次随机试验中共出现a
 -1次样本点‘成功’，且第a
 +b
 次随机试验出现的是样本点‘成功’的概率。”


换言之，本题所问的问题可以分为以下两个步骤。


步骤1：前a
 +b
 -1次随机试验中，共出现a
 -1次样本点“成功”。



步骤2：第a
 +b
 次随机试验出现的是样本点“成功”。


大家高中就听说过“分步乘”吧。也就是说，我们只需要求出前a
 +b
 -1次随机试验中共出现a
 -1次样本点“成功”的概率，再求出第a
 +b
 次随机试验出现样本点“成功”的概率，把这两个概率乘起来就是最后的答案。


我们先来求前a
 +b
 -1次随机试验中共出现a
 -1次样本点“成功”的概率。


我们现在不用管原题“在伯努利试验中，每次试验成功的概率为p
 ，求在第a
 次成功之前恰失败了b
 次的概率”了，而是相当于构造了一道新的题“在伯努利试验中，每次试验成功的概率为p
 ，求a
 +b
 -1次试验中共成功a
 -1次的概率”。由于我们新构造的这道题满足伯努利概型的三个条件，所以我们新构造的这道题属于伯努利概型，于是我们现在回到伯努利概型的解题方法来求解此题。


所以前a
 +b
 -1次随机试验中共出现a
 -1次样本点“成功”的概率为:


[image: ]





我们再来求第a
 +b
 次随机试验出现样本点“成功”的概率。


和刚才一样，我们不用管原题了，而是相当于构造了一道新的题“在伯努利试验中，每次试验成功的概率为p
 ，求第a
 +b
 次随机试验成功的概率”。我们构造的这道题实在是太简单了，问的是第a
 +b
 次，其实不管问的是哪次，反正只有一次，那答案不就直接出来了嘛，就是p
 。


好，我们现在既求出了前a
 +b
 -1次随机试验中共出现a
 -1次样本点“成功”的概率，也求出了第a
 +b
 次随机试验出现样本点“成功”的概率，现在我们把这两个概率乘起来就可以了。






所以此题的答案是：[image: image]







考研题1.18
 　有两个火柴盒，每个火柴盒中都装有a
 根火柴。现在有人从火柴盒中不放回地
 抽火柴，每次抽一根火柴（至于每次抽到底是从这两个火柴盒中的哪个火柴盒中抽就完
 全不确定了，完全随机）。求当其中一个火柴盒中的火柴被抽完时，另一盒还有b
 根的概率（b
 ≤a
 ）。

解：本题的示意图：


[image: ]





[image: ]





我们先来看看本题是不是“与概率有关的应用题”。
 由于此题具有背景（与其说本题的背景是抽火柴，不如说本题的背景是抽火柴盒）且问题让求概率，所以本题是“与概率有关的应用题”。


现在我来把这道题翻译一下：有两个火柴盒，随机抽火柴盒（本题隐含条件：抽每个火柴盒的概率都是[image: image]
 ），求在第a
 次抽中其中一个火柴盒之前，另一个火柴盒恰被抽了a
 -b
 次的概率。

大家现在算是明白了吧，本题与上一道题如出一辙（不同点只在于上题中的p
 在本题中是[image: image]
 ）。





所以，我相信99%的同学都认为本题的答案是：[image: image]



对于这个答案，我想说，差那么一点点就对了。


本题的正确答案应该如下


[image: ]





为什么会这样呢？因为本题的问题根本没有指定最后被抽出的那个火柴盒是火柴盒一还是火柴盒二，所以要分两类。根据“分类加”，所以要把这两个概率加起来，明白了吧。



 如果有的同学还是不太明白，那我就再解释得详细一点儿，本题“求在第a
 次抽中其中一个火柴盒之前，另一个火柴盒恰被抽了a
 -b
 次概率”
 等价于“求在第a
 次抽中火柴盒一之前，火柴盒二恰被抽了a
 -b
 次或在第a
 次抽中火柴盒二之前，火柴盒一恰被抽了a
 -b
 次的概率”
 等价于上一道题中的“求在第a
 次成功之前，恰失败了a
 -b
 次或在第a
 次失败之前，恰成功了a
 -b
 次的概率”，
 现在大家彻底明白了吧。






考研题1.16考研题1.17以及考研题1.18全与伯努利概型有关，这三道题的难度是逐渐加大的。考研题1.16直接就是伯努利概型；考研题1.17分为两步，其中第一步是伯努利概型；考研题1.18分为两类，每类又分为两步，其中第一步是伯努利概型。


1.13.3　全概率概型与贝叶斯概型

与前两种概型的讲解方法一样，我们先来看看什么样的题属于全概率概型，什么样的题属于贝叶斯概型。


若某道“与概率有关的应用题”所述的事儿可以分为两个阶段，求第二阶段发生某事的概率，则该题属于全概率概型。



若某道“与概率有关的应用题”所述的事儿可以分为两个阶段，并且已知第二阶段某事发生，求第一阶段发生某事的概率，则该题属于贝叶斯概型。


让我们来看一道例题。

例．有两个盒子，第一个盒子中装有2个红球和1个白球，第二个盒子中装有一半红球和一半白球。现在从这两个盒子中各任取一球放在一起，再从放在一起的这两个球中取一球，问：

（1）最终取出的这个球是红球的概率；

（2）若发现最终取出的球是红球，问从第一个盒中取出的球是红球的概率。

解：这里我们并不去做这道题，只判断一下第（1）问和第（2）问各属于什么概型就可以了。



那么我们先只看已知条件和第（1）问（第（2）问完全不看），
 显然本题是“与概率有关的应用题”。又因为本题所述的事儿可以分为两个阶段（第一阶段是从两个盒子中各取一球放在一起，第二阶段是从放在一起的两个球中再取一球），并且问题（最终取出的这个球是红球的概率）问的是第二阶段发生某事的概率，所以第（1）问属于全概率概型。



接着我们再只看已知条件和第（2）问（第（1）问完全不看），
 显然本题是“与概率有关的应用题”。又因为本题所述的事儿可以分为两个阶段（第一阶段是从两个盒子中各取一球放在一起，第二阶段是从放在一起的两个球中再取一球），并且问题（若发现最终取出的球是红球，问从第一盒中取出的球是红球的概率）问的是已知第二阶段某事发生，求第一阶段发生某事的概率，所以第（2）问属于贝叶斯概型。



 我们再来看一个例子。

例．从数1，2，3，4中任取一个数，记为X
 。再从1，2，…，X
 中任取一个数，记为Y
 。求P
 (Y
 =2)。

解：和上一道例题一样，我们并不去做这道题，只判断一下本题属于什么概型就可以了。



由于本题具有背景（取数）且问题让求概率，所以本题是“与概率有关的应用题”。


因为本题所述的事儿可以分为两个阶段（第一阶段是从数1，2，3，4中取一个数记为X
 ，第二阶段是从1，2…，X
 中取一个数记为Y
 )，并且问题（P
 (Y
 =2)）问的是第二阶段发生某事的概率，所以本题属于全概率概型。


说了这么半天，我只是告诉大家应该如何辨别全概率概型和贝叶斯概型。那么，当我们确认某题是全概率概型或贝叶斯概型后，解题方法是什么呢？


在告诉大家全概率概型和贝叶斯概型的解题方法之前，我先来给大家讲一下全概率公式和贝叶斯公式。
 为什么要先给大家讲全概率公式和贝叶斯公式呢？因为全概率概型和贝叶斯概型的解题方法中会用到全概率公式和贝叶斯公式。


全概率公式：


设B
 1
 ，B
 2
 ，......B
 
n

 (P
 (B
 
k

 )>0，k
 =1，2，......，n
 )满足如下两个条件：

（1）B
 1
 ∪B
 2
 ∪B
 3
 ∪......∪B
 
n

 =Ω

（2）B
 
i

 ∩B
 
j

 =∅(i
 ≠j
 )

则对任意随机事件A
 有：


P
 (A
 )=P
 (A
 |B
 1
 )P
 (B
 1
 )+P
 (A
 |B
 2
 )P
 (B
 2
 )+......+P
 (A
 |B
 
n

 )P
 (B
 
n

 )。

以上就是全概率公式。满足上述两个条件的B
 1
 ，B
 2
 ，......B
 
n

 称为样本空间Ω的一个完备事件组。

对于全概率公式的文字解释：

对于概率均大于0的n
 个随机事件B
 1
 ，B
 2
 ，......B
 
n

 来说，如果这n
 个随机事件并起来是必然事件Ω，且这n
 个随机事件中的任意两个随机事件相交都为不可能事件∅，则对任意随机事件A
 有：


P
 (A
 )=P
 (A
 |B
 1
 )P
 (B
 1
 )+P
 (A
 |B
 2
 )P
 (B
 2
 )+......+P
 (A
 |B
 
n

 )P
 (B
 
n

 )

全概率公式讲完了，我们再来看一下贝叶斯公式。

贝叶斯公式：

设B
 1
 ，B
 2
 ，......B
 
n

 (P
 (B
 
k

 )>0，k
 =1，2，......，n
 )满足如下两个条件：


 （1）B
 1
 ∪B
 2
 ∪B
 3
 ∪......∪B
 
n

 =Ω

（2）B
 
i

 ∩B
 
j

 =∅(i
 ≠j
 )

则对任意概率大于0的随机事件A
 有：
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对于贝叶斯公式的文字解释：

对于概率均大于0的n
 个随机事件B
 1
 ，B
 2
 ，......B
 
n

 来说，如果这n
 个随机事件并起来是必然事件Ω，且这n
 个随机事件中的任意两个随机事件相交都为不可能事件∅，则对任意概率大于0的随机事件A
 有：


[image: ]




贝叶斯公式也讲完了。大家发现了吧，贝叶斯公式的等式右侧的分母其实就是全概率公式的等式右侧。所以现在我要告诉大家，贝叶斯公式的等式右侧的分母可以换成P
 (A
 )。



下面我们来看全概率概型和贝叶斯概型的解题方法。


先来看全概率概型的解题方法。全概率概型的解题方法分为五个步骤。

步骤①：用文字描述出第一阶段所进行的随机试验。

步骤②：写出第一阶段所进行的随机试验的样本空间。

步骤③：将第一阶段所进行的随机试验的每一个样本点设为一个随机事件并用大写英文字母表示这些随机事件（这些随机事件必然是第一阶段所进行的随机试验的样本空间Ω的一个完备事件组）。

步骤④：用大写英文字母将题目所问的问题表示出来。

步骤⑤：用全概率公式P
 (A
 )=P
 (A
 |B
 1
 )P
 (B
 1
 )+P
 (A
 |B
 2
 )P
 (B
 2
 )+......+P
 (A
 |B
 
n

 )P
 (B
 
n

 )解题。

再来看贝叶斯概型的解题方法。贝叶斯概型的解题方法也是分为五个步骤。

步骤①：用文字描述出第一阶段所进行的随机试验（与全概率概型的解题方法的五个步骤中的步骤①完全一样）。

步骤②：写出第一阶段所进行的随机试验的样本空间（与全概率概型的解题方法的五个步骤中的步骤②完全一样）。

步骤③：将第一阶段所进行的随机试验的每一个样本点设为一个随机事件并用大写英文字母表示这些随机事件（这些随机事件必然是第一阶段所进行的随机试验的样本空间Ω的一个完备事件组）（与全概率概型的解题方法的五个步骤中的步骤③完全一样）。


 步骤④：用大写英文字母将题目所问的问题表示出来。

步骤⑤：用贝叶斯公式[image: image]
 解题。

以上就是全概率概型和贝叶斯概型的解题方法。为了让大家能够彻底理解，我们来看下面的考研题。






考研题1.19
 　有两个盒子，第一个盒子中装有2个红球和1个白球，第二个盒子中装有一半红球和一半白球。现在从这两个盒子中各任取一球放在一起，再从放在一起的这两个球中取一球，问：

（1）最终取出的这个球是红球的概率；

（2）若发现最终取出的球是红球，问从第一个盒子中取出的球是红球的概率。

解：之前刚刚写过这道题，闲话不多说了，既然之前我们已经判断出了此题的第（1）问属于全概率概型，此题的第（2）问属于贝叶斯概型，那么我们现在就应该按照全概率概型和贝叶斯概型的解题方法来求解此题。


先来做第（1）问，按照全概率概型的解题方法的五个步骤来做就可以了。



步骤①：用文字描述出第一阶段所进行的随机试验。


对于本题来说，第一阶段所进行的随机试验是“从两个盒子中各取一球，看看从这两个盒子中取出的球各是什么颜色的”。


步骤②：写出第一阶段所进行的随机试验的样本空间。


对于本题来说，第一阶段所进行的随机试验的样本空间是{从第一个盒中取红球且从第二个盒中取红球，从第一个盒中取红球且从第二个盒中取白球，从第一个盒中取白球且从第二个盒中取红球，从第一个盒中取白球且从第二个盒中取白球}。


步骤③：将第一阶段所进行的随机试验的每一个样本点设为一个随机事件并用大写英文字母表示这些随机事件（这些随机事件必然是第一阶段所进行的随机试验的样本空间Ω的一个完备事件组）。


对于本题来说，第一阶段所进行的随机试验共有四个样本点（分别是“从第一个盒中取红球且从第二个盒中取红球”、“从第一个盒中取红球且从第二个盒中取白球”、“从第一个盒中取白球且从第二个盒中取红球”、“从第一个盒中取白球且从第二个盒中取白球”）。所以设样本点“从第一个盒中取红球且从第二个盒中取红球”为随机事件1，设样本点“从第一个盒中取红球且从第二个盒中取白球”为随机事件2，设样本点“从第一个盒中取白球且从第二个盒中取红球”为随机事件3，设样本点“从第一个盒中取白球且从第二个盒中取白球”为随机事件4。


 步骤③还没有完，步骤③除了要将第一阶段所进行的随机试验的每一个样本点设为一个随机事件之外，还要用大写的英文字母表示这些随机事件。

不妨设A
 1
 为“从第一个盒中取的是红球”，A
 2
 为“从第二个盒中取的是红球”（那么自然，[image: image]
 表示从第一个盒中取的是白球，[image: image]
 表示“从第二个盒中取的是白球”）。所以随机事件1表示为A
 1
 A
 2
 ，随机事件2表示为[image: image]
 ，随机事件3表示为[image: image]
 ，随机事件表示为[image: image]
 。

当然了，也可以不这么设，而设随机事件1为A
 1
 ，随机事件2为A
 2
 ，随机事件3为A
 3
 ，随机事件4为A
 4
 。明白了吧？也就是说，怎么设都行，只要别落下就行，每个随机事件都要用大写英文字母表示。


步骤④：用大写英文字母将题目所问的问题表示出来。


对于本题来说，本题的问题是“最终取出的这个球是红球的概率”，我们现在要用大写英文字母将此问题表示出来。设“最终取出的这个球是红球”为B
 ，则“最终取出的球是红球的概率”可以表示为P
 (B
 )。






步骤⑤：用全概率公式P
 (A
 )=P
 (A
 |B
 1
 )P
 (B
 1
 )+P
 (A
 |B
 2
 )P
 (B
 2
 )+......+P
 (A
 |B
 
n

 )P
 (B
 
n

 )解题。






对于本题来说就是如下的式子。

[image: image]
 我们现在需要做的就是把上式的等式右侧中所出现的八个概率都算出来，接下来我们就一个一个算。



P
 (A
 1
 A
 2
 )指的是“从第一个盒中取红球且从第二个盒中取红球的概率”。
 由于第一个盒子中装有2个红球1个白球，第二个盒子中装有一半红球一半白球，所以
 [image: image]




P
 (B
 |A
 1
 A
 2
 )指的是“在从第一个盒中取红球且从第二个盒中取红球的条件下，最后取出的这个球是红球的概率”。
 由于是从两个红球中取一个球，所以取的球必然是红球，所以
 P
 (B
 |A
 1
 A
 2
 )=1(大家看见了吧，我们完全可以不套用任何公式而只是凭想像来求条件概率)。


[image: image]
 指的是“从第一个盒中取红球且从第二个盒中取白球的概率”。
 由于第一个盒子中装有2个红球1个白球，第二个盒子中装有一半红球一半白球，所以
 [image: image]



[image: image]
 指的是“在从第一个盒中取红球且从第二个盒中取白球的条件下，最后取出这个球是红球的概率”。
 由于是从一个红球一个白球中取一个球，所以取的球是红球的概率肯定是[image: image]
 ，所以
 [image: image]
 （这也是凭想像求出的）。


[image: image]
 指的是“从第一个盒中取白球且从第二个盒中取红球的概率”。
 由于第一个盒子中装有2个红球1个白球，第二个盒子中装有一半红球一半白球，所以
 
 [image: image]



[image: image]
 指的是“在从第一个盒中取白球且从第二个盒中取红球的条件下，最后取出的这个球是红球的概率”。
 由于是从一个红球一个白球中取一个球，所以取的球是红球的概率肯定是[image: image]
 ，所以
 [image: image]
 （这也是凭想象求出的）。


[image: image]
 指的是“从第一个盒中取白球且从第二个盒中取白球的概率”。
 由于第一个盒子装有2个红球1个白球，第二个盒子中装有一半红球一半白球，所以[image: image]



[image: image]
 指的是“在从第一个盒中取白球且从第二个盒中取白球的条件下，最后取出这个球是红球的概率”。
 由于是从两个白球中取一个球，所以取的球不可能是红球，所以[image: image]
 （这也是凭想像求出的）。

我们现在已经把P
 (A
 1
 A
 2
 )、P
 (B
 |A
 1
 A
 2
 )、[image: image]
 [image: image]
 这八个概率算出来了。所以：


[image: ]





再来做第（2）问，按照贝叶斯概型的解题方法的五个步骤来做就可以了。


做之前我先提醒大家一下，为了给大家详细的讲解，我把这第（2）问和刚才的第（1）问看成了两道完全独立的题（而不看做是同一道题的两个小问）。所以，即使贝叶斯概型的解题方法的五个步骤中的前三个步骤与全概率概型的解题方法的五个步骤中的前三个步骤完全一样，我接下来还是要当做是没有第（1）问一样，给大家详细地写出贝叶斯概型的解题方法的五个步骤。


步骤①：用文字描述出第一阶段所进行的随机试验。


对于本题来说，第一阶段所进行的随机试验是“从两个盒子中各取一球，看看从这两个盒子中取出的球各是什么颜色的”。


步骤②：写出第一阶段所进行的随机试验的样本空间。


对于本题来说，第一阶段所进行的随机试验的样本空间是{从第一个盒中取红球且从第二个盒中取红球，从第一个盒中取红球且从第二个盒中取白球，从第一个盒中取白球且从第二个盒中取红球，从第一个盒中取白球且从第二个盒中取白球}。


 步骤③：将第一阶段所进行的随机试验的每一个样本点设为一个随机事件并用大写英文字母表示这些随机事件（这些随机事件必然是第一阶段所进行的随机试验的样本空间Ω的一个完备事件组）。


对于本题来说，第一阶段所进行的随机试验共有四个样本点（分别是“从第一个盒中取红球且从第二个盒中取红球”、“从第一个盒中取红球且从第二个盒中取白球”、“从第一个盒中取白球且从第二个盒中取红球”、“从第一个盒中取白球且从第二个盒中取白球”）。所以设样本点“从第一个盒中取红球且从第二个盒中取红球”为随机事件1，设样本点“从第一个盒中取红球且从第二个盒中取白球”为随机事件2，设样本点“从第一个盒中取白球且从第二个盒中取红球”为随机事件3，设样本点“从第一个盒中取白球且从第二个盒中取白球”为随机事件4。

步骤③还没有完，步骤③除了要将第一阶段所进行的随机试验的每一个样本点设为一个随机事件之外，还要用大写的英文字母表示这些随机事件。

不妨设A
 1
 为“从第一个盒中取的是红球”，A
 2
 为“从第二个盒中取的是红球”（那么自然，[image: image]
 表示从第一个盒中取的是白球，[image: image]
 表示“从第二个盒中取的是白球”）。所以随机事件1表示为A
 1
 A
 2
 ，随机事件2表示为[image: image]
 ，随机事件3表示为[image: image]
 ，随机事件表示为[image: image]
 。

当然了，也可以不这么设，而设随机事件1为A
 1
 ，随机事件2为A
 2
 ，随机事件3为A
 3
 ，随机事件4为A
 4
 。明白了吧？也就是说，怎么设都行，只要别落下就行，每个随机事件都要用大写英文字母表示。


步骤④：用大写英文字母将题目所问的问题表示出来。


对于本题来说，本题的问题是“若发现最终取出的球是红球，问从第一个盒子中取出的球是红球的概率”。我们现在要用大写英文字母将此问题表示出来。

我们现在先来将此问题翻译一下，此问题可以被翻译为“在最终取出的球是红球的条件下，从第一个盒子中取出的球是红球的概率”。设“最终取出的这个球是红球”为B
 ，则此问题可以表示为P
 (A
 1
 |B
 )。

步骤④我们已经完成了。


步骤⑤：用贝叶斯公式[image: image]
 解题。


不知大家是否还记得，我在讲贝叶斯公式时曾给大家讲过，贝叶斯公式的等式右侧的分母可以换为P
 (A
 )。也就是说，贝叶斯公式也可以写成[image: image]


对于本题来说就是：[image: image]



我们现在需要做的就是把P
 (A
 1
 )、P
 (B
 )、P
 (B
 |A
 1
 )这三个概率算出来。


[image: image]
 这第（1）问就已经算完了；


 P
 (A
 1
 )也很简单，[image: image]
 （因为第一个盒子中有2个红球1个白球，所以从第一个盒子中取红球的概率是[image: image]
 ）；

但P
 (B
 |A
 1
 )可就难算了，P
 (B
 |A
 1
 )指的是“在从第一个盒中取红球的条件下，最后取出的这个球是红球的概率”。我为什么说P
 (B
 |A
 1
 )难算呢？因为最后取出的球的颜色除了与从第一个盒子中取出的球的颜色有关之外，还与从第二个盒子中取出的球的颜色有关。这时肯定有同学会抢着说：“这我明白，第二个盒子中要么就是取红球，要么就是取白球，加之此题规定‘在从第一个盒子中取红球的条件下’，这意味着最终要么就是从两个红球中取，要么就是从一个红球一个白球中取。从两个红球中取红球的概率是1，从一个红球一个白球中取红球的概率是[image: image]
 。所以[image: image]


对于这种做法，我只能说完全错误。概率都算出[image: image]
 了，都大于1了，怎么可能对（我早就给大家讲过，任何随机事件的概率都是在0到1之间的）。知道这种做法错误之后，肯定不少同学的心里都有这样的疑问：做第（1）问时，算P
 (B
 |A
 1
 A
 2
 )、[image: image]
 [image: image]
 都是凭想像（而不是公式）得出的结果啊，那么现在这P
 (B
 |A
 1
 )同样是条件概率，凭想像算居然就不对了，那应该怎么算？

别急，我以此题为引子，给大家介绍一个重要知识点。


重要知识点



条件概率P
 (B
 |A
 )的确可以凭想像而不用公式去计算。然而，如果凭想像时发现A
 需要分类，那就必须利用“条件概率的全概率公式”来计算了。


条件概率的全概率公式以前没给大家讲过，因为不常用（也就是说，考研题中所涉及到的条件概率基本是不用将“条件”分类的，基本都是凭想像做的）。但这道题既然要用到，就给大家介绍一下。


条件概率的全概率公式：



设C
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 ，C
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 ，......C
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 (P
 (C
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 )>0，k
 =1，2，......，n
 )满足如下两个条件：
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则对任意随机事件B
 |A
 有：
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重要知识点我已经给大家讲完了，我们现在回到本题上来。P
 (B
 |A
 1
 )凭想像去算发现要将A
 1
 分类，所以我们采用“条件概率的全概率公式”来计算P
 (B
 |A
 1
 )。

首先，我们要选定C
 1
 ，C
 2
 ，......C
 
n

 。由于[image: image]
 满足[image: image]
 所以[image: image]
 可以作为“条件概率的全概率公式”中的C
 1
 ，C
 2
 ，......C
 
n

 。


 所以：
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好，现在P
 (A
 1
 )、P
 (B
 )、P
 (B
 |A
 1
 )都知道了，所以[image: image]


相信通过以上这道考研题，大家已经掌握了全概率概型和贝叶斯概型的解题方法，让我们再来看一道考研题。






考研题1.20
 　从数1，2，3，4中任取一个数，记为X
 。再从1，2，......，X
 中任取一个数，记为Y
 。求P
 (Y
 =2)。

解：之前写过这道题，为了让大家判断一下此题属于什么概型，而现在我来告诉大家这道题的做法。


既然之前我们已经判断出了此题属于全概率概型，那么现在就应该按照全概率概型的解题方法来求解此题。



步骤①：用文字描述出第一阶段所进行的随机试验。


对于本题来说，第一阶段所进行的随机试验是“从数1，2，3，4中任取一个数，看看取出的数是多少”。


步骤②：写出第一阶段所进行的随机试验的样本空间。


对于本题来说，第一阶段所进行的随机试验的样本空间是{取出的数是1，取出的数是2，取出的数是3，取出的数是4}。


步骤③：将第一阶段所进行的随机试验的每一个样本点设为一个随机事件并用大写英文字母表示这些随机事件（这些随机事件必然是第一阶段所进行的随机试验的样本空间Ω的一个完备事件组）。


对于本题来说，第一阶段所进行的随机试验共有四个样本点（分别是“取出的数是1”、“取出的数是2”、“取出的数是3”、“取出的数是4”）。所以设样本点“取出的数是1”为随机事件1，设样本点“取出的数是2”为随机事件2，设样本点“取出的数是3”为随机事件3，设样本点“取出的数是4”为随机事件4。

步骤③还没有完，步骤③除了要将第一阶段所进行的随机试验的每一个样本点设为一个随机事件之外，还要用大写的英文字母表示这些随机事件。


 不妨用A
 1
 表示随机事件1，用A
 2
 表示随机事件2，用A
 3
 表示随机事件3，用A
 4
 表示随机事件4。


步骤④：用大写英文字母将题目所问的问题表示出来。


对于本题来说，题目所问的问题本来就是用大写英文字母表示的，所以步骤④直接跳过。






步骤⑤：用全概率公式P
 (A
 )=P
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 )解题。






对于本题来说就是：


P
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 )，我们现在需要做的就是把P
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 )、P
 (A
 4
 )、P
 (Y
 =2|A
 4
 )这八个概率算出来。



P
 (A
 1
 )指的是“取出的数是1的概率”。
 由于是从1，2，3，4这四个数中取，所以[image: image]




P
 (Y
 =2|A
 1
 )指的是“在取出的数是1的条件下，最后取出的数是2的概率”。
 我们来看，“在取出的数是1的条件下”意味着第二次取数是从1中取一个数，也就是说，现在只有一个数1，那么怎么可能取到2呢？所以
 P
 (Y
 =2|A
 1
 )=0（老样子，我们完全可以不套用任何公式而只是凭想像来求条件概率）。



P
 (A
 2
 )指的是“取出的数是2的概率”。
 由于从1，2，3，4这四个数中取，所以
 [image: image]




P
 (Y
 =2|A
 2
 )指的是“在取出的数是2的条件下，最后取出的数是2的概率”。
 我们来看，“在取出的数是2的条件下”意味着第二次取数是从1，2中取一个数，取2的概率自然是[image: image]
 ，所以
 [image: image]
 (这也是凭想像求出的)。



P
 (A
 3
 )指的是“取出的数是3的概率”。
 由于是从1，2，3，4这四个数中取，所以[image: image]




P
 (Y
 =2|A
 3
 )指的是“在取出的数是3的条件下，最后取出的数是2的概率”。
 我们来看，在“取出的数是3的条件下”意味着第二次取数是从1，2，3中取一个数，取2的概率自然是[image: image]
 ，所以
 [image: image]
 （这也是凭想像求出的）。



P
 (A
 4
 )指的是“取出的数是4的概率”。
 由于是从1，2，3，4这四个数中取，所以
 [image: image]




P
 (Y
 =2|A
 4
 )指的是“在取出的数是4的条件下，最后取出的数是2的概率”。
 我们来看，“在取出的数是4的条件下”意味着第二次取数是从1，2，3，4中取一个数，取2的概率自然是[image: image]
 ，所以
 [image: image]
 （这也是凭想像求出的）。

我们现在已经把P
 (A
 1
 )、P
 (Y
 =2|A
 1
 )、P
 (A
 2
 )、P
 (Y
 =2|A
 2
 )、P
 (A
 3
 )、P
 (Y
 =2|A
 3
 )、
 P
 (A
 4
 )、P
 (Y
 =2|A
 4
 )这八个概率算出来了。所以：


[image: ]




1.14　小　结

概率论与数理统计大楼的第一层终于盖完了，看：


[image: ]




在这一章中，我首先给大家讲了随机试验、样本空间、样本点以及随机事件，从而引出了本章“砖”部分的最核心的知识点：随机事件的概率。

在本章的“房间”部分，我先给大家讲了什么叫两个随机事件互斥，以及什么叫两个、三个随机事件相互独立（互斥与相互独立完全是两码事，大家千万不要记混了）。之后，我认为大家已经初步了解了互斥与相互独立，于是我对互斥和相互独立做了进一步的讨论，具体来说就是告诉了大家六条很常用的结论。接着，我给大家讲了一些公式和算律，如加法公式、减法公式、乘法公式等等。最后我用大量篇幅告诉了大家该如何应对“与概率有关的应用题”。


 1.15　练习题

一、选择题





1．已知[image: image]
 则B
 的概率为（　）

（A）[image: image]


（B）[image: image]


（C）[image: image]


（D）[image: image]


解：此题问的是P
 (B
 )。首先，由于随机事件间的符号“+”与“∪”是同一个意思，所以[image: image]
 可以被翻译为：


[image: ]




由房间105中讲的分配律，有：


[image: ]




由房间105中讲的对偶律，有：


[image: ]




由房间105中讲的对偶律，有：


[image: ]




将②式、③式、④式代入①式，得：


[image: ]




由房间105中讲的分配律，有：


[image: ]




由房间105中讲的分配律，有：


[image: ]




将⑥式、⑦式代入⑤式，得：



 [image: ]




由房间105中讲的结合律，有：


[image: ]




由房间105中讲的分配律，有：


[image: ]




将⑩式代入⑨式，得：


[image: ]




将⑪式代入⑧式，得：


[image: ]




由房间105中讲的结合律，有：


[image: ]




将⑬式代入⑫式，得：


[image: ]




所以：


[image: ]




由房间105中讲的分配律，有：


[image: ]




将⑯式代入⑮式，得：


[image: ]




由于[image: image]
 所以有[image: image]
 而题中说了[image: image]
 所以[image: image]
 所以
 [image: image]


答案：（B）。





2．设A
 ，B
 为两个事件，且A
 ≠∅，B
 ≠∅，则[image: image]
 表示（　）





（A）必然事件Ω

（B）不可能事件∅

（C）A
 与B
 不能同时发生

（D）A
 与B
 中恰有一个发生

解：由房间105中讲的分配律，有：


[image: ]




由房间105中讲的分配律，有：


[image: ]




由房间105中讲的分配律，有：


[image: ]




将②式、③式代入①式，得：


[image: ]




由本章第五车砖中所讲的“并关系”可知，[image: image]
 表示的是“[image: image]
 中至少有一个发生”。



现在我要给大家补充一个知识点：A
 ∪B
 代表的是“随机事件A
 与随机事件B
 至少有一个发生”，这我在本章的第五车砖中就给大家讲过了，大家肯定是毫无疑问的对吧。我现在要告诉大家的是，若A
 ∩B
 =∅，则A
 ∪B
 不仅代表的是“随机事件A
 与随机事件B
 至少有一个发生”，还代表“随机事件A
 与随机事件B
 恰有一个发生”。


以上就是我给大家补充的知识点。

那么现在我们回到这道题上来。由于[image: image]
 所以[image: image]
 不仅代表的是“[image: image]
 中至少有一个发生”，
 还代表“[image: image]
 中恰有一个发生”。



我们继续来看，“[image: image]
 中恰有一个发生”可以被翻译成“要么A
 发生B
 不发生，
 要么B
 发生A
 不发生”，这意思不就是说“A
 与B
 中恰有一个发生”嘛。所以，
 [image: image]
 指的是“A
 与B
 中恰有一个发生”。


而由上面的④式可知，[image: image]
 所以[image: image]
 也表示的是“A
 与B
 中恰有一个发生”。


答案：（D）。





3．已知0<P
 (B
 )<1，且P
 (A
 1
 ∪A
 2
 |B
 )=P
 (A
 1
 |B
 )+P
 (A
 2
 |B
 )，则有：





（A）A
 1
 A
 2
 B
 =∅

（B）A
 1
 A
 2
 =∅

（C）[image: image]


（D）P
 ((A
 1
 ∪A
 2
 )B
 )=P
 (A
 1
 B
 )+P
 (A
 2
 B
 )

解：此题的已知条件中提到：


[image: ]




由房间104中讲的乘法公式，有：


[image: ]




由房间104中讲的乘法公式，有：


[image: ]




由房间104中讲的乘法公式，有：


[image: ]




所以有：


[image: ]




将⑤式的等式右侧通分，得：


[image: ]




由⑥式立刻可得P
 ((A
 1
 ∪A
 2
 )B
 )=P
 (A
 1
 B
 )+P
 (A
 2
 B
 )。

答案：（D）。


 二、填空题





1．设A
 ，B
 为两个随机事件，P
 (A
 )=0.4，P
 (B
 )=0.3，P
 (A
 ∪B
 )=0.6，则[image: image]






解：由房间104中讲的减法公式[image: image]
 可知，本题可以转化为“求P
 (A
 )-P
 (AB
 )”。



P
 (A
 )我们已经知道了，P
 (A
 )=0.4，所以我们只需求出P
 (AB
 )即可，下面我们就来求一下P
 (AB
 )。

由房间104中讲的加法公式可知：


P
 (A
 ∪B
 )=P
 (A
 )+P
 (B
 )-P
 (AB
 )

0.6=0.4+0.3-P
 (AB
 )

解得P
 (AB
 )=0.1

所以P
 (A
 )-P
 (AB
 )=0.4-0.1=0.3，即[image: image]






2．设A
 ，B
 为两个随机事件，且[image: image]


解：由房间104中讲的乘法公式可知：


[image: ]




由房间104中讲的乘法公式可知：


P
 (AB
 )=P
 (B
 )P
 (A
 |B
 )

将[image: image]
 代入到P
 (AB
 )=P
 (B
 )P
 (A
 |B
 )中，解得[image: image]


由房间104中讲的减法公式可知：


[image: ]




由房间104中讲的减法公式可知：


[image: ]





 三、解答题

甲袋中有2个白球3个黑球，乙袋中有一半白球一半黑球。现在从甲袋中任取两个球，从乙袋中任取1个球，将这3个球放在一起，再从放在一起的这3个球中任取一球，问最终取出的这个球是白球的概率。

解：不知大家是否会感觉本题很眼熟？之前我们曾做过一道类似的题目，但是难度略小于本题。

我为何说之前我们做过的那道类似题目的难度略小于本题呢？因为之前的那道题说的是“从第一个盒子中取1个球，从第2个盒子中取1个球”，也就是说，一共取了2个球，最终是从两个球中再取一个；而本题说的是“从甲袋中取2个球，从乙袋中取1个球”，也就是说，一共取了3个球，最终是从三个球中再取一个，所以本题比之前那道类似的题目要略难一些。

闲话不多说了，我们来看这道题。

很明显本题是“与概率有关的应用题（因为本题具有背景且问题问的是概率）”。

大家都知道，“与概率有关的应用题”可以分为三类。第一类是几何概型，第二类是伯努利概型，第三类是全概率概型与贝叶斯概型。

我们现在先来看看本题属于哪种概型。

由于本题所述的事儿可以分为两个阶段（第一阶段是从甲袋中取2个球，从乙袋中取1个球，将这3个球放在一起；第二阶段从放在一起的3个球中再取一球），并且问题（最终取出的这个球是白球的概率）问的是第二阶段发生某事的概率，所以本题属于全概率概型
 （也就是第三类）。


既然我们已经判断出了本题属于全概率概型，那么我们现在就应该按照全概率概型的解题方法来求解此题。



步骤①：用文字描述出第一阶段所进行的随机试验。


对于本题来说，第一阶段所进行的随机试验是“从甲袋中任取两球，从乙袋中任取一球，看从这两个袋中取出的球各是什么颜色的”。


步骤②：写出第一阶段所进行的随机试验的样本空间。


对于本题来说，第一阶段所进行的随机试验的样本空间是{从甲袋中取黑球和白球且从乙袋中取白球，从甲袋中取黑球和白球且从乙袋中取黑球，从甲袋取白球和白球且从乙袋中取白球，从甲袋中取白球和白球且从乙袋中取黑球，从甲袋中取黑球和黑球且从乙袋中取白球，从甲袋中取黑球和黑球且从乙袋中取黑球}。


步骤③：将第一阶段所进行的随机试验的每一个样本点设为一个随机事件，并用大写英文字母表示这些随机事件（这些随机事件必然是第一阶段所进行的随机试验的样本空间Ω的一个完备事件组）。



 对于本题来说，第一阶段所进行的随机试验共有六个样本点。设随机事件A
 1
 表示样本点“从甲袋中取黑球和白球且从乙袋中取白球”，随机事件A
 2
 表示“从甲袋中取黑球和白球且从乙袋中取黑球”，随机事件A
 3
 表示“从甲袋中取白球和白球且从乙袋中取白球”，随机事件A
 4
 表示“从甲袋中取白球和白球且从乙袋中取黑球”，随机事件A
 5
 表示“从甲袋中取黑球和黑球且从乙袋中取白球”，随机事件A
 6
 表示“从甲袋中取黑球和黑球且从乙袋中取黑球”。


步骤④：用大写英文字母将题目所问的问题表示出来。


对于本题来说，本题的问题是“最终取出的这个球是白球的概率”，我们现在要用大写英文字母将此问题表示出来，设“最终取出的这个球是白球”为B
 ，则“最终取出的这个球是白球的概率”可以表示为P
 (B
 )。






步骤⑤：用全概率公式P
 (A
 )=P
 (A
 |B
 1
 )P
 (B
 1
 )+P
 (A
 |B
 2
 )P
 (B
 2
 )+......+P
 (A
 |B
 
n

 )P
 (B
 
n

 )解题。






对于本题来说就是以下的式子：


P
 (B
 )=P
 (B
 |A
 1
 )P
 (A
 1
 )+P
 (B
 |A
 2
 )P
 (A
 2
 )+P
 (B
 |A
 3
 )P
 (A
 3
 )+P
 (B
 |A
 4
 )P
 (A
 4
 )+P
 (B
 |A
 5
 )P
 (A
 5
 )+P
 (B
 |A
 6
 )P
 (A
 6
 )

现在我们需要做的就是把P
 (A
 1
 )、P
 (B
 |A
 1
 )、P
 (A
 2
 )、P
 (B
 |A
 2
 )、P
 (A
 3
 )、P
 (B
 |A
 3
 )、P
 (A
 4
 )、P
 (B
 |A
 4
 )、P
 (A
 5
 )、P
 (B
 |A
 5
 )、P
 (A
 6
 )、P
 (B
 |A
 6
 )这十二个概率算出来。



P
 (A
 1
 )指的是“从甲袋中取黑球和白球且从乙袋中取白球的概率”。
 从甲袋中取黑球和白球的概率为[image: image]
 从乙袋中取白球的概率为[image: image]
 ，所以
 [image: image]








P
 (B
 |A
 1
 )指的是“在从甲袋中取黑球和白球且从乙袋中取白球的条件下，最后取出的这个数是白球的概率”。
 由于是从两个白球一个黑球中取一个球，所以取的球是白球的概率肯定是[image: image]
 。所以
 [image: image]
 （注意：此条件概率是凭想像求出来的，而不是用公式算的）。

同理可得：


[image: ]






 [image: ]




我们现在已经把P
 (A
 1
 )、P
 (B
 |A
 1
 )、P
 (A
 2
 )、P
 (B
 |A
 2
 )、P
 (A
 3
 )、P
 (B
 |A
 3
 )、P
 (A
 4
 )、P
 (B
 |A
 4
 )、P
 (A
 5
 )、P
 (B
 |A
 5
 )、P
 (A
 6
 )、P
 (B
 |A
 6
 )这十二个概率算出来了。所以：


[image: ]
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 第2章　第二层——随机变量及其概率分布


[image: ]





第1章基本上没有涉及到高等数学的知识，但是如果大家认为概率论与数理统计学科与高等数学学科无关，那可就错了。本章就会涉及到一些高等数学知识，例如导数和积分。







 2.1　第一车砖——为什么要引入随机变量

本节是第2章的第一节，在讲随机变量之前，我先来告诉一下大家在“概率论与数理统计”学科中为什么要引入随机变量。

其实我完全可以把本节内容从书中删去，而直接给大家讲随机变量的定义，因为本节的内容是不会出成考研题的。可是实际上，我并没有删去，这是为什么呢？

大家都知道，定理需要证明，而定义是不需要被证明的。然而，尽管定义不需要被证明，我们仍然非常有必要了解一下前辈们为何要创造某定义，这也正是本节存在的意义。
 我们在正式讲随机变量的定义之前，先来看看前辈们为什么要引入随机变量。

“概率论与数理统计”这一学科最初起源于博弈，也就是赌博。一直以来，人们都认为赌博并不是一件高尚的事情。因此“概率论与数理统计”这一学科的“出身”一直被认为是“不高尚的”。
 人们的这一印象令“概率论与数理统计”学科的前辈们非常头疼，他们尝试了各种办法（比如做宣传等等）来试图改变人们对“概率论与数理统计”学科的歧视，可是都失败了。

然而，前辈们虽屡战屡败却又屡败屡战，终于想出了一个好办法——抱大腿！既然人们认为“概率论与数理统计”是低等学科，那么咱们就把“概率论与数理统计”朝“微积分”的方向靠（人们一直认为“微积分”很伟大）不就行了嘛。这次，前辈们成功了！当“概率论与数理统计”朝“微积分”的方向靠拢之后，立刻也变为了高等学科，在数学界引起了轰动。



而引入随机变量则是将“概率论与数理统计”朝“微积分”方向靠拢的第一步，这就是引入随机变量的原因。


2.2　第二车砖——随机变量的定义

通过上一节的讲解，大家一定已经知道为什么要引入随机变量了吧。那么，到底什么叫随机变量呢？


我先给出随机变量的定义：在样本空间Ω上的实值函数X
 =X
 (ω)，ω ∈ Ω，称X
 (ω)为随机变量，简记X
 。


以上就是随机变量的定义。其实我心里清楚，随机变量的定义实在是太抽象了，肯定有很多同学看不懂，这不怪你们。所以接下来，我要通过举例的形式为大家生动形象地讲解随机变量。
 如果还不懂，就只能怪你们没有认真阅读啦。


 例．随机试验“为了看看投出的点数是多少而投骰子”的样本空间Ω是{点数为1，点数为2，点数为3，点数为4，点数为5，点数为6}，这大家都知道，这是毫无疑问的。


那么：



[image: ]





则这个X
 就可以看成是定义在样本空间Ω上的一个随机变量。


现在大家明白了吧：随机变量其实就是一个分段函数而已。在此分段函数中，自变量值为样本空间中的样本点，函数值为常数，就这么简单。
 当然，函数值是可以任意指定的，如：


[image: ]





则这个X
 也可以看成是定义在样本空间Ω上的一个随机变量。


大家现在算彻底明白了吧：随机变量只不过是用常数代表样本点而已（例如X
 =23代表“点数为2”），至于到底是用哪些常数来代表样本点，则完全无所谓。


让我们再来看一道例题。

例．写出定义在随机试验“为了看看能不能中奖而买彩票”的样本空间Ω上的一个随机变量。

解：随机试验“为了看看能不能中奖而买彩票”的样本空间是{中奖了，没中奖}，
 所以该样本空间上的随机变量为：


[image: ]





或：
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 或：
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或：
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等等。


随机变量的定义我已经给大家讲完了。最后要给大家总结两点：


（1）随机变量常用大写字母X
 ，Y
 ，Z
 等来表示，而在第1章给大家讲的随机事件则常用大写字母A
 ，B
 ，C
 等来表示。



（2）“随机变量=某常数”代表了“某一样本点”。


例．设[image: image]
 是定义在随机试验“为了看看能不能中奖而买彩票”的样本空间Ω上的一个随机变量，则“X
 =1”代表了样本点“中奖了”。

2.3　第三车砖——分布函数的定义

本节要给大家讲的知识点是分布函数的定义。



分布函数实在是太重要了，它既与第二车砖中刚刚讲完的随机变量有关，又与第四车砖中将要讲的概率密度函数有关。


既然这么重要，那我们就赶快来看看分布函数的定义吧。


设X
 为随机变量，则称定义域为(-∞，+∞)的函数F
 (x
 )=P
 (X
 ≤x
 )为随机变量X
 的分布函数。


以上就是分布函数的定义，也许这个定义并不是每位同学都能看懂。我想对那些没看懂此定义的同学们说，这不怪你们。因为但凡是定义，大都会比较抽象，抽象的东西总是让人们不好理解。

所以为了让所有的同学都能明白到底什么叫分布函数，我们来看几道简单的例题吧。

例．设随机变量X
 的分布函数为：
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求P
 (X
 ≤5)和P
 (X
 ≤-2)。

解：我们先来求一下P
 (X
 ≤5)。


由分布函数的定义可知，[image: image]



我们再来求一下P
 (X
 ≤-2)。


由分布函数的定义可知：P
 (X
 ≤-2)=F
 (-2)=0。





例．设随机变量X
 的分布函数为：
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求P
 (X
 >5)。

解：由于：
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所以有：
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而由分布函数的定义可知：
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将③式代入②式，可得：
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2.4　第四车砖——概率密度函数的定义

在正式开始讲概率密度函数的定义之前，先来给大家提个醒：上一节刚刚讲完的分布函数以及本节将要讲的概率密度函数都是针对随机变量而言的。



 也就是说，并不能孤立地说“分布函数是什么”或者“概率密度函数是什么”，必须得说“某随机变量的分布函数是什么”或者“某随机变量的概率密度函数是什么”。

闲话不多说了，来看看概率密度函数的定义吧。


若随机变量X
 的分布函数F
 (X
 )可以表示成非负可积函数f
 (x
 )的积分形式：
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则称函数f
 (x
 )为X
 的概率密度函数（简称X
 的概率密度）。


每当我给大家讲完一个新的定义后，总会出题让大家做，为的就是让大家能够把定义吃透。






考研题2.1
 　设随机变量X
 的概率密度函数为[image: image]
 求该随机变量的分布函数F
 (x
 )。

解：本题属于“已知某随机变量的概率密度函数，求该随机变量的分布函数”。


简言之就是：已知f
 (x
 )，求F
 (x
 )。那么本题该如何去做呢？非常简单，直接利用概率密度函数的定义式来做就可以了。





前面刚刚讲完，概率密度函数的定义式是[image: image]
 -∞<x
 <+∞，我们现在就要利用这个式子解出F
 (x
 )。

我们现在需要做的事情是将[image: image]
 -∞<x
 <+∞中的被积函数f
 (t
 )显化。





由于[image: image]
 所以[image: image]
 也就是说，f
 (t
 )是分段函数（分了三段）。





那我们到底是将f
 (t
 )显化为0还是显化为[image: image]
 或者显化为[image: image]
 ？现在我就来告诉大家，到底显化成什么完全取决于积分的上下限。可能我这么说，大家还是不明白，那我
 就更详细地说一下吧。

由于[image: image]


所以[image: image]


积分[image: image]
 的积分下限是-∞，积分上限是x
 。积分上下限意味着什么？意味着被积函数f
 (t
 )中的t
 的取值范围。那么现在，由于积分下限是-∞，积分上限是x
 ，所以说明被积函数f
 (t
 )中的t
 是在区间(-∞，x
 )内取值。可是问题的关键是我们根本不知道积分上限x
 指的到底是什么。

举例来说。


若x
 =-2，则说明t
 在(-∞，-2)内取值，由于[image: image]
 所以当t
 在(-∞，-2)内取值时f
 (t
 )=0，所以[image: image]




若x
 =3，则说明t
 在(-∞，3)内取值，由于[image: image]
 所以当t
 在(-∞，3)内取值时，f
 (t
 )的值并不固定。具体来说，我们要把(-∞，3)分为(-∞，0)和(0，3)两
 个区间。当t
 在(-∞，0)内取值时，f
 (t
 )=0，当t
 在(0，3)内取值时，[image: image]
 所以：
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举例到此结束。





通过以上举例，大家算是看明白了吧？到底要将[image: image]
 中的被积函数f
 (t
 )显化成什么样完全取决于积分的上下限。



明白了这一点后，我们开始正式做这道题
 （刚才的文字并不是在做这道题，只是相当于在为正式做这道题做铺垫）。


解题开始。






由概率密度函数的定义可知，[image: image]






当x
 <0时：


[image: ]




当0≤x
 <5时：
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当5≤x
 <10时：
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当x
 ≥10时：
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综上所述，有[image: image]


这道题我们已经做完了。大家记住，以后再碰上“已知概率密度函数f
 (x
 )，求分布函数F
 (x
 )”的题，就按本题的方法去做就可以了。

让我们再来看一道题。






考研题2.2
 　设随机变量X
 的分布函数为：
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求P
 (X
 >0.5)以及随机变量X
 的概率密度函数f
 (x
 )。

解：本题有两问。第（1）问让求的是P
 (X
 >0.5)，第（2）问让求的是随机变量X
 的概率密度函数f
 (x
 )。

（1）由于：
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所以有：
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由本章第三车砖讲的分布函数的定义
 可知：
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 由于分布函数[image: image]


所以：
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③式与④式相结合，得：
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将⑤式代入到②式的等式右侧，得：
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第（1）问已经做完了，下面我们做第（2）问。






（2）之前我们刚刚做完的考研题2.1属于“已知概率密度函数f
 (x
 )，求分布函数F
 (x
 )”，而本题属于“已知分布函数F
 (x
 )，求概率密度函数f
 (x
 )”。


那么这样的题应该如何去做呢？请大家继续往后看。


“已知分布函数F
 (x
 )，求概率密度函数f
 (x
 )”题的做法是：直接对分布函数F
 (x
 )求导就是概率密度函数f
 (x
 )。


这是为什么呢？我来给大家解释一下。由概率密度函数的定义可知：[image: image]
 将该等式的左右两侧同时对x
 求导，即有F
 ′(x
 )=f
 (x
 )，现在大家明白了吧。因此对分布函数F
 (x
 )求导就是概率密度函数f
 (x
 )。

对于本题来说：
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所以本题的答案为[image: image]





提示：
 每当我讲课讲到这里时，都会有一些高等数学学得不错的同学来问我：“F
 (x
 )是分函数，那么对F
 (x
 )求导时必然涉及到分段点处求导的问题啊，为什么这里不提？”对于这个问题，我不想做过多的解释，因为这牵扯到概率密度函数的本质。现在大家只要记住，以后凡是已知F
 (x
 )让求f
 (x
 )，那你们就直接用求导公式求导就行了，不必用导数的定义式单独对分段点进行求导。如果你们不知道我在说什么，那就更好了！直接忽略这段话！




2.5　第五车砖——随机变量的分类

在本章的第二车砖中，我给大家讲了随机变量的定义。而现在，我们来给随机变量分一下类。随机变量分为三类：



●　离散型随机变量；



●　连续型随机变量；



●　混合型随机变量。



 2.5.1　离散型随机变量

如果一个随机变量的可能取值是有限多个
 或可列无穷多个，
 则称它为离散随机变量。

例1．设X
 是定义在随机试验“为了看看投出的点数是多少而投骰子”的样本空间Ω上的一个随机变量，问该随机变量是不是离散型随机变量。

解：我们先把随机变量X
 具体写出来看一下。


[image: ]




或：
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或：
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等等。


 （随机变量X
 不止是[image: image]
 一种，早在本章第二车砖中就给大家讲过）。

好，现在我们可以很明显地看出随机变量X
 的可能取值一共就只有六个。也就是说，随机变量X
 的可能取值是有限多个，所以随机变量X
 为离散型随机变量。





例2．设随机变量X
 是定义在随机试验“从[1，+∞)中任选一个整数，看看选的整数是多少”的样本空间Ω上的一个随机变量，问该随机变量是不是离散型随机变量。

解：我们先把随机变量X
 具体写出来看一下。
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或：
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等等。


 （随机变量X
 不止是[image: image]
 一种，早在本章第二车砖中就给大家讲过）。

好，现在我们可以很明显地看出随机变量X
 的可能取值是无穷多个。然而，虽然随机变量X
 的可能取值是无穷多个，但却是“可列的”。也就是说，随机变量X
 的可能取值是“可列无穷多个”，所以随机变量X
 为离散型随机变量。

本题就做完了。不过我料想，有的同学可能会弄不懂“可列无穷多个”的含义，因此我详细解释一下什么叫“随机变量的可能取值是可列无穷多个”。

“随机变量的可能取值是可列无穷多个”的意思是：虽然随机变量的可能取值有无穷多个，导致我们不可能把该随机变量的每一个可能取值都写出来，但是我们能以省略号的形式写出该随机变量。


比如在本题中，定义在样本空间Ω上的随机变量[image: image]
 虽然随机变量X
 的可能取值有无穷多个，导致我们不可能把随机变量X
 的每一个可能取值都写出来，但是我们以省略号的形式写出了随机变量X
 ，所以本题中的随机变量X
 的可能取值是“可列无穷多个”。

现在大家应该明白“随机变量的可能取值是可列无穷多个”的含义了吧。

以上两道例题中的随机变量都是离散型随机变量。第一道例题是因为
 “随机变量的可能取值是有限多个”，第二道例题是因为
 “随机变量的可能取值是可列无穷多个”。

现在，我们再来看一道例题。

例3．设随机变量X
 是定义在随机试验“从（0，1）中任选一个实数，看看选的这个实数是多少”的样本空间Ω上的一个随机变量，问该随机变量是不是离散型随机变量。

解：由于随机变量X
 的可能取值既不是
 有限多个，也不是
 可列无穷多个，所以随机变量X
 不是离散型随机变量。

这道题就做完了，不过估计我这么解释肯定有同学会看不懂。


 同学会问：随机变量X
 的可能取值不是
 “有限多个”这好理解，但怎么理解随机变量X
 的可能取值不是
 “可列无穷多个”呢？

有这样疑问的同学不用着急，下面我就来详细解释一下为什么本题中的随机变量X
 的可能取值不是
 “可列无穷多个”。

如果我们可以证明本题中的随机变量X
 并不满足
 我在例2中给大家讲的“虽然随机变量的可能取值有无穷多个，导致我们不可能把该随机变量的每一个可能取值都写出来，但是我们能以省略号的形式写出该随机变量”
 的话，那么本题中的随机变量X
 的可能取值就肯定不是
 “可列无穷多个”，这一点大家现在应该都很明确吧。

因此我现在要讲的是，为什么
 本题中的随机变量X
 并不满足
 例2中给大家讲的“虽然随机变量的可能取值有无穷多个，导致我们不可能把该随机变量的每一个可能取值都写出来，但是我们能以省略号的形式写出该随机变量”。


好，现在我请大家把本题中的随机变量X
 写出来。

我猜想有些同学一定会写成：
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这么写完之后，这些同学会说：“看吧，虽然随机变量X
 的可能取值有无穷多个，导致我们不可能把该随机变量X
 的每一个可能取值都写出来，但是我们能以省略号的形式写出随机变量X
 。
 所以随机变量X
 的可能取值是‘可列无穷多个’啊，那要这么说的话，随机变量X
 应该是离散型随机变量啊。”

我给这一部分同学的回答是：“错，大错特错。为何错呢？下面我就来具体解释一下”。

若按刚才那部分同学说的，将本题中的随机变量X
 设为：

[image: image]
 的话，那么从区间（0，1）这无穷个实数中任选一个，比如我们从区间（0，1）这无穷个实数中任选的实数是0.01，那么我们知道，“选的数是0.01”所对应的随机变量X
 的取值是“X
 =0.01”。那么我们现在顺着省略号往后写，应该是
 0.4、0.5、0.6等等，肯定是写不到0.01的。所以说这
根本不叫
 “我们能以省略号的形式写出该随机变量”。


此时那部分同学说不定又想将本题中的随机变量X
 写为：


[image: ]




然后继续和我争论说：“看吧，这么设可以了吧，虽然随机变量X
 的可能取值有无穷多个，导致我们不可能把该随机变量X
 的每一个可能取值都写出来，但是我们能以省略号的形式写出随机变量X
 。
 所以随机变量X
 的可能取值是‘可列无穷多个’啊，那要这么说的话，随机变量X
 应该是离散型随机变量啊。”

我的回答是：“依然错，大错特错。为何错呢？下面我就来具体解释一下”。

若将本题中的随机变量X
 设为[image: image]
 的话，那么从区间（0，1）这无穷个实数中任选一个，比如我们从区间（0，1）这无穷个实数中任选的实数是0.001，那么我们知道，“选的数是0.001”所对应的随机变量X
 的取值是“X
 =0.001”。那么我们现在顺着省略号往后写，应该是0.04、0.05、0.06等等，肯定是写不到0.001的。所以说这
根本不叫
 “我们能以省略号的形式写出该随机变量”。


现在大家算是真正明白了吧，本题中的随机变量X
 根本就不满足“虽然随机变量X
 的可能取值有无穷多个，导致我们不可能把该随机变量X
 的每一个可能取值都写出来，但是我们能以省略号的形式写出随机变量X
 ”，
 所以本题中的随机变量X
 的可能取值不是可列无穷多个（当然也不是有限个），所以本题所给的随机变量X
 不符合离散型随机变量的定义，所以本题所给的随机变量X
 不是离散型随机变量。

本题已经解释完了。

接下来，我们再来看一道例题。

例1．设随机变量X
 是定义在随机试验“从（0，1）中任选一个分数，看看选的这个分数是多少”的样本空间Ω上的一个随机变量，问该随机变量是不是离散型随机变量。


 解：本题与上一道题极为类似，上一道题是“设随机变量X
 是定义在随机试验‘从（0，1）中任选一个实数，看看选的这个实数是多少’的样本空间Ω上的一个随机变量，问该随机变量是不是离散型随机变量。”

大家看见了吧，本题与上一道题唯一的区别就是：上一道题题干中出现的“实数”一词，在本题中换为了“分数”。

先把本题的答案告诉大家，本题中的随机变量X
 是离散型随机变量，因为本题中的随机变量X
 的可能取值是可列无穷多个。

大家现在可能会非常奇怪，为何把“实数”换成“分数”，随机变量X
 的可能取值就成了可列无穷多个了呢?

因为“虽然随机变量X
 的可能取值有无穷多个，导致我们不可能把该随机变量X
 的每一个可能取值都写出来，但是我们能以省略号的形式写出随机变量X
 ”。


具体来说，本题中的随机变量X
 可以设为：
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这道题我已经解释完了。不过可能有些同学还是不明白，他们不明白上一道题和本题的区别究竟在哪里，他们认为上一道题中的随机变量X
 也可以这么表示，那我就再解释得详细一点儿。

上一道题中的随机变量X
 的可能取值之所以不是可列无穷多个，是因为上一道题说的是从区间（0，1）中任取一个“实数”而不是“分数”，“实数”包含“有理数”和“无理数”，所谓“无理数”指的就是“无限不循环小数”，“无理数”是不能转化为分数的。现在大家明白了吧。


 2.5.2　连续型随机变量

离散型随机变量我已经给大家讲完了，接下来我们来看看“连续型随机变量”。

我料想或许有一部分同学会认为“只要某随机变量不是离散型随机变量，那么该随机变量就一定是连续型随机变量”，这种理解是完全错误的。因为随机变量不仅仅分为离散型随机变量和连续型随机变量两类，还有混合型随机变量三类。所以大家千万不要认为某随机变量只要不是离散型随机变量就一定是连续型随机变量。

好，言归正传。我们来看一下连续型随机变量的定义吧。


若随机变量X
 存在概率密度函数f
 (x
 )，则称随机变量X
 为连续型随机变量。


以上就是连续型随机变量的定义，该定义中出现“概率密度函数”一词，由于“概率密度函数”我已经在本章的第四车砖中给大家讲过了，在这里就不再赘述了。

连续型随机变量讲完了，最后要告诉大家一个非常重要的结论：对于连续型随机变量X
 而言，P
 (X
 =任何常数)=0。


例1．若定义在某随机试验的样本空间Ω上的随机变量X
 是连续型随机变量，求P
 (X
 =0．3)。

解：由于随机变量X
 是连续型随机变量，根据刚刚讲完的重要结论可知，P
 (X
 =0.3)=0。





例2．若X
 是连续型随机变量，则：P
 (a
 ≤X
 ≤b
 )=P
 (a
 <X
 ≤b
 )=P
 (a
 ≤X
 <b
 )=P
 (a
 <X
 <b
 )。以上结论正确吗？请说明理由。

解：由于X
 是连续型随机变量，所以由刚讲完的重要结论可知：P
 (X
 =a
 )=0，P
 (X
 =b
 )=0。


[image: ]




所以有：P
 (a
 ≤X
 ≤b
 )=P
 (a
 <X
 ≤b
 )=P
 (a
 ≤X
 <b
 )=P
 (a
 <X
 <b
 )。

所以以上的结论是正确的。


 例3．设连续型随机变量X
 的分布函数为[image: image]
 求P
 (X
 <2)。

解：由本章第三车砖中所讲的分布函数的定义可知，F
 (x
 )=P
 (X
 ≤x
 )，所以：


[image: ]




由于[image: image]
 所以：


[image: ]




①式和②式相结合，得：


[image: ]




而我们知道：


[image: ]




又由于题目中说X
 是连续型随机变量，所以：


[image: ]




④式和⑤式相结合，得：


[image: ]




③式和⑥式相结合，得：


[image: ]




例4．设连续型随机变量X
 的概率密度函数为[image: image]
 求P
 (X
 <1)。

解：由本章第四车砖中所讲的概率密度函数的定义可知，[image: image]
 我们现在就利用这个式子先求出分布函数F
 (x
 )，然后再求P
 (X
 <1)。


[image: ]




当X
 ≤0时：



 [image: ]




当0<x
 <3时：


[image: ]




当x
 ≥3时：


[image: ]





 综上所述有：[image: image]


好，我们已经把随机变量X
 的分布函数F
 （x
 ）求出来了，现在我们可以开始求P
 (X
 <1)了。

由本章第三车砖中所讲的分布函数的定义可知，F
 (x
 )=P
 (X
 ≤x
 )，所以：


[image: ]




由于[image: image]
 所以：


[image: ]




①式和②式相结合，得：


[image: ]




而我们知道：


[image: ]




又由于题目中说X
 是连续型随机变量，所以：


[image: ]




④式和⑤式相结合，得：


[image: ]




③式和⑥式相结合，得：


[image: ]




2.5.3　混合型随机变量


若某随机变量既不是离散型随机变量，也不是连续型随机变量，那么我们称该随机变量为混合型随机变量。



 以上就是混合型随机变量的定义。考研中基本上不考混合型随机变量，因此大家只要知道混合型随机变量的定义就可以了，不必深入研究。

2.6　第六车砖——三条重要结论

本节要告诉大家三条重要结论，这三条重要结论并不是可会可不会，而是必须背熟。

2.6.1　重要结论①


只要题中说某随机变量存在概率密度函数，则该随机变量必定是连续型随机变量。


以上就是重要结论①，重要结论①其实就是由连续型随机变量的定义直接推导出来的。





例．已知随机变量X
 的概率密度函数[image: image]
 求P
 (X
 =3)。

解：由题意可知，随机变量X
 存在概率密度函数f
 (x
 )。由刚刚讲完的重要结论①可知，随机变量X
 为连续型随机变量。

由于连续型随机变量在任意一点处的概率是0（上一节讲的），所以P
 (X
 =3)=0。

这道题就做完了，最后说两点需要注意的地方。


第一点：若本题的已知条件不变，而将问题变为P
 (X
 =4)或P
 (X
 =5)等等，那么答案仍然是0（因为连续型随机变量在任意一点处的概率都是0）。



第二点：本题给的概率密度函数f
 (x
 )长什么样我们根本不用关心，因为只要存在f
 (x
 )，就说明随机变量X
 是连续型随机变量，从而在任意一点处的概率就一定是0。


比如若将本题所给的概率密度函数改为[image: image]
 那么P
 (X
 =3)依然等于0。

2.6.2　重要结论②


若随机变量X
 是连续型随机变量，则随机变量X
 的分布函数F
 (x
 )一定在区间(-∞，+∞)内连续。




 
注意：
 上述语句中有两出现了“连续”一词，这两处出现的“连续”可完完全全不是一个意思。第一处“连续”指的是连续型随机变量，而第二处“连续”指的是函数的连续性。如果你们稍微有一点高等数学的基础，你们现在应该完全能够理解第二处“连续”的意思。不过鉴于可能有些同学会不理解，我还是简单讲一下函数的连续性。





先来讲一下“函数在某一点连续”的定义：若函数y
 =f
 (x
 )在x
 =x
 0
 处的极限值等于函数值，则称此函数在x
 =x
 0
 处连续。即“[image: image]
 则称此函数在x
 =x
 0
 处连续”。



再来讲一下“函数在某区间内连续”的定义：若函数y
 =f
 (x
 )在某区间内的每一点都连续，则称此函数在该区间内连续。


例1．[image: image]
 问此函数是否在区间(-∞，+∞)内连续。

解：由于函数f
 (x
 )的定义域是(-∞，+∞)，所以本题问的是f
 (x
 )是否在定义域内连续。有的同学就想了，(-∞，+∞)内有无数个点，难道要一个点一个点的验证是否连续吗？当然不是，只要验证f
 (x
 )在分段点处是否连续就可以了（对于本题来说分段点是x
 =0）。只要f
 (x
 )在分段点处连续，就说明f
 (x
 )在(-∞，+∞)内连续。这是为什么呢？听我讲。

常函数（例如y
 =3，y
 =4等等）、指数函数（例如y
 =e
 
x

 ）、三角函数（例如y
 =sinx
 ，y
 =cosx
 等等）、幂函数（例如y
 =x
 3
 ，y
 =x
 4
 等等）、对数函数（例如y
 =lnx
 ）、反三角函数（例如y
 =arcsinx
 ，y
 =arccosx
 等等）这六类函数叫做基本初等函数，
 基本初等函数加、减、乘、除、复合后形成的函数叫做初等函数
 （例如y
 =sinx
 +3x
 2
 ，y
 =sin(3x
 +2)等等）。基本初等函数和初等函数在其定义域内全是连续的，这一点大家要牢记。对于分段函数来讲，如果单独看分段函数的每一段，肯定都是基本
 初等函数或初等函数（对于本题来说y
 =sinx
 ，x
 >0是基本初等函数，y
 =cosx
 ，x
 <0也是基本初等函数）。这是因为如果单独看分段函数的每一段的话，从小学到大学我们只见过基本初等函数和初等函数，所以我用的词是“肯定”。既然单独看分段函数的每一段都是基本初等函数或初等函数，那么也就意味着分段函数在除了分段点以外的其他点必连续。


换言之，以后凡是遇见分段函数y
 =f
 (x
 )，我们只需找出该分段函数有几个分段点，然后验证y
 =f
 (x
 )在这些分段点处是否连续即可。如果y
 =f
 (x
 )在这些分段点处均连续，则说明分段函数y
 =f
 (x
 )在整个定义域上都连续（因为考研中出现的任何分段函数在非分段点处一定连续，所以我们只需关注分段点即可）。


温馨提示：以上我写了三大段文字，如果你们不能完全看懂的话，也没有关系，只要把最后那段（粗体字）看懂就可以了。

现在我们把注意力回到本题上来。


 本题所给的分段函数是[image: image]
 此分段函数只有一个分段点x
 =0，而此分段函数的定义域是(-∞，+∞)，由此可知此分段函数在区间(-∞，0)、区间(0，+∞)内必连续（因为任何分段函数在非分段点处一定连续）。

现在我们要来判断一下此分段函数在x
 =0处的连续性，换言之就是要判断一下[image: image]
 与f
 (0)是否相等。


先来算f
 (0)。


由于[image: image]
 所以：


f
 (0)=sin 0=0


再来算[image: image]



由于可能有些同学高等数学中的“极限”学得不好，所以我尽量说得详细一些。什么叫“x
 →0”？意思是趋近于0但不能到达0。那么我们应该将[image: image]
 中的f
 (x
 )显化为sin x
 还是cos x
 呢？这就得分类了。

由于[image: image]
 所以当x
 从左侧趋于0（如x
 是-0.01，-0.001之类的数）时，意味着x
 <0，自然f
 (x
 )应该显化为cos x
 ；当x
 从右趋于0（如x
 是0.01，0.001之类的数）时，意味着x
 >0，自然f
 (x
 )应该显化为sin x
 。所以[image: image]
 中的f
 (x
 )到底显化成sin x
 还是cos x
 取决于x
 是从左边趋于0还是从右边趋于0，因为我们要分别算左右极限。


[image: ]




发现[image: image]
 这说明什么？我来告诉大家，若[image: image]
 说明[image: image]
 不存在。所以针对本题来说，[image: image]
 不存在。

好，由于[image: image]
 连存在都不存在，就更不可能等于f
 (0)了（两个东西相等的前提是这两个东西都得存在），所以f
 (x
 )在x
 =0处不连续。

由于f
 (x
 )虽然在(-∞，0)、(0，+∞)内连续，但在x
 =0处不连续，所以f
 (x
 )在(-∞，+∞)内不连续。

例2．[image: image]
 问此函数是否在(-∞，+∞)内连续。


 解：本题所给的分段函数是[image: image]
 f
 (x
 )虽然分成了三段而不是像上道题一样分成了两段，但f
 (x
 )仍然是只有一个分段点x
 =0，而f
 (x
 )的定义域是(-∞，+∞)，由此可知f
 (x
 )在区间(-∞，0)、区间(0，+∞)内连续。

现在我们来判断一下f
 (x
 )在x
 =0处的连续性。


先来算f
 (0)。


由于[image: image]
 所以：f
 (0)=1


再来算[image: image]




[image: ]




由于[image: image]


好，现在f
 (0)和[image: image]
 我们都算完了。由于[image: image]
 所以f
 (x
 )在x
 =0处连续。

由于f
 (x
 )不但在区间(-∞，0)、区间(0，+∞)内连续，而且在x
 =0处也连续，所以f
 (x
 )在(-∞，+∞)内连续。





例3．[image: image]
 问此函数是否在(-∞，+∞)内连续。

解：本题所给的f
 (x
 )有两个分段点x
 =-1和x
 =1，而f
 (x
 )的定义域是(-∞，+∞)，由此可知f
 (x
 )在区间(-∞，1)、(-1，1)、(1，+∞)内连续。

现在我们来判断一下f
 (x
 )在x
 =-1和x
 =1处的连续性。


 （1）判断f
 (x
 )在x
 =-1处的连续性。


先来算f
 (-1)。

由于[image: image]
 所以：f
 (-1)=-1

再来算[image: image]



[image: ]




由于[image: image]


好，现在f
 (-1)和[image: image]
 我们都算完了。由于[image: image]
 所以f
 (x
 )在x
 =-1处连续。


（2）判断f
 (x
 )在x
 =1处的连续性。


先来算f
 (1)。

由于[image: image]
 所以：f
 (1)=1

再来算[image: image]




 [image: ]




由于[image: image]


好，现在f
 (1)和[image: image]
 我们都算完了。由于[image: image]
 ，所以f
 (x
 )在x
 =1处连续。

由于f
 (x
 )不但在区间(-∞，1)、(-1，1)、(1，+∞)内连续，并且在x
 =-1和x
 =1处也连续，所以f
 (x
 )在(-∞，+∞)内连续。

以上几道例题基本上算是在给大家复习高等数学，相信大家现在已经知道函数f
 (x
 )在某点处连续，以及在某区间内连续的含义了（若[image: image]
 则称f
 (x
 )在x
 =x
 0
 处连续；若f
 (x
 )在某区间内的每一点都连续，则称f
 (x
 )在该区间内连续）。

但既然要复习高等数学，那咱们干脆就再多复习一点儿。接下来我们看看左/右连续。


函数在某一点左连续的定义：若函数y
 =f
 (x
 )在x
 =x
 0
 处的左极限值等于函数值，则称此函数在x
 =x
 0
 处左连续，即“若[image: image]
 则称此函数在x
 =x
 0
 处左连续”。







函数在某区间内左连续的定义：若函数y
 =f
 (x
 )在某区间内的每一点都左连续，则称此函数在该区间内左连续。







函数在某一点右连续的定义：若函数y
 =f
 (x
 )在x
 =x
 0
 处的右极限值等于函数值，则称此函数在x
 =x
 0
 处右连续，即“若[image: image]
 则称此函数在x
 =x
 0
 处右连续”。







函数在某区间内右连续的定义：若函数y
 =f
 (x
 )在某区间内的每一点都右连续，则称此函数在该区间内右连续。


大家看见了吧！如果之前讲的“不分左右的连续”掌握好了的话，那么这“左/右连续”就真的是太容易了。“左/右连续”显然比“不分左右的连续”要简单，因为它根本不需要求两侧的极限，只求一侧的极限就可以了。





例．[image: image]
 问此函数是否在(-∞，+∞)内左连续，此函数是否在(-∞，+∞)内右连续。

解：本题有两问。

（1）本题所给的f
 (x
 )只有一个分段点x
 =0，而f
 (x
 )的定义域是(-∞，+∞)，由此可
 知f
 (x
 )在区间(-∞，0)、区间(0，+∞)内连续。对比连续的定义与左连续的定义可知，连续一定可以推出左连续。所以f
 (x
 )在区间(-∞，0)、区间(0，+∞)内左连续。

现在我们来判断一下f
 (x
 )在x
 =0处是否左连续。

先来算f
 (0)。

由于[image: image]
 所以：f
 (0)=0

再来算[image: image]



[image: ]




好，现在f
 (0)和[image: image]
 我们都算完了。由于[image: image]
 所以f
 (x
 )在x
 =0处左连续。

由于f
 (x
 )不但在区间(-∞，0)、区间(0，+∞)内左连续，而且在x
 =0处左连续，所以f
 (x
 )在(-∞，+∞)内左连续。

（2）本题所给的f
 (x
 )只有一个分段点x
 =0，而f
 (x
 )的定义域是(-∞，+∞)，由此可知f
 (x
 )在区间(-∞，0)、区间(0，+∞)内连续。对比连续的定义与右连续的定义可知，连续一定可以推出右连续。所以f
 (x
 )在区间(-∞，0)、区间(0，+∞)内右连续。

现在我们来判断一下f
 (x
 )在x
 =0处是否右连续。

先来算f
 (0)。

由于[image: image]
 所以：f
 (0)=0

其实我们在做第（1）问时就已经算过f
 (0)了。

再来算[image: image]



[image: ]




好，现在f
 (0)和[image: image]
 我们都算完了。由于[image: image]
 所以f
 (x
 )在x
 =0处并不右连续。

由于f
 (x
 )虽然在区间(-∞，0)、区间(0，+∞)内右连续，但是在x
 =0处并不右连续，所以f
 (x
 )在(-∞，+∞)内并不右连续。

咱们总不能一直复习高等数学啊！这是概率书啊！所以咱们对于高等数学的复习就到此为止了。大家回忆一下，我为什么要给大家复习高等数学？因为在讲“重要结论②”时
 涉及到了高等数学中的“函数的连续性”。好，那现在咱们复习也复习完了，该言归正传了吧。

再次给大家强调一下重要结论②：若随机变量X
 是连续型随机变量，则随机变量X
 的分布函数F
 (x
 )一定在区间(-∞，+∞)内连续。





例．设连续型随机变量X
 的分布函数为[image: image]
 求常数a
 ，b
 。





解：由于随机变量X
 是连续型随机变量，由刚刚讲完的重要结论②可知，F
 (x
 )一定在区间(-∞，+∞)内连续。


F
 (x
 )在区间(-∞，+∞)内连续意味着F
 (x
 )在区间(-∞，+∞)内的每一个点都连续，而0就是(-∞，+∞)内的点，所以F
 (x
 )在x
 =0处连续，所以必有[image: image]


先来算F
 (0)。

由于[image: image]
 所以：F
 (0)=b


再来算[image: image]


[image: image]
 （常数的极限肯定还等于该常数本身，无论x
 趋于多少）


[image: ]




我刚才已经说了，必有[image: image]
 这就意味着首先[image: image]
 得存在，也就是说必有[image: image]
 。由于[image: image]
 所以a
 =0。

所以[image: image]
 由于必有[image: image]
 而[image: image]
 F
 (0)=b
 ，所以b
 =0。

2.6.3　重要结论③


若随机变量X
 的分布函数F
 (x
 )在区间(-∞，+∞)内连续，则随机变量X
 不一定是连续型随机变量。



 以上就是重要结论③。


重要结论③和重要结论②大家可以一起记，我给大家总结了一个记忆口诀：




X
 连续，F
 (x
 )一定连续；F
 (x
 )连续，X
 不一定连续。


2.7　第七车砖——分布律

本节将给大家讲分布律。首先，大家先要明白两件事。


第一件事：“分布律”这三个字与“概率分布”这四个字的意思完全一样。也就是说“概率分布”相当于“分布律”的别名。这一点一定要记牢（有很多人认为“概率分布”的意思是“概率密度函数”，事实却并非如此）。



第二件事：分布律其实就是一张表格而已。


好，现在正式来讲分布律。

既然分布律是一张表格，那么表格里该写些什么呢？我举几个例子。

例．


[image: ]




例．


[image: ]




例．


[image: ]




以上三个例子生动形象地将分布律展现给了大家。现在我来做个总结：分布律其实就是一张表格，表格中有两行。第一行给出的是随机变量的所有可能取值，第二行给出的是随机变量取各个可能值的概率。


例如在第一个例子中，通过所给分布律我们立刻可以知道：P
 (X
 =1)=0．2，P
 (X
 =2)=0.4，P
 (X
 =3)=0.4。现在大家明白了吧。


 好，我接下来要给大家讲的是分布律的两条性质。


性质①：第二行（也就是随机变量取各个可能值的概率）的所有数值之和一定等于1。



性质②：第二行（也就是随机变量取各个可能值的概率）的每个数值一定是大于等于0的。


例．已知随机变量X
 的分布律为：


[image: ]




求常数a
 。

解：由分布律的第一条性质可知，0.2+0.5+a
 =1，所以a
 =0.3。





例．已知随机变量X
 的分布律为：


[image: ]




求常数a
 。

解：本题根法没法做，如果非要做，那答案就是：a
 可以是除了1和2以外的任意常数。






考研题2.3
 　设随机变量X
 的分布律为：


[image: ]





Y
 =X
 2
 ，求Y
 的分布律。

解：本题让求随机变量Y
 的分布律。也就是说，最后你要写这样一张表格：


[image: ]




先来看看第一行应该写多少。第一行要写的肯定是随机变量Y
 的所有可能取值。由于
 Y
 =X
 2
 ，所以：

当X
 =-2时，Y
 =(-2)2
 =4。

当X
 =-1时，Y
 =(-1)2
 =1。

当X
 =0时，Y
 =02
 =0。

当X
 =1时，Y
 =12
 =1。

当X
 =3时，Y
 =32
 =9。

由此可知，随机变量Y
 的所有可能取值共有四个：0、1、4、9。

所以Y
 的分布律的第一行应该写为：


[image: ]




当然，顺序无所谓，比如Y
 的分布律的第一行也可以写为：
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或：
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或：
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等等。


 再来看看第二行应该写什么。


Y
 取0的概率其实就是X
 取0的概率，所以[image: image]



Y
 取1的概率其实就是X
 取-1的概率加上X
 取1的概率，所以[image: image]



Y
 取4的概率其实就是X
 取-2的概率，所以[image: image]



Y
 取9的概率其实就是X
 取3的概率，所以[image: image]


所以Y
 的分布律应该写为：


[image: ]









考研题2.4
 　设随机变量X
 的分布律是[image: image]
 k
 =0，1，2，......，则C
 =________。

解：大家读完题后可能会有疑问，刚刚讲完分布律是一张表格啊，可本题为什么说随机变量X
 的分布律是[image: image]
 呢？[image: image]
 是一个式子而不是表格啊！

有这样疑问的同学别着急，我来帮你们解答疑问。你们看，[image: image]
 后面写着什么呢，写着k
 =0，1，2，......。也就是说，如果要用表格来表示的话，那表格是无限长的（因为X
 的可能取值有无穷多个数），所以才用式子（而不用表格）来给出分布律，明白了吧。

现在我们正式开始做这道题。由分布律的性质①可知：


[image: ]





 高等数学的最后一章（无穷级数）中曾讲过，[image: image]
 所以：


[image: ]









考研题2.5
 　设离散型随机变量X
 的分布律为[image: image]
 i
 =1，2，......，则P
 (X
 <5)=________。

解：由分布律的两条性质中的第一条性质可知：


[image: ]




下面我们利用高等数学的最后一章（无穷级数）中讲的“先求S
 
n

 ”再求[image: image]
 ”来求一下[image: image]
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 所以[image: image]


由于之前我们已经得出了[image: image]
 而现在我们又得出了[image: image]
 所以有：a
 ×1=1，解得a
 =1。

所以随机变量X
 的分布律为[image: image]
 i
 =1，2，......。所以：


[image: ]





终于把砖运来了


同学们，这么热的天气，你们仍然坚持运来了七车砖，真的是很棒。你们可以稍微休息一下，等休息完了，我们就要开始盖概率论与数理统计大楼第二层的六个房间了。我在此再次强调：上面的“砖”中的内容你们只要理解了并且会使用就行，而接下来的“房间”中的内容，你们不但要理解且会使用，还要找白纸默写下来。困为“房间”中的内容是考研的考点。每章都这样，保你概率论与数理统计满分。




2.8　房间201——F(x)为某一随机变量的分布函数的充要条件

分布函数的定义我早在本章的第三车砖中就已经给大家讲过了。然而，并不是说任意给一个函数F
 (x
 )，它就一定可以作为某一随机变量的分布函数。那么，到底什么样的函数可以作为某一随机变量的分布函数呢？这正是本节要给大家讲的。

以下三个条件（同时满足）是函数F
 (x
 )为某一随机变量的分布函数的充要条件。


 条件①
 [image: image]



条件② 函数F
 (x
 )在区间(-∞，+∞)内右连续（注意：是“右连续”而不是“连续”）。



条件③ 函数F
 (x
 )在区间(-∞，+∞)内单调不减（即：对于任何x
 1
 <x
 2
 ，有F
 (x
 1
 )≤F
 (x
 2
 )）。







考研题2.6
 　下列哪个选项中的F
 (x
 )可以作为某随机变量的分布函数。


[image: ]




解：由以上讲解可知，同时满足条件①、条件②和条件③的函数才可以作为某随机变量的分布函数，那么我们现在就来验证一下吧。


（A）选项：


先来验证条件①

由于[image: image]
 所以：
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 所以不满足条件①。

同时满足条件①、条件②和条件③的函数才可以作为某随机变量的分布函数，现在条件①不满足，所以就不可能同时满足条件①、条件②和条件③，因此F
 (x
 )不可以作为某随机变量的分布函数。所以（A）选项不能选。


（B）选项：


先来验证条件①。

由于[image: image]
 所以：
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所以满足条件①。

再来验证条件②。

由于[image: image]
 所以：
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由于[image: image]
 ，所以F
 (x
 )在x
 =1处并不右连续。而我们知道，“1”这个点处于区间(-∞，+∞)之内，若是F
 (x
 )在x
 =1处都不右连续，那么F
 (x
 )在区间(-∞，+∞)之内肯定就不是右连续的。

所以不满足条件②。

同时满足条件①、条件②和条件③的函数才可以作为某随机变量的分布函数，现在条件②不满足，所以就不可能同时满足条件①、条件②和条件③，因此F
 (x
 )不可以作为某随机变量的分布函数。所以（B
 ）选项不能选。


（C）选项:


先来验证条件①。


 由于[image: image]
 所以：
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所以满足条件①。

再来验证条件②。

由于F
 (x
 )有两个分段点x
 =0和x
 =1，而F
 (x
 )的定义域是(-∞，+∞)，由此可知F
 (x
 )在区间(-∞，0)、区间(0，1)、区间(1，+∞)内连续。对比连续的定义与右连续的定义可知，连续一定可以推出右连续。所以F
 (x
 )在区间(-∞，0)、区间(0，1)、区间(1，+∞)内右连续。

我们现在来判断一下F
 (x
 )在x
 =0处是否右连续。

由于[image: image]
 所以：
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由于[image: image]
 所以F
 (x
 )在x
 =0处右连续。

我们现在再来判断一下F
 (x
 )在x
 =1处是否右连续。

由于[image: image]
 所以：


[image: ]




由于[image: image]
 所以F
 (x
 )在x
 =1处右连续。


 由于F
 (x
 )不但在区间(-∞，0)、区间(0，1)、区间(1，+∞)内右连续，而且在x
 =0和x
 =1处也右连续，所以F
 (x
 )在区间(-∞，+∞)内右连续。

所以满足条件②。

最后来验证③。

条件③其实不好验证，只能举反例。





取x
 1
 =0.4、x
 2
 =0.6。

由于[image: image]
 所以：
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由于x
 1
 <x
 2
 但F
 (x
 1
 )>F
 (x
 2
 )，所以不满足条件③。





同时满足条件①、条件②和条件③的函数才可以作为某随机变量的分布函数，现在条件③不满足，所以不同时满足条件①、条件②和条件③，因此F
 (x
 )不可以作为某随机变量的分布函数。所以（C）选项不能选。


（D）选项：


先来验证条件①。

由于[image: image]
 所以：
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所以满足条件①。


 再来验证条件②。

由于F
 (x
 )有两个分段点x
 =0和x
 =1，而F
 (x
 )的定义域是(-∞，+∞)，由此可知F
 (x
 )在区间(-∞，0)、区间[image: image]
 、区间[image: image]
 内连续。对比连续的定义与右连续的定义可知，连续一定可以推出右连续。所以F
 (x
 )在区间(-∞，0)、区间[image: image]
 、区间[image: image]
 内右连续。

我们现在来判断一下F
 (x
 )在x
 =0处是否右连续。

由于[image: image]
 所以：


[image: ]




由于[image: image]
 所以F
 (x
 )在x
 =0处右连续。





我们现在再来判断一下F
 (x
 )在[image: image]
 处是否右连续。

由于[image: image]
 所以：


[image: ]




由于[image: image]
 所以F
 (x
 )在[image: image]
 处右连续。





由于F
 (x
 )不但在区间(-∞，0)、区间[image: image]
 、区间[image: image]
 内右连续，而且在x
 =0和
 [image: image]
 处也右连续，所以F
 (x
 )在区间(-∞，+∞)内右连续。

所以满足条件②。

最后验证条件③。

条件③很明显是满足的，画出正弦函数的图像就知道了。

由于F
 (x
 )同时满足条件①、条件②和条件③，所以F
 (x
 )可以作为某随机变量的分布函数。所以本题选择（D）选项。

答案：（D）。






考研题2.7
 　设随机变量X
 的分布函数为：


[image: ]




求常数a
 。

解：由于题中说F
 (x
 )是随机变量X
 的分布函数，所以F
 (x
 )肯定同时满足条件①、条件②和条件③。

根据条件①有：


[image: ]









考研题2.8
 　设随机变量X
 的分布函数为：


[image: ]




求a
 ，b
 ，c
 的值。

解：由于题中F
 (x
 )是随机变量X
 的分布函数，所以F
 (x
 )肯定同时满足条件①、条件②和条件③。


 根据条件①，有[image: image]



[image: ]




根据条件②，F
 (x
 )必定在(-∞，+∞)内右连续。而0在(-∞，+∞)内，所以F
 (x
 )必定在x
 =0处右连续。即有[image: image]






由于F
 (0)=c
 =0

所以有：


[image: ]




答案：a
 为1，b
 为-1，c
 为0。






考研题2.9
 　设随机变量X
 1
 和X
 2
 的分布函数分别为F
 1
 (x
 )和F
 2
 (x
 )，F
 (x
 )=aF
 1
 (x
 )-bF
 2
 (x
 )，已知F
 (x
 )是某一随机变量的分布函数，则常数a
 ，b
 必满足条件：

（A）a
 +b
 =1

（B）a
 >0，b
 >0

（C）a
 -b
 =1

（D）a
 >0，b
 <0

解：由于题中说F
 (x
 )是某随机变量的分布函数，所以F
 (x
 )肯定同时满足条件①、条件②和条件③。

根据条件①，有：



 [image: ]




由于F
 1
 (x
 )是分布函数，F
 2
 (x
 )是分布函数，所以有[image: image]
 所以：


[image: ]




答案：（C）。

2.9　房间202——通过分布函数求概率

当大家看了本节的标题后，或许会认为“通过分布函数求概率”之前已经讲过了啊，就利用分布函数的定义式F
 (x
 )=P
 (X
 ≤x
 )啊，比如F
 (5)=P
 (X
 ≤5)。我想说，你们认为的没错，但是光F
 (x
 )=P
 (X
 ≤x
 )这一个公式是不够的。本节我再给大家讲两个公式，那么一共就是三个公式。


公式① P
 (X
 ≤x
 1
 )=F
 (x
 1
 )



公式② P
 (x
 1
 <X
 ≤x
 2
 )=F
 (x
 2
 )-F
 (x
 1
 )



公式③
 [image: image]







考研题2.10
 　设随机变量X
 的分布函数为：


[image: ]




求P
 (0.4<X
 ≤1.3)，P
 (X
 >0.5)，P
 (1.7<X
 ≤2)以及概率密度函数f
 (x
 )。

解：P
 (0.4<X
 ≤1.3)的求解方法如下。

由公式②可知，[image: image]



 
P
 (X
 >0.5)的求解方法如下。



P
 (X
 >0.5)=1-P
 (X
 ≤0.5)

由公式①可知，[image: image]


所以P
 (X
 >0.5)=1-0.25=0.75



P
 (1.7<X
 ≤2)的求解方法如下。


由公式②可知，P
 (1.7<X
 ≤2)=F
 (2)-F
 (1.7)=1-1=0


概率密度函数f
 (x
 )的求解方法如下。


在本章的第四车砖中我就给大家讲过，对分布函数F
 (x
 )求导就是概率密度函数f
 (x
 )。

所以：


[image: ]









考研题2.11
 　设随机变量X
 的分布律为：


[image: ]




求X
 的分布函数F
 (x
 )，并利用分布函数求P
 (2<X
 ≤6)，P
 (X
 <4)，P
 (1≤X
 <5)。


 解：本题需要通过分布律求出分布函数F
 (x
 )，通过分布律求分布函数的题我们还是第一次碰到。不过大家不用害怕，不难，就利用分布函数的定义F
 (x
 )=P
 (X
 ≤x
 )来求就可以了。

当x
 <1时，F
 (x
 )=P
 (X
 ≤x
 )=0

当1≤x
 <4时，[image: image]


当4≤x
 <6时，[image: image]


当6≤x
 <10时，[image: image]


当x
 ≥10时，F
 (x
 )=P
 (X
 ≤x
 )=P
 (X
 =1)+P
 (X
 =4)+P
 (X
 =6)+P
 (X
 =10)=1

所以[image: image]


好，F
 (x
 )我们已经求出来了，接下来我们求P
 (2<X
 ≤6)，P
 (X
 <4)，P
 (1≤X
 <5)。



P
 (2<X
 ≤6)的求解方法如下。


由公式②可知，P
 (2<X
 ≤6)=F
 (6)-F
 (2)

由于[image: image]
 所以：


[image: ]





 所以[image: image]




P
 (X
 <4)的求解方法如下。



P
 (X
 <4)=P
 (X
 ≤4)-P
 (X
 =4)

由公式①可知，P
 (X
 ≤4)=F
 (4)

由于[image: image]
 所以：


[image: ]




公式③可知，[image: image]


由于[image: image]
 所以：


[image: ]




所以：[image: image]


所以：[image: image]



 所以：[image: image]




P
 (1≤X
 <5)的求解方法如下。



P
 (1≤X
 <5)=P
 (1<X
 ≤5)+P
 (X
 =1)-P
 (X
 =5)

由公式②可知，P
 (1<X
 ≤5)=F
 (5)-F
 (1)

由于[image: image]
 所以：


[image: ]




所以[image: image]


由公式③可知，[image: image]


由于[image: image]
 所以：


[image: ]





 所以[image: image]


所以[image: image]


由公式③可知，[image: image]


由于[image: image]
 所以：


[image: ]




所以：[image: image]


所以：P
 (X
 =5)=0

好，现在P
 (1<X
 ≤5)、P
 (X
 =1)、P
 (X
 =5)我们都求出来了，所以：


[image: ]









考研题2.12
 　设连续型随机变量X
 的分布函数为：


[image: ]




求P
 (-1≤X
 <1)。

解：由于F
 (x
 )是分布函数，由房间201可知，F
 (x
 )必满足以下三个条件。


条件① [image: image]




 条件② 函数F
 (x
 )在区间(-∞，+∞)内右连续（注意：是“右连续”而不是“连续”）。



条件③ 函数F
 (x
 )在区间(-∞，+∞)内单调不减（即：对于任何x
 1
 <x
 2
 ，有F
 (x
 1
 )≤F
 (x
 2
 )）。


根据条件①，有：


[image: ]




根据条件②，F
 (x
 )必定在(-∞，+∞)内右连续。而0在(-∞，+∞)内，所以F
 (x
 )必定在x
 =0处右连续。即有[image: image]


由于[image: image]
 所以有：


F
 (0)=0

所以有：


[image: ]




现在我们把A，B
 都求出来了，A
 =1，B
 =-1。也就是说：


[image: ]




现在我们要做的事儿就是把P
 (-1≤X
 <1)求出来。


 由于题中说了X
 是连续型随机变量，所以P
 (X
 =1)=0，P
 (X
 =-1)=0。这大家应该能看懂吧？因为我在本章的第五车砖中给大家讲过，对于连续型随机变量而言，P
 (X
 =任何常数)=0。





所以：


[image: ]




由房间202可知，P
 (-1<X
 ≤1)=F
 (1)-F
 (-1)

由于[image: image]
 所以：


F
 (1)=1-e
 -λ



F
 (-1)=0

所以P
 (-1<X
 ≤1)=F
 (1)-F
 (-1)=1-e
 -λ
 -0=1-e
 -λ


2.10　房间203——f(x)为某一随机变量的概率密度函数的充要条件

在房间201中我给大家讲过，并不是说任意给一个函数，它就一定可以作为某一随机变量的分布函数，由此引出了函数F
 (x
 )为某一随机变量的分布函数的充要条件。

现在我想说的是，对于概率密度函数来说也是同理。什么叫同理？具体来说就是：并不是说任意给一个函数，它就一定可以作为某一随机变量的概率密度函数。接下来要给大家讲的就是f
 (x
 )为某一随机变量的概率密度函数的充要条件。

以下两个条件（同时满足）是f
 (x
 )为某一随机变量的概率密度函数的充要条件。

条件① f
 (x
 )≥0


 条件② [image: image]







考研题2.13
 　已知随机变量x
 的概率密度函数[image: image]
 则k
 =______。

解：由于题中说了f
 (x
 )是概率密度函数，由刚刚讲完的概率密度函数的充要条件可知，f
 (x
 )必满足：f
 (x
 )≥0和[image: image]



[image: ]









考研题2.14
 　已知f
 (x
 )和f
 (x
 )+f
 1
 (x
 )均为概率密度函数，则f
 1
 (x
 )必满足以下哪个条件？


[image: ]





 解：由于f
 (x
 )+f
 1
 (x
 )是概率密度函数，根据概率密度函数的充分必要条件，有：


[image: ]




由于f
 (x
 )是概率密度函数，根据概率密度函数的充分必要条件，有：


[image: ]




由于f
 (x
 )+f
 1
 (x
 )是概率密度函数，根据概率密度函数的充分必要条件，有：


[image: ]




综上所述，有[image: image]
 且f
 1
 (x
 )≥-f
 (x
 )，所以本题选择（D）选项。

答案：（D）。






考研题2.15
 　如果f
 (x
 )是某随机变量的概率密度函数，则下列哪个函数也可以作为概率密度函数。

（A）f
 (2x
 )

（B）f
 2
 (x
 )

（C）2xf
 (x
 2
 )

（D）3x
 2
 f
 (x
 3
 )

解：我们只需按照概率密度函数的充要条件来验证一下这四个选项就可以了。


（A）选项


对于（A）选项来说，若函数f
 (2x
 )同时满足[image: image]
 和f
 (2x
 )≥0这两个条件，则f
 (2x
 )可以作为概率密度函数。我们来验证一下。

由于题中说f
 (x
 )是某随机变量的概率密度函数，根据概率密度函数的充分必要条件，有[image: image]
 ，所以[image: image]


由此可知，函数f
 (2x
 )不满足[image: image]
 因此函数f
 (2x
 )不同时满足[image: image]
 所以函数f
 (2x
 )一定不可以作为概率密度函数。（A）选项不能选。


（B）选项



 对于（B）选项来说，若函数f
 2
 (x
 )同时满足[image: image]
 和f
 2
 (x
 )≥0这两个条件，则f
 2
 (x
 )可以作为概率密度函数。我们来验证一下。


f
 2
 (x
 )≥0这是毫无疑问的，因为有平方嘛，平方肯定大于等于0。

至于[image: image]
 ，我们根本求不出来，也就是说，[image: image]
 并不一定成立。

由此可知，函数f
 2
 (x
 )不一定同时满足[image: image]
 和f
 2
 (x
 )≥0，所以函数f
 2
 (x
 )到底可不可以作为概率密度函数就也不一定了。所以（B）选项不能选。

注意：（B）选项是“不一定”而（A）选项是“一定不”，但都不能选。


（C）选项


对于(C)选项来说，若函数2xf
 (x
 2
 )同时满足[image: image]
 和2xf
 (x
 2
 )≥0这两个条件，则2xf
 (x
 2
 )可以作为概率密度函数。我们来验证一下。

由于f
 (x
 )是概率密度函数，根据概率密度函数的充分必要条件，有[image: image]
 所以[image: image]


至于2xf
 (x
 2
 )是不是大于等于0的，就不一定了。也就是说，2xf
 (x
 2
 )≥0并不一定成立。

由此可知，函数2xf
 (x
 2
 )不一定同时满足[image: image]
 和2xf
 (x
 2
 )≥0，所以函数2xf
 (x
 2
 )到底可不可以作为概率密度函数就也不一定了。所以（C）选项不能选。


（D）选项


对于（D）选项来说，若函数3x
 2
 f
 (x
 3
 )同时满足[image: image]
 和3x
 2
 f
 (x
 3
 )≥0这两个条件，则3x
 2
 f
 (x
 3
 )可以作为概率密度函数。我们来验证一下。

由于f
 (x
 )是概率密度函数，根据概率密度函数的充分必要条件，有[image: image]
 所以[image: image]


由于f
 (x
 )是概率密度函数，根据概率密度函数的充分必要条件，有f
 (x
 )≥0。所以f
 后面的扩号里写什么都肯定大于等于0，所以有f
 (x
 3
 )≥0。又3x
 2
 ≥0，所以3x
 2
 f
 (x
 3
 )≥0。

由此可知，函数3x
 2
 f
 (x
 3
 )同时满足[image: image]
 和3x
 2
 f
 (x
 3
 )≥0，所以函数3x
 2
 f
 (x
 3
 )可以作为概率密度函数。所以本题选择（D）选项。

答案：（D）。






 考研题2.16
 　若随机变量X
 的概率密度函数f
 (x
 )在[0，1]
 之外的值恒为零，在[0，1]
 上f
 (x
 )与x
 2
 成正比，则X
 的分布函数F
 (x
 )=_________。

解：要想求解本题，得经过两个步骤。

步骤1．求出概率密度函数f
 (x
 )。

步骤2．通过概率密度函数f
 (x
 )求出分布函数F
 (x
 )。


我们先来进行步骤1。


由题意可直接得[image: image]
 ，其中k
 为正的常数。根据概率密度函数的充要条件有：[image: image]



[image: ]





我们再来进行步骤2。


我们现在要通过概率密度函数f
 (x
 )求出分布函数F
 (x
 )。大家应该会求吧？本章的第四车砖中就有已知f
 (x
 )求F
 (x
 )的题，当时我就把解法告诉大家了，那就是：直接利用概率密度函数的定义式。


[image: ]




当x
 <0时：


[image: ]





 当0≤x
 ≤1时：


[image: ]




当x
 >1时：


[image: ]




综上所述，有[image: image]



 2.11　房间204——通过概率密度函数求概率

在房间202中，我给大家讲的是通过分布函数F
 (x
 )求概率，而本节我要给大家讲的是通过概率密度函数f
 (x
 )求概率。

我想，现在一定有许多同学迫不及待地想对我说“老师，这个我会，不就是先利用概率密度函数f
 (x
 )求出分布函数F
 (x
 )，然后利用分布函数F
 (x
 )求概率嘛”。

我想说，这样的确可以，但是你们不觉得太费劲了吗？

本节要给大家讲的就是如何通过概率密度函数f
 (x
 )直接求概率（不通过“求分布函数F
 (x
 )”这一中间环节），具体来说就是下面三个公式。


公式① [image: image]




公式② [image: image]




公式③ [image: image]








考研题2.17
 　设随机变量X
 的概率密度函数为：


[image: ]




求P
 (0.4<X
 ≤1.3)，P
 (X
 >0.5)，P
 (1.7<X
 ≤2)。

解：P
 (0.4<X
 ≤1.3)的求解方法如下。


由公式③可知：


[image: ]





 
P
 (X
 >0.5)的求解方法如下。


由公式②可知：


[image: ]






P
 (1.7<X
 ≤2)的求解方法如下。


由公式③可知：


[image: ]




本题就做完了。当然，本题也可以先通过概率密度函数f
 (x
 )求出分布函数F
 (x
 )，然后再根据房间202所讲的知识（通过分布函数求概率）求出概率。






考研题2.18
 　设连续型随机变量X
 的概率密度函数为：


[image: ]




则P
 (|X
 |<1)=


[image: ]




解：P
 (|X
 |<1)=P
 (-1<X
 <1)。

由公式③可知：


[image: ]






 [image: ]




答案：（B）。






考研题2.19
 　设随机变量X
 的概率密度函数[image: image]
 且P
 (1<X
 <2)=P
 (2<X
 <3)，则常数A
 =__________；B
 =____________；概率P
 (2<X
 <4)=__________；概率P
 (X
 =3)=_____________；随机变量X
 的分布函数F
 (x
 )=__________。

解：这道题虽然有好多问，可实际上每一问都不难。


我们先来求常数A
 和常数B
 。


由房间203中所讲的概率密度函数的充分必要条件可知：


[image: ]






 [image: ]




由房间204（本房间）中所讲的公式③可知：


[image: ]




由于题中说P
 (1<X
 <2)=P
 (2<X
 <3)，所以有：


[image: ]




①式和②式联立得：


[image: ]




解得[image: image]


好，现在A
 和B
 我们都求出来了。所以：


[image: ]





 接下来我们求P
 (2<X
 <4)。


由房间204（本房间）中所讲的公式③可知：


[image: ]





接下来我们求P
 (X
 =3)。


我早就给大家讲过，只要某随机变量存在概率密度函数f
 (x
 )，那么就说明该随机变量是连续型随机变量（这是在本章第六车砖中给大家讲过的知识点）。而连续型随机变量在某一点处的概率是0，这也是早就讲过的知识点。所以P
 (X
 =3)=0。


最后我们求一下分布函数F
 (x
 )。



[image: ]




当x
 ≤1时：


[image: ]




当1<x
 <2时：


[image: ]






 [image: ]




当2≤x
 <3时：


[image: ]




当x
 ≥3时：


[image: ]






 [image: ]




综上所述，有[image: image]


本题的所有问都已经做完了。


本章一共有六个房间，现在我已经给大家讲完其中的四个房间了。这四个房间其实非常好记，房间201和房间203一起记（这两个房间讲的都是充要条件，只不过一个是分布函数的充要条件，一个是概率密度函数的充要条件），房间202和间204一起记（这两个房间讲的都是求概率，只不过一个是通过分布函数求概率，一个是通过概率密度函数求概率）就可以了。


2.12　房间205——常用分布

本章的六个房间都很重要，不过，如果非要在本章的六个房间中挑出一个最重要的房间的话，那么就是这个房间205。本节将要给大家讲六种常用分布，它们是：二项分布、泊松分布、几何分布、均匀分布、指数分布、正态分布。


在正式进入主题之前，我先和大家强调一件非常重要的事情。那就是：无论你们采用什么方法，必须要把我接下来讲的这六种分布背下来，否则你们根本无法做题。


好，下面开始正式进入主题。

以下两种题，我们之前经常会遇到。


第一种题：已知某随机变量的分布律让求某某东西。



第二种题：已知某随机变量的分布函数或者概率密度函数让求某某东西。


当大家看到这里时，心中一定会想：对啊，这两种题之前的确经常遇到啊，但这跟接下来要讲的六种分布有什么关系呢？我的回答是：告诉了某随机变量服从什么分布，就相当于告诉了该随机变量的分布律、分布函数、概率密度函数。



 我举个例子来说吧。若已知随机变量X
 服从参数为2的指数分布，那我们就可以立刻写出随机变量X
 的分布函数[image: image]
 随机变量X
 的概率密度函数[image: image]


现在大家明白了吧，现在知道为什么我让你们一定要把我接下来要讲的这六种分布背下来了吧。因为只有背下来了，你们才能通过这些分布写出分布律、分布函数、概率密度函数。

好，在正式讲这六种分布之前，我先来告诉大家两句话。


第一句话：二项分布、泊松分布、几何分布这三种分布是只有离散型随机变量才能服从的分布类型。当题中说某随机变量服从二项分布或泊松分布或几何分布时，我们就可以立刻写出该随机变量的分布律。



第二句话：均匀分布、指数分布、正态分布这三种分布是只有连续型随机变量才能服从的分布类型。当题中说某随机变量服从均匀分布或指数分布或正态分布时，我们就可以立刻写出该随机变量的分布函数以及概率密度函数。


好，截止到目前，所有的铺垫都已经做完了。我现在开始给大家具体讲解每一种分布。

2.12.1　二项分布


一旦某道题中说随机变量X
 服从参数为n，p
 （0<p
 <1）的二项分布，则随机变量X
 的分布律为：



[image: ]




二项分布就讲完了。需要注意的是：一些题中不用“中文”说随机变量X
 服从参数为n，p
 的二项分布，而是用数学符号“X
 ～B
 (n，p
 )”来说随机变量X
 服从参数为n，p
 的二项分布
 （“～”的意思是“服从”，“B
 (n，p
 )”的意思是“参数为n，p
 的二项分布”，所以X
 ～B
 (n，p
 )的意思是随机变量X
 服从参数为n，p
 的二项分布）。

例1．X
 为随机变量，已知X
 ～B
 (3，0．2)，求P
 (X
 =2)。

解：由于题中说随机变量X
 服从参数为3，0.2的二项分布，所以随机变量X
 的分布律为：


[image: ]




题中问的是P
 (X
 =2)，所以：



 [image: image]




例2．X
 为随机变量，已知X
 ～B
 (3，0．2)，求P
 (X
 <2)。

解：由于题中说X
 服从参数为3，0.2的二项分布，所以随机变量X
 的分布律为：


[image: ]




题中问的是P
 (X
 <2)，其实相当于问P
 (X
 =0)+P
 (X
 =1)。

有的同学对此不理解，为什么P
 (X
 <2)指的就是P
 (X
 =0)+P
 (X
 =1)呢？为什么就不包括P
 (X
 =1.5)或者P
 (X
 =-0.5)等等呢？

这个问题很好回答。请大家仔细看一下二项分布，分布律是这样描述的：[image: image]
 大家看见了吧，X
 =k
 ，而k
 只能取0，1，2，......，n
 。也就是说，服从二项分布的随机变量X
 的取值只能是X
 =0，X
 =1，X
 =2，......，X
 =n
 。

现在大家终于明白为什么对于服从二项分布的随机变量X
 而言，有P
 (X
 <2)=P
 (X
 =0)+P
 (X
 =1)了吧。所以：


[image: ]




例3．X
 为随机变量，已知X
 ～B
 (3，0．2)，求P
 (X
 >2)。

解：由于题中说X
 服从参数为3，0.2的二项分布，所以随机变量X
 的分布律为：


[image: ]




题中问的是P
 (X
 >2)，其实相当于问P
 (X
 =3)。

为什么P
 (X
 >2)指的就是P
 (X
 =3)呢？为什么就不包括P
 (X
 =2.1)或者P
 (X
 =4)等等呢？

再来回答一次，记牢了！请大家仔细看一下二项分布，分布律是这样描述的：[image: image]
 大家看见了吧，X
 =k
 ，而k
 只能取0，1，2，......，n
 。也就是说，服从二项分布的随机变量X
 的取值只能是X
 =0，X
 =1，X
 =2，......，X
 =n
 。而对于本题来说，n
 =3。所以本题的随机变量X
 的取值只能是X
 =0，X
 =1，X
 =2，X
 =3。因此对于本题来说，P
 (X
 >2)=P
 (X
 =3)。所以：


[image: ]









 考研题2.20
 　设随机变量X
 服从参数为2，p
 的二项分布，随机变量Y
 服从参数为3，p
 的二项分布，若[image: image]
 则P
 (Y
 ≥1)=


[image: ]




解：我先来给大家大体上说一下本题的解题思路，本题问的是P
 (Y
 ≥1)，Y
 是什么？Y
 是服从参数为3，p
 的二项分布的随机变量。由于Y
 ～B
 (3，p
 )，所以Y
 的取值只能是Y
 =0，Y
 =1，Y
 =2，Y
 =3。所以本题的问题P
 (Y
 ≥1)可以翻译成P
 (Y
 =1)+P
 (Y
 =2)+P
 (Y
 =3)，或翻译成1-P
 (Y
 =0)，我们显然釆用后者（因为后者简单）。所以：


P
 (Y
 ≥1)=1-P
 (Y
 =0)

由于Y
 ～B
 (3，p
 )，所以随机变量Y
 的分布律为：


[image: ]




我们现在必须把P
 求出来才行。

由于随机变量X
 服从参数为2，p
 的二项分布，所以随机变量X
 的分布律为：


[image: ]




因为[image: image]
 所以有：


[image: ]




解得[image: image]


舍弃p
 2
 （因为p
 2
 >1，而二项分布规定0<p
 <1），所以[image: image]


把[image: image]
 代入①式，得：



 [image: ]




所以[image: image]


答案：（C）。

2.12.2　泊松分布


一旦某道题中说随机变量X
 服从参数为λ(λ>0)的泊松分布，则随机变量X
 的分布律为：



[image: ]




泊松分布就讲完了。需要注意的是：一些题中不用“中文”说随机变量X
 服从参数为λ的泊松分布，而是用数学符号“X
 ～P
 (λ)”来说随机变量X
 服从参数为λ的泊松分布
 （“～”的意思是“服从”，“P
 (λ)”的意思是“参数为λ的泊松分布”，所以X
 ～P
 (λ)的意思是随机变量X
 服从参数为λ的泊松分布）。

例1．X
 为随机变量，已知X
 ～P
 (2)，求P
 (X
 =2)。

解：由于题中说X
 服从参数为2的泊松分布，所以随机变量X
 的分布律为：


[image: ]




题中问的是P
 (X
 =2)，所以：


[image: ]




例2．X
 为随机变量，已知X
 ～P
 (2)，求P
 (X
 <2)。

解：由于题中说随机变量X
 服从参数为2的泊松分布，所以随机变量X
 的分布律为：


[image: ]




题中问的是P
 (X
 <2)，相当于问P
 (X
 =0)+P
 (X
 =1)。还有的同学对此不理解！？为什么P
 (X
 <2)指的就是P
 (X
 =0)+P
 (X
 =1)呢？为什么就不包括P
 (X
 =1.5)或者P
 (X
 =-0.5)等等呢？

前一节已经解答过类似问题了，大家要学会举一反三。这个问题很好回答。请大家仔细看一下泊松分布，分布律是这样描述的，[image: image]
 大家看见了吧，
 X
 =k
 ，而k
 只能取0，1，2，......。也就是说，服从泊松分布的随机变量X
 的取值只能是X
 =0，X
 =1，X
 =2......。现在大家明白为什么对于服从泊松分布的随机变量X
 而言，有P
 (X
 <2)=P
 (X
 =0)+P
 (X
 =1)了吧。所以：


[image: ]




例3．X
 为随机变量，已知X
 ～P
 (2)，求P
 (X
 >2)。

解：由于题中说随机变量X
 服从参数为2的泊松分布，所以随机为量X
 的分布律为：


[image: ]




题中问的是P
 (X
 >2)，我们只能利用1-P
 (X
 ≤2)来算，没有其他方法了。

有的同学对此不理解，刚才的二项分布后面的一道例题也是问P
 (X
 >2)，为什么就能翻译成P
 (X
 =3)，现在为什么不行？

这个问题很好回答。我现在把二项分布的分布律公式和泊松分布的分布律公式写在下面，大家对比一下。

二项分布的分布律公式：[image: image]


泊松分布的分布律公式：[image: image]


大家看见了吧，服从二项分布的随机变量X
 的取值是X
 =0，X
 =1，X
 =2，......，X
 =n
 。也就是说，X
 的取值只有n
 个；服从泊松分布的随机变量X
 的取值是X
 =0，X
 =1，X
 =2......，也就是说，X
 的取值有无数个。

现在大家应该明白我们为什么只能利用1-P
 (X
 ≤2)来计算本题的问题P
 (X
 >2)了吧。


[image: ]









考研题2.21
 　有随机试验“为了看看某时间段内到底有多少辆车经过某路口而统计某时间段内经过该路口的汽车数量”，设X
 是定义在上述随机试验的样本空间上的一个随机变量，且“X
 =a
 ”就表示“有a
 辆车经过”，已知随机变量X
 服从泊松分布，已知该时段
 内没有汽车通过的概率为[image: image]
 ，求这段时间内至少有两辆汽车通过的概率。





解：现在大家已经读完了题，想必一定会有不少同学认为本题是第1章所讲的“与概率有关的应用题（因为本题具有背景且问题问的是概率）”，从而这些同学会想利用：几何概型、伯努利概型、全概率概型和贝叶斯概型来做本题。

在此我想说，本题与第1章所讲的“与概率有关的应用题”没有任何关系。大家以后一定要记住：只要题中涉及到“随机变量”，那么该题就与第1章所讲的“与概率有关的应用题”没有任何关系。


言归正传。我们先来把随机试验“为了看看某时间段内到底有多少辆车经过某路口而统计某时间段内经过该路口的汽车数量”的样本空间写出来看一下：

{有一辆车通过，有两辆车通过，有三辆车通过，......}。

现在，我们再写一下定义在随机试验“为了看看某时间段内到底有多少辆车经过某路口而统计某时间段内经过该路口的汽车数量”的样本空间上的随机变量：

可以是：


[image: ]




或者


[image: ]




或者：


[image: ]




等等。


 大家看见了吧，定义在随机试验“为了看看某时间段内到底有多少辆车经过某路口而统计某时间段内经过该路口的汽车数量”的样本空间上的随机变量很显然不是唯一的。然而，这难道就意味着本题中所提到的随机变量X
 可以是上述三种中的任何一种吗？当然不是。本题中所提到的随机变量X
 就只能是：


[image: ]




这是为什么呢？请大家仔细看一下题干。题干是这样描述的：设X
 是定义在上述随机试验的样本空间上的一个随机变量且X
 =a
 就表示有a
 辆车经过。大家看见了吧？如果题干只是说“设X
 是定义在上述随机试验的样本空间上的一个随机变量”而没有说“且X
 =a
 就表示有a
 辆车经过”的话，那么随机变量X
 当然不唯一。可事实上题干中说了“且X
 =a
 就表示有a
 辆车经过”，那么这就把随机变量X
 给限制死了，X
 只能是：


[image: ]




现在大家算是彻底明白了吧？好，那我现在继续讲。

由于题中说随机变量X
 服从泊松分布，但没有说服从参数为多少的泊松分布，所以我们就设随机变量X
 服从参数为λ的泊松分布，即X
 ～P
 (λ)。所以有：


[image: ]




题中说“没有汽车通过的概率为[image: image]
 ”，其实意思就是[image: image]
 所以有[image: image]
 解得λ=1。

所以：[image: image]


所以：



 [image: ]




2.12.3　几何分布


一旦某道题中说随机变量X
 服从参数为p
 (0<P
 <1)的几何分布，则随机变量X
 的分布律为：



P
 (X
 =k
 )=p
 (1-p
 )
k
 -1
 ，k
 =1，2，......

几何分布就讲完了。需要注意的是：一些题中不用“中文”说随机变量服从参数为p
 的几何分布，而是用数学符号“X
 ～G
 (p
 )”来说
 （“～”的意思是“服从”，“G
 (p
 )”的意思是“参数为p
 的几何分布”，所以X
 ～G
 (p
 )的意思是随机变量X
 服从参数为p
 的几何分布）。

例1．X
 为随机变量，已知X
 ～G
 (0．3)，求P
 (X
 =2)。

解：由于题中说X
 服从参数为0.3的几何分布，所以随机变量X
 的分布律为：


P
 (X
 =k
 )=0.3×(0.7)
k
 -1


题中问的是P
 (X
 =2)，所以：


P
 (X
 =2)=0.3×(0.7)2-1
 =0.3×0.7=0.21





例2．X
 为随机变量，已知X
 ～G
 (0．3)，求P
 (X
 <2)。

由于题中说X
 服从参数为0.3的几何分布，所以随机变量X
 的分布律为：


P
 (X
 =k
 )=0.3×(0.7)
k
 -1


题中问的是P
 (X
 <2)，其实也就是相当于问的P
 (X
 =1)。

有的同学对此不理解，若X
 服从二项分布或泊松分布，则P
 (X
 <2)相当于P
 (X
 =0)+P
 (X
 =1)。那么为什么若X
 服从几何分布，P
 (X
 <2)就相当于P
 (X
 =1)而不是相当于P
 (X
 =0)+P
 (X
 =1)呢？

这个问题很好回答。请大家仔细看一下几何分布，分布律是这样描述的：P
 (X
 =k
 )=p
 (1-p
 )
k
 -1
 ，k
 =1，2，......。大家看见了吧，X
 =k
 ，而k
 可以取的值是1，2，......（没有0）。也就是说，服从几何分布的随机变量X
 的取值是X
 =1，X
 =2，......（没有0）。现在大家明白为什么对于服从几何分布的随机变量X
 而言，P
 (X
 <2)等于P
 (X
 =1)而不是等于P
 (X
 =0)+P
 (X
 =1)了吧。


 所以：


[image: ]




截止到目前为止，我们已经讲完了三种分布：二项分布、泊松分布、几何分布。这三种分布是只有离散型随机变量才能服从的分布。当已知某随机变量服从这三种分布之一时，也就相当于知道了该随机变量的分布律。


接下来我要为大家讲解均匀分布、指数分布、正态分布。这三种分布是只有连续型随机变量才能服从的分布。当已知某随机变量服从这三种分布之一时，也就相当于知道了该随机变量的分布函数和概率密度函数。


2.12.4　均匀分布


一旦某道题中说随机变量X
 在区间(a，b
 )上服从均匀分布，则：



随机变量X
 的分布函数为
 [image: image]



随机变量X
 的概率密度函数为
 [image: image]



需要注意的是：一些题中不用“中文”说随机变量X
 在(a，b
 )上服从均匀分布，而是用数学符号“X
 ～U
 (a，b
 )”来说随机变量X
 在(a，b
 )上服从均匀分布。



一旦某道题中说随机变量X
 在区间[a，b
 ]上服从均匀分布，则：



随机变量X
 的分布函数为
 [image: image]



随机变量X
 的概率密度函数为
 [image: image]



需要注意的是：一些题中不用“中文”说随机变量X
 在[a，b
 ]上服从均匀分布，而是用数学符号“X
 ～U
 [a，b
 ]”来说随机变量X
 在[a，b
 ]上服从均匀分布。



大家看见了吧，随机变量X
 在区间a
 到b
 上服从均匀分布可以分为两类：



 ● 第一类是在开区间a
 到b
 上服从均匀分布。



● 第二类是在闭区间a
 到b
 上服从均匀分布。


由上述可以看出，无论随机变量X
 是在开区间a
 到b
 上服从均匀分布还是在闭区间a
 到b
 上服从均匀分布，X
 的分布函数都是[image: image]
 但概度密度函数是不同的：一个是[image: image]
 另一个是[image: image]







考研题2.22
 　设随机变量ξ在(1，6)上服从均匀分布，则方程x
 2
 +ξx
 +1=0有实根的概率是_______________。

解：由于题中说随机变量ξ在开区间1到6上服从均匀分布，所以：

随机变量ξ的分布函数为[image: image]


随机变量ξ的概率密度函数为[image: image]


然后我们来看本题，本题问的是“方程x
 2
 +ξx
 +1=0有实根的概率”。初中时就学过，一元二次方程ax
 2
 +bx
 +c
 =0有实根说明b
 2
 -4ac
 ≥0。所以方程x
 2
 +ξx
 +1=0有实根就说明ξ2
 -4≥0，解得ξ≥2或ξ≤-2。

也就是说，“方程x
 2
 +ξx
 +1=0有实根”这句话可以翻译成“ξ≥2或ξ≤-2”。

所以本题的问题“求方程x
 2
 +ξx
 +1=0有实根的概率”可以翻译成“求P
 (ξ≥2)+P
 (ξ≤-2)。”

好，现在我们已知随机变量ξ的分布函数F
 (x
 )和概率密度函数f
 (x
 )，求P
 (ξ≥2)+P
 (ξ≤-2)，这大家应该会了吧。很简单，无论是利用房间202所讲的“通过分布函数求概率”，还是利用房间204所讲的“通过概率密度函数求概率”都可以。我采用的是房间204所讲的“通过概率密度函数求概率。”



 [image: ]




本题就做完了。

接下来我要给大家讲一个小技巧。在讲之前，我先和大家声明：接下来要讲的这个小技巧仅仅限于均匀分布，其他分布都不能用。



小技巧：若某随机变量在(a，b
 )或在[a，b
 ]服从均匀分布，那么计算概率时只需计算“长度比”即可。


小技巧已经讲完了。但我知道，大家肯定不明白。为了让大家彻底理解，我们用这个小技巧把刚才的那道题再做一遍。






考研题2.23
 　设随机变量ξ在(1，6)上服从均匀分布，则方程x
 2
 +ξx
 +1=0有实根的概率是_______________。

解：本题与上一道题一模一样，我之所以又写了一遍，是因为现在我们要用刚刚讲的小技巧来做。

使用小技巧来做会比使用常规方法来做方便得多。

由于题中说随机变量ξ在(1，6)上服从均匀分布，所以我们可以画出如下的图。


[image: ]


图a




由于本题的问题问的是ξ≥2或ξ≤-2的概率，所以我们可以画出如下的图。



 [image: ]


图b




对比图a
 、图b
 ，我们可以很明显地看出，图b
 落在图a
 中的区域是：


[image: ]


图c




好，现在我们只需计算图c
 与图a
 的长度比即可。


[image: ]





大家现在看见使用小技巧有多么方便了吧，连概率密度函数和分布函数都不用写出来，直接计算“所问的问题落在区间(a，b
 )内的那一部分的长度”与“区间(a，b
 )的长度”之比即可。


本题就做完了。值得注意的是：小技巧是不分“开区间”和“闭区间”的。也就是说，若本题改为“设随机变量ξ在[1，6]上服从均匀分布，则方程x
 2
 +ξx
 +1=0有实根的概率是”，那么答案也会是一样的，明白了吧。






考研题2.24
 　设随机变量X
 在[a，b
 ]上服从均匀分布(a
 >0)，且[image: image]
 [image: image]


求：（1）X
 的概率密度函数f
 (x
 )；（2）P
 (1<X
 <5)。

解：本题有两问，我们一问接一问来做。

（1）由于题中说随机变量X
 在[a，b
 ]上服从均匀分布，所以随机变量X
 的概率密度函数为：


[image: ]




现在我们需要把a，b
 给求出来。

由于题中说[image: image]
 ，而P
 (X
 >4)+P
 (X
 ≤4)=1，所以有[image: image]


由于[image: image]
 而P
 (X
 ≤4)=P
 (X
 ≤0)+P
 (0<X
 <3)+P
 (3≤X
 ≤4)，所以有：
 [image: image]


由于a
 大于0，所以X
 ≤0不可能落在区间[a，b
 ]内，由小技巧可知，P
 (X
 ≤0)=0。

由于P
 (X
 ≤0)=0，[image: image]
 而[image: image]
 所以有[image: image]


题中说[image: image]
 这说明什么？这说明b
 肯定大于4（这是为什么呢？我们用小技巧来想，如果b
 ≤4，那么X
 >4就绝对不可能落在区间[a，b
 ]内，也就是说P
 (X
 >4)应该等于0而不应该大于0。可是本题却说[image: image]
 所以由此可知b
 肯定大于4）。





本题中说[image: image]
 这说明什么？这说明a
 肯定小于3（这是为什么呢？我们用小技巧来想。如果a
 ≥3，那么0<X
 <3就绝对不可能落在区间[a，b
 ]内，也就是说P
 (0<X
 <3)应该等于0而不应该大于0。可是本题却说[image: image]
 所以由此可知a
 肯定小于3）。

好，由于a
 <3且b
 >4，所以区间[3，4]肯定是被完完全全地包在了区间[a，b
 ]内。

而[image: image]
 这说明什么？由小技巧可知，这说明了区间[3，4]的长度占区间[a，b
 ]的长度的[image: image]
 。而区间[3，4]的长度为4-3=1，这就说明区间[a，b
 ]的长度是4。而由[image: image]
 可知，4是a、b
 的中点。所以有：


[image: ]




解得：


[image: ]




所以[image: image]


第（1）问做完了。本题常见的错误是：由[image: image]
 即得[a，b
 ]的长度是12。之所以这样做不对，是因为区间(0，3)根本没有被完完全全地包在区间[a，b
 ]内。


 下面我们开始做第（2）问。

（2）求P
 (1<X
 <5)。我们既可以用常规方法求P
 (1<X
 <5)，也可以用小技巧求P
 (1<X
 <5)。

方法1．利用常规方法（房间204）求P
 (1<X
 <5)。


[image: ]




方法2．利用小技巧求P
 (1<X
 <5)。

由于随机变量X
 在[2，6]上服从均匀分布，所以我们可以画出如下的图。


[image: ]


图a




由于本题问的是1<X
 <5的概率，所以我们可以画出如下的图。


[image: ]


图b




对比图a
 、图b
 ，我们可以很明显地看出，图b
 落在图a
 中的区域是：


[image: ]


图c




好，现在我们只需计算图c
 与图a
 的长度比即可。



 [image: ]




2.12.5　指数分布


一旦某道题中说随机变量X
 服从参数为λ(λ>0)的指数分布，则：



随机变量X
 的分布函数为
 [image: image]



随机变量X
 的概率密度函数为
 [image: image]


指数分布就讲完了。依然需要注意：一些题中不用“中文”说随机变量X
 服从参数为λ的指数分布，而是用数学符号“X
 ~E
 (λ)”来说随机变量X
 服从参数为λ的指数分布
 （“~”的意思是“服从”，“E
 (λ)”的意思是“参数为λ的指数分布”，所以X
 ~E
 (λ)的意思是随机变量X
 服从参数为λ的指数分布）。






考研题2.25
 　已知随机变量X
 ~E
 (2)，求[image: image]


解：由于题中说随机变量X
 服从参数为2的指数分布，所以随机变量X
 的概率密度函数为：


[image: ]




再来看本题，本题的问题是[image: image]
 所以：


[image: ]




例．已知随机变量X
 ~E
 (2)，求P
 (X
 =1)。

解：我早就给大家讲过：均匀分布、指数分布、正态分布这三种分布只有连续型随机变量才能服从。对于本题来说，随机变量X
 服从指数分布，这说明随机变量X
 是连续型随机变量。而连续型随机变量在某一点的概率值一定是0，所以P
 (X
 =1)=0。


 2.12.6　正态分布


一旦某道题中说随机变量X
 服从参数为μ，σ(σ>0)的正态分布，则随机变量X
 的概率密度函数为：



[image: ]





重申：一些题中不用“中文”说随机变量X
 服从参数为μ，σ(σ>0)的正态分布，而是用数学符号“X
 ~N
 (μ，σ2
 )”来说随机变量X
 服从参数为μ，σ(σ>0)的正态分布。


例．请将“随机变量X
 服从参数为9，4的正态分布”改为数学符号来表达。

解：“随机变量X
 服从参数为9，4的正态分布”相对应的数学符号表达是X
 ~N
 (9，16)。

本题易犯的错误是X
 ~N
 (9，4)。大家可一定要记住了，“随机变量X
 服从参数为μ，σ(σ>0)的正态分布”的数学符号表达是“X
 ~N
 (μ，σ2
 )”而不是“X
 ~N
 (μ，σ)”。



当μ=0，σ2
 =1时（即X
 ~N
 (0，1)时），称X
 服从标准正态分布（也就是说，“X
 服从标准正态分布”与“X
 服从参数为0，1的正态分布”意思一样）。



再说具体一点儿，“X
 服从参数为0，1的正态分布”与“X
 服从标准正态分布”与“X
 ~N
 (0，1)”这三句话的意思完全一样。




标准正态分布
 的分布函数一般不用F
 (x
 )而是用φ(x
 )来表示，标准正态分布
 的概率密度函数一般不用f
 (x
 )而是用ϕ(x
 )来表示。


之前讲均匀分布时，给大家讲了一个小技巧，而现在，对于正态分布来说，也是有小技巧的，而且有两个。


小技巧1.



画图法。具体来说就是：画概率密度函数f
 (x
 )的图，x
 =μ为对称轴。







考研题2.26
 　设X
 ~N
 (2，σ2
 )，且P
 (2<X
 <4)=0.3，求P
 (X
 <0)。

解：我们先把“X
 ~N
 (2，σ2
 )”翻译一下。

“X
 ~N
 (2，σ2
 )”可以翻译为“随机变量X
 服从参数为2，σ的正态分布”。

由此可知μ=2。小技巧1曰，x
 =μ为对称轴，所以对于本题而言，对称轴为x
 =2，所以我们可以画出如下的图。



 [image: ]




由于P
 (2<X
 <4)=0.3，所以：


[image: ]




其中区域1的面积为0.3，又由于此图像关于x
 =2对称，所以区域2的面积肯定与区域1的面积相等，所以区域2的面积也为0.3。所以区域3的面积与区域4的面积之和为1-0.3×2=0.4（总面积肯定是1，只要是正态分布）。由对称性可知，区域3的面积肯定与区域4的面积相等。所以：


[image: ]




所以P
 (X
 <0)=S
 区域4
 =0.2

本题已经做完了，本题是完完全全地利用小技巧1（画图法）来做的。通过本题，我想大家应该已经明白了画图法的意思。不过我还是提醒一下：面积指的是概率值（总面积肯定是1）。


提醒大家一点，这个小技巧只能用于正态分布（正如之前讲的那个小技巧只能用于均
 匀分布一样）。

让我们再来看一道题。






考研题2.27
 　设随机变量X
 服从正态分布N
 (0，1)，对给定的a
 （0<a
 <1），数ua

 满足P
 (X
 >ua

 )=a
 ，若P
 (|X
 |<x
 0
 )=a
 ，则x
 0
 等于：


[image: ]




解：这道题我们仍然采用刚刚讲完的小技巧1（画图法）来做。由于随机变量X
 服从参数为0，1的正态分布，所以μ=0。由此可知，对称轴为x
 =0。


[image: ]




由于P
 (|X
 |<x
 0
 )=a
 ，所以P
 (-x
 0
 <X
 <x
 0
 )=a
 。所以：


[image: ]




其中区域1的面积与区域2的面积之和为a
 ，所以区域3的面积与区域4的面积之和
 为1-a
 。由对称轴性可知，区域3的面积与区域4的面积相等。所以：


[image: ]




所以[image: image]


而题中说了，P
 (X
 >ua

 )=a
 ，所以有[image: image]


答案：（C）。

通过以上两道题，想必大家已经掌握了正态分布的小技巧1。接下来我要给大家讲的是正态分布的小技巧2。


小技巧2



若X
 ~N
 (μ，σ2
 )，则有如下三条结论。


① aX
 +b
 ~N
 (a
 μ+b，a
 2
 σ2
 )


[image: ]





解释：如果有的同学看不懂符号“φ”是什么意思，那可不怪我啊。我早就讲过，φ(x
 )是服从标准正态分布的随机变量X
 的分布函数。



[image: ]









考研题2.28
 　设随机变量X
 ~N
 (μ，σ2
 )，则(-X
 )~__________。

解：由于-X
 =-1×X
 +0，所以根据小技巧2的①，有(-X
 )~N
 (-μ，σ2
 )。






考研题2.29
 　设X
 ~N
 (μ，σ2
 )，则随着σ的增大，概率P
 (|X
 -μ|<σ)将：

（A）单调增大

（B）单调减小

（C）保持不变

（D）非单调变化


[image: ]




关于①式的解释：有的同学对于我把P
 后面扩号内的东西给改变了这一举动表示不理解，他们认为怎么能随意改变呢。那我举个例子，P
 (X
 =2)与P
 (X
 +3=2+3)是不是一样的呢？当然是一样的，所以说P
 后面扩号内的东西是可以改变的。本题就是在P
 后面扩号内的不等式两侧同时除以了σ。



 [image: ]




①式、②式相结合，得：


[image: ]




由于|X
 -μ|≥0，σ>0，所以[image: image]
 所以：


[image: ]




③式、④式相结合，得：


[image: ]




由于[image: image]
 可以改写为[image: image]
 所以：


[image: ]




⑤式、⑥式相结合，得：


[image: ]




设[image: image]
 则由小技巧2的③可知，Y
 ~N
 (0，1)。

将[image: image]
 代入⑦式得：


[image: ]




由于Y
 ~N
 (0，1)，结合小技巧2的②可得：


[image: ]




将⑨式代入⑧式得：


[image: ]




大家知道“φ(1)-φ(-1)”是什么吧？“φ(1)”是标准正态分布的分布函数φ(x
 )在x
 =1处的函数值，“φ(-1)”是标准正态分布的分布函数φ(x
 )在x
 =-1处的函数值。也就是说，φ(1)和φ(-1)都是常数。所以φ(1)-φ(-1)肯定也是常数，所以P
 (|X
 -μ|<σ)是常数。


 本题问的是“随着σ的增大，概率P
 (|X
 -μ|<σ)将怎么样”。我们现在既然证明了P
 (|X
 -μ|<σ)是一个常数，这也就意味着无论σ怎么变，P
 (|X
 -μ|<σ)都保持不变。所以（C）选项为正确选项。

答案：（C）。






考研题2.30
 　设随机变量X
 服从正态分布[image: image]
 Y
 服从正态分布[image: image]
 且P
 (|X
 -μ1
 |<1)>P
 (|Y
 -μ2
 |<1)，则必有：

（A）σ1
 <σ2


（B）σ1
 >σ2


（C）μ1
 <μ2


（D）μ1
 >μ2


解：之前的那几道题要么是单独利用小技巧1来做，要么是单独利用小技巧2来做。而本题则不同，本题既要用到小技巧1又要用到小技巧2。


[image: ]




由于|X
 -μ1
 |≥0，σ1
 0，所以[image: image]
 所以：


[image: ]




①式、②式相结合，得：


[image: ]




由于[image: image]
 可以推出[image: image]
 ，所以：


[image: ]




③式、④式相结合，得：


[image: ]




同理可得：


[image: ]




设[image: image]
 则由小技巧2的③可知，A
 ~N
 (0，1)。


 将[image: image]
 代入⑤式得：


[image: ]




设[image: image]
 则由小技巧2的③可知，B
 ~N
 (0，1)。

将[image: image]
 代入⑥式得：


[image: ]




由于题中说P
 (|X
 -μ1
 |<1)>P
 (|Y
 -μ2
 |<1)，所以有：


[image: ]




下面我们采用小技巧1（画图法）。


[image: ]


图a





[image: ]






 [image: ]


图b





[image: ]




由⑨可知，S
 区域1
 +S
 区域2
 >S
 区域1′
 +S
 区域2′


所以立刻可得[image: image]


答案：（A）。

2.13　房间206——随机变量函数的分布

这是本章的最后一个房间，在这个房间中，我要给大家讲两种题型以及对应的解题方法。

2.13.1　第一种题型


已知两样东西，一是随机变量X
 的概率密度函数fX

 (x
 )，二是随机变量Y
 与随机变量X
 的关系。求随机变量Y
 的分布函数FY

 (y
 )。


先来向大家说明一下，大家可能不太明白随机变量Y
 的分布函数为什么写为FY

 (y
 )。为什么不是写为F
 (y
 )？F
 的右下角为何要写上字母？


我这么回答大家吧：以后凡是题中涉及到了两个随机变量，那么分布函数就要这么写。不光分布函数要这么写，概率密度函数也要这么写。


比如某道题中出现了两个随机变量X
 和Y
 ，那么随机变量X
 的分布函数要写为FX

 (x
 )，随机变量X
 的概率密度函数要写为fX

 (x
 )，随机变量Y
 的分布函数要写为FY

 (y
 )，
 随机变量Y
 的概率密度函数要写为fY

 (y
 )。





例1．设随机变量X
 的概率密度函数为[image: image]
 Y
 =arctan X
 ，求随机变量Y
 的分布函数FY

 (y
 )。

解：我们现在并不真正地去做这道题，只判断一下本题属不属于第一种题型就可以了。

由于本题已知随机变量X
 的概率密度函数fX

 (x
 )，且已知随机变量Y
 与随机变量X
 的关系（Y
 =arctanX
 ），求的是随机变量Y
 的分布函数，所以本题属于第一种题型。





例2．设随机变量X
 服从参数为2的指数分布，Y
 =1-e
 -2x

 ，请证明随机变量Y
 在区间(0，1)上服从均匀分布。

解：我们现在还是不真正去做这道题，只判断一下本题属不属于第一种题型就可以了。

我现在可以很明确地告诉大家，本题属于第一种题型。

相信现在有很多同学不明白，所以我现在要把本题翻译一下，相信等我翻译完了，大家就都明白了。





本题可以翻译为：随机变量X
 的概率密度函数为[image: image]
 随机变量Y
 与随机变量X
 的关系是Y
 =1-e
 -2x

 ，请计算一下Y
 的分布函数，看看Y
 的分布函数是否为[image: image]
 现在大家明白了吧。

说了这么多，我只是告诉了大家第一种题型长什么样儿。那么第一种题型的解题方法是什么呢？


第一种题型的解题方法分为以下两个步骤。



步骤1．根据fX

 (x
 )中不为0的段的定义域，确定FY

 (y
 )在什么区域为0、在什么区域为1、在什么区域需要用步骤2来求。



步骤2．利用“FY

 (y
 )=P
 (Y
 ≤y
 )=P
 (把Y
 换成关于X
 的式子≤y
 )=P
 (X
 怎么怎么样)=积分”来求FY

 (y
 )。


第一种题型的解题方法讲完了，不过讲得很抽象。所以为了让大家能够彻底明白，我们来看看相应的考研题。






考研题2.31
 　随机变量X
 有概率密度函数[image: image]
 Y
 =1-e
 -2x

 ，求随机变量Y
 的分布函数FY

 (y
 )。

解：显然本题属于第一种题型，所以我们现在应该按照刚刚讲的两个步骤来做。


 步骤1．根据fX

 (x
 )中不为0的段的定义域，确定FY

 (y
 )在什么区域为0、在什么区域为1、在什么区域需要用步骤2来求。


对于本题来说，由于[image: image]
 所以fX

 (x
 )不为0的段是2e
 -2x

 ，其定义域为x
 >0。所以我们现在把x
 >0换为X
 >0，看看Y
 的范围。由于Y
 =1-e
 -2x

 ，所以很显然当X
 >0时Y
 的范围是0<Y
 <1。所以立刻有：


[image: ]




看到这里，可能有很多同学都不太明白为何0<Y
 <1就立刻得出[image: image]
 呢？我就来给大家做个总结。

若Y
 的范围是a
 <Y
 <b
 ，则有；[image: image]


若Y
 的范围是a
 ≤Y
 ≤b
 ，则有[image: image]


若Y
 的范围是y
 >a
 ，则有[image: image]


若Y
 的范围是y
 ≥a
 ，则有[image: image]


若Y
 的范围是Y
 <a
 ，则有[image: image]


若Y
 的范围是y
 ≤a
 ，则有[image: image]


现在大家应该明白为何对于本题来说，Y
 的范围是0<Y
 <1可以得到[image: image]
 了吧。

好，步骤1我们已经进行完了，下面我们进行步骤2。


 步骤2．利用“FY

 (y
 )=P
 (Y
 ≤y
 )=P
 (把Y
 换成关于X
 的式子≤y
 )=P
 (X
 怎么怎么样)=积分”来求FY

 (y
 )。


对于本题来说，有：当0<y
 <1时


[image: ]




接下来就是计算了。


[image: ]




所以：[image: image]


本题已经做完了。






考研题2.32
 　随机变量[image: image]
 令Y
 =sinX
 ，求随机变量Y
 的分布函数FY

 (y
 )。

解：本题和上一道题一样，也属于第一种题型，只不过没上一道题那么明显。


 具体来说，上一道题是直接给出了随机变量X
 的概率密度函数fX

 (x
 )，而本题给的是随机变量X
 服从均匀分布，我们需要根据此分布写出随机变量X
 的概率密度函数fX

 (x
 )。

下要正式开始解题。

由于随机变量X
 在区间[image: image]
 上服从均匀分布，由房间205（常用公布）中所讲的内容可知，随机变量X
 的概率密度函数为：


[image: ]




好，现在随机变量X
 的概率密度函数fX

 (x
 )已经有了，我们现在可以进行步骤1和步骤2了。


步骤1．根据fX

 (x
 )中不为0的段的定义域，确定FY

 (y
 )在什么区域为0、在什么区域为1、在什么区域需要用步骤2来求。


对于本题来说，由于[image: image]
 所以fX

 (x
 )不为0的段是[image: image]
 ，其定义域为[image: image]
 所以我们现在把[image: image]
 换为[image: image]
 看看Y
 的范围。由于Y
 =sinX
 ，所以很显然当[image: image]
 时Y
 的范围是-1<Y
 <1。所以立刻有：


[image: ]




好，步骤1我们已经进行完了，下面我们进行步骤2。


步骤2．利用“FY

 (y
 )=P
 (Y
 ≤y
 )=P
 (把Y
 换成关于X
 的式子≤y
 )=P
 (X
 怎么怎么样)=积分”来求FY

 (y
 )。


对于本题来说，有：当-1<y
 <1时：


[image: ]




接下来就是计算了。


[image: ]






 [image: ]




本题已经做完了。

在本节的开头，我和大家说过，本节我将要给大家讲两种题型以及对应的解题方法。现在第一种题型已经给大家讲完了，接下来要给大家讲的是第二种题型及对应的解题方法。

2.13.2　第二种题型


已知两样东西，一是随机变量X
 的概率密度函数fX

 (x
 )，二是随机变量Y
 与随机变量X
 的关系。求随机变量Y
 的概率密度函数fY

 (y
 )。



第二种题型和第一种题型的区别仅仅在于所问的问题不同。第一种题型所问的问题是分布函数，第二种题型所问的问题是概率密度函数。



所以第二种题型的解题方法是：先按第一种题型的解题方法求出FY

 (y
 )，然后FY

 (y
 )对y
 求导即得fY

 (y
 )。







考研题2.33
 　设随机变量X
 的概率密度函数为[image: image]
 随机变量Y
 =arctanX
 ，求随机变量Y
 的概率密度函数fY

 (y
 )。

解：由于本题已知随机变量X
 的概率密度函数fX

 (x
 )且已知随机变量Y
 与随机变量X
 的关系（Y
 =arctanX
 ），求的是随机变量Y
 的概率密度函数。所以本题属于第二种题型。

好，我们已经确定本题属于第二种题型，所以我们现在应该按照第二种题型的解题方法来做本题。即：先按第一种题型的解题方法求出FY

 (y
 )，然后FY

 (y
 )对y
 求导即得fY

 (y
 )。


 本题fX

 (x
 )并没有分段，也就是说，fX

 (x
 )不为0的段是[image: image]
 其定义域为：-∞<x
 <+∞，所以我们现在把-∞<x
 <+∞换为-∞<X
 <+∞，看看Y
 的范围。由于Y
 =arctanX
 ，所以很显然当-∞<X
 <+∞时，Y
 的范围是[image: image]
 所以即有：


[image: ]




当[image: image]
 时：


[image: ]




接下来就是计算了。


[image: ]




所以[image: image]


所以：


[image: ]





 本题就做完了。大家看见了吧，如果你们第一种题型的解题方法掌握好的话，那么这第二种题型的解题方法对你们来说将会是何等容易啊（就多了求导而已）！

2.14　小结

经过大家的努力，概率论与数理统计大楼的第二层终于顺利完工了，请看：


[image: ]




在本章中，我们用到了很多高等数学的知识，例如求导和积分。

大家一定要注意区分“随机变量”、“随机变量的分布律”、“随机变量的分布函数”、“随机变量的概率密度函数”四者。

大家还要牢记本章所讲的六种分布（二项分布、泊松分布、几何分布、均匀分布、指数分布、正态分布）。一旦题中说某随机变量服从某种分布，大家一定要能够立刻写出该随机变量的分布律或分布函数、概率密度函数。

另外，本章最后所讲的“随机变量函数的分布”也是一个不容忽视的知识点，大家一定要把解题方法背熟。

2.15　练习题

一、选择题

1．设F
 1
 (x
 )和F
 2
 (x
 )分别为随机变量X
 1
 和X
 2
 的分布函数，为使F
 (x
 )=aF
 1
 (x
 )-bF
 2
 (x
 )是某一随机变量的分布函数，在下列给定的各组值中应取：



 [image: ]




解：由于题中要让F
 (x
 )成为某随机变量的分布函数，由房间201（F
 (x
 )为某一随机变量的分布函数的充要条件）可知：


[image: ]




由于F
 1
 (x
 )是分布函数，F
 2
 (x
 )是分布函数，所以有[image: image]
 所以：


[image: ]




观察（A）、（B）、（C）、（D）四个选项，只有（A）选项中所给的a，b
 满足a
 -b
 =1。所以本题选择（A）选项。

答案：（A）。

2．设f
 1
 (x
 )为服从于标准正态分布的随机变量X
 的概率密度函数，f
 2
 (x
 )为在[-1，3]上服从均匀分布的随机变量Y
 的概率密度函数，若[image: image]
 为某一随机变量的概率密度函数，则a，b
 应满足：

（A）2a
 +3b
 =4

（B）3a
 +2b
 =4

（C）a
 +b
 =1

（D）a
 +b
 =2

解：由于题中说f
 (x
 )为某一随机变量的概率密度函数，由房间203（f
 (x
 )为某一随机变量的概率密度函数的充分必要条件）可知：


[image: ]




由于题中说f
 1
 (x
 )为服从于标准正态分布的随机变量X
 的概率密度函数，f
 2
 (x
 )为在[-1，3]上服从均匀分布的随机变量Y
 的概率密度函数，由房间205可知：



 [image: ]




再由房间203可知：


[image: ]




由于f
 1
 (x
 )是偶函数，所以[image: image]
 所以有：


[image: ]




所以有：


[image: ]




将④式代入①式，得：


[image: ]




答案：（A）。

二、填空题

1．设随机变量X
 的分布函数[image: image]
 则P
 (X
 =1)=_________。

解：由房间202可知：


[image: ]





 2．设随机变量X
 的概率密度函数为：


[image: ]




若k
 使得[image: image]
 则k
 的取值范围是__________。

解：由于[image: image]
 ，而P
 (X
 ≥k
 )+P
 (X
 <k
 )=1，所以[image: image]
 而我们知道[image: image]
 所以有：


[image: ]




此时我们一眼就能看出k
 的取值范围是1≤k
 ≤3。因为只有1≤k
 ≤3时，才有下式成立。


[image: ]




所以k
 的取值范围是1≤k
 ≤3。

三、解答题

设随机变量X
 的概率密度函数为：


[image: ]




（1）求常数k
 ；

（2）随机变量[image: image]
 求Y
 的概率密度函数fY

 (y
 )。

解：本题有两问，我们一问一问来看。


 （1）由于fX

 (x
 )是概率密度函数，根据房间203可知：


[image: ]




（2）本问属于房间206中所讲的第二种题型，下面我们开始做本问。

由于我们已经求出了[image: image]
 所以[image: image]


当-∞<X
 <+∞时，看看Y
 的范围。由于[image: image]
 所以很显然当-∞<X
 <+∞时，Y
 的范围是-∞<Y
 <+∞。这说明随机变量Y
 的分布函数FY

 (y
 )没有值为0和值为1的段，即：


FY

 (y
 )=待求，-∞<y
 <+∞

当-∞<y
 <+∞ 时，有：


[image: ]




接下来就是计算了。


[image: ]




所以[image: image]


所以[image: image]


本题做完了。






 第3章　第三层——二维随机变量及其分布


[image: ]





大家之前在运大楼第一层和第二层所需的砖时，运得足够了，已经足够大楼第三层用了！所以我们现在不用运砖了，直接建造房间。







 3.1　房间301——二维随机变量的联合分布律、边缘分布律、条件分布律

我们先来看看什么叫二维随机变量。


若X
 是随机变量，Y
 也是随机变量，则称(X，Y
 )为二维随机变量。


二维随机变量已经讲完了，大家是不是感觉特别简单，事实也的确如此。二维随机变量只不过是在两个随机变量之间写一个逗号，外面再写一个圆括号，就这么简单。

知道了二维随机变量是什么意思之后，我们来看看本节的标题。本节的标题是“二维随机变量的联合分布律、边缘分布律、条件分布律”。关于“分布律”，早在第2章我就给大家讲过，现在我再给大家提个醒：“分布律是一张表格，表格中列出了随机变量的所有可能取值以及相应的概率。”

经过我的提醒，所有人都应该想起分布律这个我早就讲过的知识点了吧。而现在，只是在“分布律”一词前面加了修饰词“联合”、“边缘”、“条件”
 而已，可无论加什么词来修饰，归根结底还是分布律。明白了这一点，我就可以开始正式讲联合分布律、边缘分布律、条件分布律了。

我并不用抽象的定义来讲，而是通过例子来讲。

例1．


[image: ]




以上表格是某二维随机变量(X，Y
 )的联合分布律。通过此联合分布律，我们可以看出：



 [image: ]





注意：联合分布律中的所有概率之和必为1。






例2．


[image: ]
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以上两个表格分别是某二维随机变量(X，Y
 )关于X
 的边缘分布律，某二维随机变量(X，Y
 )关于Y
 的边缘分布律，通过这两个边缘分布律，我们可以看出：



 [image: ]





注意：边缘分布律中的所有概率之和必为1。


大家现在算是明白了吧，边缘分布律其实就是上一章所讲的分布律，它与上一章所讲的分布律唯一的不同就在于：不用P
 而是用P
 i·
 或P
 ·j
 表示概率（如果是某二维随机变量关于X
 的边缘分布律，那就用P
 i·
 ；如果是某二维随机变量关于Y
 的边缘分布律，就用P
 ·j
 ）。

例3．
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以上表格是某二维随机变量(X，Y
 )在Y
 =2的条件下的X
 的条件分布律。通过此条件分布律，我们可以看出：


[image: ]





注意：条件分布律中的所有概率之和必为1。


截止到目前为止，大家对“什么是二维随机变量、什么是联合分布律、什么是边缘分布律、什么是条件分布律”这四个基本问题应该已经了解了。难道本节已经结束了吗？当然没有。考研中涉及到三类与本节有关的题型，下面我将为大家讲解这三类题型以及对应的解题方法。


 题型1．求联合分布律



解题方法：利用第1章所讲的知识来求。



题型2．已知联合分布律，求边缘分布律



解题方法：如果让求的是关于X
 的边缘分布律，那就行内的所有概率相加；如果让求的是关于Y
 的边缘分布律，那就列内的所有数字相加。



题型3．已知联合分布律，求条件分布律



解题方法：先求边缘分布律，再利用除法来求条件分布律。


考研中涉及到的三类与本节有关的题型以及对应的解题方法我已经都给大家讲完了。但是这么讲实在是太抽象了，一定要做几道题才行。






考研题3.1
 　设随机变量X
 在1，2，3三个数字中等可能的取值，随机变量Y
 在1~X
 中等可能的取一整数值，试求二维随机变量(X，Y
 )的联合分布律。

解：本题让求的是联合分布律，所以本题显然属于题型1，所以我们应该用题型1的解题方法来求解本题。题型1的解题方法是：利用第1章所讲的知识来求。

由第1章房间104讲的乘法公式(P
 (AB
 )=P
 (A
 )P
 (B
 |A
 ))可以得到以下九个式子：


[image: ]




所以二维随机变量(X，Y
 )的联合分布律为：



 　[image: ]









考研题3.2
 　求考研题3.1中的二维随机变量(X，Y
 )关于X
 和关于Y
 的边缘分布律。

解：考研题3.1中的二维随机变量(X，Y
 )的联合分布律我们已经求完了，本题让求边缘分布律，所以本题很明显属于题型2，所以我们应该用题型2的解题方法来求解本题。

先求二维随机变量(X，Y
 )关于X
 的边缘分布律。

联合分布律中第一行的所有概率相加：[image: image]


联合分布律中第二行的所有概率相加：[image: image]


联合分布律中第三行的所有概率相加：[image: image]


所以二维随机变量(X，Y
 )关于X
 的边缘分布律为：


[image: ]




再求二维随机变量(X，Y
 )关于Y
 的边缘分布律。

联合分布律中第一列的所有概率相加：[image: image]


联合分布律中第二列的所有概率相加：[image: image]



 联合分布律中第三列的所有概率相加：[image: image]


所以二维随机变量(X，Y
 )关于Y
 的边缘分布律为：


[image: ]









考研题3.3
 　求考研题3.1中的二维随机变量(X，Y
 )在Y
 =2的条件下X
 的条件分布律。

解：考研题3.1中的二维随机变量(X，Y
 )的联合分布律我们已经求完了，本题让求条件分布律，所以本题很明显属于题型3，所以我们应该用题型3的解题方法来求解本题。题型3的解题方法是：先求边缘分布律，再利用除法来求条件分布律。

“先求边缘分布律”指的到底是X
 的边缘分布律还是Y
 的边缘分布律呢（当然了，无论指的是X
 的边缘分布律还是Y
 的边缘分布律，我们在考研题3.2中都已经求完了）？记住，在谁的条件下指的就是谁的边缘分布律。本题让求的是在Y
 =2的条件下，所以“先求边缘分布律”在本题中指的是先求Y
 的边缘分布律。当然，在考研题3.2中我们已经求完了。Y
 的边缘分布律为：
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“再利用除法来求条件分布律”又是什么意思呢？我们来看。
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现在大家明白“再利用除法求条件分布律”的意思了吧。接下来就是计算了。


P
 (X
 =1，Y
 =2)、P
 (X
 =2，Y
 =2)、P
 (X
 =3，Y
 =2)可以从联合分布律中看出，而
 P
 (Y
 =2)可以从Y
 的边缘分布律中看出。


[image: ]




所以二维随机变量(X，Y
 )在Y
 =2的条件下X
 的条件分布律为：


[image: ]




希望大家牢记这三类题型以及对应的解题方法。

3.2　房间302——二维随机变量的联合分布函数、边缘分布函数

正如二维随机变量(X，Y
 )的分布律有联合分布律与边缘分布律之分一样，二维随机变量(X，Y
 )的分布函数也有联合分布函数与边缘分布函数之分（二维随机变量(X，Y
 )的联合分布函数记为F
 (x，y
 )，二维随机变量(X，Y
 )关于X
 的边缘分布函数记为FX

 (x
 )，二维随机变量(X，Y
 )关于Y
 的边缘分布函数记为FY

 (y
 )）。

联合分布函数、边缘分布函数的定义我不讲，大家知不知道定义无所谓。我只给大家讲考研中涉及到的与本节有关的题型，请大家务必掌握。


考研中涉及到的与本节有关的题型只有一种：已知联合分布函数F
 (x，y
 )，求边缘分布函数FX

 (x
 )、FY

 (y
 )。



 对应的解题方法是：[image: image]








考研题3.4
 　设二维随机变量(X，Y
 )的联合分布函数为：[image: image]


（1）求二维随机变量(X，Y
 )关于X
 的边缘分布函数FX

 (x
 )；

（2）求二维随机变量(X，Y
 )关于Y
 的边缘分布函数FY

 (y
 )。

解：


（1）求二维随机变量(X，Y
 )关于X
 的边缘分布函数FX

 (x
 )。


就利用我刚刚给大家讲的[image: image]
 来求就可以了，按说这只不过是计算一下极限而已，应该很简单。然而，对于本题来说，计算这个极限却并不容易。

之所以说不容易，是因为本题给的是[image: image]
 也就是说，本题所给的联合分布函数F
 (x，y
 )是一个分段函数（第一段是(1-e
 -2x

 )(1-e
 -y

 )，第二段是0），那么我们到底应该将[image: image]
 中的F
 (x，y
 )显化成哪一段呢？

由于y
 →+∞，y
 →+∞说明y
 是一个很大的正数，我们就假设y
 =1000000吧。所以有的同学就说了：“应该将[image: image]
 中的F
 (x，y
 )显化成(1-e
 -2x

 )(1-e
 -y

 )，因为这段的定义域是x
 >0，y
 >0”。

对于这种说法我万万不敢苟同。因为[image: image]
 只意味着y
 是一个很大的正数（所以y
 >0是肯定的），可完全不意味着x
 也大于0，所以上述说法我万万不敢苟同。那到底该怎么做呢？大家请继续看。


[image: ]




大家看见了吧，我把F
 (x，y
 )从两段变成了四段，这么变完之后，就好办了。由于[image: image]
 限制死了y
 >0，所以[image: image]
 中的F
 (x，y
 )要么被显化成以上四段中的第一段、要么被显化成以上四段中的第二段。那么，在第一段和第二段这两种选择中究竟是将[image: image]
 中的F
 (x，y
 )显化成哪段就要看x
 了。


 具体来说，当x
 >0时，[image: image]
 中的F
 (x，y
 )应该显化成第一段(1-e
 -2x

 )(1-e
 -y

 )，因为x
 >0和y
 >0同时成立；当x
 ≤0时，[image: image]
 中的F
 (x，y
 )应该显化成第二段0，因为x
 ≤0和y
 >0同时成立。

好，之前都相当于是分析的过程，下面我们正式来做这道题。也就是说，下面的文字才是你们考试时应该写在卷子上的。

当x
 >0时：


[image: ]




当x
 ≤0时：


[image: ]




综上所述，二维随机变量(X，Y
 )关于X
 的边缘分布函数FX

 (x
 )为：


[image: ]




好，现在FX

 (x
 )我们已经求完了。


（2）求二维随机变量(X，Y
 )关于Y
 的边缘分布函数FY

 (y
 )。


利用刚刚讲过的[image: image]
 来求就可以了，按说就是计算一下极限而已，应该很简单。然而，对于本题来说，还是不容易。总的来说与第（1）问同理，但我还是把过程写出来，大家要熟悉运用。

本题所给的是[image: image]
 也就是说，本题所给的联合分布函数F
 (x，y
 )是一个分段函数（第一段是(1-e
 -2x

 )(1-e
 -y

 )，第二段是0），那么我们到底应该将[image: image]
 中的F
 (x，y
 )显化成哪一段呢？

由于x
 →+∞，x
 →+∞说明y
 是一个很大的正数，我们假设x
 =1000000吧。所以有的同学就说了：“应该将[image: image]
 中的F
 (x，y
 )显化成(1-e
 -2x

 )(1-e
 -y

 )，因为这段的定义
 域是x
 >0，y
 >0”。

错。因为[image: image]
 只意味着x
 是一个很大的正数（所以x
 >0是肯定的），可完全不意味着y
 也大于0。大家请继续看。


[image: ]




大家看见了吧，我把F
 (x，y
 )从两段变成了四段，这么变完之后，就好办了。由于[image: image]
 限制死了x
 >0，所以[image: image]
 中的F
 (x，y
 )要么被显化成以上四段中的第一段、要么被显化成以上四段中的第三段。那么，在第一段和第三段这两种选择中究竟是将[image: image]
 中的F
 (x，y
 )显化成哪段就要看y
 了。

具体来说，当y
 >0时，[image: image]
 中的F
 (x，y
 )应该显化成第一段(1-e
 -2x

 )(1-e
 -y

 )，因为x
 >0和y
 >0同时成立；当y
 ≤0时，[image: image]
 中的F
 (x，y
 )应该显化成第三段0，因为x
 >0和y
 ≤0同时成立。

分析完毕，正式做题。也就是说，下面的文字才是你们考试时应该写在卷子上的。

当y
 >0时：


[image: ]




当y
 ≤0时：


[image: ]




综上所述，二维随机变量(X，Y
 )关于Y
 的边缘分布函数FY

 (y
 )为：



 [image: ]




3.3　房间303——二维随机变量的联合概率密度函数、边缘概率密度函数、条件概率密度函数

正如二维随机变量(X，Y
 )的分布律有联合分布律、边缘分布律、条件分布律之分一样，二维随机变量(X，Y
 )的概率密度函数也有联合概率密度函数、边缘概率密度函数、条件概率密度函数之分。


二维随机变量(X，Y
 )的联合概率密度函数记为f
 (x，y
 )。



二维随机变量(X，Y
 )关于X
 的边缘概率密度函数记为fX

 (x
 )。



二维随机变量(X，Y
 )关于Y
 的边缘概率密度函数记为fY

 (y
 )。



在X
 =x
 的条件下Y
 的条件概率密度函数记为fY|X

 (y
 |x
 )。



在Y
 =y
 的条件下X
 的条件概率密度函数记为fX|Y

 (x
 |y
 )。


联合概率密度函数、边缘概率密度函数、条件概率密度函数的定义我不讲，大家知不知道定义无所谓。我只给大家讲考研中涉及到的与本节有关的题型，请大家务必掌握。

考研中涉及到的与本节有关的题型共有三类，下面我将为大家讲解这三类题型以及对应的解题方法。

3.3.1　题型1


已知联合概率密度函数f
 (x，y
 )，求边缘概率密度函数fX

 (x
 )、fY

 (y
 )。







题型1．的解题方法分为以下两个步骤。



步骤1．确定边缘概率密度函数不为0的段的定义域


若需要求解的是fX

 (x
 )：

（1）先将fX

 (x
 )写为[image: image]


（2）然后在平面直角坐标系中画出联合概率密度函数f
 (x，y
 )不为0的段的定义域，
 并涂上阴影；

（3）最后看一下阴影区域中x
 可以取到的最大值和最小值是多少，即可确定[image: image]


特殊情况：若确定出的[image: image]
 为“-∞<x
 +∞”，那么fX

 (x
 )就不用分成两段了，而是直接将f
 X
 (x
 )写为[image: image]


若需要求解的是fY

 (y
 )：

（1）先将fY

 (y
 )写为[image: image]


（2）然后在平面直角坐标系中画出联合概率密度函数f
 (x，y
 )不为0的段的定义域，并涂上阴影；

（3）最后看一下阴影区域中y
 可以取到的最大值和最小值是多少，即可确定[image: image]


特殊情况：若确定出的[image: image]
 为“-∞<y
 <+∞”，那么fY

 (y
 )就不用分成两段了，而是直接将fY

 (y
 )写为[image: image]



步骤2．计算


若需要求解的是fX

 (x
 )：

（1）在刚刚画出的图中再画一条与y
 轴平行且和阴影区域相交的直线，当然，有很多种画法，但无论哪种画法，这条与y
 轴平行的直线在阴影区域中的部分肯定是一条线段，我们就利用这条线段上y
 的最大值和最小值来替换[image: image]
 中的+∞和-∞；

（2）接着，我们要做的是将被积函数f
 (x，y
 )显化为其不为0的段；

（3）最后，我们要做的就是纯计算了。

同理求解fY

 (y
 )：

（1）别闲烦，再来一遍：在刚刚画出的图中再画一条与x
 轴平行且和阴影区域相交的直线，当然，有很多种画法，但无论哪种画法，这条与x
 轴平行的直线在阴影区域中的部分肯定是一条线段，我们就利用这条线段上x
 的最大值和最小值来替换[image: image]
 中的+∞和-∞；

（2）接着，我们要做的是将被积函数f
 (x，y
 )显化为其不为0的段；

（3）最后，我们要做的就是纯计算了。

题型1的解题方法讲完了，我讲的已经很具体了。但是，如果不练题肯定不行，所以操练起来吧。






 考研题3.5
 　设二维随机变量(X，Y
 )的联合概率密度函数为：


[image: ]




（1）求边缘概率密度函数fX

 (x
 )；

（2）求边缘概率密度函数fY

 (y
 )；

（3）求[image: image]


解：（1）由于是已知f
 (x，y
 )求fX

 (x
 )，所以本问属于题型1，所以我们应该按照刚刚讲完的题型1的解题方法的两个步骤来做。


步骤1．确定边缘概率密度函数不为0的段的定义域


我们先将fX

 (x
 )写为[image: image]
 然后在平面直角坐标系中画出联合概率密度函数f
 (x，y
 )不为0的段的定义域并涂上阴影。

[image: image]
 不为0的段是[image: image]
 ，不为0的段的定义域是0<y
 <x
 <1。0<y
 <x
 <1的图为：


[image: ]




从这个图中我们可以很明显地看出，阴影区域中x
 的最大值为1，最小值为0，所以有0<x
 <1，所以有：


[image: ]





 好，步骤1我们已经完成了。接下来我们进行步骤2，也就是算出[image: image]



步骤2．计算


首先，我们需要在刚刚画出的图中再画一条与y
 轴平行且和阴影区域相交的直线。


[image: ]
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[image: ]





 大家看见了吧，这条直线有很多种画法，但无论哪种画法，这条与y
 轴平行的直线在阴影区域中的部分肯定是一条线段。这条线段上y
 的最大值肯定是在B点取到，最小值肯定是在A点取到（当然，从图中我们可以很明显地看出：由于这条直线有很多种画法，所以B点的纵坐标y
 并不是一个定值）。那么我们只需要求出B点和A点的纵坐标y
 就可以了。很显然，B点的纵坐标y
 =x
 ，A点的纵坐标y
 =0。好，大功告成了，所以有[image: image]


接下来我们需要做的就是将[image: image]
 的被积函数f
 (x，y
 )显化为其不为0的段。对于本题而言，由于[image: image]
 所以不为0的段是[image: image]
 所以有：


[image: ]




好，那么现在，就剩下纯计算了。


[image: ]




所以[image: image]


第（1）问做完了，我们来看第（2）问。

（2）由于是已知f
 (x，y
 )求fY

 (y
 )，所以本问属于题型1，应该按照刚刚讲完的题型1的解题方法的两个步骤来做。


步骤1．确定边缘概率密度函数不为0的段的定义域


我们先将fY

 (y
 )写为[image: image]
 然后在平面直角坐标系中画出联合概率密度函数f
 (x，y
 )不为0的段的定义域并涂上阴影。

[image: image]
 不为0的段是[image: image]
 ，不为0的段的定义域是0<y
 <x
 <1。0<y
 <x
 <1的图为：



 [image: ]




从这个图中我们可以很明显地看出，阴影区域中y
 的最大值为1，最小值为0，所以有0<y
 <1，所以有：


[image: ]




好，步骤1我们已经完成了，接下来进行步骤2，也就是算出[image: image]



步骤2．计算


首先，我们需要在刚刚画出的图中再画一条与x
 轴平行且和阴影区域相交的直线。


[image: ]






 [image: ]
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这条直线有很多种画法，但无论哪种画法，这条与x
 轴平行的直线在阴影区域中的部分肯定是一条线段。这条线段上x
 的最大值肯定是在B点取到，最小值肯定是在A点取到（当然，从图中我们可以很明显地看出：由于这条直线有很多种画法，所以A点的横坐标x
 并不是一个定值）。那么我们只需要求出B点和A点的横坐标x
 就可以了。很显然，B点的横坐标x
 =1，A点的横坐标x
 =y
 。好，大功告成了，所以有：


[image: ]




接下来我们需要做的就是将[image: image]
 的被积函数f
 (x，y
 )显化为其不为0的段。对于本题而言，由于[image: image]
 所以不为0的段是[image: image]
 ，所以有：


[image: ]





 好，那么现在，就剩下纯计算了。


[image: ]




第（2）问做完了，我们来看第（3）问。

（3）这问实在是太简单了，它与本章无关，用到的是第2章房间204（通过概率密度函数f
 (x
 )求概率）所讲的知识。由于第（1）问我们已经求出了：

[image: image]
 所以：


[image: ]




第（3）问做完了。

让我们再来看一道题。






考研题3.6
 　设二维随机变量(X，Y
 )的联合概率密度函数为：


[image: ]




（1）求边缘概率密度函数fX

 (x
 )；

（2）求边缘概率密度函数fY

 (y
 )。

解：（1）由于是已知f
 (x，y
 )求fX

 (x
 )，所以本问属于题型1，所以我们应该按照题型1的解题方法的两个步骤来做。


步骤1．确定边缘概率密度函数不为0的段的定义域


我们先将fX

 (x
 )写为[image: image]
 然后在平面直角坐标系中画出联合概率密度函数f
 (x，y
 )不为0的段的定义域并涂上阴影。

[image: image]
 不为0的段是1，不为0的段的定义域是0<x
 <1，0<y
 <2x
 。

0<x
 <1，0<y
 <2x
 的图为：



 [image: ]




从图中可以明显看出，阴影区域中x
 的最大值为1，最小值为0，所以有0<x
 <1，所以有：


[image: ]




好，步骤1我们已经完成了。接下来我们进行步骤2，也就是算出[image: image]



步骤2．计算


首先，我们需要在刚刚画出的图中再画一条与y
 轴平行且和阴影区域相交的直线。


[image: ]






 [image: ]
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这条直线有很多种画法，无论哪种，这条与y
 轴平行的直线在阴影区域中的部分肯定是一条线段。这条线段上y
 的最大值肯定是在B点取到，最小值肯定是在A点取到（当然，从图中我们可以明显看出：由于这条直线有很多种画法，所以B点的纵坐标y
 并不是一个定值）。那么我们只需要求出B点和A点的纵坐标y
 就可以了。很显然，B点的纵坐标y
 =2x
 ，A点的纵坐标y
 =0。好，大功告成了，所以有：


[image: ]




接下来我们需要做的就是将[image: image]
 的被积函数f
 (x，y
 )显化为其不为0的段。对于本题而言，由于[image: image]
 所以不为0的段是1，所以有：


[image: ]





 好，那么现在，就剩下纯计算了。


[image: ]




所以[image: image]


第（1）问做完了，我们来看第（2）问。

（2）由于是已知f
 (x，y
 )求fY

 (y
 )，所以本问属于题型1，所以按照刚刚讲完的题型1的解题方法的两个步骤来做。


步骤1．确定边缘概率密度函数不为0的段的定义域


我们先将fY

 (y
 )写为[image: image]
 然后在平面直角坐标系中画出联合概率密度函数f
 (x，y
 )不为0的段的定义域并涂上阴影。

[image: image]
 不为0的段是1，不为0的段的定义域是0<x
 <1，0<y
 <2x
 。

0<x
 <1，0<y
 <2x
 的图为：


[image: ]




从图中可以很明显看出，阴影区域中y
 的最大值为2，最小值为0，所以有0<y
 <2，所以有：


[image: ]





 好，步骤1我们已经完成了。接下来我们进行步骤2，也就是算出[image: image]



步骤2．计算


首先，我们需要在刚刚画出的图中再画一条与x
 轴平行且和阴影区域相交的直线。


[image: ]
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这条直线有很多种画法，但无论哪种画法，这条与x
 轴平行的直线在阴影区域中的部分肯定是一条线段。这条线段上x
 的最大值肯定是在B点取到，最小值肯定是在A点取到（当然，从图中我们可以很明显地看出：由于这条直线有很多种画法，所以A点的横坐标x
 并不是一个定值），那么我们只需要求出B点和A点的横坐标x
 就可以了。很显然，B点的横坐标x
 =1，A点的横坐标[image: image]
 。好，大功告成了，所以有：


[image: ]




接下来我们需要做的就是将[image: image]
 的被积函数f
 (x，y
 )显化为其不为0的段。对于本题而言，由于[image: image]
 所以不为0的段是1，所以有：


[image: ]




好，那么现在，就剩下纯计算了。


[image: ]




所以[image: image]


第（2）问做完了。

有些同学会问：“难道fX

 (x
 )和fY

 (y
 )一定是被分为两段或不分段
 吗？就不可能被分为三段吗？”


 我的回答是：“fX

 (x
 )和fY

 (y
 )当然不一定是被分为两段或不分段，
 被分为几段都是有可能的。”

同学可能会继续问：“题型1的解题方法分为两个步骤，其中步骤1一上来就把fX

 (x
 )写为了[image: image]
 把fY

 (y
 )写为了[image: image]
 当然，您也说了还有个特殊情况，当遇此特殊情况时，把两段合成一段。那这不是很明显fX

 (x
 )和fY

 (y
 )要么就是两段，要么就是不分段吗？您为什么说不一定呢？难道是题型1的解题方法错了吗？”

我的回答是：“fX

 (x
 )和fY

 (y
 )的确不一定是被分为两段或不分段，
 的确被分为几段都是有可能的，但是题型1的解题方法也一点儿错都没有。这两者完全不矛盾。”

同学可能会继续问：“为什么不矛盾？请您讲得详细一些。”

我的回答是：“具体来说，题型1的解题方法分为两个步骤，其中的步骤1自然是将fX

 (x
 )和fY

 (y
 )分为了两段或不分段。然而，在进行步骤2时，fX

 (x
 )和fY

 (y
 )非常有可能被进一步的分段，只是之前咱们做的题中没有遇到罢了。”

同学可能会继续问：“仍然没有完全明白，您能说一道题吗？”

“这就说！”

例．二维随机变量(X，Y
 )的联合概率密度函数[image: image]
 求边缘概率密度函数fX

 (x
 )。

解：由于本题是：已知f
 (x，y
 )，求fX

 (x
 )：，所以本题属于题型1，所以我们应该按照题型1的解题方法的两个步骤来求解本题。


步骤1．确定边缘概率密度函数不为0的段的定义域


我们先将fX

 (x
 )写为[image: image]
 然后在平面直角坐标系中画出联合概率密度函数f
 (x，y
 )不为0的段的定义域并涂上阴影。

[image: image]
 不为0的段是[image: image]
 ，不为0的段的定义域是0≤y
 ≤x
 ≤3-y
 ，y
 ≤1。

0≤y
 ≤x
 ≤3-y
 ，y
 ≤1的图为：



 [image: ]




从图中可以很明显地看出，阴影区域中x
 的最大值为3，最小值为0，所以有0<x
 <3，所以有：


[image: ]




好，步骤1我们已经完成了。接下来我们进行步骤2，也就是算出[image: image]



步骤2．计算


首先，我们需要在刚刚画出的图中再画一条与y
 轴平行且和阴影区域相交的直线。


[image: ]
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这条直线有很多种画法，但无论哪种画法，这条与y
 轴平行的直线在阴影区域中的部分肯定是一条线段。这条线段上y
 的最大值肯定是在B点取到，最小值肯定是在A点取到（当然，从图中我们可以很明显地看出：由于这条直线有很多种画法，所以B点的纵坐标y
 并不是一个定值）。那么我们只需要求出B点和A点的纵坐标y
 就可以了。

如果这样说来，本题就与之前的那两道题一样了，事实真的如此吗？当然不是。在之前我们做的那两道题中，虽然说B点的纵坐标也不是定值，但是B点的纵坐标却永远可以用一个定死的关于x
 的函数来表示，而本题则不同了。

当0≤x
 ≤1时，A点的纵坐标y
 =0，B点的纵坐标y
 =x
 ；

当1<x
 <2时，A点的纵坐标y
 =0，B点的纵坐标y
 =1；

当2≤x
 ≤3时，A点的纵坐标y
 =0，B点的纵坐标y
 =3-x
 。

所以我们要将[image: image]
 进一步分段。

具体来说就是[image: image]


剩下的就是纯计算了。


[image: ]





 所以：[image: image]


相信大家现在已经完全掌握了题型1的解题方法，接下来我们看题型2。

3.3.2　题型2


已知联合概率密度函数f
 (x，y
 )，求条件概率密度函数fX|Y

 (x
 |y
 )、fY|X

 (y
 |x
 )。






题型2的解题方法分为以下四个步骤。


步骤1．求出边缘概率密度函数


若需要求的是fX|Y

 (x
 |y
 )，则求出fY

 (y
 )；

若需要求的是fY|X

 (y
 |x
 )，则求出fX

 (x
 )。


步骤2．写出何时条件概率密度函数不存在


若需要求的是fX|Y

 (x
 |y
 )，则当y
 在fY

 (y
 )为0的段的定义域中取值时，fX|Y

 (x
 |y
 )不存在；

若需要求的是fY|X

 (y
 |x
 )，则当x
 在fX

 (x
 )为0的段的定义域中取值时，fY|X

 (y
 |x
 )不存在。


步骤3．确定条件概率密度函数不为0的段的定义域


若需要求的是fX|Y

 (x
 |y
 )，则在平面直角坐标系中画出联合概率密度函数f
 (x，y
 )不为0的段的定义域并涂上阴影，然后再画一条平行于x
 轴且和阴影区域相交的直线。当然，有很多种画法，但无论哪种画法，这条与x
 轴平行的直线在阴影区域中的部分肯定是一条线段。我们就利用这条线段上x
 的最大值和最小值来确定fX|Y

 (x
 |y
 )不为0的段的定义域。

若需要求的是fY|X

 (y
 |x
 )，则在平面直角坐标系中画出联合概率密度函数f
 (x，y
 )不为0的段的定义域并涂上阴影，然后再画一条平行于y
 轴且和阴影区域相交的直线。当然，有很多种画法，但无论哪种画法，这条与y
 轴平行的直线在阴影区域中的部分肯定是一条线段。我们就利用这条线段上y
 的最大值和最小值来确定fY|X

 (y
 |x
 )不为0的段的定义域。


步骤4．具体的求出条件概率密度函数不为0的段的定义域



 若需要求的是fX|Y

 (x
 |y
 )，则利用[image: image]
 来求；

若需要求的是fY|X

 (y
 |x
 )，则利用[image: image]
 来求；

以上就是题型2的解题方法的四个步骤，接下来我们看一道题。






考研题3.7
 　设(X，Y
 )的联合概率密度函数[image: image]
 试求：

（1）条件概率密度函数fX|Y

 (x
 |y
 )；

（2）条件概率密度函数fY|X

 (y
 |x
 )。

解：（1）由于是已知f
 (x，y
 )求fX|Y

 (x
 |y
 )，所以本问属于题型2，所以我们应该按照题型2的解题方法的四个步骤来做。


步骤1．如下


根据题型1的解题方法，可得[image: image]



步骤2．如下



fY

 (y
 )为0的段的定义域是y
 ≤0。所以当y
 ≤0时，fX|Y

 (x
 |y
 )不存在；当y
 >0时，fX|Y

 (x
 |y
 )存在。


步骤3．如下


我们先在平面直角坐标系中画出联合概率密度函数f
 (x，y
 )不为0的段的定义域并涂上阴影。


[image: ]





 然后再画一条平行于x
 轴且和阴影区域相交的直线。


[image: ]





[image: ]
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 这条直线有很多种画法，但无论哪种画法，这条与x
 轴平行的直线在阴影区域中的部分肯定是一条线段。这条线段上的x
 的最大值肯定是在B点取到，最小值肯定是在A点取到（当然，从图中我们可以明显地看出：由于这条直线有很多种画法，所以B点的横坐标x
 并不一定是一个定值）。那么我们只需要求出B点和A点的横坐标x
 就可以了。很显然，B点的横坐标x
 =y
 ，A点的横坐标x
 =0。所以0<x
 <y
 ，所以：

当y
 >0时，[image: image]



步骤4．如下



[image: ]




好，现在步骤1、步骤2、步骤3、步骤4我们都进行完了。综上所述有：

当y
 ≤0时，fX|Y

 (x
 |y
 )不存在；

当y
 >0时，[image: image]


（2）由于是已知f
 (x，y
 )求fY|X

 (y
 |x
 )，所以本问属于题型2，所以我们应该按照题型2的解题方法的四个步骤来做。


步骤1．如下


根据题型1的解题方法，可得[image: image]



步骤2．如下



fX

 (x
 )为0的段的定义域是x
 ≤0。所以当x
 ≤0时，fY|X

 (y
 |x
 )不存在；当x
 >0时，fY|X

 (y
 |x
 )存在。


步骤3．如下


我们先在平面直角坐标系中画出联合概率密度函数f
 (x，y
 )不为0的段的定义域并涂上阴影。



 [image: ]




然后再画一条平行于y
 轴且和阴影区域相交的直线。


[image: ]
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这条直线有很多种画法，无论哪种画法，这条与y
 轴平行的直线在阴影区域中的部分肯定是一条射线。这条射线上的y
 的最大值肯定是+∞，最小值肯定是在A点取到且A点的纵坐标y
 =x
 。所以x
 <y
 <+∞，所以：

当x
 >0时，[image: image]



步骤4．如下



[image: ]




好，现在步骤1、步骤2、步骤3、步骤4我们都进行完了。综上所述有：

当x
 ≤0时，fY|X

 (y
 |x
 )不存在；

当x
 >0时，[image: image]


接下来我们看题型3。

3.3.3　题型3


已知fX

 (x
 )和fY|X

 (y
 |x
 )，求f
 (x，y
 )或已知fY

 (y
 )和fX|Y

 (x
 |y
 )，求f
 (x，y
 )。







题型3的解题方法：



f
 (x，y
 )=fX

 (x
 )fY|X

 (y
 |x
 )


 f
 (x，y
 )=fY

 (y
 ) fX|Y

 (x
 |y
 )





例1．已知[image: image]
 当y
 ≤0时，fX|Y

 (x
 |y
 )不存在；当y
 >0时，[image: image]
 求f
 (x，y
 )。

解：本题属于题型3，所以我们应该按照题型3的解题方法来做，即：


[image: ]




本题就做完了。大家可能认为范围“y
 >0，0<x
 <y
 ”应该化简为0<x
 <y
 ，我现在告诉大家，完全没有必要化简（当然也可以化简）。你们只需将fY

 (y
 )不为0的段的定义域、fX|Y

 (x
 |y
 )不为0的段的定义域写在一起，中间用逗号相连（正如本题）即可。





例2．已知[image: image]
 当x
 ≤0时，fY|X

 (y
 |x
 )不存在；当x
 >0时，[image: image]
 求f
 (x，y
 )。

解：本题属于题型3，所以我们应该按照题型3的解题方法来做，即：


[image: ]




3.4　房间304——通过联合概率密度函数f
 (x，y
 )求概率

在正式讲本节的内容之前，我先来让大家猜一下。本节的标题是“通过联合概率密度函数f
 (x，y
 )求概率”，其中“概率”两字指的是哪种概率呢？我给大家三个选择。

A．P
 (只含X
 )。例如：P
 (X
 ≤4)、P
 (X
 >3)等等。


 B．P
 (只含Y
 )。例如：P
 (Y
 >2)、[image: image]
 等等。

C．P
 (既含X
 又含Y
 )。例如：P
 (X
 +Y
 ≤1)、[image: image]
 等等。

正确答案应该是C。这是因为：通过联合概率密度函数f
 (x，y
 )求概率P
 (只含X
 )、通过联合概率密度函数f
 (x，y
 )求概率P
 (只含Y
 )大家早就会了，只要通过f
 (x，y
 )求出fX

 (x
 )、fY

 (y
 )，然后按照第2章房间204所讲的方法积分就可以了（比如考研题3.5的第3问）。本节要讲的肯定是大家不会的，所以选择C选项。


也就是说，本节的标题“通过联合概率密度函数f
 (x，y
 )求概率”可以被具体翻译为“通过联合概率密度函数f
 (x，y
 )求概率P
 (既含X
 又含Y
 )”。


那么，题型“通过联合概率密度函数f
 (x，y
 )求概率P
 (既含X
 又含Y
 )”的解题方法是什么呢？别急，马上就要讲了。


题型“通过联合概率密度函数f
 (x，y
 )求概率P
 (既含X
 又含Y
 )”的解题方法是：[image: image]



我们来看下面的考研题。






考研题3.8
 　设二维随机变量(X，Y
 )的联合概率密度函数为：


[image: ]




解：由刚刚讲完的解题方法可知，[image: image]
 接下来我们只需要把这个二重积分计算出来就可以了。也就是说，接下来要进行的是纯二重积分计算了，与概率论学科无关了，都是高等数学学科中的知识。


步骤1．画图


对于本题而言，由于[image: image]
 且求的是P
 (X
 +Y
 ≤1)，所以我们不仅要画出x
 +y
 ≤1的图，还要画出0≤x
 ≤y
 ≤1的图，然后两个图取公共部分。


x
 +y
 ≤1的图为：



 [image: ]




0≤x
 ≤y
 ≤1的图为：


[image: ]




所以x
 +y
 ≤1的图与0≤x
 ≤y
 ≤1的图的公共部分为：


[image: ]





步骤2．根据步骤1的图确定积分上下限并将f
 (x，y
 )显化成不为0的段



 对于本题而言，就是[image: image]


由于有一些同学高等数学学得不好，所以我还是把上式解释一下吧。[image: image]
 的意思是：先算[image: image]
 假设算完以后是[image: image]
 然后算[image: image]
 大家明白了吧。那么，上下限是怎么确定的呢？很简单。由于阴影区域中的x
 的最小值为0，最大值为[image: image]
 ，所以有[image: image]
 然后像上一节讲的那样画一条与y
 轴平行且与阴影区域相交的直线，即可确定出x
 、1-x
 。


步骤3．计算


对于本题而言，就是要计算[image: image]



[image: ]




所以本题答案为[image: image]
 。

我们再来看一道题。






考研题3.9
 　设(X，Y
 )的联合概率密度函数为[image: image]
 求P
 (X
 >2|Y
 <4)。

解：本题是已知[image: image]
 求P
 (X
 >2|Y
 <4)，这根本不属于本节所讲的题型。看到这里，肯定有些同学不明白，肯定还有的同学认为本题属于本节所讲的题型，因为本题的确是“通过联合概率密度函数f
 (x，y
 )求概率P
 (既含X
 又含Y
 )”。那么，我为什么说本题不属于本节所讲的题型呢？这是因为本题所问的概率是条件概率（在Y
 <4的条件下X
 >2的概率），而本节所讲的题型“通过联合概率密度函数f
 (x，y
 )求概率P
 (既含X
 又含Y
 )”中的“概率P
 （即含X
 又含Y
 ）”不能是条件概率，
 这一点我之前没强调过。大家现在明白了吧，知道我为什么说本题不属于本节所讲的题型了吧。

那么本题应该如何去做呢？由第1章房间104（三大公式）中讲的乘法公式可知，[image: image]
 也就是说，我们只要能算出P
 (X
 >2，Y
 <4)和P
 (Y
 <4)就大功告成了。



P
 (Y
 <4)的计算方法：



 由第2章房间204可知，[image: image]
 ，所以我们首先需要求fY

 (y
 )。已知f
 (x，y
 )求fY

 (y
 )，这正是房间203中所讲的题型1。


[image: ]




注意：在房间203中我已经非常详细地给大家讲了如何通过f
 (x，y
 )求fY

 (y
 )，所以这里我就直接给出了fY

 (y
 )，就没有写通过f
 (x，y
 )求fY

 (y
 )的详细过程。


[image: ]






P
 (X
 >2，Y
 <4)的计算方法：


由本节所讲的知识点可知，[image: image]
 接下来我们只需要把这个二重积分计算出来就可以了。也就是说，接下来要进行的是纯二重积分计算了，与概率论学科无关了，都是高等数学学科中的知识。


步骤1．画图


对于本题而言，由于[image: image]
 且求的是P
 (X
 >2，Y
 <4)，所以我们不仅要画出x
 >2，y
 <4的图，还要画出x
 >0，y
 >x
 的图，然后两个图取公共部分。


x
 >2，y
 <4的图为：


[image: ]





x
 >0，y
 >x
 的图为：



 [image: ]




所以x
 >2，y
 <4的图与x
 >0，y
 >x
 的图的公共部分为：


[image: ]





步骤2．确定积分顺序，根据步骤1的图确定积分上下限并将f
 (x，y
 )显化成不为0的段


对于本题而言，就是[image: image]



步骤3．计算


对于本题而言，就是要计算[image: image]



[image: ]




好，现在P
 (Y
 <4)、P
 (X
 >2，Y
 <4)都有了，所以：


[image: ]





 3.5　房间305——二维均匀分布


一旦某道题中说二维随机变量(X，Y
 )在区域G
 上服从均匀分布，则二维随机变量(X，Y
 )的联合概率密度函数f
 (x，y
 )为：



[image: ]





其中A
 是区域G
 的面积。


大家明白了吧，一旦题中告诉了二维随机变量(X，Y
 )服从均匀分布，那么就相当于告诉了该二维随机变量的联合概率密度函数。






考研题3.10
 　设二维随机变量(X，Y
 )在圆域x
 2+y
 2≤1上服从均匀分布，求条件概率密度函数fX|Y

 (x
 |y
 )。

解：由刚刚讲完的知识点可得：


[image: ]




或：


[image: ]





 大家现在可能比较奇怪为何f
 (x，y
 )不为0的段的定义域是：[image: image]
 现在我就来给大家解释一下这到底是怎么得出来的。

首先，我们要在平面直角坐标系中画出区域G
 的图。对于本题来说，区域G
 是圆域x
 2+y
 2≤1，所以有下图：


[image: ]




我们现在看一下阴影区域中y
 能取到的最大值和最小值是多少，显然阴影区域中y
 能取到的最大值是1，y
 能取到的最小值是-1，所以有-1≤y
 ≤1。那么x
 的范围呢？肯定有的同学会想，那就看一下阴影区域中x
 能取到的最大值和最小值是多少就行了呗。我想说，完全不是这样。正确的做法是：画一条与x
 轴平行且和阴影区域相交的直线。当然，这有很多种画法，如：


[image: ]






 [image: ]





[image: ]




但无论哪种画法，这条与x
 轴平行的直线在阴影区域中的部分肯定是一条线段。这条线段上x
 能取到的的最大值肯定是在B点，最小值肯定是A点（当然，由于这条直线有很多种画法，所以A点和B点的横坐标x
 肯定不是一个定值）。那么我们只要求出B点和A点的x
 值就可以了，很显然，B点的x
 值是[image: image]
 A点的x
 值是[image: image]
 所以x
 的范围是[image: image]
 好，大功告成了，[image: image]
 所以有：


[image: ]




现在大家明白了吧。


 好，我们继续来看。为何f
 (x，y
 )还可以是[image: image]
 呢？

同理嘛。看阴影区域中x
 能取到的最大值和最小值，然后画一条与y
 轴平行且和阴影区域相交的直线。我就不详细说了。

好，由于f
 (x，y
 )有两种，我们总得选一种啊（任选一种），不妨就选：


[image: ]




好，联合概率密度函数f
 (x，y
 )已经有了，本题让求fX|Y

 (x
 |y
 )，这正是本章房间303中所讲的题型2。由于以前已经练了很多这种题了，所以我现在直接给出答案：

当y
 <-1或y
 >1时，fX|Y

 (x
 |y
 )不存在；

当-1≤y
 ≤1时，[image: image]







考研题3.11
 　设平面区域D
 是由[image: image]
 、y
 =0、x
 =1、x
 =e
 2
 所围成，二维随机变量(X，Y
 )在D
 上服从均匀分布，求(X，Y
 )关于X
 的边缘概率密度函数在x
 =2处的值。

解：本题与上一道题的共同点在于：都与二维均匀分布有关。本题与上一道题的区别在于：上一道题的区域是圆域x
 2
 +y
 2
 ≤1，面积很容易算。而本题则不同，本题的区域是由[image: image]
 、y
 =0、x
 =1、x
 =e
 2
 所围成，这是一个不规则图形，其面积需要用定积分来计算（在同济六版《高等数学》上册的第6章“定积分的应用”中讲的利用定积分来计算不规则图形的面积）。

我们先把图画出来：


[image: ]






 [image: ]




所以：[image: image]


注意：本题我就不详细说明[image: image]
 是如何得出的了，和上一道题的方法一样（找阴影区域x
 的最大、小值，然后画一条与y
 轴平行且和阴影区域相交的直线）。

好，联合概率密度函数f
 (x，y
 )已经有了，本题让求的是fX

 (x
 )在x
 =2处的值，那我们就得先求fX

 (x
 )，所以我们现在是“已知f
 (x，y
 )求fX

 (x
 )”，这正是本章房间303中所讲的题型1。

由房间303中所讲的题型1的解题方法可解得：


[image: ]




由于[image: image]
 所以[image: image]


3.6　房间306——随机变量的独立性

提起“独立性”一词，大家是否会感到似曾相识？的确，我曾在本书的第1章给大家讲过“独立性”。既然如此，那我现在为何又讲独立性呢？这是因为我在第1章给大家讲的是“随机事件的独立性”，而本节要给大家讲的是“随机变量的独立性”，所以本节并不是重复讲解。

好，在正式讲随机变量的独立性之前，先和大家说两件需要注意的事。


第一件需要注意的事：本节将要讲的“随机变量的独立性”与第1章所讲的“随机事件的独立性”二者风马牛不相及，所以请大家一定要注意区分。



第二件需要注意的事：本节只讨论两个随机变量的独立性，不讨论两个以上随机变量的独立性。


好，下面正式开始讲。


设二维随机变量(X，Y
 )的联合分布函数为F
 (X，Y
 )，二维随机变量(X，Y
 )关于X
 的边缘分布函数为FX

 (X
 )，二维随机变量(X，Y
 )关于Y
 的边缘分布函数FY

 (Y
 )。若对任意实数
 x
 ，y
 有F
 (x，y
 )=FX

 (x
 )FY

 (y
 )，则称随机变量x，y
 相互独立。


以上就是两个随机变量相互独立的定义。但在考研中，基本不考两个随机变量独立的定义，往往考的是两个随机变量相互独立的充分必要条件。所以接下来要给大家讲的是两个随机变量相互独立的充分必要条件。


两个离散型随机变量X
 和Y
 相互独立的充要条件：对一切可能的值a
 、b
 ，有P
 (X
 =a
 ，Y
 =b
 )=P
 (X
 =a
 )P
 (Y
 =b
 )。



两个连续型随机变量X
 和Y
 相互独立的充要条件：对任意的x
 、y
 ，有f
 (x，y
 )=fX

 (x
 )fY

 (y
 )。







考研题3.12
 　设随机变量X
 和Y
 相互独立，下表列出了二维随机变量(X，Y
 )的联合分布律的部分数值、二维随机变量(X，Y
 )关于X
 的边缘分布律的部分数值，以及二维随机变量(X，Y
 )关于Y
 的边缘分布律的部分数值，请将剩余数值填入表中空白处。


[image: ]




解：本题虽然只给了一个表格，但实际上这一个表格相当于给出了以下三个分布律。

（1）(X，Y
 )的联合分布律。


[image: ]




（2）(X，Y
 )关于X
 的边缘分布律。



 [image: ]




（3）(X，Y
 )关于Y
 的边缘分布律。


[image: ]




由题意可知，X
 和Y
 肯定都是离散型随机变量（大家以后记住，只要某随机变量的分布律是以表格的形式给出的，则该随机变量一定是离散型随机变量）。
 又由于题中说X
 和Y
 相互独立，所以我们可以利用“两个离散型随机变量相互独立的充分必要条件”。本题共有八个空要填，我们不妨设这八个空中填的是a
 ，b
 ，c
 ，d
 ，e
 ，f
 ，g
 ，h
 。即：


[image: ]




我们现在需要做的就是求出a
 ，b
 ，c
 ，d
 ，e
 ，f
 ，g
 ，h
 。

从表格中可以看出：


[image: ]





 P
 (X
 =x
 2
 ，Y
 =y
 3
 )=e



P
 (Y
 =y
 3
 )=h



P
 (X
 =x
 1
 )=c



P
 (X
 =x
 2
 )=f


由于P
 (Y
 =y
 1
 )=P
 (X
 =x
 1
 ，Y
 =y
 1
 )+P
 (X
 =x
 2
 ，Y
 =y
 1
 )，即[image: image]
 解得[image: image]
 。

由于X
 和Y
 相互独立，所以有P
 (X
 =x
 1
 ，Y
 =y
 1
 )=P
 (Y
 =y
 1
 )P
 (X
 =x
 1
 )即[image: image]
 解得[image: image]
 。

由　于　P
 (X
 =x
 1
 )=P
 (X
 =x
 1
 ，Y
 =y
 1
 )+P
 (X
 =x
 1
 ，Y
 =y
 2
 )+P
 (X
 =x
 1
 ，Y
 =y
 3
 )，即[image: image]
 解得[image: image]
 。

由于X
 和Y
 相互独立，所以有P
 (X
 =x
 1
 ，Y
 =y
 2
 )=P
 (X
 =x
 1
 )P
 (Y
 =y
 2
 )，即[image: image]
 ，解得[image: image]
 。

由于P
 (Y
 =y
 2
 )=P
 (X
 =x
 1
 ，Y
 =y
 2
 )+P
 (X
 =x
 2
 ，Y
 =y
 2
 )，即[image: image]
 解得[image: image]
 。

由于X
 和Y
 相互独立，所以有P
 (X
 =x
 2
 ，Y
 =y
 2
 )=P
 (X
 =x
 2
 )P
 (Y
 =y
 2
 )，即d
 =f
 ×g
 ，解得[image: image]
 （或由P
 (X
 =x
 1
 )+P
 (X
 =x
 2
 )=1即c
 +f
 =1，解得[image: image]
 )。

由于P
 (X
 =x
 2
 )=P
 (X
 =x
 2
 ，Y
 =y
 1
 )+P
 (X
 =x
 2
 ，Y
 =y
 2
 )+P
 (X
 =x
 2
 ，Y
 =y
 3
 )，即

[image: image]
 解得[image: image]
 。

由于P
 (Y
 =y
 3
 )=P
 (X
 =x
 1
 ，Y
 =y
 3
 )+P
 (X
 =x
 2
 ，Y
 =y
 3
 )，即h
 =b
 +e
 ，解得[image: image]
 （或由P
 (Y
 =y
 1
 +P
 (Y
 =y
 2
 +P
 (Y
 =y
 3
 =1即[image: image]
 解得[image: image]
 )。

好，现在a
 ，b
 ，c
 ，d
 ，e
 ，f
 ，g
 ，h
 我们已经都求出来了，可以开始填表了。



 [image: ]









考研题3.13
 　二维随机变量(X，Y
 )的联合分布律如下表，请判断X
 与Y
 是否相互独立。


[image: ]




解：由于二维随机变量(X，Y
 )的联合分布律是以表格而不是式子的形式给出的，所以说明X，Y
 均为离散型随机变量。

我们先求出两个边缘分布律。


[image: ]




好，由于X，Y
 均为离散型随机变量，所以我们可以利用本节所讲的“两个离散型随机变量X
 和Y
 相互独立的充要条件”来判断本题所给的两个随机变量X
 、Y
 是否相互独立。

由“两个离散型随机变量X
 和Y
 相互独立的充要条件”可知，若本题所给的随机变量X
 、Y
 相互独立的话，那么以下九个式子必然都成立。


 ①P
 (X
 =1，Y
 =1)=P
 (X
 =1)P
 (Y
 =1)

②P
 (X
 =1，Y
 =2)=P
 (X
 =1)P
 (Y
 =2)

③P
 (X
 =1，Y
 =3)=P
 (X
 =1)P
 (Y
 =3)

④P
 (X
 =2，Y
 =1)=P
 (X
 =2)P
 (Y
 =1)

⑤P
 (X
 =2，Y
 =2)=P
 (X
 =2)P
 (Y
 =2)

⑥P
 (X
 =2，Y
 =3)=P
 (X
 =2)P
 (Y
 =3)

⑦P
 (X
 =3，Y
 =1)=P
 (X
 =3)P
 (Y
 =1)

⑧P
 (X
 =3，Y
 =2)=P
 (X
 =3)P
 (Y
 =2)

⑨P
 (X
 =3，Y
 =3)=P
 (X
 =3)P
 (Y
 =3)

然而，很明显①式就不成立（因为[image: image]
 而[image: image]
 两者不相等），那剩下八个式子就不用验证了，X
 和Y
 肯定不是相互独立的。






考研题3.14
 　设二维随机变量(X，Y
 )的联合概率密度函数为[image: image]
 问随机变量X
 和随机变量Y
 是否相互独立。

解：由于本题所给的二维随机变量存在联合概率密度函数，所以X，Y
 均为连续型随机变量（这个结论要记住）。本题问的是“随机变量X
 和随机变量Y
 是否相互独立”，我们就利用本节所讲的“两个连续型随机变量X
 和Y
 相互独立的充要条件”来判断一下。

首先我们需要通过f
 (x，y
 )求出fX

 (x
 )和fY

 (y
 )，这正是本章房间303所讲的题型1。由于已知联合概率密度函数求边缘概率密度函数的题我们之前已经练过不少了，因此现在我就不写具体的过程了，直接给出fX

 (X
 )和fY

 (Y
 )。


[image: ]




好，接下来我们看看f
 (x，y
 )与fX

 (x
 )fY

 (y
 )相等还是不相等。若相等，则说明X
 和Y
 相互独立；若不相等，则说明X
 和Y
 不相互独立。


[image: ]





 显然f
 (x，y
 )≠fX

 (x
 )fY

 (y
 )，所以X
 和Y
 不相互独立。

3.7　房间307——两个随机变量函数的分布

第2章房间206的标题叫“随机变量函数的分布”，
 而本节的标题叫“两个随机变量函数的分布”。


在第2章的房间206中，我给大家讲了两种题型以及对应的解题方法，而本节我同样要给大家讲两种题型以及对应的解题方法。

3.7.1　第一种题型


已知两样东西，一是二维随机变量(X，Y
 )的联合概率密度函数f
 (x，y
 )，二是随机变量Z
 与X
 、Y
 的一个关系式，求随机变量Z
 的分布函数FZ

 (z
 )。






例．设二维随机变量(X，Y
 )的联合概率密度函数为[image: image]
 Z
 =2X
 -Y
 ，求Z
 的分布函数FZ

 (z
 )。

解：我们现在并不真正去做这道题，先判断一下本题属不属于第一种题型就可以了。

由于本题已知二维随机变量(X，Y
 )的联合概率密度函数f
 (x，y
 )，且已知随机变量Z
 与X
 、Y
 的一个关系式(Z
 =2X
 -Y
 )，求的是随机变量Z
 的分布函数。所以本题属于第一种题型。

说了那么多，我只是告诉了大家第一种题型长什么样。那么第一种题型的解题方法是什么呢？接下来要讲的就是第一种题型的解题方法。


第一种题型的解题方法分为以下两个步骤。



步骤1．根据联合概率密度函数f
 (x，y
 )中不为0的段的定义域，确定FZ

 (z
 )在什么区域为0、在什么区域为1、在什么区域需要用步骤2来求。



步骤2．利用[image: image]
 来求FZ

 (z
 )。


第一种题型的解题方法讲完了，不过讲得很抽象。所以为了让大家能够彻底明白，我们来看看相应的考研题。






 考研题3.15
 　设二维随机变量(X，Y
 )的联合概率密度函数为：


[image: ]





Z
 =X
 -Y
 ，试求随机变量Z
 的分布函数FZ

 (z
 )。

解：显然本题属于第一种题型，所以我们现在应该按照刚刚讲的两个步骤来做。


步骤1．根据联合概率密度函数f
 (x，y
 )中不为0的段的定义域，确定FZ

 (z
 )在什么区域为0、在什么区域为1、在什么区域需要用步骤2来求。


对于本题来说，[image: image]
 f
 (x，y
 )不为0的段是3x
 ，其定义域为0<x
 <1，0<y
 <x
 。所以我们现在把0<x
 <1，0<y
 <x
 换为0<X
 <1，0<Y
 <X
 ，看看Z
 的范围。

由于Z
 =X
 -Y
 ，所以很显然当0<X
 <1，0<Y
 <X
 时，Z
 的范围是0<Z
 <1。所以立刻有：


[image: ]




注意：

若Z
 的范围是a
 <Z
 <b
 ，则有[image: image]


若Z
 的范围是a
 ≤Z
 ≤b
 ，则有[image: image]


若Z
 的范围是Z
 >a
 ，则有[image: image]


若Z
 的范围是Z
 ≥a
 ，则有[image: image]


若Z
 的范围是Z
 <a
 ，则有[image: image]


若Z
 的范围是Z
 ≤a
 ，则有[image: image]



 现在大家应该明白为何对于本题来说，Z
 的范围是0<Z
 <1可以得到[image: image]
 了吧。

好，步骤1我们已经进行完了，下面我们进行步骤2。


步骤2．利用[image: image]
 来求FZ

 (z
 )。


对于本题来说，有：当0<z
 <1时，


[image: ]




看到这儿，大家应该会了吧。这正是本章房间304中所讲的“通过联合概率密度函数f
 (x，y
 )求概率”，用二重积分就可以了。接下来就纯是二重积分的计算问题了，属于高等数学中的知识。

计算过程如下：

首先我们要画出0<x
 <1，0<y
 <x
 的图，还要画出x
 -y
 ≤z
 的图，然后两个图取公共部分。

0<x
 <1，0<y
 <x
 的图很好画：


[image: ]




然而，x
 -y
 ≤z
 的图却不好画。这是因为z
 并不是一个定值，0<z
 <1，也就是说z
 在(0，1)中取任意值。因此x
 -y
 ≤z
 的图也将随着z
 取不同值而不同。例如：

当[image: image]
 时，x
 -y
 ≤z
 的图为：



 [image: ]




所以0<x
 <1，0<y
 <x
 的图与x
 -y
 ≤z
 的图的公共部分为：


[image: ]




当[image: image]
 时，x
 -y
 ≤z
 的图为：


[image: ]




所以0<x
 <1，0<y
 <x
 的图与x
 -y
 ≤z
 的图的公共部分为：



 [image: ]




以上我只是举了两个例子而已，实际上z
 不仅可以取[image: image]
 、[image: image]
 ，z
 可以取(0，1)中的任意值。通过我举的这两个例子，大家也应该能看出来，x
 -y
 ≤z
 的图会因为z
 取不同值而不同。但无论z
 在(0，1)中取哪个值，x
 -y
 ≤z
 的图与0<x
 <1，0<y
 <x
 的图的公共部分肯定是一个梯形（只不过该梯形的面积随着z
 取不同值而变化罢了）。明白了这一点后，我们就可以很容易的画出0<x
 <1，0<y
 <x
 的图与x
 -y
 ≤z
 的图的公共部分：


[image: ]




好，我们现在已经画完了，可以依照该图确定二重积分的上下限并计算了。


[image: ]




所以[image: image]


本题已经做完了。

我们再来看一道题。






 考研题3.16
 　设X
 和Y
 是两个相互独立的随机变量，且X
 ~U
 (0，1)，Y
 ~E
 (1)，Z
 =X
 +Y
 ，求Z
 的分布函数FZ

 (z
 )。

解：由于X
 ~U
 (0，1)，根据第2章房间205有：


[image: ]




由于Y
 ~E
 (1)，根据第2章房间205有：


[image: ]




又因为题中说X
 和Y
 是两个相互独立的随机变量，且X
 、Y
 都是连续型随机变量（我在第2章房间205中讲过：只有连续型随机变量可以服从均匀分布，只有连续型随机变量可以服从指数分布），所以我们可以使用本章房间306中所讲的“两个连续型随机变量相互独立的充要条件（即f
 (x，y
 )=fX

 (x
 )fY

 (y
 )）”。所以有：


[image: ]




好，现在f
 (x，y
 )已经求出来了。等于说我们现在是已知f
 (x，y
 )且已知Z
 与X
 、Y
 的一个关系式（Z
 =X
 +Y
 ），求的是随机变量Z
 的分布函数，所以本题属于第一种题型，所以我们现在应该按照刚刚讲的两个步骤来做。


步骤1．根据联合概率密度函数f
 (x，y
 )中不为0的段的定义域，确定FZ

 (z
 )在什么区域为0、在什么区域为1、在什么区域需要用步骤2来求。


对于本题来说，[image: image]
 f
 (x，y
 )不为0的段是e
 -y

 ，其定义域为0<x
 <1，y
 >0。所以我们现在把0<x
 <1，y
 >0换为0<X
 <1，Y
 >0看看Z
 的范围。

由于Z
 =X
 +Y
 ，所以很显然当0<X
 <1，Y
 >0时，Z
 的范围是Z
 >0。所以立刻有：


[image: ]




好，步骤1我们已经进行完了，下面我们进行步骤2。


步骤2．利用[image: image]
 来求FZ

 (z
 )。


对于本题来说，有：当z
 >0时：


[image: ]





 看到这儿，大家应该会了吧。这正是本章房间304中所讲的“通过联合概率密度函数f
 (x，y
 )求概率”，用二重积分就可以了。接下来就纯是二重积分的计算问题了，属于高等数学中的知识。

计算过程如下：

首先我们要画出0<x
 <1，y
 >0的图，还要画出x
 +y
 ≤z
 的图，然后两个图取公共部分。0<x
 <1，y
 >0的图很好画：


[image: ]




然而，x
 +y
 ≤z
 的图却不好画。这是因为z
 并不是一个定值，z
 >0，也就是说z
 可以在(0，+∞)中取任意值，因此x
 +y
 ≤z
 的图也将随着z
 取不同值而不同。例如：

当[image: image]
 时，x
 +y
 ≤z
 的图为：


[image: ]




所以0<x
 <1，y
 >0的图与x
 +y
 ≤z
 的图的公共部分为：



 [image: ]




当[image: image]
 时，x
 +y
 ≤z
 的图为：


[image: ]




所以0<x
 <1，y
 >0的图与x
 +y
 ≤z
 的图的公共部分为：



 [image: ]




当z
 =2时，x
 +y
 ≤z
 的图为：


[image: ]




所以0<x
 <1，y
 >0的图与x
 +y
 ≤z
 的图的公共部分为：



 [image: ]




当z
 =3时，x
 +y
 ≤z
 的图为：


[image: ]




所以0<x
 <1，y
 >0的图与x
 +y
 ≤z
 的图的公共部分为：



 [image: ]




以上我只是随便举了四个例子而已，实际上z
 不止可以取[image: image]
 、[image: image]
 、2、3，z
 可以取(0，+∞)中的任意值。但无论如何，总有：当z
 在(0，1]中取值时，x
 +y
 [image: image]
 z
 的图与0<x
 <1，y
 >0的图的公共部分必是一个三角形；当z
 在(1，+∞)中取值时，x
 +y
 ≤z
 的图与0<x
 <1，y
 >0的图的公共部分必是一个梯形。明白了这一点后，我们就可以很容易地画出0<x
 <1，y
 >0的图与x
 +y
 ≤z
 的图的公共部分：


情况1．当0<z
 ≤1时，0<x
 <1，y
 >0的图与x
 +y
 ≤z
 的图的公共部分为：



[image: ]




现在我们依照该图确定二重积分的上下限并计算。


[image: ]





 情况2．当z
 >1时，0<x
 <1，y
 >0的图与x
 +y
 ≤z
 的图的公共部分为：



[image: ]




现在我们依照该图确定二重积分的上下限并计算。


[image: ]




本题已经做完了。


本题与上一道题的共同点在于：都属于本节所讲的题型1，所以解这两道题的方法都是利用题型1的解题方法的两个步骤。



本题与上一道题的不同点在于：本题在进行步骤2时需要分类讨论，而上一道题则不用（这是因为在上一道题中，当0<z
 <1时，x
 -y
 ≤z
 的图与0<x
 <1，0<y
 <x
 的图的公共部分肯定是一个梯形，而本题则不同。本题中当z
 >0时，x
 +y
 ≤z
 的图与0<x
 <1，y
 >0的图的公共部分有可能是梯形也有可能是三角形，所以需要分类讨论。大家记住，以后凡是遇到这种情况就必须分类讨论）。


在本节的开头，我和大家说过，本节我将要给大家讲两种题型以及对应的解题方法。现在第一种题型已经给大家讲完了，接下来要给大家讲的是第二种题型及对应的解题方法。

3.7.2　第二种题型


已知两样东西，一是二维随机变量(X
 ，Y
 )的联合概率密度函数f
 (x
 ，y
 )，二是随机变量Z
 与X
 、Y
 的一个关系式，求随机变量Z
 的概率密度函数F
 z
 (z
 )。



 第二种题型和第一种题型的区别仅仅在于所问的问题不同。第一种题型所问的问题是分布函数，第二种题型所问的问题是概率密度函数。



所以第二种题型的解题方法是：先按第一种题型的解题方法求出Fz

 (z
 )，然后Fz

 (z
 )对z
 求导即得fz

 (z
 )。







考研题3.17
 　设二维随机变量(X
 ，Y
 )的联合概率密度函数为：


[image: ]





Z
 =2X
 -Y
 ，求随机变量Z
 的概率密度函数Fz

 (z
 )。

解：由于本题已知随机变量(X
 ，Y
 )的联合概率密度函数f
 (x
 ，y
 )，且已知随机变量Z
 与X
 、Y
 的一个关系式（Z
 =2X
 -Y
 ），求的是随机变量Z
 的概率密度函数。所以本题属于第二种题型。

好，我们已经确定本题属于第二种题型，所以我们现在应该按照第二种题型的解题方法来做本题（即按照第一种题型的解题方法求出Fz

 (z
 )，然后Fz

 (z
 )对z
 求导即得fz

 (z
 )）。

按照第一种题型的解题方法求出[image: image]
 （过程省略）


[image: ]




3.8　房间308——χ
 2
 分布、t
 分布、F
 分布

其实本节的内容按理来说应该在第6章（数理统计的基本概念）中讲，之所以现在讲，主要是考虑到本节的内容涉及到正态分布以及随机变量的独立性。正态分布是不久前在第2章讲的，随机变量的独立性是在本章讲的，所以我就趁热打铁了。

3.8.1　χ
 2
 （读作“kài方”）分布


设随机变量X
 1
 ，X
 2
 ，…，Xn

 相互独立且均服从N
 (0，1)，则称[image: image]
 服从自由度为n的χ2

 分布，记作[image: image]




 例1．设随机变量X
 ，Y
 ，Z
 相互独立，且有X
 ~N
 (0，1)、Y
 ~N
 (0，1)、Z
 ~N
 (0，1)，问X
 2
 +Y
 2
 +Z
 2
 服从什么分布？

解：由刚刚讲完的知识点可知，X
 2
 +Y
 2
 +Z
 2
 服从自由度为3的χ2

 分布，记作X
 2
 +Y
 2
 +Z
 2
 ~χ
 2
 (3)。





例2．设随机变量X
 、Y
 、Z
 相互独立，且有X
 ~N
 (0，1)、Y
 ~N
 (0，4)、Z
 ~N
 (0，16)，问[image: image]
 服从什么分布？

解：在第2章的房间205中，我曾给大家讲过以下这个知识点：若X
 ~N
 (μ
 ，σ
 2
 )，则[image: image]


本题我们就要利用这个知识点。所以有[image: image]
 即[image: image]
 [image: image]
 即[image: image]


好，由于题中说X
 、Y
 、Z
 相互独立，所以X
 、[image: image]
 、[image: image]
 相互独立。

终于大功告成了。由于X
 、[image: image]
 、[image: image]
 相互独立，且X
 、[image: image]
 、[image: image]
 均服从N
 (0，1)，所以[image: image]
 服从自由度为3的χ
 2
 分布，记作[image: image]







考研题3.18
 　设随机变量X
 1
 、X
 2
 、…、Xn

 相互独立且均服从N
 (0，4)，若已知[image: image]
 服从自由度为m
 的χ
 2
 分布，求a，b，c，d，m
 。

解：在正式讲解这道题之前，我先来给大家讲一个定理：若[image: image]
 ，[image: image]
 且X
 1
 、X
 2
 、…、Xn

 相互独立，则:


[image: ]




好，现在我们正式开始做本题。

由第2章房间205知识点“若X
 ~N
 (μ
 ，σ
 2
 )，则[image: image]
 ”可知[image: image]
 即[image: image]


由刚刚讲的定理可知X
 2
 +X
 3
 ~N
 (0，8)。由第2章房间205中的相同知识点可知
 [image: image]
 即[image: image]


由刚刚讲的定理可知X
 4
 +X
 5
 +X
 6
 ~N
 (0，12)。还是由房间205中的相同知识点可知[image: image]
 即[image: image]


由刚刚讲的定理可知X
 7
 +X
 8
 +X
 9
 +X
 10
 ~N
 (0，16)。由第2章房间205中的相同知识点可知[image: image]
 即[image: image]


好，由于题中说X
 1
 、X
 2
 、…、X
 10
 相互独立，所以[image: image]
 [image: image]
 相互独立。有些同学对此表示不理解，不明白为何X
 1
 、X
 2
 、…、X
 10
 相互独立能推出[image: image]
 相互独立。这个问题很容易解答。之所以X
 1
 、X
 2
 、…、X
 10
 相互独立能推出[image: image]
 [image: image]
 相互独立，是因为以下两条同时满足：

第一条：[image: image]
 这四者中的任意两者中所出现的随机变量没有重叠（如[image: image]
 这四者中的[image: image]
 中出现了重叠随机变量X
 4
 ，所以[image: image]
 [image: image]
 不是相互独立的）。

第二条：[image: image]
 这四者中共出现了十个随机变量，而题中说了这十个随机变量是相互独立的。

正是由于以上的第一条和第二条同时满足，所以[image: image]
 [image: image]
 四者是相互独立的。现在大家明白了吧，而且我相信上一道题中的X
 、Y
 、Z
 相互独立能推出X
 、[image: image]
 、[image: image]
 相互独立的原因大家此刻应该也明白了吧。

终于大功告成了。由于[image: image]
 相互独立，且均服从N
 (0，1)，所以有：


 [image: image]
 服从自由度为4的χ
 2
 分布，即：

[image: image]
 服从自由度为4的χ
 2
 分布。

而题中说“[image: image]
 服从自由度为m
 的χ
 2
 分布”，所以立刻有[image: ]


3.8.2　t
 分布


设随机变量X
 和Y
 相互独立，且X
 ~N
 (0，1)，Y
 ~χ
 2
 (n
 )，则称[image: image]
 服从自由度为n
 的t
 分布，记作[image: ]



例．设随机变量X
 ~N
 (0，1)，随机变量Y
 与随机变量X
 相互独立，且Y
 ~χ
 2
 (4)，问[image: image]
 服从什么分布？

解：由于Y
 ~χ
 2
 (4)，X
 ~N
 (0，1)，且随机变量Y
 与随机变量X
 相互独立，则由刚刚讲完的知识点可得[image: image]
 服从自由度为4的t
 分布，记作[image: image]







考研题3.19
 　设X
 ~N
 (0，9)，Y
 ~N
 (0，9)，且X
 与Y
 相互独立。X
 1
 、X
 2
 、…、X
 9
 是来自总体X
 的样本，Y
 1
 、Y
 2
 、…、Y
 9
 是来自总体Y
 的样本，问[image: image]
 服从什么分布？

解：本题中出现了“样本”两字，这是大家以前从来没遇到过的，所以我先来告诉大家三条与“样本”有关的结论，请大家务必要记住。


第一条结论：来自同一总体的若干样本相互独立。


对于本题来说就是：X
 1
 、X
 2
 、…、X
 9
 相互独立；Y
 1
 、Y
 2
 、…、Y
 9
 相互独立。


第二条结论：样本与总体同分布。



 对于本题来说就是：

由于X
 ~N
 (0，9)，而X
 1
 、X
 2
 、…、X
 9
 是来自总体X
 的样本，所以有X
 1
 ~N
 (0，9)、X
 2
 ~N
 (0，9)、…、X
 9
 ~N
 (0，9)；

由于Y
 ~N
 (0，9)，而Y
 1
 、Y
 2
 、…、Y
 9
 是来自总体Y
 的样本，所以有Y
 1
 ~N
 (0，9)、Y
 2
 ~N
 (0，9)、…、Y
 9
 ~N
 (0，9)。


第三条结论：若总体X
 与总体Y
 是相互独立的，则从总体X
 中拿出m
 个样本，从总体Y
 中拿出n
 个样本，则这m
 +n
 个样本相互独立。


对于本题来说就是：

由于X
 1
 、X
 2
 、…、X
 9
 是从总体X
 中拿出的样本，而Y
 1
 、Y
 2
 、…、Y
 9
 是从总体Y
 中拿出的样本，而题中说总体X
 与总体Y
 是相互独立的，所以有X
 1
 、X
 2
 、…、X
 9
 、Y
 1
 、Y
 2
 、…、Y
 9
 相互独立。

好，我们现在看一下本题的问题，本题问的是[image: image]
 服从什么分布。也就是说，本题问的是[image: image]
 服从什么分布。

由于X
 1
 、X
 2
 、…、X
 9
 相互独立，根据考研题3.18中讲的定理可知：X
 1
 +X
 2
 +…+X
 9
 ~N
 (0，81)

由第2章房间205中的知识点“若X
 ~N
 (μ
 ，σ
 2
 )，则[image: image]
 ”可知[image: image]
 ，即[image: image]
 ”

设[image: image]
 则有A
 ~N
 (0，1)。

由于Y
 1
 ~N
 (0，9)，所以由第2章房间205中相同知识点可知[image: image]
 即[image: ]


同理可得[image: image]
 、[image: image]
 、…、[image: image]
 均服从N
 (0，1)。

由于[image: image]
 、[image: image]
 、…、[image: image]
 相互独立且均服从N
 (0，1)，所以有：

[image: image]
 服从自由度为9的χ
 2
 分布。


 即[image: image]


设[image: image]


现在我们将[image: image]
 的分子分母同时除以9，得：


[image: ]




由于A
 ~N
 (0，1)，B
 ~χ
 2
 (9)，且A
 、B
 相互独立，所以[image: image]
 服从自由度为9的t
 分布。

3.8.3　F
 分布


设随机变量X
 和随机变量Y
 相互独立，且X
 ~χ
 2
 (n
 1
 )，Y
 ~χ
 2
 (n
 2
 )，则称[image: image]
 服从自由度为(n
 1
 ，n
 2
 )的F
 分布，记作[image: image]








考研题3.20
 　设随机变量X
 ~t
 (n
 )，求[image: image]
 服从什么分布。

解：由于X
 ~t
 (n
 )，所以有[image: image]
 其中U
 ~N
 (0，1)，V
 ~χ
 2
 (n
 )。由于[image: image]
 
 所以[image: image]
 而[image: image]
 所以[image: image]
 因为U
 ~N
 (0，1)，所以U
 2
 ~χ
 2
 (1)。

由于U
 2
 ~χ
 2
 (1)，V
 ~χ
 2
 (n
 )，所以[image: image]


3.9　小结

现在我们已经拥有一幢三层小楼了，请看：


[image: ]




本章和上一章的共同点在于：都涉及到分布律、分布函数、概率密度函数等知识。


 本章和上一章的不同点在于：本章研究的是二维随机变量，而上一章研究的是一维随机变量。也正因为如此，才有了“联合”、“边缘”、“条件”等修饰语。

本章的篇幅虽然不算太长，但是本章却是本书中最重要的一章，每年考研数学概率论与数理统计部分的大题几乎都与本章相关，所以请大家务必要重视本章所讲的内容。

3.10　练习题

一、选择题

1．设随机变量Xi

 的分布律为：


[image: ]




且满足P
 (X
 1
 X
 2
 =0)=1，则P
 (X
 1
 =X
 2
 )等于:

(A)0

(B)[image: image]


(C)[image: image]


(D)1

解：由题意可知二维随机变量(X
 1
 ，X
 2
 )关于X
 1
 的边缘分布律为：


[image: ]




由题意可知二维随机变量(X
 1
 ，X
 2
 )关于X
 2
 的边缘分布律为：


[image: ]




由于题中说P
 (X
 1
 X
 2
 =0)=1，而P
 (X
 1
 X
 2
 =0)+P
 (X
 1
 X
 2
 ≠0)=1，所以有P
 (X
 1
 X
 2
 ≠0)，由此我们可以写出二维随机变量(X
 1
 ，X
 2
 )的联合分布律中的部分数值。



 [image: ]




好，现在我们把以上三个表格写在一起。


[image: ]




从以上表格可以看出：


d
 +0+0=[image: image]
 （第二行）


e
 +0+0=[image: image]
 （第三行）


b
 +0+0=[image: image]
 （第二行）


c
 +0+0=[image: image]
 （第三行）

解得[image: image]



 又因为：


a
 +b
 +c
 [image: image]
 （第一行）

解得a
 =0

所以：


[image: ]




我们现在来看本题的问题，本题问的是P
 (X
 1
 =X
 2
 )。


P
 (X
 1
 =X
 2
 )=P
 (X
 1
 =0，X
 2
 =0)+P
 (X
 1
 =1，X
 2
 =1)+P
 (X
 1
 =2，X
 2
 =2)=0，所以本题选择（A）选项。

答案：（A）。

2．设随机变量X
 ~U
 [0，2]，而Y
 =min(1，X
 )，则随机变量Y
 的分布函数FY

 (y
 )是：


[image: ]




解：由于题中说X
 ~U
 [0，2]，所以立刻有[image: image]



 本题让求FY

 (y
 )。由分布函数的定义，有：


[image: ]




由于题中说Y
 =min(1，X
 )，所以有：


[image: ]




①式、②式相结合，有：


[image: ]




大家知道min(1，X
 )是什么意思吧？min(1，X
 )指的是“1和X
 两者之中小的那个”，那么min(1，X
 )≤y
 的意思又是什么呢？min(1，X
 )≤y
 指的是“1和X
 两者之中小的那个小于等于y
 ”，现在大家明白min(1，X
 )≤y
 的意思了吧。

那么现在我问一个问题，min(1，X
 )≤y
 到底是改写成1≤y
 还是改写成X
 ≤y
 ？这个问题的答案是：若1比X
 大，则min(1，X
 )≤y
 改写成X
 ≤y
 ；若X
 比1大，则min(1，X
 )≤y
 改写成1≤y
 。

可是现在我们并不知道X
 和1到底谁小谁大，所以我们既不能将min(1，X
 )≤y
 改写成X
 ≤y
 ，也不能将min(1，X
 )≤y
 改写成1≤y
 ，而是应该将min(1，X
 )≤y
 改写成X
 ≤y
 ∪1≤y
 ，所以③式可以变为：


[image: ]




当y
 <0时，④式可化为：


[image: ]




当0≤y
 <1时，④式可化为：


[image: ]




当y
 ≥1时，④式可化为：


FY

 (y
 )=P
 (X
 ≤y
 UΩ)=P
 (Ω)=1

综上所述，有[image: image]


答案：（D）。


 二、填空题

1．设二维随机变量(X
 ，Y
 )在D
 上服从均匀分布，D
 是曲线y
 =x
 与y
 =x
 2
 所围的区域，则二维随机变量(X
 ，Y
 )关于X
 的边缘概率密度函数fx

 (x
 )=________。

解：曲线y
 =x
 与y
 =x
 2
 所围的区域如下：


[image: ]




由本章房间305所讲的知识可得：


[image: ]




好，现在“已知f
 (x，y
 )，求fx

 (x
 )”，这正是本章房间303中所讲的题型1，所以我
 们应该按照题型1的解题方法的两个步骤来做。


步骤1．确定边缘概率密度函数不为0的段的定义域


我们先将fx

 (x
 )写成[image: image]
 然后现在我们需要做的就是在平面直角坐标系中画出联合概率密度函数f
 (x，y
 )不为0的段的定义域并涂上阴影。

[image: image]
 不为0的段是6，不为0的段的定义域是0≤x
 ≤1，x
 2
 ≤y
 ≤x
 。0≤x
 ≤1，x
 2
 ≤y
 ≤x
 的图为：


[image: ]




从这个图中我们可以很明显看出，阴影区域中的x
 的最大值为1，最小值为0，所以有0<x
 <1，所以有：


[image: ]




好，步骤1我们已经完成了，接下来我们进行步骤2，也就是算出[image: image]



步骤2．计算


首先，我们需要在刚刚画出的图中再画一条与y
 轴平行且和阴影区域相交的直线。



 [image: ]





[image: ]





[image: ]





 大家看见了吧，这条直线有很多种画法，但无论哪种画法，这条与y
 轴平行的直线在阴影区域中的部分肯定是一条线段。这条线段上的y
 的最大值肯定是在B点取到，最小值肯定是在A点取到（当然，从图中我们可以很明显地看出：由于这条直线有很多种画法，所以B点的纵坐标y
 和A点的纵坐标y
 均不是定值）。那么我们只需要求出B点和A点的纵坐标y
 就可以了。很显然，B点的纵坐标y
 =x
 ，A点的纵坐标y
 =x
 2
 。好，大功告成了，所以有[image: image]


接下来我们需要做的就是将[image: image]
 的被积函数f
 (x
 ，y
 )显化为其不为0的段。本题f
 (x
 ，y
 )不为0的段是6，所以有：[image: ]


最后就剩下纯计算了。


[image: ]




所以[image: image]


2．设随机变量X
 和Y
 相互独立，X
 在区间(0，2)上服从均匀分布，Y
 服从参数为1的指数分布，则概率P
 (X
 +Y
 >1)=_______。

解：由于X
 ~U
 (0，2)，所以有：[image: image]


由于Y
 ~E
 (1)，所以有：[image: image]


由于X
 和Y
 相互独立，所以有：


[image: ]




好，我们现在是“已知f
 (x
 ，y
 )，求P
 （既含X
 又含Y
 ）”，这正是本章房间304中所讲的题型，所以我们应该按照该题型的解题方法来做。

[image: image]
 接下来我们只需要把这个二重积分计算出来就可以了。也就是说，接下来要进行的是纯二重积分计算了，与概率论学科无关了，都是高等数学学科中的知识。


 步骤1．画图


对于本题而言，由于[image: image]
 且求的是P
 (X
 +Y
 >1)，所以我们要画出x
 +y
 >1的图，还要画出0<x
 <2，y
 >0的图，然后两个图取公共部分。


x
 +y
 >1的图为：


[image: ]




0<x
 <2，y
 >0的图为：


[image: ]




所以，x
 +y
 >1的图和0<x
 <2，y
 >0的图的公共部分为：



 [image: ]





步骤2．根据步骤1的图确定积分上下限并将f
 (x
 ，y
 )显化成不为0的段


对于本题而言，就是：[image: image]



步骤3．计算


对于本题而言，就是要计算[image: image]



[image: ]




三、解答题

已知二维离散型随机变量(X
 ，Y
 )的联合分布律为：


[image: ]




求常数a
 和b
 的值，使得随机变量X
 和Y
 相互独立。

解：我们先求出二维随机变量(X
 ，Y
 )关于X
 、Y
 的边缘分布律。



 [image: ]




本题问的是“求常数a
 和b
 的值，使得随机变量X
 和Y
 相互独立”，我们可以将此问题改为“已知随机变量X
 和Y
 相互独立，求常数a
 和b
 的值”。

由本章房间306所讲的“两个离散型随机变量相互独立的充分必要条件”可知：


[image: ]




又由于联合分布律中的所有概率之和必为1，所以有：


[image: ]




本题就做完了。

值得注意的是，X
 和Y
 相互独立并不是只能推出P
 (X
 =0，Y
 =1)=P
 (X
 =0)P
 (Y
 =1)这一个式子，而是能推出以下六个式子：


P
 (X
 =0，Y
 =0)=P
 (X
 =0)P
 (Y
 =0)


P
 (X
 =0，Y
 =1)=P
 (X
 =0)P
 (Y
 =1)


P
 (X
 =0，Y
 =2)=P
 (X
 =0)P
 (Y
 =2)


P
 (X
 =1，Y
 =0)=P
 (X
 =1)P
 (Y
 =0)


P
 (X
 =1，Y
 =1)=P
 (X
 =1)P
 (Y
 =1)


P
 (X
 =1，Y
 =2)=P
 (X
 =1)P
 (Y
 =2)

之所以我只写了P
 (X
 =0，Y
 =1)=P
 (X
 =0)P
 (Y
 =1)这一个式子，是因为通过这一个式子就已经可以求出a
 了。



 [image: ]









 第4章　第四层——随机变量的数字特征


[image: ]





本章与上一章一样，没有砖只有房间。本章的结构非常清晰，就讲四个知识点：数学期望、方差、协方差、相关系数。







 4.1　房间401——数学期望的基本计算方法

本节的标题是“数学期望的基本计算方法”，所以按说
 我至少应该先给大家讲一下什么叫数学期望，也就是数学期望的定义。


但是实际上，
 我并不给大家讲数学期望的定义。这是为什么呢？因为考研中从不考数学期望的定义，而且数学期望的定义中涉及到了高等数学学科中的无穷级数和反常积分。所以如果讲的话，对于高等数学不好的同学来说未必能看懂。既然如此，何必多此一举呢？


所以我不给大家讲数学期望的定义，而是直接给大家讲数学期望的基本计算方法。


考研中涉及到的需要利用数学期望的基本计算方法来计算数学期望的题型共有四类。

4.1.1　题型1


已知某离散型随机变量X
 的分布律P
 (X
 =xk

 )=pk

 ，k
 =1，2，…，求随机变量X
 的数学期望E
 (X
 )。



题型1的解题方法：[image: image]



例1．已知某离散型随机变量X
 的分布律为：


[image: ]




求离散型随机变量X
 的数学期望E
 (X
 )。

解：E
 (X
 )=1×0.2+3×0.3+5×0.5=0.2+0.9+2.5=3.6

例2．已知某离散型随机变量X
 的分布律为：


[image: ]




求离散型随机变量X
 的数学期望E
 (X
 )。

解：E
 (X
 )=1×0.1+2×0.2+3×0.4+4×0.2+5×0.1



 [image: ]




4.1.2　题型2


已知某离散型随机变量X
 的分布律P
 (X
 =xk

 )=pk

 ，k
 =1，2，…，Y
 =g
 (X
 )，求随机变量Y
 的数学期望E
 (Y
 )。



题型2的解题方法：[image: image]








考研题4.1
 　设随机变量X
 的分布律为：


[image: ]





Y
 =X
 2
 ，求随机变量Y
 的数学期望E
 (Y
 )。

解：


[image: ]









考研题4.2
 　设随机变量X
 的分布律为：


[image: ]





Y
 =2X
 +5，求随机变量Y
 的数学期望E
 (Y
 )。


[image: ]





 4.1.3　题型3


已知某连续型随机变量X
 的概率密度函数f
 (x
 )，求随机变量X
 的数学期望E
 (X
 )。



题型3的解题方法：[image: image]








考研题4.3
 　设随机变量X
 的概率密度函数[image: image]
 求随机变量X
 的数学期望E
 (X
 )。

解：[image: image]


接下来我们只要把以上这个积分计算出来就可以了。也就是说，接下来要进行的是纯计算，只与“高等数学”有关，而与“概率论与数理统计”无关了。


方法1：



[image: ]






 [image: ]






 [image: ]




所以[image: image]
 即E
 (X
 )=0


方法2:






设[image: image]
 的被积函数为P
 (x
 )，即[image: image]
 由于[image: image]
 所以P
 (x
 )在x
 =0处连续。而当x
 >0、x
 <0时，P
 (x
 )均为初等函数，所以P
 (x
 )在(0，+∞)、（-∞，0)上也连续。所以P
 (x
 )在(-∞，+∞)上连续。

又因为[image: image]
 而[image: image]
 两者相等，加之P
 (x
 )的定义域(-∞，+∞)关于原点对称，所以P
 (x
 )在(-∞，+∞)上为奇函数。

又因为[image: image]
 这说明[image: image]
 收敛。

综上所述，有：

（1）P
 (x
 )在(-∞，+∞)上连续；


 （2）P
 (x
 )在(-∞，+∞)上为奇函数；

（3）[image: image]
 收敛。

所以根据对称性可得[image: image]
 即E
 (X
 )=0。

本题虽然篇幅较长，但长是长在积分计算上，涉及到概率论的就一个公式而已。






考研题4.4
 　设随机变量X
 的概率密度函数为[image: image]
 求随机变量X
 的数学期望E
 (X
 )。

解：[image: image]


接下来我们只要把以上这个积分计算出来就可以了。也就是说，接下来要进行的是纯计算，只与“高等数学”有关，而与“概率论与数理统计”无关了。


[image: ]






 [image: ]




4.1.4　题型4


已知某连续型随机变量X
 的概率密度函数f
 (x
 )，Y
 =g
 (x
 )，求随机变量Y
 的数学期望E
 (Y
 )。



题型4的解题方法：[image: image]








考研题4.5
 　已知随机变量X
 的概率密度函数为：


[image: ]





Y
 =2X
 +5，求随机变量Y
 的数学期望E
 (Y
 )。

解：[image: image]


接下来我们只要把以上这个积分计算出来就可以了。


[image: ]






 [image: ]




4.2　房间402——数学期望的性质

上一节给大家讲的是数学期望的基本计算方法，考研中除了考查数学期望的基本计算方法之外，还考查数学期望的性质。

数学期望具有以下五条性质：


性质1



设c
 是常数，则有E
 (c
 )=c
 。


例．求E
 (3)，E
 (5)。

解：由于3是常数，所以E
 (3)=3；由于5是常数，所以E
 (5)=5。


性质2



设X
 是随机变量，c
 是常数，则有E
 (cX
 )=cE
 (X
 )。


例1．已知随机变量X
 的数学期望E
 (X
 )=2，求E
 (3X
 )。

解：E
 (3X
 )=3E
 (X
 )=3×2=6





例2．已知随机变量X
 的数学期望E
 (X
 )=3，求E
 (4X
 )。

解：E
 (4X
 )=4E
 (X
 )=4×3=12


性质3



设X
 是随机变量，a
 ，b
 为常数，则有E
 (aX
 +b
 )=aE
 (X
 )+b
 。



 例1．已知随机变量X
 的数学期望E
 (X
 )=2，求E
 (3X
 +4)。

解：E
 (3X
 +4)=3E
 (X
 )+4=3×2+4=10





例2．已知随机变量X
 的数学期望E
 (X
 )=3，求E
 (5X
 +8)。

解：E
 (5X
 +8)=5E
 (X
 )+8=5×3+8=23


性质4



设X
 1
 ，X
 2
 ，…，Xn

 是随机变量，c
 1
 ，c
 2
 ，…，cn

 为常数，则有：



E
 (c1
 X1

 ±c2
 X2

 ±…±cn
 Xn

 )=c1
 E
 (X1

 )±c2
 E
 (X
 2
 )±…±cn
 E
 (Xn

 )。

例1．已知随机变量X
 1
 的数学期望E
 (X
 1
 )=2，随机变量X
 2
 的数学期望E
 (X
 2
 )=3，求E
 (4X
 1+5X
 2
 )。

解：E
 (4X
 1
 +5X
 2
 )=4E
 (X
 1
 )+5E
 (X
 2
 )=4×2+5×3=8+15=23

例2．已知随机变量X
 1
 的数学期望E
 (X
 1
 )=2，随机变量X
 2
 的数学期望E
 (X
 2
 )=3，随机变量X
 3
 的数学期望E
 (X
 3
 )=6，求E
 (2X
 1
 -3X
 2
 +4X
 3
 )。


[image: ]









考研题4.6
 　将一个骰子独立抛掷三次，求这三次出现的点数之和的数学期望。

解：本题有两种解法。解法1是完全利用上一节所讲的“数学期望的基本计算方法”来求数学期望，解法2是利用本章所讲的“数学期望的性质”。

接下来我要把这两种解法都写出来，大家一会儿看完后就会发现：使用数学期望的性质来解题将会大大降低计算的难度。


解法1：


本题问的是“这三次出现的点数之和的数学期望”，所以我们不妨设“这三次出现的点数之和”为随机变量X
 ，则本题的问题可以被翻译为“求随机变量X
 的数学期望E
 (X
 )”。

由题意可知，随机变量X
 的可能取值只有十六个：3、4、5、6、7、8、9、10、11、
 12、13、14、15、16、17、18，所以随机变量X
 是离散型随机变量。也就是说，我们现在是要求出离散型随机变量X
 的数学期望E
 (X
 )。

由上一节（也就是房间401）中所讲的题型1可知，只要知道了离散型随机变量X
 的分布律，就可以求出X
 的数学期望E
 (X
 )。所以，我们现在需要做的是写出离散型随机变量X
 的分布律。


[image: ]




也就是说，我们现在需要求出p
 1
 、p
 2
 、p
 3
 、p
 4
 、p
 5
 、p
 6
 、p
 7
 、p
 8
 、p
 9
 、p
 10
 、p
 11
 、p
 12
 、p
 13
 、p
 14
 、p
 15
 、p
 16
 ，然后利用：


E
 (X
 )=3 p
 1
 +4p
 2
 +5p
 3
 +6p
 4
 +7p
 5
 +8p
 6
 +9p
 7
 +10p
 8
 +11p
 9
 +12p
 10
 +13p
 11
 +14p
 12
 +15p
 13
 +16p
 14
 +17p
 15
 +18p
 16
 来求出E
 (X
 )。

那我们先来求p
 1
 吧。p
 1
 指的是X
 =3的概率，也就是三次出现的点数之和等于3的概率。我们知道，要想三次出现的点数之和等于3，除非这三次出现的全是1。每次出现1的概率是[image: image]
 ，所以三次全出现1的概率是[image: image]
 即[image: image]
 。

我们再来求p
 2
 。p
 2
 指的是X
 =4的概率，也就是三次出现的点数之和等于4的概率。我们知道，要想三次出现的点数之和等于4，除非这三次中出现两次1、一次2。这时有的同学就想了：由于每次出现1的概率是[image: image]
 ，每次出现2的概率也是[image: image]
 ，所以三次中出现两次1、一次2的概率是[image: image]
 这种想法是错误的，因为忽略了顺序。也就是说，要想三次出现的点数之和等于4，除非这三次中出现两次1、一次2这是毫无疑问的。但是，到底是这三次中的哪两次出现的是1、哪一次出现的是2可就不一定了。共有三种顺序：211、112、121。所以三次中出现两次1、一次2的概率是[image: image]
 即[image: image]
 （注意，刚刚在算p
 1
 时我们并非不用考虑顺序，只是三次全出现1只有一种顺序：111）。

我们再来求p
 3
 。p
 3
 指的是X
 =5的概率，也就是三次出现的点数之和等于5的概率。我们知道，要想三次出现的点数之和等于5，要么就是出现两次1、一次3，要么就是出现两次2、一次1（注意：这和X
 =3、X
 =4不同了，X
 =3只可能是三次全是1，X
 =4只可能是两次1、一次2，可现在这X
 =5可要分类了）。而两次1、一次3又有三种顺序：
 以：


[image: ]




接下来我就不继续算了。大家发现了吧，非常麻烦，而且越往后算越麻烦。在此我只给出最后答案E
 (X
 )=10.5。

接下来我们用解法2来做，也就是使用本节所讲的数学期望的性质来做。大家看完后就会发现，计算量大大减少了。


解法2：


本题问的是“这三次出现的点数之和的数学期望”，这次我们换一种设法，我们设第一次出现的点数为随机变量X
 1
 ，设第二次出现的点数为随机变量X
 2
 ，设第三次出现的点数为随机变量X
 3
 ，则“这三次出现的点数之和”为X
 1
 +X
 2
 +X
 3
 ，则本题的问题可以被翻译为“求E
 (X
 1
 +X
 2
 +X
 3
 )”。

由本节所讲的性质4可得：


E
 (X
 1
 +X
 2
 +X
 3
 )=E
 (X
 1
 )+E
 (X
 2
 )+E
 (X
 3
 )

接下来我们只需分别算出E
 (X
 1
 ）、E
 (X
 2
 )，E
 (X
 3
 )，然后把它们加起来即得E
 (X
 1
 +X
 2
 +X
 3
 )。至于到底如何算E
 (X
 1
 ）、E
 (X
 2
 )，E
 (X
 3
 )，我们仍然是利用上一节（也就是房间401）中所讲的题型1。

显然随机变量X
 1
 的分布律为：


[image: ]




所以：[image: image]


显然随机变量X
 2
 的分布律为：


[image: ]





 所以：[image: image]


显然随机变量X
 3
 的分布律为：


[image: ]




所以：[image: image]



E
 (X
 1
 )、E
 (X
 2
 )，E
 (X
 3
 )都求出来了，利用E
 (X
 1
 +X
 2
 +X
 3
 )=E
 (X
 1
 )+E
 (X
 2
 )+E
 (X
 3
 )即可求出E
 (X
 1
 +X
 2
 +X
 3
 )。


E
 (X
 1
 +X
 2
 +X
 3
 )=E
 (X
 1
 )+E
 (X
 2
 )+E
 (X
 3
 )=3.5+3.5+3.5=l0.5

大家发现了吧，解法2比解法1的计算量小多了，现在大家知道数学期望的性质有多好用了吧。

让我们再来看一道类似的题。






考研题4.7
 　某袋中装有标着1，2，……，9的九只球，从袋中“有放回的”取四次（每次取一只球），求这四次取得的球的标号之和的数学期望。

解：这道题的做法与上一道题完全一样，只是换了一个背景而已。所以本题与上一道题一样，有两种解法。由于有了上一道题的铺垫，现在我就只说一种解法了（使用本节所讲的数学期望的性质）。

本题问的是“这四次取得的球的标号之和的数学期望”，我们设第一次取得的球的标号为随机变量X
 1
 ，设第二次取得的球的标号为随机变量X
 2
 ，设第三次取得的球的标号为随机变量X
 3
 ，设第四次取得的球的标号为随机变量X
 4
 ，则“这四次取得的球的标号之和”为X
 1
 +X
 2
 +X
 3
 +X
 4
 ，则本题的问题可以被翻译为“求E
 (X
 1
 +X
 2
 +X
 3
 +X
 4
 )”。

由本节所讲的性质4可得：


E
 (X
 1
 +X
 2
 +X
 3
 +X
 4
 =E
 (X
 1
 )+E
 (X
 2
 )+E
 (X
 3
 )+E
 (X
 4
 )

接下来我们只需分别算出E
 (X
 1
 )，E
 (X
 2
 )，E
 (X
 3
 )，E
 (X
 4
 )，然后把它们加起来即得E
 (X
 1
 +X
 2
 +X
 3
 +X
 4
 )。至于到底如何算E
 (X
 1
 )，E
 (X
 2
 )，E
 (X
 3
 )，E
 (X
 4
 )，我们仍然是利用上一节（也就是房间401）中所讲的题型1。

显然随机变量X
 1
 的分布律为：



 [image: ]




所以：[image: image]


显然随机变量X
 2
 的分布律为：


[image: ]




所以：[image: image]


显然随机变量X
 3
 的分布律为：


[image: ]




所以：[image: image]


显然随机变量X
 4
 的分布律为：


[image: ]





 所以：[image: image]


现在E
 (X
 1
 )，E
 (X
 2
 )，E
 (X
 3
 )，E
 (X
 4
 )我们都求出来了，接下来利用E
 (X
 1
 +X
 2
 +X
 3
 +X
 4
 )=E
 (X
 1
 )+E
 (X
 2
 )+E
 (X
 3
 )+E
 (X
 4
 )即可求出E
 (X
 1
 +X
 2
 +X
 3
 +X
 4
 )。


E
 (X
 1
 +X
 2
 +X
 3
 +X
 4
 )=E
 (X
 1
 )+E
 (X
 2
 )+E
 (X
 3
 )+E
 (X
 4
 )=5+5+5+5=20






性质5



若随机变量X
 与随机变量Y
 不相关，则E
 (XY
 )=E
 (X
 )E
 (Y
 )。


关于性质5的解释：前四条性质我都没写“解释”，为何性质5有“解释”？因为性质5中出现了“不相关”一词，那么到底什么叫“不相关”呢？我的回答是：大家现在不要管什么叫“不相关”，后面我会讲。现在大家只需要知道公式E
 (XY
 )=E
 (X
 )E
 (Y
 )并不是无条件成立的，而是只有当随机变量X
 与随机变量Y
 不相关时才成立就可以了。

另外还有两点要和大家说的。

第一点是：若E
 (XY
 )=E
 (X
 )E
 (Y
 )，则随机变量X
 与随机变量Y
 不相关。这意味着：随机变量X
 与随机变量Y
 不相关是E
 (XY
 )=E
 (X
 )E
 (Y
 )的充要条件（而不仅仅是充分条件）。

第二点是：若两个随机变量相互独立，则这两个随机变量一定不相关。这意味着：若随机变量X
 与随机变量Y
 相互独立，则也有E
 (XY
 )=E
 (X
 )E
 (Y
 )。这第二点我不知道大家看懂没有，若没有看懂的话，请看下图：


[image: ]




例1．已知随机变量X
 与随机变量Y
 不相关，且E
 (X
 )=2、E
 (Y
 )=3，求E
 (XY
 )。

解：由于随机变量X
 与随机变量Y
 不相关，所以根据性质5有：


E
 (XY
 )=E
 (X
 )E
 (Y
 )=2×3=6





例2．已知随机变量X
 与随机变量Y
 不相关，且E
 (XY
 )=3，E
 (Y
 )=1，求E
 (X
 )。

解：由于随机变量X
 与随机变量Y
 不相关，所以根据性质5有E
 (XY
 )=E
 (X
 )E
 (Y
 )，
 所以有[image: image]


例3．已知随机变量X
 的数学期望E
 (X
 )=2，随机变量Y
 的数学期望E
 (Y
 )=3，求E
 (XY
 )。

解：由于不知道随机变量X
 与随机变量Y
 是否不相关，所以E
 (XY
 )不一定等于E
 (X
 )E
 (Y
 )，所以无法求E
 (XY
 )。

例4．已知随机变量X
 与随机变量Y
 相互独立，且E
 (X
 )=2、E
 (Y
 )=3，求E
 (XY
 )。

解：由于随机变量X
 与随机变量Y
 相互独立，所以随机变量X
 与随机变量Y
 不相关。由于随机变量X
 与随机变量Y
 不相关，所以根据性质5有：


E
 (XY
 )=E
 (X
 )E
 (Y
 )=2×3=6

例5．已知E
 (X
 )=2、E
 (Y
 )=3、E
 (XY
 )=6，问随机变量X
 与随机变量Y
 是否不相关。

解：E
 (X
 )E
 (Y
 )=2×3=6，而E
 (XY
 )=6，所以E
 (XY
 )=E
 (X
 )E
 (Y
 )。前面讲过，随

机变量X
 与随机变量Y
 不相关是E
 (XY
 )=E
 (X
 )E
 (Y
 )的充要条件，所以随机变量X
 与随机变量Y
 不相关。

例6．已知E
 (X
 )=2，E
 (Y
 )=3，E
 (XY
 )=6，问随机变量X
 与随机变量Y
 是否相互独立。

解：E
 (X
 )E
 (Y
 )=2×3=6，而E
 (XY
 )=6，所以E
 (XY
 )=E
 (X
 )E
 (Y
 )。前面讲过，随机变量X
 与随机变量Y
 不相关是E
 (XY
 )=E
 (X
 )E
 (Y
 )的充要条件，所以随机变量X
 与随机变量Y
 不相关。

然而，两个随机变量不相关并不能推出两个随机变量相互独立，所以本题中的随机变量X
 与随机变量Y
 到底是不是相互独立我们无法确定。






考研题4.8
 　已知二维随机变量(X
 ，Y
 )的联合概率密度函数为：


[image: ]




求E
 (XY
 )。

解：根据第3章房间303中所讲的题型1的解题方法可得：


[image: ]






 [image: ]




由于[image: image]
 所以根据第3章房间306中所讲的“两个连续型随机变量相互独立的充要条件”可知，随机变量X
 与随机变量Y
 相互独立。

由于随机变量X
 与随机变量Y
 相互独立，所以随机变量X
 与随机变量Y
 不相关。

由本章房间401中所讲的题型3的解题方法可得：


[image: ]




由于[image: image]
 随机变量X
 与随机变量Y
 不相关，所以根据本节所讲的性质5有：[image: ]



 4.3　房间403——方差的基本计算方法

本章的第一节（也就是房间401）的标题是“数学期望的基本计算方法”，而本节（也就是房间403）的标题是“方差的基本计算方法”，由于这两节的标题很相似，所以大家可以把这两节放在一起来记忆。

好，言归正传。首先我们先来看一下什么叫方差，也就是方差的定义。

大家现在可能会依稀记得：为什么当初在讲“数学期望的基本计算方法”那一节时，没有讲数学期望的定义，而本节却要讲方差的定义呢？

关于这个问题我的回答是：之所以不讲数学期望的定义而讲方差的定义，是因为数学期望的定义中涉及到了高等数学学科中的无穷级数和反常积分，且考研中从不考数学期望的定义，所以如果讲的话也是毫无意义的，且对于高等数学不好的同学来说还未必看得懂。而方差则不同，方差的定义中不涉及高等数学学科中的任何知识，只涉及到之前刚刚讲完的数学期望，所以不存在看不懂的问题。现在大家明白了吧。

现在我们来看方差的定义。


设X
 是随机变量，如果数学期望[image: image]
 存在，则称之为X
 的方差，记作D
 (X
 )，即[image: image]



以上就是方差的定义，其实大家只要记住两点就够了。


第一点：随机变量X
 的方差记作D
 (X
 )。



第二点：
 [image: image]


接下来我们来看一道题。






考研题4.9
 　设随机变量X
 的分布律为：


[image: ]




求随机变量X
 的数学期望E
 (X
 )以及随机变量X
 的方差D
 (X
 )。

解：由房间401中所讲的题型1的解题方法可知：


E
 (X
 )=-2×0.4+0×0.3+2×0.3=-0.8+0+0.6=-0.2

由刚刚讲完的方差的定义可知：



 [image: ]




由房间402中所讲的数学期望的性质可知：


[image: ]




由房间401中所讲的题型2的解题方法可知：


E
 (X
 2
 )=(-2)2
 ×0.4+02
 ×0.3+22
 ×0.3=2.8

所以E
 (X
 2)-0.04=2.8-0.04=2.76，即D
 (X
 )=2.76。

通过以上这道题，我们可以知道这样一件事：可以直接利用方差的定义式[image: image]
 来计算方差D
 (X
 )。也就是说，方差的定义式其实就可以当成是方差的计算方法。

然而，本节的标题“方差的基本计算方法”指的并不是直接利用方差的定义式来计算方差。接下来我会告诉大家一个公式，该公式才是“方差的基本计算方法”。

实际上，直接利用方差的定义式来计算方差大家可以不会，甚至连方差的定义大家都可以不知道，但接下来要讲的公式大家必须要背下来。换句话说，本节大家其实可以只记接下来要讲的公式，其余什么也不用记。



方差的基本计算方法：D
 (X
 )=E
 (X
 )2
 −[E
 (X
 )]2
 。


好，本节的知识点已经讲完了，接下来开始练题。






考研题4.10
 　设随机变量X
 的分布律为：


[image: ]





 求随机变量X
 的数学期望E
 (X
 )以及随机变量X
 的方差D
 (X
 )。

解：本题与上一道题一模一样，但我们不用定义求D
 (X
 )，而是用刚刚讲的“方差的基本计算方法”来求D
 (X
 )。当然，E
 (X
 )的解题方法与上一道题是一样的。

由房间401中所讲的题型1的解题方法可知：


E
 (X
 )=-2×0.4+0×0.3+2×0.3=-0.8+0+0.6=-0.2

由房间401中所讲的题型2的解题方法可知：


E
 (X
 2
 )=(-2)2
 ×0.4+02
 ×0.3+22
 ×0.3=2.8

由方差的基本计算方法可知：


D
 (X
 )=E
 (X
 2
 )-[E
 (X
 )]2
 =2.8-(-0.2)2
 =2.8-0.04=2.76






考研题4.11
 　设随机变量X
 的概率密度函数为[image: image]
 求E
 (X
 )和D
 (X
 )。

解：由房间401中所讲的题型3的解题方法可知：

[image: image]
 （计算过程省略）

由房间401中所讲的题型4的解题方法可知：

[image: image]
 （计算过程省略）

由方差的基本计算方法可知：


D
 (X
 )=E
 (X
 2
 )-[E
 (X
 )]2
 =2-(0)2
 =2-0=2






考研题4.12
 　设随机变量X
 服从参数为1的指数分布，求P
 (X
 <D
 (X
 ))。

解：由于题中说随机变量X
 服从参数为1的指数分布，所以根据第2章房间205可知，随机变量X
 的概率密度函数为[image: image]


由房间401中所讲的题型3的解题方法可知：


[image: ]





　　
 [image: ]




由房间401中所讲的题型4的解题方法可知：


[image: ]




由方差的基本计算方法可知：


D
 (X
 )=E
 (X
 2
 )-[E
 (X
 )]2
 =2-(1)2
 =2-1=1

所以本题的问题P
 (X
 <D
 (X
 ))可以被翻译为P
 (X
 <1)。

由第2章房间204可知：


[image: ]





 本节就讲完了。再次提醒大家，本节需要大家记住的公式只有一个，那就是D
 (X
 )=E
 (X
 2
 )-[E
 (X
 )]2


4.4　房间404——方差的性质

上一节给大家讲的是方差的基本计算方法，考研中除了考查方差的基本计算方法之外，还考查方差的性质。

方差具有以下五条性质。

4.4.1　性质1


设c
 是常数，则有D
 (c
 )=0。






例．求D
 (3)，D
 (5)。

解：由于3是常数，所以D
 (3)=0；由于5是常数，所以D
 (5)=0。

4.4.2　性质2


设X
 是随机变量，c
 是常数，则有D
 (cX
 )=c
 2
 D
 (X
 )。






例1．已知随机变量X
 的方差D
 (X
 )=2，求D
 (3X
 )。

解：D
 (3X
 )=32
 D
 (X
 )=9D
 (X
 )=9×2=18。





例2．已知随机变量X
 的方差D
 (X
 )=2，求D
 (-3X
 )。

解：D
 (-3X
 )=(-3)2
 D
 (X
 )=9D
 (X
 )=9×2=18。

4.4.3　性质3


设X
 是随机变量，a
 ，b
 是常数，则有D
 (aX
 +b
 )=a
 2
 D
 (X
 )。






例1．已知随机变量X
 的方差D
 (X
 )=2，求D
 (3X
 +4)。

解：D
 (3X
 +4)=32
 D
 (X
 )=9D
 (X
 )=18。


 例2．已知随机变量X
 的方差D
 (X
 )=3，求D
 (4X
 +2)。

解：D
 (4X
 +2)=42
 D
 (X
 )=16×3=48。





例3．已知随机变量X
 的方差D
 (X
 )=2，求D
 (-2X
 +1)。

解：D
 (-2X
 +1)=22
 D
 (X
 )=4D
 (X
 )=4×2=8。






考研题4.13
 　设随机变量X
 的概率密度函数为：


[image: ]




求D
 (2X
 -1)。

解：由刚刚讲完的性质3可知D
 (2X
 -1)=22
 D
 (X
 )=4D
 (X
 )，所以我们只需求出D
 (X
 )，然后再乘以4即可。

那么D
 (X
 )该如何求呢？就利用本章房间403中所讲的D
 (X
 )=E
 (X
 2
 )-[E
 (X
 )]2
 来求。

可是E
 (X
 )、E
 (X
 2)我们也不知道啊，怎么办？利用房间401中所讲的题型3的解题方法来求E
 (X
 )，利用本章房间401中所讲的题型4的解题方法来求E
 (X
 2
 )。

由房间401中所讲的题型3的解题方法可知：


[image: ]




由房间401中所讲的题型4的解题方法可知：


[image: ]





　　
 [image: ]




所以[image: image]


所以[image: image]


4.4.4　性质4


设X
 ，Y
 是随机变量，a，b
 是常数（a
 ≠0，b
 ≠0），若随机变量X
 与随机变量Y
 不相关，则D
 (aX
 ±bY
 )=a
 2
 D
 (X
 )+b
 2
 D
 (Y
 )。


关于性质4的解释：此性质中出现了“不相关”一词，大家现在可以先不用管什么叫“不相关”，后面我会讲。现在大家只需要知道公式D
 (aX
 ±bY
 )=a
 2
 D
 (X
 )+b
 2
 D
 (Y
 )并不是无条件成立的，而是只有当随机变量X
 与随机变量Y
 不相关时才成立就可以了。另外还有两点要和大家说的。

第一点：若D
 (aX
 ±bY
 )=a
 2
 D
 (X
 )+b
 2
 D
 (Y
 )，则随机变量X
 与随机变量Y
 不相关。这意味着：随机变量X
 与随机变量Y
 不相关是D
 (aX
 ±bY
 )=a
 2
 D
 (X
 )+b
 2
 D
 (Y
 )的充要条件（而不仅仅是充分条件）。

第二点：若两个随机变量相互独立，则这两个随机变量一定不相关。这意味着：若随机变量X
 与随机变量Y
 相互独立，则也有D
 (aX
 ±bY
 )=a
 2D
 (X
 )+b
 2
 D
 (Y
 )。这第二点我不知道大家看懂没有，若没有看懂的话，请看下图：


[image: ]





 例1．已知随机变量X
 与随机变量Y
 不相关，且D
 (X
 )=2，D
 (Y
 )=3，求D
 (3X
 +4Y
 )。

解：由于随机变量X
 与随机变量Y
 不相关，所以根据性质4有：D
 (3X
 +4Y
 )=9D
 (X
 )+16D
 (Y
 )=9×2+16×3=18+48=66。





例2．已知随机变量X
 与随机变量Y
 不相关，且D
 (X
 )=2，D
 (Y
 )=3，求D
 (3X
 -4Y
 )。

解：由于随机变量X
 与随机变量Y
 不相关，所以根据性质4有：


D
 (3X
 -4Y
 )=9D
 (X
 )+16D
 (Y
 )=9×2+16×3=18+48=66。





例3．已知随机变量X
 的方差D
 (X
 )=2，随机变量Y
 的方差D
 (Y
 )=3，求D
 (3X
 +4Y
 )。

解：根据题中所给条件无法求出D
 (3X
 +4Y
 )，因为不知道随机变量X
 与随机变量Y
 是否不相关，所以无法使用性质4。





例4．已知随机变量X
 与随机变量Y
 相互独立，且D
 (X
 )=2，D
 (Y
 )=3，求D
 (3X
 +4Y
 )。

解：由于随机变量X
 与随机变量Y
 相互独立，所以随机变量X
 与随机变量Y
 不相关。由于随机变量X
 与随机变量Y
 不相关，所以根据性质4有：


D
 (3X
 +4Y
 )=9D
 (X
 )+16D
 (Y
 )=9×2+16×3=18+48=66。





例5．已知随机变量X
 的方差D
 (X
 )=4，随机变量Y
 的方差D
 (Y
 )=3，D
 (2X
 +4Y
 )=64，

问随机变量X
 与随机变量Y
 是否不相关。

解：由于D
 (X
 )=4，D
 (Y
 )=3，所以4D
 (X
 )+16D
 (Y
 )=64。而D
 (2X
 +4Y
 )=64，所以D
 (2X
 +4Y
 )=4D
 (X
 )+16D
 (Y
 )。前面讲过，随机变量X
 与随机变量Y
 不相关是D
 (aX
 ±bY
 )=a
 2
 D
 (X
 )+b
 2
 D
 (Y
 )的充要条件，所以随机变量X
 与随机变量Y
 不相关。





例6．已知随机变量X
 的方差D
 (X
 )=4，随机变量Y
 的方差D
 (Y
 )=3，D
 (2X
 +4Y
 )=64，问随机变量X
 与随机变量Y
 是否相互独立。

解：由上一道题可知，随机变量X
 与随机变量Y
 不相关。然而，两个随机变量不相关并不能推出两个随机变量相互独立。所以，本题中的随机变量X
 与随机变量Y
 到底是不是相互独立我们无法确定。






考研题4.14
 　设X
 和Y
 是两个相互独立的随机变量，且X
 ~U
 (0，1)，Y
 ~E
 (1)，求D
 (2X
 +3Y
 )。

解：由于X
 ~U
 (0，1)，所以由第2章房间205可知：



 [image: ]




由于Y
 ~E
 (1)，所以由第2章房间205可知：


[image: ]




由房间401中所讲的题型3的解题方法可知：


[image: ]




由房间401中所讲的题型4的解题方法可知：


[image: ]




由房间403中所讲的方差的基本计算方法可知：


[image: ]




由房间401中所讲的题型3的解题方法可知：


[image: ]




由房间401中所讲的题型4的解题方法可知：


[image: ]




由房间403中所讲的方差的基本计算方法可知：


D
 (Y
 )=E
 (Y
 2
 )-[E
 (Y
 )]2
 =2-1=1

由于题中说X
 和Y
 相互独立，所以X
 和Y
 不相关。所以由本节所讲的性质4可知：


[image: ]




4.4.5　性质5


设X
 ，Y
 是随机变量，a
 ，b
 是常数（a
 ≠0，b
 ≠0），有：



D
 (aX
 ±bY
 )=a
 2
 D
 (X
 )+b
 2
 D
 (Y
 )±2ab
 cov(X
 ，Y
 )。


 关于性质5的解释：对比一下性质4与性质5就很容易发现，性质4与性质5的等式左侧是一样的，都是D
 (aX
 ±bY
 )。等式右侧不同是因为性质5是无条件成立的，而性质4是有条件成立的（X
 与Y
 不相关）。

另外还有一点要给大家解释，性质5中出现了“cov(X
 ，Y
 )”，“cov(X
 ，Y
 )”是一个整体，而不是“cov”乘以“(X
 ，Y
 )”。那么“cov(X
 ，Y
 )”是什么意思呢？“cov(X
 ，Y
 )”的意思是“X
 与Y
 的协方差”。我这么解释估计大家还是不明白，因为我还没有给大家讲协方差（在本章的最后一个房间中我将给大家讲协方差）。所以大家此刻不用去管协方差到底是什么意思，只需知道“cov(X
 ，Y
 )”指的是“X
 与Y
 的协方差”即可。

例1．设随机变量X
 的方差D
 (X
 )=2，随机变量Y
 的方差D
 (Y
 )=8，且X
 与Y
 的协方差为4，求D
 (3X
 -4Y
 )。

解：由刚刚讲完的性质5可知：


D
 (3X
 -4Y
 )=9D
 (X
 )+16D
 (Y
 )-2×3×4×cov(X
 ，Y
 )

将D
 (X
 )=2、D
 (Y
 )=8、cov(X
 ，Y
 )=4代入上式得：


[image: ]




例2．设随机变量X
 的方差D
 (X
 )=4，随机变量Y
 的方差D
 (Y
 )=9，且X
 与Y
 的协方差为6，求D
 (3X
 +2Y
 )。

解：由刚刚讲完的性质5可知：


D
 (3X
 +2Y
 )=9D
 (X
 )+4D
 (Y
 )+2×3×2×cov(X
 ，Y
 )

将D
 (X
 )=4、D
 (Y
 )=9、cov(X
 ，Y
 )=6代入上式得：


[image: ]




4.5　房间405——常见分布的数学期望与方差

常见分布的数学期望与方差如下表所示：



 [image: ]




本节的内容已经讲完了，也许现在大家心里会想：这节怎么这么少，看来这节不重要。你们错了，本节是本章中最为重要的一节。

我估计可能会有一些同学看不懂以上表格，下面我通过几道题来让大家见识一下以上表格的强大功能！






考研题4.15
 　设随机变量X
 的概率密度函数为[image: image]
 求随机变量X
 的数学期望E
 (X
 )。

解：这道题我们做过。


 以前的做法是：


由房间401中所讲的题型3的解题方法可知[image: image]
 接下来我们只要把以上这个积分计算出来就可以了。也就是说，接下来要进行的是纯计算，只与“高等数学”有关，而与“概率论与数理统计”无关了。


[image: ]





现在的做法是：






本题所给的随机变量X
 的概率密度函数为[image: image]
 由第2章房间205
 可知X
 ~E
 (2)，也就是说X
 服从参数为2的指数分布。

由本节所给的表格中的⑤可知，[image: image]
 。






考研题4.16
 　设随机变量X
 服从参数为1的指数分布，求P
 (X
 <D
 (X
 ))。

解：这道题我们也做过。


以前的做法是：


由于题中说随机变量X
 服从参数为1的指数分布，所以根据第2章房间205可知，随机变量X
 的概率密度函数为[image: image]


由房间401中所讲的题型3的解题方法可知：


[image: ]




由房间401中所讲的题型4的解题方法可知：


[image: ]






 [image: ]




由方差的基本计算方法可知：


D
 (X
 )=E
 (X
 2
 )−[E
 (X
 )]2
 =2-(1)2
 =2-1=1

所以本题的问题P
 (X
 <D
 (X
 ))可以被翻译为P
 (X
 <1)。

由第2章房间204可知：


[image: ]





现在的做法是：


由于题中说X
 ~E
 (1)，所以由本节所给的表格中的⑤可知：E
 (X
 )=1，D
 (X
 )=1。所以本题的问题P
 (X
 <D
 (X
 ))可以被翻译为P
 (X
 <1)。

由第二章房间204可知：


[image: ]









考研题4.17
 　设X
 和Y
 是两个相互独立的随机变量，且X
 ~U
 (0，1)，Y
 ~E
 (1)，求D
 (2X
 +3Y
 )。

解：这道题我们也做过，先复习一下。


 以前的做法是：


由于X
 ~U
 (0，1)，所以由第2章房间205可知：


[image: ]




由于Y
 ~E
 (1)，所以由第2章房间205可知：


[image: ]




由房间401中所讲的题型3的解题方法可知：


[image: ]




由房间401中所讲的题型4的解题方法可知：


[image: ]




由房间403中所讲的方差的基本计算方法可知：


[image: ]




由房间401中所讲的题型3的解题方法可知：


[image: ]




由房间401中所讲的题型4的解题方法可知：


[image: ]




由房间403中所讲的方差的基本计算方法可知：


D
 (Y
 )=E
 (Y
 2
 )-[E
 (Y
 )2
 =2-1=1

由于题中说X
 和Y
 相互独立，所以X
 和Y
 不相关。所以由房间404中所讲的性质4可知：


[image: ]





现在的做法是：


由于X
 ~U
 (0，1)，所以由本节所给的表格中的④可知，[image: image]
 。

由于Y
 ~E
 (1)，所以由本节所给的表格中的⑤可知，D
 (Y
 )=1。

由于题中说X
 和Y
 相互独立，所以X
 和Y
 不相关。所以由房间204中所讲的性质4


 可知：


[image: ]




大家现在见识到本节中的表格的强大功能了吧！

最后说两点要注意的。


第一点：请大家务必把本节表格中的结论背下来。



第二点：即使是在大题中，也可以直接使用本节所给的表格中的结论。


4.6　房间406——协方差与相关系数

4.6.1　协方差

我们先来看一下什么叫协方差，也就是协方差的定义。


对于随机变量X
 和Y
 ，如果E
 {[X
 -E
 (X
 )][Y
 -E
 (Y
 )]}存在，则称之为X
 和Y
 的协方差，记作cov(X
 ，Y
 )，即：


cov(X
 ，Y
 )=E
 {[X
 -E
 (X
 )][Y
 -E
 (Y
 )]}

以上就是协方差的定义。实际上，考研中并不会让大家利用协方差的定义来计算协方差，所以大家完全可以不知道协方差的定义，但是一定要知道随机变量X
 和Y
 的协方差记作cov(X
 ，Y
 )。

接下来我要给大家介绍的是协方差的性质。我刚才说了，协方差的定义大家完全可以不知道，但是协方差的性质大家一定要熟练掌握，因为协方差的性质是考点。

协方差具有以下四条性质。






性质1


cov(X
 ，Y
 )=cov(Y
 ，X
 )





例．设cov(X
 ，Y
 )=4，求cov(Y
 ，X
 )。

解：由于cov(X
 ，Y
 )=4，由性质1可知：cov(Y
 ，X
 )=4


性质2


cov(aX
 ，bY
 )=ab
 cov(X
 ，Y
 )





例1．已知随机变量X
 和随机变量Y
 的协方差cov(X
 ，Y
 )=4，求cov(3X
 ，7Y
 )。


 解：由刚刚讲完的性质2可知：

cov(3X
 ，7Y
 )=21cov(X
 ，Y
 )=21×4=84

例2．设随机变量X
 的方差D
 (X
 )=2，随机变量Y
 的方差D
 (Y
 )=8，且D
 (3X
 -4Y
 )=50，求cov(3X
 ，7Y
 )。

解：由题意知：


[image: ]




由房间404中讲的性质5可知：


[image: ]




①式和②式相结合，得：


[image: ]




将D
 (X
 )=2、D
 (Y
 )=8代入③式得：


[image: ]




由④式解得：

cov(X
 ，Y
 )=4

由刚刚讲完的性质2可知：

cov(3X
 ，7Y
 )=21cov(X
 ，Y
 )=21×4=84


性质3


cov(X
 1
 +X
 2
 ，Y
 )=cov(X
 1
 ，Y
 )+cov(X
 2
 ，Y
 )

例1．设cov(X
 1
 ，Y
 )=2，cov(X
 2
 ，Y
 )=3，求cov(X
 1
 +X
 2
 ，Y
 )。

解：由性质3可知：

cov(X
 1
 +X
 2
 ，Y
 )=cov(X
 l
 ，Y
 )+cov(X
 2
 ，Y
 )=2+3=5

例2．设cov(X
 1
 ，Y
 )=2，cov(X
 2
 ，Y
 )=3，求cov(Y
 ，X
 1
 +X
 2
 )。

解：由性质1可知：


[image: ]




由性质3可知：


[image: ]




①式、②式相结合得：



 [image: ]




将cov(X
 1
 ，Y
 )=2，cov(X
 2
 ，Y
 )=3代入③式得：

cov(Y
 ，X
 1
 +X
 2
 )=2+3=5


性质4


cov(X
 ，Y
 )=E
 (XY
 )-E
 (X
 )E
 (Y
 )





例1．已知随机变量X
 与随机变量Y
 不相关，求cov(X
 ，Y
 )。

解：由于题中说随机变量X
 与随机变量Y
 不相关，所以由房间402所讲的性质5可知E
 (XY
 )=E
 (X
 )E
 (Y
 )。

所以E
 (XY
 )-E
 (X
 )E
 (Y
 )=0，即cov(X
 ，Y
 )=0。





例2．已知随机变量X
 服从参数为1的指数分布(即X
 ~E
 (1))，求cov(X
 ，X
 )。

解：在正式开始做本题之前，我先来告诉大家一个重要知识点：
 cov(X
 ，X
 )=D
 (X
 )。

有了以上铺垫，我们现在正式开始做本题。本题可以被翻译为：已知X
 ~E
 (1)，求D
 (X
 )。

由房间405所给的表格中的⑤直接可得[image: image]
 即cov(X
 ，Y
 )=1。





例3．已知X
 ~U
 (0，1)，Y
 =X
 2
 ，求cov(X
 ，Y
 )。

解：由刚刚讲完的性质4可知：


[image: ]




将Y
 =X
 2代入①式的等式右侧，得：


[image: ]




我们现在只需算出E
 (X
 )、E
 (X
 2
 )、E
 (X
 3
 )即可。



E
 (X
 )的求解方法如下：


由于X
 ~U
 (0，1)，由房间405所给的表格中的④直接可得：


[image: ]






E
 (X
 2
 )的求解方法如下：


由房间403所讲的方差的基本计算方法可知D
 (X
 )=E
 (X
 2
 )-[E
 (X
 )]2
 ，解得：



 [image: ]






E
 (X
 3
 )的求解方法如下：


由于题中说X
 ~U
 (0，1)，所以根据第2章房间205可知X
 的概率密度函数：


[image: ]




由房间401中所讲的题型4的解题方法可知：


[image: ]




所以[image: image]


4.6.2　相关系数

在给大家讲相关系数的定义之前，先提醒大家一下：刚才讲的协方差的定义大家可以不掌握，但马上要讲的相关系数的定义大家一定要熟练掌握，因为相关系数的定义是考点。



对于随机变量X
 和Y
 ，如果D
 (X
 )≠0，D
 (Y
 )≠0，则称[image: image]
 为随机变量X
 与Y
 的相关系数，记为ρXY

 ，即：



[image: ]




以上就是相关系数的定义。若X
 和Y
 的相关系数ρXY

 =0，则称X
 和Y
 不相关。现在大家应该明白之前出现过的“不相关”一词的意思了吧。






考研题4.18
 　设X
 和Y
 是两个随机变量，已知X
 与Y
 相互独立且X
 、Y
 均服从参数为λ
 的泊松分布。令U
 =2X
 +Y
 ，V
 =2X
 -Y
 ，求随机变量U
 和V
 的相关系数ρUV

 。


 解：由刚刚讲完的相关系数的定义可知[image: image]
 所以我们现在的任务就是求cov(U
 ，V
 )、D
 (U
 )、D
 (V
 )。



D
 (U
 )的求解方法如下：


由于U
 =2X
 +Y
 ，所以：


[image: ]




由于题中说X
 和Y
 相互独立，所以X
 和Y
 不相关。所以由房间404中所讲的性质4可知：


[image: ]




①式、②式相结合，得：


[image: ]




由于X
 、Y
 均服从参数为λ
 的指数分布，所以根据房间405所给的表格中的②直接可得E
 (X
 )=λ
 ，D
 (X
 )=λ
 ，E
 (Y
 )=λ
 ，D
 (Y
 )=λ
 。将D
 (X
 )=λ
 ，D
 (Y
 )=λ
 代入③式得：


[image: ]






D
 (V
 )的求解方法如下：


由于V
 =2X
 -Y
 ，所以：


[image: ]




由于题中说X
 和Y
 相互独立，所以X
 和Y
 不相关。所以由房间404中所讲的性质4可知：


[image: ]




⑤式、⑥式相结合，得：


[image: ]




将D
 (X
 )=λ
 ，D
 (Y
 )=λ
 代入⑦式得：


[image: ]





cov(U
 ，V
 )的求解方法如下：


由本节所讲的协方差的性质4可知：


[image: ]




由于U
 =2X
 +Y
 ，所以：


[image: ]




由房间402中所讲的性质4可知：



 [image: ]




⑩式、⑪式相结合，得：


[image: ]




将E
 (X
 )=λ
 ，E
 (Y
 )=λ
 代入⑫式得：


[image: ]




由于V
 =2X
 -Y
 ，所以：


[image: ]




由房间402中所讲的性质4可知：


[image: ]




⑭式、⑮式相结合，得：


[image: ]




将E
 (X
 )=λ
 ，E
 (Y
 )=λ
 代入⑯式得：


[image: ]




由于U
 =2X
 +Y
 ，V
 =2X
 -Y
 ，所以：


[image: ]




所以：


[image: ]




由房间403所讲的方差的基本计算方法可知D
 (X
 )=E
 (X
 2
 )-[E
 (X
 )]2
 ，将E
 (X
 )=λ
 ，D
 (X
 )=λ
 代入到D
 (X
 )=E
 (X
 2
 )-[E
 (X
 )]2中解得E
 (X
 2
 )=λ
 2
 +λ
 ，同理可得E
 (Y
 2
 )=λ
 2
 +λ
 。将E
 (X
 2
 )=λ
 2
 +λ
 、E
 (Y
 2
 )=λ
 2
 +λ
 代入到⑲式可得：


[image: ]




好，现在我们将E
 (UV
 )=3(λ
 2
 +λ
 )、E
 (U
 )=3λ
 、E
 (V
 )=λ
 代入到⑨式中得：


[image: ]




好，终于大功告成了，cov(U
 ，V
 )、D
 (U
 )、D
 (V
 )我们都求完了。所以：


[image: ]









 考研题4.19
 　已知X
 ~N
 (1，32
 )，Y
 ~N
 (0，42
 )，且X
 与Y
 的相关系数[image: image]
 ，设[image: image]
 ：

（1）求Z
 的数学期望E
 (Z
 )和方差D
 (Z
 )。

（2）求X
 与Z
 的相关系数ρXZ

 。

（3）问X
 与Z
 是否相互独立。

解：

（1）由于X
 ~N
 (1，32
 )，所以由房间405所给的表格中的⑥直接可得E
 (X
 )=1，D
 (X
 )=9。由于Y
 ~N
 (0，42
 )，所以由表格中的⑥直接可得E
 (Y
 )=0，D
 (Y
 )=16。

所以：[image: image]


由本节刚刚讲的知识点可知[image: image]
 ，所以：


[image: ]




所以：


[image: ]




（2）由于[image: image]
 所以：


[image: ]




由本房间所讲的协方差的性质3可知：


[image: ]




①式、②式相结合，得：


[image: ]




由本房间所讲的协方差的性质2可知：[image: image]
 ，
 [image: image]
 所以：


[image: ]




③式、③式相结合，得：


[image: ]




我之前给大家讲过cov(X
 ，X
 )=D
 (X
 )，所以对于本题来说cov(X
 ，X
 )=D
 (X
 )=9，而刚才我们也已经算出了cov(X
 ，Y
 )=-6。所以现在我们把cov(X
 ，X
 )=9，cov(X
 ，Y
 )=-6代入到⑤式中，得：


[image: ]




这第（2）问我们就做完了。

本问问的是X
 与Z
 是否相互独立，如果我把本问改一下，改成问X
 与Y
 是否相互独立，那么大家会不会做？我想大多数同学应该是会做。如果X
 与Y
 相互独立，那么X
 与Y
 必不相关，那么X
 与Y
 的相关系数ρXY

 必为0，可题中说[image: image]
 由此可知X
 与Y
 不相互独立。

那么X
 与Z
 呢？是否相互独立？答案是：不知道。因为从cov(X
 ，Z
 )=0我们可以推出ρXZ

 =0，也就是说X
 与Z
 肯定是不相关的。然而，两个随机变量不相关能推出两个随机变量相互独立吗？当然不能。所以答案是：不知道。

4.7　小结

概率论与数理统计大楼的第四层已经顺利完工了，请看：



 [image: ]




本章就四个知识点：数学期望、方差、协方差、相关系数。

在房间401和房间402中，我给大家讲了数学期望的基本计算方法以及数学期望的性质，但是却没有给大家讲数学期望的定义，因为数学期望的定义考研不要求，并且定义中涉及到了高等数学中的知识。

在房间403和房间404中，我给大家讲了方差的基本计算方法以及方差的性质，与数学期望不同，我给大家讲了方差的定义，但是方差的定义大家记不记无所谓。

在房间405中，我给大家总结了常见分布的数学期望与方差，这将大大的加快大家解题的速度。

在本章的最后一个房间中，我给大家讲了协方差与相关系数，先讲协方差后讲相关系数，这是因为相关系数的定义中涉及到了协方差。


 4.8　练习题

一、选择题

1．对随机变量X
 和Y
 ，若E
 (XY
 )=E
 (X
 )E
 (Y
 )，则：

（A）D
 (XY
 )=D
 (X
 )D
 (Y
 )

（B）D
 (X
 +Y
 )=D
 (X
 )+D
 (Y
 )

（C）X
 和Y
 相互独立

（D）X
 和Y
 不相互独立

解：题中说E
 (XY
 )=E
 (X
 )E
 (Y
 )，由房间402中所讲的性质5可知，随机变量X
 与随机变量Y
 不相关。由于随机变量X
 与随机变量Y
 不相关，所以由房间404中所讲的性质4可知D
 (aX
 +bY
 )=a
 2
 D
 (X
 )+b
 2
 D
 (Y
 )。当a
 =1，b
 =1时，就是D
 (X
 +Y
 )=D
 (X
 )+D
 (Y
 )。所以本题选择（B）选项。

答案：（B）。





2．设随机变量X
 的分布函数为[image: image]
 其中[image: image]
 为标准正态分布函数，则E
 (X
 )=

（A）0

（B）0.3

（C）0.7

（D）1

解：由于随机变量X
 的分布函数为F
 (x
 )，所以随机变量X
 的概率密度函数f
 (x
 )为：


[image: ]




有的同学或许忘记了φ
 (x
 )的意思。我来提示一下吧：在第2章房间205中讲过，标准正态分布的分布函数记为φ
 (x
 )，标准正态分布的概率密度函数记为φ
 (x
 )，现在大家想起来了吧。

现在我们来看本题的问题。本题问的是E
 (X
 )，由房间401中所讲的题型3的解题方法可知：



 [image: ]




也就是说，我们现在只需算出[image: image]
 和[image: image]
 然后把[image: image]
 和[image: image]
 加起来就可以了。


我们先来算[image: image]




[image: ]




大家可能不明白为何[image: image]
 我来给大家解释一下。由房间405所给的表格中的⑥可知，若X
 ~N
 (μ
 ，σ
 2
 )，则E
 (X
 )=μ
 。由此可知，如果某随机变量X
 服从标准正态分布（即X
 ~N
 (0，1)），则E
 (X
 )=0。

好，那我现在给大家出道题：已知X
 ~N
 (0，1)，请用房间401中所讲的期望的基本计算方法来计算E
 (X
 )。同学们或许会感到奇怪：直接根据房间405所给的表格中的⑥就可以知道E
 (X
 )=0啊。对，但我现在就让大家用房间401中所讲的期望的基本方法来计算E
 (X
 )。由房间401中所讲的题型3的解题方法可知[image: image]
 其中φ
 (X
 )是标准正态分布的概率密度函数，可实际上我们早就知道了E
 (X
 )=0，所以有[image: image]
 现在大家明白了吧。


我们再来算[image: image]



令[image: image]
 则有：


[image: ]





 注意：由第2章房间203所讲的概率密度函数的充要条件可知[image: image]


好，现在[image: image]
 和[image: image]
 我们已经都算出来了，所以：


E
 (X
 )=0+0.7=0.7

答案：（C）。

二、填空题

1．设随机变量X
 ~E
 (λ
 )，且已知E
 (X
 )=4D
 (X
 )，则λ
 =________。

解：由于题中说X
 ~E
 (λ
 )，则由本章房间405所给的表格中的⑤可知[image: image]
 ，[image: image]
 。将[image: image]
 ，[image: image]
 代入到E
 (X
 )=4D
 (X
 )中，得[image: image]
 ，解得λ
 =4。

2．设随机变量X
 ~B
 (n，p
 )，且E
 (X
 )=2.4，D
 (X
 )=1.44，则n
 =__________；p
 =_________。

解：由于题中说X
 ~B
 (n，p
 )，则由本章房间405所给的表格中的①可知E
 (X
 )=np
 ，D
 (X
 )=np
 (1-p
 )。

由于题中说E
 (X
 )=2.4，D
 (X
 )=1.44，所以有如下方程组成立：


[image: ]




解得n
 =6，p
 =0.4。

三、解答题

已知随机变量(X
 ，Y
 )服从二维正态分布N
 (1，0，9，16;[image: image]
 ），设[image: image]
 ：

（1）求Z
 的数学期望E
 (Z
 )和方差D
 (Z
 )。

（2）求X
 与Z
 的相关系数ρXZ

 。

（3）问X
 与Z
 是否相互独立。

解：本题中出现了“二维正态分布”一词，这在之前没有讲过。大家现在记住一个结论：若随机变量(X
 ，Y
 )服从二维正态分布[image: image]
 ，则[image: image]
 、
 Y
 ~N
 (μ
 2
 ，[image: image]
 、X
 与Y
 的相关系数ρ
 XY
 =ρ
 。

由这个结论我们可以将本题的条件“随机变量(X
 ，Y
 )服从二维正态分布N
 (1，0，9，16;[image: image]
 )翻译为“X
 ~N
 (1，9)，Y
 ~N
 (0，16)，X
 与Y
 的相关系数[image: image]
 ”。

本题讲到这里已经不用再继续往后讲了，因为经过这么一解析，本题已经和前面的考研题4.19一模一样了。



 [image: ]









 第5章　第五层——大数定律和中心极限定理


[image: ]





本章的知识点较少，只有三个房间，在考研题中一般是以选择题或填空题的形式来对本章的知识点进行考查。







 5.1　房间501——切比雪夫不等式


切比雪夫不等式：设随机变量X
 的数学期望E
 (X
 )和方差D
 (X
 )均存在，则对任意的ε
 >0，总有
 [image: image]







考研题5.1
 　设随机变量X
 的方差为2，则根据切比雪夫不等式有：


P
 (X
 -E
 (X
 )|≥2)≤__________。

解：题中说随机变量X
 的方差为2，即D
 (X
 )=2。由切比雪夫不等式可知对任意的ε
 >0，总有：


[image: ]




由此可知当ε
 =2时，有：


[image: ]




将D
 (X
 )=2代入②式得：


[image: ]









考研题5.2
 　设随机变量X
 、Y
 的数学期望都是2，方差分别为1和4，而相关系数为0.5，则根据切比雪夫不等式有P
 (|X
 -Y
 |≥6)≤_________。





解：由题意可知E
 (X
 )=2、E
 (Y
 )=2、D
 (X
 )=1、D
 (Y
 )=4、ρXY

 =0.5。所以有：


E
 (X
 -Y
 )=E
 (X
 )-E
 (Y
 )=2-2=0


[image: ]




设Z
 =X
 -Y
 ，则有E
 (Z
 )=0，D
 (Z
 )=3。

由切比雪夫不等式可知对任意的ε
 >0，总有：


[image: ]




由此可知当ε
 =6时，有：



 [image: ]




将E
 (Z
 )=0，D
 (Z
 )=3代入②式得：


[image: ]




③式

将③式化简得：


[image: ]




将④式中的Z
 还原为X
 -Y
 ，得：


[image: ]




5.2　房间502——辛钦大数定律


辛钦大数定律：设随机变量X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 满足以下三个条件：



① X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 相互独立。



② X
 1
 ，X
 2
 .....，Xn

 同分布（即具有相同的分布函数）。



③ E
 (X
 1
 )=E
 (X
 2
 )=…=E
 (Xn

 )=μ
 （即这些随机变量的数学期望均存在且相等）。



则对任意ε
 >0有：



[image: ]




以上就是辛钦大数定律。注意：[image: image]
 指的是[image: image]







考研题5.3
 　设总体X
 服从参数为2的指数分布，X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 是来自总体X
 的样本。[image: image]
 对任意的ε
 >0都有[image: image]
 求μ
 。

解：在之前的章节中我曾经给大家讲过，当题中出现“样本”一词时该怎么处理，想必有些同学已经忘了吧。那我现在就再给大家提个醒，把曾经告诉过大家的两条与“样本”有关的结论再和大家说一遍。


第一条结论：来自同一总体的若干样本相互独立。


对于本题来说就是：X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 相互独立。


 第二条结论：样本与总体同分布。


对于本题来说就是：X
 1
 与X
 同分布，X
 2
 与X
 同分布，......，Xn

 与X
 同分布。既然X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 都与X
 同分布，那么X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 自然也是同分布。


综上所述，有X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 相互独立且同分布。


下面这句话如果大家以前不知道的话，现在就赶快背下来：由于X
 1
 ，X
 2
 ，......，xn

 相互独立且同分布，所以[image: image]
 相互独立且同分布。


设[image: image]
 ，[image: image]
 ，……，[image: image]
 ，则有Y
 1
 ，Y
 2
 ，......，Y
 n
 相互独立且同分布。

现在我要告诉大家的是：E
 (Y
 1
 )=E
 (Y
 2
 )=…=E
 (Yn

 )。

这是为什么呢？因为E
 (Y
 1
 )=[image: image]
 ，而[image: image]
 =D
 (X
 1
 )+[E
 (X
 1
 )]2
 。由于X
 1
 与总体X
 同分布，所以X
 1
 的期望E
 (X
 1
 )和总体X
 的期望E
 (X
 )相同，即E
 (X
 1
 )=E
 (X
 )；由于X
 1
 与总体X
 同分布，所以X
 1
 的方差D
 (X
 1
 )和总体X
 的方差D
 (X
 )相同，即D
 (X
 1
 )=D
 (X
 )。所以有[image: image]
 =D
 (X
 )+[E
 (X
 )]2
 ，即E
 (Y
 1
 )=D
 (X
 )+[E
 (X
 )]2
 。同理有E
 (Y
 2
 )=D
 (X
 )+[E
 (X
 )]2
 ，E
 (Y
 3
 )=D
 (X
 )+[E
 (X
 )]2
 ，......，E
 (Y
 n
 )=D
 (X
 )+[E
 (X
 )]2
 。所以有E
 (Y
 1
 )=E
 (Y
 2
 )=…=E
 (Yn

 )。

好，由于以下三条均成立。

①Y
 1
 ，Y
 2
 ，……，Yn

 相互独立。

②Y
 1
 ，Y
 2
 ，……，Yn

 同分布。

③E
 (Y
 1
 )=E
 (Y
 2
 )=…=E
 (Yn

 )。

所以根据辛钦大数定律可知，对任意ε
 >0有：


[image: ]




其中μ
 为E(Y
 1)，或者说μ
 为E
 (Y
 2
 )、E
 (Y
 3
 )都行。

由于[image: image]
 所以有：


[image: ]




由于题中[image: image]
 所以有：


[image: ]




③式中的μ
 正是本题需要求的。

刚才我已经说了，μ
 =E
 (Y
 1
 )，而E
 (Y
 1
 )=D
 (X
 )+[E
 (X
 )]2
 ，所以μ
 =D
 (X
 )+[E
 (X
 )]2
 。由于题中说X
 服从参数为2的指数分布，所以由第4章房间405的表格中的⑤可知
 D
 (X
 )=[image: image]
 ，E
 (X
 )=[image: image]
 ，所以[image: image]
 。

5.3　房间503——列维林德伯格定理（中心极限定理）


列维林德伯格定理（中心极限定理）：设随机变量X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 满足以下五个条件：



①X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 相互独立。



②X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 同分布（即具有相同的分布函数）。



③E
 (X
 1
 )=E
 (X
 2
 )=…E
 (Xn

 )=μ
 （即这些随机变量的数学期望均存在且相等）。



④D
 (X
 1
 )=D
 (X
 2
 )=…D
 (Xn

 )=σ2

 （即这些随机变量的方差均存在且相等）。



⑤n
 充分大。



则有[image: image]



以上就是列维林德伯格定理（中心极限定理）。同学们，现在你们肯定想问“什么叫n
 充分大”，具体指的是多大？关于这个问题我的回答是“若考研题中有提示‘利用中心极限定理来做’”，那么就说明n
 充分大。






考研题5.4
 　设X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 独立同分布，E
 (X
 1
 )=E
 (X
 2
 )=…=E
 (Xn

 )=μ
 ，D
 (X
 1
 )=D
 (X
 2
 )=…=D
 (Xn

 )=σ
 2
 ，求[image: image]
 （提示：利用中心极限定理）。

解：

由于题中说X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 相互独立，所以满足中心极限定理的使用条件①；

由于题中说X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 同分布，所以满足中心极限定理的使用条件②；

由于题中说E
 (X
 1
 )=E
 (X
 2
 )=…E
 (Xn

 )=μ
 ，所以满足中心极限定理的使用条件③；

由于题中说D
 (X
 1
 )=D
 (X
 2
 )=…=D
 (Xn

 )=σ
 2
 ，所以满足中心极限定理的使用条件④；

由于题中有提示让使用中心极限定理，所以满足中心极限定理的使用条件⑤。

综上所述，中心极限定理的五个条件均满足，本题可以使用中心极限定理，所以有[image: image]



 好，接下来就与中心极限定理毫无关系了。


[image: ]




设[image: image]
 则①式可以变为：


[image: ]




由第2章房间205中所讲的正态分布的小技巧2中的③可知，Y
 ~N
 (0，1)。也就是说，Y
 服从标准正态分布，所以Y
 的分布函数为ф
 (x
 )。

由第2章房间202（通过分布函数求概率）中的公式②可知：


[image: ]




②式、③式相结合，得：


[image: ]




本题就做完了。

5.4　小结

本章我给大家讲了切比雪夫不等式、辛钦大数定律以及中心极限定理，大家一定要把这三个知识点牢牢背下来。

同学们，现在来看一看我们的劳动成果吧：



 [image: ]





 5.5　练习题

一、选择题

设随机变量X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 相互独立，根据中心极限定理，只要X
 1
 ，X
 2
 ，......，X
 n
 满足何种条件，X
 1
 +X
 2
 +……，X
 n
 就服从正态分布。

（A）X
 1
 ，X
 2
 ，……，Xn

 的数学期望、方差都相同。

（B）X
 1
 X
 2
 ，……，Xn

 服从同一离散型分布。

（C）X
 1
 ，X
 2
 ，……，Xn

 服从同一连续型分布。

（D）X
 1
 ，X
 2
 ，……，Xn

 服从同一指数型分布。

解：本题考查的是中心极限定理的使用条件。中心极限定理的使用条件共有五个。


①X
 1
 ，X
 2
 ，……，Xn

 相互独立。



②X
 1
 ，X
 2
 ，……，Xn

 同分布（即具有相同的分布函数）。



③E
 (X
 1
 )=E
 (X
 2
 )=...=E
 (Xn

 )=μ
 （即这些随机变量的数学期望均存在且相等）。



④D
 (X
 1
 )=D
 (X
 2
 )…D
 (Xn

 )=σ
 2
 （即这些随机变量的方差均存在且相等）。



⑤ n
 充分大。


由于本题的已知条件中说“随机变量X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 相互独立”，所以满足①；由于本题中的已知条件说“根据中心极限定理”，所以满足⑤。也就是说，我们需要从（A）、（B）、（C）、（D）中选择一个选项，使得X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 满足②、③、④。

（A）选项错误。因为（A
 ）选项虽然满足③和④，但却不一定满足②。

（B）选项错误。因为（B）选项虽然满足②，但却不一定满足③和④。因为并不是所有服从离散型分布的随机变量都存在期望和方差。那要是连期望和方差都不存在的话，又何谈相等呢？所以（B）选项不一定满足③和④。

（C）选项错误。因为（C）选项虽然满足②，但却不一定满足③和④。因为并不是所有服从连续型分布的随机变量都存在期望和方差。那要是连期望和方差都不存在的话，又何谈相等呢？所以（C）选项不一定满足③和④。

（D）选项正确。因为：显然（D）选项满足②，且我们知道服从指数分布的随机变量的期望和方差肯定存在（第4章房间405所给的表格中的⑤已经明确说了：若X
 ~E
 (λ
 )，则[image: image]
 ，[image: image]
 ），所以（D）选项满足③和④。

答案：（D）。二、填空题

设X
 1
 ，X
 2
 ，......，X
 100
 这一百个随机变量相互独立且同分布（都服从参数为4的泊松分
 布），求[image: image]
 （提示：利用中心极限定理）。

解：[image: image]


由于题中说X
 1
 ，X
 2
 ，......，X
 100
 相互独立且同分布，所以满足中心极限定理的使用条件①和②；由于题中说X
 1
 ，X
 2
 ，......，X
 100
 都服从参数为4的泊松分布，所以根据第4章房间405所给的表格中的②可知，E
 (X
 1
 )=E
 (X
 2
 )=…=E
 (Xn

 )=4，D
 (X
 1
 )=D
 (X
 2
 )=…=D
 (Xn

 )=4，所以满足中心极限定理的使用条件③和④；由于题中有提示让使用中心极限定理，所以满足中心极限定理的使用条件⑤。

综上所述，中心极限定理的五个条件均满足，所以本题可以使用中心极限定理，所以有X
 1
 +X
 2
 +...+X
 100
 ~N
 (400，400)。

好，接下来就与中心极限定理毫无关系了。


[image: ]




设[image: image]
 则②式可以变为：


[image: ]




①式、③式相结合，得：


[image: ]




由第2章房间205中所讲的正态分布的小技巧2中的③可知，Y
 ~N
 (0，1)。也就是说，Y
 服从标准正态分布，所以Y
 的分布函数为ф
 (y
 )。由第2章房间202（通过分布函数求概率）中的公式①可知：


[image: ]




④、⑤式相结合，得：


[image: ]




由于ф
 (1.96)=0.975，所以有：


[image: ]




本题就做完了。

下面我要告诉大家五个等式，请大家务必把这五个等式背下来。


ф
 (1.64)=0.95


ф
 (1.96)=0.975


 ф
 (2)=0.977


ф
 (2.3)=0.990


ф
 (3)=0.999

三、解答题

已知X
 ~N
 (1，1)，Y
 ~N
 (0，1)，E
 (XY
 )=-0.1，请根据切比雪夫不等式求P
 (-4<X
 +2Y
 <6)≥?

解：由题意可知E
 (X
 )=1，D
 (X
 )=1，E
 (Y
 )=0，D
 (Y
 )=1，E
 (XY
 )=-0.1，所以有：


E
 (X
 +2Y
 )=E
 (X
 )+2E
 (Y
 )=1+2×0=1


[image: ]




设Z
 =X
 +2Y
 ，则有E
 (Z
 )=1，D
 (Z
 )=4.6


[image: ]




①式、②式相结合，得：


[image: ]




将③式的等式右侧中的X
 +Z
 Y
 换为Z
 ，得：


[image: ]




由切比雪夫不等式可知，对任意的ε
 >0，总有：


[image: ]




由此可知当ε
 =5时，有：


[image: ]




将E
 (Z
 )=1，D
 (Z
 )=4.6代入⑥式得：


[image: ]




④式、⑦式相结合，得：


[image: ]









 第6章　第六层——数理统计的基本概念


[image: ]





目前我所见过的除了本书以外的所有考研辅导书在这一章都是一上来先讲“总体的定义”、“样本的定义”以及“统计量的定义”，而本书在这一章则根本不讲这些定义（因为考研中根本不考这些定义），只给大家讲一下重要的性质和定理。实际上，考研中很少涉及到本章的知识点，因此大家不必在本章花费过多的时间。







 6.1　第一车砖——五个名词

①设X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 是来自总体X
 的样本，[image: image]
 则称[image: image]
 为样本均值
 。

②设X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 是来自总体X
 的样本，[image: image]
 则称S
 2
 为样本方差
 。

③设X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 是来自总体X
 的样本，[image: image]
 则称S
 为样本标准差
 。

④设X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 是来自总体X
 的样本，[image: image]
 则称Ak

 为样本k
 阶原点矩
 。

⑤设X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 是来自总体X
 的样本，[image: image]
 则称Bk

 为样本k
 阶中心矩
 。

注意：以上这五条中都有“设X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 是来自总体X
 的样本”，有的同学就说了：“老师，您没有给我们讲‘总体’的定义和‘样本’的定义啊”。

我的回答是：“的确，‘总体’的定义和‘样本’的定义都没有给大家讲，因为根本就没有必要讲，大家只要把我在第3章考研题3.19中给大家讲的与‘样本’有关的三条结论记住就可以了。不讲‘总体’和‘样本’的定义并不影响大家理解以上五个名词。”

大家一定要把[image: image]
 [image: image]
 这五个等式背下来，而且[image: image]
 、S
 2
 、S
 、Ak

 、Bk

 的对应中文名称也必须背下来。

例．写出来自总体X
 的样本X
 1
 、X
 2
 、X
 3
 的样本均值、样本方差、样本标准差、样本一阶原点距、样本二阶中心距。

解：由①得样本均值为：[image: image]


由②得样本方差为：[image: image]


由③得样本标准差为：[image: image]



 由④得样本一阶原点距为：[image: image]


由⑤得样本二阶中心距为：[image: image]



终于把砖运来了


本章的砖我们已经运来了（只有一车砖），接下来我们来看房间，本章一共只有两个房间。




6.2　房间601——与[image: image]
 和S
 2
 有关的三条性质


性质1



如果总体X
 具有数学期望μ
 （即E
 (X
 )=μ
 ），则[image: image]







例．设总体X
 ~N
 (0，1)，求来自总体的样本X
 1
 、X
 2
 、X
 3
 的样本均值[image: image]
 的数学期望[image: image]
 。

解：由于X
 ~N
 (0，1)，所以由第4章房间405所给的表格可知E
 (X
 )=0。再由刚刚讲完的性质1可知，[image: image]
 。


性质2



如果总体X
 具有方差σ
 2
 （即D
 (X
 )=σ
 2
 ），则[image: image]



例．设总体X
 ~P
 (2)，求来自总体的样本X
 1
 、X
 2
 、X
 3
 的样本均值[image: image]
 的数学期望[image: image]
 和方差[image: image]
 。

解：由于X
 ~P
 (2)，所以由第4章房间405所给的表格可知E
 (X
 )=2，D
 (X
 )=2。再由刚刚讲完的性质1和性质2可知[image: image]
 ，[image: image]



性质3



如果总体X
 具有方差σ
 2
 （即D
 (X
 )=σ
 2
 ），则E
 (S
 2
 )=σ
 2
 。






例．设总体X
 ~N
 (0，2)，求来自总体的样本X
 1
 、X
 2
 、X
 3
 的样本方差S
 2
 的数学期望
 E
 (S
 2
 ）。

解：由于X
 ~N
 (0，2)，所以由第4章房间405所给的表格可知D
 (X
 )=2。再由刚刚讲完的性质3可知E
 (S
 2
 )=2。

6.3　房间602——与正态总体有关的四条结论


结论1



设总体X
 ~N
 (μ
 ，σ
 2，
 )，则[image: image]








考研题6.1
 　设总体X
 ~N
 (μ
 ，σ
 2
 )，已知E
 (X
 )=-1，E
 (X
 2
 )=4，[image: image]
 为来自总体的样本X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 的样本均值，则[image: image]
 服从的分布为（　）。


[image: ]




解：由于E
 (X
 )=-1，E
 (X
 2
 )=4，由第4章房间403所讲的方差的基本计算方法可知D
 (X
 )=E
 (X
 2
 )-[E
 (X
 )]2
 =4-1=3。

由于X
 ~N
 (μ
 ，σ
 2
 )，所以由第4章房间405所给的表格可知E
 (X
 )=μ
 ，D
 (X
 )=σ
 2
 。而我们已经知道了E
 (X
 )=-1，D
 (X
 )=3，所以有μ
 =-1，σ2
 =3，即X
 ~N
 (-1，3)。然后由刚刚讲完的结论1立刻可得[image: image]
 所以本题选择（A）选项。

答案：（A）。


结论2



设总体X
 ~N
 (μ
 ，σ
 2
 )，则[image: image]








 考研题6.2
 　设总体X
 ~N
 (μ
 ，σ
 2
 )，从总体X
 中抽样本X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 ，样本的均值为[image: image]
 ，则（　）。

（A）[image: image]


（B）[image: image]


（C）[image: image]


（D）[image: image]


解：本题的四个选项说的都是服从χ
 2
 (n
 -1)分布，所以我们很自然地想到了刚刚讲完的结论2。由刚刚讲完的结论2可知：


[image: ]




由本章的第一车砖可知[image: image]
 因此把[image: image]
 代入①式中得：


[image: ]




将②式化简得：


[image: ]




所以本题选择（C)选项。

答案：（C)。


结论3



设总体X
 ~N
 (μ
 ，σ
 2
 )，则[image: image]








考研题6.3
 　设X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 是来自正态总体N
 (μ
 ，σ
 2
 )的样本，[image: image]
 是样本均值，记[image: image]
 则下列哪个随机变量服从t
 (n
 -1)分布。

(A)
 [image: image]


(B)[image: image]


(C)[image: image]


(D)[image: image]


解：由刚刚讲完的结论3可知：


[image: ]




由本章的第一车砖可知[image: image]
 因此把[image: image]
 代入①式中得：


[image: ]




将②式化简得：


[image: ]




由于题中[image: image]
 所以[image: image]
 将[image: image]
 代入③式得：


[image: ]




所以本题选择（B）选项。

答案：（B）。

结论4


设总体X
 ~N
 (μ
 ，σ
 2
 )，则[image: image]




 6.4　小结


[image: ]





 本章我先是给大家讲了样本均值、样本方差等五个名词，接着又给大家讲了与[image: image]
 和S
 2
 有关的三条性质，最后给大家讲的是与正态总体有关的四条结论。

同学们，坚持住，大楼只差最后一层了。

6.5　练习题

一、选择题

设X
 ~N
 (3，42
 )，从总体X
 抽取样本X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 ，样本均值为[image: image]
 ，则（　）。

(A)[image: image]


(B)[image: image]


(C)[image: image]


(D)[image: image]


解：由房间602中所讲的结论1可知，当X
 ~N
 (3，42
 )时，[image: image]
 此题n
 =16，所以[image: image]


由第2章房间205中所讲的正态分布的小技巧2的③可知[image: image]
 即[image: image]
 所以本题选择（A)选项。

二、填空题

设X
 ~N
 (μ
 ，σ
 2
 )，X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 是来自总体X
 的样本，其样本方差为S
 2
 ，则D
 (S
 2
 )=______。

解：房间601只讲了E
 (S
 2
 )，没有讲D
 (S
 2
 )，所以看来无法直接套用某个结论直接出答案。那么该怎么做呢？





由房间602所讲的结论2可知[image: image]
 由第4章房间405中所给的表格中的⑦可知，若某随机变量服从χ
 2
 (n
 )，则该随机变量的方差为2n
 。由此可知若某随机变量服从χ
 2
 (n
 -1)，则该随机变量的方差为2(n
 -1)。所以对于本题来说，有：



 [image: ]




由第4章房间404（方差的性质）中所讲的性质2可知：


[image: ]




①式、②式相结合得：


[image: ]




由（3）式可解得[image: image]


三、解答题

设X
 ~N
 (80，42
 )，从总体X
 中应抽取至少多大容量的样本，才能使样本均值[image: image]
 大于78的概率不小于0.975。

解：由房间602的结论1可知[image: image]
 “[image: image]
 大于78的概率不小于0.975”翻译成数学语言就是：


[image: ]




由于P
 ([image: image]
 >78)=1-P
 ([image: image]
 ≤78)，所以有：


[image: ]




由于[image: image]
 所以有：


[image: ]




③式可以化简为：


[image: ]





 设[image: image]
 则④式可以变为：


[image: ]




由第2章房间205中所讲的正态分布的小技巧2的③可知Y
 ~N
 (0，1)，也就是说Y
 服从标准正态分布，所以Y
 的分布函数为φ
 (y
 )。由第2章房间202可知：


[image: ]




⑤式、⑥式相结合得：


[image: ]




又因为φ
 (-a
 )=1-φ
 (a
 )，所以有：


[image: ]




⑦式、⑧式相结合得：


[image: ]




⑨式可以化简为：


[image: ]




好，大家还记得我在讲第5章时曾让大家背过以下五个等式吧：


φ
 (1.64)=0.95


φ
 (1.96)=0.975


φ
 (2)=0.977


φ
 (2.3)=0.990


φ
 (3)=0.999

现在我们就要利用其中的φ
 (1.96)=0.975。如何利用呢？由于φ
 (1.96)=0.975，而[image: image]
 ≥0.975，所以有[image: image]
 ≥1.96（因为早在第2章房间201中我就给大家讲过分布函
 数是单调不减的）。

由[image: image]
 可得[image: image]
 解得n
 ≥15.3664，又因为n
 是整数，所以n
 最小也得是16。



 [image: ]









 第7章　第七层——参数估计


[image: ]





这是概率论与数理统计大楼的最后一层了，本章要讲的是“估计”，考研中对于“估计”的考查主要有两种题型。第一种题型是：别人已经对未知参数进行了估计，问你别人的估计是否准确。第二种题型是：让你自己对未知参数进行估计。



本章共有四个房间，房间701讲第一种题型，房间702、房间703、房间704讲第二种题型。







 7.1　房间701——无偏估计

我通过一个例子来给大家讲无偏估计。

比如a
 是未知参数，某人对未知参数a
 的估计值是b
 ，如果此人估计得比较准确的话，那么我们就称b
 是未知参数a
 的无偏估计。现在大家明白了吧。

但是问题依然没有解决啊。比如说某人对未知参数a
 的估计值是b
 ，那么我们应该如何判断这个估计值是否比较准确呢？换言之，某人对未知参数a
 的估计值是b
 ，那么我们应该如何判断b
 是否为a
 的无偏估计呢？别急，我现在就要讲。


若对未知参数a
 的估计值是b
 ，那么我们就算一下b
 的数学期望E
 (b
 )。若算完以后发现E
 (b
 )=a
 ，则说明b
 是a
 的无偏估计；若算完以后发现E
 (b
 )≠a
 ，则说明b
 不是a
 的无偏估计。







考研题7.1
 　设总体X
 的数学期望E
 (X
 )=μ
 ，从来自总体X
 的样本X
 1
 X
 2
 ，......，Xn

 得样本均值[image: image]
 试证明[image: image]
 是μ
 的无偏估计。

解：由以上讲解可知，我们只需要计算一下[image: image]
 。若[image: image]
 =μ
 ，则说明[image: image]
 是μ
 的无偏估计；若[image: image]
 ，则说明[image: image]
 不是μ
 的无偏估计。

由于[image: image]
 所以：


[image: ]




由第4章房间402（数学期望的性质）中所讲的性质2可知：


[image: ]




①式、②式相结合得：


[image: ]




而：


[image: ]




③式、④式相结合得：



 [image: ]




由第4章房间402（数学期望的性质）中所讲的性质4可知：


[image: ]




⑤式、⑥式相结合得：


[image: ]




我早就给大家讲过，样本与总体同分布。既然样本与总体同分布，那么样本的数学期望和总体的数学期望肯定是一样的（当然，是在总体的数学期望存在的前提下）。那么对于本题来说，由于总体的数学期望E
 (X
 )=μ
 ，所以有E
 (X
 1
 )=μ
 ，E
 (X
 2
 )=μ
 ，……，E
 (X
 n
 )=μ
 。

把E
 (X
 1
 )=μ
 ，E
 (X
 2
 )=μ
 ，......，E
 (Xn

 )=μ
 代入到⑦式，得：


[image: ]




将⑧式化简可得：


[image: ]




将⑨式继续化简可得：


[image: ]




所以[image: image]
 是μ
 的无偏估计。






考研题7.2
 　设总体X
 的数学期望和方差分别为μ
 和σ
 2
 ，X
 1
 、X
 2
 是来自总体X
 的样本。记Y
 =(1-a
 )X
 1
 +aX
 2


试证Y
 是μ
 的无偏估计。

确定a
 ，使D
 (Y
 )最小。

解：

我们只需要计算一下E
 (Y
 )。若E
 (Y
 )=μ
 ，则说明Y
 是μ
 的无偏估计；若E
 (Y
 )≠μ
 ，则说明Y
 不是μ
 的无偏估计。

由于Y
 =(1-a
 )X
 1
 +aX
 2
 ，所以：


[image: ]




由第4章房间402（数学期望的性质）中所讲的性质4可知：



 [image: ]




①式、②式相结合得：


[image: ]




由于总体X
 的数学期望是μ
 ，而X
 1
 、X
 2
 是来自总体X
 的样本，所以有E
 (X
 1）=μ
 ，E
 (X
 2
 )=μ
 。

将E
 (X
 1
 )=μ
 ，E
 (X
 2
 )=μ
 代入到③式，得：


[image: ]




将④式化简可得：


[image: ]




所以Y
 是μ
 的无偏估计。

由于Y
 =(1-a
 )X
 1
 +a
 X2

 ，所以：


[image: ]




由于X1

 、X2

 是来自同一总体的两个样本，我早就给大家讲过来自同一总体的若干样本是相互独立的，所以X1

 、X2

 相互独立。而两个随机变量相互独立又可以推出它们不相关，所以X
 1
 、X
 2
 不相关。由于X
 1
 、X
 2
 不相关，所以根据第4章房间404（方差的性质）中所讲的性质4可知：


[image: ]




⑥式、⑦式相结合得：


[image: ]




由于总体X
 的方差是σ2
 ，而X
 1
 、X
 2
 是来自总体X
 的样本，所以有D
 (X
 1
 ）=σ
 2
 ，D
 (X
 2
 )=σ
 2
 。

将D
 (X
 1
 )=σ
 2
 ，D
 (X
 2
 )=σ
 2
 代入到⑧式，得：


[image: ]




从⑨式我们可以很明显地看出当[image: image]
 时D
 (Y
 )最小。

7.2　房间702——矩估计

刚刚我在房间701中给大家讲的无偏估计的实质是“被动”，也就是说别人已经对未知参数进行了估计，问你别人的估计是否准确。而接下来的房间702、房间703、房间704
 中我要给大家讲的是“主动”，也就是说让你自己对未知参数进行估计。

那么为什么“主动”要分三个房间来讲呢？我举个例子来回答这个问题。

例．我来估计一下我们宿舍的张三今晚几点睡觉。

若根据他以往的睡觉时间，我估计他今晚11点睡觉；若根据他今天白天干的事儿的话，那么由于他今天进行了一下午的体育运动，所以他今天应该挺累的，所以我估计他今晚8点睡觉；若估计的是一个时间段的话，那我估计他今晚8点~10点之间睡觉。

大家看见了吧，我既可以估计一个时间点，也可以估计一个时间段。而且就算定死了要估计时间点，那么也可以从不同的角度来估计这个时间点。

所以“主动”要分三个房间来给大家讲。具体来说就是：房间702（矩估计）和房间703（最大似然估计）讲的都是估计“点”，只不过是从两个不同的角度来估计；而房间704（置信区间）讲的则是估计“段”。现在大家算是彻底明白了吧。


以上算是对房间702、房间703以及房间704做了一个介绍，下面正式开始讲房间702。


“与矩估计有关的题”的出题形式



题中会给出总体X
 的分布律或者概率密度函数，给的分布律或者概率密度函数中会含有一个或两个未知参数，让求未知参数的矩估计。


看完出题形式了，我们再来看看解题方法。


“与矩估计有关的题”的解题方法



看一下题中所给的分布律或概率密度函数中到底是含有一个未知参数还是含有两个未知参数。若此分布律或概率密度函数中只含有一个未知参数a
 ，则按照接下来的①来做；若此分布律或概率密度函数中含有两个未知参数a
 和b
 ，则按照接下来的②来做。



①首先我们要计算出E
 (X
 )，记计算出的E
 (X
 )=A
 (A
 中必含有未知参数a
 )；接着，我们用[image: image]
 替换E
 (X
 )，用[image: image]
 替换A
 中的未知参数a
 ，把[image: image]
 解出来就可以了，[image: image]
 就是未知参数a
 的矩估计。



②首先我们要计算出E
 (X
 )和E
 (X
 2
 )，记计算出的E
 (X
 )=A
 、E
 (X
 2
 )=B
 (A
 和B
 中必含有未知参数a
 、b
 )；接着，我们用[image: image]
 替换E
 (X
 )，用[image: image]
 替换E
 (X
 2
 )，用替换[image: image]
 A
 和B
 中的未知参数a
 、b
 ，把[image: image]
 解出来就可以了。[image: image]
 就是未知参数a
 的矩估计，[image: image]
 就是未知参数b
 的矩估计。







 考研题7.3
 　设总体X
 的分布律为：


[image: ]




其中θ
 (0<θ
 <[image: image]
 )是未知参数，利用总体X
 的如下样本值：

3，1，3，0，3，1，2，3

求θ
 的矩估计值。

解：由于题中给出了总体X
 的分布律，且此分布律中含有未知参数，且让求的是未知参数的矩估计值，所以本题属于“与矩估计有关的题”，我们应该按照刚刚讲完的“与矩估计有关的题”的解题方法来求解此题。

不过，现在我们还要继续分析本题到底是应该按照“与矩估计有关的题”的解题方法中的①来求解，还是应该按照“与矩估计有关的题”的解题方法中的②来求解。

那么，就看此分布律中到底是含有一个未知参数还是含有两个未知参数。很显然此分布律中只含有一个未知参数θ
 ，所以我们应该按照“与矩估计有关的题”的解题方法中的①来求解本题。

“与矩估计有关的题”的解题方法中的①是这样描述的：首先我们要计算出E
 (X
 )，记计算出的E
 (X
 )=A
 (A
 中必含有未知参数a
 )；接着，我们用[image: image]
 替换E
 (X
 )，用[image: image]
 替换A
 中的未知参数a
 ，把[image: image]
 解出来就可以了，[image: image]
 就是未知参数a
 的矩估计。


好，现在我们就按上述方法来做本题。

首先我们要计算出E
 (X
 )。

由第4章房间401所讲的数学期望的基本计算方法中的题型1可知：


[image: ]




接着，我们用[image: image]
 替换①式中的E
 (X
 )，用[image: image]
 替换①式中的未知参数θ
 ，则有：


[image: ]




通过②式可解得：


[image: ]




以上我们是完完全全地按照“与矩估计有关的题”的解题方法中的①来做的。到目前为止，我们已经把“与矩估计有关的题”的解题方法中的①中所让我们干的事儿全干完了。


 可是我告诉大家，本题还没有做完。这是为什么呢？因为本题比较特殊，大多数题中的[image: image]
 都无法算出来，可是本题由于给了“3，1，3，0，3，1，2，3”这八个样本值，所以[image: image]
 可以算出来。


[image: ]




将[image: image]
 代入③式，得：


[image: ]




本题已经做完了，未知参数θ
 的矩估计为[image: image]







考研题7.4
 　设总体X
 ~U
 [0，θ
 ]，X
 1
 ，X
 2
 ，…，Xn

 是来自总体X
 的样本，则未知参数θ
 的矩估计量[image: image]
 =_________。

解：由于题中说X
 ~U
 [0，θ
 ]，所以根据第2章房间205（常用分布）所讲的知识可得X
 的概率密度函数为：


[image: ]




也就是说，题中给出X
 ~U
 [0，θ
 ]就相当于给出了X
 的概率密度函数。好，由于现在我们已经知道了总体X
 的概率密度函数，且此概率密度函数中含有未知参数，且让求的是未知参数的矩估计值，所以本题属于“与矩估计有关的题”。

不过，现在我们还要继续分析本题到底是应该按照解题方法①来求解还是应该按照解题方法②来求解。

那么，就看此概率密度函数中到底是含有一个未知参数还是含有两个未知参数。很显然此概率密度函数中只含有一个未知参数θ
 ，所以我们应该按照“与矩估计有关的题”的解题方法中的①来求解本题。

首先我们要计算出E
 (X
 )。

由第4章房间405所给的表格中的④直接可得：


[image: ]




接着，我们用[image: image]
 替换①式中的(E
 )X
 ，用[image: image]
 替换①式中的未知参数θ
 ，则有：


[image: ]





 通过②式可解得：


[image: ]




本题已经做完了，未知参数θ
 的矩估计为[image: image]
 =2X
 。






考研题7.5
 　设X
 ~N
 (μ
 ，σ
 2
 ），其中μ
 ，σ
 2
 （σ
 >0）均为未知参数，从总体取得样本为X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 。试求μ
 σ
 2
 的矩估计。

解：由于题中X
 ~N
 (μ
 ，σ
 2
 )，所以根据第2章房间205（常用分布）所讲的知识可得X
 的概率密度函数为：


[image: ]




也就是说，题中给出X
 ~N
 (μ
 ，σ
 2
 )就相当于给出了X
 的概率密度函数。

好，由于现在我们已经知道了总体X
 的概率密度函数，且此概率密度函数中含有未知参数，且让求的是未知参数的矩估计值，所以本题属于“与矩估计有关的题”。

很显然此概率密度函数中含有两个未知参数μ
 和σ
 2
 ，所以我们应该按照“与矩估计有关的题”的解题方法中的②来求解本题。

“与矩估计有关的题”的解题方法中的②是这样描述的：首先我们要计算出E
 (X
 )和E
 (X
 2
 )，计算出的E
 (X
 )=A
 、E
 (X
 2
 )=B
 (A
 和B
 中必含有未知参数a
 、b
 )；接着，我们用[image: image]
 替换E
 (X
 )，用[image: image]
 替换E
 (X
 2
 )，用[image: image]
 替换A
 和B
 中的未知参数a
 、b，
 把[image: image]
 解出来就可以了。[image: image]
 就是未知参数a
 的矩估计，[image: image]
 就是未知参数b
 的矩估计。


好，现在我们就按上述方法来做本题。

首先我们要计算出E
 (X
 )和E
 (X
 2
 )。

由第4章房间405所给的表格中的⑥直接可得：


[image: ]




由第4章房间403所讲的方差的基本计算方法可知：


[image: ]




将③式移项得：


[image: ]




好，现在E
 (X
 )和E
 (X
 2
 )我们已经都计算完了。在以上①式、②式、③式、④式中，
 我们只关注①式和④式就可以了，因为②式和③式只是为求解E
 (X
 2
 )服务的。

接着，我们用[image: image]
 替换①式中的E
 (X
 )，用[image: image]
 替换④式中的E
 (X
 2
 )，用[image: image]
 替换①式、④式中的μ
 、σ
 2
 ，则有：


[image: ]




解此方程组得：


[image: ]




本题已经做完了，未知参数μ
 的矩估计为[image: image]
 未知参数σ
 2
 的矩估计为[image: image]


7.3　房间703——最大似然估计

首先大家要明确一点，本节要讲的“最大似然估计”与上一节给大家讲的“矩估计”都属于点估计而不属于区间估计。


“与最大似然估计有关的题”的出题形式



题中会给出总体X
 的分布律或者概率密度函数，给的分布律或者概率密度函数中会含有一个或两个未知参数，让求未知参数的最大似然估计。


看完出题形式了，我们再来看看解题方法。


“与最大似然估计有关的题”的解题方法



看一下题中给的到底是分布律还是概率密度函数，同时再看一下题中到底是含有一个未知参数还是含有两个未知参数。



若题中给的是分布律且题中只含有一个未知参数a
 的话，则按照接下来的①来做；若题中给的是分布律且题中含有两个未知参数a
 、b
 的话，则按照接下来的②来做；若题中给的是概率密度函数且题中只含有一个未知参数a
 的话，则按照接下来的③来做；若题中给的是概率密度函数且题中含有两个未知参数a
 、b
 的话，则按照接下来的④来做。



①首先我们需要构造出似然函数L
 (a
 )，构造的方法是[image: image]
 接着，我们求当a
 取何值时，似然函数L
 (a
 )能达到最大值。我们最后求得的这个“何值”就是未知参数
 a
 的最大似然估计[image: image]
 。具体来说，求法是：要么直接用眼睛看出来，要么就对似然函数L
 (a
 )取对数，得lnL
 (a
 )之后对未知参数a
 求导。



②首先我们需要构造出似然函数L
 (a
 ，b
 )，构造的方法是[image: image]
 接着，我们求当a
 、b
 取何值时，似然函数L
 (a
 ，b
 )能达到最大值。我们最后求得的这个“何值”就是未知参数a
 、b
 的最大似然估计[image: image]
 。具体来说，求法是：要么直接用眼睛看出来，要么就对似然函数L
 (a
 ，b
 )取对数，得lnL
 (a
 ，b
 )之后对未知参数a
 、b
 求导。



③首先我们需要构造出似然函数L
 (a
 )，构造的方法是[image: image]
 接着，我们求当a
 取何值时，似然函数L
 (a
 )能达到最大值。我们最后求得的这个“何值”就是未知参数a
 的最大似然估计[image: image]
 。具体来说，求法是：要么直接用眼睛看出来，要么就对似然函数L
 (a
 )取对数，得lnL
 (a
 )之后对未知参数a
 求导。



④首先我们需要构造出似然函数L
 (a
 ，b
 )，构造的方法是[image: image]
 接着，我们求当a
 、b
 取何值时，似然函数L
 (a
 ，b
 )能达到最大值。我们最后求得的这个“何值”就是未知参数a
 、b
 的最大似然估计[image: image]
 。具体来说，求法是：要么直接用眼睛看出来，要么就对似然函数L
 (a
 ，b
 )取对数，得lnL
 (a
 ，b
 )之后对未知参数a
 、b
 求导。


以上就是“与最大似然估计有关的题”的解题方法，其中出现的数学符号“[image: image]
 ”的意思是“连乘”，例如“[image: image]
 ”指的是“1×2×3×4×5”。

接下来我们来看几道题。






考研题7.6
 　设总体X
 的分布律为：


[image: ]




其中θ
 (0<θ
 <[image: image]
 )是未知参数，利用总体X
 的如下样本值：

3，1，3，0，3，1，2，3

求θ
 的最大似然估计值。

解：由于题中给出了总体X
 的分布律，且此分布律中含有未知参数，且让求的是未知参数的最大似然估计值，所以本题属于“与最大似然估计有关的题”，所以我们应该按照刚刚讲完的“与最大似然估计有关的题”的解题方法来求解此题。


 不过，现在我们还要继续分析本题到底是应该按照
 “与最大似然估计有关的题”的解题方法中的①来求解，还是应该按照
 解题方法②、③、④来求解。

由于本题所给的是分布律（而不是概率密度函数），并且此分布律中只含有一个未知参数θ
 ，所以我们应该按照“与最大似然估计有关的题”的解题方法中的①来求解本题。

“与最大似然估计有关的题”的解题方法中的①是这样描述的：首先我们需要构造出似然函数L
 (a
 )，构造的方法是[image: image]
 接着，我们求当a
 取何值时，似然函数L
 (a
 )能达到最大值。我们最后求得的这个“何值”就是未知参数a
 的最大似然估计[image: image]
 。具体来说，求法是：要么直接用眼睛看出来，要么就对似然函数L
 (a
 )取对数，得lnL
 (a
 )之后对未知参数a
 求导。


好，现在我们就按上述方法来做本题。

由于本题所给的八个样本值是：3、1、3、0、3、1、2、3，其中有一个0，两个1，一个2，四个3。而根据分布律可知P
 (X
 =0)=θ
 2
 、P
 (X
 =1)=2θ
 (1-θ
 )、P
 (X
 =2)=θ
 2
 、P
 （X
 =3)=1-2θ
 ，所以似然函数L
 (θ
 )为：


[image: ]




好，现在我们已经知道了似然函数L
 (θ
 )=4θ
 6
 (1-θ
 )2
 (1-2θ
 )4
 ，接下来我们需要求的是当θ
 取何值时，似然函数L
 (θ
 )=4θ
 6
 (1-θ
 )2
 (1-2θ
 )4
 能达到最大值。怎么求呢？我在“与最大似然估计有关的题”的解题方法中的①中已经告诉大家了，要么用眼睛直接看出来，要么就取对数然后求导。

好，我们现在先用眼睛看一下，你能看出来当θ
 取何值时，似然函数L
 (θ
 )=4θ
 6
 (1-θ
 )2
 (1-2θ
 )4
 达到最大值吗？很显然是看不出来的。因此我们采用“取对数求导法”。


先取对数。


由于：


L
 (θ
 )=4θ
 6
 (1-θ
 )2
 (1-2θ
 )4


所以：


[image: ]





再对未知参数θ
 求导。



[image: ]




我们现在求导已经求完了，那么想一下求导的目的是什么呢？就是为了找“最大值
 点”，也就是说，我们要令[image: image]
 即：


[image: ]




解得：[image: ]


而本题的已知条件中说了[image: image]
 而[image: image]
 明显大于[image: image]
 ，所以我们舍弃θ
 2
 而取θ
 1
 ，所以未知参数θ
 的最大似然估计值为[image: image]







考研题7.7
 　设X
 ~N
 (μ
 ，σ
 2
 ），其中μ
 ，σ
 2
 (σ
 >0）均为未知参数，又设x
 1
 ，x
 2
 ，......，x
 n
 是总体X
 的一组样本观测值。试求μ和σ
 2
 的最大似然估计值。

解：由于题中说X
 ~N
 (μ
 ，σ
 2
 ），所以根据第2章房间205（常用分布）所讲的知识可得X
 的概率密度函数为：


[image: ]




也就是说，题中给出X
 ~N
 (μ
 ，σ
 2
 ）就相当于给出了X
 的概率密度函数。

好，由于现在我们已经知道了总体X
 的概率密度函数，且此概率密度函数中含有未知参数，且让求的是未知参数的最大似然估计值，所以本题属于“与最大似然估计有关的题”，所以我们应该按照本节所讲的“与最大似然估计有关的题”的解题方法来求解此题。

解题方法①、②、③、④，用哪个呢？

由于本题所给的是概率密度函数（而不是分布律），并且此概率密度函数中含有两个未知参数μ
 和σ
 2
 ，所以我们应该按照“与最大似然估计有关的题”的解题方法中的④来求解本题。

“与最大似然估计有关的题”的解题方法中的④是这样描述的：首先我们需要构造出似然函数L
 (a
 ，b
 )，构造的方法是[image: image]
 接着，我们求当a
 、b
 取何值时，似然函数L
 (a
 ，b
 )能达到最大值。我们最后求得的这个“何值”就是未知参数a
 、b
 的最大似然估计[image: image]
 。具体来说，求法是：要么直接用眼睛看出来，要么就对似然函数L
 (a
 ，b
 )取对数，得lnL
 (a
 ，b
 )之后对未知参数a
 、b
 求导。


好，现在我们就按上述方法来做本题。

首先我们先来构造似然函数L
 (μ
 ，σ
 2
 )。大家还记得上一道题的似然函数L
 (θ
 )是如何构造的吧？现在我要告诉大家的是，本题的似然函数L
 (μ
 ，σ
 2
 ）与上一道题的似然函数L
 (θ
 )的
 构造方法是不一样的，这是因为本题给的是概率密度函数而不是分布律。

由于：


[image: ]




所以：


[image: ]




所以似然函数L
 (μ
 ，σ
 2
 ）为：


[image: ]




大家看见了吧，上一道题中的似然函数L
 (θ
 )我们是通过分布律来构造的，而本题中的似然函数我们则是通过概率密度函数来构造的。

我现在来给大家总结一下：如果采用的是“与最大似然估计有关的题”的解题方法中的①或②的话，那么似然函数就用分布律来构造（概率连乘）；如果采用的是“与最大似然估计有关的题”的解题方法中的③或④的话，那么似然函数就用概率密度函数来构造（概率密度函数连乘）。


现在大家明白了吧。实际上，以上那段加粗的字我都多余写上，因为在本节的开头我讲“与最大似然估计有关的题”的解题方法时，已经明确告诉大家了以下的话：若采用的是“与最大似然估计有关的题”的解题方法中的①或②的话，那么似然函数的构造方法是[image: image]
 或[image: image]
 若采用的是“与最大似然估计有关的题”的解
 题方法中的③或④的话，那么似然函数的构造方法是[image: image]
 或[image: image]


好，刚才算是小插曲，现在我们回到本题上来。现在我们已经知道了似然函数[image: image]
 接下来我们需要求的是当μ
 、σ
 2
 取何值时，似然函数[image: image]
 能达到最大值。怎么求呢？我在“与最大似然估计有关的题”的解题方法中的④中已经告诉大家了，要么用眼睛直接看出来，要么就取对数然后求导。

好，我们现在先用眼睛看一下，能看出来当μ
 、σ
 2
 取何值时，似然函数[image: image]
 达到最大值吗？很显然是看不出来的。因此我们采用“取对数求导法”。


先取对数。


由于：


[image: ]




所以：


[image: ]






 [image: ]





再对未知参数μ
 、σ
 2
 求导。



lnL
 (μ
 ，σ
 2
 )对μ
 求导得：


[image: ]




我们现在求导已经求完了，那么我们求导的目的是什么呢？就是为了找“最大值点”，也就是说，我们要令[image: image]
 即：


[image: ]




解得[image: image]



lnL
 (μ
 ，σ
 2
 )对σ
 2
 求导得：


[image: ]




求导的目的是为了找“最大值点”，也就是说，我们要令[image: image]
 即：


[image: image]




解得[image: image]


好，本题我们已经做完了。未知参数μ
 的最大似然估计为[image: image]
 未知参数σ
 2
 的最大似然估计为[image: image]







 考研题7.8
 　设总体X
 ~U
 (0，θ
 )，x
 1
 ，x
 2
 ，......，xn

 是总体X
 的一组样本观测值，试求未知参数θ
 的最大似然估计值。

解：由于题中说X
 ~U
 (0，θ
 )，所以根据第2章房间205（常用分布）所讲的知识可得X
 的概率密度函数为：


[image: ]




也就是说，题中给出X
 ~U
 (0，θ
 )就相当于给出了X
 的概率密度函数。

好，由于现在我们已经知道了总体X
 的概率密度函数，且此概率密度函数中含有未知参数，且让求的是未知参数的最大似然估计值，所以本题属于“与最大似然估计有关的题”，所以我们应该按照本节所讲的“与最大似然估计有关的题”的解题方法来求解此题。

再来判断用哪种解题方法。由于本题所给的是概率密度函数（而不是分布律），并且此概率密度函数中只含有一个未知参数θ
 ，所以我们应该按照“与最大似然估计有关的题”的解题方法中的③来求解本题。

“与最大似然估计有关的题”的解题方法中的③是这样描述的：首先我们需要构造出似然函数L
 (a
 )，构造的方法是[image: image]
 接着，我们求当a
 取何值时，似然函数L
 (a
 )能达到最大值。我们最后求得的这个“何值”就是未知参数a
 的最大似然估计[image: image]
 。具体来说，求法是：要么直接用眼睛看出来，要么就对似然函数L
 (a
 )取对数得lnL
 (a
 )之后对未知参数a
 求导。


好，现在我们就按上述方法来做本题。

首先我们先来构造似然函数L
 (θ
 )。

由于：


[image: ]




所以：


[image: ]






 [image: ]




所以似然函数L
 (θ
 )为：


[image: ]




现在我们已经知道了似然函数[image: image]
 接下来我们需要求的是当θ
 取何值时，似然函数[image: image]
 能达到最大值。怎么求呢？要么用眼睛直接看出来，要么就取对数然后求导。

好，我们现在先用眼睛看一下，能看出来当θ
 取何值时，似然函数[image: image]
 达到最大值吗？很显然可以看出来！因为很显然θ
 越小[image: image]
 越大，所以我们根本不用像上两道题那样采用“取对数求导法”。

虽然θ
 越小[image: image]
 越大，但是θ
 不可能无限制地小下去，因为θ
 是有范围的。范围是0<x
 1
 x
 2
 ，......，x
 n
 <θ
 ，也就是说θ
 要大于x
 1
 x
 2
 ，......，x
 n
 中的任意一个。我现在把以上两句话综合一下就是：θ
 越小似然函数越大，且θ
 要大于x
 1
 x
 2
 ，......，x
 n
 中的任意一个。

那你们说θ
 应该取何值吧？是不是应该取x
 1
 x
 2
 ，......，x
 n
 中最大的那个数，这很显然吧（因为虽然θ
 越小似然函数越大，但如果再取小了的话就不满足“θ
 要大于x
 1
 x
 2
 ，......，x
 n
 中的任意一个”了）。即未知参数θ
 的最大似然估计为[image: image]


通过这道题，大家应该已经明白了“用眼睛直接看出来”的意思了吧。


 7.4　房间704——置信区间

房间702（矩估计）和房间703（最大似然估计）讲的都是估计“点”，只不过是从两个不同的角度来估计而已，而本房间（房间704）讲的则是估计“段”。

下面我给出一个表。


[image: ]




以上这个表大家现在可能还看不懂，不过不用着急，因为我马上要给大家讲两道例题，相信等我讲完这两道例题后，大家就都能明白了。






考研题7.9
 　设来自正态总体N
 (μ
 ，0.92
 )的样本均值[image: image]
 则未知参数μ
 的置信水平为0.95的置信区间是____________。（提示：u
 0.025
 =1.96）

解：由于本题问的是“置信区间”，所以本题一定会用到本节所给的表格（大家以后记住，只要问题问的是“置信区间”，就一定会用到本节所给的表格）。

可是问题依然没有解决啊，本节所给的表格中有那么多的数学符号，这表格到底应该如何使用呢？我现在就来教大家。

我们首先来看本题的问题，看看本题的问题问的到底是μ
 的置信区间还是σ
 2
 的置信区间。本题的问题是这样说的：“则未知参数μ
 的置信水平为0.95的置信区间是”，所以很显然，本题问的是μ
 的置信区间。

由于本题问的是μ
 的置信区间而不是σ
 2
 的置信区间，所以我们只用看：


[image: ]




而不用看


[image: ]




也就是说，在本题中，我们已经将本节所给的表：



 [image: ]




细化为了：


[image: ]




但是这还不够，我们还需要继续细化。看看到底是用：


[image: ]




还是用：


[image: ]




因此我们现在就要看本题中的σ
 2
 到底是已知还是未知。本题中说N
 (μ
 ，0.92
 )，很显然σ
 2
 已知（σ
 2
 =0.92
 ），所以我们将：


[image: ]




进一步细化为：


[image: ]




好，本题做到这里已经做完90%了，剩下就是代数计算而已。

由题目的已知条件可知[image: image]
 =5。

由题目的已知条件可知[image: ]


由题目的已知条件可知n
 =9。

由于本题的问题中说置信水平是0.95，所以1-a
 =0.95（这个结论大家要记住，置信水平是多少那么1-a
 就是多少），所以a
 =0.05，所以[image: image]
 =0.025，所以[image: image]
 在本题中指的是u
 0.025
 ，而题中已经给提示了，说u
 0.025
 =1.96。


 好，所有的准备都已就绪。未知参数μ的置信水平为0.95的置信区间是：


[image: ]









考研题7.10
 　设总体X
 服从正态分布N
 (μ
 ，σ
 2
 )，其中μ
 和σ
 2
 均为未知参数，从总体X
 中抽取容量为10的样本，样本值如下：

86.0，85.5，85.4，85.5，85.6，85.9，85.7，85.8，85.7，85.9

则标准差σ
 的置信水平为0.98的置信区间是__________。（提示：[image: image]
 (9)=21.7，[image: image]
 (9)=2.09）

解：由于本题问的是“置信区间”，所以本题一定会用到本节所给的表格。

我们首先来看本题的问题，看看问的到底是μ
 的置信区间还是σ
 2
 的置信区间。本题的问题是这样说的：“则标准差σ
 的置信水平为0.98的置信区间是”。

这可坏了，本题问的既不是μ
 的置信区间也不是σ
 2
 的置信区间，而是σ
 的置信区间。那怎么办？大家记住，以后凡是碰到问σ
 的置信区间的题，我们就当成该题问的是σ
 2
 的置信区间，最后开一下根号就可以了。


所以我们只用看：


[image: ]




而不用看：


[image: ]




也就是说，在本题中，我们已经将本节所给的表细化为了：


[image: ]




好，本题做到这里已经做完90%了，剩下就是代数计算而已。

我们现在一共需要算出四个东西：n
 、[image: image]
 (n-1
 )、[image: image]
 (n
 -1)、S
 2
 (我得提醒大家一下，[image: image]
 (n
 -1)是一个整体，而不是“[image: image]
 ”乘以“n
 -1”；同样，[image: image]
 (n
 -1)”也是一个整体，而不是“[image: image]
 ”乘以“n
 -1”)。

由于题中说样本容量为10，所以n
 =10。


 由于本题的问题中说置信水平是0.98，所以1-a
 =0.98（这个结论大家要记住，置信水平是多少，那么1-a
 就是多少），所以a
 =0.02，所以[image: image]
 =0.01，又由于n
 =10，所以[image: image]
 (n
 -1)在本题中指的是[image: image]
 (9)，[image: image]
 (n
 -1)在本题中指的是[image: image]
 (9)。而题中已经给提示了，说[image: image]
 (9)=21.7，[image: image]
 (9)=2.09。

好，现在n
 、[image: image]
 (n
 -1)、[image: image]
 (n
 -1)、S
 2
 这四个东西中我们已经算完三个了，还差S
 2
 需要计算。那么S
 2
 应该怎么算呢？

在第6章的第一车砖（五个名词）中，我给大家讲过[image: image]
 我们现在就利用这个式子算出S
 2
 。然而，这个式子的等式右侧中出现了[image: image]
 ，所以我们首先要算出[image: image]
 。[image: image]
 怎么算呢？也是利用第6章的第一车砖（五个名词）中我给大家讲过的[image: image]
 来算。

对于本题来说，由于本题所给的10个样本值为86.0，85.5，85.4，85.5，85.6，85.9，85.7，85.8，85.7，85.9，所以：


[image: ]




好，[image: image]
 我们已经算出来了，现在我们可以利用[image: image]
 算S
 2
 了。


[image: ]




好，现在n
 、[image: image]
 、[image: image]
 、S
 2
 这四个东西我们已经都算出来了（n
 =10、[image: image]
 、[image: image]
 、S
 2
 =0.04）。也就是说，所有准备都已就绪。

根据：


[image: ]




可知σ
 2
 的置信水平为0.98的置信区间是：


[image: ]




本题做到这儿做完了吗？并没有做完。本题的问题是“σ的置信水平为0.98的置信区
 间”，而我们刚刚算出的[image: image]
 是“σ
 2
 的置信水平为0.98的置信区间”，所以我们需要开一下根号。

所以σ
 的置信水平为0.98的置信区间是：


[image: ]




7.5　小结

同学们，概率论与数理统计大楼已经竣工了，大家来欣赏一下吧。



 [image: ]





 本章一共有四个房间，这四个房间都在讲“估计”，房间701讲的是“被动估计”，而房间702、房间703、房间704讲的是“主动估计”。

在考研数学中经常以大题（而非选择题或填空题）的形式来对本章所涉及的知识点进行考查，所以大家必须要重视本章所讲的知识点。

7.6　练习题

一、选择题

1．设X
 1
 ，X
 2
 ，......，X
 n
 是来自总体X
 ~N
 (μ
 ，σ
 2
 )的样本，其中μ已知，σ
 2
 >0为未知参数，样本均值为[image: image]
 ，则σ
 2
 的最大似然估计量为：


[image: ]




解：由于题中说X
 ~N
 (μ
 ，σ
 2
 )，所以根据第2章房间205（常用分布）所讲的知识可得X
 的概率密度函数为：


[image: ]




也就是说，题中给出X
 ~N
 (μ
 ，σ
 2
 )就相当于给出了X
 的概率密度函数。

好，由于现在我们已经知道了总体X
 的概率密度函数，且此概率密度函数中含有未知参数，且让求的是未知参数的最大似然估计量，所以本题属于“与最大似然估计有关的题”，所以我们应该按照本章房间703中所讲的“与最大似然估计有关的题”的解题方法来求解此题。

现在我们还要继续分析本题到底是应该按照
 “与最大似然估计有关的题”的解题方法中的哪一个来求解。

由于本题所给的是概率密度函数（而不是分布律），并且此概率密度函数中只含有一个未知参数σ
 2
 ，所以我们应该按照“与最大似然估计有关的题”的解题方法中的③来求解本题。

“与最大似然估计有关的题”的解题方法中的③是这样描述的：首先我们需要构造出似然函数L
 (a
 )，构造的方法是[image: image]
 接着，我们求当a
 取何值时，似然函数L
 (a
 )能达到最大值。我们最后求得的这个“何值”就是未知参数a
 的最大似然估计[image: image]
 。具体来说，求法是：要么直接用眼睛看出来，要么就对似然函数L
 (a
 )取对数得lnL
 (a
 )之后对未知参数a
 求导。



 好，现在我们就按上述方法来做本题。

首先我们先来构造似然函数L
 。

由于：


[image: ]




所以：


[image: ]




所以似然函数L
 为：


[image: ]




现在我们已经知道了似然函数[image: image]
 接下来我们需要求的是当σ
 2
 取何值时，似然函数[image: image]
 能达到最大值。怎么求呢？我在“与最大似然估计有关的题”的解题方法中的③中已经告诉大家了，要么用眼睛直接看出来，要么就取对数然后求导。

好，我们现在先用眼睛看一下，能看出来当σ
 2
 取何值时，似然函数[image: image]
 达到最大值吗？很显然是看不出来的。因此我们采用“取对数求
 导法”。


先取对数。


由于：


[image: ]




所以：


[image: ]





再对未知参数σ2
 求导。



[image: ]




求导的目的是为了找“最大值点”，也就是说，我们要令[image: image]
 即：


[image: ]




解得[image: image]



 好，本题我们已经做完了。未知参数σ
 2
 的最大似然估计为[image: image]


答案：（D)。

2．设一批零件的长度服从正态分布N
 (μ
 ，4)，其中μ
 未知，现从中随机抽取16个零件，测得样本均值[image: image]
 ，则μ
 的置信度为0.90的置信区间是：

(A)[image: image]


(B)[image: image]


(C)[image: image]


(D)[image: image]


解：由于本题问的是“置信区间”，所以本题一定会用到房间704中所给的表格。

我们首先来看本题的问题，看看本题问的到底是μ
 的置信区间还是σ
 2
 的置信区间。本题的问题是这样说的：“μ
 的置信度为0.90的置信区间是”。所以很显然，本题问的是μ
 的置信区间。

由于本题问的是μ
 的置信区间而不是σ
 2
 的置信区间，所以我们只用看：


[image: ]




而不用看：


[image: ]




也就是说，在本题中，我们已经将房间704中所给的表简化为了：


[image: ]




但是这还不够，我们还需要继续细化。我们现在就要看本题中的σ
 2
 到底是已知还是未知。本题中说N
 (μ
 ，4)，很显然σ
 2
 已知（σ
 2
 =4），所以我们将：



 [image: ]




进一步细化为：


[image: ]




好，本题做到这里已经做完90%了，剩下就是代数计算而已。

由题目的已知条件可知[image: image]
 =20，[image: image]
 ，n
 =16。

由于本题的问题中说置信水平是0.90，所以1-a
 =0.90（这个结论大家要记住，置信水平是多少，1-a
 就是多少），所以a
 =0.1，所以[image: image]
 =0.05，所以[image: image]
 在本题中指的是u
 0.05
 。

好，所有的准备都已就绪。μ
 的置信度为0.90的置信区间是：


[image: ]




所以本题应该选择（A）选项。

答案：（A）。

二、填空题

1．设总体X
 ~B
 (m
 ，p
 )，其中p
 (0<p
 <1)为未知参数，从总体X
 中抽取样本X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 ，则p
 的矩估计量[image: image]
 =________。

解：由于题中说X
 ~B
 (m
 ，p
 )，所以根据第2章房间205（常用分布）所讲的知识可得X
 的分布律为：


[image: ]




由于题中给出了总体X
 的分布律，且此分布律中含有未知参数，且让求的是未知参数的矩估计，所以本题属于“与矩估计有关的题”，所以我们应该按照本章房间702中所讲的“与矩估计有关的题”的解题方法来求解此题。

不过，现在我们还要继续分析本题到底是应该按照“与矩估计有关的题”的解题方法中的①还是②来求解。

那么，就看此分布律中到底是含有一个未知参数还是含有两个未知参数。由于题中说p
 为未知参数（没说p
 、m
 都为未知参数），所以此分布律中只含有一个未知参数p
 ，所以我们应该按照“与矩估计有关的题”的解题方法中的①来求解本题。

“与矩估计有关的题”的解题方法中的①是这样描述的：首先我们要计算出E
 (X
 )，记计算出的E
 (X
 )=A
 (A
 中必含有未知参数a
 )；接着，我们用[image: image]
 替换E
 (X
 ，用[image: image]
 替换A
 中的未知参数a
 ，把[image: image]
 解出来就可以了，[image: image]
 就是未知参数a
 的矩估计。



 好，现在我们就按上述方法来做本题。

首先我们要计算出E
 (X
 )。

由第4章房间405中所给的表格直接可得：


[image: ]




接着，我们用[image: image]
 替换①式中的E
 (X
 )，用[image: image]
 替换①式中的未知参数p
 ，则有：


[image: ]




通过②式可解得：


[image: ]




本题已经做完了，未知参数p
 的矩估计为[image: image]


2．假设某种袋装食品每袋的重量X
 服从正态分布N
 (μ
 ，σ
 2
 )，从一批这种袋装食品中随意抽取了14袋，测得样本均值[image: image]
 =503.64，样本标准差s
 =11.11，则μ
 的置信度为0.95的置信区间是____________。（提示t
 0.025
 (13)=2.1604）

解：由于本题问的是“置信区间”，所以本题一定会用到本章房间704中所给的表格（大家以后记住，只要问题问的是“置信区间”，就一定会用到本章房间704中所给的表格）。

我们首先来看本题的问题：“则μ
 的置信度为0.95的置信区间是”，很显然，本题问的是μ
 的置信区间。

由于本题问的是μ
 的置信区间而不是σ
 2
 的置信区间，所以我们只用看：


[image: ]




也就是说，在本题中，我们已经将本节所给的表细化为了上表。

但是这还不够，我们还需要继续细化。

因此我们现在就要看本题中的σ
 2
 到底是已知还是未知。本题中说N
 (μ
 ，σ
 2
 )，很显然σ
 2
 未知（题中没有说σ
 2
 是多少），所以我们将进一步细化为：


[image: ]




好，本题做到这里已经做完90%了，剩下就是代数计算而已。由题目的已知条件可知[image: image]
 =503.64，S
 =11.11，n
 =14。


 由于本题的问题中说置信水平是0.95，所以1-a
 =0.95（这个结论大家要记住，置信水平是多少1-a
 就是多少），所以a
 =0.05，所以[image: image]
 =0.025，所以[image: image]
 (n
 -1)在本题中指的是t
 0.025
 (13)，而题中已经给提示了，说t
 0.025
 (13)=2.1604。

好，所有的准备都已就绪。则μ
 的置信度为0.95的置信区间是：


[image: ]




三、解答题

设总体X
 的概率密度函数[image: image]
 其中θ
 和λ
 (λ
 >0)均为未知参数，X
 1
 ，X
 2
 ，......，Xn

 是来自总体X
 n
 的样本，求未知参数θ
 和λ
 的矩估计量。

解：由于题中说X
 的概率密度函数为：


[image: ]




也就是说，我们已知总体X
 的概率密度函数，且此概率密度函数中含有未知参数，且让求的是未知参数的矩估计量，所以本题属于“与矩估计有关的题”，所以我们应该按照本章所讲的“与矩估计有关的题”的解题方法来求解此题。

很显然此概率密度函数中含有两个未知参数θ
 和λ
 ，所以我们应该按照“与矩估计有关的题”的解题方法中的②来求解本题。

“与矩估计有关的题”的解题方法中的②是这样描述的：首先我们要计算出E
 (X
 )和E
 (X
 2
 )，记计算出的E
 (X
 )=A
 、E
 (X
 2
 )=B
 (A
 和B
 中必含有未知参数a
 、b
 )；接着，我们用[image: image]
 替换E
 (X
 )，用[image: image]
 替换E
 (X
 2
 )，用[image: image]
 替换A
 和B
 中的未知参数a
 、b
 ，把[image: image]
 解出来就可以了。[image: image]
 就是未知参数a
 的矩估计，[image: image]
 就是未知参数b
 的矩估计。


好，现在我们就按上述方法来做本题。

首先我们要计算出E
 (X
 )和E
 (X
 2
 )。

由第4章房间401中所讲的知识可得：


[image: ]






 [image: ]




好，现在E
 (X
 )和E
 (X
 2
 )我们已经都计算完了。

接着，我们用[image: image]
 替换①式中的E
 (X
 )，用[image: image]
 替换②式中的E
 (X
 2
 )，用[image: image]
 替换①式、②式中的λ
 、θ
 ，则有：


[image: ]




解此方程组得：


[image: ]




本题已经做完了，未知参数λ
 的矩估计为[image: image]
 ，未知参数θ
 的矩估计为：[image: image]
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