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前言

在初中数学的各类练习和考试中，学生们往往很头疼每道大题的最后1～2个小题，这些小题通常是拉开总分差距的决定性要素.为此，我们编写了本套丛书，希望冲刺满分的学生能将重点定位在“拉分题”上，掌握这类题目的解法与技巧.书中所列题目经典、点评新颖、方法实用，主要有以下特点.

1．内容紧扣教材，并高于教材

全书内容以教育部制定的《义务教育数学课程标准》为依据，与第三学段（7～9年级）教科书基本同步.本书注重基础与提高的统一，技巧与知识的统一，知识形成过程与结果的统一，希望让读者在使用中得到最大的收益.

2．经典例题与习题，精挑细选

本书所选每一道题都蕴含着丰富的数学思想与数学方法，充分体现拓展思维、培养数学素养的编写思想.同学们在学习例题的过程中，除了需要掌握基础知识与技能，发展应用数学的意识与能力，还要增强学好数学的愿望与信心.本书所选例题没有重复，并且优质精练习题的设置保证了学习例题之后能及时复习，便于了解学习情况，巩固解题技巧，加深对题目的理解，从而达到举一反三的目的.本丛书的习题量不大，但每个题目都能使认真思考者有所收获，并且方便一线教师在教学中灵活使用.

3．深度剖析例题，思维点评

本书的立足点并不是题海战术，而是对每一类题目的分析理解.通过点评指导学生学会思维方法，引导学生将每种方法和思路逐步转化为自己的理解，掌握一些常用的解题思路、策略和方法，将思维融于探究之中.编排思想是以问题和问题解决为主线，分别对问题的构成及对命题的延伸、变化和推广进行详尽分析、评注和说明，以提高解题的高效性和实用性.

本套丛书适用于对自己有所要求的学生，无论你在普通初中还是重点初中，只要顺着我们的编写思路学习、巩固、拓展，必然会取得进步.我们坚信这本书能够让你夯实基础、锻炼思维、掌握技巧，成为你取得优异数学成绩的基石.

我们也恳请教育战线的前辈与同仁给予指导和推荐，同时更希望能够得到读者的建议与批评，使我们不断改进、不断进步.


赢在思维——7年级常用解题方法总结

数形结合法

中学数学研究的对象可分为数和形两大部分，数与形的联系叫做数形结合（或形数结合）.我国著名数学家华罗庚曾说过：“数形结合百般好，隔裂分家万事非”.

作为一种数学思想方法，数形结合的应用大致又可分为以下两种情况.

1．借助“数”的精确性阐明“形”的某些属性，即“以数解形”.解题的基本思路是：明确题中所给的条件和所求的目标，从已知条件或结论出发，先观察并分析其是否相似（或相同）于已学过的基本公式（定理）或图形的表达式，再作出或构造出相应的图形，最后利用该图形的性质、几何意义等，联系所要求解或求证的目标去解决问题.

2．借助“形”的几何直观性来阐明“数”之间的某种关系，即“以形助数”. ###解题的基本思路是：明确题中所给的条件和所求的目标，分析其特点和性质，理解条件或目标在图形中的重要几何意义，用已学过的知识将题中给出的图形用代数式表达出来，再根据已知的条件和结论的联系，利用相应的公式或定理解决问题.

下面举例说明.


例1
 　通过图1验证公式（a＋b）2
 ＝a2
 ＋b2
 ＋2ab.

[image: alt]


图1


证明
 S正方形ABCD
 ＝S矩形AEIG
 ＋S矩形GIFB
 ＋S矩形EDHI
 ＋S矩形IHCF
 ，即（a＋b）2
 ＝ab＋a2
 ＋b2
 ＋ab＝a2
 ＋b2
 ＋2ab.

所以公式（a＋b）2
 ＝a2
 ＋b2
 ＋2ab成立.


例2
 　（2007，威海，中考）如图2所示，已知正方形网格的每一个小正方形的边长都是1，试求∠A1
 E2
 A2
 ＋∠A4
 E2
 C4
 ＋∠A4
 E5
 C4
 的度数.

[image: alt]


图2


解
 　连接A3
 E2
 .因为A3
 E2
 ＝A1
 E2
 ，A2
 E2
 ＝A2
 E2
 ，且∠A3
 A2
 E2
 ＝∠A1
 A2
 E2
 ＝90°，所以Rt△A3
 A2
 E2
 ≌Rt△A1
 A2
 E2
 （SAS），因此∠A3
 E2
 A2
 ＝∠A1
 E2
 A2
 .

因为A4
 C4
 ＝A3
 C3
 ，由勾股定理得，A4
 E5
 ＝A3
 E2
 ，E5
 C4
 ＝E2
 C3
 ，故△A4
 C4
 E5
 ≌△A3
 C3
 E2
 （SSS），所以∠A3
 E2
 C3
 ＝∠A4
 E5
 C4
 .

因此∠A1
 E2
 A2
 ＋∠A4
 E2
 C4
 ＋∠A4
 E5
 C4
 ＝∠A3
 E2
 C2
 ＋∠A4
 E2
 C4
 ＋∠A3
 E2
 C3
 ＝∠A2
 E2
 C4
 .又由图2可知，△E2
 C2
 C4
 为等腰直角三角形，故∠A2
 E2
 C4
 ＝45°，即∠A1
 E2
 A2
 ＋∠A4
 E2
 C4
 ＋∠A4
 E5
 C4
 ＝45°.


例3
 　如图3所示，正方形ABCD中，E是边CD的中点，F是边BC上的点，且4CF＝BC，求证：∠DAE＝∠FAE.

[image: alt]


图3


证明
 　过点E作GE⊥AF于G，设正方形ABCD的边长为a，因为E是边CD的中点，且4CF＝BC，所以[image: alt]
 ，[image: alt]
 .

在Rt△ECF中，有[image: alt]
 ，同理可知[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，由于EF2
 ＋AE2
 ＝AF2
 ，符合勾股定理，故△AEF是直角三角形.

由[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 .

又因为∠D＝∠EGA＝90°，GE＝DE，AE＝AE，所以△ADE≌△AGE，因此∠DAE＝∠GAE＝∠FAE.


例4
 　如图4所示，正方形OCED与扇形AOB有公共点O，分别以OA和OB所在的直线为x轴和y轴，建立平面直角坐标系，正方形两个顶点C和D分别在x轴和y轴的正半轴上移动，设OC＝x，OA＝3.问：当x＝1时，正方形与扇形不重合的面积是多少？此时直线CD对应的函数关系式是什么？

[image: alt]


图4


解
 　因为当OC＝1，OA＝3时，S正方形OCED
 ＝1，[image: alt]
 .所以正方形与扇形不重合的面积为[image: alt]
 .

因为在正方形OCED中，OC＝1，所以C和D的坐标分别为C（1,0），D（0,1）.

设直线CD的函数解析式为y＝kx＋b（k≠0），将C（1,0），D（0,1）代入，得y＝-x＋1.所以直线CD对应的函数关系式是y＝-x＋1.

在例4中，虽然“一次函数”的知识7年级还没开始学习，但说明了一个特点：数形结合的技巧在平面直角坐标系中出现较多，所以要想学习好数形结合，需要特别注意平面直角坐标系的相关知识.

另外，在运用数形结合思想分析和解决问题时，还要注意三点：第一，要彻底明白一些概念和运算的几何意义以及曲线的代数特征，对数学题目中的条件和结论既要分析其几何意义又要分析其代数意义；第二，恰当设参、合理用参、建立关系、由数思形、以形想数，做好数形转化；第三，要正确确定参数的取值范围.

换元法

解数学题时，把某个式子看成一个整体，用一个变量去代替它，从而使问题得到简化的方法叫换元法.换元的实质是转化，关键是构造元和设元，理论依据是等量代换，目的是变换研究对象，将问题移至新对象的知识背景中去研究，从而使非标准型问题标准化，复杂问题简单化.换元法可以化高次为低次、化分式为整式、化无理式为有理式，在研究方程、不等式、函数、三角等问题中有广泛的应用.

在7年级、8年级，换元法常用在解方程中.比如，在解一元高次方程时，换元法可起到简化作用，最终化为一元二次方程或一元一次方程.例如，解方程x4
 －3＝0和[image: alt]
 ，可分别通过设y＝x2
 和[image: alt]
 的换元方法，先解出y，最后解出x.

下面重点讲一下7年级中会涉及的整体代入法（本方法在专题1中有所体现）.整体代入法又称局部换元，即当某个代数式在已知或者未知条件中多次出现时，可用一个字母来代替它，从而简化问题，当然有时要通过变形才能发现.整体代入法在7年级的因式分解中尤其有一定的应用.

例如，分解因式（2x2
 －x）（4x2
 －2x＋18）＋40中，设2x2
 －x＝y，则原代数式变为2y（y＋9）＋40＝2（y2
 ＋9y＋20），则2（y2
 ＋9y＋20）＝2（y＋4）（y＋5），由此可得，（2x2
 －x）（4x2
 －2x＋18）＋40＝2（2x2
 －x＋4）（2x2
 －x＋5）.

以下为常见的使用换元法分解因式的例子，请注意其中的换元思想.


例1
 　分解因式：（x2
 ＋4x＋8）2
 ＋3x（x2
 ＋4x＋8）＋2x2
 .


解
 　设x2
 ＋4x＋8＝y，则

原式＝y2
 ＋3xy＋2x2


＝（y＋2x）（y＋x）

＝（x2
 ＋6x＋8）（x2
 ＋5x＋8）

＝（x＋2）（x＋4）（x2
 ＋5x＋8）.


例2
 　分解因式：6x4
 ＋7x3
 －36x2
 －7x＋6.


解
 　[image: alt]
 .令[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，于是

原式＝x2
 ［6（t2
 ＋2）＋7t－36］

＝x2
 （6t2
 ＋7t－24）＝x2
 （2t－3）（3t＋8）

[image: alt]


＝（2x2
 －3x－2）（3x2
 ＋8x－3）

＝（2x＋1）（x－2）（3x－1）（x＋3）.


例3
 　分解因式：（x2
 ＋xy＋y2
 ）2
 －4xy（x2
 ＋y2
 ）.


解
 　原式＝［（x＋y）2
 －xy］2
 －4xy［（x＋y）2
 －2xy］，令x＋y＝u，xy＝v，则

原式＝（u2
 －v）2
 －4v（u2
 －2v）

＝u4
 －6u2
 v＋9v2


＝（u2
 －3v）2


＝（x2
 ＋2xy＋y2
 －3xy）2


＝（x2
 －xy＋y2
 ）2
 .

本书中涉及换元的例子还有专题1的题5到题7，专题2的题10到题12，专题3的题9等.本方法在“整式”中出现较多，希望同学认真学习！

分类讨论法

分类讨论法是指在解决一个问题时无法用同一种方法去解决，而需要用一个标准将问题划分成几个能用不同形式去解决的小问题，从而使问题化整为零，逐一解决，再积零为整，得以解决.

对于分类讨论，一般采用列表、画树形图等方法，按照从小到大或从左到右的排列顺序使要讨论的问题一目了然，避免漏解.

分类讨论的应用在整个初中数学中主要有以下两类.

1．代数类：代数绝对值、方程的定义、因方程中参数不确定导致讨论、不等式的定义、因函数中的参数不确定导致讨论、函数点所在象限、实数值的推测等.

2．几何类：未明确对应关系的相似、定点不明的等腰三角形、圆的内切和外切、圆与圆的位置关系、图形的翻折、动点在直线或射线上的运动等.

其中，7年级主要涉及代数绝对值、方程的定义、平面直角坐标系等基本情况，现举例如下.


例1
 　已知[image: alt]
 ，求[image: alt]
 的值.


解
 　设[image: alt]
 ，则

[image: alt]


因此，由（a＋b－c）＋（a－b＋c）＋（-a＋b＋c）＝k（a＋b＋c）得，k（a＋b＋c）－（a＋b＋c）＝0，（k－1）（a＋b＋c）＝0.

①　当k－1＝0时，原式为[image: alt]
 ；

②　当a＋b＋c＝0时，原式为[image: alt]
 .


例2
 　证明：A＝│|x－y|＋x＋y－2z│＋|x－y|＋x＋y＋2z＝4max{x，y，z}，其中，max{x，y，z}表示x，y，z这三个数中的最大者.


证明
 　①　当x≥y，x≥z时，有

A＝|x－y＋x＋y－2z|＋x－y＋x＋y＋2z＝2x－2z＋2x＋2z＝4x；

②　当y≥z，y≥x时，有

A＝|y－x＋x＋y－2z|＋y－x＋x＋y＋2z＝2y－2z＋2y＋2z＝4y；

③　当z≥x，z≥y时，因为|x－y|＋x＋y＝2max{x，y}≤2z，所以

A＝2z－|x－y|－x－y＋|x－y|＋x＋y＋2z＝4z.

综上所述，A＝4max{x，y，z}.


例3
 　如图5所示，已知A（4,0），B（1－x,0），C（1,3），当△ABC为等腰三角形时，求代数式2x2
 －5x＋x2
 ＋4x－3x2
 －2的值.

[image: alt]


图5


解
 　原式＝-x－2.因为△ABC为等腰三角形，故分为以下三种情况.

①　当AB＝CB时，[image: alt]
 ，得x＝0（此时为图中的B1
 点），代入得-x－2＝-2.

②　当AC＝BC时，[image: alt]
 ，得x＝3或-3，舍去x＝-3，因为此时B点与A点重合.

故得x＝3（此时为图中的B2
 ），代入得-x－2＝-5.

③　当AC＝AB时，[image: alt]
 ，得[image: alt]
 或[image: alt]
 （此时为图中的B3
 和B4
 ），代入得[image: alt]
 或[image: alt]
 .

几何的分类讨论题型还有很多种情况，这里仅列举部分如下，7年级的同学需要重点掌握前2种类型.

1．等腰三角形分三种情况：某条边为底，以该边分别作2次腰.

2．直角三角形分三种情况：某条边为斜边，以该边分别作2次直角边.

3．圆分两种情况：即外切与内切.内切时大圆半径减去小圆半径得到圆心距，外切时大圆半径加上小圆半径得到圆心距.

4．平行四边形分三种情况：某线段为斜边，以该线段分别作2次邻边.

总而言之，我们在进行分类讨论时，要做到不重复、不遗漏，把题目条件产生的可能性都兼顾到，其次是需要不断地训练此类题目，这样才能获得做分类讨论的经验.

巧用辅助线

几何证明是初中数学中比较重要的一部分内容，而辅助线可用来帮助解答疑难几何图形问题.对任何一类几何命题，其题设条件与结论都能反映在所给的图形中，如果逻辑关系不明朗，通过添加适当的辅助线，把复杂图形分解成简单图形，可达到化繁为简、化难为易的目的.以下是7年级“三角形”中比较常见的几种辅助线的添加方法.

1．“中线倍长”

题目中如果出现了三角形中线、“A＝2B”等形式，即可考虑将中线延长一倍，连接端点，便可得到全等三角形.例如，本书专题7中的题2和题3，运用的就是“中线倍长”的方法.

等腰（边）三角形中，遇到中点问题，还应考虑“三线合一”.

2．“截长补短”

当问题中出现“A＝B＋C”，且B、C不在同一直线上的形式时，就可以考虑“截长补短”了.即把不同的线段通过辅助线联系起来，最终得到所要求的等量关系.这种方法在本书专题7的题4至题6中均有所体现.

3．“平移”、“对称”与“旋转”

通过“平移”、“对称”与“旋转”，可将所求的元素放入一对全等三角形中，通过三角形的全等来解决问题.而在一些特殊三角形中，“旋转”又有一定规律可循，如等腰三角形一般旋转顶角的度数，等边三角形一般旋转60°.关于“旋转”，本书专题7的题7至题9中有所涉及.在“平移”、“对称”与“旋转”方面，主要坚持的原则是“相等会为全等提供可能性”，即看到一对边相等，这一对边可能就是一对全等三角形的一部分.

以下是我们收集到的一些关于添加辅助线的口诀，供大家参考.





辅助线，如何添？把握定理和概念.还要刻苦加钻研，找出规律凭经验.（1）

图中有角平分线，可向两边作垂线.也可将图对折看，对称以后关系现.（2）

角平分线平行线，等腰三角形来添.角平分线加垂线，三线合一试试看.（3）

线段垂直平分线，常向两端把线连.要证线段倍与半，延长缩短可试验.（4）

三角形中两中点，连接则成中位线.三角形中有中线，延长中线等中线.（5）

平行四边形出现，对称中心等分点.梯形里面作高线，平移一腰试试看.（6）

平行移动对角线，补成三角形常见.证相似，比线段，添线平行成习惯.（7）

等积式子比例换，寻找线段很关键.直接证明有困难，等量代换少麻烦.（8）

斜边上面作高线，比例中项一大片.半径与弦长计算，弦心距来中间站.（9）

圆上若有一切线，切点圆心半径连.切线长度的计算，勾股定理最方便.（10）

要想证明是切线，半径垂线仔细辨.是直径，成半圆，想成直角径连弦.（11）

弧有中点圆心连，垂径定理要记全.圆周角边两条弦，直径和弦端点连.（12）

弦切角边切线弦，同弧对角等找完.要想作个外接圆，各边作出中垂线.（13）

还要作个内接圆，内角平分线梦圆.如果遇到相交圆，不要忘作公共弦.（14）

内外相切的两圆，经过切点公切线.若是添上连心线，切点肯定在上面.（15）

要作等角添个圆，证明题目少困难.辅助线，是虚线，画图注意勿改变.（16）

假如图形较分散，对称旋转去实验.基本作图很关键，平时掌握要熟练.（17）

解题还要多心眼，经常总结方法显.切勿盲目乱添线，方法灵活应多变.（18）

分析综合方法选，困难再多也会减.虚心勤学加苦练，成绩上升成直线.（19）

几何证题难不难，关键常在辅助线；知中点、作中线，中线处长加倍看.（20）

底角倍半角分线，有时也作处长线；线段和差及倍分，延长截取证全等.（21）

公共角、公共边，隐含条件须挖掘；全等图形多变换，旋转平移加折叠.（22）

中位线、常相连，出现平行就好办；四边形、对角线，比例相似平行线.（23）

梯形问题好解决，平移腰、作高线；两腰处长移一点，亦可平移对角线.（24）

正余弦、正余切，有了直角就方便；特殊角、特殊边，作出垂线就解决.（25）

实际问题莫要慌，数学建模帮你忙；圆中问题也不难，下面我们慢慢谈.（26）

弦心距、要垂弦，遇到直径周角连；切点圆心紧相连，切线常把半径添.（27）

两圆相切公共线，两圆相交公共弦；切割线，连结弦，两圆三圆连心线.（28）

基本图形要熟练，复杂图形多分解；以上规律属一般，灵活应用才方便.（29）





虽然以上口诀中的有些知识点现在还未涉及，但相信通过以上的口诀，我们对于辅助线添加的情况已经有所了解.对于7年级的同学而言，尤其第1句到第5句话，还有第22句话和我们所学习的三角形证明密切相关，请大家特别注意！从以上的情况，我们进一步得知，一般的辅助线的添加应该分为从点出发和从线出发两个角度.从点出发又可分为两种：（1）从顶点出发，可构造平行线、角平分线、图形旋转等；（2）从中点（等分点）出发：可构造中线、中位线、中垂线等.至于从线出发则可以截长补短、图形对称和平移等.

下面举例说明.

一、中点问题


例1
 　如图6所示，在△ABC中，AB＝AC，延长AB到D，使BD＝AB，E为AB的中点，求证：CD＝2CE.

[image: alt]


图6


证明
 　延长CE到F使CE＝EF，连接BF，可知△AEC≌△BEF.

所以AC＝BF，∠A＝∠EBF.由AB＝AC得∠ACB＝∠ABC.

又∠CBD＝∠A＋∠ACB＝∠A＋∠ABC，∠CBF＝∠EBF＋∠ABC.

故∠CBD＝∠CBF.因此△CBD≌△CBF，故CD＝CF＝2CE.


例2
 　如图7所示，在△ABC中，AD为边BC上的中线，E为AD上一点，BE＝AC.延长BE交AC于点F，求证：AF＝EF.

[image: alt]


图7


证明
 　延长AD到点G，使AD＝DG，再连接BG，可知△ADC≌△GDB.

故AC＝GB，∠G＝∠DAC.因为BE＝AC，所以BE＝BG，

故∠G＝∠BEG＝∠AEF，故∠AEF＝∠DAC，因此AF＝EF.

二、截长补短


例3
 　如图8所示，在△ABC中，∠C＝2∠B，AD是△ABC的角平分线.证明：AB＝AC＋CD.

[image: alt]


图8


证明
 　在AB上取一点E，使AE＝AC，连接DE.因为AD是△ABC的角平分线，所以∠CAD＝∠EAD.又AC＝AE，AD＝AD，所以△ACD≌△AED，故CD＝ED，∠C＝∠AED.因为∠C＝2∠B，所以∠AED＝2∠B.又因为∠AED＝∠B＋∠EDB，所以∠B＝∠EDB.故DE＝BE，CD＝BE.因此AB＝AC＋CD.


例4
 　如图9所示，在直角△ABC中，∠ACB＝90°，BC＝AC，BD平分∠ABC，AD⊥BD.求证：BE＝2AD.

[image: alt]


图9


证明
 　延长AD、BC，交于点F.由BD平分∠ABC，AD⊥BD得∠ABD＝∠FBD，∠ADB＝∠FDB＝90°，又因BD＝BD，所以△ABD≌△FBD，所以AD＝FD，所以AF＝2AD.又由∠CAF＋∠F＝90°，∠FBD＋∠F＝90°，可知∠CAF＝∠FBD.因为AC＝BC，∠ACF＝∠BCE＝90°，所以△ACF≌△BCE，故AF＝BE.因此BE＝2AD.

三、旋转


例5
 　如图10所示，在四边形ABCD中，∠ADC＝∠ABC＝90°，AD＝CD，DP⊥AB于点P.若四边形ABCD的面积为16，求DP的长.

[image: alt]


图10


解
 　将△APD绕点D逆时针旋转90°至△CED位置，由DP⊥AB得∠APD＝∠DPB＝90°，故∠E＝90°.因为∠B＝90°，DP＝DE，所以四边形DPBE为正方形.故S正方形DPBE
 ＝DP2
 .因为S正方形ABCD
 ＝16，所以S正方形DPBE
 ＝S正方形ABCD
 ＝16，因此DP＝4.


例6
 　如图11所示，△ABC为等边三角形，∠ADC＝30°，求证：BD2
 ＝AD2
 ＋DC2
 .

[image: alt]


图11


证明
 　将△ABD绕点B顺时针旋转60°至△BCE位置，连接DE可知△BDE为等边三角形.由∠ABC＝60°，∠ADC＝30°，AD＝CE，可得∠BAD＋∠BCD＝360°－30°－60°＝270°，则∠BCE＋∠BCD＝270°，故∠DCE＝90°，即△DCE为直角三角形.所以DE2
 ＝DC2
 ＋CE2
 ，因此BD2
 ＝AD2
 ＋DC2
 .


专题1　整式（1）

编者引言

初学整式，最直观的感受是字母多、题目抽象，而学好整式最基本的工具是方程.通过消元法、待定系数法、整体代入法等技巧，方程可将一个多参数问题转化成一个较少参数的问题，体现了数学中由多到少，由抽象到具体的思想.这也就是为什么要在学习了有理数运算、列简单的代数式、方程组及不等式的基础上才引入整式的原因之一.所以，学好整式可以使我们在理解整式概念和运算的基础上，通过一定训练，进一步强化观察、归纳、类比、概括等能力，为后面分式、函数等内容的学习打好基础.

本专题的编排顺序是由整式中方程技巧、证明恒等式引出，接着通过整体代入法、待定系数法及整式的一些应用和技巧来加深学生对整式的理解.

（康卫奚、唐英智）

经典拉分题思维点评


题1
 　设ax＋by＝1,bx＋cy＝1,cx＋ay＝1，且ac－b2
 不等于0.

求证：a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＝ab＋bc＋ac.


满分证明
 　由[image: alt]
 ，得[image: alt]
 ，ac－b2
 ≠0.

将x、y代入cx＋ay＝1，有[image: alt]
 .

去分母，整理得a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＝ab＋bc＋ac.


技巧贴士
 　观察发现结论中只有a、b、c，无x、y，所以应将a、b、c视为已知量，x、y视为未知量.既然x、y未知，自然将任意两式联立，即可用a、b、c来表达x、y，最后再代入第三个式子.可见，并不是所有的字母都表示未知数，解此类题目只需区分出题中的已知量和未知量即可.


题2
 　已知a、b、c、d满足a＋b＝c＋d，且a3
 ＋b3
 ＝c3
 ＋d3
 .

求证：a2003
 ＋b2003
 ＝c2003
 ＋d2003
 .


满分证明
 　由[image: alt]
 知，若a＋b＝0，则结论显然成立；若a＋b≠0，式①两边立方后，减去式②，可得ab（a＋b）＝cd（c＋d）.

因a＋b≠0，c＋d≠0，所以ab＝cd，从而

（a－b）2
 ＝（a＋b）2
 －4ab＝（c＋d）2
 －4cd＝（c－d）2
 ，

于是有a－b＝c－d或a－b＝d－c，联立解得a＝c、b＝d或a＝d、b＝c.

因此，a2003
 ＋b2003
 ＝c2003
 ＋d2003
 成立.


技巧贴士
 　本题从最简单的情况（a＋b＝0）入手，接着对4个未知量进行了分组（一组a、b，一组c、d）.证明的关键在于意识到“a＝c，b＝d或a＝d，b＝c”中间隐藏了方程的思想.可见，对于高次的恒等式证明，通常要将中间的条件细化，讨论出其中隐藏的细节.


题3
 　求证：a3
 ＋b3
 ＋c3
 －3abc＝（a＋b＋c）（a2
 ＋b2
 ＋c2
 －ab－bc－ac）.


满分证明
 　a3
 ＋b3
 ＋c3
 －3abc

＝（a＋b）3
 －3ab（a＋b）＋c3
 －3abc

＝（a＋b＋c）3
 －3（a＋b）c（a＋b＋c）－3ab（a＋b＋c）

＝（a＋b＋c）［（a＋b＋c）2
 －3（ab＋bc＋ac）］

＝（a＋b＋c）（a2
 ＋b2
 ＋c2
 －ab－bc－ac）.


技巧贴士
 　本题是对称轮换式（将a换成b，b换成c，c换成a之后，多项式不变的式子），这时往往要将几个未知数组合在一起看成一个整体，先将a3
 ＋b3
 ＋c3
 中的a3
 ＋b3
 看成一个大元，即变成（a＋b）3
 ，再将（a＋b）3
 与c3
 组合，形成［（a＋b）＋c］3
 即可.

思维点评

证明恒等式，就是通过恒等变形证明等号两边的代数式相等.我们一般可以把恒等式的证明分为以下几类.

（1）由繁到简，即由等式较繁的一边向另一边推导.

（2）相向趋近，即将等式两边同时转化成同一形式.

（3）比较法，若a－b＝0，则a＝b（比差法）；若[image: alt]
 ，则a＝b（比商法）.

最后，对于题3，我们再补充以下一些对称公式.

x2
 ＋y2
 ＝（x＋y）2
 －2xy；

x3
 ＋y3
 ＝（x＋y）3
 －3xy（x＋y）；

x4
 ＋y4
 ＝［（x＋y）2
 －2xy］2
 －2（xy）2
 ；

x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝（x＋y＋z）2
 －2（xy＋yz＋zx）；

x3
 ＋y3
 ＋z3
 ＝（x＋y＋z）（x2
 ＋y2
 ＋z2
 －xy－yz－xz）＋3xyz.


题4
 　现有一个代数式x（x－1）（x－2）（x－3）…（x－19）（x－20），当x＝10.5时，代数式的值为a；当x＝9.5时，代数式的值为b，则a＋b为多少？


满分解答
 　当x＝10.5时，

原式＝10.5×9.5×…×0.5×（-0.5）×…×（-9.5）

＝0.52
 ×1.52
 ×…×9.52
 ×10.5×（-1）10
 ＝a.

当x＝9.5时，

原式＝9.5×…×0.5×（-0.5）×…×（-10.5）

＝0.52
 ×1.52
 ×…×9.52
 ×（-10.5）×（-1）10
 ＝b.

可见b＝-a，因此a＋b＝0.


技巧贴士
 　本题为一元二十一次多项式求值，对于从条件中不能确定代数式的值，或虽能确定，但计算繁琐复杂的情况，往往采用整体代入法.本题先把x＝10.5和x＝9.5代入已知代数式，表示出a、b，观察其中-1的个数，即可求出a＋b的值.


题5
 　已知[image: alt]
 ，当x＝-4时，M＝5.那么x＝4时M的值是多少？


满分解答
 　当x＝-4时，[image: alt]


[image: alt]
 .

故[image: alt]
 ，则当x＝4时，[image: alt]
 .


技巧贴士
 　观察到多项式M含有5个未知数，而已知条件只有1个，未知数个数远远超过条件数.此类题目一般如果给定x＝-4，那么求的就是x＝4（往往互为相反数）.这个特点和多项式一部分为偶数次方和（或）奇数次方和（x2
 、ax5
 ＋bx3
 ＋cx、x4
 ＋dx2
 ＋e）的情况相互呼应，所以此题并不是将M整个视为一个整体，而是将[image: alt]
 中这些奇数、偶数部分视为整体，而这些部分往往能直接求出.


题6
 　已知a7
 ，a6
 ，a5
 ，…，a0
 使恒等式（3x－1）7
 ＝a7
 x7
 ＋a6
 x6
 ＋…＋a1
 x＋a0
 成立，求a7
 ＋a5
 ＋a3
 ＋a1
 的值.


满分解答
 　将x＝1代入，得27
 ＝a7
 ＋a6
 ＋a5
 ＋a4
 ＋a3
 ＋a2
 ＋a1
 ＋a0
 ①；

将x＝-1代入，得（-4）7
 ＝-a7
 ＋a6
 －a5
 ＋a4
 －a3
 ＋a2
 －a1
 ＋a0
 ②.

式①－式②，得2（a7
 ＋a5
 ＋a3
 ＋a1
 ）＝27
 －（-4）7
 .

于是，a7
 ＋a5
 ＋a3
 ＋a1
 ＝8256.


技巧贴士
 　结论中的项全部为奇数项，这说明需要将a7
 ＋a5
 ＋a3
 ＋a1
 看成一个整体，对称地，a6
 ＋a4
 ＋a2
 ＋a0
 也看成一个整体.明确了整体代入法，接着是取值.这时x的取值非常重要，一般取1,-1,0（如本题x取0时，能直接求出a0
 的值）.

思维点评


整体代入法
 是把几个字母的代数式组合成一个整体，求出该整体的值，然后代入所需计算的代数式中求值的方法.采用整体代入法求解，有时可达到简化过程、直接快速、事半功倍的效果.对于整体代入法，最明显的特点是：次数高，未知数个数较多，有具体的值.

当然，整体代入法还有以下特点.

（1）奇偶会单独形成一部分，如题6中的a7
 ＋a5
 ＋a3
 ＋a1
 ，还有题4中的ax5
 ＋bx3
 ＋cx.

（2）数据量、式子等较繁琐，如x（x－1）（x－2）（x－3）…（x－19）（x－20），也包括题6中要求解的a7
 ＋a5
 ＋a3
 ＋a1
 .

（3）整体代入法往往用于某些多项式、字母的取值不知道或不易求出，但需要求出多项式值的情况.


题7
 　求m为何值时，多项式x2
 －y2
 ＋mx＋5y－6能因式分解，并分解此多项式.


满分解答
 　设x2
 －y2
 ＋mx＋5y－6＝（x＋y＋a）（x－y＋b），则

x2
 －y2
 ＋mx＋5y－6＝x2
 －y2
 ＋（a＋b）x＋（b－a）y＋ab.

比较对应系数可得[image: alt]
 解得[image: alt]
 或[image: alt]
 .

所以，当m＝±1时，原多项式可以分解.当m＝1时，原式＝（x＋y－2）（x－y＋3）；当m＝-1时，原式＝（x＋y－3）（x－y＋2）.


技巧贴士
 　有两点要注意：一是从整体到部分，因为题目中有x2
 －y2
 ，所以在分解式中很可能有（x－y）（x＋y），所以可以运用待定系数法来求解；二是虽然a、b较易得出，但不要漏解，因为今后的题目往往会有分类讨论（即多解）的情况.本题同时也给了我们这样的启示：当题目做不出时，往往可以先解决部分，甚至我们可以从部分中猜测到题目考查什么.比如看到a、b，可能在考（a±b）2
 ，甚至可能是添项或减项.


题8
 　已知多项式x3
 ＋bx2
 ＋cx＋d的系数都是整数.若bd＋cd是奇数，求证：这个多项式不能分解成两个整系数多项式的乘积.


满分证明
 　采用反证法.

假设原多项式可以分解因式，设x3
 ＋bx2
 ＋cx＋d＝（x＋m）（x2
 ＋nx＋r）①，m、n、r都是整数，比较系数得mr＝d，因为bd＋cd＝d（b＋c）是奇数，那么d＝mr，b＋c也为奇数，可见m、r也都是奇数.

在式①中，令x＝1，得1＋b＋c＋d＝（1＋m）（1＋n＋r）.左边因为b＋c、d都是奇数，故1＋b＋c＋d是奇数；右边因为m为奇数，故m＋1为偶数，因此右边为偶数.

显然，奇数≠偶数，原假设不成立.因此，题中的多项式不能分解为两个整系数多项式的乘积.


技巧贴士
 　题目中的“不能”二字暗示要使用反证法，所以先假设这个多项式能分解成两个整系数多项式的乘积x3
 ＋bx2
 ＋cx＋d＝（x＋m）（x2
 ＋nx＋r），再推出矛盾.发现了含有x项不易处理时，将x＝1代入计算，只留下不含x的项来进行判断，这种技巧为尝试与试误（如何想到令x＝1？是因为本题全为抽象的字母，所以想到处理问题时要坚持从抽象到具体、从一般到特殊的思想方法），然后利用已知条件及其他知识推出这个分解是不可能的.“奇数”这个词暗示了本题会用到奇偶分析法.


题9
 　当k为何值时，多项式x2
 －2xy＋ky2
 ＋3x－5y＋2能分解成两个一次因式之积？


满分解答
 　令x2
 －2xy＋ky2
 ＝（x－ay）（x＋by）（a＞0,b＞0且b＝a－2），则原来的多项式可以分解为（x－ay＋c）［x＋（a－2）y＋d］.

对比系数，有x2
 －2xy＋（-a）（a－2）y2
 ＋（c＋d）x－［ad－c（a－2）］y＋cd.

因此，2a－a2
 ＝k，c＋d＝3，ad－ac＋2c＝5，cd＝2，解得a＝3，c＝1，d＝2，代入可得k＝-3.


技巧贴士
 　本题与题7类似.思路是从整体到部分，观察到x2
 －2xy＋ky2
 ，将其分解为（x－ay）（x＋by），b＝a－2，且a之前是否有负号是由第二项的系数-2得到的，这样就减少了未知数的个数.对比系数得到四个方程，而其中c＋d＝3、cd＝2可构成二元方程组，很容易就可解得c＝1、d＝2或c＝2、d＝1，再代入前两式进行计算即可.

思维点评

遇到分解多项式的情况，一般先考虑使用待定系数法.待定系数法
 是指利用已知条件确定一个解析式或某一个数学表达式中的待定参数的值，从而得到预期结果的方法.通常的解题步骤如下.

（1）根据已知条件，引入恰当的待定字母系数，确定所求问题含待定系数的解析式.

（2）根据恒等条件，列出一组含待定系数的方程.

（3）解方程或消去待定系数，从而使问题得到解决.

要判断一个问题是否用待定系数法求解，主要是看所求解的数学问题是否具有某种确定的数学表达式.如果具有，就可以用待定系数法求解.例如分解因式，待定系数法是根据两个多项式恒等的条件而产生的一种方法.因此，从恒等变形的意义来看，它不过是把一个代数式从一种形式变换为另一种形式，并且确保变形前后的两个代数式是恒等的，也就是形变而值不变.利用待定系数法解题的关键是根据已知条件正确列出等式或方程.根据两个多项式恒等，它们对应项的系数就对应相等，求出所设的待定系数.解题的主要规律可以概括为：“待定系数定义要记清，已知与未知须探明，一定选好表达式，方法合理过程畅.选参、引参用好参，代入消元巧转换，待定系数为常法，列出等式是关键，理清关系思路开，一点破译全局活”.

最后再讲一下尝试与试误，这也是一种常见方法，即采用一个具体情况来验证具体的是否满足抽象的、特殊的是否满足一般的，这种技巧有点类似“特殊值”做法，题8中便隐藏了这种技巧.


题10
 　已知x＋y＋z＝1,x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝2，x3
 ＋y3
 ＋z3
 ＝3，求x4
 ＋y4
 ＋z4
 的值.


满分解答
 　x4
 ＋y4
 ＋z4


＝（x2
 ＋y2
 ＋z2
 ）2
 －2（x2
 y2
 ＋y2
 z2
 ＋z2
 x2
 ）

＝（x2
 ＋y2
 ＋z2
 ）2
 －2［（xy）2
 ＋（yz）2
 ＋（zx）2
 ］

＝（x2
 ＋y2
 ＋z2
 ）2
 －2［（xy＋yz＋zx）2
 －2（xy·yz＋yz·zx＋xy·zx）］

＝（x2
 ＋y2
 ＋z2
 ）2
 －2［（xy＋yz＋zx）2
 －2xyz（x＋y＋z）］　①

因[image: alt]


又x3
 ＋y3
 ＋z3
 －3xyz＝（x＋y＋z）（x2
 ＋y2
 ＋z2
 －xy－yz－zx），

将x3
 ＋y3
 ＋z3
 ＝3，x＋y＋z＝1，x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝2以及式②代入，得[image: alt]
 　③

将式②、式③代入式①得

[image: alt]
 .


技巧贴士
 　注意xn
 ＋yn
 [image: alt]
 （x＋y）n
 [image: alt]
 xy或者xn
 ＋yn
 ＋zn
 [image: alt]
 （x＋y＋z）n
 [image: alt]
 xyz及xy＋yz＋xz，两个类型中的三个情况是不可分离的，出现了任意两个，第三个必然出现.所以，本题要求xyz和xy＋yz＋xz（已经出现x＋y＋z和xn
 ＋yn
 ＋zn
 ）.


题11
 　设n是正整数.求证：n（n2
 －1）（n2
 －5n＋26）能被120整除.


满分证明
 　n（n2
 －1）（n2
 －5n＋26）

＝n（n2
 －1）［（n2
 －5n＋6）＋20］

＝n（n－1）（n＋1）（n－2）（n－3）＋20n（n－1）（n＋1）.

因n（n－1）（n＋1）（n－2）（n－3）是5个连续正整数的乘积，其中至少含有2个连续偶数，这2个偶数中必有一个是4的倍数，所以这2个偶数的乘积是2×4＝8的倍数.

又因为n（n－1）（n＋1）（n－2）（n－3）中必然有一个数为3的倍数、一个数为5的倍数，所以n（n－1）（n＋1）（n－2）（n－3）是3×5×8，即120的倍数，同理n（n－1）（n＋1）是6的倍数，所以20n（n－1）（n＋1）是120的倍数.

综上所述，n（n2
 －1）（n2
 －5n＋26）能被120整除.


技巧贴士
 　本题属于整除问题，要证n（n2
 －1）（n2
 －5n＋26）能否被120整除.首先看到被除数是几个多项式的乘积的形式，可想到将除数也分解为几个因子的积的形式.如果能证明被除数都能被这些因子整除，就能证得n（n2
 －1）（n2
 －5n＋26）能被120整除了.


题12
 　证明：方程x2
 －y2
 ＝2002无正整数解.


满分证明
 　用反证法证明.将方程变形为（x＋y）（x－y）＝2002，因为x＋y、x－y同为奇数或同为偶数，所以：①当x＋y、x－y都是奇数时，（x＋y）（x－y）应为奇数，而2002是偶数，矛盾；②当x＋y、x－y都是偶数时，（x＋y）（x－y）应为4的倍数，而2002不是4的倍数，矛盾.

综上所述，x2
 －y2
 ＝2002无正整数解.


技巧贴士
 　本题属于有无整数解问题，看到“无”想到用反证法，看到“整数”想到数论技巧（奇偶分析法）.将方程左边分解为乘积形式，而右边2002是偶数，所以左边两因子中必有一个是偶数，但x＋y、x－y同奇偶，左边两者全是偶数，所以两个偶数的积必为2×2＝4的倍数，而2002不是4的倍数，从而推出矛盾.


题13
 　已知整数a、b满足6ab＝9a－10b＋303，求a＋b的值.


满分解答
 　由6ab＝9a－10b＋303得，10b＋6ab－9a－15＝288，即

（2b－3）（5＋3a）＝288＝25
 ×32
 .

因2b－3与5＋3a必有一个是偶数，而2b－3必不是偶数，所以，由[image: alt]
 ，得[image: alt]
 所以a＋b＝15.


技巧贴士
 　本题的结构经常出现，请同学引起注意，关键在于运用整除和奇偶分析法的思想将多项式化成因式相乘的形式.先移项，然后运用因式分解的知识将等式左边的式子分解成因式相乘的形式，从而利用数的整除思想得出答案.

思维点评

对于题11、题12、题13，体现了整式在数论中的应用，如求整除性、整数解等.处理本类题型的技巧为奇偶分析法（如题13）和因式分解法（此技巧将在专题2中更详细叙述）.

奇偶性是整数的固有属性，通过分析整数的奇偶性来解决问题的方法叫奇偶分析法.除奇偶数的最基本性质外，我们还应掌握以下性质.

（1）设a、b为整数，则a＋b、a－b的奇偶性相同.

（2）若m为整数，a为奇数，则ma的奇偶性与m相同，m±a的奇偶性与m相反.若m为整数，b为偶数，则m±b的奇偶性与m相同.

（3）两个整数相加（减）或相乘，结果的奇偶性如下.

[image: alt]


[image: alt]


（4）若干个奇数之积是奇数，偶数与任意整数之积是偶数；偶数个奇数的和为偶数，若干个偶数的和为偶数.

（5）设m、n是整数，则m±n、|m±n|的奇偶性相同.

（6）设m是整数，则m与|m|、mn
 的奇偶性相同.





优质精练

第一期

1．已知x、y、z均为整数，且7x＋2y－5z能被11整除，求证：3x－7y＋12z能被11整除.





2．求一个关于x的二次三项式，它被x－1除余2，被x－2除余8，并且能被x＋1整除.





3．用待定系数法求（x＋y）5
 的展开式.





4．设整数a、b、a－b都不是3的倍数，求证：a3
 ＋b3
 是9的倍数.





5．（2009年北京中学生数学联赛）
 将2009表示成两个整数的平方差的形式，可以有几种不同的表示方法？





6．已知多项式ax3
 ＋bx2
 ＋cx＋d能被x2
 ＋p整除，求证：ad＝bc.





7．已知三次方程x3
 －6x2
 ＋11x－6＝0的一个根是另一个根的2倍，解该方程.

第二期

1．（第17届希望杯竞赛）
 设有n（n≥2）个正整数a1
 ，a2
 ，…，an
 ，任意改变它们的顺序后，记作b1
 ，b2
 ，…，bn
 ，若P＝（a1
 －b1
 ）（a2
 －b2
 ）（a3
 －b3
 ）…（an
 －bn
 ），则（　）.

A．P一定是奇数

B．P一定是偶数

C．当n是奇数时，P是偶数

D．当n是偶数时，P是奇数

2．（第17届希望杯竞赛）
 There is a two-placed number [image: alt]
 ＝10a＋b satisfying that [image: alt]
 ＋[image: alt]
 is a complete square number，then total number of those like [image: alt]
 is （　）.

A．4

B．6

C．8

D．10

3．（2007年全国初中数学联赛）
 若100a＋64和201a＋64均为四位数，且均为完全平方数，则整数a的值是_______.





4．试确定a和b，使x4
 ＋ax2
 －bx＋2能被x2
 ＋3x＋2整除.





5．（1991年黄冈初中数学竞赛）
 已知a是自然数，且a3
 ＋2a2
 －12a＋15表示质数，求这个质数.





6．若a为正整数，则a4
 －3a2
 ＋9是质数还是合数？并证明你的结论.

（合数是指自然数中除了能被1和本身整除外，还能被其他的数整除的数.）





7．（1994年北京市初中数学竞赛）
 设a、b、c、d是四个整数，且使得m＝（ab＋cd）2
 －[image: alt]
 （a2
 ＋b2
 －c2
 －d2
 ）2
 是一个非零整数，求证：|m|一定是个合数.





8．（第9届莫斯科奥林匹克竞赛）
 证明：对任何整数x和y，x5
 ＋3x4
 y－5x3
 y2
 －15x2
 y3
 ＋4xy4
 ＋12y5
 的值都不会等于33.

第三期

1．已知x＝2时，代数式ax5
 ＋bx3
 ＋cx－8＝10，求当x＝-2时，代数式ax5
 ＋bx3
 ＋cx－8的值.





2．已知4x2
 －3y2
 ＝7，3x2
 ＋2y2
 ＝19，求代数式14x2
 －2y2
 的值.





3．若m2
 ＝m＋1，n2
 ＝n＋1，且m≠n，求m5
 ＋n5
 的值.





4．若a＋b＝5，a3
 ＋b3
 ＝50，求a6
 ＋b6
 的值.





5．已知x3n
 －x2n
 ＋1＝0，求x5n
 ＋xn
 ＋2012的值.





6．已知（2x2
 －x－1）3
 ＝a0
 x6
 ＋a1
 x5
 ＋a2
 x4
 ＋a3
 x3
 ＋a4
 x2
 ＋a5
 x＋a6
 ，求下列各式的值.

（1）　a0
 ＋a1
 ＋a2
 ＋a3
 ＋a4
 ＋a5
 ＋a6
 .

（2）　a0
 －a1
 ＋a2
 －a3
 ＋a4
 －a5
 ＋a6
 .

（3）　a0
 ＋a2
 ＋a4
 ＋a6
 .

（4）　a1
 ＋a3
 ＋a5
 .

（5）　a0
 及a6
 .

（6）　a1
 ＋a2
 ＋a3
 ＋a4
 ＋a5
 .

第四期

1．求证：3n＋2
 －2n＋2
 ＋2×5n＋2
 ＋3n
 －2n
 ＝10（5n＋1
 ＋3n
 －2n－1
 ）.





2．已知a＋b＋c＝a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＝2，求证：a（1－a）2
 ＝b（1－b）2
 ＝c（1－c）2
 .





3．已知ad－bc＝1，求证：a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＋d2
 ＋ab＋cd≠1.





4．求证：（y＋z－2x）3
 ＋（z＋x－2y）3
 ＋（x＋y－2z）3
 ＝3（y＋z－2x）（z＋x－2y）（x＋y－2z）.





5．求证：a1
 ＋（1－a1
 ）a2
 ＋（1－a1
 ）（1－a2
 ）a3
 ＋…＋（1－a1
 ）（1－a2
 ）…（1－an－1
 ）an
 ＝1－（1－a1
 ）（1－a2
 ）…（1－an－1
 ）（1－an
 ）.





6．已知a2
 ＋b2
 ＝1，c2
 ＋d2
 ＝1，ac＋bd＝0，求ab＋cd的值.





7．（第37届美国中学生数学竞赛）
 已知b、c是整数，二次三项式x2
 ＋bx＋c既是x4
 ＋6x2
 ＋25的一个因式，也是3x4
 ＋4x2
 ＋28x＋5的一个因式，当x＝1时，求x2
 ＋bx＋c的值.


专题2　整式（2）

编者引言

在学习整式（1）之后，我们对整式有了一定的了解，但当我们遇到一些较为繁琐、次数较高的整式问题时，需要做进一步处理.为便于运算，通过各种技巧，将一个复杂的整式分解成几个简单因式乘积的形式，即因式分解.因式分解的方法有：公式法、提取公因式法、添项拆项法、分组分解法、（双）十字相乘法、待定系数法、配方法、换元法、综合除法、余数定理、对称与轮换式等.因为配方法比较基础，公式法往往融合在其他方法中，故本专题中的精讲按添项拆项、分组分解及换元法来展开（待定系数法在专题1中已涉及，其他方法在练习中适当体现）.

（黄海威、王蓓骎）

经典拉分题思维点评


题1
 　分解因式：2x5
 ＋2x＋2.

满分解答

原式[image: alt]


＝2［（x5
 －x4
 ＋x2
 ）＋（x4
 －x3
 ＋x）＋（x3
 －x2
 ＋1）］

＝2［x2
 （x3
 －x2
 ＋1）＋x（x3
 －x2
 ＋1）＋（x3
 －x2
 ＋1）］

＝2［（x3
 －x2
 ＋1）（x2
 ＋x＋1）］.


技巧贴士
 　题中的多项式其实并不“完整”，缺少了x4
 、x3
 、x2
 项，于是我们想到要添项.添上的内容即为缺少项，同时再相应地减去这些项，使式子在形式上“完整”，便于发现其中的突破口.


题2
 　分解因式：2x4
 －15x3
 ＋38x2
 －39x＋14.

满分解答

原式＝2x4
 －2x3
 －13x3
 ＋13x2
 ＋25x2
 －25x－14x＋14

＝2x3
 （x－1）－13x2
 （x－1）＋25x（x－1）－14（x－1）

＝（x－1）（2x3
 －13x2
 ＋25x－14）

＝（x－1）（2x3
 －7x2
 －6x2
 ＋21x＋4x－14）

＝（x－1）［（2x3
 －7x2
 ）－（6x2
 －21x）＋（4x－14）］

＝（x－1）［x2
 （2x－7）－3x（2x－7）＋2（2x－7）］

＝（x－1）（2x－7）（x2
 －3x＋2）

＝（x－1）（2x－7）（x－1）（x－2）

＝（x－1）2
 （2x－7）（x－2）.




技巧贴士
 　我们发现本题式子中并没有缺少某些项，而因式也很难直接分解，于是开始关注各项系数，着手拆项.由于在求式中，38、39数字较大，所以想到对此拆分，又由于常数项为14，所以将第四项-39x拆成-25x和-14x（和常数项相配），再把第三项38x2
 拆成13x2
 和25x2
 （和－25x进行相配），最后发现第二项-15x3
 恰好可以拆成－2x3
 （和首项进行相配）和-13x3
 （与13x2
 进行相配），提取公因式，再进行组合即可分解.


题3
 　分解因式：x4
 ＋（x＋y）4
 ＋y4
 .

满分解答

原式[image: alt]


＝（x2
 ＋y2
 ）2
 －2x2
 y2
 ＋（x＋y）4


＝［（x＋y）2
 －2xy］2
 －2x2
 y2
 ＋（x＋y）4


＝2（x＋y）4
 －4xy（x＋y）2
 ＋2x2
 y2


＝2［（x＋y）4
 －2xy（x＋y）2
 ＋x2
 y2
 ］

＝2［（x＋y）2
 －xy］2
 .


技巧贴士
 　添项、拆项的部分常常是公式中缺少或不完整的部分.所以，此题我们可以联想到添加2x2
 y2
 ，使x4
 ＋y4
 成为完全平方公式.同时，请注意以下公式：x4
 ＋x2
 y2
 ＋y4
 ＝（x2
 ＋y2
 －xy）（x2
 ＋y2
 ＋xy），请勿混淆.


题4
 　分解因式：a3
 b－ab3
 ＋a2
 ＋b2
 ＋1.

满分解答

原式[image: alt]


＝（a3
 b－ab3
 ）＋（a2
 －ab）＋（ab＋b2
 ＋1）

＝ab（a－b）（a＋b）＋a（a－b）＋（ab＋b2
 ＋1）

＝a（a－b）［b（a＋b）＋1］＋（ab＋b2
 ＋1）

＝［a（a－b）＋1］（ab＋b2
 ＋1）

＝（a2
 －ab＋1）（b2
 ＋ab＋1）.


技巧贴士
 　在这道题目中，我们观察到，a、b的次数表示如下.



	a3
 b
	3，1
	ab3

	1，3



	a2

	2，0
	b2

	0，2



	？
	？，？
	？
	？，？



	1
	0，0
	1
	0，0




寻找规律，我们就能发现，ab即为所需.

思维点评

拆项和添项都是代数式的恒等变形，对于难以直接分组、难以进行因式分解的多项式，常常可以通过拆项或添项进行变形.我们熟知的十字相乘法实际上是一种拆项法，而配方法则是一种特殊的添项法.

下面再总结一下添项、拆项的一般技巧.

（1）若题目中多项式并不“完整”，缺少某一些项，这时就应该联想到添项，使式子在形式上完整，寻找突破口.

（2）若题目中没有缺少某些项，而因式也较难分解，我们便观察各项的系数，并进行相应的拆分尝试，创造使用提取公因式或公式法，使它们某些项之间建立联系.本形式较难，望认真体会.

在此，我们举个例子：分解因式x3
 －9x＋8，以便进行进一步思考.

方法1：将常数项8拆成-1＋9.

方法2：将一次项-9x拆成-x－8x.

方法3：将三次项x3
 拆成9x3
 －8x3
 .

方法4：添加项x2
 －x2
 .

由此可见，添项、拆项是因式分解中极具重要性与技巧性的解题方法之一.


题5
 　已知10x2
 －6xy＋y2
 －2x＋1＝0，求（2x－y）2001
 .


满分解答


因为10x2
 －6xy＋y2
 －2x＋1＝（9x2
 －6xy＋y2
 ）＋（x2
 －2x＋1）＝（3x－y）2
 ＋（x－1）2
 ＝0,

且（3x－y）2
 ≥0，（x－1）2
 ≥0，因此，[image: alt]
 则[image: alt]


所以，（2x－y）2001
 ＝（2－3）2001
 ＝-1.


技巧贴士
 　分组分解的关键在于分组，而从-6xy与-2x中可以联想到将10x2
 分为9x2
 ＋x2
 ，使题目分解为两组完全平方公式，进而使得每组成为一个整体.这种分组后进行配方的过程在许多题目中都经常见到.举个例子，3x2
 －xy－4y2
 －3x＋4y可进行如下分解：原式＝（3x2
 －xy－4y2
 ）－（3x－4y）＝（3x－4y）（x＋y）－（3x－4y）＝（3x－4y）（x＋y－1），分组的突破口是后面的（-3x＋4y），所以前者应该有因式（-3x＋4y），进而前者可以利用待定系数法进行分解.


题6
 　分解因式：（a＋b）3
 ＋（b＋c）3
 ＋（c＋a）3
 ＋a3
 ＋b3
 ＋c3
 .

满分解答

原式＝［（a＋b）3
 ＋c3
 ］＋［（b＋c）3
 ＋a3
 ］＋［（c＋a）3
 ＋b3
 ］

＝（a＋b＋c）3
 －3（a＋b＋c）（a＋b）c＋（a＋b＋c）3
 －3（a＋b＋c）（b＋c）a＋（a＋b＋c）3
 －3（a＋b＋c）（a＋c）b

＝3（a＋b＋c）［（a＋b＋c）2
 －（a＋b）c－（b＋c）a－（a＋c）b］

＝3（a＋b＋c）（a2
 ＋b2
 ＋c2
 ）.


技巧贴士
 　本题需要灵活使用公式

a3
 ＋b3
 ＝（a＋b）（a2
 －ab＋b2
 ）＝（a＋b）3
 －3ab（a＋b），

并且需要观察，将6个部分分成3组，形成对应，使每组都含有a、b、c三个字母.


题7
 　已知a＋b＋c＝2s，求证：4a2
 b2
 －（a2
 ＋b2
 －c2
 ）2
 ＝16s（s－a）（s－b）（s－c）.

满分证明

[image: alt]


等式左边＝（2ab－a2
 －b2
 ＋c2
 ）（2ab＋a2
 ＋b2
 －c2
 ）

＝［c2
 －（a－b）2
 ］［（a＋b）2
 －c2
 ］

＝（b＋c－a）（a＋c－b）（a＋b－c）（a＋b＋c）.

因此，等式成立.


技巧贴士
 　在分组分解的过程中，等式的出现往往意味着将等式视为一组（与专题1中的“整体代入法”有异曲同工之妙）.于是，我们将2s视为一组，将4个2s分别分配给s、（s－a）、（s－b）、（s－c），使之能用a＋b＋c进行代换.


题8
 　已知1＋x＋x2
 ＝0，求x2007
 ＋x2006
 ＋x2005
 ＋…＋x＋1的值.

满分解答

原式＝x2005
 （x2
 ＋x＋1）＋x2002
 （x2
 ＋x＋1）＋x1999
 （x2
 ＋x＋1）＋…＋x4
 （x2
 ＋x＋1）＋x（x2
 ＋x＋1）＋1

因为1＋x＋x2
 ＝0，所以原式＝x2005
 ×0＋x2002
 ×0＋x1999
 ×0＋…＋x×0＋1＝1.


技巧贴士
 　x2
 ＋x＋1＝0在初中比较常见，它往往意味着以下几类情况.

（1）（x－1）（x2
 ＋x＋1）＝0，x3
 ＝1.

（2）x4
 ＋x2
 ＋1＝（x2
 ＋x＋1）×（x2
 －x＋1）.

（3）[image: alt]
 （本类型在专题3中进行讲解）.

（4）x4
 －x＝x（x－1）（x2
 ＋x＋1）.


题9
 　分解因式：（ab＋cd）（a2
 －b2
 ＋c2
 －d2
 ）＋（ac＋bd）（a2
 ＋b2
 －c2
 －d2
 ）.

满分解答

原式＝（ab＋cd＋ac＋bd）a2
 ＋（ac＋bd－ab－cd）b2
 ＋（ab＋cd－ac－bd）c2
 －（ab＋cd＋ac＋bd）d2


＝（ab＋cd＋ac＋bd）（a2
 －d2
 ）＋（ac＋bd－ab－cd）（b2
 －c2
 ）

＝（a＋d）2
 （b＋c）（a－d）－（b＋c）（a－d）（b－c）2


＝（b＋c）（a－d）［（a＋d）2
 －（b－c）2
 ］

＝（b＋c）（a－d）（a＋b－c＋d）（a－b＋c＋d）.


技巧贴士
 　将原式展开后，式中a2
 、b2
 、c2
 、d2
 的系数分别为（ab＋cd）与（ac＋bd）的代数和，而（ab＋cd）＋（ac＋bd）或（ab＋cd）－（ac＋bd）都可用分组分解法分解，因此将原式按a2
 、b2
 、c2
 、d2
 的系数进行调整并分组即可得解.再次注意以下公式：

ab＋cd＋ac＋bd＝（a＋d）（b＋c）；ab＋cd－ac－bd＝（a－d）（b－c）.

思维点评

分组分解法是因式分解中重要的方法之一，能够对多项式恰当分组的要求为分组后各组能够继续分解因式，分组分解的基本方向是“求同”，将各项联合起来.但如何正确分组是关键，下面介绍几种思路，供大家参考和使用.

（1）按公因式分组，如a2
 －ab＋ac－bc，我们可以发现，第1项和第2项有公因式a，第3项和第4项有公因式c，提取后全组有公因式a－b，由此可将第1项和第2项、第3项和第4项分别结合在一起（当然第1项和第3项，第2项和第4项分组也是相同的）.

（2）按系数特征分组，如x3
 ＋6x2
 －x－6，我们可以由系数特征，将第1项和第3项分为一组、第2项和第4项分为一组.

（3）按字母次数特征分组，如a2
 －9b2
 ＋2a－6b，由字母次数特征可将第1项和第3项分为一组、第2项和第4项分为一组.

（4）按公式分组，如x2
 ＋x－4y2
 －2y，第1项和第3项可以应用平方差公式，应分为一组，而题5的情况请特别注意.

（5）提取公因式后按公式分组.

（6）去括号后分组.

（7）拆项后分组（此类题目技巧性较强，如题2）.


题10
 　分解因式：（x＋3）（x2
 －1）（x＋5）－20.

满分解答

原式＝（x＋3）（x＋1）（x－1）（x＋5）－20

＝（x2
 ＋4x＋3）（x2
 ＋4x－5）－20.

令x2
 ＋4x＝y，则上式＝（y＋3）（y－5）－20

＝y2
 －2y－35

＝（y－7）（y＋5）

＝（x2
 ＋4x－7）（x2
 ＋4x＋5）.


技巧贴士
 　在（x2
 ＋4x＋3）（x2
 ＋4x－5）中前后都有x2
 ＋4x，所以我们可以将相同的部分换元，当然也可令x2
 ＋4x＋3＝u或令（x2
 ＋4x＋3）＋（x2
 ＋4x－5）＝2u，这样的几种方式都可以进行换元.另外，当b2
 －4ac＜0时，ax2
 ＋bx＋c无法因式分解；当b2
 －4ac的数值为完全平方数的平方时，ax2
 ＋bx＋c才可以进行因式分解；正因如此，x2
 ＋4x－7、x2
 ＋4x＋5都无法因式分解.


题11
 　分解因式：（1－xy）2
 ＋（x＋y－2）（x＋y－2xy）.

满分解答

设x＋y＝u，xy＝v，则

原式＝（1－v）2
 ＋（u－2）（u－2v）

＝1－2v＋v2
 ＋u2
 －2uv－2u＋4v

＝（u2
 －2uv＋v2
 ）－（2u－2v）＋1

＝（u－v）2
 －2（u－v）＋1

＝（u－v－1）2


＝（x＋y－xy－1）2


＝［（1－x）（y－1）］2


＝（x－1）2
 （y－1）2
 .


技巧贴士
 　当出现x＋y、xy时，也常用换元法进行因式分解.x＋y、xy为一元二次方程ax2
 ＋bx＋c＝0中根与系数关系的重要形式.还要提醒的是，x＋y＋xy＋1＝（x＋1）（y＋1）在分解因式中常常遇到.


题12
 　计算[image: alt]
 .

满分解答

[image: alt]



技巧贴士
 　本题中多次出现[image: alt]
 的结构，我们要将[image: alt]
 分解为[image: alt]
 ＋[image: alt]
 的结构，所以本题运用换元或整体换元法都能解决问题.当然，本题也可运用找规律的形式来解答：n＝1时，题为19＋9×9＝100；n＝2时，题为199＋99×99＝1000，从而很容易得到规律.

思维点评

换元法是数学中的一种重要方法，它可以将复杂和不熟悉的问题转化为我们熟悉或简单的问题.“换元”即“字母代式”，即用新的“元”去代替原式中的式，使得原式变成含新“元”的式子.换元法详情请见本书开头的《赢在思维——7年级常用解题方法总结》.

换元法是“用字母表示数”这一数学思想的延续.下面通过一道简单的例题，来给出换元法的一般步骤.

如分解因式（a2
 ＋a－4）2
 ＋（a2
 ＋a－4）－2.

设a2
 ＋a－4＝u……………………（设新“元”）

则原式＝u2
 ＋u－2………………（将新“元”代入问题中）

＝（u－1）（u＋2）………………（用十字相乘法解决简单问题）

＝（a2
 ＋a－5）（a2
 ＋a－2）…………（还原到原“元”）

＝（a2
 ＋a－5）（a＋2）（a－1）…………（解决问题）

“换元法”在本专题中常见于以下两种情况.

（1）将题目中的一部分或几部分（常常重复出现）设为一个新元或几个新元.

（2）出现x＋y、xy时将其设为新元.





优质精练

第一期

1．分解因式：x4
 －23x2
 ＋1.





2．分解因式：m4
 ＋4.





3．计算：（22
 ＋1）（24
 ＋1）（28
 ＋1）…（232
 ＋1）.





4．设a、b、c、d是整数，m＝a2
 ＋b2
 ，n＝c2
 ＋d2
 ，求证：mn也是两个整数平方和.





5．分解因式：a4
 －b4
 ＋c4
 －d4
 －2（a2
 c2
 －b2
 d2
 ）＋4ac（b2
 ＋d2
 ）－4bd（a2
 ＋c2
 ）.





6．分解因式：x8
 ＋x4
 ＋1.





7．分解因式：（1＋y）2
 －2x2
 （1＋y2
 ）＋x4
 （1－y）2
 .





8．分解因式：x15
 ＋x14
 ＋…＋x2
 ＋x＋1.

第二期

1．分解因式：（c－a）2
 －4（b－c）（a－b）.





2．分解因式：2a（a＋1）2
 ＋a4
 －a2
 ＋1.





3．分解因式：a4
 ＋b4
 ＋c4
 －2a2
 b2
 －2b2
 c2
 －2c2
 a2
 .





4．已知a4
 ＋b4
 ＋c4
 ＋d4
 ＝4abcd，且a、b、c、d都是正整数，求证：a＝b＝c＝d.





5．（第7届五羊杯竞赛）
 把（a＋b＋c＋d）（b＋c－a－d）（c＋a－b－d）（a＋b－c－d）＋16abcd因式分解.





6．取任意四个连续的正整数，计算它们的乘积与1的和.问这个和是完全平方数吗？用因式分解的方法说明你的结论和正确性.





7．分解因式：x2
 －3xy－10y2
 ＋x＋9y－2.





8．分解因式：x（y－z）3
 ＋y（z－x）3
 ＋z（x－y）3
 .

第三期

1．分解因式：（a－b）3
 ＋（b－a－2）3
 ＋8.





2．分解因式：x6
 ＋64y6
 ＋12x2
 y2
 －1.





3．分解因式：（x＋5）4
 ＋（x＋3）4
 －82.





4．分解因式：（x4
 －4x2
 ＋1）（x4
 ＋3x2
 ＋1）＋10x4
 .





5．分解因式：（1＋x＋x2
 ＋x3
 ）2
 －x3
 .





6．分解因式：6x4
 ＋7x3
 －36x2
 －7x＋6.





7．分解因式：（x2
 ＋xy＋y2
 ）2
 －4xy（x2
 ＋y2
 ）.





8．分解因式：（x2
 ＋y2
 ）3
 ＋（z2
 －x2
 ）3
 －（y2
 ＋z2
 ）3
 .





9．求值：20063
 －10063
 －10003
 －3000×2006×1006.


专题3　分式

编者引言

分式是初中数学一个重要的知识点.它与实数和整式紧密相连，是分数知识的延伸，同时也是对多项式知识的进一步运用和巩固.学习分式也是为了之后函数、一元二次方程等知识作铺垫，因此它起着承上启下的作用.

本章的内容主要涉及化简求值、解方程、增根、“[image: alt]
 ”等典型问题.在例题、习题的编写上注重培养学生的数学精神、帮助学生学习数学思想方法、提高学生数学学习能力，如分析、归纳、概括等方面的能力.

（李叶敏、富依雯）

经典拉分题思维点评


题1
 　解分式方程：[image: alt]
 .

满分解答

[image: alt]


经检验，x＝4是方程的根，所以x＝4是方程的解.


技巧贴士
 　方程中的[image: alt]
 可以拆分成[image: alt]
 的形式，但此题没有采用这种方法的原因除了乘以最简公分母（x＋3）（x－5）（x＋5）较简单外，也是为了避免系数的干扰.拆分的公式如下：

[image: alt]



题2
 　解分式方程：[image: alt]
 .

满分解答

[image: alt]


经检验，[image: alt]
 是方程的根，所以[image: alt]
 是方程的解.


技巧贴士
 　此题若先采用将分式方程化成整式方程的方法，方程两边同乘以公分母（x＋2）（x＋3）（x＋4）（x＋5）后，整式方程就会出现四次项，这样的解法非常复杂.如果先观察，便可知方程中各项的分母与分子之差为1，根据这一特点把每个分式转化成整式和分式之差，这样的做法与第一种相比简单了许多.因此，在解分式方程时，首先不必急着第一步就把分式方程化成整式方程，应该先观察，寻求最简便的方法.

思维点评

处理分式方程的基本思想为：把分式方程转化成整式方程，接着验根.在化简时要注意以下几点.

（1）化简通常要同乘以最简公分母.

（2）如果公分母较复杂，可将分母进行因式分解，往往将两次拆分为一次，拆分时一定要注意系数和符号.

（3）如果分子、分母同时有字母，往往利用拆分或添项、减项的技巧使之化为一部分整式或一部分分式.


题3
 　[image: alt]
 有增根，求增根及k的值.

满分解答

（1）分析增根：x－1为分母，故增根为x＝1.

（2）分式方程化为整式方程：x－3－k＝2（x－1），x－3－k＝2x－2，x＋k＝-1.

将x＝1代入方程，k＝-2.


技巧贴士
 　由题意可知，此方程存在增根.我们知道分式方程有增根，增根就是使方程中分式无意义.根据这一概念，本题中的增根相对应的值，就是使[image: alt]
 无意义，即分母x－1＝0，解得增根x＝1.紧接着，我们需要求出的k值，就用解分式方程的一般方法，先化简，再求值.


题4
 　当a为何值时，关于x的方程[image: alt]
 无解？

满分解答

方程两边同乘以（x－2）（x＋2）得：2（x＋2）＋ax＝3（x－2），ax－x＋10＝0，即（a－1）x＝-10.

当a＝1时，x无解；当x＝2时，2×a－2＋10＝0，a＝－4；当x＝－2时，（-2）×a－（-2）＋10＝0，a＝6.所以a＝－4或a＝6或a＝1.


技巧贴士
 　本题的要求是要我们求出a的值，来使分式方程无解.同样，在解分式方程时，我们可以先将方程转化为一个含有未知数的整式方程：（a－1）x＝-10.我们知道，形如ax＝b的方程无解，即a＝0、b≠0.

思维点评

注意解完分式方程要验根.验根是为了避免增根.处理7年级分式中的增根问题涉及三个技巧：（1）首先将方程转化成整式方程；（2）接着代入增根，即使方程无意义的值，如题3中x＝1（x＝1使分母为0）；（3）无解即意味着方程有增根，也就是要注意ax＝b的讨论［若a≠0,x＝[image: alt]
 （唯一解）；若a＝0，当b≠0，方程无解；当a＝0，b＝0，方程有无数解］.


题5
 　已知[image: alt]
 .（1）求[image: alt]
 .（2）求[image: alt]
 .

满分解答

（1）

[image: alt]


（2）因为[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 .


技巧贴士
 　此题是一道知[image: alt]
 求[image: alt]
 值的例题，举几个次数较低的情况：

[image: alt]


以上一定要熟记于心、应用自如.此外[image: alt]
 还有另外一种解法：

[image: alt]



题6
 　已知x2
 －4x＋1＝0，求[image: alt]
 的值.

满分解答

由已知条件得方程x2
 ＋1＝4x，两边同时除以x得[image: alt]
 ，则

[image: alt]


所以[image: alt]
 .


技巧贴士
 　分式求值的题中往往看到ax2
 ＋bx＋c＝0就会想到[image: alt]
 .但在用到此方法时，ax2
 ＋bx＋c＝0中的a、c会有条件的限制.因为只有a＝c时，同除x才能化简成[image: alt]
 的形式.

思维点评

看到[image: alt]
 以及一元二次方程ax2
 ＋bx＋c＝0（a＝c）这种形式时，一般应想到“[image: alt]
 ”的方法，处理要点为：[image: alt]
 ，而每个高次为两个低次乘积整理后的结果.

需要注意的是，[image: alt]
 的值可以利用杨辉三角求解.

[image: alt]


我们发现系数之间有对应的情况，而且次数为从高到低下降，如（a＋b）3
 ＝a3
 ＋3a2
 b＋3ab2
 ＋b3
 （a的次数从3到0，b的次数从0到3，a与b次数之和为3）；（a＋b）4
 ＝a4
 ＋4a3
 b＋6a2
 b2
 ＋4ab3
 ＋b4
 （a的次数从4到0，b的次数从0到4，a与b次数之和为4）.如此，[image: alt]
 ；（a＋b）5
 ＝a5
 ＋5a4
 b＋10a3
 b2
 ＋10a2
 b3
 ＋5ab4
 ＋b5
 .


题7
 　已知[image: alt]
 ，求[image: alt]
 的值.

满分解答

[image: alt]


因为[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，则

[image: alt]



技巧贴士
 　这是先化简、后求值的类型，对所求式子进行化简后，可以得到[image: alt]
 .题目又已知[image: alt]
 ，可以用z的代数式表示x和y，再代入原方程即可.

当然，对于[image: alt]
 ，这是一个连等形式，我们还可设[image: alt]
 ，则可以用k的代数式表示x、y和z.


题8
 　已知abc＝1，求[image: alt]
 .

满分解答

[image: alt]



技巧贴士
 　本题只要利用已知条件将代数式转化为分母相同的式子，再进行求值即可.若不利用这种方法，采用一般通分，其化简过程会十分繁琐.

在做这道题时，我们还可以想到用特殊值法：比如a＝b＝c＝1，则答案显而易见为1.在许多题目中，特殊值法往往可以用来快速检验答案是否正确.


题9
 　已知[image: alt]
 ，求证：[image: alt]
 .


满分证明
 　由已知得[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ；再由已知得[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，[image: alt]
 .

所以[image: alt]
 ，则得证.


技巧贴士
 　由已知条件，我们可以想到用关于y、a的代数式表示z、[image: alt]
 ，而y在运算中会抵消，a在本题中事实上已视为常数，从而得证.

当我们碰到题目中含有多个未知数时，一般可将其中一个或几个看成常数，从而简化解题过程.


题10
 　已知x＋y＋z＝0，求证：[image: alt]



满分证明
 　由已知得x＋y＝-z，x＋z＝-y，y＋z＝-x，则

[image: alt]


因为等式左边＝右边，得证.


技巧贴士
 　此题采用的方法是直接对左边进行化简，去括号，合并同类项，再从已知条件出发知道x＋y＝-z，x＋z＝-y，y＋z＝-x，代入原式，就能得到左边等于右边.

思维点评

上述4题看似复杂，事实上都利用了分式中化简求值的“方程思想”.在处理分式证明题时，可以采用方程中字母尽量变少的思想（本点切记）.如题7，将x、y都化为z，接着分子、分母中的z全部抵消.题9中，将z、[image: alt]
 都表示成关于y、a的表达式，y在运算中会抵消，a在本题中事实上已视为常数.

对于题8，我们所采用的化简方法是：一个分母固定，另外两个分母往固定的分母上靠.用bc＋b＋1作说明，我们是如何想到的？

bc＋b＋1可能意味着两种情况：其一添加c，bc＋b＋1＋c＝（b＋1）（c＋1），但分母上添项、减项不常见（往往在分子上添项、减项，如题2）；其二将1＝abc代入，有[image: alt]
 （本法实际上也为[image: alt]
 ，分子、分母同除b），此时，[image: alt]
 的分母一致，而一个分子为c，一个分子为1，那剩余的[image: alt]
 要转化为[image: alt]
 才可以（因为分母相同，并且分母、分子最终要实现约分），同乘c即可；当然，例题的解答以ab＋a＋1为分母对象，方法是一致的.

对于题10，还有另一种解法，我们知道求证

[image: alt]


即证明[image: alt]
 .

左边是由三个类似结构的分式组成的和一个常数3组成的，这里面就暗示着分组配对、重新组合.3可分为1、1、1，每个1划分到每个部分，于是

[image: alt]


所以[image: alt]
 .





优质精练

第一期

1．解方程：[image: alt]
 .





2．解方程：[image: alt]
 .





3．已知[image: alt]
 ，求x、y的值.





4．解方程：[image: alt]
 .





5．解方程：[image: alt]
 .





6．解方程：[image: alt]
 .





7．解方程：[image: alt]
 .





8．在800米赛跑中，甲到达终点，乙落在后面32米；在1200米比赛中，甲从起跑线后面若干米的地方起跑，结果甲到达终点时乙还落后4.8米.问甲从起跑线后多少米的地方起跑乙才开始跑？

第二期

1．已知[image: alt]
 ，求[image: alt]
 的值.





2．已知[image: alt]
 ，试求[image: alt]
 的值.





3．已知x2
 －6x＋1＝0，求[image: alt]
 的值.





4．化简分式：[image: alt]
 .





5．已知[image: alt]
 ，求[image: alt]
 的值.





6．当m为何值时，关于x的方程[image: alt]
 有增根？





7．如果关于x的方程[image: alt]
 无解，那么a的值是多少？

第三期

1．若[image: alt]
 ，求[image: alt]
 的值.





2．已知a、b、c不同时为0，且[image: alt]
 求[image: alt]
 的值.





3．化简求值：[image: alt]
 .





4．已知x＋y＋z＝3a，求[image: alt]
 的值.





5．化简：[image: alt]
 .





6．已知[image: alt]
 ，求[image: alt]
 的值.





7．若x、y、z满足[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，求xyz的值.





8．已知a＋b＋c＝0，求[image: alt]
 的值.

第四期

1．已知对于x≠2且x≠－3的所有x的值，等式[image: alt]
 总能成立，试确定A、B的值（A、B为有理数）.





2．若abcd＝1，求[image: alt]
 的值.





3．化简：[image: alt]
 .





4．已知[image: alt]
 ，求[image: alt]
 的值.





5．已知x2
 －5x－2008＝0，求[image: alt]
 的值.





6．已知[image: alt]
 ，且a、b、c互不相等，求证：a2
 b2
 c2
 ＝1.





7．已知a、b、c是三个不等于零的有理数，且a＋b＋c＝1、a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＝1，求[image: alt]
 的值.





8．已知a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＝1、[image: alt]
 ，求a＋b＋c的值.

第五期

1．已知[image: alt]
 ，求x的值.





2．已知a、b、c满足[image: alt]
 ，求[image: alt]
 的值.





3．已知[image: alt]
 ，求[image: alt]
 的值.





4．已知[image: alt]
 ，且abc≠0，求证：[image: alt]
 .





5．化简：[image: alt]
 .





6．化简：[image: alt]
 .





7．一列数a1
 、a2
 、…、an
 满足a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ＝n3
 ，求[image: alt]
 的值.





8．已知[image: alt]
 ，求y的值.





9．已知p、q、[image: alt]
 均为正整数，且p>1、q＞1，求p＋q的值.


专题4　图形的运动

编者引言

图形变换是初中几何的一个难点，掌握好图形的变换可以很有效地解决一些几何问题，为解决之后的三角形全等、相似等其他几何问题做好铺垫.

第一部分为对称中心、对称图形的判断，这部分着重巩固学生对于对称和中心对称概念的理解与掌握，使学生掌握各种对称的性质，明确对称的概念.

第二部分为翻折图形的求解，这部分列举一次、二次翻折的情况，使大家可以通过操练深刻理解并掌握轴对称的各种性质.

第三部分为旋转图形的求解.这部分则是列举旋转图形中的一些综合问题和时钟问题，增强学生在复杂图形中的识别能力，同时承上启下，为之后的三角形全等等内容打下基础.

（张叶、吴慧晶）

经典拉分题思维点评


题1
 　观察下列标志，从图案看既是轴对称图形又是中心对称图形的有（　）？

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


A．1个

B．2个

C．3个

D．4个

满分解答

B


技巧贴士
 　这类题经常将生活中各种常见的标志夹杂其中，比如判断宝马、奔驰标志属于轴对称图形还是中心对称图形等，这样的题容易让人失误，要特别注意本题四个图形都是中心对称的，但是只有第2个和第3个图是轴对称的，对称轴是横竖两条平分线.


题2
 　（2006，烟台，中考）
 从一副扑克牌中抽出如下四张牌，其中是中心对称图形的有（　）.

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


A．1张

B．2张

C．3张

D．4张

满分解答

B


技巧贴士
 　本题牵涉扑克牌中的数学问题，这类题常见于概率及图形旋转等.题中大体上看上去都是中心对称图形，但是仔细观察可以注意到，扑克牌中的心形和菱形以及梅花形上下颠倒会呈现不同的形状.

思维点评

题1和题2都是图形的旋转和图形对称的判断.在轴对称的图形中，关键要抓住对称轴.然而对称轴不一定只有一条，所以思维不可以单一，一定要从各个角度去观察；中心对称图形是指这个图形绕着对称中心旋转180°后仍然能和这个图形重合的图形.所以在中心对称的图形中，要抓住对称中心，可以抓住一些旋转点旋转，观察是否相同.


题3
 　（2006，内江，中考）
 如图4-1所示，将矩形纸片ABCD沿AE折叠，使点B落在直角梯形AECD的中位线FG上，则∠BEA的大小为（　）.

[image: alt]


图4-1

A．50°

B．55°

C．60°

D．65°

满分解答

C


技巧贴士
 　首先，给出一个定理：在直角三角形中，直角边是斜边的一半[image: alt]
 直角边所对应的角是30°.本题中，由轴对称图形的对应边相等，知AB＝AB′；由AE垂直平分B′B（B′、B关于AE对称），作B′G′⊥AD，如图4-2所示，令B′G′＝1，则有AB＝AB′＝2.则在Rt△AB′G′中，由本题中首先给出的定理，有∠B′AG′＝30°，因此△ABB′是等边三角形，∠BEA＝60°，另外△BAE、△B′AE、△G′AB′三个三角形也是一样的.

[image: alt]


图4-2


题4
 　（2006，淄博，中考）
 将一矩形纸片按如图4-3方式折叠，BC、BD为折痕，折叠后A′B与E′B在同一条直线上，则∠CBD的度数（　）.

[image: alt]


图4-3

A．大于90°

B．等于90°

C．小于90°

D．不能确定

满分解答

B


技巧贴士
 　本题中，由轴对称图形的对应角相等，知∠ABC＝∠A′BC，∠EBD＝∠E′BD，所以∠CBD＝90°.另外值得注意的是一种解题的规律性，在解题时特别是遇到选择题，往往一些特殊值的选项很有可能是正确答案，比如在选择题中出现0、1等，而本题的选项90°便是如此.

思维点评

题3和题4都是图形翻折问题（分别是一次翻折和两次翻折问题），要抓住的是翻折前后图形的全等信息.而当面对更多的翻折时，无论是三次还是四次，都是用这种方法.另外提醒一下，一些选择题的答案，往往都是特殊角.如题3中，B落于中位线FG上，如此特殊的情况自然决定了∠BEA“非一般”.同理，题4折叠后A′B、E′B在同一直线上，如此特殊的情况自然决定了∠CBD为非一般角，不然不会有这种在同一直线上的要求.

三次翻折的情况，将出现在最后的练习题中.以下补充四次翻折的问题供读者参考（我们将在8年级有关“四边形”的这一专题中给出详细解答）.


（2001，第十二届“希望杯”全国数学邀请赛，初二年级）
 将矩形ABCD的四个角向内折起，恰好拼成一个既无缝隙又无重叠的四边形EFGH，如图4-4所示，若EH＝3，EF＝4，求[image: alt]
 的值.

[image: alt]


图4-4

答案：[image: alt]
 .


题5
 　（2010，聊城，中考）
 如图4-5所示，在Rt△ABC中，∠ACB＝90°，∠BAC＝60°，AB＝6，Rt△AB′C′可以看作是由Rt△ABC绕A点逆时针方向旋转60°得到的，则线段BC′的长为_________.

[image: alt]


图4-5

满分解答

3．


技巧贴士
 　本题所运用的知识点与题3所介绍的定理是相同的.本题中，由旋转可将AC＝AC′作为一个重要的切入点，且旋转角∠BAB′＝60°，易得[image: alt]
 ，最后，BC′＝AB－AC′＝3.


题6
 　如图4-6所示，在矩形ABCD中，AD＝2AB，E是AD的中点，一块三角板的直角顶点与点E重合，将三角板绕点E按顺时针方向旋转.当三角板的两直角边与AB、BC分别交于点M、N时，观察或测量BM与CN的长度，你能得到什么结论？并证明你的结论.

[image: alt]


图4-6

满分解答

猜测BM＝CN.过点E作EF⊥BC于F，可得四边形ABFE是正方形，所以AE＝EF，∠A＝∠EFN.又因为∠AEF＝∠MEN＝90°，所以得到△AEM和△FEN是一对旋转图形，旋转点是E，转过了90°，所以AM＝NF，又因为AB＝FC，所以BM＝CN.


技巧贴士
 　本题中，“AD＝2AB，E是AD的中点”是一个很重要的切入点，它给出了唯一一个等量关系，该等量关系为两个三角形旋转（即为△AEM和△FEN一模一样）提供了可能性.之后添加辅助线的根据也是它.过点E作EF⊥BC于F，可得四边形ABFE是正方形，通过运算得BM＝CN.再提醒一下，无论三角板如何运动，△AEM和△FEN始终一致.


题7
 　有一座时钟现在显示10点整.那么，经过多少分钟，分针与时针第一次重合？再经过多少分钟，分针与时针第二次重合？

满分解答

在10点时，时针所在位置为刻度10，分针所在位置为刻度12；当两针重合时，分针必须追上50个小刻度，设分针速度为“1”，则时针速度为“[image: alt]
 ”，于是需要时间：[image: alt]
 .所以，再过[image: alt]
 分钟，时针与分针将第一次重合.第二次重合时显然为12点整，所以再经过[image: alt]
 分钟，时针与分针第二次重合.


技巧贴士
 　本题是一道典型的时钟问题，时钟问题旋转中的一个难点.这类问题我们要用追击问题来是解决（默认分针追时针），而时针的速度为分针速度的[image: alt]
 .标准的时钟，每隔[image: alt]
 分钟，时针与分针重合一次.

思维点评

题5、题6以及题7，都是旋转图形的求解，其中包含了旋转前后的比较、旋转求解以及时钟问题.纵观图形运动这一专题，主要难点在于区分旋转、翻折前后图形的对比，以及对旋转中心的把握，这种翻折前后的对比，实质上是为“等量代换”提供了可能.在这里，旋转点还有一个不变的性质：旋转前后旋转点有时是不变的，根据这一性质，旋转前后图形的对比就一目了然了，所以有些题目如果出现1个点上连接了三条、四条线段，那该点很可能就是旋转点，如题5的A点、题6的E点就是这种情况.
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1．一个旧时钟，时针和分针每隔66分钟重合一次，如果早上9点将钟对准，到第二天早上时针再次指向9点时，实际是几点几分？





2．科技馆有一只奇妙的钟，一圈共有20格.每过7分钟，指针跳一次就要跳过9个格，今天早上8点整的时候，指针恰好从0跳到9，问昨晚8点整的时候时针指着几？





3．钟面上4点几分时，时针与分针距离“4”的距离相等？





4．下列图形中，不能由图形M经过一次平移或旋转得到的是（　）.

[image: alt]


第4题

5．如图（a）所示，△ABC和△AED都是等腰直角三角形，∠ACB和∠D都是直角，点C在AE上，△ABC绕着A点经过逆时针旋转后能够与△ADE重合得到图（a），再将图（a）作为“基本图形”绕着A点经过逆时针连续旋转得到图（b）.则两次旋转的角度分别为（　）.

[image: alt]


第5题

A．45°、90°

B．90°、45°

C．60°、30°

D．30°、60°

6．如图所示，当半径为30cm的转动轮转过120°角时，传送带上的物体A平移的距离为多少厘米？

[image: alt]


第6题

7．如图所示，正方形纸片ABCD和正方形EFGH边长都是1，点E是正方形ABCD的中心，在正方形EFGH绕着点E旋转过程中，观察两个正方形的重叠部分的面积是否保持不变.如果保持不变，求出它的值；否则，请简要说明理由.

[image: alt]


第7题

8．如图所示，两个一模一样的正六边形ABCDEF、PQRSTU，其中点P位于正六边形ABCDEF的中心，如果它们的面积均为1，则阴影部分的面积是______.

[image: alt]


第8题

第二期

1．现有如图所示的六种瓷砖，请用其中的4块或6块瓷砖（允许使用相同的），设计出美丽的图案.

[image: alt]


第1题

例如

[image: alt]


2．一漆匠用如图所示的胶滚沿从左到右的方向将图案滚涂到墙上，下列给出的四个图案中，符合图示胶滚涂出的图案是（　）.

[image: alt]


第2题

A．

[image: alt]


B．

[image: alt]


C．

[image: alt]


D．

[image: alt]


3．某地板厂要制作一批正六边形形状的地板砖，为适应市场多样化的需求，要求在地板砖上设计的图案能够把正六边形6等分，请你帮他们设计等分方案（至少设计两种）.





4．如图所示，AD、AB分别为矩形ABCD的长、宽，将它沿EF折叠，使点D与点B重合.其中，AD＝9cm，AB＝3cm，求DE的长和EF的长.

[image: alt]


第4题

5．如图所示，折叠矩形的一边CD，使点C落在AB上的点F处，已知AB＝10cm，BC＝8，则EC的长是多少？

[image: alt]


第5题

6．取一张矩形的纸片进行折叠，具体操作过程如下［从左到右依次为图（a）、图（b）、图（c）、图（d）］.

[image: alt]


第6题

第一步：先把矩形ABCD对折，折痕为MN，如图（a）.

第二步：如图（b），再把B点叠在折痕MN上，折痕为AE，点B在MN上对应点为B′，得到直角三角形AB′E.

第三步：沿EB′线折叠得折痕EF，如图（c），利用展开图（d）.

探究：（1）△AEF是什么三角形？证明你的结论.

（2）对于任意矩形，按照上述方法是否都能折出这种三角形？请说明理由.

7．如图所示，在矩形ABCD中，横向阴影部分是矩形，另一阴影部分是平行四边形（对边平行的四边形）.依照图中标注的数据，计算空白部分的面积，其面积是______.

[image: alt]


第7题


专题5　实数

编者引言

本专题介绍的是实数，学习实数的基本要求是理解开方及平方根的意义，知道无理数的概念，理解实数的概念，初步掌握估算、近似计算的基本方法和科学记数法；重点是学会正确地进行实数的运算；难点是理解实数与数轴上的点一一对应的关系.

学习实数，印象最深刻的就是题目的情况复杂、难度不一、解决问题方法的多种多样.本专题介绍几种典型问题，如有关实数的运算、比较大小问题、数轴绝对值问题和实数中分类讨论等，希望体现由易到难、由具体到抽象的思想方法.

（陈佳骏、林佳俊）

经典拉分题思维点评


题1
 　设a与b为两个不相等的有理数，试判断实数[image: alt]
 为有理数还是无理数，并说明理由.

满分解答

假设[image: alt]
 为有理数，设其为A，即[image: alt]
 .

整理得[image: alt]
 .于是a＝Ab，[image: alt]
 ，则a＝b，这与a≠b矛盾.

所以[image: alt]
 为无理数.


技巧贴士
 　若a1
 ＋b1
 a＝a2
 ＋b2
 a（其中a1
 、a2
 、b1
 、b2
 都为有理数，a为无理数），则a1
 ＝a2
 ，b1
 ＝b2
 ；反之亦成立.


题2
 　[image: alt]
 的小数部分为a，[image: alt]
 的小数部分为b，求（a－1）（b＋2）的值.

满分解答

由[image: alt]
 ，联立可得[image: alt]


代入，有

[image: alt]



技巧贴士
 　本题提供了求无理数中“小数、整数”两部分的方法——方程技巧.通过设参可求出“小数”或“整数”部分.与此同时，两个含有二次根式的代数式相乘，如果它们的积不含二次根式，则说明这两个代数式互为“有理因式”，形如[image: alt]
 和[image: alt]
 等，再如本题中的[image: alt]
 和[image: alt]
 .

思维点评

我们从实数开始真正接触“[image: alt]
 为无理数”之类的证明，但无论是题1类似“反证法”的证明，还是题2的求解，对于“实数”问题常用的技巧都为设参的方程技巧.

另外，题1的a≠b则在暗示反证法（与a＝b对应，“看到硬币的正面，还要想到硬币的反面”）.而题2中[image: alt]
 互为有理因式的情况也很特殊：两者相加为2a（消去了根号）；两者相乘为a2
 －b（也无根号），所以看到[image: alt]
 也要想到[image: alt]
 .

再举例说明互为有理因式的一点应用，比如解决整数部分.求[image: alt]
 的整数部分：可先令[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，求x6
 ＋y6
 .由假设列式可得[image: alt]
 [image: alt]
 ，x6
 ＋y6
 ＝（x3
 ＋y3
 ）2
 －2x3
 y3
 ＝17498，并且[image: alt]
 ，故0＜y6
 ＜1，所以[image: alt]
 的整数部分为17497.


题3
 　比较2234
 和5100
 的大小，并说明理由.

满分解答

由于100＝33×3＋1，234＝33×7＋3，则根据题意有

5100
 ＝599
 ×5＝（53
 ）33
 ×5，2234
 ＝（27
 ）33
 ×23
 ，

可见，128＝27
 ＞53
 ＝125.

由此可得8×（27
 ）33
 ＞（53
 ）33
 ×5，即2234
 ＞5100
 .


技巧贴士
 　对于ab
 、cd
 之间的比较，方法如下：通过计算，使底数a、c接近或使指数b、d接近.本题便是指数b、d接近，进而比较a、c.本题运用的技巧为求出234与100的公约数即可，之后再进行比较.


题4
 　如图5-1所示，字母a、b、c依次表示点A、B、C对应的实数，试确定[image: alt]
 、[image: alt]
 、[image: alt]
 的大小情况（请由小到大排列）.

[image: alt]


图5-1

满分解答

根据数轴图像信息，不妨设[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 .

将其代入，有[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 .

所以[image: alt]
 .


技巧贴士
 　运用特殊值代入法可以快速解决填空、选择等类型的题.特殊值方法的题在专题1、专题2、专题3中已有涉及.

思维点评

实数比较大小属于重要的内容，其涉及的技巧较多，常见的有：（1）作差法；（2）作商法；（3）平方法（如比较[image: alt]
 与[image: alt]
 的大小）；（4）放缩法（放缩法适用于两个代数式的值中，一个比某数小，另一个比该数大，如比较[image: alt]
 与[image: alt]
 ，显然[image: alt]
 .

最后再提一下特殊值法，该法十分适用于填空题、选择题等.使用特殊值法必须满足以下三个条件：首先，无论这个量的值是多少，对最终结果所要求的量的值没有影响；其次，这个量应该要跟最终结果所要求的量有相对紧密的联系；最后，这个量在整个题干中给出的等量关系是一个不可或缺的量.而在解答题中，特殊值法往往能为解答提供启示，如专题1中的题6取x为1、-1，题8取x＝1等，专题3中的题8等便是本方法的应用.


题5
 　化简│|x－1|-2│＋|x＋1|.

满分解答

（1）根据绝对值，找出零点.

①　|x＋1|＝0，x1
 ＝-1；

②　│|x－1|-2│＝0，则|x－1|＝2，x2
 ＝3，x3
 ＝-1；

③　|x－1|＝0，x4
 ＝1.

（2）根据所找出的零点进行讨论.

当x≤-1时，原式＝|-x＋1－2|-x－1＝|-x－1|－x－1＝-2x－2；

当-1＜x＜1时，原式＝|1－x－2|＋x＋1＝|-x－1|＋x＋1＝2x＋2；

当1≤x＜3时，原式＝3－x＋x＋1＝4；

当x≥3时，原式＝x－3＋x＋1＝2x－2.

综上，原式化简[image: alt]



技巧贴士
 　零点，简而言之就是绝对值为0时x所取到的值.对一道题而言，有几个含绝对值的项就有几个零点.零点的作用在于确定绝对值内代数式的根以及区间端点函数值的正负性.标出零点后，接着进行分类讨论（n个零点一般含有n＋1段讨论）.


题6
 　求y＝|x－4|＋|x－5|＋|x－6|的最小值.

满分解答

（1）首先找出零点：x1
 ＝4、x2
 ＝5、x3
 ＝6.

（2）进行分段讨论：当x≤4时，最小值y＝3（x＝4）；当4＜x≤5时，最小值y＝2（x＝5）；当5＜x≤6时，最小值y＞2，最小值不存在；当x＞6时，最小值y＞3，最小值不存在.

综上所述，当x＝5时，最小值为2.


技巧贴士
 　求最值问题，除了解答中的“零点”方法，还往往涉及|x－a|的几何意义.例如，求y＝|x－a1
 |＋|x－a2
 |＋|x－a3
 |＋…＋|x－an
 |的最小值.当n为奇数时，x可取a1
 ，a2
 ，a3
 ，…，an
 从小到大排列后，正中间的那个值；当n为偶数时，x可取a1
 ，a2
 ，a3
 ，…，an
 从小到大排列后，最中间的两个值中的一个，从而最终得出最小值.

思维点评

以上几题都涉及绝对值问题.绝对值常与零点相联系，零点的代数意义为使函数或代数式在该点的函数值为0，几何意义为函数图像与坐标轴所产生的交点.本专题中，零点主要用于将数轴分段，进行绝对值正负性的讨论.值得注意的是，在遇到求极值（最大值、最小值）的时候，注意零等号的取舍，当然也可以把每个零点的取值单独列出讨论求值，以避免讨论步骤繁琐（从题6发现，取到最小值往往是x为零点时）.

此外，零点还可以用在函数中，运用数形结合的方法，求出函数的增减性以及函数在某范围内是否有解等问题（详情参见8年级“一次函数”专题）.


题7
 　已知[image: alt]
 ，a、b、c、d为有理数，x为无理数.

（1）a、b、c、d满足何条件时，s为有理数？

（2）a、b、c、d满足何条件时，s为无理数？

满分解答

（1）当a＝c＝0,d≠0时，[image: alt]
 为有理数，当c≠0时，[image: alt]
 ，当bc－ad＝0时，s为有理数.

所以，当a＝c＝0,d≠0或c≠0,bc＝ad时，s为有理数.

（2）当c＝0,d≠0,a≠0时，[image: alt]
 为无理数，当c≠0时，[image: alt]
 ；当bc－ad≠0时，即ad≠bc时，s为无理数.

所以，当c＝0,d≠0,a≠0或c≠0，bc－ad≠0时，s为无理数.


技巧贴士
 　对于[image: alt]
 ，分子、分母皆有x.要使题目简化，处理的关键在于要么分子无x，要么分母无x.所以[image: alt]
 是将分子的x进行了“分离操作”，接着才有了c＝0与c≠0的讨论.c≠0时，要使s为有理数，只有bc－ab＝0才行，至于c＝0则是与c≠0相对应所得到的.


题8
 　已知三个互不相等的有理数，既可表示为1、a＋b、a的形式，又可表示为0、[image: alt]
 、b的形式，现已知x的绝对值为2，求（a＋b）2004
 ＋（ab）2005
 －（a＋b－ab）x＋x2
 的值.

满分解答

由题意得1、a＋b、a和0、[image: alt]
 、b都可表示成3个互不相等的有理数，所以存在两种情况，即a＋b＝0或a＝0.

因为若a＝0，则[image: alt]
 不存在.所以只能a＋b＝0，即a＝-b，[image: alt]
 ＝-1，b＝1，得[image: alt]


由题意得|x|＝2，故把x＝±2代入原式中，有

当x＝2时，原式＝02004
 ＋（-1）2005
 －（-1＋1＋1）×2＋22
 ＝0－1－2＋4＝1.

当x＝-2时，原式＝02004
 ＋（-1）2005
 －（-1＋1＋1）×（-2）＋22
 ＝0－1＋2＋4＝5.


技巧贴士
 　本题的关键点在于“三个互不相等的有理数”，采用列表对应的方式.

[image: alt]


0只能等于a＋b或a，此时很容易进行整理（隐含了a≠0的条件）.


题9
 　已知x＋y、－y、xy、[image: alt]
 四个数中的三个有相同的数值，求出所有具有这样条件的x、y.

满分解答

若x＋y＝x－y则y＝0，此时[image: alt]
 无意义，所以x＋y与x－y不相等.

由已知可得[image: alt]


或[image: alt]


解①得y＝-1,[image: alt]
 （y＝1的情况舍去）；解式②得y＝-1,[image: alt]
 （y＝1的情况舍去）.


技巧贴士
 　本题的分类讨论也可用列表来表示.

[image: alt]


思维点评

题7至题9都采用了分类讨论的思想，分类讨论的内容可详见本书开头的《赢在思维——7年级常用解题方法总结》.

在本专题中，对于分类讨论，有几点作一下重点强调.

（1）可采用列表、画树形图等技巧更好地表达分类讨论的情况.

（2）分类讨论常见的情况有：①a≠0、a＝0；②a＝0、a＝1、a＝2,……第一种是相反的情况；第二种是顺延情况，以上例题就反映了这些情况.

（3）实数题中常用的方法为找到题干中的关键字，例如题8的“互不相等”.此外，还要寻找突破口，例如找出题目中隐含的条件，如题9中y≠0，还有题8中a≠0，这些往往会成为简化题目的关键点.
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1．（2008年全国初中数学联赛江西赛区）
 从分数组[image: alt]
 中删去两个分数，使剩下的数之和为1，则删去的两个数是（　）.

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


2．a、b、c均为不等于1的正数，且a-2
 ＝b3
 ＝c6
 ，则abc的值为（　）.

A．3

B．2

C．1

D．[image: alt]


3．（2009年“周报杯”全国初中数学竞赛）
 已知非零实数a、b满足|2a－4|＋[image: alt]
 ，则a＋b等于（　）.

A．-1

B．0

C．1

D．2

4．（首届全国中学生数理化学科能力竞赛培训）
 [image: alt]
 的值为（　）.

A．1

B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


5．设a表示[image: alt]
 的小数部分，求代数式4a2
 ＋2a－2的值.





6．已知x、y是正整数，[image: alt]
 是无理数，[image: alt]
 的小数部分是a，[image: alt]
 的小数部分是b，则a＋b的值是多少？





7．已知[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，则[image: alt]
 的整数部分是多少？





8．求和[image: alt]
 .





9．已知[image: alt]
 ，那么A的整数部分是多少？
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1．已知[image: alt]
 ，且3x3
 ＋ax2
 ＋bx＋12＝0，求a、b的值.





2．已知[image: alt]
 ，求x、y、z的值.





3．已知[image: alt]
 ，求x的值.





4．（2009年北京中学生数学联赛培训）
 已知a、b为两个连续整数，且[image: alt]
 ，则a＋b的值为多少？





5．（2008年全国初中数学联赛江西赛区）
 某人将2008看成一个填数游戏式：2____ ____8，于是他在每个框中各填写了一个两位数[image: alt]
 与[image: alt]
 ，结果发现所得到的六位数[image: alt]
 是一个完全立方数，则[image: alt]
 的值为多少？





6．已知代数式[image: alt]
 ，当x＝-1、0、1时，代数式的值分别为-1、2、2，且d≠0；当x＝2时，代数式的值为多少？





7．（2009年上海市“新知杯”初中数学竞赛）
 在分母小于15的最简分数中，求不等于[image: alt]
 但与[image: alt]
 最接近的那个分数.

第三期

1．设a＋b＋c＝0，abc＞0，求[image: alt]
 的值.





2．求不等式|x＋1|＋|x－2|＜7的整数解有几个？





3．若不等式|x＋1|＋|x－3|≤a有解，求a的取值范围.





4．（2008年广东省初中数学竞赛）已知三个数a、b、c的积为负数，和为正数，且[image: alt]
 ，则ax3
 ＋bx2
 ＋cx＋1的值为多少？





5．将1至100这100个正整数任意分为50组，每组两个数，现将每组任意一个数记为a，另一个记为b，代入[image: alt]
 中运算，求出结果，50组代入后有50个值，求这50个值的和的最大值.





6．（2009年第二十届“希望杯”全国初中数学邀请赛七年级复试）若abc≠0，则[image: alt]
 的最大值和最小值分别是多少？





7．（2007年全国初中数学竞赛浙江赛区复赛）当x为多少时，|x＋1|＋|x＋2|＋|x＋3|取到最小值？此时最小值为多少？





8．如果y＝|x＋1|-2|x|＋|x－2|，且-1≤x≤2，求y的最大值和最小值.

第四期

1．（2008年吉林省“城市杯”初中数学应用能力竞赛）
 已知a、b、c在数轴上的位置如图中A、B、C所示，则（　）.

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


[image: alt]
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2．（2008年全国初中数学联赛初试）
 若a、b、[image: alt]
 都是有理数，则[image: alt]
 、[image: alt]
 （　）.

A．均为有理数

B．均为无理数

C．一个为有理数，另一个为无理数

D．以上三种情况均有可能

3．已知a、b、c均为非零实数，且满足[image: alt]
 ，则k的值为多少？





4．（2009年第二十届“希望杯”全国初中数学邀请赛七年级培训）
 若|2x＋3y＋1|与|x＋2y|互为相反数，求（x＋y）2009
 的值.





5．设[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，则a、b、c的大小关系如何？





6．若[image: alt]
 是不等于1的有理数，求证：[image: alt]
 为有理数.





7．是否存在两个不相等的有理数a、b，使得[image: alt]
 是有理数？





8．设ab及[image: alt]
 都为整数，求证：[image: alt]
 及[image: alt]
 都为整数.





9．若a、b、c均为实数，且[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 .求证：a、b、c中至少有一个大于0.


专题6　平行线与相交线

编者引言

平行线与相交线是中学数学学习过程中相对容易的一个专题.但是，往往越简单的东西，越容易出现复杂的题型.平行线与相交线的知识点今后通常会被融入三角形相似、三角形全等与四边形等各种几何的知识点中.因此，学习好“平行线与相交线”对于今后进一步加深理解中学平面几何图形有着极大的帮助.学习本专题的目的是巩固平行线与相交线中所涉及的知识点，并配以经典题型加以操练，从而加深对平面几何的多元化思考.

（蔡佳文、朱少风）

经典拉分题思维点评


题1
 　如图6-1所示，AB∥EF∥CD，EG平分∠BEF，∠B＋∠BED＋∠D＝192°，∠B－∠D＝24°，求∠GEF的度数.

[image: alt]


图6-1

满分解答

（1）由AB∥EF∥CD可将∠B＋∠BED＋∠D＝192°转化为2∠B＋2∠D＝192°（∠BED＝∠D＋∠B）.

（2）再由∠B－∠D＝24°与2∠B＋2∠D＝192°可解出∠B＝60°、∠D＝36°.

（3）从而可得∠GEF＝30°.


技巧贴士
 　本题涉及角度转化的思想.角度转化是解决线段与角问题的常用方法.在同一个图形中，除根据已知条件外，角之间往往还通过同旁内角、对顶角、内错角、同位角等互相联系，将所需求的角根据题目的信息和自己的判断转化为已知、易解的手段成为解决平面内角度问题的主要方式.


题2
 　如图6-2所示，已知AB∥CD.

[image: alt]


图6-2

（1）如图6-2（a）所示，求∠1＋∠2＋∠3.

（2）如图6-2（b）所示，求∠1＋∠2＋∠3＋∠4＋∠5＋∠6.

（3）以此类推，求∠1＋∠2＋…＋∠n.

满分解答

（1）由图6-3（a）可得，∠1＋∠2＋∠3＝360°.

[image: alt]


图6-3

（2）由图6-3（b）可得，∠1＋∠2＋∠3＋∠4＋∠5＋∠6＝900°.

（3）以此类推得∠1＋∠2＋…＋∠n＝180°（n－1）.


技巧贴士
 　本题涉及图形转化的思想.平面几何中，线、面、角之间往往是能够互相转化、联系的.题目中告诉角，往往还需要联系线；题目中有线，将角置于某个载体中，往往还需要联系其他概念.如本题中，将许多角置于许多三角形中，从而能够简便地得出所需的结论.


题3
 　如图6-4所示，平面上若有10条直线两两相交，请问最多能将平面分成多少个不同区域？

[image: alt]


图6-4

满分解答

（1）2条直线最多将平面分成2＋2＝4个不同区域.

（2）3条直线中的第3条直线与另两条直线相交，最多有两个交点，此直线被这两点分成3段，每一段将它所在的区域一分为二，则区域增加3个，即最多分成2＋2＋3＝7个不同区域.

（3）同理，4条直线最多分成2＋2＋3＋4＝11个不同区域.

…

因此，10条直线最多分成2＋2＋3＋4＋5＋6＋7＋8＋9＋10＝56个不同区域.

[image: alt]



题4
 　如图6-5所示，已知直线l与l外的一条线段AB，如何用尺规作图法在l上找到点P，使三角形ABP为直角三角形？

[image: alt]


图6-5

满分解答

（1）当AB为直角边时，过A或B两点作线段AB的垂线，交直线l于P1
 、P2
 两点，连接P1
 B与P2
 A，如图6-6所示.

[image: alt]


图6-6

（2）当AB为斜边时，以AB为直径作圆（取AB中点为圆心，[image: alt]
 为半径），交直线l于P3
 、P4
 两点，连接P3
 B与P3
 A、P4
 B与P4
 A，如图6-7所示.

[image: alt]


图6-7


技巧贴士
 　本题涉及分类讨论思想.分类讨论思想同样适用于几何题.在解决几何问题时，只要抓准题目信息中的不变和可变条件，即可轻松进行分类讨论.如本题中，不变条件是线段AB，可变条件为AB在三角形ABP中的位置.故本题进行了如此的分类：AB为直角边时，AB为斜边时，此时各自都有两类.

思维点评

解决平面中线段与角的关系，通常方法为数形结合，要注意以下两点：（1）要找到角与角之间的关系，即将所求角转化为已知角；（2）要根据所求线段找出图形中角或图形面积.以上情况，我们往往利用方程、割补法等技巧，并结合线段与线段，面积与面积，点、线、面三者之间互相转化的关系.

除此之外，平面中还有很多逐层递进的题目.这时需要找出每层递进时的相同点和不同点，以此进行讨论或找规律，从而解出答案.如题3这种类型，首先为分类讨论（遇到无从下手时或数据较大时），接着通过类与类的讨论来寻找规律.

当发现数据之间经差值后仍有规律，往往采用拆分的技巧.举例如下：寻找1，4，9，16，25，…，的第100个数.

怎样拆分？第n项表达为第n－1项与差值的和，接着累加即可.

当n≥2时，a5
 ＝25＝16＋9，a4
 ＝16＝9＋7，a3
 ＝9＝4＋5，如此下去，

a5
 ＝16＋9＝（9＋7）＋9＝9＋（7＋9）＝（4＋5）＋（7＋9）＝1＋3＋5＋7＋9，

a6
 ＝1＋3＋5＋7＋9＋11，an
 ＝an－1
 ＋2n－1.

可见，数据之间有差值规律的数可用累加形式来表达.





优质精练
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1．如图所示，已知AB∥CD，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，∠AEC＝135°，求∠AFC的度数.

[image: alt]


第1题

2．如图所示，求∠A＋∠B＋∠C＋∠D＋∠E＋∠F＋∠G的度数.

[image: alt]


第2题

3．如图所示，平面上六个点A、B、C、D、E、F构成一个封闭折线图形.试求出∠A＋∠B＋∠C＋∠D＋∠E＋∠F的度数.

[image: alt]


第3题

4．如图所示，求∠A＋∠B＋∠C＋∠D＋∠E＋∠F＋∠G＋∠H＋∠I＋∠J＋∠K＋∠L的度数.

[image: alt]


第4题

5．如图所示，在一个3×3的正方形中，求∠1＋∠2＋∠3＋∠4＋∠5＋∠6＋∠7＋∠8＋∠9的度数.

[image: alt]


第5题

6．平面上13条直线两两相交，求证：在所有交角中，至少有一个角大于6°.

第二期

1．1个圆最多可将平面分为　2　
 部分，

2个圆最多可将平面分为_________部分，

3个圆最多可将平面分为_________部分，

4个圆最多可将平面分为_________部分，

N个圆最多可将平面分为_________部分.

2．1张圆形纸片切一刀，最多可以将其分割为2
 片，

2张圆形纸片切一刀，最多可以将其分割为_________片，

3张圆形纸片切一刀，最多可以将其分割为_________片，

4张圆形纸片切一刀，最多可以将其分割为_________片，

N张圆形纸片切一刀，最多可以将其分割为_________片.

3．平面上有10条直线，无任何三条交于一点，欲使它们出现31个交点，怎样安排才能办到？并请画出图形.





4．如图所示，在A、B两城市附近的一条高速公路中，欲修建一个加油站，要求此加油站到两城市的距离之和最短，用尺规作图画出加油站的最佳位置.

[image: alt]


第4题

5．如图所示，已知直线l与l外的一条线段AB，如何用尺规作图法在l上找到点P，使三角形ABP为等腰三角形？

[image: alt]
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专题7　三角形

编者引言

三角形在平面图形中是最简单也是最基本的图形，一切多边形都可以分成若干个三角形，三角形在我们生活中无处不在.从本专题开始，中学对几何的学习就正式开始了.7年级对三角形的学习主要包含等腰（边）三角形与三角形的全等.当然，我们也引入了一些直角三角形的知识点作为扩展内容.三角形的学习除了最基础的点（特殊点）、线（角度）、面（面积）以外，还要学习图形的平移、旋转和翻折，当然也需要掌握一些图形的构建方法.因此，学习好三角形能大幅提高我们对于基本图形的判断、复杂图形的分解与转化能力，以及辅助线的添加意识.

本专题的编排顺序是由二次全等、中线倍长的证明引出，接着通过截长补短以及平移、旋转和翻折等其他常用方法和技巧来加深学生对三角形学习的理解.

（沙雪芳、黄舒文、朱少风）

经典拉分题思维点评


题1
 　如图7-1所示，已知∠A＝90°，AB＝AC，M是AC的中点，AD⊥BM交BC于点D，交BM于点E.求证：∠AMB＝∠DMC.

[image: alt]


图7-1


满分证明
 　（1）如图7-2所示，作∠BAC的平分线AG交BM于点G.

[image: alt]


图7-2

（2）由条件AB＝AC、∠BAG＝∠ACD＝45°、∠ABG＝∠CAD，可证得△BGA≌△ADC，从而得到AG＝CD.

（3）由条件AG＝CD、AM＝CM、∠MAG＝∠MCD＝45°，可证得△AMG≌△CMD.

（4）因此∠AMB＝∠DMC.


技巧贴士
 　本题要求证的是两个角相等，一般采用证明两角所在的两个三角形全等的方法.从图中观察到∠AMB与∠DMC所在的两个三角形△AME与△CMD显然不全等，但是这两个三角形中有其他相等元素：AM＝CM.结合本条件，加上结论，全等三角形条件有两个，因此我们想到通过添加辅助线，构造两个全等三角形△AMG、△CMD，从而得到∠AMB＝∠DMC.


题2
 　如图7-3所示，已知在△ABC中，AB＝AC，延长AB至D使BD＝AB，E为AB中点.求证：CD＝2EC.

[image: alt]


图7-3


满分证明
 　（1）如图7-4所示，延长CE至F使CE＝EF，再连接BF.

[image: alt]


图7-4

（2）易证△ACE≌△BFE，从而可得AC＝BF、∠CAE＝∠FBE.

（3）由∠CBD＝∠CAE＋∠ACB、∠CBF＝∠FBE＋∠ABC，可得∠CBD＝∠CBF.

（4）由条件BD＝AB＝AC＝BF，BC＝BC，易证△CBF≌△CBD.

（5）因此CD＝CF＝2EC.


技巧贴士
 　本题还可用三角形中位线定理解答（三角形中位线是指连接三角形两边中点的线段，即三角形的中位线平行于第三边并且等于它的一半）.取AC的中点G，连接EG、BG，由AB＝AC，E、G分别为AB、AC中点，得出BE＝CG，从而△BEC≌△CGB.故CE＝BG.由中位线定理可知[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 .


题3
 　如图7-5所示，已知在△ABC外作正方形ABDE和ACGF，M是BC的中点.求证：[image: alt]
 .

[image: alt]


图7-5

满分解答

（1）如图7-6所示，延长AM至N，使MN＝AM，连接BN.

[image: alt]


图7-6

（2）易证△ACM≌△NBM，从而可得∠ACB＝∠NBC.

（3）由∠ABC＋∠ACB＋∠BAC＝180°，可得∠ABC＋∠NBC＋∠BAC＝180°，即∠ABN＋∠BAC＝180°.

（4）再由∠EAF＋∠EAB＋∠BAC＋∠CAF＝360°，得到∠EAF＋∠BAC＝180°，即∠ABN＝∠EAF.

（5）结合条件EA＝AB，BN＝CA＝AF，易证△ABN≌△EAF.

（6）因此EF＝AN＝2AM，即[image: alt]
 .


技巧贴士
 　已知条件中出现了中点以及[image: alt]
 形式，这暗示了可使用“中线倍长”的方法.通过将中线AM延长一倍后，证明AN＝EF，找到AN、EF所在的△ABN、△EAF，证明两个三角形全等即可.

思维点评

二次全等，就是通过两次三角形全等，解决题目中涉及的角度、线段间的关系.7年级学习了全等三角形，自然全等三角形是一种手段与工具.它能用于证明角、边的等量关系，因此证明边、角相等，往往就是证明边、角所在三角形全等.所以，对于角、边的关系，一定要将其置于某个载体，如两个全等三角形中.此外，解决二次全等往往使用逆推的思路.在题1贴士中所构造的△AMG≌△CMD所缺少的条件是AG＝CD，通过△BGA≌△ADC来提供.

中线倍长，是初中数学几何中常见的一种添加辅助线的方法.若题目出现中点、中线，要求证或出现“A＝2B”，一般延长一倍的中线.如图7-7所示，通过△ACM≌△BNM，从而实现“A＝2B”.

[image: alt]


图7-7


题4
 　如图7-8所示，在△ABC中，AB＝AC，BD为边AC上的高，P为线段BC边上的动点（且不与B、C两点重合），过P点分别作AB、AC边上的垂线且与AB、AC分别交于M、N两点，求证：BD＝PM＋PN.

[image: alt]


图7-8


满分证明
 　（1）如图7-9所示，在NP的延长线上截取PE＝PM，连接BE.

[image: alt]


图7-9

（2）由条件PE＝PM、∠MPB＝∠EPB（在Rt△BMP与Rt△PNC中，由于∠MBP＝∠C，因此∠MPB＝∠NPC.又∠BPE与∠NPC为对顶角，因此∠MPB＝∠EPB），BP＝BP，易证△BPM≌△BPE，从而可得∠BEP＝90°.

（3）因此四边形BEND为矩形，可得EN＝BD.

（4）由EN＝EP＋PN得BD＝PM＋PN.


技巧贴士
 　本题是运用“补短法”，把所要求的BD＝PM＋PN中的PM“补”到PN所在的直线上.接着，只需证明四边形BEND为矩形，结合已有的两个直角，只需证明一个∠BEP＝90°，从而便有证明△BPM≌△BPE（本分析思路仍为逆向思维，可见在证明几何问题中，逆向思维出现较多）.当然，本题还可用“截长法”（详见本专题［思维点评］）和“面积法”来做.“面积法”思路如下：连接AP，由于△ABC为等腰三角形，再运用S△ABC
 ＝S△ABP
 ＋S△APC
 ，即可得证.


题5
 　如图7-10所示，在等腰△ABC中，AB＝AC，顶角∠A＝100°，∠B的平分线BE交AC于E，求证：BC＝AE＋EB.

[image: alt]


图7-10


满分证明
 　（1）如图7-11所示，在BC上取BD＝BE，BF＝AB.

[image: alt]


图7-11

（2）由条件AB＝BF、BE＝BE、∠ABE＝∠EBC＝20°，易证△ABE≌△FBE.

（3）因此∠BFE＝100°，故∠BEF＝60°，∠EFD＝80°.

（4）又由于BD＝BE，可得∠BED＝∠BDE＝80°，∠FED＝∠BED－∠BEF＝20°，故∠EFD＝∠EDF，EF＝ED.

（5）由于∠DEC＝180°－∠BEA－∠BED＝40°＝∠C，所以ED＝CD，即CD＝EF＝AE.

（6）由BC＝BD＋CD，BD＝EB，得BC＝AE＋EB.


技巧贴士
 　本题运用“截长法”，把最长的BC截取题中所要求的其中一段，如BD＝BE.至于BF＝AB的出现则在于从∠B的角平分线得到启示，看到角平分线，往往意味着三角形翻折，△ABE≌△FBE也可认为两三角形翻折（相等会为全等提供可能性），并且出现等腰三角形往往还意味着存在等量代换.


题6
 　如图7-12所示，在正方形ABCD中，点E在DC的延长线上，点F在CB的延长线上，∠EAF＝45°，求证：DE－BF＝EF.

[image: alt]


图7-12


满分证明
 　（1）如图7-13所示，在DC上截取DG，使得DG＝BF，连接AG.

[image: alt]


图7-13

（2）由四边形ABCD是正方形，可得∠ADG＝∠ABF＝90°，AD＝AB.

（3）又由于DG＝BF，可得△ADG≌△ABF，故∠GAD＝∠FAB，AG＝AF.

（4）∠DAB＝90°＝∠DAG＋∠GAB＝∠BAF＋∠GAB＝∠GAF，即∠GAE＝∠GAF－∠EAF＝45°，∠GAE＝∠FAE＝45°.

（5）又因为AG＝AF、AE＝AE，故△EAG≌△EAF，即得EF＝EG＝ED－GD＝DE－BF.


技巧贴士
 　本题运用“截长法”，在DC上截取DG＝BF，可得△ADG≌△ABF.而在有正方形的题目中看到∠EAF，即使∠EAF≠45°，也要反应出存在一对含该角度∠EAF的全等三角形，即题中的△EAG≌△EAF.

思维点评

一般问题中出现“A＝B＋C”，且B、C不在同一直线上的形式，就可以考虑“截长补短”.即把不同的线段通过辅助线联系起来，最终得到所要求的等量关系.事实上，“截长补短”意味着两种方法：一是“截长”（在A上截取B或C），二是“补短”（在B上延长C得A或在C上延长B得A）.这两种方法在三角形中基本上是互补的，截长补短不适用的情况主要在圆中才有体现（详见9年级与“圆”相关的专题）.

还有以下几点在证明三角形全等中需要特别注意.

（1）三角形中，大量存在“等量代换”的技巧，即使没有告诉我们“A＝B”.

（2）即使只告诉一般的三角形，通过辅助线，通过角、边的关系，中间往往会存在大量等腰三角形、等边三角形（这里隐含了“一般与特殊”的思想方法，通常联系等腰三角形、等边三角形，一般三角形的情况比较少）.

（3）相等会为全等提供可能性：只要出现“A＝B”，A和B都属于某个三角形，通过各种方式证明A和B所在的两个三角形全等就可以解决部分问题.

再对题4的“截长法”做如下简述：在BD上截取线段BF，使BF＝PM，可证得△BPF≌△PBM，从而得到BF＝PM，PF⊥BD，即可求得四边形PFDN为矩形，得到PN＝DF，即可得证.


题7
 　如图7-14所示，在△ABC中，∠ACB＝90°，BC＝AC，D、E为AB上两点，且∠DCE＝45°，求证：AD2
 ＋BE2
 ＝DE2
 .

[image: alt]


图7-14


满分证明
 　（1）如图7-15所示，将△ADC绕C旋转到如图位置，则△CAD≌△CBF.

[image: alt]


图7-15

（2）由∠A＝∠ABC＝45°，可得∠EBF＝∠ABC＋∠CBF＝∠ABC＋∠A＝90°，故△BEF为直角三角形，且BF＝AD.

（3）又因∠ACD＋∠ECB＝45°，且∠ACD＝∠FCB，故∠ECB＋∠FCB＝∠FCE＝45°＝∠DCE.

（4）由DC＝CF，CE＝CE，可得△CDE≌△CFE，DE＝FE，即BE2
 ＋AD2
 ＝DE2
 .


技巧贴士
 　勾股定理及其逆定理：在△ABC中，∠C＝90°[image: alt]
 a2
 ＋b2
 ＝c2
 （a、b为直角边，c为斜边）.根据本题结论，通过等量代换，要将AD、BE、DE置于一个直角三角形中.先由BC＝AC这一信息，想到若将△ADC进行旋转，即可得到两对全等的三角形，同时也构建出了一个直角三角形.从而通过三角形的全等，可将所求边转化到同一直角三角形中，从而得到结论.


题8
 　如图7-16所示，P为等边△ABC内一点，若AP＝3，PB＝4，PC＝5，求∠APB的度数.

[image: alt]


图7-16

满分解答

（1）如图7-17所示，过B作∠P′BP＝60°，BP′＝BP，连接P′P、AP′.

[image: alt]


图7-17

（2）由于∠P′BP＝60°，BP′＝BP＝4，可得P′P＝4，∠P′PB＝60°.

（3）又因△P′BA≌△PCA，得PC＝AP′＝5，且AP2
 ＋P′P2
 ＝AP′2
 ，故∠APP′＝90°.

（4）即得∠APB＝∠P′PB＋∠APP′＝150°.


技巧贴士
 　本题的考点在于3、4、5这三条边长.熟悉直角三角形性质的同学不难发现，若三角形的三边长存在3∶4∶5的关系时，此三角形便是一个直角三角形.同样常见的例子还有5∶12∶13等.因此，只要发现这类边长中存在的特殊比例关系，我们便能通过之前所学习过的三角形“平移”、“旋转”、“翻折”的一系列变化方法，得到我们所需要的答案.


题9
 　如图7-18所示，在四边形ABCD中，BD平分∠ABC，DP⊥BC于点P，AB＋BC＝2BP.求证：∠BAD＋∠C＝180°.

[image: alt]


图7-18


满分证明
 　（1）如图7-19所示，过点D作DE⊥BA交BA延长线于点E.

[image: alt]


图7-19

（2）由于BD平分∠ABC，故DE＝DP（角平分线定理），可得Rt△BED≌Rt△BPD，故BE＝BP.

（3）由于AB＋BC＝2BP，得到AB＋BP＋PC＝BP＋BE，所以AB＋PC＝BE，即得PC＝BE－AB＝AE.

（4）又由于DE＝DP，∠DEA＝∠DPC＝90°，且AE＝CP，可得△DEA≌△DPC，得到∠EAD＝∠C.

（5）由于∠BAD＋∠EAD＝180°，即得∠BAD＋∠C＝180°.


技巧贴士
 　在看到角平分线时，要想到角平分线上任一点到两边的垂直距离相等（角平分线定理）.本题往往还会以另一种形式出现：已知BD平分∠ABC，DP⊥BC于点P，∠BAD＋∠C＝180°，求证AB＋BC＝2BP，解题思路类似.

思维点评

旋转是图形的基本运动，是初中数学几何中比较常见的解题技巧.在一些特殊的几何图形（如等边三角形、正方形等）中经常出现，我们往往将这些图形中的某一部分旋转一定角度，为正确地解决问题提供可能.

旋转的关键在于等量“A＝B”，A边所在的三角形固定不变，将B边所在的三角形进行旋转，使A、B重合形成一个新的图形.并且，旋转点往往还有一个特殊情况：旋转点是三条、四条线段的交点.比如题7中的C点（C点有四条线段经过，故其他几点不作考虑）；题9中的D点（D点有四条线段经过，故其他几点不作考虑）；至于题8的旋转点，可以为点A或点B，旋转的最终情况就是如上情况，如果旋转到右半侧（以点C或点B为旋转点），解答方式类似.





优质精练

第一期

1．如图所示，在正方形ABCD中，M是AB的中点，连接DM，作MH⊥DM于M，E是AB延长线上一点，BG是∠CBE的平分线，MH与BG相交于点N.求证：MD＝MN.
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第1题

2．如图所示，E是正方形ABCD的对角线AC上一点，EF⊥CD，EG⊥AD，垂足分别为F、G，求证：BE＝FG.

[image: alt]


第2题

3．如图所示，以梯形ABCD的腰AD及对角线AC为邻边作平行四边形ACED，DC的延长线交BE于F.求证：EF＝BF.

[image: alt]


第3题

4．如图所示，已知过△ABC的顶点A，在∠BAC内部任意作一条射线，过B、C分别作此射线的垂线段BD、CE，M为BC中点，求证：MD＝ME.
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第4题

5．如图所示，已知A、F、C、D四点在一直线上，AF＝CD，AB∥DE，且AB＝DE，求证：∠CBF＝∠FEC.

[image: alt]


第5题

第二期

1．如图所示，在△ABC中，AD平分∠BAC，E为BC中点，过E作EF∥AD交AB于G，交CA的延长线于F.求证：BG＝CF.

[image: alt]


第1题

2．如图所示，在矩形ABCD中，F在CB延长线上，AE＝EF，CF＝AC，求证：BE⊥DE.

[image: alt]


第2题

3．如图所示，已知AD为△ABC中边BC上的中线，且∠1＝∠2，∠3＝∠4，求证：BE＋CF＞EF.

[image: alt]


第3题

4．如图所示，在直角△ABC中，CA＝CB，BD为AC上的中线，作∠ADF＝∠CDB，连接CF交BD于E，求证：CF⊥BD.

[image: alt]


第4题

5．如图所示，在△ABC中，CD、CE分别是AB边上的高和中线，且∠1＝∠2＝∠3.求证：∠ACB＝90°.

[image: alt]


第5题

第三期

1．如图所示，在△ABC中，∠C＝2∠B，AD是∠CAB的角平分线，求证：AB＝AC＋CD.

[image: alt]


第1题

2．如图所示，在△ABC中，∠A＝60°，BD、CE分别是∠ABC与∠ACB的角平分线，交于O点，求证：BC＝BE＋CD.

[image: alt]


第2题

3．如图所示，E是正方形ABCD的边AD上一点，BF平分∠EBC，交CD于F，求证：BE＝AE＋CF.

[image: alt]


第3题

4．如图所示，在正方形ABCD中，E、F分别为DC、BC上一点，∠FAE＝45°，求证：BF＋DE＝EF.

[image: alt]


第4题

5．如图所示，△ABC是边长为1的等边三角形，△BDC是顶角∠BDC＝120°的等腰三角形，点M、N分别在AB、AC上，且∠MDN＝60°，求证：△AMN的周长l为2.

[image: alt]


第5题

第四期

1．如图所示，点C是线段AE上一点，△ABC、△CDE都是等边三角形.AD、BC交于点M，BE、CD交于点N，试判断△CMN是什么三角形？并说明理由.

[image: alt]


第1题

2．如图所示，以△ABC的边AB、AC为边向外作等边△ABM、△ACN，BN、CM交于点P，试判断∠APM、∠APN的大小关系，并加以证明.

[image: alt]


第2题

3．如图所示，在等腰直角△ABC中，M、N为斜边AB上的两个点，且不与A、B重合，∠MCN＝45°.当M、N沿AB移动时，线段AM、BN、MN的长度都发生相应的变化.试判断这三条线段能否组成直角三角形？并对你的结论加以证明.

[image: alt]


第3题

4．如图所示，在△ABC中，∠BCA＝90°，AC＝BC，D是AC边上的点，E是BC边上的点，且CD＝CE，CF⊥AE交AB于F，DG⊥AE交AB于G，求证：BF＝FG.

[image: alt]


第4题

5．如图所示，P是正三角形ABC中的一个点，PA＝2，[image: alt]
 ，PC＝4，求△ABC的边长.
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第5题

第五期

1．如图所示，已知△ABC，以其各边为底边，向△ABC的外部作等腰△ABD、等腰△BCE、等腰△CAF，使顶角都等于120°，求证：△DEF是等边三角形.

[image: alt]


第1题

2．如图所示，P为正方形ABCD内一点，PA∶PB∶PC＝1∶2∶3，求∠APB的度数.

[image: alt]


第2题

3．如图所示，△ABC为等边三角形，P是任意一点，求证：PA≤PB＋PC.

[image: alt]


第3题

4．在△ABC中，D为AB中点，点E、F分别在边AC、BC上，求证：S△DEF
 ≤S△ADE
 ＋S△BDF
 .





5．如图所示，在△ABC中，∠ABC＝100°，∠C的平分线交AB边于E，在AC边上取点D，使∠CBD＝20°，连接DE.求∠CED的度数.

[image: alt]


第5题


专题8　平面直角坐标系

编者引言

平面直角坐标系是初中几何的基础之一，通过学习坐标系，有助于进行方程的构造和对题目的理解，使以后学习和研究函数更加方便.

本专题的主要内容是与坐标系有关的找规律问题、关于坐标轴的对称、图形的旋转和分割、平面直角坐标系的应用等.其中，重点是掌握象限或坐标轴上的点坐标的特点；会求已知点关于坐标轴或原点对称点的坐标，通过对这部分知识反复而深入的练习、应用，渗透坐标在各个方面广泛应用的思想，进而形成数形结合的理念.

（骆梦霞、何佳毅）

经典拉分题思维点评


题1
 　如图8-1所示，已知四边形OABC是一个长方形，其中A、B的坐标分别为（0,a），（9,a），点E在AB上，且[image: alt]
 ，点F在OC上，且[image: alt]
 ，点G在OA上，且使得△CEG的面积为20，△GFB的面积为16，试求a的值.

[image: alt]


图8-1

满分解答

如图8-2所示，设G点坐标为（0,b），b＞0.

[image: alt]


图8-2

由于S四边形OABC
 －S△GEC
 ＝S△OGC
 ＋S△AGE
 ＋S△BEC
 ，所以[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ；因为S四边形OABC
 －S△GFB
 ＝S△AGB
 ＋S△OGF
 ＋S△BFC
 ，所以[image: alt]
 ，则3a＝32－6b.将[image: alt]
 代入上式，3a＝72－9a，解得a＝6.


技巧贴士
 　本题是平面几何中的面积问题，处理面积的常用方法有公式法和割补法.因为计算△GFB、△CEG的面积不能直接套用公式，因此我们可以采用割补法来解决.通过把矩形的面积以两种不同的分割方式进行分割，矩形OABC的面积可以分割成S△OGC
 ＋S△AGE
 ＋S△BEC
 ＋S△GEC
 ，也可以分割成S△GFB
 ＋S△AGB
 ＋S△OGF
 ＋S△BFC
 ，然后再运用代入法最终求得结果.完成本题首先要具有转化意识，平面直角坐标系的问题往往可以转化为方程、几何问题，所以设参、数形结合、割补法等技巧常会被用到.同时，点是平面直角坐标系中最基本的元素，所以有了A、B坐标，还要相应标出其他点的坐标，其中涉及对应、数形结合的思想.


题2
 　如图8-3所示，已知A1
 （1,0），A2
 （1,1），A3
 （-1,1），A4
 （-1,-1），A5
 （2,-1），…，则A2009
 的坐标为多少？

[image: alt]


图8-3

满分解答

由图8-3可知，第一、第三象限的点都是偶数点，而第四象限点为A1
 ，A5
 ，A9
 ，…，由此规律可知点A2009
 在第四象限.并且1＝4×1－3,5＝4×2－3，9＝4×3－3，…，所以2009＝4×503－3，即第四象限中第n个点的坐标为A4n-3
 （n,1－n），所以A2009
 的坐标为（503,-502）.


技巧贴士
 　解决本题的关键就是找规律，由已知条件可知点A2009
 的位置，可以分两步：第一步确定A2009
 位于第几象限；第二步确定Ai
 （xi
 ，yi
 ），本步有三条线索：（1）从xi
 确定i，yi
 确定i，当时xi
 ＝1,2,3时，i＝1,5,9，从而计算出xi
 为多少时，i＝2009，（2）从i确定xi
 、yi
 ，显然i、xi
 之间有关系，不妨令xi
 ＝a×i＋b，i＝1,xi
 ＝1；i＝5，xi
 ＝2，解得[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，因此可得[image: alt]
 ，当i＝2009时，xi
 ＝502，（3）如果不想找i与yi
 的关系，就必须找xi
 与yi
 的关系，显然xi
 ＝1－yi
 .


题3
 　如图8-4所示，在平面直角坐标系中，有若干整数点，其顺序按“→”方向排列，如（1,0），（2,0），（2,1），（3,2），（3,1），（3,0），…，根据这个规律，求第100个点的坐标.

[image: alt]


图8-4

满分解答

观察发现，当横坐标为偶数时，点向上排列；当横坐标为奇数时，点向下排列，且每一列的点的个数都与横坐标相同.故从第1列数到第n列数共有[image: alt]
 个数，观察[image: alt]
 趋向100的情况，则n＝14时，14×15÷2＝105，所以第100个点为第14列从上往下数的第6个，即纵坐标为13－6＋1＝8，故第100个点的坐标为（14,8）.


技巧贴士
 　本题为找规律的题目，若干整数点按顺序排列，求出某个点后可以进行点的划分.横坐标1,2,2,3,3,3,…可以分成1＼2,2＼3,3,3＼4,4,4,4＼…；纵坐标0,0,1,2,1,0,…可以分成0＼0,1＼2,1,0＼0,1,2,3＼4,3,2,1,0＼…；横坐标的规律、纵坐标排列都是分段的，从而写出题目要求的点的坐标.


题4
 　如图8-5所示，已知点P（8,4），点Q（4,8），判别点P与点Q是否关于第一、第三象限中坐标轴的角平分线对称，请说明理由.

[image: alt]


图8-5


满分证明
 　设角平分线交PQ于点K，过点P作PP′⊥x轴，P′为垂足，则P′的坐标为（8,0），连接OP，则△OPP′是直角三角形，其中OP′＝8，PP′＝4.

同理，过Q作QQ′⊥y轴，Q′为垂足，则Q′的坐标为（0,8），连接OQ，则△OQQ′是直角三角形，其中OQ′＝8，QQ′＝4.

由题可知，△POP′≌△QOQ′，所以OP＝OQ，即△OPQ是等腰三角形.

因为∠POP′＝∠QOQ′，所以∠POK＝∠QOK，即可得OK为等腰△OPQ的顶角平分线，OK⊥PQ且PK＝QK（注：等腰三角形三线合一）；所以点P（8,4），点Q（4,8）关于第一、第三象限中坐标轴的角平分线对称.


技巧贴士
 　本题运用数形结合的数学思想，两点关于一条直线对称，则该直线垂直平分两点所连线段.判别点P与点Q是否关于第一、第三象限中坐标轴的角平分线对称，只要证明垂直和平分即可.另外，大家可记住以下原则：A（a，b）关于第一、第三象限角平分线的对称点为B（b，a）；C（c，d）关于第二、第四象限角平分线的对称点为D（-d，-c）.


题5
 　如图8-6所示，已知A（4,0），B（1－x,0），C（1,3），△ABC的面积为6，求代数式2x2
 －5x＋x2
 ＋4x－3x2
 －2的值.

[image: alt]


图8-6

满分解答

[image: alt]
 ，则AB＝4，即|1－x－4|＝4，解得x＝1或x＝-7，2x2
 －5x＋x2
 ＋4x－3x2
 －2＝-x－2，代入得2x2
 －5x＋x2
 ＋4x－3x2
 －2＝-3或5.


技巧贴士
 　本题运用数形结合的数学思想，代数式2x2
 －5x＋x2
 ＋4x－3x2
 －2只有x一个未知数，解出x的值即可.根据题意易知底边AB的长度和高h，由已知△ABC的面积即可得x的值.容易出错之处在于A点确定，B点并没确定，所以，对于B点要进行分类讨论，即B点可在A点左侧，也可在A点右侧.在平面直角坐标系中，求满足条件的点的个数时注意要进行分类讨论.

思维点评

以上几题涉及的内容很广，如题1的割补法，题2、题3的找规律问题，题4的数形结合，题5的函数问题，说明平面直角坐标系往往是个载体，它能融入多种素材.所以，对于本专题的基本内容，特别是两点之间的距离公式、中点公式、数形结合思想等，更要认真掌握，用心体会.最后，对每题再作以下补充：（1）割补法的关键在于将不规则图形的面积进行割补，这种方法是把原图形的一部分切割下来，补在图形的另一部分上，使之成为基本规则图形，从而使问题得到解决；（2）题2找规律的一种方法为设xi
 ＝ai＋b？我们采用待定系数法，取3个点，前两个点用于确定xi
 ＝ai＋b中的a、b，最后一个点验证，若最后一个点不满足，则用三个点确定xi
 ＝ai2
 ＋bi＋c中的a、b、c，再用第4个点验证，这中间隐含的是量与量之间的特殊关系，这也是找规律的一种方法；（3）对于点的位置关系，如题4、题5，要意识到数形结合、全等三角形、分类讨论是平面直角坐标系中不可缺少的一部分.求解坐标系问题常见的辅助线方式为作垂线（因为点的坐标是通过垂线定义的），所以题4、题5辅助线方式为垂线，当然，如果题中涉及面积，垂线也为常见的方法之一.





优质精练

第1题

1．如图所示，△ABC的顶点坐标分别为A（8,12），B（10,4），C（4,2），如果将△ABC绕C点按逆时针方向旋转90°，得到△A′B′C′，那么点A的对应点A′的坐标是______.
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2．若X、Y为实数，点A（3X－2,-3X－3Y－8）与点B（3Y－7,-2X－5Y－4）关于坐标原点对称，则将代数式Xa2
 －6ab＋2b2
 Y因式分解的结果是_______.

3．下列说法中，不正确的是（　）

A．两条相互垂直的数轴的垂足为原点

B．点（3,0）在横轴上，点（0,3）在纵轴上

C．若x≠y，则（x，y）和（y，x）表示两个不同的坐标

D．如果A（a，b），B（c，d）且a≠c，b＝d，则AB∥x轴

4．已知点P（4a－16,2－a）是第三象限的点，且横坐标、纵坐标均为整数.若P、Q关于y轴对称，求Q点的坐标.

5．如图所示，一束太阳光从点A（0,1）出发，经过x轴上点C反射后经过点B（3,3），则光线从点A到点B所经过的路程是多少？
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6．（1）当k为何整数值时，点P（-k－1,1－2k）关于y轴的对称点在第一象限？并求出点P到x轴、y轴的距离.

（2）（2008年，湖北省咸宁市，中考）
 如图所示，在平面直角坐标系中，直线l是第一、第三象限的角平分线.

[image: alt]
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实验与探究：

①　由图观察易知A（0,2）关于直线l的对称点A′的坐标为（2,0），请在图中分别标明B（5,3），C（-2,5）关于直线l的对称点B′、C′的位置，并写出它们的坐标：B′_____，C′_______.

归纳发现：

②　结合图形观察以上三组点的坐标，你会发现，坐标平面内任一点P（a，b）关于第一、第三象限的角平分线l的对称点P′的坐标为________（不必证明）.

③　若点A（a，b）在直线l的下方，则a、b的大小关系为________；若在直线l的上方，则_________.

第二期

1．下图是象棋棋盘的一部分，若“帅”位于点（1,-2）上，“相”位于点（3,-2）上，则“炮”位于点（　）
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A．（-1,1）

B．（-1,2）

C．（-3,1）

D．（-2,-2）

2．已知P点到x轴和y轴的距离分别为3和4，则P点的坐标可能为（　）

A．（4,3）

B．（4,3），或（4,-3）

C．（4,-3），或（-4,3）

D．（4,3），或（4,-3），或（-4,3），或（-4,-3）

3．如果点[image: alt]
 到x轴的距离与它到y轴的距离相等，求P点的坐标.





4．已知在△ABC中，顶点C的坐标为（0,5），A、B两点的坐标恰好满足|x2
 ＋y2
 －25|＋（3x－4y）2
 ＝0，且A点位于第一象限.

（1）求A、B两点坐标.

（2）在平面直角坐标系中，画出△ABC，并求△ABC的面积.





5．如图所示，A点从原点以速度v沿着x轴正方向运动.B点在第一象限内，且△OAB始终是正三角形.当A点运动时间是t时，找出△OAB的面积S与时间t的关系式.
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6．在平面直角坐标系内，△ABC三个顶点的坐标为A（0,4）、B（-4,-5）、C（2,-1），请画出△ABC关于坐标轴的对称图形，并写出对称点的坐标；观察所画出的三角形与△ABC的关系.





7．如图所示，在平面直角坐标系中，一颗棋子从点P处开始依次关于点A、B、C做循环对称跳动，即第一次跳到点P关于点A的对称点M处，接着跳到点M关于点B的对称点N处，第三次再跳到点N关于点C的对称点处……如此下去.

[image: alt]


第7题

（1）在图中画出点M、N，并写出M、N的坐标.

（2）求经过第2012次跳动之后，棋子落在的位置与点P的距离.


参考答案与提示

专题1

第一期

1．提示：可设7x＋2y－5z＝11k，k为整数，3x－7y＋12z＝2（7x＋2y－5z）－11（x＋y－2z）＝11（2k－x－y＋2z），故得证.

2．[image: alt]
 .提示：令f（x）＝ax2
 ＋bx＋c，根据已知条件得f（1）＝2，f（2）＝8，f（-1）＝0.利用待定系数法，解出a、b、c即可.

3．（x＋y）5
 ＝x5
 ＋5x4
 y＋10x3
 y2
 ＋10x2
 y3
 ＋5xy4
 ＋y5
 .提示：设（x＋y）5
 ＝a（x5
 ＋y5
 ）＋b（x4
 y＋xy4
 ）＋c（x3
 y2
 ＋x2
 y3
 ）（a、b、c是待定系数）.

4．提示：可设a＝3m＋1,b＝3n＋2.

5．12.提示：设x2
 －y2
 ＝（x－y）（x＋y）＝2009，而2009＝1×7×7×41，分3种情况讨论即可.

6．提示：由于三次多项式能被二项式整除，因而其商为一次式，可设商为mx＋n，比较两边系数即可得证.

7．x1
 ＝1,x2
 ＝2,x3
 ＝3.提示：设该方程的三根分别为a，2a，b，则有x3
 －6x2
 ＋11x－6＝（x－a）（x－2a）（x－b），左右分别展开，并把相同项的系数作比较，即可得解.

第二期

1．C.提示：只要有一个ai
 与bi
 （i＝1，2，…，n）的奇偶性相同，P就是偶数.若ai
 （i＝1，2，…，n）均为奇数或偶数，P一定是偶数.若ai
 不全为奇数也不全为偶数，则当n是奇数时，ai
 中奇数、偶数的个数必不相同，则至少有一个ai
 与bi
 的奇偶性相同，所以P为偶数；当n是偶数时，只需使一个ai
 与bi
 的奇偶性相同，则P为偶数.故选C.

2．C.提示：[image: alt]
 ，又2≤a＋b≤18，只有当a＋b＝11时，[image: alt]
 才能是完全平方数，而这样的[image: alt]
 共8个，即29，38，47，56，65，74，83，92.

3．17.提示：设100a＋64＝m2
 ，201a＋64＝n2
 ，根据条件解出n＝59或n＝343（舍去），故a＝2n－101＝17.

4．a＝-6,b＝3.提示：由x2
 ＋3x＋2＝（x＋1）（x＋2），得x＋1和x＋2一定是x4
 ＋ax2
 －bx＋2的因子.

5．7.提示：原式＝（a＋5）（a2
 －3a＋3），当a＝1时，值为6（舍去）；当a＝2时，值为7；当a＞2时，a2
 －3a＋3＞3，a3
 ＋2a2
 －12a＋15是合数.

6．提示：原式＝（a2
 ＋3a＋3）（a2
 －3a＋3）.因为a2
 ＋3a＋3＞1，若a2
 －3a＋3＝1，则a＝1，a＝2.当a＝1时，值为7，为质数；当a＝2时，值为13，是质数；而当a＝0，a＞2时，a4
 －3a2
 ＋9为合数.

7．提示：[image: alt]
 .由已知得a＋b＋c－d，a＋b－c＋d，a－b＋c＋d，-a＋b＋c＋d的奇偶性相同，且它们的积是4的倍数.故得证.

8．提示：原式＝（x＋3y）（x－y）（x＋y）（x－2y）（x＋2y）.当y＝0时，原式＝x5
 ≠33；当y≠0时，（x＋3y），（x－y），（x＋y），（x－2y），（x＋2y）互不相同，而33不能分解成四个以上不同因数的积.故得证.

第三期

1．-26.

2．52.提示：14x2
 －2y2
 ＝2［（4x2
 －3y2
 ）＋（3x2
 ＋2y2
 ）］.

3．11.提示：m5
 ＝5m＋3，n5
 ＝5n＋3，m5
 ＋n5
 ＝5（m＋n）＋6.两式相减，可得m＋n＝1.

4．2250.提示：a3
 ＋b3
 ＝（a＋b）（a2
 －ab＋b2
 ）＝（a＋b）3
 －3ab（a＋b）＝50，将a＋b＝5代入上式得ab＝5，a2
 ＋b2
 ＝（a＋b）2
 －2ab＝15.a4
 ＋b4
 ＝（a2
 ＋b2
 ）2
 －2a2
 b2
 ＝175，a6
 ＋b6
 ＝（a2
 ＋b2
 ）（a4
 －a2
 b2
 ＋b4
 ）＝2250.

5．2011.提示：由已知得x3n
 ＝x2n
 －1，x5n
 ＋xn
 ＋2012＝x2n
 （x2n
 －1）＋xn
 ＋2012

＝x4n
 －x2n
 ＋xn
 ＋2012＝xn
 （x2n
 －1）－x2n
 ＋xn
 ＋2012＝x3n
 －xn
 －x2n
 ＋xn
 ＋2012

＝x2n
 －1－xn
 －x2n
 ＋xn
 ＋2012＝2011.

6．（1）0.　（2）8.　（3）4.　（4）－4.　（5）8，-1.　（6）-7.　提示：（1）将x＝1代入；（2）将x＝-1代入；（3）[image: alt]
 ；（4）[image: alt]
 .
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1．略.

2．提示：（a＋b＋c）2
 ＝a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＋2ab＋2bc＋2ca，可得ab＋bc＋ca＝1.

（x－a）（x－b）（x－c）＝x3
 －（a＋b＋c）x2
 ＋（ab＋bc＋ca）x－abc＝x3
 －2x2
 ＋x－abc.

因此x（1－x）2
 ＝（x－a）（x－b）（x－c）＋abc.

3．提示：反证法.

4．提示：对于轮换式，可采用换元法.令y＋z－2x＝a，z＋x－2y＝b，x＋y－2z＝c，三式相加可得a3
 ＋b3
 ＋c3
 －3abc＝0.

5．提示：只需证明

1－a1
 －（1－a1
 ）a2
 －（1－a1
 ）（1－a2
 ）a3
 －…－（1－a1
 ）（1－a2
 ）…（1－an－1
 ）an


＝（1－a1
 ）（1－a2
 ）…（1－an－1
 ）（1－an
 ），

而1－a1
 －（1－a1
 ）a2
 －（1－a1
 ）（1－a2
 ）a3
 －…－（1－a1
 ）（1－a2
 ）…（1－an－1
 ）an


＝（1－a1
 ）［1－a2
 ＋（1－a2
 ）a3
 ＋…＋（1－a2
 ）…（1－an－1
 ）an
 ］

＝（1－a1
 ）（1－a2
 ）［1－a3
 －…－（1－a3
 ）…（1－an－1
 ）an
 ］＝…

＝（1－a1
 ）（1－a2
 ）…（1－an－1
 ）（1－an
 ）.

6．提示：由ac＝-bd知a2
 c2
 ＝b2
 d2
 ，即（1-b2
 ）c2
 －b2
 d＝0，则c2
 －b2
 （c2
 ＋d2
 ）＝0，因此c2
 ＝b2
 .同理a2
 ＝d2
 ，而ac＋bd＝0，即ac＝-bd.当a，b，c，d中任意数不为0时，有①b，c同号，a，d同号，不符合题设；②b，c异号，a，d异号，不符合题设；③b，c异号，a，d同号，符合题设.综上所述，有a，b，c，d中任意数存在0的情况，必然有ab＋cd＝0.

7．4.提示：3x4
 ＋4x2
 ＋28x＋5－3（x4
 ＋6x2
 ＋25）＝-14x2
 ＋28x－70，也是二次三项式x2
 ＋bx＋c的一个因式，所以[image: alt]
 ，所以b＝-2，c＝5.

专题2

第一期

1．提示：原式＝x4
 ＋2x2
 ＋1－25x2
 ＝（x2
 ＋1）2
 －（5x）2


＝（x2
 ＋1＋5x）（x2
 ＋1－5x）.

2．提示：原式[image: alt]


＝（m2
 ＋2＋2m）（m2
 ＋2－2m）

＝（m2
 ＋2m＋2）（m2
 －2m＋2）.

3．[image: alt]
 .提示：原式乘以（22
 －1）后再除以（22
 －1）.

4．提示：mn＝a2
 c2
 ＋a2
 d2
 ＋b2
 c2
 ＋b2
 d2


＝a2
 c2
 ＋2abcd＋b2
 d2
 ＋a2
 d2
 －2abcd＋b2
 c2


＝（ac＋bd）2
 ＋（ad－bc）2
 .

5．提示：将原式变形为

（a4
 －2a2
 c2
 ＋c4
 ）－（b4
 －2b2
 d2
 ＋d4
 ）＋4ac［（b＋d）2
 －2bd］－4bd［（a＋c）2
 －2ac］，则原式为（a＋b＋c＋d）（a－b＋c－d）（a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＋d2
 －2ac－2bd）.

6．（x2
 ＋1＋x）（x2
 ＋1－x）（x4
 ＋1－x2
 ）.提示：

[image: alt]


7．（x＋1）（x＋1－xy＋y）（x－1）（x－1－xy－y）.提示：

原式[image: alt]


＝［（1＋y）＋x2
 （1－y）］2
 －2x2
 ［（1－y2
 ）＋（1＋y2
 ）］

＝（x2
 －x2
 y＋y＋1）2
 －（2x）2
 .

8．（x8
 ＋1）（x4
 ＋1）（x2
 ＋1）（x＋1）.提示：

[image: alt]
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1．（a＋c－2b）2
 .提示：将括号展开后重新分组.

2．（a2
 ＋a＋1）2
 .提示：

原式＝2a（a2
 ＋1）2
 ＋a4
 －a2
 ＋1＝a4
 ＋2a3
 ＋3a2
 ＋2a＋1

＝2a2
 （a＋1）＋a4
 ＋（a＋1）2
 ＝（a2
 ＋a＋1）2
 .

3．（a＋c＋b）（a＋c－b）（a－c＋b）（a－c－b）.

4．提示：因为a4
 ＋b4
 ＋c4
 ＋d4
 －4abcd＝0，所以（a2
 －b2
 ）2
 ＋（c2
 －d2
 ）2
 ＋2a2
 b2
 ＋2c2
 d2
 －4abcd＝0.于是（a2
 －b2
 ）2
 ＋（c2
 －d2
 ）2
 ＋2（ab－cd）2
 ＝0，即a＝b，c＝d，ab＝cd.

5．提示：原式＝［（b＋c）2
 －（a＋d）2
 ］［（a－d）2
 －（b－c）2
 ］＋16abcd

＝（b2
 ＋c2
 －a2
 －d2
 ＋2bc－2ad）（a2
 ＋d2
 －b2
 －c2
 －2ad＋2bc）＋16abcd

＝［2（bc－ad）］2
 －（b2
 ＋c2
 －a2
 －d2
 ）2
 ＋16abcd

＝［2（bc＋ad）］2
 －（b2
 ＋c2
 －a2
 －d2
 ）2


＝［2（bc＋ad）－（b2
 ＋c2
 －a2
 －d2
 ）］［2（bc＋ad）＋（b2
 ＋c2
 －a2
 －d2
 ）］.

6．是完全平方数.提示：由题意可设

n（n＋1）（n＋2）（n＋3）＋1＝（n2
 ＋3n）（n2
 ＋3n＋2）＋1.

令n2
 ＋3n＝t，可得求式＝t（t＋2）＋1，所以求式＝（t＋1）2
 .

代回可得（n2
 ＋3n＋1）2
 .

7．（x－5y＋2）（x＋2y－1）.提示：

原式＝x2
 ＋（1－3y）x＋（-10y2
 ＋9y－2）

＝x2
 ＋（1－3y）x＋（-5y＋2）（2y－1）

＝（x－5y＋2）（x＋2y－1）.

8．（x－y）（y－z）（z－x）（x＋y＋z）.提示：

原式＝（x－y）（y－z）3
 ＋y（y－z）3
 ＋y（z－x）3
 ＋z（x－y）3


＝（x－y）［（y－z）3
 ＋z（x－y）2
 ］＋y［（y－z）3
 ＋（z－x）3
 ］

＝（x－y）［（y－z）3
 ＋z（x－y）2
 ］＋y［（y－z＋z－x）3
 －3（y－z）（z－x）（y－x）］

＝（x－y）［（y－z）3
 ＋z（x－y）2
 ］＋y［（y－x）3
 －3（y－z）（z－x）（y－x）］

＝（x－y）［（y－z）3
 ＋z（x－y）2
 －y（x－y）2
 ＋3y（y－z）（z－x）］

＝（x－y）［（y－z）3
 ＋（x－y）2
 （z－y）＋3y（y－z）（z－x）］

＝（x－y）（y－z）［（x－z）（2y－z－x）＋3y（z－x）］

＝（x－y）（y－z）（z－x）（-2y＋z＋x＋3y）

＝（x－y）（y－z）（z－x）（x＋y＋z）.
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1．6（a－b）（b－a－2）.提示：由（a－b）＋（b－a－2）＋2＝0，则

原式＝（a－b）3
 ＋（b－a－2）3
 ＋23
 ＝6（a－b）（b－a－2）.

2．（x2
 ＋4y2
 －1）（x4
 ＋16y4
 －4x2
 y2
 ＋x2
 ＋4y2
 ＋1）.提示：

原式＝（x2
 ）3
 ＋（4y2
 ）3
 ＋12x2
 y2
 －1

＝（x2
 ＋4y2
 ）［（x2
 ＋4y2
 ）2
 －12x2
 y2
 ］＋12x2
 y2
 －1

＝［（x2
 ＋4y2
 ）－1］［（x2
 ＋4y2
 ）2
 ＋（x2
 ＋4y2
 ）＋1］－12x2
 y2
 （x2
 ＋4y2
 －1）

＝（x2
 ＋4y2
 －1）（x4
 ＋16y4
 －4x2
 y2
 ＋x2
 ＋4y2
 ＋1）.

3．2（x＋6）（x＋2）（x2
 ＋8x＋26）.提示：原式＝（x＋4＋1）2
 ＋（x＋4－1）2
 －82.

令x＋4＝t，可得（t＋1）4
 －1＋（t－1）4
 －81，于是所求式＝［（t＋1）2
 －1］［（t＋1）2
 ＋1］＋［（t－1）2
 －9］［（t－1）2
 ＋9］＝2（t4
 ＋6t2
 －40）＝2（t2
 ＋10）（t2
 －4），代回t可得所求式＝2（x＋2）（x＋6）（x2
 ＋8x＋26）.

4．（x－1）2
 （x＋1）2
 （x2
 ＋x＋1）（x2
 －x＋1）.提示：将x4
 ＋1看作一个整体，

[image: alt]


5．（1＋x＋x2
 ）（1＋x＋x2
 ＋x3
 ＋x4
 ）.提示：

原式＝（1＋x＋x2
 ）2
 ＋2x3
 （1＋x＋x2
 ）＋x6
 －x3


＝（1＋x＋x2
 ）2
 ＋x3
 （1＋x＋x2
 ）＋x6
 ＋x5
 ＋x4


＝（1＋x＋x2
 ）（1＋x＋x2
 ＋x3
 ＋x4
 ）.

6．（2x＋1）（x－2）（3x－1）（x＋3）.

7．（x2
 －xy＋y2
 ）2
 .提示：令x＋y＝u，xy＝v.

8．3（x2
 ＋y2
 ）（y2
 ＋z2
 ）（x＋z）（x－z）.提示：

原式＝（x2
 ＋y2
 ＋z2
 －x2
 ）3
 －3（x2
 ＋y2
 ）（z2
 －x2
 ）（x2
 ＋y2
 ＋z2
 －x2
 ）－（y2
 ＋z2
 ）3


＝（y2
 ＋z2
 ）3
 －3（x2
 ＋y2
 ）（z2
 －x2
 ）（y2
 ＋z2
 ）－（y2
 ＋z2
 ）3
 .

9．0.提示：由公式a3
 ＋b3
 ＋c3
 －3abc＝（a＋b＋c）（a2
 ＋b2
 ＋c2
 －ab－bc－ca），代入数字即可.

专题3

第一期

1．无解.

2．[image: alt]
 .

3．[image: alt]
 .

4．x＝-1,8,-8,1.提示：（换元法）令y＝x2
 ＋2x－8.

5．x＝2,-11.提示：裂项相消法.

6．x＝2,6.提示：（换元法）令[image: alt]
 .

7．x＝-1,2.提示：（巧用运算律）方程变形成[image: alt]
 .

8．甲从起跑线后45米地方起跑乙才开始跑.提示：（列方程）设甲的速度为x，乙的速度为y，甲从起跑线后z米地方起跑乙才开始跑，[image: alt]
 由式①得[image: alt]
 ，y＝0.96x　③，把式③代入式②，得[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，1200×0.96＋0.96z＝1200－4.8，z＝45.

第二期

1．10.提示：[image: alt]
 .

2．[image: alt]
 .提示：[image: alt]
 ，[image: alt]
 .

3．34.

4．[image: alt]
 .提示：（换元法）[image: alt]
 ，令[image: alt]
 .

5．[image: alt]
 .提示：（巧用运算律）由题意得

[image: alt]


6．m＝-4,6.

7．a＝-2,-1,[image: alt]
 .

第三期

1．9.提示：（设参数）令[image: alt]
 .

2．[image: alt]
 .提示：（换元法）设a＝2c，b＝c.

3．[image: alt]
 .提示：（换元法）令[image: alt]
 .

4．[image: alt]
 .提示：（换元法）令x－a＝A，y－a＝B，z－a＝C.

5．[image: alt]
 .提示：巧用运算律.

6．1.提示：（巧用运算律）

[image: alt]


7．1.

8．1.提示：（巧用运算律）由a＋b＋c＝0得a＝-b－c.
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1．A＝2,B＝1.

2．1.

3．0.

4．1.提示：设[image: alt]
 得[image: alt]
 ，因为（u＋v＋o）2
 ＝u2
 ＋v2
 ＋o2
 ＋2（vo＋uo＋uv）＝1，所以得u2
 ＋v2
 ＋o2
 ＝1.

5．2012.提示：x2
 －5x＝2008，化简后式[image: alt]
 .

6．提示：[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 .

7．0.（a＋b＋c）2
 ＝a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＋2ab＋2ac＋2bc＝1,ab＋ac＋bc＝0,[image: alt]
 .

8．0或±1.提示：（巧用运算律）由已知

[image: alt]


推得a2
 b＋a2
 c＋b2
 a＋b2
 c＋c2
 a＋c2
 b＋3abc＝0，

左边因式分解得（ab＋bc＋ac）×（a＋b＋c）＝0，

所以a＋b＋c＝0或ab＋bc＋ac＝0　①.

由a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＝1和①式，可得（a＋b＋c）2
 ＝1，

即a＋b＋c＝±1，所以a＋b＋c＝0或±1.

第五期

1．[image: alt]
 .

2．[image: alt]
 .

3．[image: alt]
 .提示：（巧用运算律）[image: alt]
 ，[image: alt]
 .

4．提示：（巧用运算律）[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，（①＋②＋③）÷2得[image: alt]
 ，④－③即得证.

5．[image: alt]
 .提示：（裂项相消法）[image: alt]
 .

6．[image: alt]
 .提示：（裂项相消法）第一项为

[image: alt]


7．[image: alt]
 .

8．-1,3.提示：（分类讨论）当x＞2或x＜1时，y＝-1；当1＜x＜2时，y＝3.

9．8.提示：（分类讨论）因[image: alt]
 ，[image: alt]
 均为正整数，设[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，则

[image: alt]


整理得（2－n）p－2＝q（m－2），所以m，n中至少有一个为1（如果m，n都不为1，则m≥2，n≥2，而p>1，q＞1，此时，上式左边为负，右边为正，就不成立了），不妨设m＝1，则[image: alt]
 ，代入[image: alt]
 ，整理得[image: alt]
 ，所以n＜4.当n＝1时，q＝1（舍）；当n＝2时，q＝2，[image: alt]
 （舍）；当n＝3时，q＝5，p＝3，所以p＋q＝8.

专题4

第一期

1．9点12分.

2．昨晚8点整的时候时针指着2.

3．4点[image: alt]
 或4点[image: alt]
 .

4．C.

5．A.

6．[image: alt]
 .

7．正方形EFGH绕点E逆时针方向旋转.当旋转到EF和BC垂直的时候，两个正方形的重叠部分正好是一个小的正方形，边长为正方形ABCD的一半，所以面积为正方形ABCD的四分之一.

8．[image: alt]
 .提示：把正六边形PQRSTU绕正六边形ABCDEF的中心P旋转.当点B和点Q重合时，阴影部分变成了一个菱形，正好是六边形面积的[image: alt]
 .
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1．略.

2．A.

3．答案不唯一.

4．5cm,[image: alt]
 .

5．5.

6．（1）等边三角形（证明略）.（2）不一定（理由略）.

7．ab－ac－bc＋c2
 .提示：将四块空白部分向中间拼拢（即平移），这样就形成了一个长为b－c、宽为a－c的矩形.

专题5

第一期

1．C.提示：[image: alt]
 ，而[image: alt]
 ，故删去[image: alt]
 和[image: alt]
 .

2．C.提示：由a-2
 ＝b3
 ＝c6
 ，得a＝c-3
 ，b＝c2
 ，则abc＝c-3
 c2
 c＝1.

3．C.提示：由条件可知a≥3，所以有[image: alt]
 ，于是a＝3,b＝-2，从而a＋b＝1.

4．D.提示：（裂项相消法）因为[image: alt]
 ，最终得[image: alt]
 .

5．-1.

6．1.提示：[image: alt]
 ，又因为x是整数，2x也是整数；而a，b都是小数部分，所以0＜a＜1，0＜b＜1，于是0＜a＋b＜2，故a＋b＝1.

7．73.提示：[image: alt]
 ，所以是73.

8．[image: alt]
 .提示：原式为[image: alt]
 ，而

1＋k2
 ＋k4
 ＝1－k3
 ＋k2
 ＋k3
 ＋k4
 ＝（1－k）（1＋k＋k2
 ）＋k2
 （1＋k＋k2
 ）

＝（1－k＋k2
 ）（1＋k＋k2
 ）.

9．2008.提示：因为[image: alt]
 ，所以原式[image: alt]
 ，所以A的整数部分是2008.

第二期

1．a＝-12,b＝6.

2．x＝1,y＝2,z＝3.提示：由原式得[image: alt]
 ，整理得[image: alt]
 ，综上得x＝1,y＝2,z＝3.

3．-1或0.5.提示：本题分两种情况：当a＋b＋c≠0时，根据等比性质，得[image: alt]
 ；当a＋b＋c＝0时，则a＋b＝-c，得x＝-1.

4．5.提示：（特殊值）得a＝2,b＝3,a＋b＝5.

5．70.提示：设[image: alt]
 ，由于末尾数特征得到y＝2，因为603
 ＝216000,703
 ＝343000，所以[image: alt]
 ，只有[image: alt]
 ，而622
 ＝238328，则[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 .

6．[image: alt]
 .提示：由条件可得方程[image: alt]
 整理得[image: alt]
 把x＝2代入得[image: alt]
 .

7．提示：（1）当|5m－2n|＝1时，有[image: alt]
 或[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，要使[image: alt]
 最小，此时n＝13,m＝5,[image: alt]
 .

（2）当|5m－2n|＞1时，因为n＜15，所以[image: alt]
 ，[image: alt]
 的最小值为[image: alt]
 ，此时m＝5,n＝13.故[image: alt]
 是最接近[image: alt]
 ，但分母小于15的最简分数.

第三期

1．1.提示：由a＋b＋c＝0,abc＞0，得a、b、c中有两个数小于0，不妨设[image: alt]
 代入[image: alt]
 ，得1＋1－1，所以答案为1.

2．x＝-3,-2,0,1,2,3.提示：利用分类讨论，由特殊值法得[image: alt]


3．a≥4.提示：求出|x＋1|＋|x－3|的最小值，即可得到a，原式代表的意义为数轴上的两段距离，加起来为4，所以a≥4.

4．1.提示：不妨令[image: alt]
 ，代入得1.

5．3775.提示：把每组数中较大的一个数分别用a1
 ，a2
 ，…，a50
 表示，较小的一个数用b1
 ，b2
 ，…，b50
 表示，则[image: alt]
 （运算结果为每组数中的最大值）.

这50个值的和就是

[image: alt]


[image: alt]
 ，则最大值很显然是[image: alt]
 .所以这50个值的和的最大值是2×（5050－1275）＝3775.

6．最大值为4，最小值为-4.提示：（运用分类讨论法）

当a，b，c都是正数时，原式＝1＋1＋1＋1＝4；

当a，b，c有两个正数，一个负数时，不妨设a＞0,b＞0,c＜0，原式＝1＋1－1－1＝0；

当a，b，c有两个负数，一个正数时，不妨设a＞0,b＜0,c＜0，原式＝1－1－1＋1＝0；

当a，b，c三个都是负数时，原式＝-1－1－1－1＝-4.

所以最大值为4，最小值为-4.

7．y＝2.提示：（分类讨论）当x≤-3,y＝-3x－6；当-3＜x≤-2,y＝-x；当-2＜x≤-1,y＝x＋4；当x＞-1,y＝3x＋6.所以当x＝-2时，y的值最小，y＝2.

8．最大值为3，最小值为-1.提示：当0≤x≤2时，y＝|x＋1|-2|x|＋|x－2|＝x＋1－2x＋2－x＝3－x，此时最大值为3，最小值为-1.
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1．C.提示：（用特殊值判断）令a＝1.75,b＝1.25,c＝-0.75代入即可.

2．A.

3．k＝1或k＝-2.提示：因为[image: alt]
 ，且a，b，c均为非零实数.

所以a＋b－c＝ck，a－b＋c＝bk，b＋c－a＝ak，

所以a＋b＋c＝k（a＋b＋c），若a＋b＋c≠0，则k＝1；

若a＋b＋c＝0，则a＋b＝-c，所以[image: alt]
 .

4．-1.提示：两者都为0，可得方程组[image: alt]
 将x＝-2,y＝1代入即可.

5．a＞b＞c.提示：因为[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，因[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，则b＞c，又因[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，则a＞b.

6．提示：由[image: alt]
 是有理数得[image: alt]
 ，整理得a（v－u）＝b（v＋u），[image: alt]
 .

7．不存在.提示：假设[image: alt]
 为有理数，令[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，即[image: alt]
 .（1）如果y－1≠0，则[image: alt]
 ，因为a，b，y都是有理数，所以[image: alt]
 也是有理数，与题目矛盾.（2）如果y－1＝0，y＝1，则a＝b，与题目矛盾.综上所述，不存在两个不相等的有理数a，b使得[image: alt]
 是有理数.

8．设[image: alt]
 和[image: alt]
 不为整数，则[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，且m1
 ，m2
 ，m3
 ，m4
 皆为质数，则与ab为整数相矛盾.

9．假设a，b，c都不大于0，即a≤0,b≤0,c≤0，则有a＋b＋c≤0.

所以[image: alt]


因为[image: alt]
 －3＞0，且a＋b＋c≤0矛盾，所以a、b、c中至少有一个大于0.

专题6

第一期

1．108°.提示：设∠EAF＝x、∠ECF＝y，过E、F作平行线后，再利用平行线定理与代数方程解出即可.

2．540°.提示：∠BMN＋∠FNM＝∠D＋180°.

3．360°.提示：三角形内角和为180°.

4．720°.提示：将图形的定点A、B、C、F、I、L连接，便是一个六边形.

5．405°.提示：∠1和∠9之间是否有什么联系？其他呢？

6．提示：将所有边平移到一个交点上.

第二期

1．4,8,14,n（n－1）＋2.提示：差值法.

2．提示：差值法.2＝1＋1，4＝1＋1＋2，7＝1＋1＋2＋3，11＝1＋1＋2＋3＋4，16＝1＋1＋2＋3＋4＋5，[image: alt]
 .

3．～5．略.

专题7

第一期

1．提示：设F是DA的中点，连接FM，设∠1＝∠MDF，∠2＝∠NMB，在△DFM与△MBN中，由∠1＝90°－∠AMD，∠2＝180°－90°－∠AMD＝90°－∠AMD，得∠1＝∠2.又∠DFM＝180°－∠AFM＝180°－45°＝135°，∠MBN＝90°＋45°＝135°，得∠DFM＝∠MBN.因为[image: alt]
 ，所以△DFM≌△MBN，故MD＝MN.

2．提示：连接DE，因为EF⊥AD，EG⊥AD∠ADC＝90°，所以四边形GEFD是矩形，从而FG＝DE.又BC＝DC、∠BCA＝∠DCA、CE＝CE，所以△BCE≌△DCE，所以BE＝DE＝FG.

3．提示：过F作FG∥EC交AB于G，可证△ECF≌△FGB，所以EF＝BF.

4．提示：延长DM交CE于N.因为BD⊥AD，CE⊥AD，所以BD∥CE，∠DBM＝∠NCM.又BM＝CM，∠BMD＝∠CMN，所以△DBM≌△NCM，得DM＝MN.又∠DEN＝90°，所以DM＝MN＝EM.

5．提示：由AF＝CD得AC＝DF，由AB∥DE得∠D＝∠A，又AB＝DE可得△ECF≌△BFC.故∠CBF＝∠FEC.

第二期

1．提示：延长FE到H使EH＝EF，连接BH，易得△BEH≌△CEF，而BH＝CF，∠H＝∠F.又∠BGH＝∠BAD，∠F＝∠CAD，∠BAD＝∠CAD，故∠H＝∠BGH[image: alt]
 BH＝BG，又BH＝CF，所以BG＝CF.

2．提示：延长DE、CB交于点G，连接BG、BD.易证△ADE≌△FGE（对顶角相等，AE＝EF，∠DAE＝∠GEF）.有GE＝ED，FG＝AD＝BC，故GB＝FC＝AC＝BD，因此BE⊥DE（三线合一）.

3．提示：延长ED至M，使DM＝DE，连接CM、MF，在△BDE和△CDM中，BD＝CD，∠1＝∠CDM，ED＝MD，故△BDE≌△CDM，又由∠1＝∠2，∠3＝∠4，∠1＋∠2＋∠3＋∠4＝180°，得∠3＋∠2＝90°，即∠EDF＝90°，所以∠FDM＝∠EDF＝90°，在△EDF和△MDE中，ED＝MD，∠EDF＝∠FDM，DF＝DF，故△EDF≌△MDF，EF＝MF，在△CMF中，CF＋CM＞MF，BE＋CF＞EF.

4．提示：取AB的中点M，连接CM，则CM＝AM＝BM，CM交BD于N，可证△CDN≌△ADF，所以CN＝AF.进而可证△CNB≌△AFC，则∠ACF＝∠CBN，所以CF⊥BD.

5．提示：延长CE到点F使EF＝CE，连接AF，延长CD交AF于点P，连接PE，△BCE≌△AFE，有∠F＝∠3＝∠2，∠CEP＝90°.△ACD≌△ECD，有CA＝CE.由CA＝CE，∠1＝∠2，CP＝CP，得△ACP≌△ECP，则∠CAP＝90°，又BC∥AF得∠ACB＝90°.

第三期

1．提示：在AB上取点E使AE＝AC，连接DE.由题可知∠CAD＝∠EAD.由AC＝AE，AD＝AD，得△ACD≌△AED，故CD＝ED，∠C＝∠AED.由∠C＝2∠B知∠AED＝2∠B.又∠AED＝∠B＋∠EDB，所以∠B＝∠EDB，故DE＝BE，CD＝BE.因此AB＝AC＋CD.

2．提示：在BC上取点F，使BF＝BE，连接OF，可知△BFO≌△BEO，所以∠BOF＝∠BOE.因为∠A＝60°，BD、CE分别是∠ABC与∠ACB的角平分线.故[image: alt]
 ，所以∠BOF＝∠BOE＝60°，∠DOC＝60°，∠BOC＝120°.故∠FOC＝60°＝∠DOC，可得△FOC≌△DOC.所以FC＝DC，因此BC＝BE＋CD.

3．提示：延长EA至H，使AH＝FC，连接BH，则△BCF≌△BAH，则∠H＝∠BFC＝90°－∠FBC，∠EBH＝90°－∠EBF，所以∠H＝∠EBH，得BE＝EH，所以BE＝AE＋CF.

4．提示：延长CB使BG＝DE，连接AG，易证△AED≌△AGB.故AE＝AG，∠GAB＝∠EAD.又因为∠EAD＋∠BAF＝90°－45°＝45°，所以∠GAB＋∠BAF＝45°＝∠GAF，所以∠GAF＝∠FAE.由AF＝AF，∠GAF＝∠FAE，AG＝AE可知△AGF≌△AEF，故GF＝EF，即BF＋GB＝BF＋DE＝EF.

5．提示：在AC的延长线上截取CE＝BM，连接DE.因为∠ABC＝∠ACB＝60°，∠DBC＝∠DCB＝30°，所以∠DBA＝∠ACD＝90°.又BD＝DC，所以Rt△BDM≌Rt△CDE.所以MD＝DE，∠MDB＝∠EDC.所以∠MDE＝∠BDC＝120°.而∠MDN＝60°，所以∠EDN＝60°.又DN＝DN，所以△EDN≌△MDN，得MN＝EN.所以l＝AM＋AN＋EN＝AM＋AE＝AM＋AC＋MB＝AB＋AC＝1＋1＝2.即△AMN的周长为2.

第四期

1．提示：△ABC、△CDE都是等边三角形，则∠ACB＝∠ECD＝60°，∠BCD＝60°，AC＝BC，∠ACD＝∠BCE.有△ACD≌△BCE和∠DAC＝∠EBC，∠ACM＝∠BCN＝60°，又AC＝BC，则△ACM≌△BCN，所以CM＝CN，∠ACM＝∠BCN，则△CMN是等边三角形.

2．提示：△ACM≌△ANB，∠ACM＝∠ANB，∠MPN＝∠PCN＋∠PNC＝∠PCA＋∠ACN＋∠PNC＝∠PNA＋∠PNC＋∠ACN＝∠ACN＋∠ANC＝120°.

在NB上截取NQ＝CP，连接AQ，则△ACP≌△ANQ，∠CAP＝∠NAQ.

由∠QAC＋∠NAQ＝60°得∠QAC＋∠CAP＝60°而AP＝AQ，所以△APQ是等边三角形，故∠APQ＝60°，故AP平分∠MPN，即∠APM＝∠APN.

3．线段AM、BN、MN能构成以MN为斜边的直角三角形.提示：以C为旋转中心将△CAM逆时针旋转90°，到△CBP的位置，则△CBP≌△CAM，∠CBP＝∠A＝45°，所以∠NBP＝90°，BP＝AM，连接NP，于是BN、BP、NP构成直角△BNP.又CM＝CP，CN公用，∠MCN＝∠NCP＝45°，所以△MNC≌△PNC，MN＝NP.因此线段AM、BN、MN能构成以MN为斜边的直角三角形.

4．提示：将△AEC绕C按顺时针方向旋转90°，得到△BHC，此时H在AC的延长线上，且CD＝CH，∠H＝∠CEA，又∠H＋∠CBH＝90°，∠CEA＋∠ECF＝90°，

所以∠CBH＝∠ECF，所以BH∥CF∥DG，又CD＝CH，故BF＝FG.

5．提示：将△PAB绕B点逆时针旋转60°，则△QBC≌△PBA，即AB与BC重合，A点转到C点，P点转到Q点，连接PQ.则QB＝PB＝[image: alt]
 ，QC＝PA＝2，∠QBP＝60°，故△QBP为正三角形，PQ＝[image: alt]
 .△PQC中，PC2
 ＝PQ2
 ＋CQ2
 ，故∠PQC＝90°，又由[image: alt]
 得∠CPQ＝30°.故∠BPC＝90°，即△BPC为直角三角形.所以[image: alt]
 .

第五期

1．提示：将△DBE绕D点逆时针旋转120°得到△DAG.连接GF，由于六边形ADBECF的内角和为720°，而∠ADB＝∠BEC＝∠CFA＝120°，且∠DBE＋∠ECF＋∠FAD＝360°.由∠DAG＝∠DBE，得∠GAF＝∠ECF，且AG＝BE＝EC，又AF＝CF，故△AFG≌△CEF.从而∠AFG＝∠CEF，FG＝FE，因为∠AFG＝∠CEF且∠CFA＝120°.所以∠EFG＝120°.同理，∠EDG＝120°，而△FGD≌△FED.故∠EFD＝∠EDF＝60°，即△DEF是等边三角形.

2．提示：旋转△APB到△CQB，连接PQ，可得BQ＝BP，CQ＝AP.令AP＝a，BP＝2a，CP＝3a，由∠PBQ＝90°得PQ2
 ＝8a2
 ，故PC2
 ＝PQ2
 ＋CQ2
 .所以∠PQC＝90°，故∠BQC＝∠APB＝135°.

3．提示：以B为顶点，BA为边作∠ABP′＝∠PBC，BP′＝BP，连接AP′、PP′.因为AB＝BC，所以△ABP′≌△CBP.又∠ABP′＝∠CBP，∠ABC＝60°，所以∠P′BP＝60°，故△PBP′为等边三角形，所以PP′＝PB.若∠BAP′≠∠BAP，则P′不在AP上，所以△APP′中PP′＋P′A＞AP，即BP＋PC＞PA，即PA＜PB＋PC.若∠BAP′＝∠BAP，则P′在AP上，所以PA＝P′P＋P′A＝PB＋PC，因此PA≤PB＋PC.

4．提示：作△ABC关于点D的对称图形△BAC′，其中C′与C为对应点，E′与E为对应点，则△ADE≌△BDE′，所以S△ADE
 ＋S△BDF
 ＝S△BDE′
 ＋S△BDF
 ＝S四边形BFDE′
 .又D为EE′中点，则S△DEF
 ＝S△DE′F
 ，所以S△DEF
 ＝S△DE′F
 ≤S四边形BFDE′
 ＝S△BDE′
 ＋S△BDF
 ，即S△DEF
 ≤S△ADE
 ＋S△BDF
 .

5．提示：分别作EF⊥CB的延长线于F，EH⊥AC，EG⊥BD.由△CEF≌△CEH得EF＝EH，又因为∠ABC＝100°，∠CBD＝20°，所以∠ABD＝80°.再由∠EBF＝80°，EF＝EG，于是EH＝EG.而ED公用，所以△EDH≌△EDG，所以∠EDH＝∠EDG，因此[image: alt]
 .

专题8

第一期

1．A′（-6,6）.

2．6（2a－3b）（a＋b）.

3．A.

4．Q（4,-1）.提示：由P在第三象限，得2＜a＜4,a是整数，所以a＝3，进而P（-4,-1），Q（4,-1）.

5．5.提示：入射角＝反射角，A′C＝A′C，A′B＝AC＋BC＝5.

6．（1）点P关于y轴的对称点的坐标为（k＋1,1-2k），由[image: alt]
 解得[image: alt]
 ，又因为k为整数，所以k＝0，P关于y轴的对称点在第一象限，到x轴、y轴的距离分别是1、1.

（2）①B′（3,5），C′（5,-2）；　②（b，a）；　③a＞b，b＞a.

第二期

1．C.提示：见第1题答案图.

2．D.

3．P（2,2），[image: alt]
 .提示：[image: alt]
 ，有2m2
 ＋m－3＝0（m＞-1），得m的值，从而求出P的坐标.

4．（1）A（4,3），B（-4,-3）.（2）运用分割三角形面积的方法，S△ABC
 ＝S△AOC
 ＋S△BOC
 ＝20,（第4题答案图为所求三角形）.

[image: alt]


第1题答案

[image: alt]


第4题答案

5．[image: alt]
 ，[image: alt]
 .

6．提示：注意题中“坐标轴”应包括x轴和y轴.

（1）关于x轴对称时.A→A′（0,-4），B→B′（-4,5），C→C′（2,1）.

（2）关于y轴对称时，A→A″（0,4），B→B″（4,-5），C→C″（-2,-1），如第6题答案图所示.

[image: alt]


第6题答案

7．提示：（1）M（-2,0），N（4,4）.（2）棋子跳动顺序依次是M→N→P→M→N→P……不难发现P点的落点呈周期变化，2012÷3＝670…2，故P点在跳2012次后落在N点处（见第7题答案图）.

[image: alt]


第7题答案

OEBPS/Image00087.jpg





OEBPS/Image00208.jpg





OEBPS/Image00329.jpg
o | —

(la—b

a

b)





OEBPS/Image00451.jpg





OEBPS/Image00572.jpg





OEBPS/Image00086.jpg
L co—l_atZ2—1 a3
| v 5 T2 r 3
1 1
| ( ! r 5 ) ! r+2 ( ! a3
1 1 1 1

A= (xt5) _ a i 2—(x3)
(x5 (xt1) (e +3)(xt2)
—1 —1
(x5 (xt1) (e +3)(xt2)
(3D (xt2H)=(xr 5 (xt1)





OEBPS/Image00207.jpg





OEBPS/Image00328.jpg
a

b

C

ab

ac

bc

a

b

C

ab

ac

be





OEBPS/Image00452.jpg
= (1) 201+ A\)l (I=y) a2t (I—=y)* =21+ y) 2" (I—y) =22 (1+y)

(fiy GR)Y





OEBPS/Image00089.jpg





OEBPS/Image00210.jpg
AD
AB





OEBPS/Image00331.jpg
a—b __atb __acb

a—+b a—b “a—cbh






OEBPS/Image00449.jpg
=m" A A —Amt=0Gm" - 2)" —4m’
) GR)





OEBPS/Image00570.jpg
atb_ v
a—b u






OEBPS/Image00088.jpg





OEBPS/Image00209.jpg





OEBPS/Image00330.jpg
a b ¢ abc
a b ke abc





OEBPS/Image00450.jpg





OEBPS/Image00571.jpg
b _Co—w

a

(v

w)





OEBPS/Image00091.jpg





OEBPS/Image00212.jpg





OEBPS/Image00090.jpg





OEBPS/Image00211.jpg





OEBPS/Image00332.jpg
athb _a—b _a—cb

a—b “a-—+b “a-tch






OEBPS/Image00092.jpg





OEBPS/Image00443.jpg
ab—+ ba





OEBPS/Image00564.jpg





OEBPS/Image00444.jpg
ab





OEBPS/Image00565.jpg
J5>=/3





OEBPS/Image00323.jpg
2abcd8





OEBPS/Image00563.jpg





OEBPS/Image00083.jpg





OEBPS/Image00204.jpg





OEBPS/Image00325.jpg
ax

b





OEBPS/Image00447.jpg





OEBPS/Image00568.jpg





OEBPS/Image00203.jpg





OEBPS/Image00324.jpg
ab

cd





OEBPS/Image00448.jpg





OEBPS/Image00569.jpg
a b
a—0b






OEBPS/Image00085.jpg





OEBPS/Image00206.jpg





OEBPS/Image00327.jpg
a

a

b






OEBPS/Image00445.jpg
m l\(u bte—d)atb—crd)(a—btctd)(—atbrctd)






OEBPS/Image00566.jpg





OEBPS/Image00084.jpg
(p

a) (x

b))





OEBPS/Image00205.jpg





OEBPS/Image00326.jpg





OEBPS/Image00446.jpg
M+

o





OEBPS/Image00567.jpg





OEBPS/Image00098.jpg





OEBPS/Image00219.jpg
(12

10) X 60

54





OEBPS/Image00340.jpg





OEBPS/Image00462.jpg
1200~z _ 1200—1. 8
1 0.96





OEBPS/Image00097.jpg





OEBPS/Image00218.jpg





OEBPS/Image00339.jpg
a

h—c

a—b

C

b

c—a

a

k





OEBPS/Image00100.jpg





OEBPS/Image00221.jpg
a

‘:,‘





OEBPS/Image00342.jpg





OEBPS/Image00460.jpg
100 _ 96






OEBPS/Image00581.jpg
__ g
o





OEBPS/Image00099.jpg





OEBPS/Image00220.jpg





OEBPS/Image00341.jpg





OEBPS/Image00461.jpg





OEBPS/Image00582.jpg





OEBPS/Image00102.jpg





OEBPS/Image00101.jpg





OEBPS/Image00222.jpg
=iniins






OEBPS/Image00454.jpg
(D) =2 (@t D — 122" + 102" = (2" + D —a" (2" + 1) —22°
=t =22t T
= =D (D=2t
=(2+D%(x— D2 +H1+2) (2 +1—2).






OEBPS/Image00575.jpg
(v—D/2=bv—ua





OEBPS/Image00455.jpg





OEBPS/Image00576.jpg





OEBPS/Image00213.jpg
&)






OEBPS/Image00334.jpg
a—ch __atb __a—b
a—+cb “a—b “a-+b






OEBPS/Image00573.jpg





OEBPS/Image00333.jpg
a—b __ach __aib

a—+b “a—ch “a—0b






OEBPS/Image00453.jpg
(=D ot et ) a1

ZEN a—1 a—1

D@ D@ D (et DGae—1D
a—1
=D DD (D).






OEBPS/Image00574.jpg





OEBPS/Image00094.jpg





OEBPS/Image00215.jpg
M






OEBPS/Image00336.jpg
\E T V/E





OEBPS/Image00458.jpg





OEBPS/Image00579.jpg





OEBPS/Image00093.jpg





OEBPS/Image00214.jpg





OEBPS/Image00335.jpg
1e






OEBPS/Image00459.jpg
(800__800—32
X Ry '

‘ 1200 = 1200—4. 8
K& Y ’






OEBPS/Image00580.jpg
Jb





OEBPS/Image00096.jpg





OEBPS/Image00217.jpg





OEBPS/Image00338.jpg
Jb





OEBPS/Image00456.jpg





OEBPS/Image00577.jpg
by—a
v—1





OEBPS/Image00095.jpg
(e 1) [ (L)

=3 X (9—2)—3=18.





OEBPS/Image00216.jpg





OEBPS/Image00337.jpg





OEBPS/Image00457.jpg





OEBPS/Image00578.jpg





OEBPS/Image00186.jpg





OEBPS/Image00307.jpg





OEBPS/Image00429.jpg
[N

w

n=

B

D

_nln





OEBPS/Image00550.jpg





OEBPS/Image00185.jpg





OEBPS/Image00306.jpg
2008
2009






OEBPS/Image00430.jpg
n(n1)

N





OEBPS/Image00551.jpg





OEBPS/Image00188.jpg





OEBPS/Image00309.jpg





OEBPS/Image00427.jpg





OEBPS/Image00548.jpg





OEBPS/Image00187.jpg





OEBPS/Image00308.jpg





OEBPS/Image00428.jpg
VA

O] (1,0) 2,00 3,0) (4,0) (5,0)






OEBPS/Image00549.jpg





OEBPS/Image00190.jpg
b—a=-.2a" ta=-—

{8 |





OEBPS/Image00311.jpg





OEBPS/Image00189.jpg
ab

abc

b

ca





OEBPS/Image00310.jpg





OEBPS/Image00192.jpg
Ty Xz






OEBPS/Image00431.jpg





OEBPS/Image00552.jpg
a

a

b

a

b






OEBPS/Image00191.jpg
b

a

a





OEBPS/Image00312.jpg
J10=23. 420





OEBPS/Image00432.jpg





OEBPS/Image00543.jpg
m I





OEBPS/Image00303.jpg
1

2008%

20






OEBPS/Image00425.jpg
a=—





OEBPS/Image00546.jpg
m__ 2 Sm—2n 2 1 1

7 5 5n 5X14 357 65





OEBPS/Image00426.jpg
h=

e





OEBPS/Image00547.jpg
m_
n






OEBPS/Image00184.jpg
a

b

— =

a





OEBPS/Image00305.jpg
2009
2008






OEBPS/Image00423.jpg





OEBPS/Image00544.jpg





OEBPS/Image00183.jpg
(x—2) ' —(x—1)" 1

2





OEBPS/Image00304.jpg
2007
2008






OEBPS/Image00424.jpg





OEBPS/Image00545.jpg





OEBPS/Image00197.jpg





OEBPS/Image00318.jpg





OEBPS/Image00440.jpg
Y

-

P.






OEBPS/Image00561.jpg





OEBPS/Image00196.jpg
1

1

ar»— 1

ar—1

Ao

—1





OEBPS/Image00317.jpg





OEBPS/Image00441.jpg





OEBPS/Image00562.jpg





OEBPS/Image00199.jpg





OEBPS/Image00320.jpg
Jat+b</10</b* +a





OEBPS/Image00438.jpg
PGn+1.Vm—m?-+4)





OEBPS/Image00559.jpg
a

h—c

a—b

C

b

c—a

a

k





OEBPS/Image00198.jpg





OEBPS/Image00319.jpg





OEBPS/Image00439.jpg
A=






OEBPS/Image00560.jpg





OEBPS/Image00201.jpg





OEBPS/Image00322.jpg





OEBPS/Image00200.jpg





OEBPS/Image00321.jpg
ab





OEBPS/Image00442.jpg
ab+ba=11Ca+b)





OEBPS/Image00202.jpg





OEBPS/Image00553.jpg





OEBPS/Image00433.jpg





OEBPS/Image00554.jpg
a

b

ab

ac

bc

a

b

ab

ac

be





OEBPS/Image00193.jpg
Zabc
be +ac—ab

xT=





OEBPS/Image00314.jpg
400 000





OEBPS/Image00436.jpg





OEBPS/Image00557.jpg
Dso)

ay taz e tas,—by— by





OEBPS/Image00313.jpg
/100 =7. 368





OEBPS/Image00437.jpg
1






OEBPS/Image00558.jpg
100—1—2—3—"+--—50)





OEBPS/Image00195.jpg
Alo0 Ay

1

Tao

2100

2100





OEBPS/Image00316.jpg
1 004* 1 005°

1 004 X1 005





OEBPS/Image00434.jpg





OEBPS/Image00555.jpg
(la—b

a

bH)

N

a

b

a

b)

N}

a





OEBPS/Image00194.jpg
OO | =

15

ol
]

172 —1





OEBPS/Image00315.jpg
100

100*

1

1002





OEBPS/Image00435.jpg





OEBPS/Image00556.jpg
as—b,
Fas—h
Fas—h

—b,—

—b,—

“aso—bso
a; b
1+2

Faso hs)

Faso T hso)

FAd e H100)





OEBPS/Image00292.jpg





OEBPS/Image00285.jpg
ax

Cr





OEBPS/Image00407.jpg





OEBPS/Image00528.jpg
| S SO SRR | 1
5 9 3 1004 1005

01 5 008 } E:E:‘)

=2 X 1004 1 2 008

S





OEBPS/Image00284.jpg
ax

b__

a

be—ad

Cx

d

C

clext+d)





OEBPS/Image00408.jpg
N





OEBPS/Image00529.jpg





OEBPS/Image00287.jpg
b





OEBPS/Image00405.jpg
M

N






OEBPS/Image00526.jpg
S5






OEBPS/Image00286.jpg
bc—ad
cCer+d)





OEBPS/Image00406.jpg





OEBPS/Image00527.jpg
Z
n

(n

n(n





OEBPS/Image00289.jpg





OEBPS/Image00411.jpg





OEBPS/Image00532.jpg
1hed8=(xy)*





OEBPS/Image00288.jpg
fa=—1,

=1





OEBPS/Image00412.jpg





OEBPS/Image00291.jpg
e





OEBPS/Image00409.jpg





OEBPS/Image00530.jpg





OEBPS/Image00290.jpg





OEBPS/Image00410.jpg





OEBPS/Image00531.jpg





OEBPS/Image00403.jpg





OEBPS/Image00524.jpg
Y100 000=10 /100=10X7. 368=73. 68






OEBPS/Image00404.jpg





OEBPS/Image00525.jpg
o 000

10 101






OEBPS/Image00283.jpg
b_a

d d

=





OEBPS/Image00523.jpg
atb=Cr+Jy)+(x—/y)






OEBPS/Image00296.jpg





OEBPS/Image00418.jpg





OEBPS/Image00539.jpg





OEBPS/Image00295.jpg





OEBPS/Image00419.jpg
40, @) EQ3, a) B(9, a)
G(0, b)

= X
0(0, 0) F(3,0) (9, 0)






OEBPS/Image00540.jpg
a=0bd.
b=2d.
c=3d.

‘d=d.






OEBPS/Image00298.jpg





OEBPS/Image00416.jpg
AE=

L\J‘»—-





OEBPS/Image00537.jpg





OEBPS/Image00297.jpg
o5 s





OEBPS/Image00417.jpg
OF =—+0C





OEBPS/Image00538.jpg





OEBPS/Image00300.jpg





OEBPS/Image00422.jpg
a—16=5 X 9(a—b) + X3 X

i X 6a





OEBPS/Image00299.jpg





OEBPS/Image00302.jpg
b

V(a—3)b*






OEBPS/Image00420.jpg
a—20=X 9+ = X 3X (a—b) + 5 X 6a






OEBPS/Image00541.jpg
om —






OEBPS/Image00301.jpg
PO | —





OEBPS/Image00421.jpg





OEBPS/Image00542.jpg





OEBPS/Image00414.jpg





OEBPS/Image00535.jpg





OEBPS/Image00415.jpg





OEBPS/Image00536.jpg





OEBPS/Image00294.jpg





OEBPS/Image00533.jpg





OEBPS/Image00293.jpg
N 1=





OEBPS/Image00413.jpg





OEBPS/Image00534.jpg





OEBPS/Image00391.jpg
N

M





OEBPS/Image00512.jpg





OEBPS/Image00392.jpg





OEBPS/Image00385.jpg





OEBPS/Image00506.jpg
(mq’ D-q (;1/17 l). » (17(/11({) D (;1/17 l).

P





OEBPS/Image00386.jpg





OEBPS/Image00507.jpg





OEBPS/Image00383.jpg





OEBPS/Image00504.jpg





OEBPS/Image00384.jpg





OEBPS/Image00505.jpg





OEBPS/Image00389.jpg





OEBPS/Image00510.jpg





OEBPS/Image00390.jpg





OEBPS/Image00511.jpg





OEBPS/Image00387.jpg





OEBPS/Image00508.jpg





OEBPS/Image00388.jpg





OEBPS/Image00509.jpg





OEBPS/Image00503.jpg





OEBPS/Image00402.jpg





OEBPS/Image00396.jpg





OEBPS/Image00517.jpg





OEBPS/Image00397.jpg





OEBPS/Image00518.jpg





OEBPS/Image00394.jpg
M





OEBPS/Image00515.jpg
/10 em





OEBPS/Image00395.jpg





OEBPS/Image00516.jpg
|-





OEBPS/Image00400.jpg
[

D





OEBPS/Image00521.jpg





OEBPS/Image00401.jpg





OEBPS/Image00522.jpg
1

T 5000





OEBPS/Image00398.jpg





OEBPS/Image00519.jpg





OEBPS/Image00399.jpg





OEBPS/Image00520.jpg
b+ 2 V(a—3)b0* =0





OEBPS/Image00513.jpg





OEBPS/Image00393.jpg





OEBPS/Image00514.jpg





OEBPS/Image00167.jpg
(a+20—4c=0,

a—b—3c=0,





OEBPS/Image00166.jpg





OEBPS/Image00169.jpg





OEBPS/Image00168.jpg
a






OEBPS/Image00171.jpg





OEBPS/Image00170.jpg
(rx—a)(y—a) T (y—a)(z—a) + (z—a)(x—a)

(r—a)’+ (v—a)? r—a)?





OEBPS/Image00172.jpg
a—b






OEBPS/Image00163.jpg





OEBPS/Image00165.jpg





OEBPS/Image00164.jpg





OEBPS/Image00178.jpg





OEBPS/Image00177.jpg





OEBPS/Image00082.jpg





OEBPS/Image00180.jpg
a

a

b

b

b 1
()) a ((

a

1 b
) a /y( u)

b

)





OEBPS/Image00179.jpg
1

1

1

1

a

ab

abc

1

b

be

bed

1

Fe

cd





OEBPS/Image00080.jpg
Bl

L8+—+15






OEBPS/Image00182.jpg





OEBPS/Image00081.jpg
6

3

(a—5) (z+5)
6(x+3)
6x+18

x

[ AP Te==r
3(x—5)+5(z+5)
32—15+52+25,

4,





OEBPS/Image00181.jpg
0





OEBPS/Image00078.jpg
Rt

i~





OEBPS/Image00079.jpg





OEBPS/Image00174.jpg





OEBPS/Image00173.jpg





OEBPS/Image00176.jpg





OEBPS/Image00175.jpg





OEBPS/Image00076.jpg
s

Y





OEBPS/Image00077.jpg
199"

i~

9





OEBPS/Image00152.jpg
12

10)

9Y (a

(a

1) x(x

v (a





OEBPS/Image00074.jpg





OEBPS/Image00075.jpg
Je(=99---9X99:--9+99---9-+1 00---0

i i i i

=99-- QX(QQ *9+1) +10"=99---

10

" "
O i f

=10"X (99--9+1)=10" X 10"=10*"

i~





OEBPS/Image00073.jpg





OEBPS/Image00145.jpg





OEBPS/Image00266.jpg





OEBPS/Image00144.jpg





OEBPS/Image00265.jpg





OEBPS/Image00071.jpg





OEBPS/Image00147.jpg





OEBPS/Image00268.jpg
h





OEBPS/Image00072.jpg
~athbic  jatbic a b ¢ atb

16X (45 a) (= ) (5

oatbtc btc—a_a—b+c atb—c

16X 5 X 5 X B X 5
=(a+bte)btec—a)la—b+oc)(atb—c¢)





OEBPS/Image00146.jpg





OEBPS/Image00267.jpg





OEBPS/Image00069.jpg
=a’b—ab’ +a" 0"+ 1+ ab—ab
o GR)





OEBPS/Image00149.jpg





OEBPS/Image00270.jpg





OEBPS/Image00070.jpg





OEBPS/Image00148.jpg





OEBPS/Image00269.jpg
.





OEBPS/Image00067.jpg
xt +x*
%) (i)

D





OEBPS/Image00151.jpg
[





OEBPS/Image00272.jpg





OEBPS/Image00068.jpg
(>





OEBPS/Image00150.jpg





OEBPS/Image00271.jpg





OEBPS/Image00143.jpg
ac

ac 1T ¢





OEBPS/Image00264.jpg





OEBPS/Image00263.jpg
ab





OEBPS/Image00065.jpg
ba





OEBPS/Image00066.jpg





OEBPS/Image00063.jpg





OEBPS/Image00064.jpg
ab





OEBPS/Image00062.jpg





OEBPS/Image00156.jpg





OEBPS/Image00277.jpg





OEBPS/Image00155.jpg





OEBPS/Image00276.jpg





OEBPS/Image00060.jpg





OEBPS/Image00158.jpg
a:

a”

a





OEBPS/Image00279.jpg





OEBPS/Image00061.jpg





OEBPS/Image00157.jpg





OEBPS/Image00278.jpg
57—2)






OEBPS/Image00058.jpg
Fe?)? =20 (oy |

V<

tza)? —2xyz(x+y+:





OEBPS/Image00160.jpg





OEBPS/Image00281.jpg





OEBPS/Image00059.jpg





OEBPS/Image00159.jpg





OEBPS/Image00280.jpg





OEBPS/Image00056.jpg





OEBPS/Image00162.jpg





OEBPS/Image00057.jpg





OEBPS/Image00161.jpg





OEBPS/Image00282.jpg
ar+b__ a bc—ad

cr+d ¢ clcaxtd)





OEBPS/Image00273.jpg





OEBPS/Image00154.jpg





OEBPS/Image00275.jpg





OEBPS/Image00153.jpg





OEBPS/Image00274.jpg
—|on
o~





OEBPS/Image00054.jpg
'm=1





OEBPS/Image00131.jpg





OEBPS/Image00252.jpg





OEBPS/Image00055.jpg
‘m=—1





OEBPS/Image00130.jpg
a”

—ala—y)

Z

a”

ay

N

T

a





OEBPS/Image00251.jpg
o





OEBPS/Image00372.jpg
H(;:%(‘I)





OEBPS/Image00053.jpg
"u b=m.,

sb—a=






OEBPS/Image00132.jpg





OEBPS/Image00051.jpg
] FWa 4040 - =
M T 5 15






OEBPS/Image00123.jpg





OEBPS/Image00244.jpg
o





OEBPS/Image00365.jpg





OEBPS/Image00052.jpg





OEBPS/Image00243.jpg
<





OEBPS/Image00364.jpg





OEBPS/Image00049.jpg
L WPa 4Dt e o
14424+ R






OEBPS/Image00125.jpg
a





OEBPS/Image00246.jpg





OEBPS/Image00367.jpg





OEBPS/Image00050.jpg
Fa4b 4o
1442040 10





OEBPS/Image00124.jpg





OEBPS/Image00245.jpg





OEBPS/Image00366.jpg





OEBPS/Image00047.jpg
M=

a° (ax’

N

ba’
dat

e

cx)





OEBPS/Image00127.jpg





OEBPS/Image00248.jpg
N
a—Jb





OEBPS/Image00369.jpg





OEBPS/Image00048.jpg
(=D (=1Da - (=D°b (=1 | .
(— D (—1)d e K

M





OEBPS/Image00126.jpg
a bXa cXab
abtat1 (betb+1)Xa (catet1)Xab

a ab 1 abta 1
ab—+a+1 ab+a+1 ab+a+1 ab+a-+1

L.





OEBPS/Image00247.jpg
(a— D (h+2)=2—/3— 1) X (J3—1+2)=(1—/3) X (1+/3)=1—:






OEBPS/Image00368.jpg
M






OEBPS/Image00045.jpg
th=cd,






OEBPS/Image00129.jpg





OEBPS/Image00250.jpg
<





OEBPS/Image00371.jpg





OEBPS/Image00046.jpg





OEBPS/Image00128.jpg





OEBPS/Image00249.jpg





OEBPS/Image00370.jpg





OEBPS/Image00363.jpg





OEBPS/Image00043.jpg
c—b __a—b

ac—b*"" ac—b





OEBPS/Image00142.jpg
ab

o

a





OEBPS/Image00044.jpg
c—b a—b _
L0y ,40 =
ac —b? ac—b?





OEBPS/Image00141.jpg
he

b
b

1 ac

re





OEBPS/Image00262.jpg
(J74+/6)°





OEBPS/Image00040.jpg





OEBPS/Image00134.jpg
33

ay

ala—y)

a

a

a





OEBPS/Image00255.jpg





OEBPS/Image00376.jpg





OEBPS/Image00041.jpg





OEBPS/Image00133.jpg





OEBPS/Image00254.jpg





OEBPS/Image00375.jpg





OEBPS/Image00038.jpg





OEBPS/Image00136.jpg





OEBPS/Image00257.jpg





OEBPS/Image00378.jpg





OEBPS/Image00039.jpg





OEBPS/Image00135.jpg





OEBPS/Image00256.jpg
(J7+/6)°





OEBPS/Image00377.jpg
AM=—5 EF





OEBPS/Image00036.jpg





OEBPS/Image00138.jpg





OEBPS/Image00259.jpg





OEBPS/Image00380.jpg





OEBPS/Image00037.jpg





OEBPS/Image00137.jpg





OEBPS/Image00258.jpg





OEBPS/Image00379.jpg





OEBPS/Image00034.jpg





OEBPS/Image00140.jpg
b 1 1

he +b-+1 1 ¢ 1ac





OEBPS/Image00261.jpg





OEBPS/Image00382.jpg





OEBPS/Image00035.jpg





OEBPS/Image00139.jpg
b

bc

b

abc

re

ac





OEBPS/Image00260.jpg





OEBPS/Image00381.jpg





OEBPS/Image00042.jpg
faxtby=1

b cy=1





OEBPS/Image00253.jpg
a-tvb.a—Jb





OEBPS/Image00374.jpg
AM=5EF





OEBPS/Image00373.jpg
RN
(1;7?( D





OEBPS/Image00109.jpg





OEBPS/Image00230.jpg





OEBPS/Image00351.jpg





OEBPS/Image00033.jpg





OEBPS/Image00108.jpg





OEBPS/Image00229.jpg





OEBPS/Image00350.jpg





OEBPS/Image00111.jpg





OEBPS/Image00232.jpg





OEBPS/Image00471.jpg





OEBPS/Image00110.jpg
>eee

>4

a





OEBPS/Image00231.jpg





OEBPS/Image00352.jpg





OEBPS/Image00472.jpg





OEBPS/Image00112.jpg
(a-t
(-
(-
(-
Lo

b)"
2%
2%
b)?





OEBPS/Image00029.jpg





OEBPS/Image00343.jpg
a b
a—Db






OEBPS/Image00465.jpg
a”

a
a

6





OEBPS/Image00030.jpg





OEBPS/Image00466.jpg





OEBPS/Image00027.jpg
(—a)(=D)(—c)
abc

—1





OEBPS/Image00103.jpg





OEBPS/Image00224.jpg





OEBPS/Image00345.jpg





OEBPS/Image00463.jpg





OEBPS/Image00028.jpg





OEBPS/Image00223.jpg
(a)

(b)





OEBPS/Image00344.jpg
b

a





OEBPS/Image00464.jpg
2| —





OEBPS/Image00025.jpg
"u b—c=ck,
ca—bc=bk.

atbtc=ak.





OEBPS/Image00105.jpg





OEBPS/Image00226.jpg





OEBPS/Image00347.jpg





OEBPS/Image00469.jpg





OEBPS/Image00026.jpg
a s 2b e :
abc






OEBPS/Image00104.jpg





OEBPS/Image00225.jpg





OEBPS/Image00346.jpg





OEBPS/Image00470.jpg





OEBPS/Image00023.jpg
Ca )b c)(cta)

abc





OEBPS/Image00107.jpg





OEBPS/Image00228.jpg





OEBPS/Image00349.jpg
RS
6






OEBPS/Image00467.jpg





OEBPS/Image00024.jpg
a

h—c¢

a—b

C

a

b

a

k





OEBPS/Image00106.jpg





OEBPS/Image00227.jpg





OEBPS/Image00348.jpg





OEBPS/Image00468.jpg





OEBPS/Image00031.jpg
vV (4






OEBPS/Image00032.jpg





OEBPS/Image00120.jpg
2

n
o foo]es
o~ |
n
n ,
n
n

e
~|e~

n
i oo~
oo e~
H





OEBPS/Image00241.jpg





OEBPS/Image00362.jpg





OEBPS/Image00119.jpg





OEBPS/Image00240.jpg





OEBPS/Image00361.jpg





OEBPS/Image00122.jpg





OEBPS/Image00482.jpg
((7)) 7(((7))






OEBPS/Image00121.jpg





OEBPS/Image00242.jpg





OEBPS/Image00018.jpg





OEBPS/Image00233.jpg





OEBPS/Image00354.jpg
PRI B

T 1 220
HES1






OEBPS/Image00476.jpg





OEBPS/Image00019.jpg





OEBPS/Image00353.jpg





OEBPS/Image00477.jpg
o —





OEBPS/Image00016.jpg





OEBPS/Image00114.jpg





OEBPS/Image00235.jpg





OEBPS/Image00356.jpg





OEBPS/Image00474.jpg





OEBPS/Image00017.jpg





OEBPS/Image00113.jpg





OEBPS/Image00234.jpg





OEBPS/Image00355.jpg





OEBPS/Image00475.jpg





OEBPS/Image00014.jpg





OEBPS/Image00116.jpg
(x—y)*—
(r—2) =y " P —(y—=2)

(c—vyv—D(—y ) (v y—=z)

X

(r—y—2)(xty—=2) (rty—(x—yt=2)






OEBPS/Image00237.jpg





OEBPS/Image00358.jpg





OEBPS/Image00480.jpg





OEBPS/Image00015.jpg
EHIEOCED =)





OEBPS/Image00115.jpg





OEBPS/Image00236.jpg
M

C E c E A C
77777777777777777777 N ——— 1}7"”””N BINF----f-—-4N
DA D F D

(a) (b) (c)






OEBPS/Image00357.jpg





OEBPS/Image00481.jpg
1 I _wvououv

0

) O U0





OEBPS/Image00118.jpg
e

0| e~






OEBPS/Image00239.jpg





OEBPS/Image00360.jpg
SECF= i) L ECD





OEBPS/Image00478.jpg





OEBPS/Image00013.jpg
D






OEBPS/Image00117.jpg





OEBPS/Image00238.jpg





OEBPS/Image00359.jpg
ZEAF=—/EAB





OEBPS/Image00479.jpg





OEBPS/Image00022.jpg
a

h—c

a—b

C

a

b

a





OEBPS/Image00473.jpg





OEBPS/Image00020.jpg





OEBPS/Image00021.jpg





OEBPS/Image00007.jpg





OEBPS/Image00008.jpg





OEBPS/Image00005.jpg





OEBPS/Image00006.jpg
DE=EC=—a





OEBPS/Image00003.jpg
D o C





OEBPS/Image00004.jpg
A,






OEBPS/Image00011.jpg
I [P
LAEXEF=—1AF XGE=1xa






OEBPS/Image00012.jpg
G L*iufl)ll





OEBPS/Image00009.jpg





OEBPS/Image00010.jpg
AF

o

=—a





OEBPS/Image00002.jpg
) % R I9I AL AR

B TECHNOLOG Y PRESS






OEBPS/Image00001.jpg
IR





OEBPS/Image00492.jpg





OEBPS/Image00490.jpg





OEBPS/Image00491.jpg





OEBPS/Image00484.jpg





OEBPS/Image00485.jpg
c—a

ac





OEBPS/Image00603.jpg
IR





OEBPS/Image00483.jpg





OEBPS/Image00488.jpg





OEBPS/Image00489.jpg





OEBPS/Image00486.jpg





OEBPS/Image00487.jpg
w





OEBPS/Image00501.jpg
w
ot

I(W





OEBPS/Image00502.jpg





OEBPS/Image00495.jpg





OEBPS/Image00496.jpg
2a  2b  2c





OEBPS/Image00493.jpg





OEBPS/Image00494.jpg





OEBPS/Image00499.jpg
L1100 A

1+ +2700)





OEBPS/Image00500.jpg
Az A

(1

) (1

T0)





OEBPS/Image00497.jpg





OEBPS/Image00498.jpg





OEBPS/Image00000.jpg
IR





OEBPS/Image00591.jpg
BC=./PB? FP(*=./12






OEBPS/Image00592.jpg
CED=_/EDH—/ECD=-+(/BDH—/BCA) == X 20°=10°






OEBPS/Image00589.jpg





OEBPS/Image00590.jpg
QC

o | —

PC





OEBPS/Image00583.jpg





OEBPS/Image00584.jpg





OEBPS/Image00587.jpg





OEBPS/Image00588.jpg
/OBC+ ./ OCB=- (180" —60°) = 60"





OEBPS/Image00585.jpg
n(n

N

D





OEBPS/Image00586.jpg
DF = MB =~ AB





OEBPS/Image00602.jpg
VA






OEBPS/Image00600.jpg





OEBPS/Image00601.jpg





OEBPS/Image00594.jpg





OEBPS/Image00595.jpg
— e

—Jo





OEBPS/Image00593.jpg





OEBPS/Image00598.jpg





OEBPS/Image00599.jpg
ﬁi o

e





OEBPS/Image00596.jpg
m






OEBPS/Image00597.jpg





