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第一章　行列式

知识网络图

[image: alt]


内容与要求

（1）了解行列式的概念，掌握行列式的性质．

（2）会应用行列式的性质和行列式按行（列）展开定理计算行列式．

（3）会用克莱姆法则．

难点与重点　行列式的计算．

概念、定理的理解与释疑解惑

1．基本概念

（1）把n个不同的元素排成一列，称为这n个元素的一个n级全排列（简称为排列）．

（2）在一个排列中，若某两个元素的先后次序与标准次序不同，则称这两个元素构成一个逆序．一个排列中所有逆序的总数，称为这个排列的逆序数．逆序数为偶数时，称该排列为偶排列，逆序数为奇数时，称该排列为奇排列．

（3）将一个排列中某两个元素的位置互换，而其余的元素不动，就得到另一个排列，这样的变换称为对换．将相邻两个元素对换称为相邻对换．

（4）n阶行列式

[image: alt]


等于n！项的代数和，每项都是取自不同行不同列的n个元素的乘积；[image: alt]
 这里p1
 ，p2
 ，…，pn
 是1，2，…，n的一个n级排列，当p1
 p2
 …pn
 为偶排列时，该项带正号；当p1
 p2
 …pn
 为奇排列时，该项带负号；记为

[image: alt]


其中[image: alt]
 表示对1，2，…，n的n！个全排列求和，τ（p1
 p2
 …pn
 ）表示p1
 p2
 …pn
 的逆序数，上式右端称为n阶行列式的展开式．

（5）转置行列式：若记

[image: alt]


则称行列式DT
 为行列式D的转置行列式．

（6）代数余子式：在n阶行列式中，把元素aij
 所在的第i行和第j列划去后，留下来的n－1阶行列式称为元素aij
 的余子式，记作Mij
 ．余子式Mij
 连同符号（-1）i＋j
 的乘积

Aij
 ＝（-1）i＋j
 Mij


称为元素aij
 的代数余子式．元素aij
 的代数余子式Aij
 与aij
 的位置有关，而与aij
 本身数值无关．

2．主要结论

（1）排列的对换：任一排列经过一次对换后必改变其奇偶性．

（2）行列式的性质：

（i）行列式与它的转置行列式的值相等．

（ii）互换行列式的任意两行（列），行列式的值变号．

（iii）行列式中某一行（列）元素的公因子可以提到行列式外，或者说，用一个数乘行列式等于用该数乘行列式的某一行（列）．

（iv）若行列式中的某两行（列）对应元素成比例，或有一行（列）元素全为零，行列式的值为零．

（v）若行列式的某一行（列）元素都是两个数之和，则此行列式等于相应两个行列式之和，即
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（vi）将行列式的某一行（列）的各元素乘以同一数加到另一行（列）对应的元素上去，行列式的值不变．

（3）行列式按行（列）展开

n阶行列式D中的任意一行（列）的各元素aij
 与其对应的代数余子式Aij
 的乘积之和等于D的值；而任意一行（列）的各元素与另一行（列）对应元素的代数余子式乘积之和等于零，即
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或
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其中[image: alt]
 称①式为按行展开，②式为按列展开．

（4）一些特殊行列式
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注　主对角线以上元素全为零的行列式结论同上．

[image: alt]


注　次对角线以上元素全为零的行列式结论同上．

（iii）范德蒙（Vandermonde）行列式
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（5）克莱姆（Cramer）法则

（i）若线性方程组[image: alt]
 的系数行列式D≠0，则方程组有唯一解

[image: alt]


其中Dj
 （j＝1，2，…，n）是将系数行列式D中第j列的元素用方程组的常数项b1
 ，b2
 ，…，bn
 替代后所得的n阶行列式．

（ii）齐次线性方程组[image: alt]


（a）若齐次线性方程组的系数行列式D≠0，则齐次线性方程组只有零解；

（b）若齐次线性方程组有非零解，则其系数行列式D＝0．

3．释疑解惑

问题1　行列式与行列式的值有什么区别？

答　这是一个“形式”与“内涵”的问题．以二阶行列式为例，式[image: alt]
 叫做二阶行列式，它表示一个数a11
 a22
 －a12
 a21
 ，这个数叫做二阶行列式的值．

问题2　余子式与代数余子式有什么特点？它们之间有什么联系？

答　特点：对于给定的n阶行列式D，第i行第j列元素aij
 的余子式Mij
 和代数余子式Aij
 仅与位置（i，j）有关，而与aij
 的大小和正负无关．

它们之间的关系是Aij
 ＝（-1）i＋j
 Mij
 ．

问题3　在一个n阶的行列式中等于零的元素个数如果比n2
 －n还多，那么此行列式的值等于零，为什么？

答　因为n阶行列式有n2
 个元素，若零元素多于n2
 －n，即非零元素少于n个，而行列式的展开式中的每一项都包含n个元素，在这n个元素中必然包含零元素，所以此行列式的值等于零．

问题4　克莱姆法则适合于解什么样的线性方程组？

答　适合于n×n线性方程组，且系数行列式D≠0的情况．

问题5　如果线性方程组的系数行列式等于0，那么能不能说非齐次线性方程组有无穷多解？

答　对于方程个数和未知数个数一样多的线性方程组，方程组的系数行列式不等于0是线性方程组有唯一解的充分必要条件．因此，如果线性方程组的系数行列式等于0，可以说方程组没有唯一解．但克莱姆法则并没有回答线性方程组的系数行列式等于0时，方程组的形态．

如方程组[image: alt]
 系数行列式等于0，方程组无解；而方程组[image: alt]
 系数行列式等于0，方程组有无穷多解．

问题6　n×n齐次线性方程组有无穷多解，需要什么条件？

答　若n×n齐次线性方程组有无穷多解，即有非零解，则必有系数行列式D＝0．反之，若D＝0，则n×n齐次线性方程组有无穷多解．

题型分析

题型1　计算排列的逆序数．

解题方法　（1）对具体排列计算逆序数，可直接用τ（i1
 i2
 …in
 ）＝τ（i2
 ）（i2
 的逆序数）＋τ（i3
 ）（i3
 的逆序数）＋…＋τ（in
 ）（in
 的逆序数），其中it
 的逆序数为n级排列i1
 i2
 …in
 中，it
 （t＝2，3，…，n）前面比它大的数的个数（如例1）．

（2）对含未知数码的排列，知道排列的奇偶性，确定未知数码．先由此排列的特点，确定未知数码可能取值、未知数码设一可能取值，按（1）方法计算逆序数，然后由排列经过一次对换后必改变其奇偶性定理，确定未知数码（如例2）．

例1　计算τ（15324）．

解　τ（15324）＝τ（5）＋τ（3）＋τ（2）＋τ（4）＝0＋1＋2＋1＝4

例2　排列15i28j967为奇排列，试问i，j为何值．

解　由此排列的特点，i，j可能取值：i＝4，j＝3或i＝3，j＝4

设i＝4，j＝3，τ（154283967）＝τ（5）＋τ（4）＋τ（2）＋τ（8）＋τ（3）＋τ（9）＋τ（6）＋τ（7）＝0＋1＋2＋0＋3＋0＋2＋2＝10，从而排列54283967为偶排列，因此要使排列﻿15i28j967为奇排列，必须i＝3，j＝4．

题型2　利用行列式的定义计算行列式

解题方法　（1）对含零元素较多的行列式，可直接用定义计算，因行列式中的项有一元素为零时，该项的值为零，故只需求出所有非零项即可，为求出所有非零项，将行标按标准顺序排列，再讨论列标所有可能的取值．具体做法是：对一般项[image: alt]
 先由第1行的非零元素及其位置，写出j1
 可能取的数码，再由第2，3，…，n行的非零元素及其位置分别写出j2
 j3
 …jn
 可能取的数码，进而求出j1
 j2
 …jn
 的所有n级排列，该n级排列的个数即为所有非零项的项数．如果这样的非零项一个也没有，则该行列式的值为零．此外，若一个n阶行列式中零元素的个数大于n2
 －n，则此行列式等于零（如例3）．

（2）对含变量的行列式，求变量次幂的系数可直接用定义计算（如例4）．

例3　求行列式

[image: alt]


解　不计正负号，行列式的一般项为a1j1

 a2j2

 a3j3

 a4j4

 a5j5

 ，列标j3
 ，j4
 ，j5
 只能在1，2，3，4，5中取不同的值，故j3
 ，j4
 ，j5
 三个下标中至少有一个要取3，4，5中之一数，从而任一项至少要包含一个零因子，故行列式的值为0．

例4　设

[image: alt]


求f（x）中x4
 与x3
 的系数．

解　由行列式定义知，行列式x4
 的项一定在a11
 a22
 a33
 a44
 之中，又包含x3
 的项一定在a11
 a22
 a33
 a44
 与a12
 a21
 a33
 a44
 中，a12
 a21
 a33
 a44
 的系数为-1，故x4
 的系数为3×2×4×5＝120．而x3
 的系数为

　3×2×4×2＋3×2×3×5＋3×1×4×5＋2×2×4×5－1×6×4×5

＝48＋90＋60＋80－120＝158

题型3　用三角形法计算行列式

解题方法　利用行列式的性质，逐步将所给行列式化为三角形行列式．化零时一般尽量选含有元素1的行（列）及含零较多的行（列）；若没有元素1，则可适当选取便于化零的元素，或利用行列式性质将某行（列）中的某元素化为1；若所给行列式中元素间具有某些特征，则应充分利用这些特征，常见的如：行列式所有行（或列）对应元素相加后相等，则可通过提取公因子将第1行（或列）全部元素化为1等等（如例5，6，7）．

例5　计算

[image: alt]


解　[image: alt]


例6　[image: alt]
 （见习题4-1：1（3））

解　[image: alt]


例7　计算

[image: alt]


解　方法一　将第一行乘以-1后加到后面的各行，得

[image: alt]


再将上式的第二列起，每列都加到第一列，得

[image: alt]


方法二　考虑到各行元素之和相等，因此我们可以从第二列开始，把每一列加到第一列上，然后提取公因子，再来化简行列式．

﻿[image: alt]


再将上式中第2列起，第i列减去第1列的ai
 倍（i＝2，…，n），得

[image: alt]


题型4　利用降阶法计算行列式

解题方法　所谓降阶法就是应用行列式按行（列）展开定理，把高阶行列式的计算转化为低阶行列式的计算．在计算时，总是先结合行列式的性质，把行列式的某行（列）的元素变换成尽可能多的零，然后再展开．这是计算行列式最常用最有效的方法之一．计算中，对具体的问题应具体分析，注意所给行列式的特征．

通常情况下，如果所求行列式的某一行（或某一列）至多只有两个非零元素，一般可按此行（或此列）展开降阶求解．（如例8，9，10，11）

例8　计算

[image: alt]


解　将第三列乘以-3和-5分别加到第一列、第二列，然后按第一行展开，得

[image: alt]


再将第三列乘以6加到第一列；按第三行展开，得

[image: alt]


注　由以上演算过程可知，对于任意n阶行列式D，皆可用行列式性质变为等值的n－1阶行列式．

例9　[image: alt]
 （习题1-5：2（1））

解　[image: alt]


例10　[image: alt]
 （习题1-5：2（3））

解　[image: alt]


﻿[image: alt]


例11　[image: alt]
 （习题4-1：1（2））．

解　方法一　可想办法在某一行或某一列中化出尽可能多的零，然后降阶，同时运算过程中尽量避免出现分式．
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方法二　该行列式结构比较特殊，可以有更好的方法．将各行元素均加到第1行，则第1行各元素相同．
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题型5　利用递推法计算行列式

解题方法　利用行列式的性质，把行列式表示为具有相同结构的较低阶行列式的关系式（称为递推关系式），根据递推关系式及某初始行列式的值便可递推求得所需要的结果，这种计算行列式的方法称为递推法．应当指出，数学归纳法与递推法本质上是相一致的．（如例12）

例12　计算行列式

[image: alt]


解　将行列式按最后一行展开，得
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于是得递推关系式：　　D5
 ＝xD4
 －D3


以此类推可得

D5
 ＝x［xD3
 －D2
 ］－（xD2
 －D1
 ）＝x2
 D3
 －xD2
 －xD2
 ＋D1


　＝x2
 （xD2
 －D1
 ）－2xD2
 ＋D1
 ＝x3
 D2
 －x2
 D1
 －2xD2
 ＋D1


　＝x3
 （x2
 －1）－x3
 －2x（x2
 －1）＋x＝x5
 －4x3
 ＋3x

题型6　利用范德蒙行列式计算行列式

解题方法　（1）若一行列式可转化为具有如下特征的行列式：其各行（列）都以第一行（列）的升幂从上到下（从左到右）由0～n－1排列，则可利用范德蒙行列式的结论来计算所给行列式；（如例13）

（2）利用范德蒙行列式的结论来计算或证明所给问题，其难点在于要根据所给行列式的特点，充分利用行列式的性质和按行（列）展开定理将其转化为范德蒙行列式的形式；有时候需要通过构造辅助行列式来达到这一目的．（如例14）

例13　计算[image: alt]


解　由a1
 ，a2
 ，…，an＋1
 都不为0，将行列式的第1，2，…，n＋1行分别提取[image: alt]
 [image: alt]
 得
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再将行列式转置，可得
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例14　解方程[image: alt]


解　将行列式转置便知它是一个4阶范德蒙行列式，即
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方程的解为　　x＝2，x＝-3，x＝5

*题型7　利用升阶法计算行列式

解题方法　有时为了便于计算行列式，特意在原n阶行列式的旁边再添加上一行一列，使阶数增加一阶（可添在第一行、第一列，也可添在第n＋1行、第n＋1列）成为n＋1阶行列式．在合理地选择添加的行、列的元素后，使得升阶后的行列式便于“消零”．这种计算行列式的方法称为升阶法（如例15）．

例15　计算
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解　把D加边升阶

[image: alt]


把第一列的（-a1
 ）倍、（-a2
 ）倍、（-a3
 ）倍、（-a4
 ）倍分别加到第2列、第3列、第4列、第5列，得

﻿[image: alt]


按第1列展开，得

D＝（x1
 －a1
 ）（x2
 －a2
 ）（x3
 －a3
 ）（x4
 －a4
 ）

　　＋a1
 （x2
 －a2
 ）（x3
 －a3
 ）（x4
 －a4
 ）

　　＋a2
 （x1
 －a1
 ）（x3
 －a3
 ）（x4
 －a4
 ）

　　＋a3
 （x1
 －a1
 ）（x2
 －a2
 ）（x4
 －a4
 ）

　　＋a4
 （x1
 －a1
 ）（x2
 －a2
 ）（x3
 －a3
 ）

注　加边升阶法的一般方法是
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这里关键的是适当选取b1
 ，b2
 ，…，bn
 以便于计算右边的行列式．

题型8　利用克莱姆法则求解线性方程组

解题方法　克莱姆法则只适用于方程的个数与未知量的个数相等的线性方程组
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当系数行列式D≠0时，则方程组有且仅有唯一解．（如例16，17，18）

注意克莱姆法则对于齐次线性方程组的几个命题与结论在解题中的应用．

例16　解方程组
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解　[image: alt]


于是得　　[image: alt]


例17　齐次线性方程组[image: alt]
 有非零解，试确定常数k．

解　因为方程组的系数行列式为
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齐次线性方程组有非零解，必须D＝0，所以当（k－1）2
 （k＋2）＝0时，即k＝1或k＝-2时，有非零解．

例18　设多项式f（x）＝a0
 ＋a1
 x＋a2
 x2
 ＋…＋an
 xn
 ．

证明：若方程f（x）＝0有n＋1个不同根，则f（x）≡0．（复习题一：四（4））

证　设x＝bi
 （i＝1，2，…，n＋1）是方程f（x）＝0的n＋1个不同根，有
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此方程组是关于a0
 ，a1
 ，a2
 ，…，an
 的（n＋1）×（n＋1）齐次线性方程组，其系数行列式

[image: alt]


从而方程组只有零解，即a0
 ＝a1
 ＝a2
 ＝…＝an
 ＝0，因此f（x）≡0．

习题选解

【习题1-4】

1．计算下列行列式：

[image: alt]


解　[image: alt]


（4）[image: alt]


解
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　　＝x4


（5）[image: alt]


解　[image: alt]


（6）[image: alt]


解　[image: alt]


（7）[image: alt]


解　[image: alt]
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（8）[image: alt]


解　[image: alt]


（9）[image: alt]


解　[image: alt]


2．解方程：

（2）[image: alt]


解[image: alt]


所以　　x＝3或x＝1（三重）．

3．证明题：

（2）[image: alt]


证　[image: alt]


（3）[image: alt]


证　这是“爪”型行列式，这类行列式通常是化其为三角形．

﻿[image: alt]
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【习题1-5】

1．计算行列式：

（2）[image: alt]


解　[image: alt]


（4）[image: alt]


解　[image: alt]


（5）[image: alt]


解　[image: alt]


（6）[image: alt]


解　[image: alt]
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（7）[image: alt]


解　[image: alt]


（8）[image: alt]


解　[image: alt]


（9）[image: alt]


解　[image: alt]


3．证明题：

[image: alt]


证　[image: alt]
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证　方法一　从第2行开始，每一行都加上第1行的（-1）倍

﻿[image: alt]


方法二　加边法
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方法三　数学归纳法：n＝2时可直接验算结论成立，假定对n－1阶行列式成立，阶数为n时，按Dn
 的第n列拆项．

﻿[image: alt]


由归纳法假设，[image: alt]
 从而有
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【习题1-6】

1．用克莱姆法则解下列线性方程组：

[image: alt]


解　[image: alt]
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D2
 ，D4
 同D1
 ，求（三阶直接化为二阶）

[image: alt]


故　　[image: alt]
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解　[image: alt]
 （V转置），D1
 ＝D，当i≥2时，Di
 ＝0，故

x1
 ＝1，x2
 ＝x3
 ＝…xn
 ＝0

2．齐次线性方程组

[image: alt]


只有零解，求λ．

解　[image: alt]


所以　　λ≠1，且λ≠-2．

3．若齐次线性方程组

[image: alt]


有非零解，a，b应满足什么关系式？

解　[image: alt]


即　　（a＋1）2
 ＝4b

复习题一

三、计算题

1．根据行列式的定义，计算多项式

﻿[image: alt]
 中x4
 与x3
 的系数．

解　根据行列式定义，只有主对角线上的元素相乘才会出现x4
 ，且这项带正号，即2x4
 ，则x4
 系数为2．同理，含x3
 的项也只有一项a12
 a21
 a33
 a44
 ，即1·x·x·x＝x3
 ，且列标所构成排列逆序数为奇数，含x3
 的项为-x3
 ，其系数为-1．

2．计算[image: alt]


解　[image: alt]


3．计算n（n≥2）阶行列式[image: alt]


解　n＝2时，[image: alt]
 n≥3时，

[image: alt]
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4．计算[image: alt]


解　[image: alt]
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四、证明
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证　对左边行列式采用加边法构造下列新的行列式
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一方面，对f（x）按第5列展开，有

f（x）＝A15
 ＋xA25
 ＋x2
 A35
 ＋x3
 A45
 ＋x4
 A55


据题意，D＝-A45
 ，即x3
 系数的相反数就是D．

另一方面，[image: alt]
 知x3
 的系数是

[image: alt]


所以　　　　　[image: alt]
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证　用数学归纳法证明．

阶数为1时，[image: alt]
 结论成立．

阶数为2时，[image: alt]
 结论成立．

假设阶数为n－1时，[image: alt]
 成立．

阶数为n时，将Dn
 按第一行展开，得

[image: alt]


故对一切自然数n，结论均成立．

[image: alt]


证　[image: alt]
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5．设a，b，c，d不全为零，a1
 ，b1
 ，c1
 ，d1
 为任意数，证明方程组

[image: alt]
 　有唯一解．

证　方程组的系数行列式[image: alt]
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（乘积矩阵的行列式性质）

[image: alt]


＝（a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＋d2
 ）4
 ，从而D＝（a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＋d2
 ）2


因a，b，c，d为不全为零，则D≠0，即方程组有唯一解．

练习题

1．计算[image: alt]


2．计算行列式[image: alt]


3．求方程[image: alt]
 的根．

4．指出行列式[image: alt]
 的第三行诸元素的余子式及代数余子式，并按第三行展开计算此行列式．

5．计算行列式[image: alt]


6．计算行列式[image: alt]


7．求使方程组[image: alt]
 　有非零解的k值．

8．证明[image: alt]



第二章　矩阵及其初等变换

知识网络图
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内容与要求

（1）理解矩阵的概念，掌握常见的特殊矩阵：行矩阵、列矩阵、零矩阵、单位矩阵、对角阵、上三角阵、下三角阵、对称矩阵及相关性质．

（2）熟练掌握矩阵的线性运算、乘法运算、转置运算及各种运算的规律．

（3）理解方阵的行列式及性质．

（4）理解逆矩阵的概念及逆矩阵存在的充分必要条件，掌握矩阵求逆的方法，会用初等变换法或者伴随矩阵法求逆矩阵．

（5）熟练掌握矩阵的初等变换，知道初等变换与初等矩阵、可逆矩阵与初等矩阵之间的关系．

（6）掌握分块矩阵的运算．

（7）理解矩阵的秩的概念，掌握求解矩阵的秩的方法．

难点与重点　可逆矩阵的求逆运算，矩阵的初等变换

概念、定理的理解与释疑解惑

1．基本概念

（1）矩阵：由m×n个数aij
 （i＝1，2，…，m；j＝1，2，…，n）排成m行n列的数﻿表

[image: alt]


称为一个m×n矩阵，简记为A＝［aij
 ］m×n
 ，其中aij
 表示位于数表中第i行第j列的数，称之为矩阵A的（i，j）元（或者元素）．若两个矩阵A和B分别有相同的行数和列数，则称A和B是同型矩阵．

（2）常见的矩阵：

（i）只有一行的矩阵α＝［a1
 ，a2
 ，…，an
 ］1×n
 叫做行矩阵，又叫做行向量．

（ii）只有一列的矩阵[image: alt]
 叫做列矩阵，又叫做列向量．

（iii）元素都为零的矩阵称为零矩阵，m×n零矩阵记作Om×n
 或O．注意，不同型的零矩阵是不相同的．

（iv）若m＝n，则称A＝［aij
 ］n×n
 为n阶矩阵，也叫n阶方阵．在n阶方阵中，从左上角到右下角的连线称为主对角线，简称对角线．元素a11
 ，a22
 ，…，ann
 位于主对角线上．

（v）在n阶方阵中，若主对角线左下方所有元素全为零（即rik
 ＝0，其中i＞k），则

[image: alt]


称R为上三角形矩阵，简称为上三角阵．同理可定义下三角阵为

[image: alt]


（vi）除对角线上元素外其他元素全为零的n阶方阵称为对角阵，即

[image: alt]


对角阵既是上三角阵同时又是下三角阵，可简记为

A＝diag［λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ］

特别地，对角阵的主对角线上元素全相等的矩阵也称之为数量矩阵．

在对角阵中若λ1
 ＝λ2
 ＝…＝λn
 ＝1，即

[image: alt]


则称之为单位矩阵，有时候为了突出单位矩阵的阶数，将n阶单位矩阵记为En
 ．

（3）矩阵的基本运算：

（i）矩阵的加法：若矩阵A＝［aij
 ］m×n
 和B＝［bij
 ］m×n
 是两个m×n矩阵，定义一个新的m×n矩阵C：C＝［cij
 ］m×n
 ，其中，cij
 ＝aij
 ＋bij
 （i＝1，2，…，m；j＝1，2，…，n），称C为A与B的和．

（ii）数与矩阵的乘法：设A＝［aij
 ］m×n
 是m×n矩阵，λ是实数（λ∈R），定义一个新的m×n矩阵C：

C＝［cij
 ］m×n
 ，其中cij
 ＝λaij
 （i＝1，2，…，m；j＝1，2，…，n）

称C为矩阵A与数λ的数量乘积，记为λA，这种运算也简称为数乘运算．

（iii）矩阵的乘法：设A＝［aik
 ］m×l
 是m×l矩阵，B＝［bkj
 ］l×n
 是l×n矩阵，则定义一个新的m×n矩阵C：C＝［cij
 ］m×n
 ，其中

[image: alt]


称矩阵C为矩阵A乘以矩阵B之积，记作C＝AB．

（iv）矩阵的转置：把m×n矩阵A＝［aij
 ］m×n
 的行与列互换，得到的n×m矩阵［aji
 ］n×m
 ，称为矩阵A的转置，记作AT
 ，即AT
 ＝［bij
 ］n×m
 ，其中bij
 ＝aji
 （i＝1，2，…，m；j＝1，2，…，n）．

注　若A为n阶方阵，且满足AT
 ＝A，则称之为对称矩阵．对称矩阵的特点是：它的元素以主对角线为对称轴对应相等．若A为n阶方阵，且满足AT
 ＝-A，则称之为反对称矩阵，反对称矩阵的特点是：它的主对角线上的元素全为零．且以主对角线为对称轴的两元素互为相反数．

（4）可逆矩阵：设A是n阶方阵，若存在n阶方阵B，使得

AB＝BA＝E

﻿则称矩阵A是可逆矩阵或者非奇异矩阵，B称为A的逆矩阵．

（5）分块矩阵：一个m×n矩阵A被纵线和横线按一定需要分成若干个低阶矩阵，每一个低阶矩阵称为矩阵A的子块．以所生成的子块为元素的矩阵称为矩阵A的分块矩阵．

（6）分块对角矩阵：若在矩阵A＝［aij
 ］n×n
 的分块矩阵中，非零子块位于主对角线上，而其余子块均为零矩阵，即

[image: alt]


其中Ai
 （i＝1，2，…，t）分别是ri
 阶方阵[image: alt]
 那么称A为分块对角矩阵或准对角阵．记作A＝diag［A1
 ，A2
 ，…，At
 ］．

（7）矩阵的初等变换：设A是m×n矩阵，下面三种变换称为矩阵的初等行变换：

（i）交换A的第i行和第j行的位置，记为ri
 ↔rj
 ；

（ii）用非零常数k乘以A的第i行各元素，记为kri
 ；

（iii）将A的第i行各元素的k倍加到第j行对应元素，记为rj
 ＋kri
 ．

把上述定义中的行改为列，便得到三种对应的初等列变换，记号分别为ci
 ↔cj
 ；kci
 ；cj
 ＋kci
 ．

（8）矩阵的等价：如果矩阵A经过有限次初等变换后化为矩阵B，则称A等价于矩阵B，简记为A～B．

（9）矩阵的k阶子式：在矩阵中，任取k行和k列，由这些行和列交叉点上的k2
 个元素按原有顺序构成的一个k阶行列式，称为矩阵的一个k阶子式．

（10）矩阵的秩：若在m×n矩阵A中，有一个r阶子式不为零，而任意r＋1阶子式（如果存在）均为零，则称数r为矩阵A的秩，记为R（A），并规定零矩阵的秩为0．

2．主要结论

（1）矩阵的加法运算满足下列运算规律：

（i）交换律　A＋B＝B＋A；

（ii）结合律　（A＋B）＋C＝A＋（B＋C）．

（2）数与矩阵相乘满足下列运算规律：

（i）结合律　对于任意的λ∈R，μ∈R，有λ（μA）＝μ（λA）＝（λμ）A；

（ii）分配律　对于任意的λ∈R，若A，B为同型矩阵，则λ（A＋B）＝λA＋λB．

对于任意的λ∈R，μ∈R，有（λ＋μ）A＝λA＋μA．

（3）矩阵的乘法满足下列运算规律：

（i）（AB）C＝A（BC）；

（ii）λ（AB）＝（λA）B＝A（λB），（其中λ∈R）；

（iii）A（B＋C）＝AB＋AC，（B＋C）A＝BA＋CA．

（4）矩阵的转置满足下列运算规律：

（i）（AT
 ）T
 ＝A；

（ii）（A＋B）T
 ＝AT
 ＋BT
 ；

（iii）（λA）T
 ＝λAT
 ；

（iv）（AB）T
 ＝BT
 AT
 ．

（5）n阶方阵和n阶行列式之间的关系：

（i）若A为n阶矩阵，则有｜λA｜＝λn
 ｜A｜这里｜A｜＝detA表示行列式；

（ii）设A，B是两个n阶方阵，则｜AB｜＝｜A｜｜B｜；

（iii）当A是n阶方阵时，｜A｜＝｜AT
 ｜．

（6）可逆矩阵的性质：

（i）如果n阶方阵A可逆，则它的逆矩阵是唯一的．

（ii）n阶矩阵A为可逆矩阵的充分必要条件是｜A｜≠0．且如果A为可逆矩阵，则有[image: alt]
 其中A*
 为A的伴随矩阵，即

[image: alt]
 其中Aij
 为｜A｜中元素aij
 的代数余子式．

（iii）若A可逆，则A-1
 也可逆，此时（A-1
 ）-1
 ＝A；

（iv）若A可逆，则kA可逆的充分必要条件为数k≠0．此时，若k≠0，有

[image: alt]


（v）若A可逆，则AT
 可逆，且（AT
 ）-1
 ＝（A-1
 ）T
 ；

（vi）若A，B都可逆，则AB可逆，且（AB）-1
 ＝B-1
 A-1
 ；

（vii）｜A-1
 ｜＝｜A｜-1
 ．

（7）设n阶方阵A的伴随矩阵为A*
 ，则

（i）若｜A｜＝0，则｜A*
 ｜＝0；

（ii）｜A*
 ｜＝｜A｜n－1
 ．

（8）设A，B为相同分法的同型准对角阵，即

A＝diag［A1
 ，A2
 ，…，At
 ］，B＝diag［B1
 ，B2
 ，…，Bt
 ］

﻿则

（i）A±B＝diag［A1
 ＋B1
 ，A2
 ＋B2
 ，…，At
 ＋Bt
 ］；

（ii）kA＝diag［kA1
 ，kA2
 ，…，kAt
 ］；

（iii）AB＝diag［A1
 B1
 ，A2
 B2
 ，…，At
 Bt
 ］；

[image: alt]
 （m为非负整数）；

（v）｜A｜＝｜A1
 ｜｜A2
 ｜…｜At
 ｜；

（vi）若每一子块Ai
 （i＝1，2，…，t）可逆，则

[image: alt]


（9）若矩阵B，C均可逆，则[image: alt]
 的逆矩阵为[image: alt]


（10）任意矩阵A＝（aij
 ）m×n
 都与形如[image: alt]
 的矩阵等价．矩阵[image: alt]
 称为矩阵A的标准形（数r满足1≤r≤min（m，n））．

（11）n阶可逆矩阵A可表示成有限个初等矩阵的乘积．

（12）矩阵A与B等价的充分必要条件

（i）设A和B都是m×n矩阵，则A等价于B的充分必要条件为存在m阶可逆矩阵P和n阶可逆矩阵Q，使得PAQ＝B．

（ii）设A和B都是m×n矩阵，则A与B等价的充分必要条件为R（A）＝R（B）．

（13）当A为可逆矩阵时，用初等行变换求逆矩阵的方法可简记为

[image: alt]


（14）关于矩阵秩的几个常用结论：

（i）若A为n阶可逆矩阵，则R（A）＝n．

（ii）若A为m×n矩阵，则R（A）≤min（m，n）．

（iii）R（AT
 ）＝R（A）．

（iv）R（kA）＝R（A），（k≠0）．

3．释疑解惑

问题1　矩阵和行列式的区别是什么？

答　矩阵与行列式是两个完全不同的概念．矩阵是一个矩形的数表，它的行数和列数不一定相等；而行列式则代表一个数，它的行数和列数必须相等，在很多运算规律上也不尽相同．

问题2　为什么矩阵乘法不满足交换律？

答　首先，不是任意两个矩阵都能相乘，AB有意义的条件是A的列数必须等于B的行﻿数；当AB有意义时，BA未必有意义．其次，即使AB和BA都有意义，两者也未必相等，如

[image: alt]


因此，矩阵乘法有左乘和右乘之分，乘法运算的次序不可随意颠倒．但如果AB＝BA，则称A和B可以交换，例如，n阶数量矩阵可以与任意n阶方阵交换．

问题3　当AB＝O时，是否有A＝O或B＝O？

答　当AB＝O时，不一定有A＝O或B＝O．如矩阵

[image: alt]


却有　　　　　　[image: alt]


但若AB＝O，且A为可逆方阵，则在等式两边左乘A-1
 ，可得B＝O．同理若AB＝O，且B为可逆方阵，则在等式两边右乘B-1
 ，可得A＝O．

问题4　矩阵乘法是否满足消去律？即若AB＝AC，且A≠O，是否必有B＝C？

答　矩阵乘法不满足交换律．如对矩阵

[image: alt]


显然有　　　[image: alt]


若AB＝AC且A为可逆矩阵，等式两边左乘A-1
 可得B＝C．

问题5　奇数阶反对称矩阵的行列式是否必等于零？

答　奇数阶反对称矩阵的行列式必等于零．事实上，若A是2n－1阶反对称矩阵，即AT
 ＝-A，两边取行列式，并利用行列式的性质，得

｜A｜＝｜AT
 ｜＝｜-A｜＝（-1）2n－1
 ｜A｜＝-｜A｜

从而必有　　｜A｜＝0．

问题6　若A和B是同阶可逆矩阵，A＋B是否一定可逆？

答　不一定，如[image: alt]
 都是可逆方阵，但[image: alt]
 却不可逆．

问题7　若A和B是同阶对称矩阵，AB是否一定是对称矩阵？

答　不一定，如[image: alt]
 均为对称矩阵，但[image: alt]
 却不是对称矩阵．

题型分析

题型1　矩阵的乘法

矩阵A和B可乘的条件是：A的列数等于B的行数；乘积的结果是：AB的行数等于A的行数，列数与B的列数相等，乘积矩阵的第i行第j列元素等于左矩阵A的第i行元素与右矩阵B的第j列对应元素乘积之和．

矩阵的乘法一般不满足交换律，两个非零矩阵的乘积也有可能是零矩阵．

例1　已知[image: alt]
 求AB，AC，CA，BC．

解　[image: alt]


例2　若实对称矩阵A满足A2
 ＝O，证明A＝O．

证　不妨设A＝［aij
 ］n×n
 ，则AT
 ＝A，

[image: alt]


即　　[image: alt]


﻿从而　　[image: alt]


因为　　aij
 （i＝1，2，…，n；j＝1，2，…，n）均为实数，故有

ai1
 ＝ai2
 ＝…＝ain
 ＝0，i＝1，2，…，n

即　　A＝O

题型2　方阵的幂

方阵的幂是利用矩阵乘法规定的，即[image: alt]
 且有运算规律：Ak
 ·Al
 ＝Ak＋l
 ，（Ak
 ）l
 ＝Akl
 ，其中k，l为自然数．在一般情况下，（AB）k
 ≠Ak
 Bk
 ，但若两个矩阵可交换，即AB＝BA，则易得

[image: alt]


求方阵的幂一般有两种方法：

（1）定义法；

（2）数学归纳法．

分块对角矩阵的幂运算可以按照分块对角矩阵的性质计算．

例3　设[image: alt]
 A＝αT
 β，B＝βαT
 ，求A，B，An
 ．

解　[image: alt]


例4　已知[image: alt]
 求An
 （n为自然数）．

解　由[image: alt]


当n为偶数时，[image: alt]


当n为奇数时，[image: alt]


例5　设[image: alt]
 求Am
 （m为自然数）．

解　[image: alt]


观察得　[image: alt]


下面用数学归纳法证明，假设当m＝k时成立，即

[image: alt]


当m＝k＋1时

﻿[image: alt]


于是上述结果正确．

例6　若A2
 ＝A，则称A为幂等矩阵．证明：若A，B为幂等矩阵，则A＋B为幂等矩阵的充分必要条件为AB＝-BA．

证　由A，B为幂等矩阵得：A2
 ＝A，B2
 ＝B，于是

（A＋B）2
 ＝A2
 ＋AB＋BA＋B2
 ＝A＋AB＋BA＋B

故（A＋B）2
 ＝A＋B的充分必要条件为AB＝-BA．

例7　设[image: alt]
 求A2
 ，A3
 ，A99
 ．

解　设[image: alt]
 其中[image: alt]
 则

[image: alt]


由于[image: alt]
 则

[image: alt]


又　[image: alt]


﻿则　　　　　[image: alt]


而　　　　　[image: alt]


则　　　　　[image: alt]


例8　已知矩阵[image: alt]
 求A2
 ，A3
 ，A4
 ．

分析　若[image: alt]
 则[image: alt]
 但若[image: alt]
 则[image: alt]


解　令[image: alt]
 其中[image: alt]


[image: alt]


题型3　方阵的行列式

求解方阵的行列式主要利用方阵与行列式之间的关系，见主要结论（5）．

例9　设[image: alt]
 求｜-2B｜．

分析　注意到-2B表示B中每一个元素都乘以-2，这和数乘行列式是不同的，当计算｜-2B｜时，每一行都能提出一个公因子，3行就有（-2）3
 提到行列式之外．

解　[image: alt]


例10　已知A为4阶方阵，且｜A｜＝3，求行列式[image: alt]
 的值．

分析　注意到[image: alt]
 先做代换再利用｜A*
 ｜＝｜A｜n－1
 ．

解　[image: alt]


例11　设有3阶方阵

[image: alt]


且已知｜A｜＝2，[image: alt]
 求｜A＋B｜．

解　[image: alt]


题型4　逆矩阵的计算

（1）利用定义和运算律求逆矩阵．

例12　如果Ak
 ＝O，则（E－A）-1
 ＝E＋A＋A2
 ＋…＋Ak－1


证　（E－A）（E＋A＋A2
 ＋…＋Ak－1
 ）

　　＝E＋A＋…＋Ak－1
 －A－A2
 －Ak－1
 －Ak


　　＝E－Ak
 ＝E

故　（E－A）-1
 ＝E＋A＋A2
 ＋…＋Ak－1
 ．

例13　设A，B，A＋B均为可逆矩阵，证明A-1
 ＋B-1
 可逆，且（A-1
 ＋B-1
 ）-1
 ＝A（A＋B）-1
 B．

证　　因为　（A-1
 ＋B-1
 ）［A（A＋B）-1
 B］＝（E＋B-1
 A）（A＋B）-1
 B

　　　　　　＝（B-1
 B＋B-1
 A）（A＋B）-1
 B

　　　　　　＝B-1
 （B＋A）（A＋B）-1
 B＝B-1
 B＝E

所以A-1
 ＋B-1
 可逆，且（A-1
 ＋B-1
 ）-1
 ＝A（A＋B）-1
 B．

例14　设方阵A满足A3
 －A2
 ＋2A－E＝O，证明A及E－A均可逆，并求A-1
 ，（E－A）-1
 ．

证　由A3
 －A2
 ＋2A－E＝O，得

A（A2
 －A＋2E）＝E

由逆矩阵的定义得A可逆，且　　A-1
 ＝A2
 －A＋2E．

又由（E－A）（A2
 ＋2E）＝E得E－A可逆，且（E－A）-1
 ＝A2
 ＋2E．

例15　设n阶方阵A，B满足A2
 ＝B2
 ＝E，｜A｜＋｜B｜＝0，证明A＋B不可逆．

分析　利用矩阵可逆的充分必要条件，若一个矩阵不可逆，必有其行列式为零．

证　因为A2
 ＝B2
 ，所以

｜A｜｜A＋B｜＝｜A2
 ＋AB｜＝｜B2
 ＋AB｜＝｜A＋B｜｜B｜

从而得　｜A＋B｜（｜A｜－｜B｜）＝0

（1）由A2
 ＝B2
 ＝E得｜A2
 ｜＝｜B2
 ｜＝1，｜A｜2
 ＝｜B｜2
 ＝1，结合｜A｜＋｜B｜＝0，必有｜A｜－｜B｜≠0，

于是　　　｜A＋B｜＝0，即A＋B不可逆．

（2）利用伴随矩阵求逆矩阵：

设A＝［aij
 ］n×n
 ，其伴随矩阵为A*
 ＝［Aji
 ］n×n
 ，若A可逆，则[image: alt]
 用此公式可求出A的逆矩阵．在具体计算时要注意：

（i）求各元素的代数余子式时，切记各代数余子式前面的正负号；

（ii）Aij
 应排在A*
 的第j行第i列上，即恰好是通常排序方式的转置形式．

例16　设[image: alt]
 判断A是否可逆，若可逆则求出其逆矩阵．

解　由｜A｜＝1≠0得A可逆，而

[image: alt]


从而　　　[image: alt]


例17　已知A的伴随矩阵为[image: alt]
 求A-1
 ．

解　由于｜A*
 ｜＝-8，所以｜A｜≠0，即A可逆．又AA*
 ＝｜A｜E

两边取行列式得　　　　　｜A｜｜A*
 ｜＝｜A｜4


从而　　　　　　　　　　｜A｜3
 ＝-8

即　　　　　　　　　　　｜A｜＝-2

于是　　[image: alt]


（3）用初等变换求逆矩阵：

利用初等行变换求逆矩阵的步骤是：

（i）构造矩阵［A⋮E］；

（ii）对［A⋮E］作初等行变换，将A化为单位矩阵E后，右边E对应部分即为A-1
 ．

当矩阵A的阶数n＞3时，用初等行变换法求逆矩阵比用伴随矩阵法求逆要简单，且不必单独判断矩阵是否可逆，因为在作初等变换的过程中，如果A部分出现某一行全为零，则A不可逆．

例18　用初等行变换求例16中A的逆矩阵．

解　[image: alt]


﻿[image: alt]


得　　[image: alt]


例19　已知n阶方阵

[image: alt]


求A中所有元素的代数余子式之和[image: alt]


分析　显然直接求出各元素的代数余子式比较麻烦．注意到｜A｜＝2，则A可逆，且有A*
 ＝｜A｜A-1
 ，故只需求出A-1
 ，便可得到A*
 的元素．

解　用类似于上例中初等行变换的方法可求得

[image: alt]


于是A*
 ＝2A-1
 ，从而[image: alt]


（4）分块对角矩阵求逆矩阵：

若A1
 ，A2
 ，…，As
 均为可逆矩阵（阶数不一定相等），则分块对角矩阵

[image: alt]


﻿均可逆，且[image: alt]


例20　设[image: alt]
 求A-1
 ．

解　令[image: alt]
 易得A1
 ，A2
 均可逆，

且　　　[image: alt]


则　　　[image: alt]


例21　求[image: alt]
 的逆矩阵．

解　令[image: alt]


﻿则　　[image: alt]
 且　　[image: alt]


而　　[image: alt]


[image: alt]


所以　　[image: alt]


题型5　矩阵方程求解

含有未知矩阵X的方程称为矩阵方程．常见的矩阵方程主要有以下三种基本形式：

AX＝C，XB＝C，AXB＝C

若A，B均为可逆矩阵，它们的解依次为

X＝A-1
 C，X＝CB-1
 ，X＝A-1
 CB-1


注意，由于矩阵乘法一般不满足交换律，所以上面各式中矩阵相乘的次序不能随意改变；若A，B不可逆时，上述方法失效．

例22　设[image: alt]
 且X＝AX－A2
 ＋E，求X．

解　将题中所给方程变形为（A－E）X＝A2
 －E，即

﻿（A－E）X＝（A－E）（A＋E）

由于[image: alt]
 可逆，所以

[image: alt]


例23　设矩阵A，B满足A*
 BA＝2BA－8E，其中

[image: alt]


A*
 是A的伴随矩阵，求矩阵B．

解　由A*
 BA＝2BA－8E，得

（2E－A*
 ）BA＝8E

则　　B＝8（2E－A*
 ）-1
 A-1
 ＝8（2A－AA*
 ）-1


又　　AA*
 ＝｜A｜E，｜A｜＝-2，故AA*
 ＝-2E，代入上式得

[image: alt]


而　　[image: alt]


所以　　[image: alt]


题型6　求矩阵的秩

求矩阵秩的方法主要有两种：（1）定义法，即寻找矩阵中非零子式的最高阶数；（2）初等变换法．一般情况下用后一种方法比较简便，即只要将矩阵用初等行变换变为阶梯形矩阵，则阶梯形矩阵中非零行的行数即为原矩阵的秩．

例24　求矩阵[image: alt]
 的秩．

解　显然矩阵A的秩与a，b的取值有关，对A进行初等变换得

[image: alt]


显然

（1）当a＝b＝0时，R（A）＝0；

（2）当a＝b≠0时，R（A）＝1；

（3）当a≠b，a＋（n－1）b＝0时，R（A）＝n－1；

（4）当a≠b，a＋（n－1）b≠0时，R（A）＝n．

例25　当λ取何值时，矩阵[image: alt]
 的秩最小．

解　[image: alt]


当λ＝3时，R（A）＝2；

当λ≠3时，[image: alt]
 后者有一三阶子式[image: alt]
 故R（A）＝3，所以当λ＝3时，原矩阵的秩最小．

习题选解

【习题2-1】

1．求与矩阵[image: alt]
 可交换的所有矩阵．

解　设能与A交换的矩阵为[image: alt]


则　　[image: alt]


由AB＝BA得

[image: alt]


从而得能与A交换的矩阵为[image: alt]
 其中c1
 ，c2
 ，c3
 为任意实数．

2．已知矩阵[image: alt]
 又矩阵A＝BT
 C，求An
 ．

解　注意到[image: alt]


而　　[image: alt]


【习题2-2】

1．（1）设矩阵[image: alt]
 且R（A）＝3，求k的值．

解　[image: alt]


由于R（A）＝3，则｜A｜＝0，即k＝-3，或k＝1．

显然当k＝1时，R（A）＝1，与R（A）＝3矛盾，故k＝-3．

2．设n阶方阵A满足A2
 －A＋E＝O，证明A为可逆矩阵，并求A-1
 的表达式．

证　由A2
 －A＋E＝O得A（E－A）＝E，从而证得A可逆，且

A-1
 ＝E－A．

3．设[image: alt]
 且X＝AX－A2
 ＋E，求X．

解　由X＝AX－A2
 ＋E得

（E－A）X＝（E－A）（E＋A）

而　　[image: alt]
 可逆

则　（E－A）-1
 （E－A）X＝（E－A）-1
 （E－A）（E＋A）

从而　　[image: alt]


【习题2-3】

1．设A是4×3矩阵，且A的秩为R（A）＝2，而

[image: alt]


求R（AB）．

解　注意到｜B｜＝10≠0，从而B为可逆矩阵，而用可逆矩阵右乘矩阵A，即对A做一系列初等列变换，从而不改变矩阵A的秩，所以R（AB）＝R（A）＝2．

2．证明秩为r的矩阵可以表示为r个秩为1的矩阵之和．

证　不妨设A为m×n阶矩阵，且R（A）＝r，则有m阶可逆阵P和n阶可逆阵Q使得

[image: alt]


其中Eii
 是（i，i）处的元素为1、其余元素均为零的矩阵，显然R（Eii
 ）＝1（i＝1，2，…，r）．

于是有　　A＝P-1
 E11
 Q-1
 ＋P-1
 E22
 Q-1
 ＋…＋P-1
 Err
 Q-1


由于P，Q是可逆矩阵，故R（P-1
 Eii
 Q-1
 ）＝R（Eii
 ）＝1，于是由上式知A可表示为r个秩为1的矩阵之和．

【复习题二】

三、计算题

1．求下列矩阵的逆：

[image: alt]


解　设A1
 ＝［6］，[image: alt]


则　[image: alt]
 且[image: alt]


再设[image: alt]
 则

[image: alt]


而[image: alt]
 则

[image: alt]


四、证明题

1．设A，B均为n阶方阵，C＝BT
 （A＋λE）B．

（1）证明当A为对称矩阵时，C也为对称矩阵；

（2）若A为反对称矩阵，则λ取何值时，C也为反对称矩阵．

证　（1）由A为对称矩阵，可得AT
 ＝A，而

CT
 ＝BT
 （A＋λE）T
 （BT
 ）T
 ＝BT
 （AT
 ＋λET
 ）B＝BT
 （A＋λE）B＝C

即C为对称矩阵．

（2）若A为反对称矩阵，则AT
 ＝-A，要使C也为反对称矩阵，即

CT
 ＝BT
 （A＋λE）T
 （BT
 ）T
 ＝BT
 （AT
 ＋λET
 ）B＝BT
 （-A＋λE）B

　＝-BT
 （A－λE）B＝-BT
 （A＋λE）B

﻿则取λ＝0．

2．设A，B均为n阶方阵，且B＝B2
 ，A＝E＋B，证明A可逆，并求其逆矩阵．

证　由[image: alt]


得B＋E可逆，从而A可逆，且　[image: alt]


练习题

1．已知[image: alt]
 求：

（1）2AB－3A2
 ；　（2）ABT
 ；　（3）｜-3A｜

2．设矩阵[image: alt]
 求所有能与A可交换的同阶矩阵．

3．证明：[image: alt]


4．求下列矩阵的逆矩阵：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


5．已知[image: alt]
 求解下列矩阵方程：

（1）AX＝X＋C；（2）AXB＝C

6．证明任何一个n阶方阵都可表示为一对称矩阵与一反对称矩阵之和．

7．设A，B为n阶矩阵，且满足A2
 ＝A，B2
 ＝B，（A＋B）2
 ＝A＋B，证明AB＝O．

8．若[image: alt]
 证明An
 ＝2n－1
 A

9．若A满足方程A2
 －2A－4E＝O，证明A＋E可逆，并求A－3E的逆矩阵．

10．计算下列矩阵的秩：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


11．对于λ的不同值，矩阵[image: alt]
 的秩为多少？

12．设A＝［aij
 ］n×n
 为非零矩阵，且｜A｜中的每一个元素aij
 等于它自身的代数余子式，证明：R（A）＝n．

13．证明对于n阶矩阵A，若R（A）＝n，则R（A2
 ）＝n．


第三章　线性方程组与向量组的线性相关性

知识网络图

[image: alt]


内容与要求

（1）理解齐次线性方程组有非零解的充分必要条件及非齐次线性方程组有解的充分必要条件．

（2）理解齐次线性方程组的基础解系、通解的概念，掌握齐次线性方程组的基础解系和通解的求法．

（3）理解非齐次线性方程组解的结构及通解的概念．

（4）掌握用初等行变换求解线性方程组的方法．

（5）理解n元向量、向量的线性组合与线性表示的概念．

（6）理解向量组线性相关、线性无关的概念，掌握向量组线性相关、线性无关的有关性质及判别法．

（7）理解向量组的极大线性无关组和向量组的秩的概念，会求向量组的极大线性无关组及秩．

（8）理解向量组等价的概念，理解矩阵的秩与其行（列）向量组的秩之间的关系．

重点　齐次线性方程组有非零解的充要条件，非齐次线性方程组有解的充要条件，齐次线性方程组的基础解系和通解的求法，非齐次线性方程组解的结构及通解的求法，﻿向量组线性相（无）关的概念、性质及判别法，求向量组的极大线性无关组及秩．

难点　齐次线性方程组的基础解系的求法，向量组线性相（无）关的概念、性质及判别法．

概念、定理的理解与释疑解惑

1．基本概念

（1）n元向量：

n个有次序的数a1
 ，a2
 ，…，an
 所组成的数组（a1
 ，a2
 ，…，an
 ）T
 （或（a1
 ，a2
 ，…，an
 ））称为n元列（行）向量，这n个数称为该向量的n个分量，第i个数ai
 称为第i个分量．

（2）向量的线性组合与线性表示：

单个向量的线性表示　设有n维向量β，α1
 ，α2
 ，…，αm
 ，如果存在数k1
 ，k2
 ，…，km
 ，使

β＝k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋km
 αm


则称β是向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 的线性组合，或称β可由α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性表示．

向量组的线性表示　若向量组β1
 ，β2
 ，…，βs
 中每个向量都可由向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性表示，则称β1
 ，β2
 ，…，βs
 可由α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性表示．

（3）向量组的等价：

若向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 与向量组β1
 ，β2
 ，…，βs
 可互相线性表示，则称这两个向量组等价．

（4）向量组的线性相（无）关：

如果存在不全为零的数k1
 ，k2
 ，…，km
 ，使

k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋km
 αm
 ＝0

则称向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性相关；否则称其线性无关．

（5）向量组的极大无关组：

若向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 有部分组αj1

 ，αj2

 ，…，αjr

 满足

（i）αj1

 ，αj2

 ，…，αjr

 线性无关；

（ii）每个αi
 （1≤i≤m）都可由αj1

 ，αj2

 ，…，αjr

 线性表示，

则称αj1

 ，αj2

 ，…，αjr

 为α1
 ，α2
 ，…，αm
 的一个极大无关组．

全由零向量构成的向量组是唯一没有极大无关组的向量组．也就是说，凡含有非零向量的向量组必有极大无关组．

显然，任何向量组都与其极大无关组等价．

（6）向量组的秩：

设α1
 ，α2
 ，…，αm
 是含有非零向量的一个向量组，则其一个极大无关组中所含的向量个数称为此向量组的秩．

全由零向量构成的向量组，规定其秩为0．

（7）齐次线性方程组的基础解系：

如果一个齐次线性方程组的解向量η1
 ，η2
 ，…，ηs
 满足以下条件，则称其为该齐次线性方程组的一个基础解系：

（i）η1
 ，η2
 ，…，ηs
 线性无关；

（ii）该齐次线性方程组的每个解向量都可由η1
 ，η2
 ，…，ηs
 线性表示．

（8）非齐次线性方程组的导出组：

设A为某一非齐次线性方程组的系数矩阵，则以A为系数矩阵的齐次线性方程组称为原非齐次线性方程组的导出组．

2．主要结论

（1）关于向量组线性相关性的一些基本性质：

（i）一个向量α线性相关⇔α＝0；

（ii）两个向量α，β线性相关⇔α与β的对应分量成比例；

（iii）一个向量组若有一部分向量线性相关，则此向量组必线性相关．特别地，含有零向量的向量组必线性相关．

（iv）设αj
 ＝（a1j
 ，a2j
 ，…，arj
 ）T
 ，βj
 ＝（a1j
 ，a2j
 ，…，arj
 ，ar＋1，j
 ）T
 　（j＝1，2，…，m）即向量αj
 添上一个分量后得到向量βj
 ．若向量组A：α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关，则向量组B：β1
 ，β2
 ，…，βm
 也线性无关．反之若向量组B线性相关则向量组A也线性相关．

（v）m个n维向量组成的向量组，当维数n小于向量个数m时一定线性相关．

（vi）n维单位向量ε1
 ＝（1，0，…，0）T
 ，ε2
 ＝（0，1，…，0）T
 ，…，εn
 ＝（0，…，0，1）T
 线性无关，且任何n维向量都可由它线性表示．

（2）定理1　向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 （m≥2）线性相关的充要条件是其中至少有一个向量是其余m－1个向量的线性组合．

（3）定理2　设向量组A：α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关，而向量组B：α1
 ，α2
 ，…，αm
 ，β线性相关，则向量组B必能由向量组A线性表示，且表示是唯一的．

（4）定理3　一个向量组若含有非零向量，则其任两个极大无关组所含的向量个数相等．

（5）定理4　记向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 的秩为R（α1
 ，α2
 ，…，αm
 ），则有

（i）R（α1
 ，α2
 ，…，αm
 ）＝0⇔α1
 ＝α2
 ＝…＝αm
 ＝0；

（ii）R（α1
 ，α2
 ，…，αm
 ）＝m⇔α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关．

（6）定理5　设向量组B能由向量组A线性表示，则向量组B的秩不大于向量组A的秩．

推论1　等价的向量组的秩相等．

推论2　设Cm×n
 ＝Am×s
 Bs×n
 ，则R（C）≤R（A），R（C）≤R（B）．

推论3　设向量组B是向量组A的部分组，若向量组B线性无关且向量组A能由向量组B线性表示，则向量组B是向量组A的一个极大无关组．

（7）定理6　Am×n
 X＝0有非零解的充分必要条件是R（A）＜n（而且此时的每个基础解系都含有n－R（A）个向量）．特别地，含n个未知量n个方程的齐次线性方程组有非零解的充要条件是其系数行列式｜A｜＝0．

（8）定理7　Am×n
 X＝b有解的充分必要条件是[image: alt]
 其中[image: alt]
 是该线性方程组的增广矩阵．并且

（i）[image: alt]
 时，方程组有唯一解；

（ii）[image: alt]
 时，方程组有无穷多解．

（9）定理8　齐次线性方程组解向量的线性组合仍为该齐次线性方程组的解向量．

（10）定理9　非齐次线性方程组的全部解可表为：非齐次线性方程组的一个特解与其导出组的全部解之和．

3．释疑解惑

问题1　如何正确理解线性相关和线性无关的概念？

答　线性相关的否定是线性无关．这一对概念是线性代数的最重要的概念之一，也是使读者感到较困难之处．首先，应完全理解线性相关的定义，理解它的几何意义．两个向量线性相关就是它们在一条直线上，而三个向量线性相关就是它们在一个平面上．其次，应能熟练地运用定义和定理来判断线性相关性．这一点可结合后面的例题．再者，应理解线性相关性的本质，这方面可结合矩阵的秩与线性方程组解的存在性来认识．

纯粹从向量的角度，线性相关的本质是：一组向量线性相关等价于其中存在一个向量可由其余向量线性表示，线性相关与线性表示是一回事；而从其反面看，一组向量线性无关等价于这组向量中找不到一个向量可由其余向量线性表示，也就是说，这组向量中没有多余的．

问题2　如何正确理解向量组的秩和极大线性无关组？

答　这两个概念是矩阵的秩的概念和向量组线性相关的概念的延伸与展开．向量组的秩与向量的线性相关性有紧密联系，它表明向量组中极大无关组所含向量的个数．因此向量组的秩是刻画向量组线性相关性的一种数量指标．

我们应建立这样的观念：一个矩阵就是一个向量组，即以该矩阵的每一行（或列）作为向量的行（或列）向量组．反过来，一个向量组就是一个矩阵，即以每个向量作为行（或列）所形成的矩阵．有了这个观念，对于矩阵的秩、向量组的秩、向量组的线性相关性、向量组的极大无关组等重要概念的理解，就变得既顺理成章、合乎逻辑，又具备系统性和整体性．许多问题的解决，就从难以入手到一目了然．

我们看到，一个向量组的秩就是它所对应的矩阵的秩．因此，求一个向量组的秩就自﻿然转化为求矩阵的秩，这时初等变换法就显出了效力．再者，一个向量组线性无关的充要条件是其满秩，即由该向量组组成的矩阵的秩等于向量个数，或者说，一个向量组线性相关的充要条件是其不满秩，即相应矩阵的秩小于向量的个数．

至于极大无关组，向量组的一个极大无关组所含向量个数就是相应矩阵的秩．因此，在计算上，将该向量组依次作为列向量形成矩阵，通过初等行变换确定矩阵的秩，再寻找一个与秩同阶的非零子式，那么该子式所在的各个列向量就构成原向量组的一个极大无关组．我们可结合后面的例题来体会．

我们应能使用上述的“矩阵初等变换法”熟练计算向量组的秩，寻找极大无关组；并能使用求解线性方程组的方法用极大无关组表示其余向量．

问题3　由0α1
 ＋0α2
 ＋…＋0αm
 ＝0可判定α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关吗？

答　这是在判断一组向量线性无关时，常出现的错误．

事实上，对任一组向量α1
 ，α2
 ，…，αm
 ，等式0α1
 ＋0α2
 ＋…＋0αm
 ＝0均成立．而由线性无关的定义可知：只有当不存在不全为零的数k1
 ，k2
 ，…，km
 使k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋km
 αm
 ＝0时，才能判定向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关．而由0α1
 ＋0α2
 ＋…＋0αm
 ＝0并不能说明这一点．

问题4　若向量组α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关，则向量组α1
 ＋α2
 ，α2
 ＋α3
 ，α3
 ＋α1
 是否线性无关？又若向量组α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 线性无关，则向量组α1
 ＋α2
 ，α2
 ＋α3
 ，α3
 ＋α4
 ，α4
 ＋α1
 是否线性无关？

答　不难证明：当α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关时，α1
 ＋α2
 ，α2
 ＋α3
 ，α3
 ＋α1
 也线性无关．但α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 线性无关时，α1
 ＋α2
 ，α2
 ＋α3
 ，α3
 ＋α4
 ，α4
 ＋α1
 却是线性相关的．因为

（α1
 ＋α2
 ）－（α2
 ＋α3
 ）＋（α3
 ＋α4
 ）－（α4
 ＋α1
 ）＝0

问题5　已知等价的向量组有相同的秩，问：有相等秩的两个向量组是否一定等价？

答　不一定．例如，向量组α1
 ＝（1，0，0）T
 ，α2
 ＝（0，1，0）T
 与向量组β1
 ＝（0，0，1）T
 ，β2
 ＝（0，2，0）T
 的秩均为2，由于向量α1
 不能由向量组β1
 ，β2
 线性表示，所以这两个向量组并不等价．

不过，若已知两个向量组有相同的秩，且其中一组可被另一组线性表示，则这两个向量组是等价的．

问题6　基础解系的主要作用是什么？

答　它是刻画一个线性方程组的全部解的一种方式．齐次线性方程组AX＝0的全部解可以用它的一个基础解系的线性组合表示出来．非齐次线性方程组AX＝b的全部解可以用它的一个特解与它的导出组AX＝0的全部解之和来表示．可见，基础解系是线性方程组的解的基础．注意：基础解系不是唯一的，但一般只要求出其中之一就行．

问题7　与基础解系等价的线性无关的向量组仍是基础解系吗？

答　是．因为齐次线性方程组的解向量的线性组合仍为解向量，故与基础解系等价﻿的向量组的每个向量都是解向量，并且每个解向量都可由基础解系线性表示，从而可由与基础解系等价的向量组线性表示．由于它们又是线性无关的，所以也是基础解系．

问题8　齐次线性方程组AX＝0是线性方程组AX＝b的导出组，则AX＝0有非零解时，AX＝b一定有无穷多个解吗？

答　不一定．必须在AX＝b有解的前提下，才能说AX＝0有非零解时，AX＝b有无穷多个解．

问题9　如何将线性方程组的语言、向量的语言、矩阵的语言联成一个整体，实现三者之间的相互转化？

答　这也是整个线性代数的难点之一．

给定一个有m个方程n个未知量的线性方程组AX＝b．其增广矩阵为[image: alt]
 设[image: alt]
 的行向量组为α1
 ，α2
 ，…，αm
 ．若它们线性相关，则存在一个αi
 ，它是其余向量的线性组合．于是第i个方程就可由其余方程线性表示，这样，第i个方程成为多余的方程，可以从方程组中删去．假若α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关，则找不到一个αi
 能写成其余向量的线性组合，于是，方程组中没有一个方程可以被其余方程线性表示，即不存在多余的方程．

因此，向量组的线性相关性反映的是线性方程组中方程间的线性表示，即是否存在可删去的方程．而向量组的一个极大无关组，则反映了由线性方程组中部分方程所构成的与原方程组同解的一个“最简”方程组．那么矩阵的秩（或者行向量组的秩）就是这样一个“最简”方程组中所含方程的个数．

正是为了研究线性方程组解的存在性与唯一性，才引入诸如线性相关性、秩、极大无关组等基本概念．使用了这些概念，不仅可以圆满地解决线性方程组的问题，还使我们更深刻地认识了线性方程组．

例如，设线性方程组系数矩阵的列向量组为β1
 ，β2
 ，…，βn
 ，那么AX＝b有解的充要条件就是b可由β1
 ，β2
 ，…，βn
 线性表示，也就是两向量组β1
 ，β2
 ，…，βn
 ，与β1
 ，β2
 ，…，βn
 ，b等价，也就是A的秩等于[image: alt]
 的秩．

现在，我们还可以对可逆矩阵有更全面的认识．设A为n阶方阵，那么A可逆⇔存在B使AB＝E⇔｜A｜≠0⇔A的行（列）向量组线性无关⇔R（A）＝n（即A满秩）⇔线性方程组AX＝b有唯一解⇔A与E等价．

题型分析

题型1　判别向量组的线性相关性

主要有以下几种方法．

（1）用线性相关性的定义判别：

对向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 ，设数组k1
 ，k2
 ，…，km
 使k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋km
 αm
 ＝0，比较﻿等式两端向量的对应分量，可得以k1
 ，k2
 ，…，km
 为未知量的齐次线性方程组．于是判别向量组线性相关性的问题转化为研究齐次线性方程组是否有非零解的问题．该方法是讨论向量组线性相关性的一般方法．

（2）用线性相关性的有关结论判别：

关于向量组线性相关或线性无关的常用结论见本章的第三部分（概念、定理的理解与释疑解惑）．

（3）用矩阵的子式判别：

设α1
 ，α2
 ，…，αm
 是n维行（或列）向量（m≤n），将其按行（或列）排成m×n（或n×m）矩阵A，若A的所有m阶子式都为零，则α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性相关；若A中有一个m阶子式不为零，则α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关．

（4）用向量组的秩判别：

设向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 的秩为r，则r＜m时，该向量组线性相关；r＝m时，该向量组线性无关．而求向量组的秩的问题可以转化为求矩阵的秩的问题．

例1　证明向量组α1
 ＝（1，-1，1，1）T
 ，α2
 ＝（1，1，-1，2）T
 ，α3
 ＝（5，-1，1，3）T
 线性无关．

解　方法一　设数组k1
 ，k2
 ，k3
 使k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋k3
 α3
 ＝0，则有齐次线性方程组AX＝0，其中A＝［α1
 ，α2
 ，α3
 ］，X＝（k1
 ，k2
 ，k3
 ）T
 ，而

[image: alt]


则R（A）＝3＝未知量个数，故AX＝0只有零解．从而α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关．

方法二　由于矩阵A的第一、二、四行组成的三阶子式为

[image: alt]


故R（A）＝3＝未知量个数，从而α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关．

方法三　由于[image: alt]


故R（α1
 ，α2
 ，α3
 ）＝3，从而α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关．

例2　设向量组α1
 ，α2
 ，α3
 线性相关，且α3
 不能由α1
 ，α2
 线性表示，试证明α1
 ，α2
 仅相差一个常数因子．

证　存在3个不全为0的数k1
 ，k2
 ，k3
 ，使k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋k3
 α3
 ＝0，则k3
 ＝0（否则α3
 能由α1
 ，α2
 线性表示）．于是k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＝0，k1
 ，k2
 不全为0，不妨设k1
 ≠0，则[image: alt]
 [image: alt]
 因此α1
 ，α2
 仅相差一个常数因子．

题型2　求向量组的秩与极大无关组

向量组的秩与极大无关组密切相关，它反映了向量组本身的特征，即向量组的任一极大无关组所含向量的个数相同，这个数值就是该向量组的秩．求向量组的极大无关组及秩的方法归纳如下：

（1）逐个选录法：

该方法的依据是极大无关组的定义，即对向量组自左向右逐个选择，去掉“多余向量”．

注　按照逐个选录法求向量组的极大无关组及秩时．运算量较大，因此较少采用．

（2）利用矩阵的秩及子式求极大无关组：

设α1
 ，α2
 ，…，αm
 为n维行（或列）向量组（m≤n），将其按行（或列）排成m×n（或n×m）矩阵A，则A的秩就是它的行（或列）向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 的秩．若R（A）＝r且A中的一个r阶非零子式为Dr
 ，则含Dr
 的部分向量组为α1
 ，α2
 ，…，αm
 的一个极大无关组．

（3）利用矩阵的初等变换求极大无关组：

关于矩阵的初等变换，有以下两个结论．

命题1　设矩阵Am×n
 经过有限次初等行变换变成矩阵Bm×n
 ，则A的j1
 ，…，jr
 列与B的j1
 ，…，jr
 列的线性相关性相同．

命题2　设矩阵Am×n
 经过有限次初等列变换变成矩阵Cm×n
 ，则A的i1
 ，…，ir
 行与C的i1
 ，…，ir
 行的线性相关性相同．

根据命题1，若B的j1
 ，…，jr
 列是B的列向量组的一个极大无关组，则A的j1
 ，…，jr
 列就是A的列向量组的一个极大无关组．根据命题2，若C的i1
 ，…，ir
 行是C的行向量组的一个极大无关组，则A的i1
 ，…，ir
 行就是A的行向量组的一个极大无关组．

注　利用矩阵的初等变换方法求向量组的极大无关组时，对以行向量组按行构成的矩阵最好进行初等列变换；对以列向量组按列构成的矩阵最好进行初等行变换．

例3　设α1
 ＝（2，1，2，3）T
 ，α2
 ＝（-1，1，5，3）T
 ，α3
 ＝（0，-1，-4，-3）T
 ，α4
 ＝（1，0，-2，-1）T
 ，α5
 ＝（1，2，9，8）T
 ，求R（α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ，α5
 ），并找出一个极大无关组．

解　以α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ，α5
 为列向量组作矩阵A，用初等行变换把A化为阶梯形矩阵．

﻿[image: alt]


于是R（α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ，α5
 ）＝R（A）＝3，矩阵B的第1，2，4列构成的向量组线性无关，从而α1
 ，α2
 ，α4
 线性无关，它们是α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ，α5
 的一个极大无关组（一般选阶梯形矩阵的阶梯角所在列号对应的部分组为极大无关组）．

注　如果还要求把α3
 ，α5
 表示成α1
 ，α2
 ，α4
 的线性组合，则可对B继续作初等行变换，直到化为简单阶梯形矩阵（台角上的元素为1，其上面的元素也都为0）．
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记β1
 ，β2
 ，β3
 ，β4
 ，β5
 是C的列向量组，则容易看出[image: alt]
 [image: alt]
 从而[image: alt]


例4　设α1
 ＝［1，2，-3］T
 ，α2
 ＝［3，0，1］T
 ，α3
 ＝［9，6，-7］T
 ，β1
 ＝［0，1，-1］T
 ，β2
 ＝［a，2，1］T
 ，β3
 ＝［b，1，0］T
 ，已知R（α1
 ，α2
 ，α3
 ）＝R（β1
 ，β2
 ，β3
 ）．并且β3
 可以由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示，求a和b．

解　因为β3
 可以由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示，所以R（α1
 ，α2
 ，α3
 ，β3
 ）＝R（α1
 ，α2
 ，α3
 ）．而
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故R（α1
 ，α2
 ，α3
 ）＝2，从而b＝5，且有R（β1
 ，β2
 ，β3
 ）＝2．又
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题型3　向量组的秩与矩阵的秩的证明

关于向量组的秩与矩阵的秩的证明题，相对来讲有一定的难度，比较灵活．常用到的﻿结论是：

（1）若向量组（Ⅰ）可由向量组（Ⅱ）线性表示，则向量组（Ⅰ）的秩不超过向量组（Ⅱ）的秩；

（2）若向量组（Ⅰ）与向量组（Ⅱ）等价，则它们有相同的秩．

例5　设向量组｛α1
 ，α2
 ，…，αs
 ｝⊂Rn
 ，且秩为r（r＞0）．证明：

（1）α1
 ，α2
 ，…，αs
 中任意r个线性无关的向量均构成一个极大无关组．

（2）α1
 ，α2
 ，…，αs
 可由其中某r个向量线性表示，则这r个向量必是α1
 ，α2
 ，…，αs
 的一个极大无关组．

证　（1）设αj1

 ，αj2

 ，…，αjr

 是α1
 ，α2
 ，…，αs
 的任一线性无关组，由于R（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ）＝r，故α1
 ，α2
 ，…，αs
 中任意r＋1个向量线性表示，因此αj1

 ，αj2

 ，…，αjr

 是α1
 ，α2
 ，…，αs
 的一个极大无关组．

（2）设｛αj1

 ，αj2

 ，…，αjr

 ｝⊂｛α1
 ，α2
 ，…，αs
 ｝且α1
 ，α2
 ，…，αs
 可由αj1

 ，αj2

 ，…，αjr

 线性表示，则αj1

 ，αj2

 ，…，αjr

 与α1
 ，α2
 ，…，αs
 等价．因此R（αj1

 ，αj2

 ，…，αjr

 ）＝R（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ）＝r＞0．故αj1

 ，αj2

 ，…，αjr

 线性无关，因而是α1
 ，α2
 ，…，αs
 的一个极大无关组．

题型4　用克莱姆法则求解线性方程组

用克莱姆法则求解线性方程组有两个前提，一是方程个数等于未知量个数，二是系数行列式不等于零．具体求法可参见本书第一章．

题型5　求解方程组

1．齐次线性方程组的求解方法

设齐次线性方程组为
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第一步：利用初等行变换化系数矩阵A为行最简矩阵B，不妨设

[image: alt]


B对应的方程组的解为

﻿[image: alt]


第二步：求出方程组的通解．有两种方法．

方法一　可取自由变量xr＋1
 ＝k1
 ，…，xn
 ＝kn－r
 ，从而得通解为
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其中k1
 ，…，kn－r
 为任意的实数．

方法二　令xr＋1
 ，…，xn
 取下列n－r组数
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从而求得方程组的n－r个解．

[image: alt]


则方程组①的通解为X＝k1
 ξ1
 ＋k2
 ξ2
 ＋…＋kn－r
 ξn－r
 ，其中k1
 ，…，kn－r
 为任意的实数．

2．非齐次线性方程组的求解方法

方程组[image: alt]
 的行最简矩阵⇔同解方程组．此时若[image: alt]
 则方程组无解；[image: alt]
 时，则方程组有解．与齐次的情形类似，此时也有两种求通解的方法．

方法一　不妨设同解方程组为

﻿[image: alt]


此时可取自由变量xr＋1
 ＝k1
 ，…，xn
 ＝kn－r
 ，从而得通解为
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其中k1
 ，…，kn－r
 为任意的实数．

方法二　令

[image: alt]


可得方程组的一个特解　η＝（c1
 ，…，cr
 ，0，…，0）T


再求出其导出组
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的一个基础解系ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξn－r
 ，即可得非齐次线性方程组的通解

X＝η＋k1
 ξ1
 ＋k2
 ξ2
 ＋…＋kn－r
 ξn－r


其中k1
 ，…，kn－r
 为任意的实数．

注　求解线性方程组时，不能用初等列变换！

3．用初等行变换解矩阵方程

例如要求矩阵X，使AX＝B，其中A、B为已知矩阵，且A是可逆的．因为A可逆，所以X＝A-1
 B，则有[image: alt]
 就可求出X（比先求A-1
 ，再用矩阵乘法计算A-1
 B要简单）．

例6　求齐次方程组

﻿[image: alt]


的一个基础解系，并写出它的一个通解．

解　用初等行变换将系数矩阵化为阶梯形矩阵

[image: alt]


选定自由变量，得同解方程组
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分别令[image: alt]
 得基础解系

[image: alt]


通解为　x＝c1
 ξ1
 ＋c2
 ξ2
 ＋c3
 ξ3
 ，其中c1
 ，c2
 ，c3
 为任意实数．

例7　设　　[image: alt]


求方程组的通解，并用基础解系表达．

解　[image: alt]


﻿[image: alt]


因[image: alt]
 故方程组有解，并有
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令x3
 ＝x4
 ＝0，则[image: alt]
 即得方程组的一个特解为
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在对应的齐次线性方程组

[image: alt]


中x3
 ，x4
 为自由变量．分别令[image: alt]
 得对应的齐次线性方程组的基础解系
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于是方程组的通解为

[image: alt]


例8　利用初等变换求矩阵X，使XA＝B，其中
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分析　通常是作初等行变换，故对原矩阵方程XA＝B，先作转置运算，即有AT
 XT
 ＝BT
 ，若AT
 可逆，则XT
 ＝（AT
 ）-1
 BT
 ，由（AT
 ）-1
 （AT
 ｜BT
 ）＝（E｜（AT
 ）-1
 BT
 ）可知，若对矩阵（AT
 ｜BT
 ）施行初等行变换，当把AT
 变为E时，BT
 就变为（AT
 ）-1
 BT
 ＝XT
 ，从而求得X．

解　[image: alt]


于是得[image: alt]
 故[image: alt]


注　在进行初等变换的“化零”运算时，尽量避免分数运算．如本例解中的变换2r2
 ＋7r1
 ，变换2r3
 －3r1
 就是为此所作．

题型6　含参数线性方程组的求解方法

线性方程组Ax＝b的系数矩阵A或右端项b中含有待定参数时，可分以下情形处理．

1．方程个数等于未知量个数时，有两种求解方法

方法1　（行列式法——适用于A中含有参数的情形）：先计算行列式D＝det A，它是关于参数的函数式．当取参数为使D≠0的值时，由克莱姆法则，方程组有唯一解；再将使D＝0的参数值逐个代入增广矩阵[image: alt]
 当[image: alt]
 时，方程组无解；当[image: alt]
 时，方程组有无穷多解．

方法2　（初等行变换法）：用初等行变换化增广矩阵[image: alt]
 为阶梯形矩阵，当取参数为使[image: alt]
 的那些值时，方程组无解；当取参数为使[image: alt]
 的那些值时，方程组有解，且r＝n时有唯一解，r＜n时有无穷多解．

2．方程个数不等于未知量个数时，只能用初等行变换法来讨论

例9　已知方程组[image: alt]


（1）k取何值时方程组无解？取何值时方程组有解？

（2）有解时求出它的通解．

解　对增广矩阵[image: alt]
 施行初等行变换

[image: alt]


当k≠1时，R（A）＝2，[image: alt]
 所以无解；

又当k＝1时，[image: alt]
 有无穷多组解．此时

[image: alt]


同解方程组为[image: alt]
 （x3
 为自由变量）．

令x3
 ＝c，写成参数形式的通解为[image: alt]
 其中c为任意实数，或写成向量形式的通解为

[image: alt]


例10　求解齐次线性方程组

[image: alt]
 （其中a，b为参数）

解　对系数矩阵A施行初等行变换

﻿[image: alt]


（1）当b≠-1时，[image: alt]
 这时R（A）＝R（A2
 ）＝3＜4＝n，方程组含有1个自由变量，相应的同解方程组为

[image: alt]
 （x3
 为自由变量），

或写成向量形式的通解为

[image: alt]
 （c为任意实数）

（2）当b＝-1时，[image: alt]


（i）又当a≠1时，则[image: alt]
 这时R（A）＝R（A3
 ）＝3＜4＝n，方程组仍含有1个自由变量，相应的同解方程组为

[image: alt]
 （x4
 为自由变量）

﻿或写成向量形式的通解为

[image: alt]
 （c为任意实数）

（ii）又当a＝1时，则　[image: alt]
 这时R（A）＝R（A1
 ）＝2＜4＝n，方程组含有2个自由变量，相应的同解方程组为

[image: alt]
 （x3
 ，x4
 为自由变量）

或写成向量形式的通解为

[image: alt]
 （c1
 ，c2
 为任意实数）

注　在进行矩阵初等变换时，不能随意用含参数的式子去乘或去除矩阵的某行，一定要事先讨论该式是否为零，分别处理．

习题选解

1．（习题3-2，7）a取何值时线性方程组

[image: alt]


有解？并求其解．

解　对方程组的增广矩阵施行行变换

[image: alt]


若a≠1，则
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从而方程组有唯一解为

[image: alt]


若a＝1，则
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得同解方程组x1
 ＋x2
 ＋x3
 ＝1．取x2
 ，x3
 为自由变量，得通解为

[image: alt]
 （k1
 ，k2
 为任意常数）

2．（习题3-3，11（2））试将向量β表示成向量组α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 的线性组合．这里β＝［0，2，0，-1］T
 ，α1
 ＝［1，1，1，1］T
 ，α2
 ＝［1，1，1，0］T
 ，α3
 ＝［1，1，0，0］T
 ，α4
 ＝［1，0，0，0］T
 ．

解　[image: alt]


所以　β＝-α1
 ＋α2
 ＋2α3
 －2α4
 ．

3．（习题3-3，15（1））设有向量组α1
 ＝［2，1，3，-1］T
 ，α2
 ＝［3，-1，2，0］T
 ，α3
 ＝［1，3，4，-2］T
 ，α4
 ＝［4，-3，1，1］T
 ；求该向量组的秩及其一个极大无关组，并把其余向量（若还有的话）都用极大无关组表示出来．

解　[image: alt]


所以α1
 ，α2
 为向量组的极大线性无关组，且α3
 ＝2α1
 －α2
 ，α4
 ＝-α1
 ＋2α2
 ．

4．（习题3-4，4（2））求下列非齐次线性方程组的通解，并用基础解系来表示．

[image: alt]


解　[image: alt]


故方程组的一个特解为[image: alt]
 又取［x4
 ，x5
 ］T
 ＝［1，0］T
 ，［0，1］T
 ，则可得对应齐次线性方程组的一个基础解系为

﻿[image: alt]


从而原方程组的通解为X＝X0
 ＋k1
 ξ1
 ＋k2
 ξ2
 ，k1
 ，k2
 为任意常数．

5．（复习题三，三、5）设β＝［7，-2，x］T
 ，α1
 ＝［2，3，5］T
 ，α2
 ＝［3，7，8］T
 ，α3
 ＝［1，-6，1］T
 ，问x为何值时，β可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示．

解　[image: alt]


故要使β可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示，则必须75－5x＝0，从而x＝15．

6．（复习题三，四、2）设f（x）＝C0
 ＋C1
 x＋C2
 x2
 ＋…＋Cn
 xn
 ，试用线性方程组定性理论证明：若f（x）＝0有n＋1个不同的根，则f（x）≡0．

证　设f（x）＝0有n＋1个不同的根x1
 ，x2
 ，…，xn＋1
 ，则有

[image: alt]


这是一个以C0
 ，C1
 ，…，Cn
 为未知量的齐次线性方程组，其系数矩阵为

[image: alt]


显然[image: alt]
 故该方程组只有零解，即f（x）≡0．

7．（复习题三，四、6）证明矩阵A＝［aij
 ］m×n
 的秩为1的充要条件是：存在m个不全为零的数a1
 ，a2
 ，…，am
 及n个不全为零的数b1
 ，b2
 ，…，bn
 ，使aij
 ＝ai
 bj
 （i＝1，2，…，m；j＝1，2，…，n）．

证　必要性　设R（A）＝1，则A中任两行都线性相关，亦即任一行向量都可由任一非零的行向量线性表示．不妨设

［a11
 ，a12
 ，…，a1n
 ］≠0

且［ai1
 ，ai2
 ，…，ain
 ］＝ai
 ［a11
 ，a12
 ，…，a1n
 ］，i＝1，2，…，m．即有aij
 ＝ai
 bj
 ，其中

bj
 ＝a1j
 ，j＝1，2，…，n

显然a1
 ＝1，且b1
 ，b2
 ，…，bn
 不全为零．

充分性　设有不全为零的数a1
 ，a2
 ，…，am
 及b1
 ，b2
 ，…，bn
 使

aij
 ＝ai
 bj
 ，i＝1，…，m；j＝1，…，n

则　　[image: alt]


于是A中任意两行都成比例，且至少有一行元素不全为零，从而R（A）＝1．

8．（复习题三，四、7）证明：若A为n阶方阵（n≥2），则

（1）当R（A）＝n时，R（A*
 ）＝n；

（2）当R（A）＝n－1时，R（A*
 ）＝1；

（3）当R（A）＜n－1时，R（A*
 ）＝0．

证　当R（A）＝n，即A为非奇异时，由于

｜A*
 ｜＝｜A｜n－1


故A*
 也非奇异，从而R（A*
 ）＝n．

当R（A）＝n－1时，有｜A｜＝0，于是

AA*
 ＝｜A｜E＝0

从而R（A*
 ）≤1．又因R（A）＝n－1，所以至少有一个代数余子式Aij
 ≠0．因此又有R（A*
 ）≥1，于是R（A*
 ）＝1．

当R（A）＜n－1时，A*
 ＝0，此时R（A*
 ）＝0．

练习题

1．填空题

（1）系数矩阵为Am×n
 的齐次线性方程组AX＝0，若有非零解，则R（A）＝r＜______，且有______个自由变量．

（2）增广矩阵为B＝（Am×n
 ，b）的非齐次线性方程组AX＝b有无穷多组解的充分必要条件是：__________________________．

2．选择题

（1）若Am×n
 X＝b中m＜n，则有（　　）

（A）AX＝b必有无穷多解

（B）AX＝0仅有零解

（C）AX＝0必有非零解

（D）AX＝b必定无解

（2）A3×4
 X＝b中，若（　　）成立，则该方程组一定有解．

（A）R（A）＝1

（B）R（A）＝2

（C）R（A／b）＝3

（D）R（A）＝3

（3）方程组[image: alt]
 的非零解中有n－1个自由未知量，则必有（　　）成立．

（A）a1
 ＝a2
 ＝…＝an


（B）b1
 ＝b2
 ＝…＝bn


（C）ai
 ＝bi
 （i＝1，2，…，n）

（D）ai
 ／bi
 ＝m（i＝1，2，…，n）

3．求向量组α1
 ＝［6，4，1，-1，2］T
 ，α2
 ＝［1，0，2，3，-4］T
 ，α3
 ＝［1，4，-9，-16，22］T
 ，α4
 ＝［7，1，0，-1，3］T
 的极大无关组及秩，并把其余向量用极大无关组线性表示．

4．求齐次方程组的基础解系：

[image: alt]


5．已知[image: alt]
 分别是两个齐次方程组的系数矩阵，若这两个方程组是同解方程组，试求参数a与b（提示：用R（A）＝R（B）来求）．

6．已知齐次线性方程组AX＝0的系数矩阵A经过初等行变换成下列矩阵，求原方程组的通解（向量形式）：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


7．已知AX＝b的增广矩阵（A，b）经过初等行变换成下列矩阵，试求解原方程组（若有解，用向量形式表示）：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


8．求非齐次线性方程组的通解，并用基础解系表达．

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


9．求解下列矩阵方程

[image: alt]


10．求向量ξ使3（α1
 ＋ξ）＋2（α2
 ＋ξ）＝5（α3
 ＋ξ），其中α1
 ＝［2，5，1，3］T
 ，α2
 ＝［10，1，5，10］T
 ，α3
 ＝［4，1，-1，1］T
 ．

11．λ取何值时，线性方程组

[image: alt]


无解？有唯一解？有无穷多解？当有解时，求其所有解．


第四章　特征值和特征向量　矩阵的相似对角化

知识网络图

[image: alt]


内容与要求

（1）理解矩阵的特征值和特征向量的概念及性质，会求矩阵的特征值和特征向量．

（2）了解相似矩阵的概念、性质及矩阵可相似对角化的充分必要条件，掌握将矩阵化为相似对角矩阵的方法．

（3）了解内积的概念，掌握线性无关向量组标准规范化的施密特（Schmidt）方法；了解正交向量组、标准正交向量组、正交矩阵、正交变换的概念，以及它们的性质．

（4）掌握实对称矩阵的特征值和特征向量的性质，以及正交相似于对角矩阵的方法．

难点与重点　方阵的特征值和特征向量的求法，实对称矩阵正交相似于对角矩阵的方法．

概念、定理的理解与释疑解惑

1．基本概念

（1）设n阶方阵A，若有数λ和n维非零列向量ξ，使得：Aξ＝λξ成立，则称数λ是方阵A的特征值，向量ξ为方阵A的属于（或对应于）特征值λ的特征向量．

（2）设n阶方阵A＝［aij
 ］n×n
 ，则

﻿[image: alt]
 称为方阵A的特征多项式，｜λE－A｜＝0称为A的特征方程，（λE－A）X＝0　称为A的特征方程组．

（3）设A和B都是n阶方阵，若存在n阶可逆阵P，使P-1
 AP＝B成立，则称B是A的相似矩阵．

（4）两个n元实向量α＝［a1
 ，a2
 ，…，an
 ］T
 ，β＝［b1
 ，b2
 ，…，bn
 ］T
 ，称实数［α，β］＝a1
 b1
 ＋a2
 b2
 ＋…＋an
 bn
 为α与β的内积．

（5）称[image: alt]
 为n元实向量α的长度（或模）．

（6）设两个n元非零实向量α，β，记[image: alt]
 0≤＜α，β＞≤π．称＜α，β＞为α，β的夹角．

（7）设α，β是两个n元实向量，若［α，β］＝0，则称α与β正交（或互相垂直），记为α⊥β．

（8）一组两两正交的非零向量称为正交向量组．由单位向量构成的正交向量组叫做正交的单位向量组（或标准正交向量组）．

（9）设n阶实矩阵A，如果AT
 A＝AAT
 ＝E，则称A为正交矩阵．

（10）若U为正交矩阵，则线性变换Y＝UX称为正交变换．

2．主要结论

关于特征向量，有以下结论：

（1）若ξ1
 ，ξ2
 是A的属于特征值λ的两个特征向量，则k1
 ξ1
 ＋k2
 ξ2
 （≠0）也是A的属于特征值λ的特征向量，所以属于λ的特征向量有无穷多个．

（2）属于方阵A的不同的特征值的特征向量是线性无关的．

（3）若λ1
 ，λ2
 ，…，λm
 是方阵A的不同的特征值，而ξi1
 ，ξi2
 ，…，ξir1

 （i＝1，2，…，m）是属于特征值λi
 （i＝1，2，…，m）的线性无关的特征向量，则向量组ξ11
 ，ξ12
 ，…，ξ1r1

 ，ξ21
 ，ξ22
 ，…，ξ2r2

 ，…，ξm1
 ，ξm2
 ，…，ξmrm

 是线性无关的．

（4）设λ0
 为n阶方阵A的r重特征值，则属于λ0
 的线性无关的特征向量最多只有r个．

（5）实对称矩阵A的属于不同特征值的特征向量相互正交．

（6）设A为n阶实对称矩阵，λ0
 是A的r重特征值，则A的属于特征值λ0
 恰有r个线性无关的特征向量（或矩阵λ0
 E－A的秩R（λ0
 E－A）＝n－r）．

关于特征值，有以下结论：

（1）设A是n阶方阵，则AT
 与A有相同的特征值．

（2）设n阶方阵A＝［aij
 ］n×n
 的n个特征值为λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ，则

（i）[image: alt]
 其中[image: alt]
 是A的主对角元之和，称为方阵A的迹，记作tr（A）；

（ii）[image: alt]


（3）n阶方阵A可逆的充要条件是它的任一特征值不等于零．

（4）设λ是方阵A的特征值，ξ是A的属于λ的特征向量，则

（i）kλ是kA的特征值（k是任意常数）；

（ii）λl
 是Al
 的特征值（l是正整数）；

（iii）g（λ）＝a0
 ＋a1
 λ＋a2
 λ2
 ＋…＋am
 λm
 是g（A）＝a0
 E＋a1
 A＋a2
 A2
 ＋…＋am
 Am
 的特征值（m是正整数）；

（iv）当A可逆时，λ-1
 是A-1
 的特征值；且ξ仍是矩阵kA，Al
 ，g（A），A-1
 的分别属于特征值kλ，λl
 ，g（λ），λ-1
 的特征向量．

（5）实对称矩阵的特征值为实数．

关于正交向量组、正交矩阵有以下结论：

（1）n元向量α1
 ，α2
 ，…，αm
 是两两正交非零向量组，则α1
 ，α2
 ，…，αm
 必线性无关．

（2）设α1
 ，α2
 ，…，αm
 是n维的一个线性无关向量组．

令　β1
 ＝α1
 ，

[image: alt]


得β1
 ，β2
 ，…，βm
 是一个正交向量组．将β1
 ，β2
 ，…，βm
 单位化得[image: alt]
 [image: alt]
 则η1
 ，η2
 ，…，ηj
 是一个标准正交向量组，且满足η1
 ，η2
 ，…，ηj
 与α1
 ，α2
 ，…，αj
 （j＝1，2，…，m）等价．上述过程称为施密特（Schmidt）正交化方法．

（3）设A、B为n阶正交矩阵，则

（i）A-1
 ＝AT
 ；

（ii）｜A｜＝1或-1；

（iii）A-1
 ，AT
 ，AB也是n阶正交矩阵．

（4）方阵A为正交矩阵的充分必要条件是A的列（或行）向量组是标准正交向量组．

关于矩阵相似，有以下结论：

（1）若n阶方阵A和B相似，则

（i）R（A）＝R（B）；

（ii）A与B有相同的特征多项式和特征值；

（iii）tr（A）＝tr（B），｜A｜＝｜B｜．

（2）n阶方阵A与n阶对角阵Λ相似的充分必要条件是A有n个线性无关的特征向量．

（3）一个n阶方阵A，若它有n个不同的特征值，则A一定可相似对角化．

（4）n阶方阵A可相似对角化的充分必要条件是：A的每个特征值对应的线性无关特征向量的最大个数等于该特征值的重数．

（5）n阶方阵A可相似对角化的充分必要条件是：对于A的每个ri
 重特征值λi
 ，对应特征值λi
 恰有ri
 个线性无关的特征向量．

（6）对于任意一个n阶实对称矩阵A，都存在一个n阶正交矩阵U，使得U-1
 AU为对角阵．

3．释疑解惑

问题1　λ0
 是矩阵A的一个特征根，则（λ0
 E－A）X＝0的任一解向量均为A的对应于λ0
 的特征向量吗？

答　非零解向量是，因特征向量一定是非零向量．

问题2　矩阵的秩等于它的非零特征值个数（重数照算），这结论是否正确？

答　不正确，如[image: alt]
 A的特征值全为零，亦即没有非零特征值，但A的秩为1．

正确命题为：矩阵的非零特征值个数（重数照算）小于等于矩阵的秩（命题证明超出要求）．

问题3　不同矩阵的特征值一定不同吗？

答　不一定，因为相似矩阵的特征值相同．

问题4　如果n阶方阵A有n个互不相同的特征向量，则A可与对角阵相似吗？

答　不一定．A的特征向量必有无穷多个，但需要有n个线性无关的特征向量才可与对角阵相似．

问题5　是不是任何方阵都能相似对角化？

答　不是，如[image: alt]
 不能相似对角化．n阶方阵A有n个线性无关特征向量才能相似对角化．

问题6　相似矩阵定义中的可逆矩阵P是唯一的吗？

答　不是唯一的，[image: alt]
 [image: alt]


问题7　若方阵A与B是相似方阵，则A与B有相同的特征多项式．反过来，A与B有相同的特征多项式，则A与B是否相似吗？在什么条件下必定相似？

答　可能相似，如[image: alt]


可能不相似，如[image: alt]


当方阵A与B都能相似对角阵化时，若它们有相同的特征多项式，则必定相似．

问题8　A，B都是n阶实对称矩阵，且A与B有相同特征多项式，则A与B必定相似吗？

答　必定相似，实对称矩阵一定可以相似对角化，若实对称矩阵A与B有相同特征多项式，则A与B必定相似．

问题9　若n阶矩阵A的秩R（A）＝r＜n，那么，λ＝0是不是A的n－r重特征值？

答　λ＝0是A的特征值，但不一定是n－r重特征值．如[image: alt]
 R（A）＝2，n－r＝1，而λ＝0是A的3重特征值．

问题10　实对称矩阵一定可以相似对角化，则和对角矩阵相似的矩阵一定是实对称矩阵吗？

答　不一定，[image: alt]
 [image: alt]
 A与B相似，但B不是实对称矩阵．

题型分析

题型1　矩阵的特征值与特征向量

解题方法　（1）数值型矩阵的特征值与特征向量：

①求出n阶方阵A的特征多项式｜λE－A｜；

②求出特征方程｜λE－A｜＝0的解，λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ，即A的特征值；

③把每个特征值λ＝λi
 代入特征方程组（λE－A）X＝0，求出基础解系，就是A的属﻿于特征值λi
 的线性无关特征向量，基础解系的线性组合（零向量除外），就是A的属于特征值λi
 的全部特征向量（如例1）．

（2）含待定参数的矩阵的特征值与特征向量：首先要利用题目给定的条件，根据有关矩阵特征值、特征向量以及矩阵相似等的结论确定矩阵中的待定参数，再按上述步骤求出特征值和特征向量（如例2）．

例1　求矩阵的特征值和特征向量

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]
 （习题4-1：1（3））

（3）[image: alt]
 （习题4-1：1（4））

解　（1）因为方阵A的特征多项式为

[image: alt]


所以A的特征值为　λ1
 ＝λ2
 ＝-1，λ3
 ＝3．

对于λ1
 ＝λ2
 ＝-1，解方程组（-E－A）X＝0，由

[image: alt]


对于λ3
 ＝3，方程组（3E－A）X＝0，由

[image: alt]


基础解系　　　　[image: alt]


则A的特征值为-1，-1，3，[image: alt]
 是属于-1的特征向量；[image: alt]
 [image: alt]
 是属于3的特征向量．

（2）方阵A的特征多项式为

[image: alt]


所以A的特征值为　λ1
 ＝-2，λ2
 ＝1，λ3
 ＝4．

当λ1
 ＝-2时，代入特征方程组（λE－A）X＝0，由

[image: alt]


得基础解系[image: alt]
 所以属于-2的线性无关特征向量为X11
 ，全部特征向量为k1
 X11
 （k1
 ≠0）．

当λ2
 ＝1时，代入特征方程组（λE－A）X＝0，由

[image: alt]


得基础解系[image: alt]


所以属于1的线性无关特征向量为X21
 ，全部特征向量为k2
 X21
 （k2
 ≠0）．

当λ3
 ＝4时，代入特征方程组（λE－A）X＝0，由

[image: alt]


得基础解系[image: alt]


所以属于4的线性无关特征向量为X31
 ，全部特征向量为k3
 X31
 （k3
 ≠0）．

（3）A的特征多项式为

[image: alt]


所以A的特征值为　λ1
 ＝-2，λ2
 ＝λ3
 ＝1．

当λ1
 ＝-2时，代入特征方程组（λE－A）X＝0，由

[image: alt]


得基础解系[image: alt]
 所以属于-2的线性无关特征向量为X11
 ，全部特征向量为kX11
 （k≠0）．

当λ2
 ＝λ3
 ＝1时，代入特征方程组（λE－A）X＝0，由

[image: alt]


得基础解系[image: alt]
 所以属于1的线性无关特征向量X21
 、X22
 ，全部特征向量为k1
 X21
 ＋k2
 X22
 （k1
 ，k2
 不全为零）．

注1　求特征值时困难在于计算行列式，应尽量利用行列式性质，将某行（列）化成某同一因子（λ的一次式），然后再计算，这样易于将多项式因式分解．由例还可看出，当特征值是重根时，不一定有2个线性无关的特征向量．另外，还可从解（λE－A）X＝0中可验证所求的特征值是否正确（当（λE－A）X＝0只有零解时，可以说明该λ不是特征值）．

注2　特征向量是非零向量，须牢记．

例2　已知λ＝2是矩阵[image: alt]
 的单特征值，且A的特征值有重根（其中a＜0），求A的特征值与特征向量．

解　方阵A的特征多项式为

[image: alt]


因为方阵A的特征值有重根，所以方程λ2
 －（3＋a）λ＋3a＋4＝0有重根．Δ＝（3＋a）2
 －4（3a＋4）＝a2
 －6a－7＝0，因a＜0，得a＝-1．

所以A的特征值为λ1
 ＝λ2
 ＝1，λ3
 ＝2．

当λ1
 ＝λ2
 ＝1时，代入特征方程组（λE－A）X＝0，由

[image: alt]


因此，属于λ1
 ＝λ2
 ＝1的线性无关的特征向量为ξ11
 ，属于λ1
 ＝λ2
 ＝1的全部特征向量为k1
 ξ11
 （k1
 ≠0）．

当λ3
 ＝2时，代入特征方程组（λE－A）X＝0，由

[image: alt]


因此，属于λ3
 ＝2的线性无关的特征向量为ξ21
 ，属于λ3
 ＝2的全部特征向量为k2
 ξ21
 （k2
 ≠0）．

题型2　抽象矩阵的特征值与特征向量

解题方法　对没有给出具体元素的抽象矩阵，其特征值可按如下思路求解：

（1）利用矩阵特征值的定义式Aξ＝λξ，ξ≠0，满足该定义式的值λ即为矩阵A的特征值，满足该定义式的向量ξ即为属于特征值λ的特征向量，由此求解或证明有关抽象矩阵特征值和特征向量的命题（如例3）；

（2）利用矩阵的特征方程｜A－λE｜＝0，满足该特征方程的值λ即为矩阵A的特征值，再进一步确定对应的特征向量（如例4）；

（3）利用矩阵的特征值与特征向量的已知结论（性质）解题（如例5、6）．

例3　设A为满足等式A2
 －3A＋2E＝0的矩阵，试证明其特征值只能取值1或2．

证　设A的一个特征值为λ，相应特征向量为ξ，即Aξ＝λξ，有

（A2
 －3A＋2E）ξ＝0⇒（λ2
 －3λ＋2）ξ＝0，因ξ≠0⇒λ2
 －3λ＋2＝0⇒λ＝1或2，所以A的特征值只能取值1或2．

例4　n阶方阵3E－A的秩小于n，则A有一个特征值_________．

解　由秩（3E－A）＜n得出｜3E－A｜＝0，从而A有一个特征值为3．

例5　已知三阶方阵A的三个特征值分别为1，-1，2，矩阵B＝A3
 －5A2
 ，求B的特征值，并求出行列式｜B｜．

解　由关于特征值结论（2）、（4）得B的特征值分别为

λ1
 ＝13
 －5×12
 ＝1－5＝-4

λ2
 ＝（-1）3
 －5×（-1）2
 ＝-1－5＝-6，λ3
 ＝23
 －5×22
 ＝8－20＝-12

且｜B｜＝λ1
 λ2
 λ3
 ＝（-4）×（-6）×（-12）＝-288．

例6　设3阶实对称矩阵A的特征值为6、3、3，与特征值6对应的特征向量为ξ1
 ＝［1，1，1］T
 ，求与特征值3对应的特征向量．

解　设ξ2
 ＝［x1
 ，x2
 ，x3
 ］T
 为属于3的特征向量，所以ξ1
 ⊥ξ2
 ，即［ξ1
 ，ξ2
 ］＝0．

则有x1
 ＋x2
 ＋x3
 ＝0，解为[image: alt]
 基础解系为ξ2
 ＝［-1，1，0］T
 ，ξ3
 ＝［-1，0，1］T
 ，所以属于3的特征向量为k2
 ξ2
 ＋k3
 ξ3
 （k2
 ，k3
 不全为0）．

题型3　求解特征值与特征向量的逆问题

解题方法　（1）已知特征向量或特征值反求矩阵中的参数：若题设条件中给出了特征向量，可用定义Ax＝λx，x≠0求解（如例7）；若题设条件中给出了特征值，可用定义｜A－λE｜＝0或用特征值性质求解（如例8、9）；

（2）已知矩阵的全部特征值、特征向量反求矩阵本身，可通过特征值的定义表达式Ax＝λx，利用向量组与矩阵的运算求出所求矩阵（如例10）；

（3）已知矩阵的部分特征值、特征向量，反求矩阵的另一部分特征值、特征向量以及矩阵本身，此类问题主要针对实对称矩阵来讨论，涉及的结论有：实对称矩阵属于不同特征值的特征向量相互正交．利用此结论可得到关于所求特征向量满足的方程组，解得特征向量，进而确定所求矩阵（如例11）．

例7　设三阶矩阵[image: alt]
 有一个特征向量α＝［1，1，-1］T
 ，求a，b﻿之值（复习题：三（2））．

解　设α是属于特征值λ的特征向量，则　Aα＝λα，即

[image: alt]


此即　　　　　　　[image: alt]


解之得λ＝-1，a＝-3，b＝0．

例8　设[image: alt]
 且A的特征值为1，2，3，求x，y，z．

解　｜λE－A｜＝（λ－1）［（λ－1）（λ－y）－2x］＝0

[image: alt]


例9　已知矩阵[image: alt]
 的特征值为λ1
 ＝λ2
 ＝3，λ3
 ＝12，求x的值．（习题4-1：4）

解　因｜A｜＝λ1
 λ2
 λ3
 ，知｜A｜＝108，而

[image: alt]


于是33x－24＝108，所以x＝4．

例10　设3阶方阵A有特征值λ1
 ＝1，λ2
 ＝0，λ3
 ＝-1，对应特征向量依次为[image: alt]
 求A．

解　取[image: alt]
 则P-1
 AP＝Λ，有

﻿[image: alt]


例11　设三阶实对称矩阵A的特征值为1，2，3；矩阵A的属于特征值1，2的特征向量分别是α1
 ＝［-1，-1，1］T
 ，α2
 ＝［1，-2，-1］T
 ．

（1）求A的属于特征值3的特征向量；

（2）求矩阵A．

解　（1）设α＝［x1
 ，x2
 ，x3
 ］T
 为A属于特征值3的特征向量，所以α⊥α1
 ，α⊥α2
 ，即［α，α1
 ］＝0，［α，α2
 ］＝0．

则有[image: alt]
 解得基础解系α3
 ＝［1，0，1］T


从而A的属于特征值3的全部特征向量为kα3
 （k≠0）．

（2）取[image: alt]
 则

[image: alt]


题型4　一般矩阵相似对角化的讨论及矩阵的相似关系

解题方法　（1）判断矩阵A是否可相似对角化，在可相似对角化的情况下，求出相似变换矩阵．其步骤如下：

①求出矩阵A的全部特征值；

②求出对应于每一特征值的线性无关的特征向量；

③判断：若每个特征值的重数与属于该特征值的线性无关的特征向量的个数相同，则该矩阵可相似对角化；

④在矩阵可相似对角化的情况下，把它的n个线性无关的特征向量作为新矩阵P的列向量，则P就是所求相似变换矩阵，它使P-1
 AP为对角矩阵（如例12、13）；

（2）由已知矩阵A可相似对角化，反求矩阵中的参数．此类问题一般由A可相似对角化的充要条件着手进行分析（如例14）；

（3）由已知矩阵A，B相似，反求矩阵中的参数．此类问题一般是从利用相似不变性，这两个矩阵的特征多项式、行列式、秩及迹等均相等着手进行分析（如例15、16）．

例12　判断下列矩阵是否与对角矩阵相似，若与对角矩阵相似，求一个可逆矩阵P，使P-1
 AP为对角矩阵．

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　（1）由｜λE－A｜＝0求解得λ1
 ＝4，λ2
 ＝2（二重）．

当λ2
 ＝2时，代入特征方程组得（2E－A）X＝0，其系数矩阵

[image: alt]


因为n－r＝3－2＝1，所以矩阵不能与对角矩阵相似．

（2）由

[image: alt]


得A的特征值λ1，2
 ＝1，λ3
 ＝-1．

当λ1，2
 ＝1时，代入特征方程组（E－A）X＝0，其系数矩阵

[image: alt]


得基础解系为[image: alt]
 即

属于特征值λ1，2
 ＝1的线性无关的特征向量为[image: alt]


当λ3
 ＝-1时，[image: alt]
 [image: alt]
 （-E－A）X＝0的基础解系为[image: alt]
 即

属于特征值λ3
 ＝-1的线性无关的特征向量为[image: alt]


从而三阶矩阵A有三个线性无关的特征向量，能与对角矩阵相似．

令[image: alt]
 则[image: alt]
 且

[image: alt]


注P，Λ必须对应，即P的列位置与Λ中特征值的位置相对应．如Λ中第i行第i列的元素为λi
 ，在P中必须是属于λi
 的特征向量在第i列．

例13　设[image: alt]


（1）试问A是否与对角阵相似；

（2）若与对角阵相似，试求P，使P-1
 AP为对角阵；

（3）求Am
 （习题4-2：3）．

解　（1）A的特征多项式

[image: alt]


所以A的特征值是λ1
 ＝5，λ2
 ＝λ3
 ＝-1．

当λ1
 ＝5时，代入特征方程组（λE－A）X＝0，

由[image: alt]
 得基础解系[image: alt]
 即X11
 是属于特征值λ1
 ＝5线性无关特征向量．

当λ2
 ＝λ3
 ＝-1时，代入特征方程组（λE－A）X＝0，

由[image: alt]
 得基础解系[image: alt]
 [image: alt]
 即X21
 ，X22
 是属于特征值λ2
 ＝λ3
 ＝-1线性无关特征向量．

因为A有三个X11
 ，X21
 ，X22
 线性无关特征向量，所以A能与对角阵相似．

（2）令[image: alt]


得　　　[image: alt]


（3）[image: alt]


[image: alt]


例14　设[image: alt]
 试问x为何值时，矩阵A可相似对角化？（习题4—2：4）

解　A的特征多项式

﻿[image: alt]


所以A的特征值为λ1
 ＝-1，λ2
 ＝λ3
 ＝1．

对应单根λ1
 ＝-1，可求得线性无关的特征向量恰有1个，故矩阵A可相似对角化的充要条件是对应重根λ2
 ＝λ3
 ＝1有2个线性无关的特征向量，即特征方程组（E－A）X＝0有2个线性无关的解，亦即系数矩阵E－A的秩R（E－A）＝1．由

[image: alt]


要使R（E－A）＝1，得x＋1＝0，即x＝-1．

因此，当x＝-1时，矩阵A可相似对角化．

例15　已知[image: alt]
 且A与B相似，求λ．

解　由trA＝trB，可得1＋4＋5＝λ＋2＋2，从而λ＝6．

例16　已知[image: alt]
 与[image: alt]
 相似，求x，y．

解　由｜A｜＝｜B｜及trA＝trB可求出x＝0，y＝1．

题型5　向量组与矩阵的正交性

解题方法　（1）利用向量组正交的概念解题．题目类型包括：证明向量组正交、求与向量组正交的向量、求等价正交向量组及利用正交性证明向量组线性无关等（如例17、18）；

（2）利用矩阵正交的概念解题．题目类型包括：证明矩阵正交，已知矩阵正交反求矩阵中的待定参数（如例19）．

例17　已知向量α1
 ＝［1，2，-1，1］，α2
 ＝［2，3，1，-1］，α3
 ＝［-1，-1，-2，2］，试求与向量α1
 ，α2
 ，α3
 都正交的向量．

解　设β＝［x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ］是与α1
 ，α2
 ，α3
 都正交的向量，依题意得出下式：

[image: alt]


﻿方程组的系数矩阵

[image: alt]


该方程组的解为：[image: alt]
 基础解系为[image: alt]
 则与α1
 ，α2
 ，α3
 向量都正交的向量为：k1
 ξ1
 ＋k2
 ξ2
 （其中k1
 ，k2
 为任意常数）．

例18　将线性无关向量组α1
 ＝［1，-1，1］，α2
 ＝［-1，1，1］，α3
 ＝［1，1，-1］，利用施密特标准正交化过程化为标准正交向量组．

解　先正交化：取β1
 ＝［1，-1，1］

[image: alt]


然后标准化得：[image: alt]


例19　设α为n维非零列向量，证明[image: alt]
 为正交矩阵．

证　[image: alt]


所以该矩阵为正交矩阵．

题型6　实对称矩阵对角化

解题方法　（1）求出实对称阵A的全部互异特征值λ1
 ，λ2
 ，…，λm
 （λi
 ≠λj
 ）；

（2）对每个λi
 （i＝1，2，…，m）解齐次线性方程组（λi
 E－A）X＝0，找出它们的一个基础解系ξi1
 ，ξi2
 ，…，ξiri

 ，即为矩阵A的属于特征值λi
 的线性无关特征向量；

（3）用施密特法将ξi1
 ，ξi2
 ，…，[image: alt]
 正交化，单位化，得到一组正交的单位向量组ηi1
 ，ηi2
 ，…，ηiri

 ，它们是A的属于特征值λi
 的正交的单位特征向量；

（4）因为λ1
 ，λ2
 ，…，λm
 各不相同，知η11
 ，η12
 ，…，η1r1

 ，η21
 ，…，[image: alt]
 …，ηm1
 ，…，[image: alt]
 仍是正交的单位向量组，它们的总个数r1
 ＋r2
 ＋…＋rm
 ＝n个，从而

令[image: alt]
 为正交矩阵，且[image: alt]
 [image: alt]
 （如例20、21）．

这里要注意的是，不需对所有特征向量一起进行正交化，只要对每个特征值对应的一组线性无关的特征向量进行正交单位化，然后合在一起即可得U．

例20　设[image: alt]
 试求一个正交矩阵U使U-1
 AU为对角阵，且写出这对角阵（习题4-3：4（2））．

解　实对称阵A的特征多项式为

[image: alt]


所以A的特征值为λ1
 ＝λ2
 ＝1，λ3
 ＝3．

当λ1
 ＝λ2
 ＝1时，解齐次线性方程组（E－A）X＝0，得其基础解系ξ11
 ＝［1，0，0］T
 ，ξ12
 ＝［0，1，-1］T
 ，这两个向量已是正交的，故只需将其单位化，得

[image: alt]


即η11
 ，η12
 是属于特征值1的正交的单位特征向量．

当λ3
 ＝3时，解齐次线性方程组（3E－A）X＝0，得其基础解系ξ21
 ＝［0，1，1］T
 ，将其单位化[image: alt]
 即η21
 是属于特征值3的单位特征向量．

于是η11
 ，η12
 ，η21
 是3阶实对称阵A的正交的单位特征向量，

令[image: alt]
 为正交阵，[image: alt]


例21　设[image: alt]
 求一正交阵U，使U-1
 AU＝Λ．

解[image: alt]


则A的特征值为λ1
 ＝λ2
 ＝λ3
 ＝1，λ4
 ＝-3．

对于λ1
 ＝λ2
 ＝λ3
 ＝1，方程组（E－A）X＝0，由

[image: alt]


得基础解系[image: alt]


将ξ11
 ，ξ12
 ，ξ13
 正交化，得[image: alt]


﻿[image: alt]


单位化，得[image: alt]
 是属于特征值1的正交单位化特征向量．

对于λ4
 ＝-3，由

[image: alt]


得基础解系[image: alt]
 因此[image: alt]
 是属于特征值-3的正交单位化特征向量．

由于实对称矩阵不同特征值的特征向量是正交的，则η11
 ，η12
 ，η13
 ，η21
 是A的正交的单位特征向量．

令[image: alt]
 有U-1
 AU＝Λ．

题型7　矩阵相似对角化的应用

解题方法　（1）求矩阵A的高次幂

①将矩阵A相似对角化，即存在可逆矩阵P，使

P-1
 AP＝Λ⇒A＝PΛP-1
 ⇒Am
 ＝PΛm
 P-1


其中Λ为对角矩阵，从而可方便求出矩阵的幂Am
 （如例22）；

②利用矩阵特征值的定义式Aξ＝λξ，则

Am
 ξ＝Am－1
 （Aξ）＝λAm－1
 ξ＝…＝λm
 ξ

若ξ不是特征向量，可将其表示为特征向量的线性组合，从而方便地计算出Am
 ξ（如例23）．

（2）求方阵的行列式．

①利用特征多项式．设λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 是A的特征值，则

f（λ）＝｜λE－A｜＝（λ－λ1
 ）…（λ－λn
 ），｜A｜＝λ1
 λ2
 …λn


而　　｜aE＋bA｜＝（-b）n
 ｜［（-a／b）E－A］｜＝（-b）n
 f（-a／b）

②利用相似矩阵的性质计算行列式（如例24）．

例22　设[image: alt]
 求A100
 ．

解　由例12（2）得

[image: alt]
 有P-1
 AP＝Λ，

所以　[image: alt]


注　求A100
 一般不可能直接计算，主要通过利用A与对角矩阵相似来进行计算．

例23　设三阶矩阵A有特征值λ1
 ＝1，λ2
 ＝2，λ3
 ＝3，其对应的特征向量分别是ξ1
 ＝［1，1，1］T
 ，ξ2
 ＝［1，2，4］T
 ，ξ3
 ＝［1，3，9］T
 ，又向量β＝［1，1，3］T
 ，计算An
 β．

解　方法一　由矩阵可相似于对角阵的条件知

A～Λ，P-1
 AP＝Λ，An
 ＝PΛn
 P-1


令[image: alt]
 则[image: alt]
 因此

[image: alt]


方法二　根据特征值与特征向量的定义，我们有[image: alt]
 又ξ1
 ，ξ2
 ，ξ3
 线性无关，所以β可由ξ1
 ，ξ2
 ，ξ3
 线性表示．设β＝x1
 ξ1
 ＋x2
 ξ2
 ＋x3
 ξ3
 ，即解增广矩阵为A的方程组．

[image: alt]


则β＝2ξ1
 －2ξ2
 ＋ξ3
 ，从而

[image: alt]


注　方法二比方法一简单，但要用到更多的知识．

例24　已知三阶矩阵A的特征值为1，-1，2，设矩阵B＝A3
 －5A2
 ．试求：

（1）矩阵B的特征值及其相似对角阵；

（2）行列式｜B｜及｜A－5E｜．

解　（1）要求B＝A3
 －5A2
 的特征值，只能通过A的特征值及A与B关系来求．由于A的特征值互异，故A可与对角阵相似，对角阵[image: alt]
 即P-1
 AP＝Λ，P是由A的线性无关的特征向量为列向量的矩阵．

由[image: alt]
 得[image: alt]
 则

[image: alt]


[image: alt]


从而B的特征值为-4，-6，-12，与对角阵[image: alt]
 相似．

（2）由①式，得[image: alt]
 或

｜B｜＝（-4）×（-6）×（-12）＝-288

而｜B｜＝｜A3
 －5A2
 ｜＝｜A2
 ｜｜A－5E｜＝｜A2
 ｜｜A－5E｜，又｜A｜＝-2，则[image: alt]
 [image: alt]
 或先求A－5E特征值，再利用特征值求｜A－5E｜．

习题选解

【习题4-1】

2．求下列矩阵的特征值和特征向量：

（2）[image: alt]


（5）[image: alt]


解　（2）A的特征多项式为

﻿[image: alt]


所以A的特征值λ1
 ＝1，λ2
 ＝λ3
 ＝2．

当λ1
 ＝1时，代入特征方程组（λE－A）X＝0，由

[image: alt]


得基础解系[image: alt]


所以属于特征值λ1
 ＝1的线性无关特征向量为X11
 ，全部特征向量为k1
 X11
 （k1
 ≠0）．

当λ2
 ＝λ3
 ＝2时，代入特征方程组（λE－A）X＝0，由

[image: alt]


得基础解系[image: alt]


所以属于特征值λ2
 ＝λ3
 ＝2的线性无关特征向量为X21
 ，全部特征向量为k2
 X21
 （k2
 ≠0）．

（5）由于A的特征多项式为

[image: alt]


所以A的特征值为λ1
 ＝λ2
 ＝-2，λ3
 ＝4．

当λ1
 ＝λ2
 ＝-2时，代入特征方程组（λE－A）X＝0，由

[image: alt]


得基础解系[image: alt]


所以属于-2的线性无关特征向量为X11
 ，X12
 ，全部特征向量为k1
 X11
 ＋k2
 X12
 （k1
 ，k2
 不全为零）．

当λ3
 ＝4时，代入特征方程组（λE－A）X＝0，由

[image: alt]


得基础解系[image: alt]


所以属于4的线性无关特征向量为X21
 ，全部特征向量为kX21
 （k≠0）．

3．设3阶方阵A的特征值为1，-1，2，求｜A*
 ＋3A－2E｜．

解　因A的特征值不为0，知A可逆，故A*
 ＝｜A｜A-1
 ．而｜A｜＝λ1
 λ2
 λ3
 ＝-2，所以

A*
 ＋3A－2E＝-2A-1
 ＋3A－2E

于是A*
 ＋3A－2E的三个特征值为-1，-3，3，所以

｜A*
 ＋3A－2E｜＝（-1）·（-3）·3＝9．

6．设A是n阶方阵，证明：

（1）若A2
 ＝E，则A的特征值是1或-1；

（2）若A2
 ＝E，且A的特征值都是1，则A＝E．

证　（1）设λ是A的特征值，X是A的相应于λ的特征向量，则有AX＝λX，

A2
 X＝A（AX）＝A（λX）＝λ2
 X

又由于A2
 ＝E，则A2
 X＝EX＝X，于是有

（1－λ2
 ）X＝0

由于X≠0，故有1－λ2
 ＝0，即λ＝±1，因此A的特征值是1或-1．

（2）由A2
 ＝E即E－A2
 ＝0，有

（E＋A）（E－A）＝0

由（1）知A的特征值是1或-1，而由条件，A的特征值都是1，于是-1不是A的特征值，从而｜E＋A｜≠0，则E＋A可逆．于是（E＋A）-1
 ［（E＋A）（E－A）］＝0得﻿E－A＝0，所以A＝E．

【习题4-2】

5．设方阵[image: alt]
 与对角阵[image: alt]
 相似，试求x，y之值．

解　方阵A与Λ相似，则A与Λ有相同的特征多项式

｜λE－A｜＝｜λE－Λ｜

于是　　[image: alt]


比较两边λ的系数可得

x＝4，y＝5

6．设三阶方阵A的三个特征值λ1
 ＝1，λ2
 ＝3，λ3
 ＝4，且对应的特征向量分别是ξ1
 ＝［1，1，0］T
 ，ξ2
 ＝［-1，0，1］T
 ，ξ3
 ＝［1，1，2］T
 ，试求矩阵A．

解　因为A有三个互异特征值，所以A可相似对角化，令

[image: alt]
 则P-1
 AP＝Λ，其中

[image: alt]


于是[image: alt]


9．设矩阵A与B相似，试证：（1）AT
 与BT
 相似；（2）当A可逆时，A-1
 与B-1
 相似．

证　（1）A与B相似，存在可逆阵P，使B＝P-1
 AP，此时BT
 ＝PT
 AT
 （P-1
 ）T
 ＝（PT
 ）AT
 （PT
 ）-1
 ＝［（PT
 ）-1
 ］-1
 AT
 （PT
 ）-1
 ，故AT
 与BT
 相似．

（2）A可逆，B亦可逆，由B＝P-1
 AP，B-1
 ＝P-1
 A-1
 （P-1
 ）-1
 ＝P-1
 A-1
 P，故A-1
 与B-1
 相似．

【习题4-3】

2．已知三维向量α1
 ＝［1，2，3］T
 ，试求非零向量α2
 ，α3
 ，使α1
 ，α2
 ，α3
 成为正交向量组．

解　设α＝［x1
 ，x2
 ，x3
 ］T
 ，令αT
 α1
 ＝0，可得x1
 ＋2x2
 ＋3x3
 ＝0，得基础解系X1
 ＝［-2，1，0］T
 ，X2
 ＝［-3，0，1］T
 ．

即X1
 ，X2
 为与α1
 正交的线性无关的向量．

取[image: alt]


则α2
 ＝［-2，1，0］T
 ，[image: alt]
 即为所求．

3．用施密特正交化方法将下列向量组化为正交的单位向量组．

（2）α1
 ＝［1，1，1，1］T
 ，α2
 ＝［3，3，-1，-1］T
 ，α3
 ＝［-2，0，6，8］T
 ．

解　β1
 ＝α1
 ＝［1，1，1，1］T


[image: alt]


由[image: alt]
 得正交的单位向量组

[image: alt]


4．试求一个正交矩阵U使U-1
 AU为对角阵，且写出该对角阵．

（3）[image: alt]


解　（3）实对称阵A的特征多项式

[image: alt]


所以A的特征值为λ1
 ＝λ2
 ＝2，λ3
 ＝8．

当λ1
 ＝λ2
 ＝2时，解齐次线性方程组（2E－A）X＝0，得其基础解系X1
 ＝［-1，1，0］T
 ，X2
 ＝［-1，0，1］T
 ，即X1
 ，X2
 是属于2的线性无关特征向量，将X1
 ，X2
 利用施密特正交化过程正交化，令α1
 ＝X1
 ，

[image: alt]


再将α1
 ，α2
 单位化，

[image: alt]


即Y1
 ，Y2
 是属于特征值2的正交的单位特征向量．

当λ3
 ＝8时，解齐次线性方程组（8E－A）X＝0，得其基础解系X3
 ＝［1，1，1］T
 ，将其单位化[image: alt]
 即Y3
 是属于特征值8的单位特征向量，于是Y1
 ，Y2
 ，Y3
 是3阶实对称阵A的正交的单位特征向量．

令[image: alt]
 则[image: alt]


5．设3阶实对称矩阵A的特征值为-1，1，1，属于特征值-1的特征向量为X1
 ＝﻿［0，1，1］T
 ．

（1）求A的属于特征值1的特征向量；

（2）求A．

解　（1）设A属于特征值1的特征向量为X＝［x1
 ，x2
 ，x3
 ］T
 ，则X与X1
 正交，故应有

XT
 X1
 ＝0x1
 ＋x2
 ＋x3
 ＝0

得其基础解系X2
 ＝［1，0，0］T
 ，X3
 ＝［0，1，-1］T
 ．

即X2
 ，X3
 为A的属于特征值1的线性无关的特征向量，全部特征向量为k1
 X2
 ＋k2
 X3
 （k1
 ，k2
 不全为零）．

（2）　解　方法一

记[image: alt]
 求得[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 则

[image: alt]


方法二　由于X2
 与X3
 已正交，将X1
 ，X2
 ，X3
 单位化．

[image: alt]


所以，Y1
 ，Y2
 ，Y3
 为A的正交的单位特征向量．

令[image: alt]
 为正交阵，则

[image: alt]


即　[image: alt]


6．若存在一个正交阵U，使矩阵A，B同时化为对角矩阵，则必有AB＝BA．

证　由题意U-1
 AU＝Λ1
 ，U-1
 BU＝Λ2
 ，其中U-1
 ＝UT
 ，于是

A＝UΛ1
 U-1
 ，B＝UΛ2
 U-1


因为　Λ1
 Λ2
 ＝Λ2
 Λ1
 ，所以

AB＝（UΛ1
 U-1
 ）（UΛ2
 U-1
 ）＝UΛ1
 （U-1
 U）Λ2
 U-1
 ＝U（Λ1
 Λ2
 ）U-1


BA＝（UΛ2
 U-1
 ）（UΛ1
 U-1
 ）＝U（Λ2
 Λ1
 ）U-1
 ＝U（Λ2
 Λ1
 ）U-1


故　AB＝BA．

7．设A，B是两个n阶实对称阵，证明A与B相似的充要条件是A与B有相同的特征值．

证　A与B相似，存在可逆阵P，使得P-1
 AP＝B．于是B的特征多项式

｜λE－B｜＝｜λE－P-1
 AP｜＝｜P-1
 （λE－A）P｜

　　　　　＝｜P-1
 ｜｜λE－A｜｜P｜＝｜λE－A｜

故A与B有相同的特征多项式，即有相同的特征值．

另一方面，若A与B有相同的特征值，设为λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ．

令Λ＝diag（λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ）．因为A是实对称阵，则A与Λ相似，因为B是实对称阵，则B与Λ相似，于是，A与B都与同一对角阵Λ相似，故A与B相似．

【复习题四】

一、思考题

1．n阶方阵A、B有不同的特征值时，能否有相同的特征向量．

解　可能有相同的特征向量．例如[image: alt]
 的特征值为1，3；[image: alt]
 的特征值为2，6；故它们没有相同的特征值，但容易验证，向量[image: alt]
 既是A的属于特征值1的特征向量，也是B的属于特征值2的特征向量．

2．有相同特征值的n阶不同矩阵A，B，能否有相同的特征向量．

解　可能有．例如[image: alt]
 它们显然有特征值零，不难验证，向量[image: alt]
 是它们公共的特征向量．

3．设A为三阶矩阵，已知E－A，3E－A，E＋A都不可逆，问A是否相似于对角阵．

解　A可相似于对角阵．因为1，3，-1是3阶方阵A的三个不同的特征值．

4．若方阵A≠0，但Ak
 ＝0，问A能否相似于对角阵？

解　A不能相似于对角阵．因为只有零是A的特征值，而A≠0，则R（A）≥1，于是A的属于特征值0的线性无关特征向量最大个数n－R（A）＜n，从而A没有n个线性无关特征向量．

5．设A和B都是n阶实对称阵，并且有相同的特征值，则可以得到A和B相似，试问一般矩阵有相同的特征值是否一定相似？

解　一般矩阵有相同的特征值不一定相似．例如[image: alt]


二、选择题

1．设[image: alt]
 则以下向量中是A的特征向量的是　　（　　）

（A）［1，1，1］T


（B）［1，1，3］T


（C）［1，1，0］T


（D）［1，0，-3］T


解　用定义AX＝λX来判断，即计算AX，看其是否为向量X的多少倍，当X＝［1，1，1］T
 时，有AX＝X，故选（A）．

2．设A，B为n阶矩阵，且A与B相似，则　　　　　　　　　（　　）

（A）λE－A＝λE－B

（B）A与B有相同的特征值与特征向量

（C）A与B都相似于一个对角阵

（D）对于任意t，tE－A与tE－B相似

解　由λE－A＝λE－B知A＝B，故（A）不对；

A与B有相同的特征值，但可对应有不同的特征向量，故（B）不对；A与B相似，但不能保证它们与对角阵相似，故（C）不对；由矩阵相似的定义知，存在可逆阵P，使P-1
 AP＝B，由此P-1
 （tE－A）P＝tE－B，故tE－A与tE－B相似，因此应选（D）．

3．设A是n阶实对称矩阵，P是n阶可逆矩阵，已知n维列向量α是A的属于特征值λ的特征向量，则矩阵（P-1
 AP）T
 属于特征值λ的特征向量是　　　　　（　　）

（A）P-1
 α

（B）PT
 α

（C）Pα

（D）（P-1
 ）T
 α

解　由于（P-1
 AP）T
 PT
 α＝PT
 AT
 （P-1
 ）T
 PT
 α＝PT
 Aα，但由已知Aα＝λα，故

（P-1
 AP）T
 PT
 α＝PT
 λα＝λPT
 α，即矩阵（P-1
 AP）T
 属于特征值λ的特征向量为PT
 α，因而应择（B）．

4．设A为n阶方阵，以下结论中，（　　）成立．

（A）若A可逆，则矩阵A的属于特征值λ的特征向量也是矩阵A-1
 的属于特征值[image: alt]
 的特征向量

（B）A的特征向量即为方程（λE－A）X＝0的全部解

（C）A的特征向量的线性组合仍为特征向量

（D）A与AT
 有相同的特征向量

解　A的特征向量应是方程（λE－A）X＝0的非零解，而不是全部解，故（B）不对；A的属于同一特征值的特征向量的线性组合中非零向量为A的特征向量，故（C）不对；A与AT
 有相同特征值，但不保证有相同的特征向量，故（D）不对；应选（A）．

5．如果n阶矩阵A任意一行的n个元素之和都是a，那么A有一个特征值（　　）

（A）a

（B）-a

（C）0

（D）a-1


解　在｜λE－A｜中，把第2列到第n列都加到第1列上，则第1列有公因子λ－a，提出后可知λ－a是｜λE－A｜的因子，所以a是A的一个特征值，应选（A）．

6．若n阶矩阵A的特征值λ1
 ＝λ2
 ＝…＝λn
 ＝0，则不正确的结论是　　　（　　）

（A）｜A｜＝0

（B）tr（A）＝0

（C）R（A）＝0

（D）｜λE－A｜＝λn


解　由于[image: alt]


所以（A）、（B）、（D）正确．

而取[image: alt]
 特征值全为零，而R（A）＝2．故（C）不正确，应选（C）．

7．已知AX0
 ＝λ0
 X0
 （X0
 为非零向量），P为可逆矩阵，则　　　　　　（　　）

（A）P-1
 AP的特征值为[image: alt]
 其对应的特征向量为PX0


（B）P-1
 AP的特征值为λ0
 ，其对应的特征向量为PX0


（C）P-1
 AP的特征值为[image: alt]
 其对应的特征向量为P-1
 X0


（D）P-1
 AP的特征值为λ0
 ，其对应的特征向量为P-1
 X0


解　由AX0
 ＝λ0
 X0
 ，得（P-1
 AP）P-1
 X0
 ＝P-1
 （AX0
 ）＝λ0
 P-1
 X0
 ，故λ0
 是P-1
 AP的特征值，其对应的特征向量为P-1
 X0
 ，故（D）正确，其余3项都不正确．

8．设[image: alt]
 且A的特征值为λ1
 ＝6，λ2
 ＝λ3
 ＝2，则a的值为（　　）

（A）2

（B）-2

（C）4

（D）-4

解　由｜A｜＝λ1
 λ2
 λ3
 得

[image: alt]


从而a＝-2，应选（B）．

9．设2是可逆矩阵A的一个特征值，则矩阵[image: alt]
 有一个特征值等于　（　　）

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


解　A2
 的特征值为22
 ＝4，[image: alt]
 有特征值[image: alt]
 故[image: alt]
 有特征值[image: alt]
 即选（B）．

10．设矩阵A与B相似，且[image: alt]
 则　　（　　）

（A）a＝5，b＝0

（B）a＝5，b＝6

（C）a＝6，b＝5

（D）a＝0，b＝5

解　因A的特征多项式｜λE－A｜＝（λ－2）［λ2
 －（a＋3）λ＋3（a－1）］，B的特征多项式｜λE－B｜＝（λ－2）2
 －（λ－b），而A与B相似，则｜λE－A｜＝｜λE－B｜．所以﻿可解得a＝5，b＝6，应选（B）．

三、计算题

1．已知三阶矩阵[image: alt]
 试求A-1
 的特征值与特征向量．

解　A的特征多项式[image: alt]
 所以A的特征值是λ1
 ＝λ2
 ＝-2，λ3
 ＝4．

当λ1
 ＝λ2
 ＝-2时，代入特征方程组（λE－A）X＝0，由

[image: alt]


得基础解系X1
 ＝［1，1，0］T
 ，即k1
 X1
 （k1
 ≠0）是属于特征值-2的全部特征向量．

当λ3
 ＝4时，代入特征方程组（λE－A）X＝0，由

[image: alt]


得基础解系X2
 ＝［0，1，1］T
 ，即k2
 X2
 （k2
 ≠0）是属于特征值4的全部特征向量．

由特征值与特征向量性质得，A-1
 特征值为[image: alt]
 （二重）、[image: alt]


属于[image: alt]
 的全部特征向量为[image: alt]


属于[image: alt]
 的全部特征向量为[image: alt]


2．设[image: alt]
 有三个线性无关的特征向量，求x和y应满足的条件．

解　由A的特征多项式[image: alt]
 故当x≠1时，A有3个不同的特征值，从而必有3个线性无关特征向量．

当x＝1时，A有特征值λ1
 ＝-1，λ2
 ＝λ3
 ＝1．

当λ1
 ＝-1时，有一个线性无关特征向量．

当λ2
 ＝λ3
 ＝1要有两个线性无关特征向量，则有R（E－A）＝1，因

[image: alt]


故只有y＋1＝0，即y＝-1时，R（E－A）＝1．

从而（1）当x＝1且y＝-1时，A有三个线性无关的特征向量；

（2）当x≠1，y任意时，A都有三个线性无关的特征向量．

4．已知矩阵[image: alt]
 与[image: alt]
 相似．

（1）求a，b之值；

（2）求一个可逆矩阵P使P-1
 AP＝Λ；

（3）求A100
 ．

解　（1）因A与Λ相似，故｜λE－A｜＝｜λE－Λ｜，即

[image: alt]


（λ＋2）［λ2
 －（a＋1）λ＋a－2］＝（λ＋1）（λ－2）（λ－b）

将λ＝-1代入，有a＝0；将λ＝-2代入，有b＝-2．

（2）A的特征值为-1，2，-2，代入特征方程组（λE－A）X＝0，可分别求得对应特征向量

[image: alt]


令[image: alt]
 则P为可逆阵，使

P-1
 AP＝Λ

（3）由P-1
 AP＝Λ，得A＝PΛP-1
 ．

于是A100
 ＝PΛ100
 P-1
 ，其中[image: alt]
 所以

[image: alt]


5．设三阶矩阵A满足Aαi
 ＝iαi
 （i＝1，2，3），其中列向量α1
 ＝［1，2，2］T
 ，α2
 ＝［2，-2，1］T
 ，α3
 ＝［-2，-1，2］T
 ，试求A．

解　由Aαi
 ＝iαi
 得A的特征值为1，2，3，相对应特征向量依次为α1
 ，α2
 ，α3
 ．令

[image: alt]


有　　　　　　　　P-1
 AP＝Λ

其中　　[image: alt]


于是　　[image: alt]


6．设向量α＝［a1
 ，a2
 ，…，an
 ］T
 ，β＝［b1
 ，b2
 ，…，bn
 ］T
 都是非零向量，且满足条件αT
 β＝0，记n阶矩阵A＝αβT
 ，求

（1）A2
 ；

（2）矩阵A的特征值和特征向量．

解　（1）由A＝αβT
 和αT
 β＝0，有

A2
 ＝AA＝（αβT
 ）（αβT
 ）＝α（βT
 α）βT
 ＝（βT
 α）αβT
 ＝（αT
 β）αβT
 ＝0

即A2
 为n阶零矩阵．

（2）设λ为A的任一特征值，属于λ的特征向量为X（X≠0），则AX＝λX．

于是A2
 X＝λAX＝λ2
 X．

因为A2
 ＝0，所以λ2
 X＝0，因X≠0，故λ2
 ＝0．即A的特征值全为零．

不妨设向量α，β中分量a1
 ≠0，b1
 ≠0，考虑齐次线性方程组（0E－A）X＝0．由

[image: alt]


得基础解系

[image: alt]


即属于特征值0的全部特征向量为k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋kn－1
 αn－1
 ，（k1
 ，k2
 ，…，kn－1
 是不全为零的任意常数）．

7．设4阶方阵A满足条件｜3E＋A｜＝0，AAT
 ＝2E，｜A｜＜0，求方阵A的伴随矩阵A*
 的一个特征值．

解　由A*
 A＝｜A｜E及｜3E＋A｜＝0有

0＝｜A*
 ｜｜3E＋A｜＝｜3A*
 ＋A*
 A｜＝｜3A*
 ＋｜A｜E｜

也就是有[image: alt]
 故[image: alt]
 是A*
 的一个特征值．

又由题设AAT
 ＝2E，且因｜AT
 ｜＝｜A｜，故有

｜A｜｜AT
 ｜＝｜A｜2
 ＝24
 ＝16，由｜A｜＜0得｜A｜＝-4，所以[image: alt]
 是A*
 的一个特征值．

8．设矩阵[image: alt]
 B＝P-1
 A*
 P，求B＋2E的特征值与特征向量，其中A*
 为A的伴随矩阵，E为3阶单位矩阵．

解　设A的特征值为λ，对应特征向量为η，即Aη＝λη．由于｜A｜＝7≠0，所以λ≠0．又因A*
 A＝｜A｜E，故有[image: alt]
 于是有

﻿[image: alt]


因此，[image: alt]
 为B＋2E的特征值，对应的特征向量为P-1
 η．由于

[image: alt]


故A的特征值为λ1
 ＝λ2
 ＝1，λ3
 ＝7．

当λ1
 ＝λ2
 ＝1时，求解（E－A）X＝0的基础解系，得对应的线性无关特征向量可取

[image: alt]


当λ3
 ＝7，求解（7E－A）X＝0的基础解系，对应的一个特征向量为[image: alt]


令P＝（η1
 ，η2
 ，η3
 ），由[image: alt]
 得

[image: alt]


因此，B＋2E的三个特征值分别为9，9，3．

对应于特征值9的全部特征向量为

[image: alt]


对应于特征值3的全部特征向量为

[image: alt]


9．设矩阵[image: alt]
 的特征方程有一个二重根，求a的值，并讨论A是否可相似对角阵．

解　A的特征多项式为[image: alt]


（1）若λ＝2是特征方程的二重根，则22
 －16＋18＋3a＝0，解得a＝-2．

当a＝-2时，A的特征值为2，2，6，矩阵[image: alt]
 的秩为1，故λ＝2对应的线性无关的特征向量有两个，从而A可相似对角化．

（2）若λ＝2不是特征方程的二重根，则λ2
 －8λ＋18＋3a为完全平方；从而18＋3a＝16解得[image: alt]


当[image: alt]
 时，A的特征值为2，4，4，矩阵[image: alt]
 的秩为2，故λ＝4对应的线性无关的特征向量只有一个，从而A不可相似对角化．

10．某试验性生产线每年1月份进行熟练工与非熟练工的人数统计，然后将[image: alt]
 熟练工支援其他生产部门，其缺额由招收新的非熟练工补齐，新、老非熟练工经过培养及实践至年终考核有[image: alt]
 成为熟练工．设第n年1月份统计的熟练工和非熟练工所占百分比分别为xn
 和yn
 ，记成向量[image: alt]


（1）求[image: alt]
 与[image: alt]
 的关系式并写成矩阵形式[image: alt]


（2）验证[image: alt]
 [image: alt]
 是A的两个线性无关的特征向量，并求出相应的特征值；

（3）当[image: alt]
 时，求[image: alt]


解　（1）由题设得关系式

[image: alt]


整理得

[image: alt]
 即[image: alt]


故　　　　[image: alt]


（2）由[image: alt]


根据特征值和特征向量定义，知η1
 是A的属于特征值λ1
 ＝1的特征向量．η2
 是A的属于特征值[image: alt]
 的特征向量，又λ1
 ≠λ2
 ，故η1
 ，η2
 线性无关．

（3）因A中元素与n无关，故得

[image: alt]


由（2）知A相似于对角阵．

令[image: alt]
 则[image: alt]
 于是有

[image: alt]


即　　[image: alt]


故[image: alt]


﻿从而　　[image: alt]


11．设三阶实对称矩阵A的秩为2，λ1
 ＝λ2
 ＝6是A的二重特征值．若α1
 ＝［1，1，0］T
 ，α2
 ＝［2，1，1］T
 ，α3
 ＝［-1，2，-3］T
 都是A的属于特征值6的特征向量．

（1）求A的另一特征值和对应的特征向量；

（2）求矩阵A．

解　（1）因为R（A）＝2，可知｜A｜＝0，所以A的另一特征值为0．

又由λ1
 ＝λ2
 ＝6是A的二重特征值，故A的属于特征值6的线性无关的特征向量有2个，由题设可得α1
 ，α2
 ，α3
 极大线性无关组为α1
 ，α2
 ，故α1
 ，α2
 为A的属于特征值6的线性无关的特征向量．

设λ3
 ＝0所对应的特征向量为α＝［x1
 ，x2
 ，x3
 ］T
 ，则有

[image: alt]


解此方程组，得一基础解系α＝［-1，1，1］T
 ，即A的属于特征值λ3
 ＝0的特征向量为[image: alt]


（2）令P＝［α1
 ，α2
 ，α］，则

[image: alt]


所以　　　[image: alt]


又　　　　[image: alt]


﻿故　　　　[image: alt]


四、证明题

1．设A为正交矩阵，若｜A｜＝-1，试证：A一定有特征值-1．

证　设A的特征多项式f（λ）＝｜λE－A｜，则f（-1）＝（-1）n
 ｜E＋A｜，因A为正交矩阵，故AAT
 ＝AT
 A＝E，于是

｜E＋A｜＝｜AAT
 ＋A｜＝｜A｜｜AT
 ＋E｜＝-｜AT
 ＋E｜

　　　　＝-｜（A＋E）T
 ｜＝-｜A＋E｜＝-｜E＋A｜

得｜E＋A｜＝0，则f（-1）＝0，即-1是A的一个特征值．

2．设A，B均为n阶方阵，且R（A）＋R（B）＜n．试证：A，B有公共的特征向量．

证　由题设R（A）＋R（B）＜n，知有R（A）＜n，且R（B）＜n，故｜A｜＝0，｜B｜＝0．于是，方阵A，B皆有特征值0．又方阵A，B的属于特征值0的特征向量分别由AX＝0，BX＝0求解．

考虑方程组[image: alt]
 其系数矩阵满足[image: alt]
 故有非零解，此非零解是AX＝0，BX＝0的公共解，故是A，B有属于特征值0的公共的特征向量．

3．设A是n阶方阵，任一非零的n维向量都是A的特征向量．试证：

[image: alt]
 即A为数量矩阵．

证　设A＝［aij
 ］nxn
 ，取单位坐标向量e1
 ，e2
 …，en
 是A的特征向量，而λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 是对应的特征值，则有Aei
 ＝λi
 ei
 （i＝1，2，…，n），

[image: alt]


故aii
 ＝λi
 ，aji
 ＝0（j≠i），这样

﻿[image: alt]


因为ei
 ＋ej
 ≠0也是A的特征向量，设λ为对应特征值，则由

　　　　A（ei
 ＋ej
 ）＝λ（ei
 ＋ej
 ）＝λei
 ＋λej


而　　　　　A（ei
 ＋ej
 ）＝Aei
 ＋Aej
 ＝λi
 ei
 ＋λj
 ej


有　　　　　（λ－λi
 ）ei
 ＋（λ－λj
 ）ej
 ＝0

因ei
 ，ej
 线性无关，故λi
 ＝λj
 ＝λ．于是可得

[image: alt]


4．设A是n阶方阵，且满足R（E＋A）＋R（E－A）＝n，试证：A满足A2
 ＝E．

证　设R（E＋A）＝r，

（1）若r＝0，则E＋A＝0，即A＝-E，从而A2
 ＝E．

（2）若r＝n，则R（E－A）＝0，即A＝E，从而A2
 ＝E．

（3）若0＜r＜n，则（E＋A）X＝0它的基础解系α1
 ，α2
 ，…，αn－r
 就是A的属于特征值-1的线性无关特征向量．

又由R（E－A）＝n－r，所以（E－A）X＝0的基础解系β1
 ，β2
 ，…，βr
 就是A的属于特征值1的线性无关特征向量．从而α1
 ，α2
 ，…，αn－r
 ，β1
 ，β2
 ，…，βr
 是A的n个线性无关特征向量．

令P＝［α1
 ，…，αn－r
 ，β1
 ，…，βr
 ］，有

[image: alt]


练习题

1．设[image: alt]
 求

（1）A的特征值和特征向量；

（2）A*
 的特征值；

（3）2E－3A-1
 的特征值；

（4）A50
 ．

2．设[image: alt]
 有三个线性无关的特征向量，求x和y应满足的条件．

3．已知AP＝PB，其中[image: alt]
 求A，A5
 ．

4．设[image: alt]
 试判断A，B是否相似？若相似，求M使得B＝M-1
 AM．

5．设3阶实对称方阵A的特征值为1，1，-2，相应于-2的特征向量为ξ1
 ＝［1，2，2］T
 ．

（1）求特征值1相应的全部特征向量；

（2）求A．

6．设AB＝BA，ξ是A的对应于特征值λ0
 的特征向量．若Bξ≠0，则Bξ也是A的对应于λ0
 的特征向量．


第五章　二次型

知识网络图

[image: alt]


内容与要求

（1）了解二次型及其秩的概念，掌握二次型的矩阵的写法．

（2）了解二次型的标准形和合同矩阵的概念，掌握用正交变换将二次型化成标准形的方法．

（3）了解正定二次型的概念，掌握正定二次型的判别定理．

难点与重点　用正交变换将二次型化成标准形．

概念、定理的理解与释疑解惑

1．基本概念

（1）n个变量x1
 ，x2
 ，…，xn
 的二次齐次函数：

[image: alt]


﻿[image: alt]


称为关于变量x1
 ，x2
 ，…，xn
 的实二次型，其中aij
 ＝aji
 （i，j＝1，2，…，n）为实数，实对称矩阵

[image: alt]


称为二次型f的矩阵，而

f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）＝XT
 AX

称为二次型f的矩阵表示式，矩阵A的秩R（A）称为二次型f的秩．

（2）只含平方项的二次型：

[image: alt]


称为二次型的标准形．二次型的标准形的矩阵

[image: alt]


为对角矩阵．

（3）设A，B为n阶矩阵，若存在n阶可逆矩阵P，使得

PT
 AP＝B

则称矩阵A与B合同，且称B为A的合同矩阵．

（4）在秩为r的实二次型的标准形中，系数为正的平方项的个数称为二次型的正惯性指数，记为p；系数为负的平方项的个数称为二次型的负惯性指数，记为q；它们的差p－q称为二次型的符号差．而

[image: alt]


称为二次型的规范形．

（5）设实二次型f＝XT
 AX．对任意的[image: alt]
 （即x1
 ，x2
 ，…，xn
 至少有一个不﻿为零），如果

①f＝XT
 AX＞0，称二次型f为正定二次型，其矩阵A称为正定矩阵；

②f＝XT
 AX＜0，称二次型f为负定二次型，其矩阵A称为负定矩阵．

（6）设A为n阶矩阵，取其第1，2，…，k行和第1，2，…，k列所构成的k（1≤k≤n）阶行列式，称为A的k阶顺序主子式．

2．主要结论

（1）对于实二次型f＝XT
 AX，必存在正交变换X＝UY，使二次型化为标准形

[image: alt]


其中λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 为二次型矩阵A的特征值．

（2）惯性定理：给定实二次型f＝XT
 AX，其秩为r．若存在两个可逆线性变换X＝PY和X＝QZ，将二次型化为不同的标准形

[image: alt]


和　　[image: alt]


则λ1
 ，λ2
 ，…，λr
 与μ1
 ，μ2
 ，…，μr
 中正的个数相等，从而负的个数也相等．

（3）正定二次型的判别定理：

①n元实二次型f＝XT
 AX为正定二次型的充分必要条件是其正惯性指数为n．

②n元实二次型f＝XT
 AX为正定二次型（或实对称矩阵A为正定矩阵）的充分必要条件是A的特征值全大于零．

③n元实二次型f＝XT
 AX为正定二次型（或实对称矩阵A为正定矩阵）的充分必要条件是A的顺序主子式全大于零，即

[image: alt]


n元实二次型f＝XT
 AX为负定二次型（或实对称矩阵A为负定矩阵）的充分必要条件是A的奇数阶顺序主子式小于零，偶数阶顺序主子式大于零，即

[image: alt]


3．释疑解惑

问题1　二次型的矩阵为什么是对称矩阵？

答　先看下例：下列各式中，其值等于[image: alt]
 的是　　　　（　　）

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


经计算得它们的值都等于[image: alt]


本题表明：二次型表示为矩阵的乘积形式是不唯一的．如果要求二次型的矩阵为对称矩阵，则二次型的矩阵表示就是唯一的．二次型的矩阵要求是对称矩阵，就是为了保证二次型的矩阵能由二次型唯一确定，从而可利用矩阵来研究二次型．

问题2　矩阵的相似与合同有怎样的联系和区别？

答　如果矩阵A与B相似，则存在可逆矩阵P，使得P-1
 AP＝B；如果矩阵A与B合同，则存在可逆矩阵P，使得PT
 AP＝B．所以当PT
 ＝P-1
 ，即P为正交矩阵时，A与B既是相似的也是合同的．

问题3　实对称矩阵的秩与其特征值有何联系？一般地，如果矩阵能够对角化，它的秩与其特征值有何联系？

答　由于实对称矩阵相似于对角矩阵，则实对称矩阵的秩等于其相似对角矩阵的秩，也就是其非零的特征值的个数（重特征值按重数计算）．同理，如果矩阵能够对角化，它的秩等于其非零的特征值的个数（重特征值按重数计算）．

问题4　二次型f＝XT
 AX通过可逆线性变换X＝PY化成标准形

[image: alt]


则λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 必为A的特征值，对吗？

答　由二次型的规范形知，此论断是错误的．只有当二次型通过正交变换化成标准形时，标准形中的系数才是二次型的矩阵的特征值．

问题5　正定矩阵必是对称矩阵，对吗？

答　正定矩阵是由正定二次型来定义的，而二次型的矩阵必为对称矩阵，所以正定矩阵必是对称矩阵，但反之不然．

问题6　实对称矩阵A满足｜A｜＞0，则A为正定矩阵．对吗？

答　错误．由霍尔维茨定理知，实对称矩阵A为正定矩阵的充分必要条件是A的顺序主子式全大于零，而不仅仅是｜A｜＞0．｜A｜＞0是实对称矩阵A为正定矩阵的必要条件．

题型分析

题型1　写出二次型的矩阵，求二次型的秩．

解题方法　（1）如果二次型是一般的二次型，则按以下方法写出二次型f的矩阵A：

A的主对角线上的元素aii
 （i＝1，2，…，n）为平方项[image: alt]
 前的系数；A的非主对角线上的元素aij
 （i≠j，i，j＝1，2，…，n）为混合项xi
 xj
 前系数的一半（见例1）．

（2）如果二次型是由矩阵的乘积表示，则按以下方法写出二次型f的矩阵A：

设f＝XT
 BX，其中B＝（bij
 ）n×n
 ，则二次型f的矩阵A的元素

[image: alt]


（3）二次型的秩等于二次型矩阵的秩．

例1　写出二次型f＝x2
 ＋y2
 －z2
 ＋2xy－4xz＋5yz的矩阵表示式．

解　二次型f的矩阵[image: alt]
 二次型f的矩阵表示式

[image: alt]


例2　设二次型[image: alt]
 试写出二次型f的矩阵，并求二次型的秩．

解　二次型f的矩阵[image: alt]
 又[image: alt]
 则二次型的秩＝3．

题型2　利用配方法化二次型为标准形．

解题方法　（1）对含平方项的二次型，直接配方（见例3）．

（2）对不含平方项的二次型，先作可逆变换，化成含平方项的二次型，再配方（见例4）．

例3　用配方法将二次型[image: alt]
 化为标准形，并写出所用的可逆变换．

解　[image: alt]


令[image: alt]
 即[image: alt]
 则所用的可逆变换

[image: alt]


二次型的标准形是[image: alt]


例4　设二次型f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）＝x1
 x2
 ＋2x1
 x3
 ＋x2
 x3
 ，用配方法将二次型化为标准形，并写出所用的可逆变换．

解　令[image: alt]
 即[image: alt]
 其中[image: alt]
 得

[image: alt]


令[image: alt]
 即[image: alt]
 其中[image: alt]
 得二次型的标准形

[image: alt]


所用的可逆变换[image: alt]
 其中

﻿[image: alt]


题型3　利用正交变换化二次型为标准形．

解题方法　（1）写出二次型f的矩阵A；

（2）求A的特征值；

（3）求A的不同的特征值所对应的线性无关的特征向量，并分别将它们正交单位化得A的n个两两正交且单位化的特征向量；

（4）由A的n个两两正交且单位化的特征向量作为正交矩阵U的列向量组，得正交变换X＝UY；

（5）写出二次型f＝XT
 AX的标准形．

例5　求一正交变换X＝UY，将二次型[image: alt]
 化为标准形．

解　（1）写出二次型f的矩阵A．

[image: alt]


（2）求A的特征值．

｜A－λE｜＝-（1－λ）2
 （1＋λ）

得A的特征值λ1，2
 ＝1，λ3
 ＝-1．

（3）求A的不同的特征值所对应的线性无关的特征向量，并分别将它们正交单位化．

当λ1，2
 ＝1时，解（A－E）x＝0，得其基础解系[image: alt]
 因为ξ1
 ，ξ2
 正交，将它们单位化，得[image: alt]


当λ3
 ＝-1时，解（A＋E）x＝0，得其基础解系[image: alt]
 单位化，得[image: alt]


（4）构造正交变换X＝UY．

令正交矩阵[image: alt]
 得所求的正交变换X＝UY．

（5）写出二次型f的标准形．

二次型f的标准形为[image: alt]


题型4　正定二次型（或正定矩阵）的判别方法．

解题方法　（1）用定义判别（见例6）；

（2）用特征值判别（见例7）；

（3）用霍尔维茨定理判别（见例8）．

例6　证明：若实对称矩阵A＝UT
 U，其中U为可逆矩阵，则A为正定矩阵．

证　由AT
 ＝（UT
 U）T
 ＝UT
 （UT
 ）T
 ＝UT
 U＝A，得A为对称矩阵．任取X≠0，U为可逆矩阵，则UX≠0．又

f＝XT
 AX＝（UX）T
 （UX）＝‖UX‖2
 ＞0

所以A为正定矩阵．

注意　（1）要证明矩阵为正定矩阵，必须先证明该矩阵为对称矩阵；

（2）用定义证明二次型（或矩阵）为正定二次型（或正定矩阵），该二次型（或矩阵）一般为抽象的二次型（或矩阵）．

例7　设A为实对称矩阵，证明A2
 ＋E为正定矩阵．

证　设λ为A的特征值，则λ2
 ＋1为矩阵A2
 ＋E的特征值．又λ2
 ＋1＞0，所以A2
 ＋E为正定矩阵．

例8　判断下列二次型的正定性：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


解　（1）二次型的矩阵

﻿[image: alt]


其各阶顺序主子式

[image: alt]


所以二次型为正定二次型．

（2）二次型的矩阵

[image: alt]


其各阶顺序主子式

[image: alt]


所以二次型为负定二次型．

题型5　已知含参数的二次型为正定（或负定）二次型，求所含参数．

例9　设实二次型﻿[image: alt]
 ，问t为何值时，f为正定的；t为何值时，f为负定的（习题5-3：2）．

解　二次型的矩阵

[image: alt]


其各阶顺序主子式

[image: alt]


f为正定的充分必要条件是[image: alt]
 解得t＞2；

f为负定的充分必要条件是[image: alt]
 解得t＜-1．

习题选解

【习题5-1】

1．写出下列二次型的矩阵表示式：

（3）[image: alt]


解　[image: alt]
 则二次型的矩阵

[image: alt]


二次型的矩阵表示式为f＝XT
 AX．

【习题5-2】

2．设实二次型[image: alt]
 经正交变换X＝UY可化成标准形[image: alt]
 求a．

解　二次型的矩阵[image: alt]
 由题意，得A的特征值为6，0，0，则

a＋a＋a＝6＋0＋0

所以a＝2．

【习题5-3】

3．设A为m×n矩阵，t＞0，B＝tE＋AT
 A．证明B为正定矩阵．

证　显然B为对称矩阵．任给X≠0，有

f＝XT
 BX＝tXT
 X＋（AX）T
 （AX）＝t‖X‖2
 ＋‖AX‖2


因为X≠0，则‖X‖＞0，‖AX‖≥0，所以f＞0，即B为正定矩阵．

【复习题五】

二、选择题

1．设[image: alt]
 则A与B　　　　（　　）

（A）合同且相似

（B）合同但不相似

（C）不合同但相似

（D）不合同且不相似

解　A为实对称矩阵，且A的特征值是4，0，0，0，则存在正交矩阵U，使得

U-1
 AU＝UT
 AU＝diag（4，0，0，0）＝B

即A与B合同且相似．选（A）．

2．设A为n阶矩阵，下列结论正确的是　　　　　　　　　（　　）

（A）｜A｜＞0

（B）A必与对角矩阵合同

（C）如果A与对角矩阵相似，则A与对角矩阵合同

（D）如果A与正定矩阵合同，则A为正定矩阵

解　A与正定矩阵合同，正定矩阵与单位矩阵合同，则A与单位矩阵合同，所以A为正定矩阵．选（D）．

三、计算题

1．设二次曲面方程x2
 ＋ay2
 ＋z2
 ＋2bxy＋2xz＋2yz＝4可以经过正交变换

[image: alt]


化为椭圆柱面方程η2
 ＋4ξ2
 ＝4，求a，b和正交矩阵U．

解　二次型f（x，y，z）＝x2
 ＋ay2
 ＋z2
 ＋2bxy＋2xz＋2yz的矩阵

﻿[image: alt]


其特征值为λ1
 ＝0，λ2
 ＝1，λ3
 ＝4，则｜A－λE｜＝-λ（1－λ）（4－λ），比较多项式的系数，解得a＝3，b＝1（请思考用特征值的性质，求a，b）．

对应于特征值λ1
 ＝0的线性无关的特征向量是[image: alt]
 单位化得[image: alt]


对应于特征值λ2
 ＝1的线性无关的特征向量是[image: alt]
 单位化得[image: alt]


对应于特征值λ3
 ＝4的线性无关的特征向量是[image: alt]
 单位化得[image: alt]


则所求的正交矩阵

[image: alt]


2．设实二次型f＝（x1
 ＋a1
 x2
 ）2
 ＋（x2
 ＋a2
 x3
 ）2
 ＋…＋（xn－1
 ＋an－1
 xn
 ）2
 ＋（xn
 ＋an
 x1
 ）2
 ，其中ai
 （i＝1，2，…，n）为实数．问：当a1
 ，a2
 ，…，an
 满足何种条件时，二次型f为正定二次型？

解　当[image: alt]
 为可逆变换时，f为正定二次型，即齐次线性方程组

[image: alt]


只有零解，则系数行列式

[image: alt]


3．设A为三阶实对称矩阵，且A2
 ＋2A＝0，R（A）＝2．

（1）求A的全部特征值；

（2）当k为何值时，A＋kE为正定矩阵．

解　（1）设λ为A的特征值，由A2
 ＋2A＝0，得λ2
 ＋2λ＝0，解得λ＝0，λ＝-2．则A的特征值只能是0，-2．又R（A）＝2，则A有两个非零的特征值，所以A的全部特征值为

λ1
 ＝0，λ2，3
 ＝-2

（2）A＋kE的全部特征值是

μ1
 ＝λ1
 ＋k＝k，μ2，3
 ＝λ2，3
 ＋k＝k－2

A＋kE为正定矩阵的充分必要条件是[image: alt]
 解得k＞2．

四、证明题

1．证明：实二次型f＝XT
 AX在‖X‖＝1时的最大值为矩阵A的最大特征值．

证　存在正交变换X＝UY，使得

[image: alt]


﻿其中λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 为二次型矩阵A的特征值．令λ＝max（λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ），则

[image: alt]


当‖X‖＝1时，‖Y‖＝1，则f≤λ．

练习题

1．二次型f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）＝2x1
 x2
 －4x1
 x3
 ＋6x2
 x3
 的矩阵是______，该二次型的秩是______．

2．二次型[image: alt]
 X的矩阵是______．

3．对称矩阵[image: alt]
 的二次型是__________．

4．二次型[image: alt]
 的标准形是　　　　（　　）

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


5．矩阵[image: alt]
 为正定矩阵，则k满足的条件是__________．

6．用配方法将二次型f（x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ）＝x1
 x2
 ＋x2
 x3
 ＋x3
 x4
 ＋x4
 x1
 化成标准形，并写出所用的可逆变换．

7．求一正交变换化二次型

[image: alt]


成标准形，并判断该二次型的正定性．

8．判别二次型[image: alt]
 的正定性．

9．设m阶实对称矩阵A为正定矩阵，B为m×n实矩阵．证明：BT
 AB为正定矩阵的充分必要条件是R（B）＝n．

10．设A为正定矩阵，证明：存在正定矩阵B，使得A＝B2
 ．


第六章　线性空间与线性变换

知识网络图

[image: alt]


内容与要求

（1）掌握线性空间的定义及性质，能用公理化方法判定线性空间及证明相关性质；

（2）掌握子空间的概念及判定方法；

（3）掌握基、维数与坐标概念及相关计算，了解线性空间的同构概念；

（4）掌握基变换与坐标变换概念及相关计算；

（5）了解内积与欧氏空间概念；

（6）了解线性变换概念、性质及基下矩阵概念，并能求基下矩阵．

重点　抽象线性空间的概念

概念、定理的理解与释疑解惑

1．基本概念

（1）数域：

设P是由一些复数组成的集合，其中包括0与1．如果P中任意两个数（这两个数可以相同）的和、差、积、商（除数不为零）仍然是P中的数，那么P就称为一个数域．

（2）线性空间：

设V是一个非空集合，R为实数域．如果对于任意两个元素α，β∈V，总有唯一的一个元素γ∈V与之对应，称为α与β的和，记作γ＝α＋β；又对于任一数λ∈R与任一元素α∈V，总有唯一的一个元素δ∈V与之对应，称为λ与α的积，记作δ＝λα；并且这两种运算满足以下八条运算规律：

∀α，β，γ∈V；∀λ，μ∈R：

（i）加法交换律：α＋β＝β＋α；

（ii）加法结合律：（α＋β）＋γ＝α＋（β＋γ）；

（iii）在V中存在零元，记为0，它对于V中任意一个元素α，都有α＋0＝α；

（iv）对于V中每一个元素α，在V中存在相应的负元，记作-α，使得α＋（-α）＝0；

（v）1α＝α；

（vi）λ（μα）＝（λμ）α

（vii）（λ＋μ）α＝λα＋μα；

（viii）λ（α＋β）＝λα＋λβ．

那么，V就称为实数域R上的线性空间（或向量空间），V中的元素不论其本来的性质如何，统称为（实）向量．

（3）线性子空间与生成子空间：

设V是一个线性空间，W是V的一个非空子集，如果W对于V中所定义的加法与乘法两种运算也构成一个线性空间，则称W为V的线性子空间．

设α1
 ，α2
 ，…，αs
 是数域P上线性空间V中的一组向量，考虑这组向量的所有的线性组合L（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ）＝｛λ1
 α1
 ＋λ2
 α2
 ＋…＋λs
 αs
 ｜λi
 ∈P｝，则易证，L（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ）也构成V的一个线性子空间．这个线性子空间称为V中由向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 生成的线性子空间，其中α1
 ，α2
 ，…，αs
 称为该线性子空间的生成元．

（4）基、维数与向量的坐标：

线性空间V中的向量组ε1
 ，ε2
 ，…，εn
 ，如果满足条件：

（i）ε1
 ，ε2
 ，…，εn
 线性无关；

（ii）线性空间中任一向量α可由ε1
 ，ε2
 ，…，εn
 线性表示．

则称此向量组ε1
 ，ε2
 ，…，εn
 是线性空间V的一个基．

（5）向量的坐标：

设向量组ε1
 ，ε2
 ，…，εn
 是n维线性空间V的一个基，α是V中任意一个向量，则有α＝x1
 ε1
 ＋x2
 ε2
 ＋…＋xn
 εn
 ，称数组x1
 ，x2
 ，…，xn
 为向量α在基ε1
 ，ε2
 ，…，εn
 下的坐标，记为［x1
 ，x2
 ，…，xn
 ］T
 ．

（6）映射：

设有两个非空集合A、B，如果对于A中任一元α，按照一定的规则σ，总有B中一个确定的元素β与它对应，那么这个对应规则σ称为从集合A到集合B的映射．β称为α在σ下的像，记为σ（α）＝β，而α称为β在映射σ下的一个原像．如果σ是A到B的一个映射，那么记为

σ：A→B

称A为映射σ的定义域，而把A在σ下的像的全体称为值域，记为σ（A）．显然，σ（A）⊆B．

如果σ（A）＝B，则称映射σ为满射．

如果∀a1
 ，a2
 ∈A，若σ（a1
 ）＝σ（a2
 ），则a1
 ＝a2
 ，称σ是单射．

若σ既是满射，又是单射，则σ称为一一映射，或称双射．

（7）同构：

实数域上的两个线性空间V与W称为同构，如果由V到W有一个一一映射σ，具有以下性质：

1）σ（α＋β）＝σ（α）＋σ（β）（即和的像等于像的和）；

2）σ（kα）＝kσ（α）（数乘的像等于像的数乘）．

其中α，β是V中任意向量，k是R中任意数，这样的映射σ称为同构映射，V与W称为同构．

（8）基变换与坐标变换：

设V是一个n维线性空间，α1
 ，α2
 ，…，αn
 与β1
 ，β2
 ，…，βn
 是V的两个基．将α1
 ，α2
 ，…，αn
 看成基，则β1
 ，β2
 ，…，βn
 可由α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性表示：

[image: alt]


……

﻿[image: alt]


也可以写成

[image: alt]


①称为线性空间从基α1
 ，α2
 ，…，αn
 到基β1
 ，β2
 ，…，βn
 的基变换公式，其中的矩阵

[image: alt]


称为由基α1
 ，α2
 ，…，αn
 到基β1
 ，β2
 ，…，βn
 的过渡矩阵．

设α在两个基α1
 ，α2
 ，…，αn
 与β1
 ，β2
 ，…，βn
 下的坐标分别为［x1
 ，x2
 ，…，xn
 ］T
 与[image: alt]
 ，则它们之间的关系为

[image: alt]


由α在基α1
 ，α2
 ，…，αn
 下坐标的唯一性，得

[image: alt]


或　　　　[image: alt]


②、③均称为坐标变换公式．

（9）欧氏空间与内积：

定义有内积的实线性空间称为欧几里得空间．

（10）标准正交基：

在n维欧氏空间V中，由n个两两正交的非零向量所构成的正交向量组称为正交基，由单位向量构成的正交基称为标准正交基．

标准正交基的判定方法有两种，一是将向量组转化为坐标向量组，以向量坐标为列向量构作矩阵，则向量组是标准正交基的充要条件是该矩阵是正交矩阵；二是α1
 ，α2
 ，…，αn
 是标准正交基的充要条件是［αi
 ，αj
 ］＝δij
 ，∀i，j∈｛1，2，…，n｝．这里[image: alt]


（11）线性变换：

设V，W都是数域P上的线性空间，T是V到W的映射，若T满足下列条件：∀α，α1
 ，α2
 ∈V，∀k∈P，有

（1）T（α1
 ＋α2
 ）＝T（α1
 ）＋T（α2
 ）；

（2）T（kα）＝kT（α）．

那么，T就称为从V到W的线性映射．

特别，若V＝W，那么T是一个从线性空间V到自身的线性映射，称为线性空间V上的线性变换．

（12）基下矩阵：

设V是数域P上的线性空间，α1
 ，α2
 ，…，αn
 是V的一个基，T是V上的线性变换．我们先来看一下确定T的最少条件．∀α∈V，由α1
 ，α2
 ，…，αn
 是V的一个基，所以存在k1
 ，k2
 ，…，kn
 ，使得α＝k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋kn
 αn
 ，α在T下的像为

T（α）＝k1
 T（α1
 ）＋k2
 T（α2
 ）＋…＋kn
 T（αn
 ）

由此可以看出，T完全由基α1
 ，α2
 ，…，αn
 的像集合T（α1
 ），T（α2
 ），…，T（αn
 ）确定．换言之，若知道线性变换在一个基下的像，便知道了这个线性变换．设基α1
 ，α2
 ，…，αn
 在T下的像集合为

T（α1
 ）＝a11
 α1
 ＋a21
 α2
 ＋…＋an1
 αn


T（α2
 ）＝a12
 α1
 ＋a22
 α2
 ＋…＋an2
 αn


……

T（αn
 ）＝a1n
 α1
 ＋a2n
 α2
 ＋…＋ann
 αn


记T（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）＝（T（α1
 ），T（α2
 ），…，T（αn
 ）），上式可以表示成

T（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）＝（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）A

其中
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称为线性变换T在基α1
 ，α2
 ，…，αn
 下的矩阵．

2．主要结论

（1）有理数域是最小的数域，所有的数域都包含有理数域作为它的一部分．

（2）线性空间的性质：

在线性空间V中

（i）零元素是唯一的；

（ii）任一元素的负元素是唯一的．

（iii）0α＝0；（-k）α＝k（-α）＝-（kα）；k0＝0；如果λα＝0，则λ＝0或α＝0．

（3）线性子空间的判定：

线性空间V的非空子集W构成线性子空间的充分必要条件是：W对于V中的线性运算封闭．

（4）生成子空间的有关性质：

[image: alt]
 称为由向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 生成的子空间．

α1
 ，α2
 ，…，αs
 的一个极大线性无关组是L（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ）的一个基．

dim L（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ）＝R（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ）．

（5）向量坐标的计算：

即为组合系数的计算．可归为线性方程组的求解问题．

（6）同构的有关结论：

（i）任何两个数域P上的n维线性空间同构，即相同数域上维数相等的线性空间都同构；（ii）数域P上的任一n维线性空间都与Pn
 同构．

（7）过渡矩阵的求法与性质：

有直接计算与间接计算两种方法．直接计算方法即为利用过渡矩阵的第j列向量是σ（εj
 ）在ε1
 ，ε2
 ，…，εn
 下的坐标；归为坐标计算．过渡矩阵是满秩矩阵．

（8）内积的有关结论：

内积具有对称性、线性性、非负性，另有柯西-许瓦尔兹不等式．

（9）内积的坐标表示：

设ε1
 ，ε2
 ，…，εn
 是V的一个标准正交基，V中的向量α，β为

﻿[image: alt]


则V在基ε1
 ，ε2
 ，…，εn
 下的度量矩阵A＝E，所以[image: alt]


（10）标准正交基的存在性及求法：

任一个n（n≥1）维欧氏空间必有正交基与标准正交基．Schmidt正交化方法．

（11）线性变换的确定：

线性变换可由基在其下的像向量组确定．

（12）线性变换的性质：

（i）T（0）＝0，T（-α）＝-T（α）；

（ii）线性变换保持线性组合不变，即如果

β＝k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋km
 αm


则　　　　T（β）＝k1
 T（α1
 ）＋k2
 T（α2
 ）＋…＋km
 T（αm
 ）

（iii）线性相关向量组的像向量组也线性相关．

（iv）线性变换T的像集Im T＝｛T（α）｜α∈V｝是一个线性空间（V的子空间），称为线性变换T的像空间．

（v）ker T＝｛α｜α∈V，Tα＝0｝也是V的子空间．ker T称为线性变换T的核．

（13）线性变换的矩阵与运算：

设线性变换T在基α1
 ，α2
 ，…，αn
 下的矩阵是A．向量x在基α1
 ，α2
 ，…，αn
 下的坐标为[image: alt]
 T（x）在基α1
 ，α2
 ，…，αn
 下的坐标为[image: alt]
 则有y＝Ax．

线性变换的运算与其在固定基下的基下矩阵运算同构．

（14）线性变换在不同基下矩阵之间的关系：

设线性空间V中取定两个基：

α1
 ，α2
 ，…，αn


β1
 ，β2
 ，…，βn


由基α1
 ，α2
 ，…，αn
 到基β1
 ，β2
 ，…，βn
 的过渡矩阵为P，V中线性变换T在这两个基下的矩阵依次为A和B，那么B＝P-1
 AP．

3．释疑解惑

（1）向量空间与线性空间

向量空间与线性空间，有些书上，表示的是同一个概念，但我们通常用向量空间来表示某一数域上的以该数域中的n元有序数组为元素构成的线性空间．

线性空间是我们在大学中遇到的第一个抽象的代数系统．所谓的代数系统，简单地说，即为带有运算的集合，而代数研究的主要目标之一是研究代数系统中的运算性质．

线性空间是数学中的一个重要概念，有着极其重要的应用．

学习线性空间，首先应重视定义．判断与证明一个代数系统是否线性空间，是我们碰到的第一个问题，在这里，使用的方法是数学中的公理化方法，即要逐条进行验证，缺一不可．

（2）向量的维数与空间的维数

向量的维数，指的是向量本身是几元的有序数组，如［α1
 ，α2
 ，…，αm
 ］，是一个m元有序数组，故称为一个m维向量．并不是每个向量都有维数，如实数域上的由［0，1］上的连续函数全体C［0，1］
 关于实数与函数的乘法、函数与函数的加法构成的线性空间中的向量，是没有维数的．而向量空间的维数，是其一个基中所含的向量个数．如实数域上的m×n阶矩阵关于矩阵的加法与数乘构成实数域上的m×n维线性空间．向量的维数与空间的维数是两个独立的概念．可以不相同．如S＝｛［a1
 ，a2
 ，…，an
 ］｜a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ＝0，ai
 ∈R｝是一个n－1维空间，但其向量是n维的．一般说，每个线性空间都有维数（包括无穷维），其向量，或没有维数，或向量的维数大于或等于空间的维数．但在同构意义下，每一向量的坐标的维数，与其空间的维数是一致的．

（3）［α1
 ，α2
 ，…，αs
 ］是什么？

［α1
 ，α2
 ，…，αs
 ］表示的是一个向量组，当这些向量α1
 ，α2
 ，…，αs
 是n维列向量时，可以理解为n×s矩阵，但当这些向量不是n维列向量时，仅仅表示一个向量组，故此时，没有可逆与行列式的问题．所以当出现［α1
 ，α2
 ，…，αs
 ］时，要视具体情况，加以理解．当然，如果是n维列向量，且s＝n，则可以考虑矩阵是否可逆与行列式的问题．

（4）基下矩阵列向量的直观意义

若A是线性变换T在基α1
 ，α2
 ，…，αn
 下的矩阵，则A的第k个列向量，是αk
 在T下像的坐标，k＝1，2，…，n．同样，过渡矩阵也可类似理解．

（5）映射与函数

映射是数学中函数概念的推广．实数域上的函数，实际上是定义在实数集到实数集上的一种映射．映射是数学中重要的基本概念之一．有些书上，也将映射称为函数．映射在理解上要注意六个字：“元有像，像唯一”，即定义域中的每一个元素，在映射下有像，并且像唯一．单射为：“元不同，则像不同”或“像相同，则元相同”；满射：“元有原像”．

（6）线性空间的同构与线性变换

有无穷多的线性空间．对线性空间，我们在乎的是其运算性质，不在乎其元素具体是什么，故从代数系统的角度，将运算相同的线性空间看成是相同的，以便按类研究线性空间．用标准化的数学思想，每一类中选取一个最简形式作为这一类的代表，所以一个数域P上的n维线性空间V常用其在一固定基下的坐标全体所形成的向量空间Pn
 作为其标准形．在线性代数中，常用的方法是将实数域上的n维线性空间V中的运算问题，转化为向量空间Pn
 的相应问题，在向量空间Pn
 中进行研究，得出结论，再将结论转化为线性空间V中的结论，达到最后解决问题的目的．

数学中的同构思想，是数学中的一种重要的思想方法，尤其在代数结构的研究中．

注意线性空间的同构与线性变换的区别：一是映射的对象不同，同构是在同一数域上的两个线性空间之间的映射，而线性变换是线性空间到自身上的变换；二是同构要求的映射是可逆的，但线性变换不一定是可逆的，由此导致同构保持向量组的线性相关性，而线性变换不一定保持线性相关性．

若线性变换是可逆的，则可以理解为线性空间与自身的同构，也称为线性空间的自同构．

（7）内积与度量性质

实数域上的线性空间中没有度量性质，但线性空间来源于几何空间，与几何空间比较，线性空间没有度量性质．因此，为了在线性空间中引入度量性质，所以引入了内积的概念，再由内积引入角度与长度．由此，我们可以进一步理解度量的本质．另外，我们教材中引入的只是一种常用的内积，事实上，实数域上的线性空间，可以引入各种不同的内积．

（8）线性变换的矩阵

我们知道，函数有各种各样的表示形式，解析式，图像，表格等，当然，若函数有解析式，我们可以应用更多的数学工具来讨论函数的性质．对线性变换而言，也有同样的问题：如何确定线性变换，如何用解析式表示线性变换．而这些，我们都是通过线性变换在某个基下的基下矩阵来解决．所以，线性变换的基下矩阵在线性变换的研究中起到了重要的作用．而这种方法，也是问题矩阵化方法的一种应用．所谓问题矩阵化方法，实际上是将一个数学问题转化为矩阵问题，再利用矩阵工具来解决．如二次型矩阵，是二次型问题的矩阵化方法的一种应用．

（9）线性变换与线性相关性

线性变换将线性相关的向量组变为线性相关的向量组，仅当线性变换是满秩的线性变换时，才能将线性无关向量组变成线性无关向量组．

向量组线性相关，则其像向量组必线性相关；向量组线性无关，则其像向量组未必线性无关；向量组线性无关，则其原像向量组必线性无关；向量组线性相关，则原像向量组﻿未必线性相关．

（10）线性变换与秩

线性变换是线性空间到自身上的一个映射，本没有秩这一问题，但与线性变换对应的基下矩阵有秩，故可借用基下矩阵的秩来定义线性变换的秩，这与二次型中借用二次型矩阵的秩来定义二次型的秩如出一辙．这种借用一个系统中的术语来定义另一系统中的术语，是数学中定义概念的一种常用方法，如线性空间中的空间，便是借用了几何中的空间一语．

题型分析及习题解答

题型1　线性空间、线性子空间等代数系统的判定

通常此类题目只需严格按定义验证即可，需要注意的是，不要把所谓的“数学常识”带入证明．如线性空间中的“零元”未必是零，“单位元”未必是1．关于线性空间的判定，通常有两种方法，一是严格按定义逐条验证，二是将其看成某个线性空间的子空间进行判定．

例1　试证明齐次线性方程组的解空间构成一线性空间．

证　设齐次线性方程组为Am×n
 x＝0，其解空间为S（A）⊆Rn
 ，0∈S（A），所以S（A）≠∅，由齐次线性方程组的解的性质，∀η1
 ，η2
 ∈S（A），∀k1
 ，k2
 ∈R，有k1
 η1
 ＋k2
 η2
 ∈S（A），所以S（A）构成线性空间．

注　不要忽视S（A）≠∅的判定．

例2　（习题6-1-3）平面上全体向量R2
 ，对于通常的加法和如下定义的数量乘法：

k·α＝0

是否构成线性空间？

解　不构成线性空间，因为与定义中的条件1·α＝α矛盾．

评注　此题中，除1·α＝α不成立，线性空间定义中的其余条件均成立．所以在判定线性空间时，每一个条件均要予以验证，不可失缺．

例3　（习题6-1-5）设V是实数域R上的2阶方阵全体关于矩阵的加法与乘法所构成的线性空间．设

[image: alt]


和　　　　　　[image: alt]


证　（1）W1
 和W2
 是V的子空间；

（2）W1
 ∩W2
 和W1
 ＋W2
 ＝｛u＋v｜u∈W1
 ，v∈W2
 ｝也是V的子空间．

证　（1）因0∈W1
 ，所以W1
 ≠∅，

设[image: alt]
 则[image: alt]
 ∀k∈R，[image: alt]


由子空间的判别定理，知W1
 是V的线性子空间；

W2
 可类似证明．

（2）因0∈W1
 ∩W2
 ，所以W1
 ∩W2
 ≠∅，

[image: alt]
 由对角矩阵关于线性运算的封闭性，知W1
 ∩W2
 也是W的子空间；

W1
 ＋W2
 ＝｛u＋v｜u∈W1
 ，v∈W2
 ｝＝R2×2
 ＝V，这是因为
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自然，V是V的子空间，所以W1
 ＋W2
 是V的子空间．

题型2　线性空间等代数系统性质证明的公理化方法

此类题型，是代数中常见的公理化方法，即同学们在初中初学平面几何时所用的方法，每一步推导，每一个等式都需要有充足的理由，且这些理由，均来自定义或已推得的定理．

例4　在线性空间｛V，＋，·｝中，证明：∀α，β∈V，∀s，t∈P，有

（1）-α＝（-1）·α；

（2）s·（α－β）＝s·α－s·β；

（3）（s－t）·α＝s·α－t·α

证　（1）因为α＋（-1）·α＝1·α＋（-1）·α＝（1＋（-1））·α＝0·α＝0，

所以-α＝（-1）·α；

（2）因s·（α－β）＝s·（α＋（-1）·β）＝s·α＋（s·（-1）·）β

　　　　　　　　　　＝s·α＋（-s）·β＝s·α－s·β

所以s·（α－β）＝s·α－s·β；

（3）因（s－t）·α＝（s＋（-t））·α＝s·α＋（-t）·α

　　　　　　　　　＝s·α＋（-t·α）＝s·α－t·α

所以（s－t）·α＝s·α－t·α．

例5　证明非零线性空间必含有无限多个向量．

解　设P上的线性空间V≠｛0｝，α≠0，α∈V，则由Z⊆P，所以｛nα｜n∈Z｝⊆V，且mα≠nα，（m≠n），所以V中含有无限多个向量．

评注　这表明，一个线性空间V仅含一个向量的充要条件是V＝｛0｝．

例6　设W1
 ，W2
 是线性空间V的两个线性子空间，证明W1
 ∩W2
 也是V的线性子空间．

证　（1）由0∈W1
 ，0∈W2
 ，∴0∈W1
 ∩W2
 ，W1
 ∩W2
 ≠∅；

（2）∀α，β∈W1
 ∩W2
 ，∀k∈P，有α，β∈W1
 且α，β∈W2
 ，由W1
 ，W2
 是线性空间V的两个线性子空间，所以α＋β，kα∈W1
 ，且α＋β，kα∈W2
 ，得α＋β，kα∈W1
 ∩W2
 ，所以W1
 ∩W2
 也是V的线性子空间．

例7　（习题6-1-7）设u是线性空间Rn
 中的一个固定向量，W＝｛x∈Rn
 ｜x⊥u｝，证明W构成Rn
 的一个线性子空间．

证　（1）因［0，u］＝0，所以0∈W，则W≠∅；

（2）∀α，β∈W，∀k，l∈R，由定义，有［α，u］＝0，［β，u］＝0，

所以［kα＋lβ，u］＝k［α，u］＋l［β，u］＝0，故kα＋lβ∈W

所以，W构成Rn
 的一个线性子空间．

例8　（习题6-1-8）设W是Rn
 的一个线性子空间．证明W⊥
 ＝｛x∈Rn
 ｜x⊥u，∀u∈W｝也是Rn
 的一个线性子空间．

证　（1）因∀μ∈W，［0，μ］＝0，所以0∈W⊥
 ，W⊥
 ≠∅；

（2）∀α，β∈W，∀k，l∈R，由定义，有∀μ∈W，［α，μ］＝0，［β，μ］＝0，

所以［kα＋lβ，μ］＝k［α，μ］＋l［β，μ］＝0，kα＋lβ∈W

所以，W⊥
 构成Rn
 的一个线性子空间．

题型3　基、维数、坐标等基本计算

此类题型，只是前面求向量组的极大无关组，求向量组的秩，求组合系数（本质上是求解线性方程组）的应用．唯一要引起注意的是目前所涉及的向量，不一定是Rn
 中的向量，有可能是抽象的向量，这时更需严格按定义或定理进行处理．

例9　矩阵A的迹定义为A中所有对角元之和．

（1）迹为零的复数域上的n维方阵的全体关于矩阵的加法与数与矩阵的乘法构成复数域上的一个线性空间，并找出一个基，求出其维数；

（2）迹为零的复数域上的n维方阵的全体关于矩阵的加法与数与矩阵的乘法构成实数域上的一个线性空间，并找出一个基，求出其维数．

解　（1）视迹为零的复数域上的n维方阵的全体为Cn×n
 的一个子集，记为W，显然零矩阵0∈W，所以W≠∅；∀A，B∈W，∀k∈C，由定义有trA＝0，trB＝0，所以由迹的性质，有tr（A＋B）＝tr（A）＋tr（B）＝0，tr（kA）＝ktrA＝0，所以W构成Cn×n
 的子空间．

｛Eij
 ｜i，j∈｛1，2，…，n｝，i≠j｝∪｛Eii
 －Enn
 ｜i＝1，2，…，n－1｝为W的一个基，这是因为

[image: alt]


由此可得：dimW＝n2
 －1

（2）视迹为零的复数域上的n维方阵的全体为R上的线性空间Cn×n
 的一个子集，记为U，显然0∈U，所以U≠∅；∀A，B∈U，∀k∈R，由定义有trA＝0，trB＝0，所以由迹的性质，有tr（A＋B）＝tr（A）＋tr（B）＝0，tr（kA）＝ktrA＝0，所以U构成R上线性空间Cn×n
 的子空间．

｛Est
 ，iEst
 ｜s，t∈｛1，2，…，n｝，s≠t｝∪｛Ekk
 －Enn
 ，iEkk
 －iEnn
 ｜k＝1，2，…，n－1｝为U的一个基，这是因为

[image: alt]


由此可得dimW＝2（n2
 －1）

注　作为集合，W＝U，但作为线性空间，由于其数域不同，一个是复数域上的线性空间，另一个是实数域上的线性空间，是两个不同的线性空间．所以在考虑线性空间问题时，也要重视数域在其中所起的作用．

例10　（习题6-2-5）证明向量组

[image: alt]


是R4
 的一个基，并求向量

﻿[image: alt]


在此基下的坐标．

解　[image: alt]


所以α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 是R4
 的一个基，向量ξ在这个基下的坐标为［10，-3，-3，6］T
 ．

评注　这里所用的方法，本质上是求解线性方程组，亦可理解为求一向量组的极大无关组，且用该极大无关组表示出其余向量．

例11　（习题6-2-6）在R4
 中，求向量α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 生成子空间的维数和一个基．其中

[image: alt]


解　[image: alt]


﻿所以α1
 ，α2
 ，α3
 是其一个基，其维数为3．

例12　（习题6-2-7）设[image: alt]


求R3×3
 的子空间C（A）的维数和一个基，其中C（A）是R上与A可交换的3阶方阵的集合．

解　设[image: alt]
 其中[image: alt]
 X21
 ＝［a31
 　a32
 ］，X22
 ＝［a33
 ］，则有XA＝AX．

记[image: alt]
 B＝［3，1］，则[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


所以C（A）的一个基为

[image: alt]


注　该题本质上是求解齐次线性方程组的基础解系．

例13　（习题6-2-8）下列向量组是否构成线性空间R［x］3
 的基：

（1）α1
 ＝x＋1，α2
 ＝x2
 ＋x，α3
 ＝x3
 ＋1，α4
 ＝x3
 ＋x2
 ＋2x＋2；

（2）β1
 ＝-1＋x，β2
 ＝1－x2
 ，β3
 ＝-2＋2x＋x2
 ，β4
 ＝x3


解　（1）方法一　可直接观察得α4
 ＝α1
 ＋α2
 ＋α3
 ，所以不构成基；

方法二　　[image: alt]


﻿易知det A＝0，故α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 不构成基．

（2）[image: alt]


det B＝-1≠0，所以β1
 ，β2
 ，β3
 ，β4
 构成基．

注　①这里的符号“≜”表示记为或定义为；

②此题用到结论：若［β1
 ，β2
 ，…，βs
 ］＝［α1
 ，α2
 ，…，αs
 ］A，在α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性无关时，R（β1
 ，β2
 ，…，βs
 ）＝R（A）．

题型4　基变换与坐标变换

例14　（习题6-3-1）在R4
 中，求由基α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 到β1
 ，β2
 ，β3
 ，β4
 的过渡矩阵．其中

[image: alt]


解　设e1
 ，e2
 ，e3
 ，e4
 是R4
 中的标准正交基，则有

[image: alt]


所以，所求的过渡矩阵为

[image: alt]


例15　（习题6-3-2）在线性空间R3
 中，取两个基：

[image: alt]


（1）求由基（Ⅰ）到基（Ⅱ）的过渡矩阵M；

（2）设α在基（Ⅰ）下的坐标为[image: alt]
 求α在基（Ⅱ）下的坐标[image: alt]


解　[image: alt]


所以，所求的过渡矩阵为

[image: alt]


[image: alt]


则[image: alt]


﻿所以[image: alt]
 即α在β1
 ，β2
 ，β3
 下的坐标为

[image: alt]


例16　（习题6-3-3）在线性空间R［x］3
 中，

（1）求由基（Ⅰ）：1，x，x2
 ，x3
 到基（Ⅱ）：1，1＋x，1＋x＋x2
 ，1＋x＋x2
 ＋x3
 的过渡矩阵；

（2）已知g（x）在（Ⅰ）下的坐标为[image: alt]
 f（x）在基（Ⅱ）下的坐标为[image: alt]


求f（x）＋g（x）分别在基（Ⅰ）和基（Ⅱ）下的坐标．

[image: alt]


则基（Ⅰ）到基（Ⅱ）的过渡矩阵为[image: alt]


（2）[image: alt]


[image: alt]


﻿[image: alt]


所以f（x）＋g（x）在基（Ⅰ）下的坐标为［14，6，4，3］T
 ，在基（Ⅱ）下的坐标为［8，2，1，3］T
 ．

题型5　内积、欧氏空间、正交基及其应用

例17　（习题6-4-2）设α1
 ，α2
 ，…，αn
 是欧氏空间V的一个基，证明：

（1）如果γ∈V使［γ，αi
 ］＝0，i＝1，2，…，n，那么γ＝0；

（2）如果γ1
 ，γ2
 ∈V使对任一α∈V有［γ1
 ，α］＝［γ2
 ，α］＝0，那么γ1
 ＝γ2
 ．

证　（1）由γ∈V，α1
 ，α2
 ，…，αn
 是欧氏空间V的一个基，所以可设[image: alt]


因[image: alt]
 　所以γ＝0．

（2）由γ1
 ，γ2
 ∈V，∀α∈V有［γ1
 ，α］＝［γ2
 ，α］＝0，所以［γ1
 －γ2
 ，α］＝0，取α＝αi
 ，（i＝1，2，…，n），则［γ1
 －γ2
 ，αi
 ］＝0，（i＝1，2，…，n），由（1），有γ1
 －γ2
 ＝0，即γ1
 ＝γ2
 ．

例18　（习题6-4-4）设α1
 ，α2
 ，…，αn
 是欧氏空间的n个向量．行列式

[image: alt]


称为向量α1
 ，α2
 ，…，αn
 的克莱姆（Gram）行列式．证明G（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）＝0当且仅当α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性相关．

证　必要性　即要证：若G（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）＝0，则α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性相关．

由G（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）＝0，则行列式中的行向量组线性相关，即存在k1
 ，k2
 ，…，kn
 不全为零，有[image: alt]
 （k＝1，2，…，n），即[image: alt]
 （k＝1，2，…，n），由例﻿17的结论，有[image: alt]
 所以α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性相关．

充分性　若α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性相关，则存在k1
 ，k2
 ，…，kn
 不全为零，使得[image: alt]
 所以[image: alt]
 （k＝1，2，…，n），即[image: alt]
 （k＝1，2，…，n），即G（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）的行向量组线性相关，所以有G（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）＝0．

例19　（习题6-4-6）已知欧氏空间R4
 中，向量

[image: alt]


（1）α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 是否是R4
 的一个标准正交基；

（2）若α＝α1
 ＋2α2
 ＋3α3
 ＋4α4
 ，求‖α‖，［α，β］．

解　（1）记A＝［α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ］，可以验算得AT
 A＝E，所以α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 是R4
 的一个标准正交基．

（2）[image: alt]


题型6　线性变换及其性质

例20　（习题6-5-2）取定矩阵P是n阶可逆矩阵，对于任意的n阶方阵A，试证相似变换T：

T（A）＝P-1
 AP

是Rn×n
 上的一个线性变换．

证　（1）由T的定义可知，T是Pn×n
 到Pn×n
 的映射；

（2）∀A，B∈Pn×n
 ，∀k，l∈P

T（kA＋lB）＝P-1
 （kA＋lB）P＝P-1
 （kA）P＋P-1
 （lB）P

　　　　　＝k（P-1
 AP）＋l（P-1
 BP）＝kT（A）＋lT（B）

所以T是Pn×n
 上的线性变换．

例21　（习题6-5-1）判别下面所定义的变换，哪些是线性变换，哪些不是线性变换？

（1）在线性空间V中，Tξ＝α，其中α（≠0）∈V是一个固定的向量；

（2）在P3
 中，[image: alt]


（3）在P3
 中，T（x1
 ，x2
 ，x3
 ）＝（2x1
 －x2
 ，x2
 ＋x3
 ，x1
 ）；

（4）在P［x］中，Tf（x）＝f（x0
 ），其中x0
 ∈P是一个固定的数．

解　（1）不是线性变换．这是因为取β，γ∈V，Tβ＋Tγ＝2α≠α＝T（β＋γ）．

（2）不是线性变换．这是因为T（3（1，0，0））＝（9，0，0）≠（3，0，0）＝3T（1，0，0）．

（3）是线性变换．因为[image: alt]
 ∀α，β∈P3
 ，可设

α＝［e1
 ，e2
 ，e3
 ］X，β＝［e1
 ，e2
 ，e3
 ］Y，

则T　（kα＋lβ）＝T［e1
 ，e2
 ，e3
 ］（kX＋lY）＝kT［e1
 ，e2
 ，e3
 ］X＋lT［e1
 ，e2
 ，e3
 ］Y

　　　　　　　　　＝kTα＋lTβ

（4）若f（x0
 ）＝0，则T是线性变换，否则，T不是线性变换．

这是因为，若f（x0
 ）＝0，则T是零变换，自然是线性变换；若f（x0
 ）≠0，则有

T（2f（x））＝f（x0
 ）≠2f（x0
 ）＝2T（f（x））

题型7　基下矩阵

例22　（习题6-6-1）求下列线性变换在所指定基下的矩阵：

（1）在R3
 中，T的定义如下：

[image: alt]


其中　　　　[image: alt]


求T在基　　　[image: alt]


下的矩阵．

（2）在R3
 中，已知线性变换T在基

[image: alt]


下的矩阵是

[image: alt]


求T在基

[image: alt]


下的矩阵．

解　[image: alt]


则所求矩阵为　　　　[image: alt]


[image: alt]


则所求矩阵为　　　　[image: alt]


例23　（习题6-6-2）在R2×2
 中，定义线性变换

[image: alt]


求T1
 ，T2
 ，T3
 在基E11
 ，E12
 ，E21
 ，E22
 下的矩阵．

解　[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


【复习题六】

一、思考题

1．数域P上的抽象线性空间与Pn
 空间有何关系？

答　数域P上的n维线性空间与Pn
 同构，故可视Pn
 为P上n维线性空间在同构意义下的标准形式．

2．向量组在线性变换下，其线性相关性有何关系？

答　线性相关组的像向量组必线性相关，线性无关组的像向量组未必线性无关；线性无关组的原像向量组必线性无关，线性相关组的原像向量组未必线性相关．

3．在几何空间R1
 中，线性函数是线性变换吗？

答　未必．当且仅当常数项为零的线性函数是线性变换．

4．线性变换A在一个基ε1
 ，ε2
 ，…，εn
 下的矩阵B的列向量有何几何意义？

答　B的第k个列向量是Aεk
 在基ε1
 ，ε2
 ，…，εn
 下的坐标．

5．已知在一个基下的像集，能确定该线性变换吗？

答　可以．事实上，在固定基下，线性变换与其在一固定基下的像向量组是一一对应的．

二、选择题

1．下列集合中关于指定运算构成P上线性空间的是　　　　（　　）

（A）数域P上次数不低于定数n（n∈Z+
 ）的多项式构成的集合，对通常多项式的加法和数与多项式的乘法；

（B）V＝｛（a，b，a，b，…，a，b）∈P2n
 ｜n∈Z+
 ｝对于P2n
 的加法和数量乘法；

（C）W＝｛（a1
 ，a2
 ，…，an
 ）∈Pn
 ｜a1
 ，a2
 ，…，an
 不同时大于零或不同时小于零｝对于Pn
 的加法和数乘；

（D）V＝C，P＝C，加法：复数加法；数乘：k·α＝0．

解　（B）．因为取f（x）∈V，有f（x）－f（x）＝0∈V，这与V的定义中不含零次多项式相矛盾，所以（A）不正确；任取α＝（1，0，…，0）∈W，β＝（0，1，…，1）∈W，有α＋β＝（1，1，…，1）∉W，所以（C）不成立；k·α＝0与条件1·α＝α矛盾，所以（D）不成立．所以正确答案为（B）．

2．设V是P上的线性空间及命题：

（1）α∈V，a，b∈P，若aα＝bα，则必有a＝b；

（2）α，β∈V，a∈P，若aα＝aβ，则必有α＝β．

则上述命题中　　　　　　（　　）

（A）只有（1）成立

（B）只有（2）成立

（C）（1）、（2）都正确

（D）（1）、（2）都不正确

解　（D）．（1），（2）两个命题均不成立，这是因为当α＝0时，∀a，b∈P，均有aα＝0＝bα，所以（1）不成立；a＝0时，∀α，β∈V，都有aα＝0＝aβ，所以（2）不成立．

3．设　[image: alt]


则在W1
 ，W2
 ，W3
 ，W4
 中，是Rn
 的子空间的只有　　　　　　　　（　　）

（A）W1


（B）W1
 ，W2


（C）W1
 ，W3


（D）W1
 ，W4


解　（B）．W3
 ，W4
 对数乘运算不封闭，所以W3
 ，W4
 均不是子空间．同时可验证，W1
 ，W2
 非空且关于加法与数运算封闭，所以构成子空间．故选（B）．

4．设在n维线性空间中α1
 ，α2
 ，…，αs
 与β1
 ，β2
 ，…，βt
 等价，则α1
 ，α2
 ，…，αs
 与β1
 ，β2
 ，…，βt
 同时线性无关的充要条件是　　　　　　　　　　　（　　）

（A）s＝t＝dim L（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ）

（B）s＝t

（C）s＝t＝n

（D）s＝t＜n

解　（A）．因为两线性无关组等价，s＝t仅是其必要条件，如R3
 中，｛e1
 ，e2
 ｝与｛e2
 ，e3
 ｝，个数相等，且均为线性无关组，但却不是等价向量组．

5．设在同一线性空间中考虑下面四个命题：

（1）不同向量在同一基下的坐标一定不同

（2）同一向量在不同基下的坐标一定不同

（3）不同向量在不同基下的坐标一定不同

（4）同一向量在同一基下的坐标一定相同

则　　　　　　　　　　　（　　）

（A）只有（1）、（2）正确

（B）只有（1）、（3）、（4）正确

（C）只有（1）、（4）正确

（D）只有（1）、（2）、（4）正确

解　（C）．在固定基下，向量与其坐标是一一对应的，故（1），（4）是正确的，（3）是错的，不同的向量在不同的基下坐标可以是相同的，如R3
 中，

［1，1，1］＝e1
 ＋e2
 ＋e3
 ，［3，2，1］＝e1
 ＋（e1
 ＋e2
 ）＋（e1
 ＋e2
 ＋e3
 ），

故向量［1，1，1］在基e1
 ，e2
 ，e3
 下的坐标是［1，1，1］，而向量［3，2，1］在基e1
 ，e1
 ＋e2
 ，e1
 ＋﻿e2
 ＋e3
 下的坐标也是［1，1，1］．（2）也是错的．如向量（0，0，3），在基｛（1，0，0），（0，1，0），（0，0，1）｝与基[image: alt]
 之下坐标不变．

6．设｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝，｛β1
 ，β2
 ，…，βn
 ｝，｛γ1
 ，γ2
 ，…，γn
 ｝是线性空间V的三个基，且

（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）＝（γ1
 ，γ2
 ，…，γn
 ）A

（β1
 ，β2
 ，…，βn
 ）＝（γ1
 ，γ2
 ，…，γn
 ）B

则由基｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝到基｛β1
 ，β2
 ，…，βn
 ｝的过渡矩阵是　　　　　　（　　）

（A）AB

（B）A-1
 B

（C）AB-1


（D）A-1
 B-1


解　（B）．因为（β1
 ，β2
 ，…，βn
 ）＝（γ1
 ，γ2
 ，…，γn
 ）B＝（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）A-1
 B，所以选（B）．

7．若把同构的子空间视为一类，则数域P上的n维线性空间的子空间共分成（　　）

（A）1类

（B）2类

（C）n类

（D）（n＋1）类

解　（D）．同一数域上的两个线性空间，同构的充要条件是他们的维数相同．n维线性空间的子空间按维数分可分为0维，1维，…，n维，共（n＋1）类．

8．设T是线性空间V上的线性变换，T（αi
 ）＝βi
 ，i＝1，…，m．下列命题中成立的是　　（　　）

（A）｛α1
 ，α2
 ，…，αm
 ｝线性无关，则｛β1
 ，β2
 ，…，βm
 ｝线性无关

（B）｛α1
 ，α2
 ，…，αm
 ｝线性相关，则｛β1
 ，β2
 ，…，βm
 ｝线性相关

（C）｛β1
 ，β2
 ，…，βm
 ｝线性无关，则｛α1
 ，α2
 ，…，αm
 ｝线性相关

（D）｛β1
 ，β2
 ，…，βm
 ｝线性相关，则｛α1
 ，α2
 ，…，αm
 ｝线性相关

解　（B）．向量组与其像向量组之间的关系为：线性相关组的像向量组必线性相关，线性无关组的像向量组未必线性无关；线性无关组的原像向量组必线性无关，线性相关组的原像向量组未必线性相关．故（B）正确．

9．设T是数域P上的n维线性空间V上的线性变换，下列命题中正确的是（　　）

（A）T在不同基下的矩阵不同

（B）T在不同基下的矩阵的秩不同

（C）T在任一基下的矩阵是可逆的

（D）T在任两个基下的矩阵的秩相等

解　（D）．T在不同基下的矩阵未必不同，如恒等变换在任一基下的矩阵都是单位矩阵，故（A）不正确；由T在不同基下的矩阵是相似的，而相似矩阵具有相同的秩，故（B）不正确；基下矩阵未必可逆，如零变换，所以（C）不正确；由T在不同基下的矩阵是相似的，而相似矩阵具有相同的秩，故（D）正确．

10．设P上的三维线性空间V上的线性变换φ在基｛α1
 ，α2
 ，α3
 ｝下矩阵是

[image: alt]


﻿则φ在基｛α3
 ，α2
 ，α1
 ｝下的矩阵是　　　　　　　　　　　（　　）

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


解　（C）．由

[image: alt]


故φ［α3
 ，α2
 ，α1
 ］＝φ［α1
 ，α2
 ，α3
 ］P＝［α1
 ，α2
 ，α3
 ］AP＝［α3
 ，α2
 ，α1
 ］P-1
 AP，则

[image: alt]
 所以选（C）．

三、计算题

1．证明向量组

[image: alt]


构成n维向量空间的基，并写出向量

[image: alt]


在该基下的坐标．

解　[image: alt]
 det A＝1≠0，故α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性无关．又

[image: alt]


所以α1
 ，α2
 ，…，αn
 与e1
 ，e2
 ，…，en
 等价，所以α1
 ，α2
 ，…，αn
 构成线性空间的一个基；且

[image: alt]


2．若α1
 ，α2
 ，…，αn
 是n维向量空间V的一个基，证明向量组α1
 ，α1
 ＋α2
 ，…，α1
 ＋α2
 ＋…＋αn
 仍是V的一个基．又若α关于前一个基的坐标为n，n－1，…，2，1．求α关于后一个基的坐标．

解　记β1
 ＝α1
 ，β2
 ＝α1
 ＋α2
 ，…，βn
 ＝α1
 ＋α2
 ＋…＋αn
 ，显然[image: alt]
 可由[image: alt]
 线性表出，又［β1
 ，β2
 ，…，βn
 ］＝［α1
 ，α2
 ，…，αn
 ］A，

[image: alt]
 det A＝1≠0，所以[image: alt]
 也是线性空间的基；且α＝β1
 ＋β2
 ＋…＋βn
 ，则α在后一个基下的坐标为（1，1，…，1）．

3．已知线性空间P［x］3
 的向量组：

　　　f1
 ＝1＋2x＋3x2
 ＋4x3


　　　f2
 ＝-1＋x＋2x2


　　　f3
 ＝1＋x

　　　f4
 ＝1＋4x＋5x2
 ＋4x3


（1）试求子空间L（f1
 ，f2
 ，f3
 ，f4
 ）的维数和一个基；

（2）确定向量f5
 ＝f1
 ＋f2
 ＋f3
 ＋f4
 在此基下的坐标；

（3）向量f6
 ＝1是否属于子空间L（f1
 ，f2
 ，f3
 ，f4
 ）？

解　[image: alt]


故

（1）dim（f1
 ，f2
 ，f3
 ，f4
 ）＝3，f1
 ，f2
 ，f3
 是子空间的一个基；

（2）f5
 ＝2f1
 ＋2f2
 ＋2f3
 ，f5
 在基f1
 ，f2
 ，f3
 下的坐标为（2，2，2）；

（3）因为R（f1
 ，f2
 ，f3
 ，f6
 ）＝4，所以f6
 ＝1∉L（f1
 ，f2
 ，f3
 ，f4
 ）．

4．把向量　　[image: alt]


扩充成R4
 的一个基．

解　[image: alt]
 因为

[image: alt]


所以α1
 ，α2
 ，e3
 ，e4
 为R4
 的一个基．

5．试求下列子空间的维数和一个基：

（1）L（α1
 ，α2
 ，α3
 ）⊆R3
 ，其中

[image: alt]


（2）L（α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ）⊆R4
 ，其中

[image: alt]


（3）由齐次线性方程组

[image: alt]


所确定的解空间．

解　（1）因为｜α1
 ，α2
 ，α3
 ｜≠0，所以其维数为3，从而α1
 ，α2
 ，α3
 为其一个基；

（2）因为[image: alt]
 所以维数为2，α1
 ，α2
 为其一个基；

（3）系数矩阵[image: alt]
 其基础解系为[image: alt]
 解空间为S＝L（η1
 ，η2
 ）．

6．在R［x］2
 中，定义内积为

[image: alt]


求R［x］2
 的一个标准正交基（可由基1，x，x2
 出发构造）．

解　记1，x，x2
 为α1
 ，α2
 ，α3
 ，正交化：

[image: alt]


标准化：

﻿[image: alt]


γ1
 ，γ2
 ，γ3
 即为R［x］2
 的一个标准正交基．

7．设T为R3
 →R3
 的线性变换，已知

[image: alt]


（1）用矩阵A表示此变换T［e1
 ，e2
 ，e3
 ］＝［e1
 ，e2
 ，e3
 ］A，其中｛e1
 ，e2
 ，e3
 ｝是R3
 的标准基；

（2）设T（R3
 ）＝W，求W的一个基；

（3）求出满足Tx＝0　（x∈R3
 ）的点的全体．

解　[image: alt]
 所以[image: alt]


（2）W＝T（R3
 ）＝TL（e1
 ，e2
 ，e3
 ）＝L（Te1
 ，Te2
 ，Te3
 ）＝R3
 ，所以e1
 ，e2
 ，e3
 也是W的一个基；

（3）因为R（T）＝R（A）＝3，故ker T＝｛0｝．

8．设三维线性空间V上的线性变换A在基α1
 ，α2
 ，α3
 下的矩阵为

[image: alt]


（1）求A在基α3
 ，α2
 ，α1
 下矩阵；

（2）求A在基α1
 ，kα2
 ，α3
 下的矩阵，其中k∈R且k≠0；

（3）求A在基α1
 ＋α2
 ，α2
 ，α3
 下的矩阵．

解　[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


﻿[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


9．给定R3
 的两个基

[image: alt]


定义A：Aεi
 ＝ηi
 ，i＝1，2，3．

（1）写出由基ε1
 ，ε2
 ，ε3
 到基η1
 ，η2
 ，η3
 的过渡矩阵；

（2）写出A在基ε1
 ，ε2
 ，ε3
 下的矩阵；

（3）写出A在基η1
 ，η2
 ，η3
 下的矩阵．

解　可借助第三个基e1
 ，e2
 ，e3
 （标准基）．

[image: alt]


（1）［η1
 ，η2
 ，η3
 ］＝［e1
 ，e2
 ，e3
 ］Q＝［ε1
 ，ε2
 ，ε3
 ］P-1
 Q，所以由基ε1
 ，ε2
 ，ε3
 到基η1
 ，η2
 ，η3
 的过渡矩阵为

﻿[image: alt]


（2）A［ε1
 ，ε2
 ，ε3
 ］＝［η1
 ，η2
 ，η3
 ］＝［ε1
 ，ε2
 ，ε3
 ］P-1
 Q，所以A在基ε1
 ，ε2
 ，ε3
 下的矩阵为

[image: alt]


（3）A［η1
 ，η2
 ，η3
 ］＝A［ε1
 ，ε2
 ，ε3
 ］P-1
 Q＝［η1
 ，η2
 ，η3
 ］P-1
 Q，所以A在基η1
 ，η2
 ，η3
 下的矩阵为

[image: alt]


10．令P［x］n
 表示一切次数不大于n的多项式连同零所构成的线性空间，T：f（x）→f′（x）．求T关于以下两个基的矩阵：

（1）1，x，x2
 ，…，xn
 ；

（2）[image: alt]


解　[image: alt]


[image: alt]


四、证明题

1．在数域P上的线性空间V中证明：

（a＋b）（α＋β）＝aα＋aβ＋bα＋bβ

其中a，b∈P，α，β∈V．

证　（a＋b）（α＋β）＝a（α＋β）＋b（α＋β）＝（aα＋aβ）＋（bα＋bβ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝aα＋aβ＋bα＋bβ

2．试证明：对任意两组向量组｛α1
 ，α2
 ，…，αr
 ｝与｛β1
 ，β2
 ，…，βs
 ｝，如果每个αj
 （j＝1，2，…，r）都可由β1
 ，β2
 ，…，βs
 线性表示，则

dim L（α1
 ，α2
 ，…，αr
 ）≤dim L（β1
 ，β2
 ，…，βs
 ）．

证　利用向量组的秩的有关结论知

dim L（α1
 ，α2
 ，…，αr
 ）＝R（α1
 ，α2
 ，…，αr
 ）≤R（β1
 ，β2
 ，…，βs
 ）＝dim L（β1
 ，β2
 ，…，βs
 ）所以有dim L（α1
 ，α2
 ，…，αr
 ）≤dim L（β1
 ，β2
 ，…，βs
 ）．

3．设α1
 ，α2
 ，…，αn
 是n维欧氏空间V的一个标准正交基，证明对任意向量α∈V，有等式

[image: alt]


证　设α＝x1
 α1
 ＋x2
 α2
 ＋…＋xn
 αn
 ，则

[image: alt]


所以　　　　　　　　[image: alt]


4．n阶对称矩阵的全体V对于矩阵的线性运算构成一个[image: alt]
 维线性空间．给定n阶矩阵P，以A表示V中的任一元素，变换

T（A）＝PT
 AP

称为合同变换．试证合同变换T是V中的线性变换．

证　∀A∈V，T（A）＝PT
 AP∈V，所以T是V到V的一个映射；

∀A，B∈V，T（A＋B）＝PT
 （A＋B）P＝PT
 AP＋PT
 BP＝T（A）＋T（B）

∀k∈R，∀A∈V，T（kA）＝PT
 （kA）P＝kPT
 AP＝kT（A）

﻿所以，T是V中的线性变换．

5．设｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝，｛β1
 ，β2
 ，…，βn
 ｝是数域P上的n维线性空间，A∈Pn×n
 ，有

［β1
 ，β2
 ，…，βn
 ］＝［α1
 ，α2
 ，…，αn
 ］A

试证明：｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝、｛β1
 ，β2
 ，…，βn
 ｝、A三个条件中，若有两个是标准正交基或正交矩阵，则第三个必为标准正交基或正交矩阵．

证　［β1
 ，β2
 ，…，βn
 ］＝［α1
 ，α2
 ，…，αn
 ］A，先设α1
 ，α2
 ，…，αn
 是标准正交基，则有

[image: alt]


若｛β1
 ，β2
 ，…，βn
 ｝也是标准正交基，则有［βi
 ，βj
 ］＝δij
 ，∀i，j＝1，2，…，n，从而[image: alt]
 即A的列向量组是标准正交向量组，所以A是正交矩阵．

同样，若｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝是标准正交基，且A是正交矩阵，则由（*）式，由[image: alt]
 [image: alt]
 ∀i，j＝1，2，…，n，可以得到［βi
 ，βj
 ］＝δij
 ，∀i，j＝1，2，…，n，所以｛β1
 ，β2
 ，…，βn
 ｝也是标准正交基；

由A是正交矩阵，知A-1
 也是正交矩阵，所以由［β1
 ，β2
 ，…，βn
 ］＝［α1
 ，α2
 ，…，αn
 ］A，可得［α1
 ，α2
 ，…，αn
 ］＝［β1
 ，β2
 ，…，βn
 ］A-1
 ，由｛β1
 ，β2
 ，…，βn
 ｝标准正交，A-1
 是正交矩阵，可得｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝是标准正交基．

练习题

1．填空题

（1）已知实数域上的2阶方阵的全体关于矩阵的加法与数乘构成实数域上的线性空间R2×2
 ，[image: alt]
 构成R2×2
 的一个基，则[image: alt]
 在此基下的坐标是__________________________________________________________________________．

（2）复数域上的3阶反对称矩阵全体构成R3×3
 的一个子空间，试给出此空间的一个基__________________________________________________________________________．

（3）设α1
 ＝［1，1，1］，α2
 ＝［1，0，1］，α3
 ＝［0，1，1］，与β1
 ＝［1，2，1］，β2
 ＝［2，1，1］，β3
 ＝［1，1，2］是R3
 上的两个基，则由α1
 ，α2
 ，α3
 到β1
 ，β2
 ，β3
 的过渡矩阵为____________．

（4）设α1
 ＝［1，1，1］，α2
 ＝［1，2，2］，则R3
 中与α1
 ，α2
 正交的向量全体为______．

（5）设α1
 ＝［1，1，0］，α2
 ＝［1，0，1］，α3
 ＝［0，1，1］，与β1
 ＝［1，2，1］，β2
 ＝［2，1，1］，β3
 ＝［1，1，2］是R3
 上的两个基，T是R3
 上的线性变换，且满足Tαi
 ＝βi
 （i＝1，2，3），则T在基α1
 ，α2
 ，α3
 下的矩阵为____________________________．

2．选择题

（1）下列集合对于所指定的线性运算构成实数域上线性空间的个数是　　（　　）

①设A是一个n阶实数矩阵，矩阵A的实系数多项式的全体对于矩阵的加法和数量乘法；

②全体实对称矩阵对于矩阵的加法和数量乘法；

③平面上不平行于某一向量的全体向量所成的集合对于向量的加法和数量乘法；

④闭区间［a，b］上全体可微函数关于函数的加法和实数与函数的乘法．

（A）1

（B）2

（C）3

（D）4

（2）设W1
 ＝｛［a1
 ，0，…，0，an
 ］｜a1
 ，an
 ∈R｝⊆Rn
 ，

[image: alt]


则W1
 ，W2
 ，W3
 ，W4
 中是Rn
 的子空间的只有　　　　　　　　（　　）

（A）W1


（B）W1
 ，W2


（C）W1
 ，W3


（D）W1
 ，W4


（3）设W1
 ＝L（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ），W2
 ＝L（β1
 ，β2
 ，…，βt
 ），则W1
 ＝W2
 的充要条件是（　　）

（A）α1
 ，α2
 ，…，αs
 与β1
 ，β2
 ，…，βt
 等价

（B）s＝t

（C）α1
 ，α2
 ，…，αs
 与β1
 ，β2
 ，…，βt
 都线性相关

（D）s＝t且α1
 ，α2
 ，…，αs
 与β1
 ，β2
 ，…，βt
 都线性无关

（4）在下列映射σ：R3
 →R3
 中，线性变换为　　　　　　　　（　　）

（A）[image: alt]


（B）σ（x1
 ，x2
 ，x3
 ）＝（x1
 ＋1，x1
 ＋x2
 ，x1
 ＋x2
 ＋x3
 ）

（C）σ（x1
 ，x2
 ，x3
 ）＝（｜x1
 ｜，｜x2
 ｜，｜x3
 ｜）

（D）σ（x1
 ，x2
 ，x3
 ）＝（x2
 －x3
 ，0，x1
 ）

（5）设线性变换σ在基｛α1
 ，α2
 ｝下的矩阵是[image: alt]
 在｛α1
 ＋α2
 ，α2
 ｝下的矩阵是（　　）

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


3．计算题

（1）将β表示成α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 的线性组合，其中β＝x3
 ，α1
 ＝1＋x＋x3
 ，α2
 ＝2＋x＋﻿x2
 ＋x3
 ，α3
 ＝1＋x，α4
 ＝x－x2
 －x3
 ．

（2）求[image: alt]
 的一个极大无关组．

（3）求子空间L（x－1，x2
 －x，1－x2
 ）⊆R［x］的一个基和维数，其中R［x］是实系数多项式全体．

（4）在R3
 中，求由基｛ξ1
 ，ξ2
 ，ξ3
 ｝到｛η1
 ，η2
 ，η3
 ｝的过渡矩阵，其中ξ1
 ＝［1，0，0］，ξ2
 ＝［1，1，0］，ξ3
 ＝［1，1，1］，η1
 ＝［2，1，-1］，η2
 ＝［0，3，1］，η3
 ＝［5，3，2］．

（5）设A为2阶矩阵，试验证xOy坐标平面上的变换[image: alt]
 为线性变换，并说明当A为以下方阵时该线性变换的几何意义：

[image: alt]


（6）设R3
 ［x］中一个基为1，x，x2
 ，x3
 ，设f（x）＝a0
 ＋a1
 x＋a2
 x2
 ＋a3
 x3
 ，σ（f（x））＝a3
 ＋a2
 x＋a1
 x2
 ＋a0
 x3
 ，σ是线性变换，求σ在1，x，x2
 ，x3
 下的矩阵．

（7）在R3
 中定义线性变换如下：

η1
 ＝［-1，0，2］，η2
 ＝［0，1，1］，η3
 ＝［3，-1，0］

σ（η1
 ）＝［-5，0，3］，σ（η2
 ）＝［0，-1，6］，σ（η3
 ）＝［-5，-1，9］

求σ在基ε1
 ＝［1，0，0］，ε2
 ＝［0，1，0］，ε3
 ＝［0，0，1］下的矩阵．

（8）设R2
 上的线性变换σ在基e1
 ＝［1，0］，e2
 ＝［0，1］下的矩阵为[image: alt]
 若ε1
 ＝-（k－1）e1
 ＋ke2
 ，ε2
 ＝-ke1
 ＋（k＋1）e2
 ，其中，k≥2，求σ-k
 在ε1
 ，ε2
 下的矩阵．

4．证明题

（1）证明区间［-a，a］（a＞0）上一切奇函数形成的集合关于函数的加法和函数乘法构成实数域上的线性空间．

（2）证明：设α1
 ，α2
 ，…，αn
 是V的一个基，σ是V上的线性变换，则σ可逆的充要条件是σ（α1
 ），σ（α2
 ），…，σ（αn
 ）也是V的一个基．

（3）设α1
 ，α2
 ，…，αs
 是线性空间V的一个向量组，σ是V上的线性变换，证明：

①α1
 ，α2
 ，…，αs
 的极大无关组也是子空间L（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ）的一个基；

②dim L（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ）＝R（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ）．

（4）设α1
 ，α2
 ，…，αs
 是线性空间V的一个向量组，σ是V上的线性变换，证明：

σ（L（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ））＝L（σ（α1
 ），σ（α2
 ），…，σ（αs
 ））．


参考答案

第一章

1．D＝（a＋b＋c）3
 ．

2．-70．

3．±1，±2，提示：根据行列式两行对应相等，其值为零的性质易知当1＝2－x2
 和5＝9－x2
 时行列式等于零．

4．a、b、c、d的余子式分别为[image: alt]


[image: alt]
 而对应代数余子式分别为A31
 ＝（-1）3＋1
 M31
 ＝-1，A32
 ＝（-1）3＋2
 M32
 ＝1，A33
 ＝（-1）3＋3
 M33
 ＝0，A34
 ＝（-1）3＋4
 M34
 ＝1，因而D＝aA31
 ＋bA32
 ＋cA33
 ＋dA34
 ＝b＋d－a．

5．n！

6．x4
 ．

7．k＝-1，或0，或6．

8．变形，利用范德蒙行列式．

第二章

1．（1）[image: alt]
 （2）[image: alt]
 （3）270

2．[image: alt]


3．证略

4．（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


5．（1）[image: alt]
 （2）[image: alt]


6，7，8，9．证略

10．（1）3　（2）2　（3）当a≠1且a≠1－n时，R＝n；当a＝1时，R＝1；当a＝1－n时，R＝n－1．

11．λ＝3时，R（A）＝2，λ≠3时，R（A）＝3

12．证略　13．证略

第三章

1．（1）n，n－r　（2）R（A）＝R（B）＜n

2．（1）C　（2）D　（3）D

3．（1）α1
 ，α2
 ，α4
 是极大无关组，R（α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ）＝3　α3
 ＝α1
 －5α2
 ＋0α4
 　（2）α1
 ，α2
 ，α4
 是极大无关组，R（α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ，α5
 ）＝3　α3
 ＝3α1
 ＋α2
 ＋0α4
 ，α5
 ＝α1
 ＋α2
 ＋α4


4．（1）ξ1
 ＝（2，-1，0，0，0）T
 ，ξ2
 ＝（4，0，1，-1，0）T
 ，ξ3
 ＝（3，0，1，0，1）T


（2）ξ1
 ＝（2，-1，0，0，0）T
 ，ξ2
 ＝（1，0，1，0，0）T


5．a＝7，b＝-5

6．（1）[image: alt]
 　（2）[image: alt]
 c为任意常数　（3）[image: alt]
 （c1
 ，c2
 为任意实数）

7．（1）[image: alt]
 　（2）无解　（3）[image: alt]
 （c1
 ，c2
 ，c3
 ﻿为任意常数）

8．（1）[image: alt]
 （c1
 ，c2
 为任意常数）

（2）[image: alt]
 （c1
 ，c2
 为任意常数）

9．[image: alt]


10．ξ＝（1，2，3，4）T


11．当λ＝-3时，方程组无解；

当λ＝2时，方程组有无穷多解，且其通解为

[image: alt]
 k为任意常数

当λ≠-3且λ≠2时，方程组有唯一解为

[image: alt]


第四章

1．（1）λ1
 ＝λ2
 ＝1，特征向量[image: alt]
 [image: alt]
 特征向量k3
 ξ3
 ＝k3
 ［-5，1，3］T
 （k3
 ≠0）．

（2）A*
 特征值为[image: alt]


（3）2E－3A1
 特征值为[image: alt]


（4）[image: alt]


2．x＋y＝0．

3．[image: alt]


4．[image: alt]


5．（1）t1
 ［-2，1，0］T
 ＋t2
 ［-2，0，1］T
 （t1
 ，t2
 不全为零）；

（2）[image: alt]


第五章

1．[image: alt]


2．[image: alt]


3．[image: alt]


4．A

5．k＞1

6．[image: alt]


7．[image: alt]
 非正定也非负定．

8．正定

9．提示：用定义证明．

10．提示：利用实对称矩阵的对角化理论．

第六章

1．填空题

（1）［-1，-1，-1，4］；

（2）｛E12
 －E21
 ，E13
 －E31
 ，E23
 －E32
 ｝；

（3）[image: alt]


（4）｛k（0，1，-1）｜∀k∈R｝；

（5）[image: alt]


2．选择题：　（1）B；　（2）B；　（3）A；　（4）D；　（5）D．

3．计算题

（1）可直接观察得β＝α3
 －α1
 ；

（2）｛α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ｝构成极大无关组，且[image: alt]


（3）｛x－1，x2
 －x｝构成基，1－x2
 ＝-（x－1）－（x2
 －x），其维数为2；

（4）[image: alt]


（5）①以x轴为对称轴的对称变换；②在y轴上的投影；

（6）[image: alt]


（7）[image: alt]


（8）[image: alt]


4．证明题

（1）证明：可视为［-a，a］（a＞0）上实函数关于函数的加法和函数乘法构成实数域上的线性空间的一个子集，则只须证明是其一个子空间即可设［-a，a］（a＞0）上一切奇函数形成的集合为V，∀f（x），g（x）∈V，由0是奇函数，所以V≠φ，由奇函数的定义有f（-x）＝-f（x），g（-x）＝-g（x），记h（x）＝f（x）＋g（x），有h（-x）＝f（-x）＋g（-x）＝（-f（x））＋（-g（x））＝-f（x）－g（x）＝-h（-x），∀k∈R，记d（x）＝kf（x），有d（-x）＝kf（-x）＝-kf（x）＝-d（x），所以V构成线性空间．

（2）证明：必要性：反证，若σ（α1
 ），σ（α2
 ），…，σ（αn
 ）线性相关，则存在k1
 ，k2
 ，…，kn
 不全为零，使得k1
 σ（α1
 ）＋k2
 σ（α2
 ）＋…＋kn
 σ（αn
 ）＝0，两边作用σ1
 ，有

0＝σ1
 （0）＝σ1
 （k1
 σ（α1
 ）＋k2
 σ（α2
 ）＋…＋kn
 σ（αn
 ））＝σ1
 （σ（k1
 σ1
 ＋k2
 σ2
 ＋…＋kn
 σn
 ））

　＝k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋kn
 αn


所以得到α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性相关，这与条件α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性无关矛盾，所以假设错误，即假设的反面成立，即有σ（α1
 ），σ（α2
 ），…，σ（αn
 ）线性无关；

充分性：由条件，σ（α1
 ），σ（α2
 ），…，σ（αn
 ）线性无关，若

β1
 ＝x1
 α1
 ＋x2
 α2
 ＋…＋xn
 αn
 ，β2
 ＝y1
 α1
 ＋y2
 α2
 ＋…＋yn
 αn


σ（β1
 ）＝x1
 σ（α1
 ）＋x2
 σ（α2
 ）＋…＋xn
 σ（αn
 ），σ（β2
 ）＝y1
 σ（α1
 ）＋y2
 σ（α2
 ）＋…＋yn
 σ（αn
 ）

由σ（β1
 ）＝σ（β2
 ）有（x1
 －y1
 ）σ（α1
 ）＋（x2
 －y2
 ）σ（α2
 ）＋…＋（xn
 －yn
 ）σ（αn
 ）＝0，所以有xi
 ＝yi
 （i＝1，2，…，n），所以σ是单射，又

σ（V）＝L（σ（α1
 ），σ（α2
 ），…，σ（αn
 ）），dim L（σ（α1
 ），σ（α2
 ），…，σ（αn
 ））＝n，故σ（V）＝V

所以σ是满射，从而σ是可逆线性变换．

（3）证明：①设α1
 ，α2
 ，…，αs
 的极大无关组为A，由极大无关组与其向量组等价，所以α1
 ，α2
 ，…，αs
 与向量组A可相互表出，所以L（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ）中任一向量β可由α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性表出，而α1
 ，α2
 ，…，αs
 可由A线性表出，由线性表出的传递性，β可由A线性表出，再由A的无关性，所以A是L（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ）的一个基．

②由①知dim L（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ）＝dimL（A）＝R（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ），所以②成立．

（4）证明：

∀β∈L（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ），

β＝k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋ks
 αs


σ（β）＝k1
 σ（α1
 ）＋k2
 σ（α2
 ）＋…＋ks
 σ（αs
 ）∈L（σ（α1
 ），σ（α2
 ），…，σ（αs
 ））

所以σ（L（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ））⊆L（σ（α1
 ），σ（α2
 ），…，σ（αs
 ）；

另一方面，

∀γ∈L（σ（α1
 ），σ（α2
 ），…，σ（αs
 ））

γ＝k1
 σ（α1
 ）＋k2
 σ（α2
 ）＋…＋ks
 σ（αs
 ）＝σ（k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋ks
 αs
 ）∈σ（L（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ））

所以σ（L（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ））⊇L（σ（α1
 ），σ（α2
 ），…，σ（αs
 ））

从而σ（L（α1
 ，α2
 ，…，αs
 ））＝L（σ（α1
 ），σ（α2
 ），…，σ（αs
 ））
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