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前言


信号与系统课程一般被认为是电子信息、通信及电气类专业的专业基础课程，但本领域权威专家奥本海姆教授认为，该课程中的一些核心的基本概念和基本方法，对于所有工科专业都是非常重要的。

由美国国家工程院院士奥本海姆教授主编的《信号与系统》（第2版），是美国麻省理工学院（MIT）电气工程与计算机科学系的本科教材。该教材最早在1999年由清华大学出版社与Prentice Hall公司合作推出的大学计算机教育丛书（影印版）项目中被首次引入国内，21世纪初又由电子工业出版社与Pearson Education北亚洲有限公司合作出版。虽然电子工业出版社也引进了其他一些信号与系统教材，但这本教材很经典，不仅内容丰富，条理清楚，习题数量多，而且实际应用介绍得多，习题按照由易到难，由理论到实际，有层次地合理地安排。不仅有利于教师教学，也有利于学生自学。

华中科技大学自2002年首次在提高班的信号与系统课程中使用这本教材，2005年开始在电子与信息工程系的信号与系统双语教学中使用这本教材。由于学时所限，我们一般只讲解了教材的第1~5章，第7章的前3节，第9章和第10章。通过这些年的教学，我们非常了解学生在学习这门课程，以及使用这本教材中的一些普遍性的问题。为了帮助学生学好这门课程，掌握本课程的基本理论和基本方法，深入理解物理意义，我们总结了教学经验，编写了这本辅导教材和习题解答。本书第1~4章由陆三兰老师编写，第5~8章由宋琪老师编写，全书由宋琪老师统稿。


 感谢华中科技大学出版社的大力支持。由于编者水平有限，书中难免有不妥和错误之处，恳请读者批评指正。

编者

2012年3月于华中科技大学






 第1章　信号与系统



1.1　学习要点



1.1.1　信号



1．信号的定义及其数学表示


信号是带有信息（如语言、音乐、图像、数据等）的随时间（和空间）变化的物理量或物理现象，其图像称为信号的波形。

在电子系统中，信号通常是随时间变化的电压或电流（有时可能是电荷或磁通）。

在数学上，信号表示为一个时间的函数x
 （t
 ），故信号与函数一般互相通用。


2．信号的分类


信号的形式多种多样，可以从不同的角度进行分类：

①按函数值的确定性可分为确定信号与随机信号；

②确定信号按函数值的重复性可分为周期信号和非周期信号；

③确定信号按时间是否连续可分为连续时间信号和离散时间信号；

④根据能量特性，信号还可分为能量信号和功率信号。


3．信号的基本特性


信号的基本特性是指其时间特性和频率特性。

时间特性:信号随时间变化快慢的特性，体现为信号的周期T
 和信号中单个脉冲的持续时间τ及上升时间和下降时间的不同。

频率特性:信号的频率特性可由频谱来描述。


 4．信号的时移
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①t
 0
 >0表示信号x
 （tt
 0
 ）滞后于x
 （t
 ），其波形由x
 (t
 )波形沿时间轴右移t0
 ；

②t
 0
 <0表示信号x
 （tt
 0
 ）超前于x
 （t
 ），其波形由x
 (t
 )波形沿时间轴左移t0
 。


5．信号的尺度变换与反褶
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①若a
 > 1，则表示信号x
 （at
 ）是由x
 (t
 )沿时间轴压缩而得到的；

②若0 < a
 < 1，则表示信号x
 （at
 ）是由x
 (t
 )沿时间轴展宽而得到的；

③若a
 = 1，则x
 （at
 ） = x
 （t
 ），其波形是由x
 （t
 ）波形沿纵轴反褶而得到的；

④若a
 <0且a ≠  1，则信号x
 （at
 ）是由x
 (t
 )同时进行尺度变换和反褶得到的。


6．信号的能量与功率


（1）连续时间信号x
 （t
 ）

总能量：
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平均功率：


[image: 024]




（2）离散时间信号x
 [n
 ]

总能量：
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平均功率：
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7．信号的偶分量与奇分量


偶信号：
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奇信号：
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一个任意信号x
 （t
 ）或x
 [n
 ]都可分解为一个偶分量和一个奇分量之和：



 [image: 029]





1.1.2　几种基本信号



1．基本连续时间信号


（1）指数信号
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当C
 ，a
 都为实数时，x
 （t
 ）为实指数信号；当C
 ，a
 都为一般的复数时，x
 (t
 )为一般的复指数信号。当C
 =1，a
 =jω0
 时，x
 (t
 )=ejω0
 t

 仍为复指数信号，但其具有两个性质：一是对于任意的ω0
 ，x
 (t
 ) = ejω0
 t

 总是周期T
 = [image: 0211]
 的周期信号；二是ω0
 越大，x
 (t
 )=ejω0
 t

 的振荡速率就越高。

（2）正弦信号
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由欧拉公式ejω0
 t

 = cos（ω0
 t
 ） + jsin(ω0
 t
 )可知，x
 (t
 )=A
 cos(ω0
 t
 + ф) = Re{A
 ej(ω0
 t
 +ф)
 }，即正弦信号是其相应的周期复指数信号的实数部分，当然对于任意的ω0
 ，它总是周期信号，且ω0
 越大，其振荡速率就越高。

（3）单位冲激信号

定义：
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 抽样性质：
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[image: 0215]




偶对称性：
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尺度性质：
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（4）单位阶跃信号

定义：


[image: 0218]
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2．基本离散时间信号


（1）指数序列
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当C
 ，a
 都为实数时，x
 [n
 ]为实指数序列；当C
 ，a
 都为复数时，x
 [n
 ]为一般的复指数序列。当C = 1，a
 = ejω0

 时，x
 [n
 ] = ejω0
 n

 = cos（ω0
 n
 ） + jsin（ω0
 n
 ）仍为复指数序列，但与连续信号ejω0
 t

 不同的是：只有当[image: 0221]
 为有理数时，ejω0
 n

 才具有周期性，且由于ejω0
 n

 =ej(ω0
 +2π)n

 ，所以ejω0
 n
 不具备随ω0
 在数值上的增加而不断增加其振荡速率的特性。

ω0
 从零开始增加，其振荡速率愈来愈快，直到ω0
 = π，达到最大，若继续增加ω0
 ，其振荡速率就下降，直到ω0
 = 2π时，又得到与ω0
 = 0时同样的效果（常数序列）。

（2）正弦序列


[image: 0222]




同样地，由欧拉公式ejω0
 n

 = cos（ω0
 n
 ） + jsin(ω0
 n)可知，正弦序列是复指数序列ej(ω0
 n+ф)
 的实数部分，因此，正弦序列同样只有当[image: 0223]
 
 为有理数时，才具有周期性，且不具备随ω0
 在数值上的增加而不断增加其振荡速率的特性！

（3）单位脉冲序列

定义：


[image: 0224]




抽样性质：


[image: 0225]




（4）单位阶跃序列

定义：


[image: 0226]
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1.1.3　系统



1．系统的定义


系统，是由若干相互关联的单元组合而成的具有某种功能以用来达到某些特定目的的有机整体。

系统的功能是对输入信号进行“加工”、“处理”并发送输出信号。


2．系统模型


系统模型是系统物理特性的数学抽象，以数学表达式或具有理想特性的符号组合图形来表征系统特征。

具体而言，电路、数学方程和方框图都是系统模型的表达形式。


3．系统的分类


系统的分类错综复杂，主要考虑其数学模型的差异，可以划分为：

①连续时间系统和离散时间系统；

②即时（无记忆）系统与动态（记忆）系统；


 ③集总参数系统与分布参数系统；

④线性系统与非线性系统；

⑤时变系统与时不变系统；

⑥可逆系统与不可逆系统。

除此之外，还可按系统的性质划分为：

①因果系统与非因果系统；

②稳定系统与不稳定系统。


1.1.4　系统的性质


系统的主要性质有以下四种，它们之间是相互独立的。


1．线性


线性是指系统同时具备齐次性和叠加性（可加性）。

（1）齐次性


[image: 0228]




（2）叠加性（可加性）

若


[image: 0229]





2．时不变性


时不变性表现为系统响应的形状不随激励施加的时间不同而改变。

若


[image: 0230]




则


[image: 0231]





 （1）线性时不变连续系统

若


[image: 0232]




则


[image: 0233]




（2）线性时不变离散系统

若


[image: 0234]




则


[image: 0235]





3．因果性


因果性是指系统的响应不应出现在激励之前，只对自变量是时间的系统有意义。

若


[image: 0236]




则


[image: 0237]





4．稳定性


稳定性是指对有界的激励，系统的零状态响应也是有界的。

若


[image: 0238]




则


[image: 0239]





1.2　典型例题



例1-1
 　对下列每一个信号求P
 ∞
 和E
 ∞
 ：


[image: 0240]
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 例1-2
 　设x
 [n
 ] = 0，n
 < 2或n
 >4，对以下每个信号确定其值保证为零的n
 值。


[image: 0242]





例1-3
 　设x
 （t
 ） = 0，t
 <3，对以下每个信号确定其值保证为零的t
 值。


[image: 0243]





例1-4
 　判断下列信号的周期性。


[image: 0244]
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对于∞ < t
 < ∞，x
 1
 （t
 ）的值不具备重复性，所以x1
 (t
 )不是周期信号。


[image: 0246]




所以x
 3
 [n
 ]是基波周期为4的周期序列。


例1-5
 　对以下信号求信号的偶部保证为零的所有自变量值。


[image: 0247]




只有当丨n
 丨> 3时，Ev{x
 1
 [n
 ]} = 0。



 [image: 031]




即对一切t
 ，Ev{x
 2
 （t
 ）} = 0。


[image: 032]




所以当|n
 | < 3及|n
 |  时，Ev{x
 3
 [n
 ]} = 0。


[image: 033]




所以只有当| t
 |  时，Ev{x
 4
 （t
 ）} = 0。


例1-6
 　将下列信号的实部表示成A
 e at

 cos （ωt
 ＋ ф）的形式，这里A
 ，a
 , ω和ф都是实数，且A
 > 0和π  ф  π.


[image: 034]
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例1-7
 　判断下列信号的周期性，若是周期的，给出它的基波周期。


[image: 036]




故x
 1
 （t
 ）为周期信号，基波周期[image: 037]


[image: 038]
 故x
 2
 （t
 ）不是周期信号。


[image: 039]





 [image: 0310]
 故x
 3
 [n
 ]是周期序列，基波周期N
 = 2。


[image: 0311]





例1-8
 　求信号x
 （t
 ） = 2cos(10t
 + 1)  sin(4t
  1)的基波周期。


解
 　由于cos（10t
 + 1）和sin(4t
  1)都为周期信号，且ω1
 = 10，ω2
 = 4,ω1
 :ω2
 = 5 : 2 = m1
 : m2
 ，故x
 (t
 )的基波周期为


[image: 0312]





例1-9
 　求信号x
 [n
 ] = 1 + ej4πn/7
  ej2πn/5
 的基波周期。


解
 　对于ej4πn/7
 ，[image: 0313]
 为有理数，所以ej4πn/7
 是周期信号。同样，ej2πn/5
 中[image: 0314]
 为有理数，故ej2πn/5
 也是周期信号。又ej4πn/7
 的基波周期N
 1
 = 7，ej2πn/5
 的基波周期N
 2
 = 5，N
 1
 与N
 2
 的最小公倍数为35，所以x
 [n
 ]的基波周期为N
 = 35。


例1-10
 　考虑离散时间信号[image: 0315]
 试确定整数M
 和n
 0
 的值，使得x
 [n
 ]可表为x
 [n
 ] = u
 [M
 n  n
 0
 ]。


[image: 0316]





 例1-11
 　考虑连续时间信号x
 （t
 ） = (t
 +2)  (t
  2)，试对[image: 0317]
 计算E
 
 值。


[image: 0318]





例1-12
 　考虑一个周期为T
 = 2的周期信号x
 （t
 ），其中x
 0
 (t
 ) = [image: 0319]
 是其在0  t
 < 2期间的表达式。可以证明这个信号的导数也是一个周期信号，周期仍为T
 = 2，且


[image: 0320]




[image: 0321]
 是“冲激串”，求A
 1
 ，t
 1
 ，A
 2
 和t
 2
 的值。

[image: 0322]
 , x
 （t
 ）的波形如图1-1所示[image: 0323]
 波形如图1-2所示。


[image: 0324]


图　1-1




[image: 0325]


图　1-2





 [image: 0326]





例1-13
 　考虑一系统S
 ，其输入为x
 [n
 ]，输出为y
 [n
 ]，这个系统是经由系统S
 1
 和S
 2
 级联后得到的，S
 1
 和S
 2
 的输入输出关系为


[image: 0327]




这里x
 1
 [n
 ]和x
 2
 [n
 ]都为输入信号。（a）求系统S
 的输入输出关系；(b)若S
 1
 和S
 2
 的级联次序颠倒的话（也即S
 1
 在后），系统S的输入输出关系改变吗？


解
 　（a）系统S
 可用框图表示，如图1-3所示。


[image: 0328]


图　1-3



由图1-3可知，y
 1
 [n
 ] = 2x
 [n
 ] + 4x
 [n
  1]


[image: 0329]




（b）当S
 1
 和S
 2
 的级联次序颠倒时，系统S
 可用框图表示；如图1-4所示。


[image: 0330]


图　1-4



由图1-4可知，y
 2
 [n
 ] = x
 [n
  2] +[image: ]
 x
 [n
  3]



 [image: 0331]




由此可见，S
 1
 和S
 2
 的级联次序颠倒不会改变系统S的输入输出关系。


例1-14
 　考虑一离散时间系统，其输入为x
 [n
 ]，输出为y
 [n
 ]，系统的输入输出关系为y
 [n
 ] = x
 [n
 ]x
 [n
  2]。（a）系统是无记忆的吗？(b)当输入为A
 [n
 ]时，其中A
 为任意实数或复数，求系统输出。(c)系统是可逆的吗？


解
 　（a）因为y
 [0] = x
 [0]x
 [2]，即系统在某一时刻的输出不仅与当前的输入有关，还与过去的输入有关，所以系统是记忆系统。


[image: 0332]




（c）设x
 [n
 ] = 1，对所有n
 ，则y
 [n
 ] = 11 = 1。若设x
 [n
 ]= 1，对所有n
 ，则y
 [n
 ] = （ 1） ( 1) = 1。由于有两个不同的输入对应同一个输出，故系统不可逆。


例1-15
 　考虑一连续时间系统，其输入x
 （t
 ）和输出y
 (t
 )的关系为y
 (t
 ) = x
 (sin(t
 ))。(a)该系统是因果的吗？(b)该系统是线性的吗？


解
 　（a）令t
 = π，可知y
 (π) = x
 (0)。这说明t
 =  π 时刻的响应要由未来t
 = 0时刻的激励决定，故该系统是非因果的。


[image: 0333]




故该系统是线性的。


例1-16
 　设一个离散时间系统的输入x
 [n
 ]和输出y
 [n
 ]关系为[image: 0334]
 式中，n
 0
 为某一有限正整数。（a）系统是线性的
 吗？(b)系统是时不变的吗？(c)若x
 [n
 ]为有界且界定为一有限整数B
 (即对全部n
 ，有|x
 [n
 ]|< B
 )，可以证明y
 [n
 ]是被界定到某一有限数C
 。因此可以得出该系统是稳定的。请用B
 和n
 0
 来表示C
 。


解
 　（a）设


[image: 0335]




故系统是线性的。


[image: 0336]




故系统是时不变的。

（c）由题设知，当|x
 [n
 ]|<B
 时, |y
 [n
 ]|<C
 。又


[image: 0337]




故C
  （2n
 0
 + 1）B
 。


例1-17
 　判定下列输入输出关系的系统是否具有线性、时不变性。


[image: 0338]






 [image: 0339]




故该系统是线性的。


[image: 0340]




故该系统是时变的。


[image: 0341]




故该系统是非线性的。


[image: 0342]




故该系统是时不变的。


[image: 0343]




故该系统是线性的。


[image: 0344]






 [image: 0344]




故该系统是时不变的。


[image: 0345]




故该系统是线性的。


[image: 0346]




故该系统是时变的。


例1-18
 　一连续时间线性系统S
 ，其输入为x
 （t
 ），输出为y
 (t
 )，有以下输入输出关系: [image: 03-46a]
 [image: 03-46b]
 求系统S
 的输出y
 1
 (t
 )；(b)若x
 2
 (t
 ) = [image: 0347]
 ，求系统S
 的输出y
 2
 (t
 )。



 [image: 0348]





1.3　习题解答



1-1
 　一连续时间信号x
 （t
 ）如图1-5所示，请画出下列信号并给以标注。


[image: 0349]





[image: 0350]


图　1-5




[image: 0351]





 （b） x
 (2  t
 ) = x
 [  (t
  2)]


[image: 041]




（c） x
 (2t
 + 1) = x
 [2(t
 +[image: ]
 )]


[image: 042]




（d） x
 (4  [image: ]
 ) = x
 [ [image: ]
 (t
  8)]


[image: 043]






 [image: 044]





1-2
 　一离散时间信号x
 [n
 ]如图1-6所示，请画出下列信号并给以标注。


[image: 045]





[image: 045]


图　1-6







[image: 046]








[image: 047]





1-3
 　确定并画出图1-7信号的奇部和偶部，并给以标注。


[image: 048]


图　1-7




[image: 048]








[image: 049]





1-4
 　确定并画出图1-8的奇部和偶部，并给以标注。


[image: 0410]


图　1-8







[image: 0411]








[image: 0412]





1-5
 　判定下列连续时间信号的周期性；若是周期的，确定它的基本周期。


[image: 0413]





解
 　（a） x
 (t
 )是周期的。因为ω
 = 4，所以T
 = [image: ]
 = [image: ]
 。

（b）x
 （t
 ）是周期的。因为ω
 = π，所以T
 = 2π／π = 2。


[image: 0414]




所以T
 = [image: ]
 。


[image: 0415]







故x
 （t
 ）是周期的，且周期为T
 = [image: ]
 = [image: ]
 。


[image: 0416]




故x
 （t
 ）是非周期的。

（f） x
 (t
 )是周期的。因为


[image: 0417]




令2T
 = k
 = 1，所以周期T
 = [image: ]
 。


1-6
 　判定下列离散时间信号的周期性；若是周期的，确定它的基本周期。


[image: 0418]







[image: 0419]
 （k
 为整数）对所有的n
 成立，即2nN
 + N
 2
 = 16k
 对所有n
 成立，则必须有N
 2
 和2N
 均为16的整数倍，此时x
 [n
 + N
 ] = x
 [n
 ]，故x
 [n
 ]是周期的，基波周期N
 = 8。


[image: 0420]




故x
 [n
 ]是周期的，基波周期N
 = 8。


[image: 0421]




故x
 [n
 ]是周期的，基波周期为N
 1
 ，N
 2
 ，N
 3
 的最小公倍数，即N
 = 16。


1-7
 　设y
 （t
 ）和x
 (t
 )分别是连续时间系统的输出和输入，对于以下给定的连续时间系统，确定系统是否具备如下性质：

（1）无记忆；　（2）时不变；　(3)线性；　(4)因果；　(5)稳定。


[image: 0422]





解
 　（a） y
 (t
 ) = x
 (t
  2) + x
 (2  t
 )

（1）由于y
 （0） = x
 ( 2) + x
 (2)，即y
 (t
 )不但取决于x
 (t
 )的将来值，还与x
 (t
 )的过去值有关，故系统是记忆系统。


[image: 0423]




故系统是时变的。


[image: 0424]




故系统是线性的。

（4）系统是非因果的。因为y
 （t
 ）与x
 (t
 )的将来值有关。

（5）设|x
 （t
 ）|<M
 （M
 为正数且有限），对所有t
 ，则


[image: 0425]




故系统是稳定的。


[image: 0426]




（1）由于y
 （t
 ）只与当前的x
 (t
 )有关，故系统是无记忆的。

（2）令x
 1
 （t
 ） = x
 (t
  t
 0
 )，则


[image: 0427]




故系统是时变的。


[image: 0428]




故系统是线性的。

（4）因为当x
 （t
 ） = 0，t
 <t
 0
 时，有y
 (t
 )=0, t
 <t
 0
 ，故系统是因果的。


 （5）设| x
 (t
 )|< M
 （M
 为有限大小的正数），对所有t
 ，则|y
 (t
 ) | <M
 ，故系统是稳定的。


[image: 051]




（1）由于y
 （t
 ）由 ∞到2t
 时刻的x
 (t
 )决定，即y
 (t
 )取决于x
 (t
 )由过去到未来2t
 时刻的值，故系统是记忆的，也是非因果的。

（2）令x
 1
 （t
 ） = x
 (t
  t
 0
 )，则


[image: 052]




故系统是时变的。


[image: 053]




故系统是线性的。

（4）系统是非因果的。


[image: 054]




不是有界的，故系统是不稳定的。


[image: 055]




（1）由于y
 （0） = x
 (0) +x
 ( 2)，即y
 (t
 )与x
 (t
 )的当前值及过去值有关，故系统是记忆的。

（2）令x
 1
 （t
 ） = x
 (t
  t
 0
 )，则



 [image: 056]




故系统是时变的。


[image: 057]




故系统是线性的。

（4）y
 （t
 ）只与x
 (t
 )的过去值及当前值有关，与未来值无关，故系统是因果的。

（5）当x
 （t
 ）有界时，y
 (t
 )也是有界的，故系统是稳定的。


[image: 058]




的过去值有关，故系统是记忆的。

（2）设x
 1
 （t
 ） = x
 (t
  t
 0
 )，则



 [image: 059]




故系统是时不变的。

（3）由系统方程可知，该系统的输出值为正，即y
 （t
 ） ≥ 0。设


[image: 0510]




若x2
 （t
 ） =  x
 1
 (t
 )，则显然y
 2
 (t
 ) ≠  y
 1
 (t
 )，故系统是非线性的。

（4）系统是因果的。

（5）系统是稳定的。


[image: 0511]




（1）由于y
 （3） = x
 (1)，即y
 (t
 )取决于过去时刻的x
 (t
 )，故系统是记忆的。

（2）设x
 1
 （t
 ） = x
 (t
  t
 0
 )，则


[image: 0512]




故系统是时变的。


[image: 0513]




故系统是线性的。


[image: 0514]





 （5）设|x
 (t
 ) |<M
 (M
 为有限大小的正数)，对所有t
 ，则


[image: 0515]




故系统是稳定的。


[image: 0516]




故系统是时不变的。


[image: 0517]




故系统是线性的。


[image: 0518]




由于△t
 可正可负，即t
  △t
 既可表示t
 之前的时间，也可表示t
 之后的时间，所以系统是非因果的。

（5）当x
 （t
 ） = u
 (t
 )有界时，y
 (t
 )无界，故系统不稳定。


1-8
 　设y
 [n
 ]和x
 [n
 ]分别是离散时间系统的输出和输入，对于以下给定的离散时间系统，判断系统是否具备以下性质：

（1）无记忆；（2）时不变；(3)线性；(4)因果；(5)稳定。

（a） y
 [n
 ] = x
 [ n
 ]； (b) y[n
 ] = x
 [n
  2]  2x
 [n
  8]；

（c） y
 [n
 ] = nx
 [n
 ]； (d) y
 [n
 ] = Ev{x
 [n
  1]}；



 [image: 0519]




（1）由于y
 [1] = x
 [ 1]，即输出y
 [n
 ]与过去的输入x
 [n
 ]有关，故系统是记忆的。

（2）设x
 1
 [n
 ] = x
 [n
  n
 0
 ]，则


x
 1
 [n
 ] → y
 1
 [n
 ] = x
 1
 [ n
 ] = x
 [ 1 n
 0
 ]

而y
 [n
  n
 0
 ] = x
 [ n
 + n
 0
 ] ≠ y
 1
 [n
 ]，故系统是时变的。

（3）设x
 1
 [n
 ] → y
 1
 [n
 ] = x
 1
 [ n
 ]，x
 2
 [n
 ] → y
 2
 [n
 ] = x
 2
 [ n
 ]令x
 3
 [n
 ] = ax
 1
 [n
 ] + bx
 2
 [n
 ]，则


x
 3
 [n
 ] → y
 3
 [n
 ] = x
 3
 [ n
 ] = ax
 1
 [ n
 ] + bx
 2
 [ n
 ] = ay
 1
 [n
 ] + by
 2
 [n
 ]故系统是线性的。

（4）由于y
 [ 1] = x
 [1]，即输出y
 [n
 ]与x
 [n
 ]的将来值有关，故系统是非因果的。

（5）当x
 [n
 ]有界时，y
 [n
 ]也是有界的，故系统是稳定的。

（b）y
 [n
 ] = x[n
  2]  2x
 [n
  8]

（1）由于y[0] = x[ 2]  2x[ 8]，即输出y[n
 ]取决于过去的输入x
 [n
 ]，故系统是记忆的。

（2）设x
 1
 [n
 ] = x
 [n
  n
 0
 ]，则


x
 1
 [n
 ] → y
 1
 [n
 ] = x
 1
 [n
  2]  2x
 1
 [n
  8] = x
 [n
  2  n0
 ]  2x
 [n
  8  n
 0
 ]

而　y
 [n
  n
 0
 ] = x
 [n
  n
 0
  2]  2x
 [n
  n
 0
  8] = y
 1
 [n
 ]

故系统是时不变的。

（3）设x
 1 [n
 ] → y
 1
 [n
 ] = x
 1
 [n
  2]  2x
 1
 [n
  8]


x
 2
 [n
 ] → y
 2
 [n
 ] = x
 2
 [n
  2]  2x
 2
 [n
  8]



 [image: 0520]




故系统是线性的。

（4）由于y
 [n
 ]不取决于未来的x
 [n
 ]，故系统是因果的。

（5）当x
 [n
 ]有界时，y
 [n
 ]也是有界的，故系统是稳定的。

（c）　y
 [n
 ] = nx
 [n
 ]

（1）可见任何时刻的输出只与当时的输入有关，故系统是无记忆的和因果的。


[image: 0521]




故系统是时变的。

（3）设　x
 1
 [n
 ] → y
 1
 [n
 ] = nx
 1
 [n
 ]，x
 2
 [n
 ] → y
 2
 [n
 ] = nx
 2
 [n
 ]令x
 3
 [n
 ] = ax
 1
 [n
 ] + bx
 2
 [n
 ]，则


x
 3
 [n
 ] → y
 3
 [n
 ] = nx
 3
 [n]
 = anx
 1
 [n
 ] + bnx
 2
 [n
 ] = ay
 1
 [n
 ] +by
 2
 [n
 ]

故系统是线性的。


[image: 0522]




（d） y
 [n
 ] = Ev{x
 [n
  1]} = [image: ]
 x
 [n
  1] +[image: ]
 x
 [ n
  1]

（1）由于y
 [0] = [image: ]
 x
 [ 1]+[image: ]
 x
 [ 1] = x
 [ 1]，即输出与过去的输入有关，故系统是记忆的。

（2）设x
 1
 [n
 ] = x
 [n
  n
 0
 ]，则


[image: 0523]





 而y
 [n
  n
 0
 ] = [image: ]
 x
 [n
  n
 0
  1] +[image: ]
 x
 [ n
 + n
 0
  1] ≠ y
 1
 [n
 ]故系统是时变的。


[image: 0524]




故系统是线性的。

（4）由于y
 [ 2] = [image: ]
 x
 [ 3] +[image: ]
 x
 [1]，即y
 [n
 ]与未来的x
 [n
 ]有关，故系统是非因果的。

（5）当x
 [n
 ]有界时，y
 [n
 ]也是有界的，故系统是稳定的。


[image: 0525]




（1）由于y
 [n
 ]只与当前及未来的x
 [n
 ]有关，故系统是有记忆的，且是非因果的。

（2）设x
 1
 [n
 ] = x
 [n
  n
 0
 ]，则


[image: 0526]





 故系统是时变的。


[image: 0527]




故系统是线性的。

（4）当x
 [n
 ]有界时，y
 [n
 ]也是有界的，故系统是稳定的。


[image: 0528]





x
 [n
 ]有关，类似分析可知，该系统是无记忆的、时变的、线性的、因果的、稳定的。

（g） y
 [n
 ] = x
 [4n
 + 1]

（1）由于y
 [0] = x
 [1]及y
 [ 1] = x
 [ 3]，即输出与过去和未来的输入都有关，故系统是记忆的、非因果的。


[image: 0529]




而y
 [n
  n
 0
 ] = x
 [4n
  4n
 0
 + 1] ≠ y1
 [n
 ]，故系统是时变的。

（3）设x
 1
 [n
 ] → y
 1
 [n
 ] = x
 1
 [4n
 +1]，x
 2
 [n
 ] → y
 2
 [n
 ] = x
 2
 [4n
 +1]



 [image: 0530]




故系统是线性的。

（4）当x
 [n
 ]有界时，y
 [n
 ]也是有界的，故系统是稳定的。


1-9
 　（a）证明输入x
 [n
 ]和输出y
 [n
 ]的关系为y
 [n
 ] = Re{x
 [n
 ]}的离散时间系统是可加的。若其关系变为y
 [n
 ] = Re{ej
 [image: ]

 x
 [n
 ]}仍是可加的吗？

（b）确定下列系统是否为可加的和（或）齐次的。若是，证明之；若不是，则举一个反例。


[image: 0531]




故系统y
 [n
 ] = Re{x
 [n
 ]}是可加的。

若系统输入输出关系变为


[image: 0532]




则系统仍具有可加性。


[image: 0533]




但此系统是不可加的。因当输入x
 （t
 ） = x
 1
 (t
 ) + x
 2
 (t
 )时，则有



 [image: 0534]




故系统是齐次的。因当x
 [n
 ] = cx
 1
 [n
 ]时，


[image: 0535]




但此系统是不可加的。因当输入x
 [n
 ] = x1
 [n
 ] +x
 2
 [n
 ]时，


[image: 0536]





1-10
 　判定下列系统的可逆性。若是，求其逆系统；若不是，请找到两个输入信号，其输出是相同的。


[image: 0537]






 [image: 061]





解
 　（a） y
 (t
 ) = x
 (t
  4)是可逆的，其逆系统为z
 (t
 ) = y
 (t
 + 4)。

（b）y
 （t
 ） = cos[x
 (t
 )]不可逆。x
 (t
 )和[x
 (t
 )+2πk
 ]两个信号都给出相同的输出。

（c）y
 [n
 ] = nx
 [n
 ]不可逆。δ[n]
 和2δ
 [n
 ]两个信号都给出相同的输出y
 [n
 ] = 0。


[image: 062]




（f
 ） y
 [n
 ] = x
 [n
 ]x
 [n
  1]不可逆。当x
 [n
 ] = 1和 1时，都有y
 [n
 ] = 1。

（g） y
 [n
 ] = x
 [1  n
 ]是可逆的，其逆系统为z
 [n
 ] = y
 [1  n
 ]。


[image: 063]






 [image: 064]




（l） y
 (t
 ) = x
 (2t
 )是可逆的，其逆系统为z
 (t
 ) = y
 (t
 /2)。

（m） y
 [n
 ] = x
 [2n
 ]不可逆。只要两个不同序列x
 1
 [n
 ]和x
 2
 [n
 ]的偶数位相同，就会产生相同的输出。


[image: 065]





1-11
 　（a）考虑一个LTI系统，它对于图1-9(a)所示信号x
 1
 (t
 )的响应y
 1
 (t
 )示于图1-9(b)中，确定并画出该系统对示于图1-9(c)的信号x
 2
 (t
 )的响应。

（b）确定并画出上述（a）中的系统对示于图1-9(d)的信号x
 3
 (t
 )的响应。


[image: 066]


图　1-9





 [image: 067]


续图1-9




解
 　此题利用LTI系统的线性特性和时不变特性求解。

（a）由于x
 2
 （t
 ） = x
 1
 (t
 )  x
 1
 (t
  2)，所以y
 2
 (t
 ) = y
 1
 (t
 )  y
 1
 (t
  2)。y
 2
 (t
 )的波形如图1-9(e)所示。

（b）因为x
 3
 （t
 ） = x
 1
 (t
 ) + x
 1
 (t
 + 1)，所以y
 3
 (t
 ) = y
 1
 (t
 ) + y
 1
 (t
 + 1)。y
 3
 (t
 )的波形如图1-9(f)所示。






 第2章　线性时不变系统



2.1　学习要点



2.1.1　离散时间LTI系统


1．用脉冲表示离散时间信号

一个任意序列x
 [n
 ]可以表示成一串移位的单位脉冲序列δ
 [n
  k
 ]的线性组合，这个线性组合中的权因子就是x
 [k
 ]，即


[image: 068]




上式称为离散时间单位脉冲的筛选性质。

2．离散时间LTI系统的单位脉冲响应

离散时间LTI系统对单位脉冲δ
 [n
 ]的响应h
 [n
 ]称为离散时间LTI系统的单位脉冲响应。

3．离散时间LTI系统对任意序列x
 [n
 ]的响应

根据线性和时不变特性，一个离散时间LTI系统对任意序列x
 [n
 ]的响应为


[image: 069]




上式表明：一个离散时间LTI系统完全由它的单位脉冲响应h
 [n
 ]来表征。上式定义了两个序列x
 [n
 ]和h
 [n
 ]的卷积为


[image: 0610]




因此，可得出结论：任意一个离散时间LTI系统的输出y
 [n
 ]等于系统的输入x
 [n
 ]与单位脉冲响应h
 [n
 ]的卷积。


 4．卷积的性质


交换律：x
 [n
 ] * h
 [n
 ] = h
 [n
 ] * x
 [n
 ]

分配律：x
 [n
 ] * （h
 1
 [n
 ] + h
 2
 [n
 ]） = x
 [n
 ] * h
 1
 [n
 ]+x
 [n
 ] * h
 2
 [n
 ]

结合律：x
 [n
 ] * （h
 1
 [n
 ] * h
 2
 [n
 ]） = (x
 [n
 ] * h
 1
 [n
 ]) * h
 2
 [n
 ]

5．卷积的运算

用定义式求卷积时，要注意卷积的上下限的确定。

用图解法求卷积时可分为“褶叠、平移、同序列号相乘、求和”四个步骤。

对两个有限序列求卷积，还可用竖式乘法求解。竖式乘法中，做乘法和加法都不要进位，否则，就不能得到正确结果。


2.1.2　连续时间LTI系统


1．用冲激函数表示连续时间信号

一个任意信号x
 （t
 ）可以表示成一个加权的移位冲激函数的积分，即


[image: 0611]




上式称为连续时间冲激函数的筛选性质。

2．连续时间LTI系统的单位冲激响应

连续时间LTI系统对单位冲激函数δ
 （t
 ）的响应h
 (t
 )称为连续时间LTI系统的单位冲激响应。

3．连续时间LTI系统对任意信号x
 （t
 ）的响应

根据线性和时不变特性，一个连续时间LTI系统对任意信号x
 （t
 ）的响应为


[image: 0612]




上式表明：一个连续时间LTI系统完全由它的冲激响应h
 （t
 ）来表征。上式定义了两个连续时间信号x
 (t
 )和h
 (t
 )的卷积为


[image: 0613]





 上式表明：任意一个连续时间LTI系统的输出等于系统的输入x
 （t
 ）与单位冲激响应h
 (t
 )的卷积。

4．卷积的性质

交换律：x
 （t
 ） * h
 (t
 ) = h
 (t
 ) * x
 (t
 )

分配律：


x
 （t
 ） * [h
 1
 (t
 ) + h
 2
 (t
 )] = x
 (t
 ) * h
 1
 (t
 ) + x
 (t
 ) * h
 2
 (t
 )

结合律：


x
 （t
 ）*[h
 1
 (t
 ) * h
 2
 (t
 )] = [x
 (t
 ) * h
 1
 (t
 )]* h
 2
 (t
 )

函数卷积后的微分：


[image: 0614]




函数卷积后的积分：


[image: 0615]




函数延时后的卷积：若x
 （t
 ） * h
 (t
 ) = y
 (t
 )，则


x
 （t
  t
 1
 ） * h
 (t
  t
 2
 ) = y
 (t
  t
 1
  t
 2
 )

5．卷积的积分运算

用定义式求卷积的积分时，关键在于积分上、下限的确定。

用图解法求卷积积分，其步骤为：褶叠、移位、相乘、求面积。

卷积的积分还可利用性质求解，有时会更简便。


2.1.3　线性时不变系统的性质


1．有记忆和无记忆的LTI系统

若一个系统在任何时刻的输出仅与同一时刻的输入值有关，它就是无记忆的。

一个无记忆的离散时间LTI系统的单位脉冲响应为


h
 [n
 ]=kδ
 [n
 ], k
 为常数

一个无记忆的连续时间LTI系统的单位冲激响应为


h
 （t
 ） = kδ
 (t
 ), k
 为常数

如果一个离散/连续时间LTI系统，它的单位脉冲/冲激响应
 h
 [n
 ]/h
 （t
 ）对于n
 ≠0/t
 ≠ 0不是全为零的话，这个系统就是有记忆的。

2．LTI系统的可逆性

对于一个LTI系统，仅当存在一个逆系统，其与原系统级联后所产生的输出等于第一个系统的输入时，这个系统才是可逆的。如果一个LTI系统是可逆的，那么它就有一个LTI的逆系统。

给定一个连续时间LTI系统，其冲激响应为h
 （t
 ），逆系统的冲激响应为h
 1
 (t
 )，则有h
 (t
 ) * h
 1
 (t
 ) = δ
 (t
 )。

同样，给定一个离散时间LTI系统，其脉冲响应为h
 [n
 ]，逆系统的脉冲响应为h
 1
 [n
 ]，则有h
 [n
 ] * h
 1
 [n
 ] = δ
 [n
 ]。

3．LTI系统的因果性

根据因果性，在输入事件没有发生之前，因果系统不会产生响应。因此，对于一个因果的连续时间LTI系统，则有h
 （t
 ） = 0，t
 <0;对于一个因果的离散时间LTI系统，则有h
 [n
 ] = 0, n
 > 0。

一个线性系统的因果性就等效于初始松弛条件，即：如果一个因果系统的输入在某个时刻点以前是零，那么其输出在那个时刻以前也必须是零。

因果性和初始松弛条件的等效仅适合于线性系统。

4．LTI系统的稳定性

如果一个系统对于每一个有界的输入，其输出都是有界的，就说明该系统是稳定的。

一个离散时间LTI系统稳定的充分必要条件是单位脉冲响应绝对可和，即
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一个连续时间LTI系统稳定的充分必要条件是单位冲激响应绝对可积，即
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 5．LTI系统的单位阶跃响应


系统在输入为单位阶跃信号u
 [n
 ](或u
 (t
 ))时的输出s
 [n
 ](或s
 (t
 ))称为系统的单位阶跃响应。

一个离散时间LTI系统的单位阶跃响应是其单位脉冲响应的求和函数，即


[image: 0618]




相反，一个离散时间LTI系统的单位脉冲响应就是它的单位阶跃响应的一次差分，即


h
 [n
 ] = s
 [n
 ]  s
 [n
  1]

同理，一个连续时间LTI系统的单位阶跃响应是它的单位冲激响应的积分函数，即


[image: 0619]




反之，一个连续时间LTI系统的单位冲激响应是其单位阶跃响应的一阶导数，即


[image: 0620]




因此，除了单位冲激响应外，单位阶跃响应也能用来描述一个LTI系统的特性。


2.1.4　用微分方程描述的LTI系统


1．线性常系数微分方程

一个N
 阶常系数微分方程可表示为
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对于一个给定的x
 （t
 ），方程的完全解为


y
 （t
 ） = y
 p
 (t
 ) + y
 h
 (t
 )

其中，y
 p
 （t
 ）是满足方程的特解，是系统的强迫响应分量y
 h
 (t
 )是方程对应的齐次方程的通解，是系统的自然响应分量。yh
 (t)的准确形
 式由N
 个辅助条件：y
 (t
 0
 )，y
 '(t
 0
 )，…，y
 (N
  1)
 (t
 0
 )确定。

2．线性

上述微分方程所定义的系统只有在所有的辅助条件为零的情况下才是线性的。如果辅助条件不为零，则系统的响应可表示为


y
 （t
 ） = y
 zi
 (t
 ) + y
 zs
 (t
 )

其中，y
 zi
 （t
 ）称为零输入响应，是对辅助条件的响应；y
 zs
 (t
 )称为零状态响应，是对具有零辅助条件的线性系统的响应。


注意
 　y
 zi
 （t
 ） ≠ y
 h
 (t
 ),y
 zs
 (t
 ) ≠ y
 p
 (t
 )。一般地，y
 zs
 (t
 )的一部分和y
 zi
 (t
 )组成:y
 h
 (t
 )，而y
 p
 (t
 )是y
 zs
 (t
 )的另一部分。

3．因果性

上述微分方程所描述的系统为因果系统的条件就是系统具备初始松弛条件，即


y
 （t
 0
 ） = y
 '(t
 0
 ) = … = y
 (N
  1)
 (t
 0
 ) = 0

显然，此时y
 zi
 （t
 ） = 0。

4．时不变

对于一个线性因果系统，初始松弛也意味着时不变。

5．冲激响应

上述微分方程所描述的连续时间LTI系统的冲激响应h
 （t
 ）满足微分方程
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及初始松弛条件。

6．框图表示

上述微分方程只涉及三种基本运算：相加、乘以系数和微分。故一个连续时间LTI系统可用三种基本运算单元：相加器、标量乘法器和微分器的互联来表示。

由于微分器不仅实现上困难，并且对误差和噪声又极为灵敏，而积分器可以很方便地用运算放大器来实现，故常用积分器取代微分器来实现系统的模拟。


 2.1.5　用差分方程描述的LTI系统


1．线性常系数差分方程

一个N
 阶常系数的差分方程可表示为


[image: 0623]




与连续时间的情况类似，上述差分方程的解以及系统的所有性质（如线性、因果性和时不变性）的研究可以对照微分方程进行讨论。必须强调的是：如果上述差分方程描述的系统是初始松弛的，则该系统是因果的。

2．迭代公式

求解差分方程还有一个简单的方法，即将上述差分方程重新写成如下形式：
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这样就得到了一个根据当前的输入以及过去的输入、输出值计算n
 时刻输出的公式，这个公式称为迭代公式。利用迭代公式求解差分方程需要辅助条件。如果要从n
 = n
 0
 开始计算y
 [n
 ]，则必须给出y
 [n
 0
  1]，y
 [n
 0
  2],…,y
 [n
 0
  N
 ]及n
 ≥ n
 0
  M
 的x
 [n
 ]。

3．脉冲响应

上述差分方程所描述的离散时间LTI系统的脉冲响应h
 [n
 ]可表示为


[image: 0625]




4．框图表示

上述差分方程也只涉及三种基本运算：相加、乘以系数和延迟。故一个离散时间LTI系统可用三种基本运算单元：相加器、标量乘法器和单位延迟器的互联来表示，从而实现系统的模拟。


 2.1.6　奇异函数



1．单位冲激信号δ（t）的基本特性



[image: 071]





2．单位冲激偶δ（t
 ）及其特性



[image: 072]





2.2　典型例题



例2-1
 　设x
 [n
 ]=δ[n
 ]+2δ[n
  1]δ[n
  3]和h
 [n
 ]=2δ[n
 +1]+2δ[n
  1]，计算下列各卷积：
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将A
 和B
 用n
 来表示，以使下式成立：


[image: 074]





 例2-3
 　已知输入x
 [n
 ]和单位脉冲响应为


[image: 075]
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当n
 为其他值时，y
 [n
 ] = 0，故


[image: 077]
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（c）S
 是线性的但非时不变的，因为当x
 [n
 ]向右平移了1个单位时，y
 [n
 ]向右平移了2个单位，故S
 不是LTI的。
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例2-8
 　求出并粗略画出下列两个信号的卷积：
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y
 （t
 ）的波形如图2-2所示。


例2-9
 　令h
 （t
 ）=e
 2t

 u
 (z+4)+e 2t

 u
 (t
  5)，确定A
 和B
 ，使
 之有


[image: 0712]
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这是个等比数列求和问题。当0t
 3时，级数收敛。


[image: 0714]





例2-12
 　令x
 （t
 ）=u
 (t
 -3) u
 (t
  5)和h
 (t
 )=e
  3t

 u
 (t
 )。

（a）求y
 （t
 ）=x
 (t
 )*h
 (t
 )；　　(b)求g
 (t
 )=[dx
 (t
 )/dt
 ]*h
 (t
 )；

（c） g
 (t
 )与y
 (t
 )是何关系？


[image: 0715]
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例2-13
 　考虑一离散时间系统S
 1
 ，其单位脉冲响应为h
 [n
 ]=（[image: ]
 ）n
 u
 [n
 ]。

（a）求整数A
 以满足h
 [n
 ] Ah
 [n
  1]=δ[n
 ]；

（b）利用（a）的结果，求S
 1
 的逆系S
 2
 (LTI)的单位脉冲响应。


解
 　（a） ([image: ]
 )
n

 u
 [n
 ] A
 ([image: ]
 )
n
  1
 u
 [n
  1]=δ[n
 ]

令n
 =1，有[image: ]
  A
 =0，即A
 = [image: ]
 。


 （b）设S
 2
 的单位脉冲响应为g
 [n
 ]，则有h
 [n
 ]*g
 [n
 ]=δ[n
 ]。
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例2-14
 　下面单位冲激响应中哪些对应于稳定LTI系统？


[image: 0718]




所以单位冲激响应为h
 1
 （t
 ）的系统是稳定的LTI系统。
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因此，单位冲激响应为h
 2
 （t
 ）的系统是稳定的LTI系统。


例2-15
 　下面单位脉冲响应中哪些对应于稳定的LTI系统？

（a） h
 1
 [n
 ] = n
 cos([image: ]
 n
 )u
 ; (b) h
 2
 [n
 ]=3
n

 u
 [ n
 +10]。
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由于n
 |cos（[image: ]
 n
 ）|是随n
 增长的函数，故上述求和不收敛。因此，h
 1
 [n
 ]对应的系统不是稳定的LTI系统。

（b）由于



 [image: 081]




故h
 2
 [n
 ]对应的系统是稳定的LTI系统。


例2-16
 　对下列各说法，判断是对或是错：

（a）若n
 <N
 1
 ,x
 [n
 ] = 0和n
 <N
 2
 ,h
 [n
 ] = 0,则n
 <N
 1
 + N
 2
 ，x
 [n
 ] * h（n）
 = 0；

（b）若y
 [n
 ] = x
 [n
 ]*h
 [n
 ]，则y
 [n
  1]=x
 [n
  1] * h
 [n
  1]；

（c）若y
 （t
 ）=x
 (t
 ) *h
 (t
 )，则y
 ( t
 )=x( t
 )*h
 ( t
 );

（d）若t
 >T
 1
 ,x
 （t
 ）=0和t
 >T
 2
 , h
 (t
 ) = 0,则t
 >T
 1
 + T
 2
 ,x
 (t
 ) * h
 (t
 )=0。


解
 　（a）对。
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求和区间为[N
 1
 ，n
  N
 2
 ]，要求n
  N
 2
  N
 1
 ，即n
  N
 1
 + N
 2
 ，故当n
 <N
 1
 +N2
 时,x
 [n
 ] * h
 [n
 ] = 0。
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积分区间为[t
  T
 2
 ，T
 1
 ]，要求t
  T
 2
  T
 1
 ，即t
  T1
 + T2
 ，故当t
 >T
 1
 + T
 2
 时，x
 （t
 ） * h
 (t
 ) = 0。


例2-17
 　考虑一LTI系统，其输入x
 （t
 ）和输出y
 (t
 )由微分方程[image: 085]
 描述，且该系统满足初始松弛的条件。

（a）若x
 （t
 ） = e( 1+3j)t

 u
 (t
 )，求y
 (t
 )。

（b）注意到上述方程对Re{x
 （t
 ）}与Re{y
 (t
 )}的关系也满足，若x
 1
 (t
 )=e
t

 cos(3t)u(t)
 ，求该LTI系统的y
 1
 (t
 )。


解
 　（a）设y
 (t
 )=yp
 (t
 )+yh
 (t
 )，由于x
 (t
 )=e( 1+3j)t

 u
 (t
 )，所以当t
 > 0时，y
 p
 (t
 ) = k
 e( 1+3j)t
 。

将x
 （t
 ）和yp
 (t
 )代入微分方程，得

（1 + 3j）k
 e(1+3j)t

 + 4k
 e(1+3j)t
 = e(1+3j)t




[image: 086]




为了求A，须利用辅助条件。考虑系统满足初始松弛的条件，即y
 （0） = 0，有



 [image: 087]




（b）由于Re{x
 （t
 ）}与Re{y
 (t
 )}满足方程：


[image: 088]




所以当x
 1
 （t
 ）=Re{x
 (t
 )}时，输出y1
 (t
 ) = Re{y(t
 )}。现因x
 1
 (t
 ) = et
 cos(3t
 )u(t
 )=Re{e( 1+3j)t

 u(t
 )}


[image: 089a]





例2-18
 　考虑一因果LTI系统，其输入x
 [n
 ]和输出y
 [n
 ]由差分方程给出：y
 [n
 ] = [image: ]
 y
 [n
  1] + x
 [n
 ]。若x
 [n
 ] = δ[n
  1]，求y
 [n
 ]。


解
 　因为系统是因果的，所以对于n<1有y[n
 ] = 0;当n
  1时可用迭代法求y[n
 ]。


[image: 089]
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例2-19
 　考虑如图2-4所示的两个系统S
 1
 和S
 2
 的级联：


[image: 0810]


图　2-4




S
 1
 ：因果LTI，ω[n
 ]=[image: ]
 ω[n
  1]+x
 [n
 ]；


S
 2
 ：因果LTI，y
 [n
 ] = ay
 [n
  1]+βω[n
 ]。


x
 [n
 ]与y[n
 ]的关系由下面差分方程给出：


y
 [n
 ] =  [image: ]
 y
 [n
  2] + [image: ]
 y
 [n
  1]+x
 [n
 ]

（a）求α和β;

（b）给出S
 1
 和S
 2
 级联后的单位脉冲响应。


解
 　（a）由S
 2
 :y
 [n
 ]=ay[n 1]+βω[n
 ]可得
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将ω[n
 ]及ω[n
  1]代入S
 1
 ：ω[n
 ] = [image: ]
 ω[n
  1]+x
 [n
 ]，得


[image: 0812]




与方程y
 [n
 ]= [image: ]
 y
 [n
  2] + [image: ]
 y[n
  1]+x
 [n
 ]比较可得


[image: 0813]





 （b） S
 1
 的单位脉冲响应h
 1
 [n
 ]满足h
 1
 [n
 ]=[image: ]
 h
 1
 [n
  1]+δ[n
 ]。因为S
 1
 为因果LTI系统，所以h
 1
 [n
 ] = 0,n
 <0。


h
 1
 [0] = [image: ]
 h
 1
 [ 1]+δ[0] = 0+1 = 1


h
 1
 [1] = [image: ]
 h
 1
 [0]+δ[1] = [image: ]
 + 0 = [image: ]



h
 1
 [2] = [image: ]
 h
 1
 [1]+δ[2] = （[image: ]
 ）2



h
 1
 [3] = [image: ]
 h
 1
 [2]+δ[3] = （[image: ]
 ）3
 , 

即h
 1
 [n
 ] = （[image: ]
 ）
n

 u
 [n
 ]。

同样，可得到S
 2
 的单位脉冲响应h
 2
 [n
 ]为h
 2
 [n
 ] = （[image: ]
 ）
n

 u[n
 ]。S
 1
 和S
 2
 级联后的单位脉冲响应为


[image: 0814]





例2-20
 　求下列积分：


[image: 0815]






 [image: 0816]





2.3　习题解答



2-1
 　计算下列各信号的卷积y
 [n
 ] = x
 [n
 ] * h
 [n
 ]：

（a） x
 [n
 ] = αn
 u
 [n
 ]，h
 [n
 ] = βn
 u
 [n
 ], α  β;

（b）x
 [n
 ] = h
 [n
 ] = αn
 u
 [n
 ];

（c）x
 [n
 ] = （ [image: ]
 ）
n

 u
 [n
  4]，h
 [n
 ] = 4
n

 u
 [2 n
 ];

（d） x
 [n
 ]和h
 [n
 ]如图2-5所示。


[image: 0817]


图　2-5




[image: 0818]






 [image: 0819]




当n
  2  4即n
  6时，则有


[image: 0820]




当n
  2 > 4即n
 > 6时，则有


[image: 0821]






 [image: 0822]





y
 [n
 ]波形如图2-6所示。


[image: 0823]


图　2-6




2-2
 　对以下各对波形求单位冲激响应为h
 （t
 ）的LTI系统对输入x
 (t
 )的响应y
 (t
 )。

（a） x
 (t
 ) = eαt
 u
 (t
 )，h
 (t
 ) = eβtu

 (t
 )(分别在α
 β
 ，α=β
 下完成)；

（b） x
 (t
 ) = u
 (t
 )  2u
 (t
 2)+u
 (t
 5),h
 (t
 ) = e2t
 u
 (1t
 )；

（c） x
 (t
 )和h
 (t
 )如图2-7(a)所示；

（d） x
 (t
 )和h
 (t
 )如图2-7(b)所示；

（e） x
 (t
 )和h
 (t
 )如图2-7(c)所示。


[image: 0824]






 [image: 0825]


图　2-7




[image: 0826]






 [image: 0827]








[image: 091]








[image: 092]




即x
 （t
 ）是以x
 0
 （t
 ）重复的周期信号，且T
 =2。


[image: 093]




即y
 （t
 ）也是周期为T
 =2的周期信号，其中


[image: 094]








[image: 095]








[image: 096]




当t
  [image: ]
 时，　y
 0
 （t
 ）= 1  t
 + t
 1 + t
  2 + 2  t
 =0

当t
 < [image: ]
 时，　　　　y
 0
 （t
 ）=0

即y
 0
 （t
 ）仅在区间[ [image: ]
 ,[image: ]
 ]上不为零，且


[image: 097]





y
 （t
 ）则是以y
 0
 （t
 ）重复的周期信号，其周期也为2。


2-3
 　设h
 （t
 ）是如图2-8(a)所示的三角脉冲，x
 （t
 ）为图2-8(b)所示的单位冲激串，即[image: 098]
 ，对下列T
 值，求出并画出y
 (t
 )=x
 (t
 )*h
 （t
 ）：

（a）T
 = 4；　（b） T
 = 2；　(c) T
 = [image: ]
 ；　(d) T
 = 1。


[image: 099]


图　2-8



解[image: 0910]


（a） [image: 0911]
 ，其波形如图2-9(a)所示；


 （b） [image: 0912]
 ，其波形如图2-9(b)所示；

（c）[image: 0913]
 ，其波形如图2-9（c）所示；

（d） [image: 0914]
 ，其波形如图2-9(d)所示。


[image: 0915]


图2-9




2-4
 　考虑图2-10（a）中三个因果LTI系统的级联，单位脉冲响应h
 2
 [n
 ]为h
 2
 [n
 ]=u
 [n
 ] u
 [n
  2]，整个系统的单位脉冲响应如图2-10(b)所示。

（a）求h
 1
 [n
 ]；

（b）求整个系统对输入x
 [n
 ]=[n
 ] [n
  1]的响应。


解
 　（a） h
 2
 [n
 ]=u
 [n
 ] u
 [n
  2]=[n
 ]+[n
  1]

　　h
 2
 [n
 ]*h
 2
 [n
 ]=[n
 ]+2[n
  1]+[n
  2]

因为


h
 [n
 ]=h
 1
 [n
 ]*h
 2
 [n
 ]*h
 2
 [n
 ]=h
 1
 [n
 ]+2h
 1
 [n
  1]+h
 1
 [n
  2]

所以h
 [0]=h
 1
 [0]h
 1
 [0]=1


h
 [1]=h
 1
 [1]+2h
 1
 [0]h
 1
 [1]=5 2=3


h
 [2]=h
 1
 [2]+2h
 1
 [1]+h
 1
 [0]h
 1
 [2]=10 23 1=3


h
 [3]=h
 1
 [3]+2h
 1
 [2]+h
 1
 [1]h
 1
 [3]=11 23 3=2


h
 [4]=h
 1
 [4]+2h
 1
 [3]+h
 1
 [2]h
 1
 [4]=8 22 3=1





[image: 0916]


图2-10




h
 [5] = h
 1
 [5]+2h
 1
 [4]+h
 1
 [3] h
 1
 [5]=4  2  1  2=0


h
 [6] = h
 1
 [6]+2h
 1
 [5]+h
 1
 [4] h
 1
 [6]=1  2  0  1=0


[image: 0917]





2-5
 　求卷积y
 [n
 ] = *x
 [n
 ]*h
 [n]，其中x
 [n
 ]=3
n

 u[ n
  1]+（[image: ]
 ）
n

 u
 [n
 ]和h
 [n
 ]=([image: ]
 )
n

 u
 [n
 +3]





[image: 0918]





2-6
 　求y
 [n
 ]=x
 1
 [n
 ]*x
 2
 [n
 ]*x
 3
 [n
 ]，其中x
 1
 [n
 ]=（0.5）
n

 u
 [n
 ],
 x
 2
 [n
 ] = u
 [n
 +3]和x
 3
 [n
 ]=[n
 ] [n
  1]。

（a）求卷积x
 1
 [n
 ]*x
 2
 [n
 ]； （b）利用(a)的结果求y
 [n
 ]；

（c）求卷积x
 2
 [n
 ]*x
 3
 [n
 ]； （d）利用(c)的结果求y
 [n
 ]。


解
 　（a）[image: 0919]



[image: ]





2-7
 　定义一个连续时间信号υ
 （t
 ）下的面积为[image: 0920]
 ，证明：若y
 (t
 )=x
 （t
 ）*h
 (t
 ),则Ay

 =Ax
 Ah

 。


证明



[image: 0921]





2-8
 下面均为离散时间LTI系统的单位脉冲响应，试判定每一系统是否是因果和/或稳定的，并陈述理由。


[image: ]






 [image: ]





解
 　（a）因果系统。因为h
 [n
 ]=0，n
 <0。

稳定系统。因为[image: 0922]
 。

（b）非因果系统。因为h
 [n
 ]0，n
 <0。

稳定系统。因为[image: 0923]
 。

（c）非因果系统。因为h
 [n
 ]0，n
 <0。

非稳定系统。因为[image: 0924]
 。

（d）非因果系统。因为h
 [n
 ]0，n
 <0。

稳定系统。因为[image: 0925]
 。

（e）因果系统。因为h
 [n
 ]=0，n
 <0。

非稳定系统。因为[image: 0926]
 。

（f）非因果系统。因为h
 [n
 ]0，n
 <0。

稳定系统。因为[image: 0927]
 。

（g）因果系统。因为h
 [n
 ]=0，n
 <0。

稳定系统。因为[image: 0928]
 。


2-9
 　下面均为连续时间LTI系统的单位冲激响应，试确定每一系统是否是因果和/或稳定的，并陈述理由。

（a） h
 （t
 ）=e-4t

 u
 (t
  2)；　　(b) h
 (t
 )=e-6t

 u
 (3 t
 )；

（c） h
 (t
 )=e 2t

 u
 (t
 +50); 　 (d) h
 (t
 )=e2t

 u
 ( 1 t
 )；


 （e） h
 (t
 )=e 6|t
 |
 ;　　　　　(f) h
 (t
 )=t
 e t

 u
 (t
 )；

（g） h
 (t
 )=(2e t

 e(t
  100)/100
 )u
 (t
 )。


解
 　 （a）因果系统。因为h
 (t
 )=0,t
 <0。

稳定系统。因为[image: 0929]
 。

（b）非因果系统。因为h
 （t
 ）0,t
 <0。

非稳定系统。因为[image: 0930]
 。

（c）非因果系统。因为h
 （t
 ）0,t
 <0。

稳定系统。因为[image: 0931]
 。

（d）非因果系统。因为h
 （t
 ）0,t
 <0。

稳定系统。因为[image: 0932]
 。

（e）非因果系统。因为h
 （t
 ）0,t
 <0。

稳定系统。因为[image: 0933]
 。

（f）因果系统。因为h
 （t
 ）=0,t
 <0。

稳定系统。因为[image: 0934]
 。

（g）因果系统。因为h
 （t
 ）=0,t
 < 0。

非稳定系统。因为[image: 0935]
 。


2-10
 　考虑一阶差分方程y
 [n
 ]+2y
 [n
  1]=x
 [n
 ]，并设系统初始松弛（即：若n
 <n
 0
 ,x
 [n
 ]=0，则n
 <n
 0
 ,y
 [n
 ]=0），求该系统的单位脉冲响应。


解
 　当x
 [n
 ]=[n
 ]时，y
 [n
 ]=h
 [n
 ]。由于系统初始松弛，所以有h
 [n
 ]=0,n
 <0。根据差分方程，有h
 [n
 ]=[n
 ] 2h
 [n
  1],则有


h
 [0]=[0] 2h
 [ 1]=1,h
 [1]=[1] 2h
 [0]=-2


h
 [2]= 2h
 [1]=（ 2）2
 ,h
 [3]= 2h
 [2]=( 2)3
 ,…

于是h
 [n
 ]=（ 2）
n

 u
 [n
 ]


 2-11
 　考虑一初始松弛的LTI系统，其差分方程为


[image: 101]




利用递归过程求该系统对图2-11所示输入的响应。


[image: 102]


图　2-11




[image: 103]






 [image: 104]




假设y
 p
 [n
 ]具有形式为B
 （[image: ]
 ）
n

 ，n
 ≥0，将其代入以上方程以确定B
 值。

（c）假设由上述差分方程给出的LTI系统初始松弛，系统在输


[image: 105]





[image: 106]





[image: 107]





2-13
 　考虑一系统，其输入x
 （t
 ）和输出y
 （t
 ）满足一阶微分方程：


[image: 108]




同时系统也满足初始松弛条件。


[image: 109]






 [image: 1010]




设y
 1
 （t
 ）是系统对输入的响应，y
 2
 (t
 )是系统对输入x
 2
 (t
 )的响应，以及y
 3
 (t
 )是系统对输入x
 3
 (t
 )=αx
 l
 (t
 )+βx
 2
 (t
 )的响应，证明：y
 3
 (t
 )=αy
 1
 （t
 ）+βy
 2
 (t
 )，因此，该系统是线性的。

（b）（i）当x
 1
 (t
 )=k
 e2t

 u
 (t
 )时，求系统输出y
 1
 (t
 )。

（ii）当x
 2
 （t
 ）=k
 e2(t
  T
 )
 u
 (t
  T
 )时，求系统输出y
 2
 （t
 ），并证明y
 2
 (t
 )=y
 1
 （t
  T
 ）。

（iii）现在设x
 1
 （t
 ）是任意信号，且有t
 ＜t
 0
 ,x
 1
 (t
 )=0，令y
 1
 (t
 )是系统对输入为x
 1
 (t
 )时的输出，y
 2
 (t
 )是系统对x
 2
 (t
 )=x
 1
 (t
  T
 )的输出，证明:y
 2
 (t
 )=y
 1
 （t
  T
 ），因此，该系统是时不变的。再与(a)所得结论联系起来，所给系统是LTI的。因为系统满足初始松弛条件，所以它也是因果的。


[image: 1011]






 [image: 1012]






 [image: 1013]






 [image: 1014]





2-14
 　考虑一个系统其输入x
 （t
 ）和输出y
 (t
 )满足微分方程：


[image: 1015]




假设与该微分方程有关的辅助条件是y
 （0）=0。求系统对下列两个输入的输出。


[image: 1016]





解
 （a）因为上述微分方程给出的系统是线性的，所以x
 1
 (t
 ) = 0对所有t
 作为系统输入时，其输出

y1
 （t
 ）=0，对于任意t



[image: 1017]






 [image: 1018]




由（a）和(b)可以看出，当t
 ＜ 1时，x
 1
 (t
 )=x
 2
 (t
 )=0，但t
 ＜ l时y
 1
 (t
 ≠y
 2
 (t
 )，可见该系统是非因果系统。


2-15
 　对于由下列差分方程描述的因果LTI系统画出它们的方框图。


[image: 1019]





解
 （a）方框图如图2-12（a）所示；（b）方框图如图2-12(b)所示。


[image: 1020]


图　2-12




 2-16
 　对于由下列微分方程描述的因果LTI系统画出它们的方框图。


[image: 1021]





[image: 1022]


图　2-13








 第3章　周期信号的傅里叶级数表示



3.1　学习要点



3.1.1　LTI系统对复指数信号的响应


1．连续时间LTI系统对复指数信号e
st

 的响应

对于连续时间LTI系统，当输入x
 （t
 ） = e
st

 时，输出为


[image: 1023]




式中，H
 （s
 ）是一个复振幅因子，它是复变量s
 的函数，它与系统单位冲激响应h
 （t
 ）的关系为
[image: 1024]




2．离散时间LTI系统对复指数序列z
 
n

 的响应

对干离散时间LTI系统，当输入x
 [n
 ]=z
 n
 时，输出


[image: 1025]




式中，H
 （z
 ）是一个复振幅因子，它是复变量z
 的函数，它与系统单位脉冲响应h
 [n
 ]的关系为


[image: 1026]




3．系统的特征函数及特征值

一个信号，若系统对该信号的输出响应仅是一个常数（可能是复数）乘以输入，则称该信号为系统的特征函数，而幅度因子称为系统的特征值。

复指数信号e
st

 是连续时间LTI系统的特征函数;对某一给定的
 s
 值，常数H
 （s
 ）就是与特征函数e
st

 有关的特征值。

复指数序列z
 
n

 是离散时间LTI系统的特征函数；对于某一给定的z
 值，常数H
 （z
 ）就是与特征函数z
 
n

 有关的特征值。


3.1.2　连续时间周期信号的傅里叶级数表示


1．周期信号

如果存在某个正值T
 使得x
 （t
 ）满足


x
 （t
 ）=x
 (t
 +T
 )，　对全部t


则x
 （t
 ）为周期信号。x
 (t
 )的基波周期就是满足上式的最小非零正值T
 ，而ω0
 =2[image: ]
 称为基波频率。

正弦信号和复指数信号是两个基本的周期信号：


[image: 1027]




2．复指数型傅里叶级数

基波周期为T
 的周期信号x
 （t
 ）的复指数型傅里叶级数表示为


[image: 1028]




式中，{a
 
k

 }称为x
 （t
 ）的复傅里叶系数，或称为x
 (t
 )的频谱系数，可由下式求出：


[image: 1029]





[image: 1030]




是x
 （t
 ）的直流分量。

3．三角型傅里叶级数

基波周期为T
 的实周期信号x
 （t
 ）的三角形傅里叶级数表示为


[image: 1031]




式中，B
 
k

 、C
 
k

 与复傅里叶系数a
 
k

 的关系为a
 
k

 =B
 
k

 + jC
 
k

 。

4．谐波型傅里叶级数

基波周期为T
 的实周期信号x
 （t
 ）的傅里叶级数还可表示为


[image: 111]




5．傅里叶级数的收敛

如果周期信号x
 （t
 ）满足狄利克雷（Dirichlet）条件，就可以保证该信号能够用傅里叶级数表示。狄利克雷条件是：

①在任何周期内，x
 （t
 ）绝对可积，即[image: 112]


②在任何有限区间内，x
 （t
 ）具有有限个最大值和最小值；

③在任何有限区间内，x
 （t
 ）具有有限个不连续点，并且每个不连续点都必须是有限值。

注意：狄利克雷条件只是充分条件而非必要条件。


3.1.3　连续时间傅里叶级数（FS）性质


1．线性


[image: 113]




2．时移性质


[image: 115]




3．时间反转


[image: 116]





[image: 116]




4．时域尺度变换


[image: 114]





[image: 117]




5．相乘


[image: 118]




6．共轭及共轭对称性


[image: 119]




若x（t
 ）=x*
 （t
 ），则


[image: 1110]




若x（t
 ） = x*
 (t
 )且x（t
 ）= x( t)，则ak
 = a k
 ，ak
 = ak
 *
 。

若x（t
 ）=x*
 （t
 ）且x（t
 ）= x（ t），则

a0
 = 0，a k
 =  ak
 ，a k
 =ak
 *


7．帕斯瓦尔定理

一个周期信号的总平均功率就等于它的全部谐波分量的平均功率之和，即


[image: 1111]





3.1.4　离散时间周期信号的傅里叶级数表示


1．周期序列

如果存在某个正整数N
 使得x[n
 ]满足


x
 [n
 + N
 ] = x[n
 ]（对任意n
 ）

则x
 [n
 ]为周期序列。x[n
 ]的基波周期就是满足上式的最小正整数N
 ，而ω
 0
 = 2π/N
 就是基波频率。由下式


[image: 1112]




给出的所有离散时间复指数信号的集合都是周期的，且周期为N
 的约数。离散时间和连续时间的复指数一个非常重要的区别是[image: 1113]
 中不同的ω
 0
 值表示不同的信号，而ejω0
 n

 中ω
 0
 为2π的整数倍时信号是相同的，即


 φk
 [n
 ]=φ
 
k
 +r
 N

 [n
 ]，　r
 为整数

由此可知，序列φ
 k
 [n
 ]仅在k
 取N
 个连续整数时是不同的。

2．离散傅里叶级数表示

基本周期为N的周期序列x[n
 ]的离散傅里叶级数表示为


[image: 1115]




式中，ak
 是傅里叶级数系数，往往也称为x[n
 ]的频谱系数，可由下式得出


[image: 1116]




的平均值。

3．离散傅里叶级数的收敛

由于离散傅里叶级数与连续时间的情况相反，是一个有限项的级数，故离散傅里叶级数没有收敛问题。


3.1.5　离散时间傅里叶级数性质


1．周期性

离散时间傅里叶级数系数ak
 是周期的，它的周期是N
 ，即

ak
 =ak+N


2．线性


[image: 1117]




3．时移性质


[image: 1118]




4．频移性质


[image: 1119]





 5．时间反转


[image: 1120]




6．时域尺度变换


[image: 1121]




7．共轭及共轭对称性


[image: 1122]




8．相乘


[image: 1123]




9．周期卷积


[image: 1124]




10．一阶差分


[image: 1125]





 11．求和


[image: 1126]




12．帕斯瓦尔定理

一个周期信号的平均功率等于它的所有谐波分量的平均功率之和，即


[image: 1127]





3.1.6　傅里叶级数与LTI系统


1．连续时间LTI系统的频率响应

当s为一般复数时，H
 （s）称为该系统的系统函数；当s = jω
 时，H
 （s） = H
 (jω
 )，此时的系统函数称为该系统的频率响应，即


[image: 1128]




2．离散时间LTI系统的频率响应

当z为一般复数时，H
 （z）称为该系统的系统函数；当z=ejω

 时，H
 （z）=H
 （ejω

 ），此时的系统函数称为该系统的频率响应，即


[image: 1129]




3．连续时间LTI系统对周期信号的响应

x（t
 ）为一周期信号，其傅里叶级数表示为


[image: 1130]




假定将该信号加入单位冲激响应为h（t）的LTI系统作为输入，则系统的输出为


[image: 1131]




于是y
 （t
 ）也是周期的，且与x(t
 )有相同的基波频率。这表明：LTI系
 统的作用就是通过乘以相应频率点上的频率响应值来逐个地改变输入信号的每一个傅里叶系数。

4．离散时间LTI系统对周期序列的响应

x[n
 ]为一周期序列，其傅里叶级数表示为


[image: 1132]




若将该信号加入单位脉冲响应为h
 [n
 ]的LTI系统作为输入，那么系统的输出为


[image: 1133]




于是y
 [n
 ]也是周期的，且与x[n
 ]有相同的周期，y
 [n
 ]的第k个傅里叶系数就是输入的第k个傅里叶系数与该系统在对应频率点上的频率响应值H(ejK(2π/N)
 )的乘积。


3.2　典型例题



例3-1
 　有一实值连续时间周期信号x（t
 ），其基波周期T
 = 8，x（t
 ）的非零傅里叶级数系数为a1
 = a 1
 = 2，a3
 = a*
  3
 = 4j。试将


[image: 1134]





例3-2
 　有一实值离散时间周期信号x[n
 ]，其基波周期N
 = 5，x[n
 ]的非零傅里叶级数系数为a0
 = 1，a2
 = a*
  2
 = ej[image: ]

 ，a4
 = a*
  4
 = 2ejπ/3
 ，试将x[n
 ]表示成x[n
 ]=A0
 +[image: 1135]



解
 　　ω
 0
 = 2π/N
 = 2π/5



 [image: 1136]





例3-3
 　对下面连续时间周期信号


[image: 1137]




求基波频率ω
 0
 和傅里叶级数系数ak
 ，以表示成x（t
 ）=[image: 1138]



[image: 1139]




非零的傅里叶级数系数为

a0
 = 2，a2
 = a 2
 = [image: ]
 ，a5
 *
 = a 5
 = 2j


例3-4
 　利用傅里叶级数分析式ak
 [image: 1140]
 计算下列连续时间周期信号（基波频率ω
 0
 =π）的系数ak
 ：


[image: 1141]






 [image: 1142]





例3-5
 　设x1
 （t）是一连续时间周期信号，其基波频率为ω
 1
 ，傅里叶系数为ak
 ，已知x2
 （t
 ）= x1 （1  t
 ） + x1
 （t
  1），问x2
 （t
 ）的基波频率ω
 2
 与ω
 1
 是什么关系？求x2
 （t
 ）的傅里叶级数系数bk
 与系数ak
 之间的关系。


解
 　x
 1
 (1  t
 ）和x
 1
 （t
  1）的基波频率都是ω
 1
 ，则它们的基波周期都是T
 1=2π/ω
 1
 。因为x2
 （t
 ）是x1
 （1 t
 ）和x1
 (t
  1)的线性组合，所以x2
 （t
 ）的基波周期T
 2
 = 2π/ω
 1
 ，即ω
 2
 =ω
 1
 。又


[image: 1143]





例3-6
 　有三个连续时间周期信号，其傅里叶级数表示如下：


[image: 1144]




利用傅里叶级数性质回答下列问题：（a）三个信号中哪些是实值的？（b）哪些又是偶函数？


[image: 1145]





 由共扼对称性可知，若x1（t）为实信号，则有[image: 1146]



[image: 1147]




知x2
 （t
 ）和x3
 (t
 )都是实信号。

（b）由于偶函数的傅里叶级数是偶函数，由上可知，只有x2
 （t
 ）的ak
 是偶函数，故只有x2
 (t
 )是偶信号。


例3-7
 　假定周期信号x（t
 ）有基波周期为T
 和傅里叶系数为ak
 ，g
 （t
 ）= dx(t
 )/dt
 的傅里叶级数系数为b
 k
 。已知[image: 1148]
 ，试利用傅里叶级数的性质求ak
 用b
 k
 和T
 表达的表达式。


[image: 1149]





例3-8
 　现对一信号给出如下信息：

（1）x（t
 ）是实的且为奇函数；

（2）x（t
 ）是周期的，周期T
 = 2，傅里叶级数为ak
 ；

（3）对|k
 |<1，ak
 =0；



 [image: 1150]




试确定两个不同的信号都满足这些条件。


解
 　由于x（t
 ）是实的奇函数，故ak是纯虚数，且ak
 = a k
 ，a0
 = 0。

又对|k
 | <1，ak
 = 0，故ak
 中非零的只有a1
 和a 1
 。


[image: 1151]





例3-9
 　利用分析公式ak
 = [image: 1152]
 ，求下面周期信号在一个周期内的傅里叶级数系数：


[image: 1153]





例3-10
 　令x
 [n
 ]是一个实的且为奇的周期信号，周期N
 = 7，
 傅里叶系数为a
 k
 ，已知a
 15
 = j, a
 16
 = 2j, a
 17
 = 3j，试确定a
 1
 , a
  1
 , a
  2
 和a 3
 的值。


解
 　根据a
 
k
 +N

 = a
 
k

 , N
 = 7，可知a1
 = a15
 , a
 2
 = a
 16
 ，a
 3
 = a
 17
 。

又已知x
 [n
 ]是一个实奇信号，则有ak
 =  a k
 ，即


[image: 121]





例3-11
 　现对一信号x
 [n
 ]给出如下信息：

（1） x
 [n
 ]是实、偶信号；

（2） x
 [n
 ]有周期N
 = 10和傅里叶系数a
 k
 ；

（3） a
 11
 = 5；


[image: 122]





证明：
 x
 [n
 ] = A
 cos（Bn
 + C
 ），并给出常数A
 ，B
 和C
 的值。


解
 　由于x
 [n
 ]的周期N
 = 10, a
 
k
 +N

 = ak

 ，所以a
 1
 = a
 11
 = 5。

又x
 [n
 ]是实、偶信号，则ak

 = a k

 ，a
 1
 = a
  1
 = 5。


[image: 123]





例3-12
 　序列x
 1
 [n
 ]和x
 2
 [n
 ]都有一个周期N
 = 4，对应的傅
 里叶系数是


[image: 124]




利用傅里叶级数的相乘性质，确定信号g
 [n
 ] = x
 1
 [n
 ]x
 2
 [n
 ]的傅里叶级数系数ck

 。


[image: 125]




因为对任意k
 ，bk

 都为1，所以Ck

 = 1 + 2 + 2 + 1 = 6。


例3-13
 　考虑一连续时间LTI系统，其频率响应是


[image: 126]




若输入至该系统的信号是一周期信号x
 （t
 ），周期T
 = 8，即


[image: 127]




求系统的输出y
 （t
 ）。


解
 　x
 （t
 ）的基波频率ω0
 = 2[image: ]
 = π/4，其傅里叶级数系数为


[image: 128]






 [image: 129]




故y
 （t
 ） = 0。


例3-14
 　当一个频率响应为H
 （ejω
 ）的LTI系统，其输入为如下冲激串时，


[image: 1210]





解
 　x
 [n
 ]的基本周期N
 = 4，其基波频率ω0
 = 2π/N
 = [image: ]
 。

在0  n  3内，x
 [0] = 1，x
 [1] = x
 [2] = x
 [3] = 0，故其傅里叶级数系数为


[image: 1211]




比较以上两式，可得


[image: 1212]





例3-15
 　考虑一连续时间理想低通滤波器S，其频率响应是



 [image: 1213]




当该滤波器的输入是基波周期T
 = π/6和傅里叶级数系数为a
 
k

 的信号x
 （t
 ）时，有


[image: 1214]




试问对于什么样的k
 值，才能保证ak
 = 0?


解
 　x
 （t
 ）的基波频率ω0
 = 2[image: ]
 = 12


[image: 1215]




因为H
 （jω）对于|ω|> 100的ω，其值为零，所以要保证y
 (t
 ) = x
 (t
 )，应有


[image: 1216]




因此，对于| k
 |>8，保证ak

 = 0。


例3-16
 　对于下列周期输入，求示于图3 1的滤波器的输出：


[image: 1217]





[image: 1218]


图　3-1




解
 　（a）　　x
 1
 [n
 ] = ( 1)
n

 = ejπn

 = ej(2[image: ]
 )n




x
 1
 [n
 ]的周期N
 = 2，它的傅里叶级数展开式为


[image: 1219]




即在0  k  1内，a0
 = 0，a1
 = 1。



 [image: 1220]




比较以上两式可知，在0 k  15内，有


[image: 1221]





r
 [n
 ]是周期为N
 = 4的周期序列，其傅里叶级数系数为ak

 = [image: ]
 （对所有k
 ）。设r
 [n
 ]经过系统的输出为q
 [n
 ]，则x
 3
 [n
 ]经过系统的输出为y
 3
 [n
 ] = q
 [n
 ] * g
 [n
 ]。


[image: 1222]





 故y
 3
 [n
 ] = 0。


例3-17
 　有三个连续时间系统S1
 ，S2
 和S3
 ，它们对复指数输入ej5t

 的响应分别给出如下：


[image: 1223]




对每一系统决定所给出的信息是否充分而能得出该系统肯定不是LTI的结论？


解
 　因为复指数函数是LTI系统的特征函数，所以当系统输入为ej5t

 时，响应应具有A
 ej5t

 的形式，其中A
 为复常数。

S1
 ：响应为t
 ee5t

 ，t
 不是常数，故S1
 不是LTI系统。

S2
 ：响应ej5（t
  1）
 = e j5
  ej5t

 ，故S2
 可能是LTI系统。

S3
 ：响应cos（5t
 ） = [image: ]
 ej5t

 +[image: ]
 e j5t

 ，故S3
 也不是LTI系统。


例3-18
 　有三个离散时间系统S1
 ，S2
 和S3
 ，它们对复指数输入ejπn/2
 的响应分别给出如下：


[image: 1224]




对每一系统决定所给出的信息是否充分而得出该系统肯定不是LTI的结论？


解
 　因为复指数序列ejωn

 是LTI系统的特征函数，所以当系统输入为ejπn
 /2
 时，响应应具有A
 ejπn/2
 的形式，其中A为复常数。

S1
 ：响应为ejπn/2
 u
 [n
 ]，u
 [n
 ]不是复常数，故S1
 肯定不是LTI的。

S2
 ：响应为ej3πn
 /2
 = e jπn
 /2
 ，与输入形式不同，故S2
 肯定不是LTI的。

S3
 ：响应为ej5πn
 /2
 = ejπn/2
 ，与输入形式完全相同，故S3
 可能是LTI的。


例3-19
 　由如图3-2所示的RL电路实现的因果LTI系统，电流源输出的电流为系统的输入x
 （t
 ），系统的输出是流经电感线圈的电流y
 (t
 )。

（a）求关联x
 （t
 ）和y
 (t
 )的微分方程；

（b）求系统对输入为x
 （t） = ejωt

 的系统频率响应；

（c）若x
 （t
 ） = cost
 ，求输出y
 (t
 )。


 解
 （a）电感L
 上的电压为[image: 1225]
 则电阻R
 上的电流为[image: 1226]
 [image: 1227]



[image: 1228]


图　3-2



当R
 = 1 Ω, L
 = 1 H时，代入得[image: 1229]


（b）对于LTI系统，当输入x
 （t
 ） = ejωt

 时，输出为y
 (t
 ) = H
 (jω)ejωt

 ，于是


[image: 1230]




（c）x
 （t
 ） = cost
 为周期信号，其基波频率ω0
 = 1，周期为T
 = 2π。


[image: 1231]




即a
 1
 = a
  1
 = [image: ]
 ，其余ak

 = 0。


[image: 1232]





例3-20
 　由图3-3所示的RLC电路实现的因果LTI系统，x
 （t
 ）为输入电压，跨于电容器上的电压取为该系统的输出y
 (t
 )。


[image: 1233]


图　3-3



（a）求关联x
 （t
 ）和y
 (t
 )的微分方程；


 （b）求系统对输入x
 (t
 ) = ejωt

 的系统频率响应；

（c）若x
 （t
 ） = sint
 ，求输出y
 (t
 )。


解
 （a）电容C
 上流过的电流为[image: 1234]
 ，则电阻R
 两端的电压[image: 1235]
 ，电感L
 两端的电压为[image: 1236]
 ，于是有


[image: 1237]




（b）对于LTI系统，当输入x
 （t
 ） = ejωt

 时，输出为y
 (t
 ) = H
 (jω)ejωt

 ，于是


[image: 1238]




（c）x
 （t
 ）是周期信号，其基波频率ω0
 = 1，基本周期T
 = 2π，故


[image: 1239]





3.3　习题解答



3-1
 　有一连续时间周期信号x
 （t
 ）是实值信号，其基波周期T
 = 8，x
 (t
 )的非零傅里叶级数系数为



 [image: 1240]





3-2
 　求下面信号的傅里叶级数表示：

（a）x
 （t
 ）为示于图3-4中(a)~(f)的每一个函数；

（b）x
 （t
 ）的周期为2，且为x
 (t
 ) = e t

 ,  1 < t
 < 1；


[image: 1241]




对于图3-4（b），T
 = 6,　ω0
 = 2π/6 = π/3



 [image: 1242]


图　3-4





 [image: 131]






 [image: 132]






 [image: 133]






 [image: 134]





3-3
 　对于下面给出的周期为4的各连续时间信号的傅里叶级数系数，求每一个x
 （t
 ）信号。


[image: 135]






 [image: 136]





解
 　（a）首先设信号y
 (t
 )的傅里叶级数系数为[image: 137]
 ，y
 (t
 )是周期T
 = 4的周期信号，且在2< t < 2内，有


[image: 138]




现在定义另一个信号z
 （t
 ） =  [image: ]
 ，其傅里叶级数系数为c0
 =  [image: ]
 ，其余ck

 = 0，则信号p
 (t
 ) = y
 (t
 ) + z
 (t
 )的傅里叶级数系数为


[image: 139]




（b）设信号y
 （t
 ）的傅里叶级数系数为[image: 1310]
 。y
 (t
 )的周期T
 = 4，基波频率ω0 = [image: ]
 ，且在 2 < t < 2内，有


[image: 1311]






 [image: 1311]




是一个基波周期T
 = 2的周期信号，傅里叶系数为a
k

 。

（a）求a0
 ; （b）求dx
 (t
 )/dt
 的傅里叶级数表示；(c)利用(b)的结果和连续时间傅里叶级数的微分性质求x
 (t
 )的傅里叶级数系数。


[image: 1312]






 [image: 1313]





3-5
 　下面三个连续时间周期信号的基波周期T
 = 1/2：


[image: 1314]




（a）求:x
 （t
 ）的傅里叶级数系数;

（b）求y
 （t
 ）的傅里叶级数系数；

（c）利用（a）和（b）的结果，按照连续时间傅里叶级数的相乘性质，求z
 （t
 ） = x
 (t
 )y
 (t
 )的傅里叶级数系数；

（d）通过直接将z
 （t
 ）展开成三角函数的形式来求z
 (t
 )的傅里叶级数系数，并且与（c）的结果作比较。


[image: 1315]






 [image: 1316]





3-6
 　设x
 （t
 ）是一周期信号，其傅里叶级数系数是


[image: 1317]




利用傅里叶级数性质回答下列问题：（a） x
 (t
 )是实的吗？(b) x
 (t
 )是偶的吗？(c) dx
 (t
 )/dt
 是偶的吗？


解
 　（a）如果x
 （t
 ）是实的，应有x
 （t
 ）=x
 *
 (t
 )，则ak
 = a*
 k
 。由于给定的a
k

 不满足此关系，故x
 (t
 )不是实信号。

（b）如果x
 （t
 ）是偶函数，应有x
 (t
 ) = x
 ( t
 )，则a
k

 = a k

 。由于给定的a
k

 满足a
k

 = a k

 ，故x
 (t
 )是偶函数。


[image: 1318]






 [image: 1319]




因b
k

 ≠ b
  k

 ，故g
 （t
 ）不是偶函数。


3-7
 　有一实值离散时间周期信号x
 [n
 ]，基波周期N
 = 5，x
 [n
 ]的非零傅里叶级数系数是


[image: 1320]





3-8
 　对下面每一离散时间周期信号求其傅里叶级数系数：

（a）图3-5（a）~(c)的每一个：x
 [n
 ];


[image: 1321]


图　3-5




[image: 1322]






 [image: 1323]




即x
 [n
 ]的基本周期N
 = 12，非零的傅里叶级数系数：


[image: 1324]






 [image: 141]






 [image: 142]





3-9
 　下面每一种情况都给出了周期为8的某一信号的傅里叶级数系数，求各x
 [n
 ]。


[image: 143]





[image: 144]


图　3-6




[image: 145]








[image: 146]






 [image: 147]





3-10
 　考虑下面三个基波周期为6的离散时间信号：


[image: 148]




（a）求x
 [n
 ]的傅里叶级数系数；

（b）求y
 [n
 ]的傅里叶级数系数；

（c）利用（a）和(b)的结果，并按照离散时间傅里叶级数的相乘性质求z
 [n
 ] = x
 [n
 ]y
 [n
 ]的傅里叶级数系数；

（d）直接求z
 [n
 ]的傅里叶级数系数，并将结果与（c）作比较。


[image: 149]






 [image: 1410]





3-11
 　设[image: 1411]
 是一个基波周期N
 = 10的周期信号，傅里叶级数系数为a
 k
 ，同时令g
 [n
 ] = x
 [n
 ]  x
 [n
  1]。

（a）证明g
 [n
 ]的基波周期也为10；

（b）求g
 [n
 ]的傅里叶级数系数；

（c）利用g
 [n
 ]的傅里叶级数系数和傅里叶级数一次差分性质求a
 k
 （k
 ≠ 0）。



 [image: 1412]





3-12
 　考虑图3-7所示信号x
 [n
 ]，它是周期的，周期N
 = 4。该信号的离散时间傅里叶级数表示为


[image: 1413]




在教材中曾提到，求这个傅里叶级数系数的一种办法就是将上式当做含4个未知数（a
 0
 ，a
 1
 ，a
 2
 ，a
 3
 ）的4个线性方程组(n
 = 0, 1, 2, 3)来对待。

（a）明确写出这4个方程，并用任何标准的方法直接解此联立方程组以得到该4个未知数（首先一定要将上面的复指数化简到最简单的形式）。

（b）利用离散傅里叶级数分析公式


[image: 1414]




直接计算a
 k
 ，并验证你的答案。


[image: 1415]






 [image: 1416]


图　3-7




[image: 1417]





3-13
 　考虑一个因果的连续时间LTI系统，其输入x
 （t
 ）和输出y
 (t
 )由下面微分方程所关联：


[image: 1418]




在下面两种输入下，求输出y
 （t
 ）的傅里叶级数表示：


 （a） x
 (t
 ) = cos2πt
 ;　　(b)x
 (t
 ) = sin4πt
 + cos(6πt
 + π/4)。


解
 　（a）对于LTI系统，当输入[image: 1419]
 时，输出y
 (t
 ) = [image: 1420]
 。将x
 (t
 )，y
 (t
 )代入微分方程得


[image: 1421]




叶级数系数只有a
 1
 = [image: ]
 ,a
  1
 =[image: ]
 时，y
 （t
 ）中非零的傅里叶级数系数为


[image: 1422]




其非零的傅里叶级数系数为


[image: 1423]




故y
 （t
 ）中非零的傅里叶级数系数为



 [image: 1424]





3-14
 　考虑一连续时间LTI系统，其单位冲激响应为h
 （t
 ） = [image: 1425]
 ，在下列各输入情况下，求输出y
 (t
 )的傅里叶级数表示：


[image: 1426]




（c）x
 （t
 ）如图3-8所示的周期性方波。


[image: 1427]


图　3-8




解
 　（a）x
 (t
 )的周期T
 = 1，基波频率ω0
 = 2π，设


[image: 1428]






 [image: 1429]





3-15
 　考虑一连续时间系统S，其频率响应是


[image: 1430]




当输入到该系统的信号x
 （t
 ）是一个基波周期T
 = π/7、傅里叶级数系数为a
 k
 的信号时，发现输出y
 (t
 ) = x
 (t
 )，问对于什么样的k
 值，才有a
 k
 = 0?


解
 　因为T
 = π/7，所以ω0
 = 2[image: ]
 = 14。


y
 （t
 ）的傅里叶级数系数为b
 k
 = a
 k
 H
 (jk
 ω0
 ) = a
 k
 H
 (jl4k
 )，要使y
 (t
 ) = x
 (t
 )，即b
 k
 = a
 k
 ，必须满足当| 14k
 | ≤ 250时，即| k | ≤ 17时，a
 k
 = 0。


3-16
 　考虑一因果离散时间系统，其输入x
 [n
 ]和输出y
 [n
 ]由
 下面差分方程所关联：y
 [n
 ] [image: ]
 y
 [n
  1]=x
 [n
 ]。在下面两种输入下，求输出y
 [n
 ]的傅里叶级数表示：


[image: 15a1]





解
 　（a）先求系统频率响应H
 (eJω
 )。

对于LTI系统，当输入x
 [n
 ]=jωn
 时，输出为y
 [n
 ]=H
 （ejω
 ）ejωn
 。将x
 [n
 ]，y
 [n
 ]代入差分方程，得


[image: 15a2]




对于x
 [n
 ]，其ω0
 =2π/8，非零的傅里叶级数系数为


[image: 15a3]




故y
 [n
 ]中非零的傅里叶级数系数为


[image: 15a4]




对于x
 [n
 ]，其周期N
 =8，ω0
 =2π/8，非零的傅里叶级数系数为



 [image: 15a5]




故输出y
 [n
 ]中非零的傅里叶级数系数为


[image: 15a6]





3-17
 　考虑一离散时间LTI系统，其单位脉冲响应为h
 [n
 ]=（[image: ]
 ）|n
 |
 。在下面两种输入下，求输出y
 [n
 ]的傅里叶级数表示：


[image: 15a7]





解
 　（a）先求系统的频率响应H
 (ejω
 )。


[image: 15a8]




故y
 [n
 ]的傅里叶级数系数为



 [image: 15a9]




（b）x
 [n
 ]的周期N
 =6，基波频率ω0

 =2π/6=π/3。


[image: 15a10]




故y
 [n
 ]的傅里叶级数系数为


[image: 15a11]





3-18
 　考虑一离散时间LTI系统，其单位脉冲响应为


[image: 15a12]




已知系统的输入为[image: 15a-13]
 ，求输出y
 [n]的傅里叶级系数。


解
 　系统的频率响应为


[image: 15a14]




对于x
 [n
 ]，其周期N
 = 4，ωo
 = 2π/4 = [image: ]
 , ak

 = [image: ]
 故输出y
 [n
 ]的傅里叶级数系数为


[image: 15a15]





3-19
 　考虑一离散时间系统S，其频率响应是



 [image: 15a16]




试证明：若该系统的输入具有周期N
 = 3，则输出y
 [n
 ]在每个周期内仅有一个非零的傅里叶级数系数。


证明
 　　设输入[image: 1314]


当输入的周期N
 = 3时，ω0
 = 2π/3。

对于0 ≤ k
 ≤ 2，H
 （ejkωo

 ）只在k
 = 0时不为零。

而k
 =1，2时，H
 （ejkωo

 ） = 0。因此在0 ≤ k
 ≤ 2内，bk

 只有b0
 非零，即b0

 ≠0。






 第4章　连续时间傅里叶变换



4.1　学习要点



4.1.1　非周期信号的表示：连续时间傅里叶变换


1．傅里叶变换对


[image: 1518]




2．非周期信号的频谱

一个非周期信号（x）
 (t
 )的傅里叶变换X
 (jω
 )通常称为x
 (t
 )的频谱。一般情况下，X
 (jω
 )是复数，可表示成


X
 （jω
 ） = | X
 (jω
 )| ejφ(ω)


| X
 （jω
 ）|称为X
 (t
 )的幅度谱，φ
 (ω
 )称为x
 (t
 )的相位谱。

3．傅里叶变换的收敛

傅里叶变换收敛的条件和傅里叶级数收敛的条件一样（也称为狄利克雷条件）：

①x
 （t
 ）绝对可积，即

[image: 1319]


②在任何有限区间内，x
 （t
 ）只有有限个最大值和最小值；

③在任何有限区间内，x
 （t
 ）具有有限个不连续点，并且每个不连续点都必须是有限值。


注意
 　上述狄利克雷条件只是傅里叶变换存在的充分条件，而不是必要条件。

4．傅里叶变换与傅里叶级数的关系

设[image: ]
 （t
 ）是一个周期为了的周期信号，其傅里叶级数系数为ak

 ；令x
 (t
 )是一个有限持续期信号，它等于在一个周期内的[image: ]
 (t
 )，其傅里叶变换为X
 (jω
 )，则有


[image: 1520]




式中，ω
 0
 = [image: ]
 。


4.1.2　周期信号的傅里叶变换


周期信号x
 （t
 ）可用傅里叶级数表示成：


[image: 1522]




其傅里叶变换为[image: 146a]


即：一个傅里叶级数系数为{ak

 }的周期信号的傅里叶变换，可以看成是出现在成谐波关系的频率上的一串冲激函数，发生于第k
 次谐波频率kω0

 上的冲激函数的面积是第k
 个傅里叶级数系数ak

 的2π倍。


4.1.3　连续时间傅里叶变换（FT）的性质


1．线性


[image: 1523]




2．时移性质


[image: 1524]




3．频移性质


[image: 1525]




4．共轭及共轭对称性


[image: 1526]




若x
 （t
 ）为实函数，那么X
 (jω)就具有共轭对称性，即


X
 {jω)=X
 *
 （jω）


[image: 1527]




进一步地可以证明：若x
 （t
 ）为实偶函数，那么X
 (jω)也一定为实、偶函数；若x
 (t
 )为实奇函数，那么X
 (jω)就是纯虚且为奇函数。则有


[image: 1528]




5．时域微分性质


[image: 1529]




6．时域积分性质


[image: 1530]




7．频域微分性质


[image: 1531]




8．频域积分性质


[image: 1532]




9．时间与频率的尺度变换性质


[image: 1533]





 10．对偶性


[image: 1534]




11．卷积性质


[image: 1535]




12．相乘性质


[image: 1536]




13．非周期信号的帕斯瓦尔定理


[image: 1537]




帕斯瓦尔定理指出：非周期信号的总能量既可以按每单位时间内的能量(|x
 (t
 )|2
 )在整个时间内积分计算出来，也可以按每单位频率内的能量（|X
 (jω)|2
 /2π）在整个频率范围内积分而得到。

|X
 （jω）|2
 常称为信号x
 (t
 )的能谱密度。


4.1.4　连续时间LTI系统的频率响应


1．频率响应函数

一个连续时间LTI系统的输出：y
 （t
 ）等于输入x
 （t
 ）和系统单位冲激响应h
 (t
 )的卷积，即


y
 （t
 ） = x
 (t
 )* h
 (t
 )

由傅里叶变换的卷积性质，可得


y
 （jω） = X
 (jω)H
 (jω)

这里Y
 （jω），X
 (jω)，H
 (jω)分别是y
 (t
 )，x
 (t
 )，h
 (t
 )的傅里叶变换。由上式可推得



 [image: 1338]




其中，H
 （jω）称为系统的频率响应函数。

若令H
 （jω） = |H
 (jω)|e
jφH(ω)


 ，则|H
 (jω)|称为系统的幅频响应，
φH
 (ω)
 称为系统的相频响应。

2．由线性常系数微分方程表征的系统的频率响应

若连续时间LTI系统的输入、输出满足如下形式的线性常系数微分方程：


[image: 1539]




则该系统的频率响应为


[image: 1540]





注意
 　只有稳定系统才存在频率响应。

3．无失真传输

无失真传输是指一个确定信号通过系统后，其时域波形未改变，仅幅度产生变化，在时间上有所延迟。若设x
 （t
 ）为输入，则无失真传输的输出应为


y
 （t
 ） = Kx
 (t
  td

 )

式中td

 是时间延迟，K
 （> 0）是增益常数。上式两边进行傅里叶变换，得


Y
 （jω） = Kejωtd

 X
 (jω)

由此可见，无失真传输系统必须满足


[image: 1541]




也就是说，H
 （jω）的幅频响应必须是一个与频率无关的常数，相频响应必须是频率的线性函数。无失真传输系统的频率响应如图4-1 (a)和(b)所示。


[image: 1542]


图　4-1无失真传输系统的频率响应



4．幅度失真和相位失真

当系统的幅度谱|H
 （jω）|在我们所研究的频带内不是一个常数时，输入信号的频率分量在传输中就会被进行不同的加权，这种影响称为幅度失真。当相位谱
φH

 (ω
 )不是频率的线性函数时，由于系统对输入信号各频率分量的延时不同，致使输出信号和输入信号的波形不同，这种失真称为相位失真。


4.1.5　滤波


滤波是所有的信号处理系统中最基本的一种处理手段。滤波就是改变信号某些频率分量的幅度或滤除某些频率分量。正如前面所说的，对于连续LTI系统，输出频谱是输入频谱与系统频率响应相乘得来的。因此，一个LTI系统对于输入信号来说就相当于一个滤波器。

1．频率成形滤波器

用于改变频谱形状的LTI系统往往称为频率成形滤波器。常见的频率成形滤波器是微分滤波器，其输出是输入的导数，即y
 （t
 ）=dx
 (t
 )/dt
 ，其频率响应为H
 (jω
 )=jω


图4-2（a）和(b)分别表示其幅频特性和相频特性。



 [image: 161]


图　4-2微分滤波器的频率响应



微分滤波器在增强信号中的快速变化部分或快速转变中是有用的，经常用于图像处理中边缘的增晰。

2．频率选择性滤波器

专门设计成基本上无失真地通过某些频率，而显著地衰减掉或消除掉另一些频率的系统称为频率选择性滤波器。

一个理想的频率选择滤波器可以让信号的指定频带全部通过，而其他频带全部截止。允许通过的频带称为通带；截止的频带称为阻带。

（1）理想低通滤波器

低通滤波器就是通过低频（即在ω = 0附近的频率），而衰减或阻止较高频率的滤波器。理想低通滤波器（LPF）的频率响应为


[image: 162]




式中，ωc
 是截止频率。理想低通滤波器的频率响应如图4-3（a）所示。


[image: 166]


图　4-3理想频率选择滤波器的频率响应



（2）理想高通滤波器

高通滤波器就是通过高频而衰减或阻止低频的滤波器。理想高通滤波器（HPF）的频率响应为


[image: 163]




式中，ωc
 是截止频率。理想高通滤波器的频率响应如图4-3（b）所示。

（3）理想带通滤波器

带通滤波器就是通过某一频带范围，而衰减掉既高于又低于所要通过的这段频带的滤波器。理想带通滤波器（BPF）的频率响应为


[image: 164]




式中，ωc1
 是下截止频率，ωc2
 是上截止频率。理想带通滤波器的频率
 响应如图4-3（c）所示。

（4）理想带阻滤波器

理想带阻滤波器（BSF）的频率响应为


[image: 165]




式中，ωc1
 是下截止频率，ωc2
 是上截止频率。理想带阻滤波器的频率响应如图4-3（d）所示。

理想滤波器在很多应用中用于描述理想化系统的构成是很有用的。然而，在实际中它们又是不可实现的，只能是近似地实现。实际能实现的滤波器都是非理想的，如简单的RC电路既可构成一个非理想低通滤波器，也能构成一个非理想高通滤波器。


4.1.6　带宽


1．滤波器（或系统）带宽

系统分析中一个重要的概念便是LTI系统的带宽。系统的带宽有许多不同的定义。

（1）绝对带宽

理想低通滤波器的带宽ωB
 等于它的截止频率，即ωB
 = ωC
 ，在这里ωB
 称为绝对带宽。理想带通滤波器的绝对带宽是ωB
 = ωc2
  ωCl
 。
 如果ωB
 <<ω0
 ，则带通滤波器称为窄带滤波器。这里ω0
 = [image: ]
 （ωc1
 + ωc2
 ）是滤波器的中心频率。高通滤波器和带阻滤波器则没有带宽的定义。

（2）3dB（或半功率）带宽

对于因果或实际滤波器，带宽的常见定义是3dB带宽ω3dB
 。就低通滤波器而言，3dB带宽定义为：幅度谱|H（jω）|值下降为|H(0)|/[image: ]
 时的正频率，如图4-4(a)所示。式中H(o)是低通滤波器的峰值。3dB带宽也称为半功率带宽，这是因为电压或电流衰减为3dB时等于有效功率除以2。对带通滤波器而言，3dB带宽定义为|H(jω)|下降为峰值|H(jωm)|/[image: ]
 倍时所对应频率的差值，如图4-4(b)所示。3dB带宽对幅频特性为单峰（在正频率范围内）的系统非常有用，它是测量系统带宽普遍采用的标准。但当系统幅频特性有多个峰值时，3dB带宽就不明确且不唯一了。


[image: 167]


图　4-4滤波器带宽




注意
 　上面介绍的带宽定义域为正频率轴且要求频率为正数。

2．信号带宽

信号的带宽定义为：能量或功率最集中的频率范围。由此可得出多种不同的带宽定义方式。

3dB带宽：信号x
 （t
 ）的带宽可采用滤波器带宽的定义方式，如以信号幅度谱|X(jω)|表示的3dB带宽。

有限带宽信号：如果|X（jω）| = 0，|ω|>ωm
 ，则信号x
 （t
 ）称为有限带宽信号。有限带宽信号的带宽就是ωm
 。


 4.2　典型例题



例4-1
 　利用傅里叶变换分析式，求下列信号的傅里叶变换：


[image: 168]




概略画出每一个傅里叶变换的模特性并给以标注。


[image: 169]


图　4-5




例4-2
 　利用傅里叶变换分析式，求下列信号的傅里叶变换：


[image: 1610]





 概略画出每一个傅里叶变换的模特性并给以标注。


[image: 1611]


图　4-6




例4-3
 　求下列各周期信号的傅里叶变换：


[image: 1612]






 [image: 1613]





例4-4
 　利用傅里叶变换综合式，求下列反变换：


[image: 1614]





 π。用所得答案确定x（t
 ） = 0时的t
 值。


[image: 1615]





例4-6
 　已知x
 （t
 ）的傅里叶变换为X
 （jω），试将下列各信号的傅里叶变换用X
 （jω）来表示。


[image: 1616]





例4-7
 　对于下列各傅里叶变换，根据傅里叶变换性质确定对
 应于时域信号是否是（i）实、虚，或都不是；(ii)偶、奇，或都不是。应不通过求出反变换来解此题。


[image: 1617]





解
 　（a）根据共轭对称性可知，若x
 1
 (t
 )为实函数，则应有x
 1
 (jω) = X
 *
 1
 (―jω)，由于x
 1
 （jω）不满足共轭对称性，所以x
 1
 (t
 )不是实信号。同样，由于x1
 （jω）不是偶函数，所以x1
 (t
 )也不是偶信号。

（b）由于实的奇信号的傅里叶变换是一个纯虚的奇函数，由此可断定：一个纯虚的奇信号的傅里叶变换是一个实的奇函数。由于X
 2
 （jω）是一个实的奇函数，因此，x
 2
 (t
 )是一个纯虚且为奇函数的信号。


[image: 1618]




由此可知，y3
 （t
 ）是实信号。

而X
 3
 （jω）= Y
 3
 （jω）ej[image: ]

 = jY3
 (jω)，故x
 3
 (t
 )=jy3
 (t
 )是纯虚信号。

由于X
 3
 （jω）既不是实函数，也不是纯虚函数，所以x
 3
 (t
 )既不是偶信号也不是奇信号。

（d）由于X
 4
 （jω）是实偶函数，故x
 4
 （t
 ）也是实偶信号。


例4-8
 　考虑信号


[image: 1619]




（a）利用傅里叶变换的微分和积分性质及矩形脉冲的傅里叶变
 换对，求X（jω）的闭式表示式。

（b）g（t）
 = x(t)
 －l/2的傅里叶变换是什么？


[image: 1620]




而y（t）
 是矩形脉冲，其傅里叶变换为


[image: 1621]




（a）求X
 （jω）的闭式表达式（借助于傅里叶变换的性质和基本傅里叶变换对）；

（b）取（a）中答案的实部，证明它就是x(t
 )的偶部的傅里叶变换；

（c）x（t）
 奇部的傅里叶变换是什么？


[image: 1622]






 [image: 1623]




由于x（t）
 无直流分量，故可用微分性质求解：


[image: 1624]





例4-10
 　（a）借助于傅里叶变换的性质和基本傅里叶变换对，求下列信号的傅里叶变换：


[image: 1626]




（b）利用帕斯瓦尔定理和上面结果，试求：


[image: 1627]





[image: 1628]
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（b）利用帕斯瓦尔定理求解。


[image: 172]





例4-11
 　已知下列关系：


[image: 173]




并已知x
 （t
 ）的傅里叶变换是X
 （jω），h
 （t
 ）的傅里叶变换是H
 （jω），利用傅里叶变换性质证明g
 （t
 ）=Ay
 （Bt
 ），求A
 和B
 的值。


[image: 174]





例4-12
 　考虑下面傅里叶变换对[image: 175]


（a）利用恰当的傅里叶变换性质求te
  |t
 |
 的傅里叶变换;

（b）根据（a）的结果，再结合对偶性质，求[image: 176]
 的傅里叶变换。


 解
 　（a）由于[image: 177]
 根据傅里叶变换的频域微分性质，可得


[image: 178]





[image: 179]





例4-13
 　设x
 （t
 ）的傅里叶变换为X
 （jω）=δ（ω）+δ（ω  π）+ δ（ω  5），并令h
 （t
 ）=u
 （t
 ） u
 （t
  2）。

（a）x
 （t
 ）是周期的吗?

（b）x
 （t
 ）* h
 （t
 ）是周期的吗？

（c）两个非周期信号的卷积有可能是周期的吗？


解
 　（a）x
 （t
 ）=[image: 1710]
 它是一个常数和两个复指数信号的和，这两个复指数信号的周期分别是2和[image: ]
 。由于2和[image: ]
 的公因数不是有理数，故x
 （t
 ）不是周期信号。


[image: 1711]




可见，y
 （t
 ）是周期的，它的周期是[image: ]
 。

（c）根据（a）和（b）的结果可知，两个非周期信号的卷积有可能
 是周期的。


例4-14
 　考虑一信号x
 （t
 ），其傅里叶变换为X
 （jω），假设给出下列条件：

（1）x
 （t
 ）是实值且非负的;




[image: 1713]




求x
 （t
 ）的闭式表达式。


[image: 1714]




又由于x
 （t
 ）是非负的，所以取A
 = [image: 1712]
 [image: 1715]



例4-15
 　设x
 （t
 ）有傅里叶变换X
 （jω），假设给出以下条件：

（1）x
 （t
 ）为实值信号；（2）x
 （t
 ）= 0，t
 0;


[image: 1716]





 求x
 （t
 ）的闭式表达式。


解
 　因为x
 （t
 ）是实值信号，所以


[image: 1717]





例4-16
 　考虑信号x
 （t
 ）=[image: 1719]


[image: 1718]


（b）利用傅里叶变换的相乘性质，证明X
 （jω）是周期的，给出一个周期内的X
 （jω）。


[image: 1720]




（b）g
 （t
 ）是周期冲激串，其傅里叶变换也是周期冲激串：


[image: 1721]






 [image: 1722]




由相乘性质，得


[image: 1723]




由此可知，X
 （jω）是周期为8 rad/s的周期信号，在一个周期 4ω4内


[image: 1724]





例4-17
 　试判断下面每一种说法是对，或是错，并给出理由。

（a）一个奇的且为纯虚数的信号总是有一个奇的且为纯虚数的傅里叶变换；

（b）一个奇的傅里叶变换与一个偶的傅里叶变换的卷积总是奇的。


解
 （a）错。因为一个实的奇信号x
 （t
 ）的傅里叶变换是一个奇的且为纯虚数的函数X
 （jω），那么，根据傅里叶变换的线性性质，当x
 （t
 ）乘以虚单位j后，其傅里叶变换相应地变为jX
 （jω），即jx
 （t
 ）是一个奇的且为纯虚数的信号，但是其傅里叶变换jX
 （jω）是一个实的奇函数。

（b）对。因为一个奇信号的傅里叶变换总是一个奇函数，而一个偶信号的傅里叶变换总是一个偶函数，当一个奇的傅里叶变换与一个偶的傅里叶变换卷积时，相当于时域内一个奇信号乘以一个偶信号，因此，它们的结果总是奇的。


例4-18
 　有一系统其频率响应为[image: 1725]
 它的单位冲激响应。


[image: 1726]






 [image: 1727]





[image: 1728]





 例4-19
 　有一因果LTI系统，其频率响应为H
 （jω）[image: 1729]
 于某一特定的输入x
 （t
 ），观察到该系统的输出是y
 （t
 ）=[image: 1730]
 u
 （t
 ）。求x
 （t
 ）


[image: 1731]





例4-20
 　由RLC电路表示的因果LTI系统的频率响应为


[image: 1732]




求该系统的单位冲激响应。


[image: 1733]





4.3　习题解答



4-1
 　求下列每一信号的傅里叶变换：


[image: 1734]





[image: 1735]




（g
 ）x
 （t
 ）如图4-7（a）所示；（h）x
 （t
 ）如图4-7（b）所示；


[image: 1736]





[image: 1737]


图　4-7




[image: 1738]






 [image: 1739]






 [image: 1740]






 [image: 181]




（j）x
 （t
 ）=[image: 182]
 是周期为T
 = 2的周期信号，可用傅里叶



 [image: 183]





4-2
 　对下列每一个变换求对应的连续时间信号：


[image: 184]




（c）X
 （jω）的模和相位如图4-8(a)所示；


[image: 185]


图　4-8



（d）X
 （jω）=2[δ(ω 1)δ(ω+1)] + 3[δ(ω 2π)+δ(ω+2π)];

（e）X
 （jω）如图4-8(b)所示。



 [image: 186]






 [image: 187]





4-3
 　考虑信号x
 0
 （t
 ）=[image: 188]
 求如图4-9所示每一个信号的傅里叶变换。


[image: 189]


图4-9




[image: 1810]






 [image: 1811]





4-4
 　 （a）图4-10中所示实信号有哪些（如果有）的傅里叶变换满足下列所有条件：

（1）Re{X
 （jω）}=0;　　(2) Im{X
 (jω)}=0；

（3）存在一个实数a，使ejaω
 X（jω）为实函数；


[image: 1812]




（6）X（jω）是周期的。

（b）构造一个信号，它具有上述性质（1）、(4)和(5)，但没有其余性质。


解
 　（a） (1)要Re{X
 (jω)}=0，则x
 (t
 )必须是实的奇信号，因此只有(a)和(c)满足这个性质。

（2）要Im{X
 （jω）}=0，则x
 (t
 )必须是实的偶信号，因此图4-10中(e)、(f)满足这个性质。

（3）如果存在一个实数a，使ejaω
 X
 （jω）为实函数，即要求x
 (t
 + a)的傅里叶变换为实函数，若x
 (t
 )平移a为一个实的偶信号，则ejaω
 X
 (jω)也为实偶函数，因此图4-10(a)、(b)、(e)、(f)可满足这个性质。


[image: 1813]


图　4-10




[image: 1814]




因此，图4-10中（a）、(d)、(f)满足这个性质。

[image: 1815]
 [image: 1816]
 ，因此图4-10中（b）、(c)、(e)和（f）满足这个性质。

（6）因为只有具有离散特性的信号的傅里叶变换是周期的，所
 以只有图4-10（b）满足这个性质。

（b）满足条件：Re{X
 （jω）}=0,[image: 1817]
 0。必须是实的奇信号，且x
 (0) = 0,x(0) = 0，例如，x
 (t
 ) = u
 (t
 +2)  u
 (t
 + 1)  [u
 (t
 ﹣1)  u
 (t
 ﹣2)]。


4-5
 　设X
 （jω）为图4-11信号的傅里叶变换：


[image: 1819]


图　4-11



（a）求argX
 （jω）;　　 (b)求X
 (j0);


[image: 1818]




（f）画出Re{X
 （jω）}的反变换。


解
 　 （a）令y
 (t
 ) = x
 (t
 +l)，则y
 (t
 )为一实的偶信号，其傅里叶变换Y
 (jω)也为一实偶函数，即Y
 (jω) = |Y
 (jω)| ejargy(jω)
 = |Y
 (jω)|，argY
 (jω) = 0，而Y
 (jω) = X
 (jω)ejω
 = |X
 (jω)|ejargx(jω)
 ejω
 ，故argX
 (jω) + ω = 0，因此argX
 (jω) =  ω。


[image: 1820]






 [image: 1821]




Ev{x
 （t
 ）}的波形如图4-12所示。


[image: 1822]


图4-12




4-6
 　 （a）利用卷积性质和反变换，通过计算X
 (jω)和H
 (jω)求下列各对信号x
 (t
 )和h
 (t
 )的卷积：

（1）x
 （t
 ）=t
 e 2t

 u
 (t
 ),h
 (t
 ) = e-4t

 u
 (t
 );

（2）x
 （t
 ）=t
 e 2t

 u
 (t
 ),h
 (t
 ) = t
 e-4t

 u
 (t
 );

（3）x
 （t
 ） = e t

 u
 (t
 ),h
 (t
 ) = e
t

 u
 (t
 );

（b）假设x
 （t
 ）=e (t 2)
 u
 (t
  2),h
 (t
 )如图4-13所示，对这一对信号，通过证明y
 (t
 )=x
 (t
 ) * h
 (t
 )的傅里叶变换等于H
 (jω)X
 (jω)来验证卷积性质。


[image: 1822]


图　4-13




[image: 1823]






 [image: 1824]






 [image: 1825]





4-7
 　考虑信号x
 （t
 ）=u
 (t
  1)  2u
 (t
  2) u
 (t
  3)和[image: ]
 (t
 )=[image: 1826]
 ，式中T
 >0。令ak
 为[image: ]
 (t
 )的傅里叶级数系数，X
 (jω)为x
 (t
 )的傅里叶变换。

（a）求X
 （jω）的闭式表达式；

（b）求傅里叶系数ak
 的表达式，并验证[image: 1827]



[image: 1828]





4-8
 　 （a）设x
 (t
 )有傅里叶变换X
 (jω)，令p
 (t
 )为基波频率是ωo的周期信号，其傅里叶级数表示为[image: 1829]
 x
 (t
 )p
 (t
 )的傅里叶变换表示式。

（b）设X
 （jω）如图4-14(a)所示，对下列每一个p
 (t
 )画出上式中y
 (t
 )的频谱：



 [image: 191]


图　4-14




[image: 192]




（10） p
 (t
 )如图4-14(b)所示周期方波。


[image: 193]






 [image: 194]






 [image: 195]





[image: 196]


图　4-15





 [image: 197]


续图4-15




4-9
 　一个实值连续时间函数x
 （t
 ）有傅里叶变换X
 (jω)，其模与相位如图4-16(a)所示。函数x
 a
 (t
 )，x
 b
 (t
 )，x
 c
 (t
 )和x
 d
 (t
 )都有傅里叶变换，它们的模都与X
 (jω)的模完全相同，但相位不同，分别如图4-16(b)~(e)所示。相位函数argX
 a
 (jω)和argX
 b
 (jω)是通过给argX
 (jω)附加一个线性相位而形成的；相位函数argX
 c(jω)是把argX
 (jω)关于ω = 0反转得来的；而argX
 d
 (jω)则是把反转和附加线
 性相位结合在一起得到的。利用傅里叶变换性质，确定用x
 (t
 )表示x
 a
 (t
 )，x
 b
 (t
 )，x
 c
 (t
 )和X
 d
 (t
 )的表示式。


[image: 198]


图　4-16




[image: 199]


续图4-16




[image: 1910]



4-10
 　假设g
 （t
 ） = x
 (t
 )cost
 ，而g
 (t
 )的傅里叶变换是G
 (jω) = [image: 1911]





[image: 1912]





4-11
 　（a）证明下面三个不同单位冲激响应的LTI系统：h
 1
 (t
 ) = u
 (t
 )，h
 2
 (t
 ) =  2δ(t
 ) + 5e 2t

 u
 (t
 )，h
 3
 (t
 ) = 2t
 e t

 u
 (t
 )对输入为x
 (t
 ) = cost
 的响应全都一样；

（b）求另一个LTI系统的单位冲激响应，它对x
 （t
 ） = cost
 的响应也与上响应相同。



 [image: 1913]






 [image: 1914]




可见，由h
 1
 （t
 ），h
 2
 (t
 )和h
 3
 (t
 )任意两个相加再除以2的单位冲激响应的LTI系统对x
 (t
 ) = cost
 的响应都相同。此题说明：对cost
 的响应不能唯一用来标定一个LTI系统。


4-12
 　考虑一LTI系统S
 ，其单位冲激响应为h
 （t
 ） = [image: 1915]
 求系统S
 对下面每个输入信号的输出：


[image: 1916]






 [image: 1917]





4-13
 　一因果LTI系统的输入和输出，由下列微分方程表征：


[image: 1918]




（a）求该系统的单位冲激响应；

（b）若x
 （t
 ） = t
 e 2t

 u
 (t
 )，该系统的响应是什么？

（c）对于由下列方程描述的因果LTI系统，求其单位冲激响应。


[image: 1919]





解
 　（a）系统函数


[image: 1920]






 [image: 1921]




（c）该因果LTI系统的系统函数为


[image: 1922]





4-14
 　一个因果稳定的LTI系统S
 ，有频率响应为H
 （jω） = [image: 1923]


（a）写出关联系统S
 输入和输出的微分方程；

（b）求该系统S
 的单位冲激响应h
 （t
 ）;

（c）若输入为x
 （t
 ） = e-4t

 u
 (t
 ) t
 e-4t

 u
 (t
 )，求该系统的输出。


[image: 1924]




可知系统方程为


[image: 1925]






 [image: 1926]





4-15
 　（a）有一连续时间LTI系统，其频率响应为H
 (jω) = [image: 1927]


问H
 （jω）的模是什么？argH
 (jω)是什么？该系统的单位冲激响应是什么？

（b）若在（a）中，a
 = 1，当输入为[image: 1928]
 求该系统输出。


[image: 1929]





 4-16
 　考虑一LTI系统，对输入x
 （t
 ）=（et
 + e3t
 ）u
 （t
 ），响应是y
 （t
 ）=（2et
  2e4t
 ）u
 （t
 ）。

（a）求系统频率响应；

（b）确定该系统的单位冲激响应；

（c）求关联该系统输入和输出的微分方程。


[image: 201]









 第5章　离散时间傅里叶变换



5.1　学习要点



5.1.1　离散时间傅里叶变换对


对于非周期序列x
 [n
 ]来说，其傅里叶变换定义为


[image: 202]





X
 （ejω
 ）是x
 [n
 ]的频谱函数，它是一个以2π为周期的周期函数。|X
 （ejω
 ）|为信号的幅度频谱，argX
 （ejω
 ）为信号的相位频谱。傅里叶逆变换定义为


[image: 203]





5.1.2　离散时间傅里叶变换与连续时间傅里叶变换的区别


（1）连续时间傅里叶变换的正、反变换都是积分，积分区间是（∞，∞），而离散时间傅里叶变换的正变换是求和，而反变换是积分，但积分区间不是（∞，∞），而是任意一个宽度为2π的区间。

（2）连续时间傅里叶变换X
 （jω）一般都不是周期函数，而离散时间傅里叶变换X
 （ejω
 ）一定是周期函数。

（3）在连续情况下，ω值越大，意味着频率越高，而在离散情况下，低频率意味着在ω = 2π的偶数倍附近的频率，高频率意味着在ω = 2π的奇数倍附近的频率。


 5.1.3　离散时间傅里叶变换的收敛性


对于傅里叶逆变换来说，因为积分是在有限区间上进行的，所以不存在收敛性问题。

对于正变换来说，只有当x
 [n
 ]绝对可和，或者x
 [n
 ]是能量信号时，正变换中的和式才收敛。


5.1.4　周期序列的傅里叶变换


对于周期为N
 的周期序列x
 [n
 ]来说，若它能用傅里叶级数来表示，则其傅里叶变换为


[image: 204]




其中，ak

 为傅里叶系数。


注意
 　ak

 是周期性的，周期为N
 ，从而保证了X
 （ejω
 ）也是以N
 为周期的函数。


5.1.5　离散时间傅里叶变换的性质


[image: 205]
 则具有以下的性质。

（1）周期性


[image: 206]




（2）线性性


[image: 207]




（3）时移性


[image: 208]




（4）频移性


[image: 209]





 （5）共扼及共扼对称性


[image: 2010]




值得注意的是，如果x
 [n
 ]是实函数，则X
 （ejω
 ）共扼对称，即Re{X
 （ejω
 ）}和| X
 （ejω
 ）|为ω的偶函数，Im{ X
 （ejω
 ）}及argX
 （ejω
 ）为ω的奇函数。

（6）一阶差分性质


[image: 2011]




（7）累加和性质


[image: 2012]




（8）时域反褶


[image: 2013]




（9）时域扩展


[image: 2014]




（10）频域微分


[image: 2015]




（11）帕色伐尔定理


[image: 2016]




（12）卷积定理


[image: 2017]




（13）乘积性质


[image: 2018]





 5.1.6　由线性常系数差分方程所描述的离散LTI系统


1．频率响应

若描述系统的方程为[image: 2019]
 则系统的频率响应


[image: 2020]




是一个有理函数，变量可以认为是ejω
 。

频率响应H
 （ejω
 ）是一个反映系统在频率域中特性的量，只有稳定的系统才存在频率响应。它与单位脉冲响应是一对傅里叶变换，即


[image: 2021]




2．离散LTI系统的频域分析

一般先求出输入序列x
 [n
 ]的傅里叶变换X
 （ejω
 ）及系统的频率响应H
 （ejω
 ），然后利用傅里叶变换的卷积性质，求出输出序列y
 [n
 ]的傅里叶变换Y
 （ejω
 ）= X
 （ejω
 ）H
 （ejω
 ），最后再进行一次逆变换就可得到输出y
 [n
 ]。

3．理想的离散时间频率选择滤波器

对于几种常见的理想频选滤波器，它们各自的频率响应如图5-1所示。


[image: 2022]


图　5-1





 [image: 2023]


续图5-1　理想频选滤波器的频率响应

（a）低通；（b）高通；（c）带通；（d）带阻




5.2　典型例题



例5-1
 　求以下序列的傅里叶变换，并画出一个周期内的幅度频谱。


[image: 2024]





[image: 2025]





[image: 2026]


图　5-2





 [image: 2027]





例5-2
 　用傅里叶变换的定义求下列序列的傅里叶变换，并画出一个周期内的幅度频谱。

（a）δ[n
  1] + δ[n
 + 1] ;　（b）δ[ n
 + 2]  δ[n
  2]。


[image: 2028]


图　5-3




解
 　（a）直接应用傅里叶变换的定义，有


[image: 2029]





 于是| X
 （ejω
 ）| = | 2cosω|，幅度频谱如图5-3（a）所示。

（b）直接应用傅里叶变换的定义，有


[image: 2030]




于是|X
 （ejω
 ）| = |2sin2ω|，幅度频谱如图5-3（b）所示。


例5-3
 　求以下周期序列在区间π ω <π上的傅里叶变换。


[image: 2031]






 [image: 2032]





例5-4
 　用定义求以下傅里叶逆变换。


[image: 2033]





解
 　（a）为了方便起见，在进行傅里叶逆变换时，取积分区间为π <ω π。

由定义，有


[image: 2034]




（b）由傅里叶逆变换的定义，有


[image: 2035]





例5-5
 　已知序列x
 [n
 ]的幅度频谱[image: 2036]
 
 相位频谱[image: 2037]
 试利用傅里叶逆变换的定义求出x
 [n
 ]，并确定当x
 [n
 ] = 0时的n
 值。


解
 　由傅里叶逆变换的定义，可写出


[image: 2038]




显然，当sin（[image: ]
 n  [image: ]
 ）= 0，即n
 = 4k
 + [image: ]
 ，k
 = ±1，±2,…时，x
 [n
 ] = 0。但n
 为整数，不可能等于4k
 + [image: ]
 ，所以sin（[image: ]
 n  [image: ]
 ）≠0。不过当n
 = ∞或  ∞时，x
 [n
 ] = 0，故x
 [n
 ] = 0时，n
 = ± ∞。


例5-6
 　若x
 [n
 ]的傅里叶变换为X
 （ejω
 ），试利用傅里叶变换的性质，用X
 （ejω
 ）表示以下信号的傅里叶变换。


[image: 2039]






 [image: 211]




最后由线性性质，可得到x
 1
 [n
 ]的傅里叶变换为


[image: 212]




由[image: ]
 ，利用共轭性质，有


[image: 213]




再利用反褶性质，有[image: 214]


最后由线性性质，可得到x
 2
 [n
 ]的傅里叶变换为


[image: 215]




由[image: ]
 ，利用频域微分性质，有


[image: 216]




再利用频域微分性质，有[image: 217]


最后由线性性质，可得到x
 3
 [n
 ]的傅里叶变换为


[image: 218]





例5-7
 　对于以下傅里叶变换，无须计算其逆变换，直接利用傅里叶变换的性质，判断相应的时间信号：

（i）是实的？是纯虚的？还是既非实的，又非纯虚的？

（ii）是偶的？是奇的？还是非奇非偶的？


[image: 219]






 [image: 2110]




解（a）首先考虑[image: 2111]


不难看出，F
 （ejω
 ）是一个实奇函数。一般我们知道，一个实偶函数x
 [n
 ]的傅里叶变换X
 (ejω
 )也是实偶函数，而一个实奇函数x
 [n
 ]的傅里叶变换X
 (ejω
 )则是纯虚且奇的函数。若假设f
 [n
 ]是纯虚且奇的函数，则可将其表示为


[image: 2112]




式中，p
 [n
 ]是一个实奇函数。那么，p
 （ejω
 ）就是一个纯虚且奇的函数，从而F
 (ejω
 )就是一个实奇函数。由此推知，f
 [n
 ]应是一个纯虚且奇的函数。

现因X
 1
 （ejω
 ） = ejω
 F
 (ejω
 )，这就意味着x
 1
 [n
 ]=f
 [n
  1]。


f
 [n
 ]是纯虚的，x
 1
 [n
 ]必然也是纯虚的，但f
 [n
 ]是奇的，平移之后得到的x
 1
 [n
 ]就不是奇的，也不是偶的。

综上分析可知，x
 1
 [n
 ]是纯虚的、非奇非偶的函数。

（b）显然，X
 2
 （ejω
 ） = jsinwcos5ω是一个纯虚的奇函数，所以易知x
 2
 [n
 ]必是一个实奇函数。

（c）显然，A（ω）是一个实偶函数，从而可知其相应的时间函数a
 [n
 ]也是实偶函数。而


[image: 2113]




令F
 （ejω
 ） = ei([image: ]
 )ω
 ，因为|F
 (ejω
 )|=1是偶函数，argF
 (ejω
 ) =  [image: ]
 ω是奇函数，所以F
 (ejω
 )的逆变换f
 [n
 ]是一个实函数。但由于F
 (ejω
 )既不是实偶函数，也不是纯虚的奇函数，所以f
 [n
 ]虽然是实函数，但既非奇函数，也非偶函数。

对于x
 3
 [n
 ]，由于x
 3
 [n
 ]=a
 [n
 ] f
 [n
 ]，所以可知x
 3
 [n
 ]是一个实函数，但是是非奇非偶的函数。


 例5-8
 　利用傅里叶变换的性质求傅里叶逆变换x
 [n
 ]，已知


[image: 2114]




由累加和性质，有


[image: 2115]




又由变换对[image: 2116]



[image: 2117]




对于[image: 2118]
 当n
 < 1时，该和式等于0;当n
 =  1时，该和式等于1；当n
 = 时0，该和式等于2；当n
  1时，该和式等于3。故


[image: 2119]





 于是得


[image: 2120]




[image: 2121]
 所以也可将x[n]表示为


[image: 2122]





例5-9
 　已知实信号x
 [n
 ]及其傅里叶变换X
 （ejω
 ）的以下信息：


[image: 2123]




试求出x
 [n
 ]。


解
 　要确定x
 [n
 ]，一开始无法从条件（1）、(2)、(4)入手，只能考虑从条件(3)入手。

对于实信号x
 [n
 ]来说，有


[image: 2124]




由条件（3），可得


[image: 2125]




于是由傅里叶变换的时移性质，对上式求逆变换，有


[image: 2126]




对比上式左右两边，并注意到条件（1），可以得到


[image: 2127]




请注意，我们还需要确定x
 [0]的值，x
 [0]这个值在求
 Od{x
 [n
 ]}，即x
 [n
 ] x
 [ n
 ]的过程中消掉了。

由条件（4），用帕色伐尔定理，得[image: 2128]



[image: 2129]




最后由条件（2）(x
 [0] > 0)可得到x
 [0] = 1。

综上分析，所求序列x
 [n
 ]为


[image: 2130]





例5-10
 　试利用傅里叶变换及[image: 2131]
 [image: 2132]
 的值。


解
 　首先考虑序列（[image: ]
 ）n
 u
 [n
 ]，其傅里叶变换为[image: 2133]
 即


[image: 2134]




利用频域微分性质，可得


[image: 2135]




若令x
 [n
 ]=n
  （[image: ]
 ）n
 u
 [n
 ]，则由定义有


[image: 2136]




令上式两端的ω = 0，有


[image: 2137]




即A
 的值为2。


例5-11
 　设g
 [n
 ]=x
 （2）
 [n
 ],g
 [n
 ]的傅里叶变换为G
 (ejω
 )，x
 [n
 ]
 的傅里叶变换为X
 (ejω
 )，试确定实数α的值，使G
 (ejω
 )=G
 (ej(ωα)
 )，且0 < α < 2π。


解
 　由傅里叶变换的时域扩展性质，有G
 （ejω
 ）=X
 (ej2ω
 )，从而


[image: 2138]




由离散时间傅里叶变换的周期性可知，2α = 2π，即α = π。


例5-12
 　已知[image: 2139]
 为了保证[image: 2140]
 试给出ωc
 须满足的更严格一些的约束条件。


[image: 2141]





[image: 2142]




[image: 2143]
 如图5-4（a）所示，应注意它是周期的。


[image: 2144]


图　5-4




[image: 2145]




[image: 2146]
 如图5-4（b）所示，注意它也是周期的。

由傅里叶变换的乘积性质知


[image: 2147]




[image: 2148]
 如图5-4（c）所示，注意它也是周期的。

因[image: 2149]
 由傅里叶变换的卷积性质可知


[image: 2150]




由图5-4（c）和图5-4(b)可见，要使[image: 2151]
 即要使


[image: 2152]




只要[image: 2153]
 即可，而题目已给|wc| π，故这个对于ωc
 的更加严格一些的约束条件为[image: 2154]
 。


例5-13
 　已知一单位脉冲响应为h
 1
 [n
 ]=（[image: ]
 ）n
 u
 [n
 ]的LTI系统与另一单位脉冲响应为h
 2
 [n
 ]的因果LTI系统并联。且并联系统的频率响应为[image: 2155]



 解
 　对h
 1
 [n
 ]进行FT可得


[image: 2156]




由于并联系统的频率响应是两个并联着的子系统的频率响应之和，即


[image: 2157]




比较式①、式②和式③可知


[image: 2158]




对其求逆变换可得[image: 2159]



例5-14
 　某LTI系统S，其单位脉冲响应为h
 [n
 ]，频率响应为h
 （ejω
 ），现已知S具有如下一些性质：(1)当输入为([image: ]
 )n
 u
 [n
 ]时，输出为g
 [n
 ]，且当n
  2和n < 0时,g
 [n
 ] = 0;(2)H
 (ej(x/2)
 ) = 1; (3)H
 (ejω
 ) = H
 (ej(ωπ)
 )。试确定h
 [n
 ]。


解
 　由条件（1）可知，当n
  2和n
 <0时，g
 [n
 ] = 0，这意味着序列g
 [n
 ]只有两个非零值，分别为n
 = 0和n
 =1，故不妨设g
 [n
 ] = a
 δ[n
 ] +b
 δ[n
 -1]。因为g
 [n
 ]是相应于([image: ]
 )n
 u
 [n
 ]的输出，又


[image: 2160]






 [image: 2161]




再由条件（3）可知


[image: 2162]




要使H
 （ejω
 ） = H
 (ej(ωπ)
 )，只有b
 －a
 /4=0，即b
 =a
 /4。从而系统S的频率响应就可表示为


[image: 2163]




最后由条件（2）得[image: 2164]
 从而得a
 =[image: ]
 ,那么


[image: 2165]




再求逆变换就可得到[image: 2166]



例5-15
 　已知Y
 （ejω
 ）是信号[image: 2167]
 的傅里叶变换，[image: 2168]
 为了使Y
 (ejω
 ) = [image: ]
 ，试确定ωc
 的值。


[image: 2169]




由傅里叶变换的乘积性质可知


[image: 2170]





 由例5-12知，若ωc
 较小，使2ωc
 π，则会得到在周期(-π，π]内的Y
 (ejω
 )为


[image: 2171]




显然如果这样的话，Y
 （ejπ
 ）=0。但现在题目要求Y
 (ejπ
 ) = [image: ]
 ，于是2ωc
 就必大于π，且Y
 （ejω
 ）一定是如图5-5所示的情况。


[image: 2172]


图　5-5



由图5-5可知，对于Y
 （ejω
 ）而言，当ω=π时，其值实际上是2( [image: ]
 π  π + ωc
 /π)，即Y
 (ejπ
 ) = l + 2ωc
 /π。

由Y
 （ejπ
 ） = [image: ]
 可得ωc
 = [image: ]
 π，所以最终确定了ωc
 的值为[image: ]
 π。


例5-16
 　已知序列过x
 [n
 ]的傅里叶变换为


[image: 2173]




且x
 [n
 ]=g
 [n
 ]q
 [n
 ]，其中g
 [n
 ]是一个形如αn
 u
 [n
 ]的信号，q
 [n
 ]是一个周期为N
 的周期信号。试回答以下问题：

（a）确定α的值；（b）确定N
 的值；(c) x
 [n
 ]是实信号吗？


解
 　所给的傅里叶变换X
 （ejω
 ）可以表示为


[image: 2174]





 注意以上卷积是线性卷积（非周期的）。

我们还可将X
 （ejω
 ）表示为如下的周期卷积：


[image: 221]




（a）考虑g
 [n
 ]的形式为αn
 u
 [n
 ]，其傅里叶变换为[image: 222]
 ，所以得α = [image: ]
 。

（b）考虑q
 [n
 ]是一个周期信号，且周期为N
 ，其傅里叶变换为[image: 223]
 若取其一个周期，可将其写成为


[image: 224]




将此表达式与Q
 （ejω
 ）的表达式相比较，可得N
 = 4。

（c）若x
 [n
 ]是实信号，应有X
 （ejω
 ）= X
 *
 （e jω
 ），即X
 （ejω
 ）满足共轭对称性。但


[image: 225]




显然X
 （ejω
 ） ≠ X
 *
 （e jω
 ），所以x
 [n
 ]不是实信号。


例5-17
 　信号x
 [n
 ] = （ 1）
n

 的最小周期为2，相应的傅里叶系数为ak

 。试利用对偶性求出以2为最小周期的信号g
 [n
 ] = an

 的傅里叶系数bk

 。


 解
 　离散时间傅里叶级数的对偶性是这样表述的：若x
 [n
 ][image: 226]
 其中，x
 [n
 ]代表时域序列，f
 [k
 ]表示其傅里叶系数，N
 为周期。

于是直接应用对偶性，可得


[image: 227]




即g
 [n
 ] = an

 的傅里叶系数bk

 = [image: ]
 （ 1）k
 。


例5-18
 　已知[image: 228]
 试利用对偶性求以T
 = 1为周期的连续信号[image: 229]
 的傅里叶系数。


解
 　连续周期信号的傅里叶级数与离散时间傅里叶变换之间存在对偶性。

首先，由傅里叶变换对


[image: 2210]




上式是根据离散时间傅里叶变换的定义得来的，然后将它向连续周期信号的傅里叶级数表示式演变，具体步骤如下。

（1）将等式右边的n
 换成k
 ，得到


[image: 2211]




（2）将等式两边的变量ω换成t
 ，同时考虑到上式左端的时域信号是以T
 = 1的周期信号，那么在右端级数的复指数项中应出现
 基频ω0
 = [image: ]
 = 2π，所以在这一步中是将等式两边的ω换成 2πt
 ，这样得到


[image: 2212]




（3）取适当的a
 值，以使得上式左端为x
 （t
 ）。注意到|a
 |<1，故a
 取[image: ]
 ，这样就有


[image: 2213]





例5-19
 　考虑一个因果稳定的LTI系统S
 ，描述它的微分方程为


[image: 2214]




（a）求系统S
 的频率响应H
 （ejω
 ）；

（b）求系统S
 的单位脉冲响应h
 [n
 ]。


解
 　（a）对微分方程取傅里叶变换，并整理可得


[image: 2215]






 [image: 2216]





例5-20
 　已知LTI系统S
 是因果稳定的，当输入为（[image: ]
 ）
n

 u
 [n
 ]时，输出为n
 （[image: ]
 ）
n

 u
 [n
 ]。

（a）求系统S
 的频率响应Η
 （ejω
 ）；（b）求描述S
 的差分方程。


[image: 2217]




（b）由H
 （ejω
 ）的表示式可写出


[image: 2218]




对上式求逆变换可得到微分方程


[image: 2219]





5.3　习题解答



5-1
 　求下列信号的傅里叶变换。



 [image: 2220]




利用与（b）相同的方法，先令


[image: 2221]






 [image: 2222]






 [image: 2223]




本题也可采用另一种方法解：


[image: 2224]






 [image: 2225]




上式右端第一项与第四项相加，第二项与第三项相加可得


[image: 2226]




（g）直接由正弦、余弦序列的傅里叶变换得


[image: 2227]




（h）直接由正弦、余弦序列的傅里叶变换得


[image: 2228]




若要写出当 π < ω  π时的X
 （ejω
 ），则需利用X
 （ejω
 ）的周期性质，可得


[image: 2229]





 （i）由题意，x
 [n
 ]是一个周期为6的周期序列，且在周期0 n
  5内，有一个零样本值，位于n
 = 5，另外5个都是单位样值。对于周期信号来说，其傅里叶变换为


[image: 2230]




因此，需要先求出傅里叶系数ak

 。

根据离散周期信号傅里叶系数的计算公式，有


[image: 2231]






 [image: 2232]




为了方便理解，将X
 1
 （ejω
 ），X
 2
 （ejω
 ）以及X（ejω
 ）分别画在图5-6（a）、（b）、（c）中，均画的是在周期（π，π）内的图形。


[image: 2233]


图　5-6




5-2
 　求下列函数的傅里叶逆变换。


[image: 2234]






 [image: 231]




且所给傅里叶变换可写为


[image: 232]




（b）因为[image: 233]
 且由傅里叶变换的时移性有


[image: 234]




（c）注意此题不能像（b）那样用时移性，因为时移性质中的n
 o
 一定为整数，而此题中是[image: ]
 ，不是整数。可以利用傅里叶逆变换式，得


[image: 235]






 [image: 236]




（d）因为X
 （ejω
 ）可以表示为


[image: 237]




利用δ[n
 ]的傅里叶变换及时移性质可得


[image: 238]




（e）因为X
 （ejω
 ）可以表示为


[image: 239]




可见X
 （ejω
 ）是一个周期序列的傅里叶变换，该序列周期为4，傅里叶系数为[image: 2310]
 由此可用傅里叶级数来表示该序列，有


[image: 2311]






 [image: 2312]




此题也可用下面这种方法求解。


[image: 2313]




（g）先对X
 （ejω
 ）进行部分分式展开，有


[image: 2314]




（h）用X
 （ejω
 ）的分子多项式除以分母多项式，可得


[image: 2315]





5-3
 　x
 [n
 ]如图5-7所示，设X
 （ejω
 ）为其傅里叶变换。无须求X
 （ejω
 ），试进行以下计算：


[image: 2316]




（e）求Re{X
 （ω）}的逆变换并画其图形；


[image: 2317]






 [image: 2318]


图　5-7




[image: 2319]




（b）由图5-7可知，若将x
 [n
 ]左移两位，便可得到一个偶序列，即x
 [n
 +2]是个实偶序列。若设其傅里叶变换为X
 1
 （ejω
 ），则X
 1
 (ejω
 )也是一个实偶函数，且argX
 1
 (ejω
 ) = 0。而由时移性知


[image: 2320]






 [image: 2321]




Ev{x
 [n
 ]}的图形如图5-8所示。


[image: 2322]


图　5-8



（f） (i)由帕色伐尔定理，有


[image: 2323]




（ii）由频域微分性质知[image: 2324]
 于是由帕色伐尔定理，有


[image: 2325]





5-4
 　确定以下（a）~(i)中哪些信号的傅里叶变换满足下列条件：

（1）Re{X
 （ejω
 ）} = 0；(2) Im{X
 (ejω
 } = 0；

（3）存在实数α，使ejaω
 X
 （ejω
 ）为实函数；


[image: 2326]




（5） X
 (ejω
 )是周期的；(6) X
 (ej0
 ) = 0。

（a） x
 [n
 ]如图5-9(a)所示；(b) x
 [n
 ]如图5-9(b)所示；


[image: 2327]






 [image: 2328]





[image: 2329]


图　5-9




解
 　（1）因为[image: 2330]
 所以Re{X
 (ejω
 )} = 0意味着Ev{x
 [n
 ]} = 0。我们知道，x
 [n
 ]若是个奇信号，则其偶部为0。纵观(a)~(i)中所有信号，只有(b)和(i)是奇信号，满足此条件。

（2）因为[image: 2331]
 所以Im{X
 （ejω
 ）} = 0意味着Od{x
 [n
 ]} = 0。与(1)相反，x
 [n
 ]应为偶信号。纵观(a)~(i)中所有信号，只有(d)和(h)是偶信号，满足此条件。

（3）因为（a）~(i)中所有信号都是实的，且实偶信号的傅里叶变
 换是实偶的，所以ejaω
 X
 (ejω
 )是实的，意味着x
 [n
 +α]是偶序列。那么在(a)~(i)中，只要有某个信号平移α位后（α应为整数）得到的是个偶信号，就可满足此条件。纵观(a)~(i)中所有信号，(a)、(b)、 (d)、(f)、(h)均可满足此条件。

（4）由题5-3知[image: 2332]
 就意味着x
 [0] = 0。纵观（a）~(i)中所有信号，(b)、(e)、(f)、(h)、(i)均可满足此条件。

（5）我们知道，任何离散时间信号的傅里叶变换均是以2π为周期的周期函数，所以从（a）至(i)，所有信号均满足此条件。

（6）由题5-3知，[image: 2333]
 就意味着序列x
 [n
 ]所有样值的和等于0。纵观（a）~(i)中所有信号，(b)、 (g)、(i)能够满足此条件。


5-5
 　考虑图5-10中所示的信号x
 [n
 ]，若其傅里叶变换可以表示为如下的直角坐标形式：


X
 （ejω
 ） = A
 (ω) + jB(ω)

请画出相应于傅里叶变换Y
 （ejω
 ） = [B
 (ω) + A
 (ω)ejω
 ]的时域信号y
 [n
 ]的图形。


[image: 2334]


图5-10




解
 　由图5-10知，x
 [n
 ]是个实序列。于是有


[image: 2335]





 列，其实部Re{y
 [n
 ]} = x
 e
 [n
 +1]和虚部Im{y
 [n
 ]} =  x
 o
 [n
 ]分别画在图5-11（a）、(b)中。


[image: 2336]


图　5-11




5-6
 　若信号x
 1
 [n
 ]的傅里叶变换X
 1
 （ejω
 ）如图5-12(a)所示。

（a）考虑信号x
 2
 [n
 ]，其傅里叶变换X
 2
 （ejω
 ）如图5-12(b)所示。试用x
 1
 [n
 ]表示x
 2
 [n
 ]；

（b）考虑信号x
 3
 [n
 ]，其傅里叶变换X
 3
 （ejω
 ）如图5-12(c)所示。试用x
 1
 [n
 ]表示x
 3
 [n
 ]；

（c）若[image: 2337]
 求α的值（无须计算出x
 1
 [n
 ]）；

（d）考虑信号x
 4
 [n
 ] = x
 1
 [n
 ]*h
 [n
 ]，其中[image: 2338]
 出X
 4
 （ejω
 ）的图形。


解
 　（a）比较图5-12的(b)和(a)可以发现，


[image: 2339]






 [image: 2340]


图　5-12



（b）比较图5-12的（c）和(a)可以发现


[image: 2341]




(这里注意不要写成[image: 2342]
 为X
 3
 (ejω
 )是周期的。）


[image: 2343]






 [image: 2344]





[image: 2345]


图　5-13




 另一方面，


[image: 4241]




又由x
 4
 [n
 ]=x
 1
 [n
 ]*h
 [n
 ]，得


X
 4
 （ejω
 ）=X
 1
 （ejω
 ）H
 （ejω
 ）=Re{X
 1
 （ejω
 ）}H
 （ejω
 ）+jIm{X
 1
 （ejω
 ）}H
 （ejω
 ）

由于X
 4
 （ejω
 ）是一个复函数，所以分别画出其实部和虚部如图5-14（a）、（b）所示。


[image: 4242]


图　5-14




 5-7
 　（a）信号x
 [n
 ]的傅里叶变换X
 （ejω
 ）如图5-15所示，试画出w
 [n
 ]=x
 [n
 ]p
 [n
 ]的傅里叶变换W
 （ejω
 ），其中p
 [n
 ]分别如下:


[image: 4243]




（b）假设（a）中的信号w
 [n
 ]是某个离散LTI系统的输入，该系统的单位样值响应为h
 [n
 ]=[image: 4244]
 试对（a）中的每一种p
 [n
 ]分别求出响应信号y
 [n
 ]。


[image: 4245]


图　5-15




[image: 4246]





W
 （ejω
 ）如图5-16（a）所示。


[image: 4247]





W
 （ejω
 ）如图5-16（b）所示。



 [image: 4248]





W
 （ejω
 ）如图5-16（c）所示。


[image: 4249]





W
 （ejω
 ）如图5-16（d）所示。


[image: 42410]





W
 （ejω
 ）如图5-16（e）所示。

（b）因


[image: 42411]




所以：（i）当W
 （ejω
 ）为如图5-16（a）所示的函数时，显然Y
 （ejω
 ）=0，从而有


y
 [n
 ]=0

（ii）当W
 （ejω
 ）为如图5-16（b）所示的函数时，有


[image: 42412]





h
 [n
 ]已知，下面求x
 [n
 ]。



 [image: 42413]


图　5-16





 [image: 42414]


图　5-17



由傅里叶变换的频域微分性质，有[image: 42415]
 [image: 42416]
 的图形，结合频移性质可得


[image: 42417]




（iii）当W
 （ejω
 ）为如图5-16（c）所示的函数时，有Y
 （ejω
 ）=H
 （ejω
 ）W
 （ejω
 ），如图5-18（a）所示，其导数[image: 42418]
 如图5-18（b）所示。

由图5-18（b）可知


[image: 42419]






 [image: 42420]


图　5-18



由傅里叶变换的频域微分性质及常用变换对，可得


[image: 42421]




（iv）当W
 （ejω
 ）为如图5-16（d）所示的函数时，易见



Y
 （ejω
 ）=H
 （ejω
 ）W
 （ejω
 ）=[image: ]
 X
 （ejω
 ）

[image: 42422]




（v）当W
 （ejω
 ）为如图5-16（e）所示的函数时，易见



Y
 （ejω
 ）=H
 （ejω
 ）W
 （ejω
 ）=[image: ]
 H
 （ejω
 ）

[image: 42423]





5-8
 　已知信号x
 [n
 ]和g
 [n
 ]的傅里叶变换分别是X
 （ejω
 ）和G
 （ejω
 ），且二者存在如下关系：


[image: 42424]




（a）如果x
 [n
 ]=（ 1）
n

 ，确定一个g
 [n
 ]，使其傅里叶变换G
 （ejω
 ）满足上式。还有无其他可能的g
 [n
 ]?

（b）若x
 [n
 ]=（[image: ]
 ）
n

 u
 [n
 ]，重复回答（a）中问题。



 [image: 42425]




（a）当x
 [n
 ] = （ l）
n

 时，显然g
 [n
 ]=δ[n
 ]δ[n
  1]，且不存在其他可能的g
 [n
 ]，使G
 （ejω
 ）与X
 （ejω
 ）的周期卷积等于1 + ejω
 。

（b）当x
 [n
 ]=（[image: ]
 ）
n

 u
 [n
 ]时，应有

（[image: ]
 ）
n

 u
 [n
 ]g
 [n
 ]=δ[n
 +δ[n
  1]

显然，g
 [n
 ]只要满足


[image: 42426]




就可以了。故这样的g
 [n
 ]有无穷多个。


5-9
 　（a）已知一个离散LTI系统，其单位脉冲响应h
 [n
 ]=（[image: ]
 ）
n

 u
 [n
 ]。用傅里叶变换分别求出相应于以下各输入信号的响应：


[image: 42427]




（b）若单位样值响应h
 [n
 ]=[image: 42428]
 再用傅里叶变换分别求出相应于以下各输入信号的响应：


[image: 42429]




（c）设x
 [n
 ]和h
 [n
 ]的傅里叶变换分别如下:


[image: 42430]





 解
 　（a）由题意知，该系统的频率响应函数为H
 （ejω
 ）=[image: 42431]



[image: 42432]




（iii）当x
 [n
 ]=（ 1）
n

 时，x
 [n
 ]是周期为2的周期序列，易求出其傅里叶系数a
 0
 =0，a
 1
 =1，故其傅里叶变换为


[image: 42433]






 [image: 42434]




取逆变换（注意y
 [n
 ]也是周期的），得y
 [n
 ]=[image: ]
 （ 1）
n

 。


注意
 　此题如果直接利用LTI系统的特征函数性质求响应，会更简单。

（b）由于h
 [n
 ]可表示为


[image: 42435]




所以利用频移性质可直接写出系统的频率响应函数，即


[image: 42436]




用待定系数法可求得

C1
 =[image: ]
 （l j）, C2
 =[image: ]
 （l+j）, C3
 =[image: ]


于是响应为


[image: 42437]






 [image: 42438]




取逆变换得　　　y
 [n]=[image: ]
 cos（πn
 /2）

（c）由卷积定理知


[image: 42439]




取逆变换可得


y
 [n
 ]=3δ[n
 +5]+δ[n
 +4]δ[n
 +3] 3δ[n
 +2]+δ[n
 +1]+δ[n
 ]+6δ[n
  1] 2δ[n
  3]+4δ[n
  5]


5-10
 　已知一离散LTI系统的单位样值响应为



 [image: 251]




（a）求该系统频率响应H
 （ejω
 ）并画其图形。

（b）若将信号x
 [n
 ] = sin（πn
 /8） 2cos(πn
 /4)分别输入到具有以下单位样值响应函数的LTI系统中，试分别求出相应的响应信号y
 [n
 ]：


[image: 252]




（c）考虑一单位脉冲响应[image: ]
 的LTI系统，试分别求出在以下输入信号情况下相应的响应y
 [n
 ]:


[image: 253]





[image: 254]


图　5-19




解
 　（a）要求[image: ]
 的傅里叶变换，需利用离散时间傅里叶变换中的合成方程和连续时间傅里叶级数中的分析方程之间的对偶性质。

先考虑一连续的周期信号g
 （t
 ），其周期T
 = 2π，傅里叶系数a
k

 =



 [image: 255]




于是由分析方程可写出以下等式：


[image: 256]




由于上式左边为h
 [n
 ]，右边符合离散时间傅里叶变换的合成方程（逆变换式），故得其频率响应为


[image: 257]




H（ejω
 ）的图形如图5-20所示，注意它是周期的。


[image: 258]


图　5-20




[image: 259]






 [image: 2510]





[image: 2511]


图　5-21




[image: 2512]






 [image: 2513]




对上式取逆变换就可求得其响应为


[image: 2514]





[image: 2515]


图　5-22




[image: 2516]




（c）已知单位样值响应为[image: ]
 ，由（a）知，其频率响应为



 [image: 2517]






 [image: 2518]






 [image: 2519]





5-11
 　设h
 1
 [n
 ]和h
 2
 [n
 ]为因果LTI系统的单位脉冲响应，H
 1
 （ejω
 ）和H
 2
 （ejω
 ）为相应的频率响应。问以下方程是否成立？请给出论证过程。


[image: 2520]





解
 　由傅里叶逆变换的定义可得


[image: 2521]




又根据傅里叶变换的卷积性质有


[image: 2522]





5-12
 　已知一因果LTI系统的差分方程为y
 [n
 ]+[image: ]
 y
 [n
  1]=x
 [n
 ]。

（a）求该系统的频率响应H
 （ejω
 ）。

（b）若输入分别为以下信号时，求相应的响应信号：



 [image: 2523]




（c）若输入信号的傅里叶变换分别为以下函数时，求相应的响应：


[image: 2524]





解
 　（a）对所给差分方程两边都进行傅里叶变换，得


[image: 2525]






 [image: 2526]






 [image: 2527]






 [image: 261]




从而得其响应为


[image: 262]




取逆变换，可得其响应为


[image: 263]





5-13
 　已知一系统是由两个频率响应分别为



 [image: 264]




的LTI系统串联而成。

（a）求描述该系统的差分方程；

（b）求该系统的单位样值响应h
 [n
 ]。


解
 　（a）由于两个子系统是串联，所以整个系统的频率响应为


H
 （ejω
 ） = H
 1
 (ejω
 ) H
 2
 (ejω
 )，即


[image: 265]




[image: 266]
 ，交叉相乘，然后取傅里叶逆变换得差分方程


y
 [n
 ]+[image: ]
 y
 [n
 ﹣3] = 2x
 [n
 ]﹣x
 [n
 ﹣1]

（b）系统的频率响应


[image: 267]




取逆变换得系统单位样值响应为


[image: 268]






 [image: 269]





5-14
 　已知描述某因果LTI系统的差分方程为


y
 [n
 ] ay
 [n
 ﹣1] = bx
 [n
 ]+x
 [n
 ﹣1]

其中，a
 为一绝对值小于1的实数。

（a）试求b
 的值，使系统的频率响应满足：对于所有ω，有|H
 （ejω
 ）|=1。此类系统被称为全通系统。在后面的三个问题中，b
 的值都采用这里确定的值。

（b）若a
 =[image: ]
 ，粗略画出当0ωπ时的argH
 （ejω
 ）。

（c）若a
 = [image: ]
 ，粗略画出当0ωπ时的argH
 （ejω
 ）。

（d）当a
 = [image: ]
 ，输入x
 [n
 ] = （[image: ]
 ）
n

 u
 [n
 ]时，求相应的输出y
 [n
 ]，并画其图形。


解
 　（a）由系统的差分方程可直接写出其频率响应，即H
 (ejω
 )=


[image: 2610]




要使上式对所有ω均成立，必有b
 = a
 。


[image: 2611]






 [image: 2612]




在区间ω∈[0，π]内的argH
 （ejω
 ）图形如图5-23(a)所示。

（c）若a
 = [image: ]
 ，则b
 = [image: ]
 ，此时


[image: 2613]




在区间ω∈[0，π]内的argH（ejω）图形如图5-23(b)所示。


[image: 2614]


图　5-23




[image: 2615]





[image: 2616]






 [image: 2618]





[image: 2617]


图　5-24



取逆变换得响应为


[image: 2619]





y
 [n
 ]的图形如图5-24所示。


5-15
 　（a）设h
 [n
 ]和g
 [n
 ]分别为两个稳定的离散LTI系统的单位脉冲响应，已知这两个系统是互逆的，问这两个系统的频率响应之间存在什么关系？

（b）已知下列描述因果LTI系统的差分方程，试求出每个差分方程所代表的系统的逆系统的单位样值响应，以及描述逆系统的差分方程。


[image: 2620]




（c）若已知描述某因果离散LTI系统的差分方程为


y
 [n
 ]+y
 [n
  1]+[image: ]
 y
 [n
  2]=x
 [n
  1] [image: ]
 x
 [n
  2] （*）

试求其逆系统的单位样值响应，并说明该系统是非因果的。试找出一因果LTI系统，使得图5-25所示系统的输出ω[n
 ]等于延迟的x
 [n
 ]，即x
 [n
  1]。



 [image: 2621]


图　5-25




解
 　（a）对于两个稳定的互逆系统来说，它们的单位脉冲响应满足h
 [n
 ]* g
 [n
 ]=δ[n
 ]，从而频率响应满足H(ejω
 ) G
 (ejω
 ) = 1。

（b）利用（a）中结论，有

（i）由所给方程得其频率响应H
 （ejω
 ） = 1  [image: ]
 ejω
 ，从而得其逆系统的频率响应为


[image: 2622]




对其取逆变换，得系统单位脉冲响应为[image: 2623]


由G
 （ejω
 ）可直接写出相应的差分方程为y
 [n
 ] [image: ]
 y
 [n
  1]=x
 [n
 ]。

（ii）由所给方程得其频率响应H
 （ejω
 ）[image: 2624]
 从而其逆系统的频率响应为


[image: 2625]




对其取逆变换，得系统的单位脉冲响应为[image: 2626]


由G
 （ejω
 ）可直接写出相应的差分方程为y
 [n
 ]=x
 [n
 ]+ [image: ]
 x
 [n
 =1]。

（iii）由所给方程得其频率响应H（ejω
 ）[image: 2627]
 从而得其逆系统的频率响应为



 [image: 2628]




对其取逆变换，得系统的单位脉冲响应为


[image: 2629]




由G
 （ejω
 ）可直接写出相应的差分方程为


y
 [n
 ] [image: ]
 y
 [n
  1]=x
 [n
 ]+[image: ]
 x
 [n
  1]

（iv）由所给方程得其频率响应H
 （ejω
 ）[image: 2630]
 而得其逆系统的频率响应为


[image: 2631]




由于G
 （ejω
 ）可展开为


[image: 2632]




对其取逆变换，得系统的单位脉冲响应为


[image: 2633]




由G
 （ejω
 ）可直接写出相应的差分方程为


[image: 2634]




（v）由所给方程得其频率响应为H
 （ejω
 ）[image: 2635]
 从而得其逆系统的频率响应为



 [image: 2636]




由于G
 （ejω
 ）可展开为G
 （ejω
 ） = [image: 2637]
 对其取逆变换，得系统的单位脉冲响应为


g
 [n
 ] =  2δ[n
 ] +[image: ]
 δ[n
  1]+ 3（[image: ]
 ）
n

 u
 [n
 ]

由G
 （ejω
 ）可直接写出相应的差分方程为


y
 [n
 ] [image: ]
 y
 [n
  1]=x
 [n
 ]+[image: ]
 x
 [n
  1] [image: ]
 x
 [n
  2]

（vi）由所给方程得其频率响应H
 （ejω
 ）[image: 2638]
 ，从而得其逆系统的频率响应为


[image: 2639]




对其取逆变换，得系统的单位脉冲响应为


g
 [n
 ] = δ[n
 ] +[image: ]
 δ [n
  1] [image: ]
 δ[n
  2]

由G
 （ejω
 ）可直接写出相应的差分方程为


y
 [n
 ] = x
 [n
 ]+[image: ]
 x
 [n
  1] [image: ]
 x
 [n
  2]

（c）由所给差分方程得到该因果系统的频率响应为


[image: 2640]




于是得其逆系统的频率响应为


[image: 2641]





 从而有g
 [n
 ] =  [image: ]
 δ[n
 ] + δ[n
 +1] + 2 （[image: ]
 ）
n

 u
 [n
 ]

可见，该系统是非因果的。

观察图5-25，设方程（*）所描述的LTI系统频率响应为H
 （ejω
 ），而待求的因果LTI系统的频率响应为G
 （ejω
 ）。因为整个系统的输出w
 [n
 ] = x
 [n
  1]，而输入为x
 [n
 ]，故有H
 (ejω
 ) G
 (ejω
 ) = ejω
 。


[image: 2642]




取逆变换可得


g
 [n
 ]=（[image: ]
 ）
n

 u
 [n
 ]+([image: ]
 )
n
  1
 u
 [n
  1] +[image: ]
 ([image: ]
 )
n
  2
 u
 [n
  2]

可见，该系统是因果的了。






 第6章　采　样



6.1　学习要点



6.1.1　冲激串采样


对于连续时间信号x
 （t
 ），若用冲激串[image: 2643]
 对其进行采样，则在时域内，得x
 
p

 (t
 )=x
 (t
 ) p
 (t
 )；在频域内，有


[image: 2644]




式中，X
 （jω）为x
 (t
 )的频谱函数，[image: 2645]
 为采样角频率，T
 为采样时间间隔，即p
 (t
 )的周期。

由式（6 1）可知，采样所得信号x
 
p

 （t
 ）的频谱函数x
 
p

 (jω)是由无穷多个平移了的、同时幅度上有[image: ]
 的尺度变换的X
 (jω)叠加构成的。


6.1.2　采样定理


对于带限信号x
 （t
 ），若当|ω|>ωm
 时，X
 (jω)=0，则x
 (t
 )可由其采样点x
 (nT
 )（n
 =0，1，2，）唯一确定，只要釆样角频率ωs
 >2ωm
 ，这里[image: 2646]
 。一般称2ωm
 为奈奎斯特频率。

由采样点x
 （nT
 ）重建x
 (t
 )，首先需要产生一个冲激串x
 
p

 (t
 )，使各冲激串的强度等于各采样点的值，然后将该冲激串输入一个增益为T
 、截止频率大于ωm
 但小于ωs
 ωm
 的理想低通滤波器中，则在该
 滤波器的输出端便可得到x(t)



6.1.3　利用内插由采样点重建信号


若在采样过程中无频谱混叠，可让xp
 （t）
 通过一截止频率为ωc
 = ωs
 /2的理想低通滤波器，就可从X
 p
 (jω)中取出X
 (jω)，从而无失真地恢复原来的连续时间信号x(t)
 。

从采样点x
 （nT
 ）重建原信号x
 (t
 )的内插公式为


[image: 271]





6.1.4　连续信号的离散处理


一个利用离散滤波器处理连续信号的典型系统如图6-1所示。


[image: 272]


图　6-1



图6-1中各信号频谱之间的关系如下（这里Ω
 表示离散时间信号的频率，ω表示连续时间信号的频率）：


[image: 273]





 6.2　典型例题



例6-1
 　对于实值信号x（t）
 ，已知当以频率ωs
 = 10000π rad/s对其进行采样时，可由其样本点唯一确定，请说明当ω为何值时能保证X
 (jω)=0。


解
 　对于x（t）
 ，因其为实函数，故|X
 (jω)|是偶函数。由题意及采样定理知，x(t)
 的最大角频率ωm
 ≤[image: ]
 = 5000π rad/s，即当|ω|≥5000π rad/s时，X(jω) = 0。


例6-2
 　已知连续时间信号x（t）
 是某个截止频率为ωc
 = 1000π rad/s的理想低通滤波器的输出信号，若以下列采样时间间隔对x(t)
 进行冲激串采样，问哪些能保证x(t)
 由其采样点恢复？


[image: 274]





解
 　因为x（t）
 是某个截止频率ωc
 = 1000π rad/s的理想低通滤波器的输出信号，所以x(t)
 的最大频率就为ωc
 = 1000π，由采样定理知，若对其进行冲激采样且欲由其采样点恢复出x(t)
 ，需采样频率ωs
 ≥ 2ωm
 = 2000π rad/s，即采样时间间隔[image: ]
 。从而有(a)和(c)两种采样时间间隔均能保证x(t)
 由其采样点恢复，而(b)不能。


例6-3
 　试确定以下信号的奈奎斯特频率。


[image: 275]




故奈奎斯特频率为ω = 2 × 4000π = 8000π rad/s


 （b）　x(t)
 的频谱函数为X
 (jω) = u
 (ω+4000π) - u
 (ω - 4000π)，由此可见X
 (jω) = 0，|ω| < 4000π。

故奈奎斯特频率为　ω = 2 × 4000π = 8000π rad/s

（c）　x（t）
 的频谱函数为


[image: 276]




故奈奎斯特频率为ω = 2 × 8000π = 16000π rad/s


例6-4
 　设信号x（t）
 的奈奎斯特频率为ω0
 ，试确定以下信号的奈奎斯特频率。


[image: 277]





解
 　（a）因为x(t)
 + x(t - 1)
 的傅里叶变换为X
 (jω)(l + ejω
 )，可见x(t)
 的最大频率也是x(t)
 + x(t - 1)
 的最大频率，故x(t)
 + x(t - 1)
 的奈奎斯特频率也是ω0
 。

（b）因为[image: ]
 的傅里叶变换为jωX
 （jω）,可见x(t)
 的最大频率也是[image: ]
 的最大频率，故[image: ]
 的奈奎斯特频率仍为ω0
 。

（c）因为x
 2
 （t）
 的傅里叶变换为[image: ]
 πX
 (jω)*
 X
 (jω)，可见x2
 (t)
 的最大频率是x(t)
 的2倍，从而知x2
 (t)
 的奈奎斯特频率为2ω。

（d）因为x（t）
 cosω0
 t
 的傅里叶变换为[image: ]
 X
 （jω + jω0
 ）+[image: ]
 X
 （jω + jω0
 ），而x(t)
 本身的最大频率为[image: ]
 ，故x(t)
 cosω0
 t
 的最大频率为[image: ]
 ，从而可推知其奈奎斯特频率为3ω0
 。


 例6-5
 　设信号x（t）
 的奈奎斯特频率为ω0
 ，且y(t)
 = x(t)p(t - 1)
 ，这里[image: 278]
 若将y(t)
 输入一滤波器中，欲使其输出为x(t)
 ，试给出该滤波器的幅度频谱和相位频谱需满足的条件。


解
 　p（t）
 是一冲激串，间隔T
 > [image: ]
 ，对x(t)
 用p(t  1)
 进行冲激采样。先分别求出p(t)
 和p(t  1)
 的频谱函数：


[image: 279]





注意
 　ω0
 是x
 （t
 ）的奈奎斯特频率，这意味着x
 (t
 )的最大频率为[image: ]
 ，当以p
 (t
 - 1)对x
 (t
 )进行采样时，频谱无混叠发生。由Y
 (jω)的表达式可见，Y
 (jω)是X
 (jω)平移且复指数函数加权之后的叠加，且此采样使Y
 (jω)中的每个X
 (jω)的复制项X
 (jω－jkws
 )均有不同的相移（kws
 ）。若想输入y
 (t
 )，而输出为x
 (t
 )，滤波器的截止频率ωc
 应选择在[image: ]
 至ωs
 －[image: ]
 之间。因当k
 = 0时，ejkws

 = 1，故滤波器的幅度频谱只需设置为常数T
 ，相位频谱为0即可，即滤波器的频率响应为


[image: 2710]





例6-6
 　系统如图6-2所示，两个时间函数x1
 （t）
 和x2
 (t)
 相乘，
 其乘积w(t)
 被冲激串采样。已知X
 1
 (jω) = 0,|ω| ≥ ω1
 ，X
 2
 (jω) = 0，|ω| ≥ ω2
 ，试确定最大采样时间间隔T
 ，以保证W(t)
 能由Wp(t)
 通过一个理想低通滤波器而恢复。


[image: 2711]


图　6-2




[image: 2712]




即w（t）
 的最大角频率为ω1
 + ω2
 。于是由采样定理知，对w(t)
 采样的最小角频率为2(ω1
 + ω2
 )，从而可求得最大采样时间间隔T
 =


[image: 2713]





例6-7
 　x（t）
 是一周期信号，且为实奇函数，其傅里叶级数表示为


[image: 2714]




若以时间间隔T
 = 0.2对x（t）
 进行冲激串采样，其结果用[image: 2715]
 表示。回答以下问题：

（a）此采样是否会发生混叠？

（b）若[image: 2716]
 通过一理想低通滤波器，该滤波器的截止频率为[image: ]
 ，通带增益为T
 ，求输出信号g（t）
 的傅里叶级数表达式。


 解
 　（a）由题意知，x(t)
 的傅里叶级数为[image: 2717]
 ，故x(t)
 的频谱函数为


[image: 2718]


图　6-3



当采样时间间隔T
 =0.2时，采样角频率ωs
 = 10π = 2ωm
 ，造成[image: 2719]
 的频谱函数[image: 2720]
 如图6-4所示，[image: 2721]
 在|ω| = 5k
 π处由于出现混叠，相互抵消，[image: 2722]
 = 0,|ω| = 5k
 π，k
 = 0，1，2，。由图6-4可知，当T
 =0.2时，采样会造成频谱出现混叠。


[image: 2723]


图　6-4



（b）若[image: 2724]
 通过一截止频率ωc
 = [image: ]
 = 5π，通带增益为T
 =0.2的理想低通滤波器，由图6-4易知，输出信号g（t）
 的频谱函数为



 [image: 2725]




从而可知g（t）
 的傅里叶级数表达式为


[image: 2726]





例6-8
 　已知信号[image: 2727]
 ，其傅里叶变换为X
 （jω）。若对x(t)
 以采样频率ωs
 = 150π进行采样，设采样结果以g(t)
 表示，g(t)
 的傅里叶变换为G
 (jω)。现欲使当|ω| ≤ ω0
 时，G(jω) = 75X
 (jω)，试确定ω0
 的最大值。


[image: 2728]




显然，由于ωs
 =150π > 2ωm
 = 200π，频谱发生混叠，为了保证当|ω| ≤ ω0
 时，G（jω） = 75X
 (jω)，ω0
 最大只能等于ωs
 - ωm
 = 150π - 100π = 50π。


例6-9
 　判断以下论断正确与否。

（a）只要采样时间间隔T
 > 2T
 0
 ，那么对信号x（t）
 = u
 (t + T
 0
 ) - u
 (t - T
 0
 )进行冲激串采样，都不会有混叠发生。

（b）只要采样时间间隔T
 > π/ω0
 ，那么对具有频谱函数X
 （jω） = u
 (ω + ω0
 ) - u
 (ω - ω0
 )的信号x(t)
 进行冲激串采样，都不会有混叠发生。

（c）只要采样时间间隔T
 > 2π/ω0
 ，那么对具有频谱函数X
 （jω） = u
 ω - u
 (ω - ω0
 )的信号进行冲激串采样，都不会有混叠发生。


 解
 　（a）因为信号x(t)
 = u
 (t +
 + To
 ) - u
 (t
 －T
 0
 )的频谱函数为X
 (jω) = 2T
 o
 sin(ωT
 o
 ) = 2/ω sin(ωT
 o
 )即x(t)
 不是带限信号，所以无论采样频率多高，采样的时间间隔多么小，采样必然会导致频谱的混叠。这个论断是错误的。

（b）因为x（t）
 的频谱函数为X
 (jω) = u
 （ω + ω0
 ） - u
 （ω - ω0
 ），说明x(t)
 是带限的，且最高频率为ω0
 那么根据采样定理知，只要采样频率ωs
 < 2ω0
 ，即采样时间间隔T
 > [image: ]
 ，就可以保证无混叠发生。这个论断是正确的。

（c）设对x（t）
 进行冲激串采样得到信号[image: 2729]



[image: 2730]




现已知X
 （jω） = u
 (ω) - u
 （ω - ω0
 ），如图6-5所示。若采样时间间隔T
 = [image: ]
 ，那么ωs
 = ω0
 ，此时[image: 2731]
 如图6-6所示。可见，[image: 2732]
 并无混叠发生。那么，当T
 > [image: ]
 时，就更不会出现混叠了。所以此论断是正确的。


[image: 2733]


图　6-5




[image: 2734]


图　6-6




6.3　习题解答



6-1
 　已知信号x（t）
 的傅里叶变换为X
 (jω)，对x(t)
 进行冲激串采样，产生信号[image: 2735]
 这里T
 = 10-4
 。对于
 以下所给的关于x(t)
 和（或）X
 (jω)的约束条件，试判断采样定理能否保证由xp
 (t)
 恢复x(t)
 ?

（a）当|ω| < 5000π时，X（jω） = 0；

（b）当|ω| < 15000π时，X（jω） = 0；

（c）当|ω| < 5000π时，Re{X（jω）}=0;

（d）x（t）
 是实的，且当ω < 5000π时，X(jω)=0；

（e）x（t）
 是实的，且当ω > -15000π时，X(jω) = 0；

（f）当|ω| < 15000π时，X
 （jω） *X
 (jω) = 0;

（g）当ω < 5000π时，|X（jω）|=0。


解
 　采样时间间隔T
 =10-4
 s，则采样频率ωs
 = 2π × 104
 。

（a）由所给条件知，x（t）
 的奈奎斯特频率为ωN
 = 2 × 15000π = π × 104
 。因采样频率ωs
 = 2π × 104
 < ωN
 ，故由采样定理知，x(t)
 能够由xp
 (t)
 恢复得到。

（b）由所给条件知，x（t）
 的奈奎斯特频率ωN
 = 2 × 15000π = 3π × 104
 ，而采样频率ωs
 > ωN
 ，故由采样定理知，x(t)
 无法由x
 p
 (t)
 恢复得到。

（c）虽然已知当|ω| < 5000π时，Re{X（jω）} = 0，但不知当|ω| < 5000π时，Im{X
 (jω)是否也为0，故无法确定信号x(t)
 的奈奎斯特频率，所以无法保证能由xp
 (t)
 恢复x(t)
 。

（d）因为x（t）
 是实信号，所以|X
 (jω)|是偶函数，这意味着当ω< 5000π时，X
 (jω)=0，则可推知当ω >  5000π时，X(jω)也等于0，从而可知x(t)
 的奈奎斯特频率ωN
 = 2 × 5000π = π × 104
 。采样频率ωs
 < ωN
 ，故由采样定理知，x(t)
 可由xp
 (t)
 恢复得到。

（e）与（d）同理，由已知条件可知x(t)
 的奈奎斯特频率ωN
 = 2  15000π = 3π  104
 。由于采样频率ωs
 = 2π × 104
 > ωN
 ，故由采样定理知，x(t)
 无法由xp
 (t)
 恢复得到。

（f）因为若当|ω| < ωm
 时，X
 （jω）=0，则当|ω| < 2ωm
 时，X
 (jω) *X
 (jω)=0，所以由已知条件可推知，当|ω| < 7500π时，X
 (jw)=0，即x(t)
 的奈奎斯特频率ωN
 =2 × 7500π = 1.5π × 104
 。由于采样频率ωs
 = 2π × 104
 < ωN
 ，故由采样定理知，x(t)
 可由xp
 (t)
 恢复得到。


 （g）虽然已知当ω< 5000π时，|X
 (jω)|=0，但不知当ω > - 5000π时，|X
 (jω)|是否也等于0，故无法确定x(t)
 的奈奎斯特频率，所以无法保证能由XP
 (t)
 恢复x(t)
 。


6-2
 　已知信号y
 （t
 ）是由两个带限信号x
 1
 (t
 )和x
 2
 (t
 )进行卷积而得到的，即y
 (t
 ) = x
 1
 (t
 )*x
 2
 (t
 )，而且当|ω| < 1000π时，X
 1
 (jω) = 0，当|ω| < 2000π时，X
 2
 (jω)=0。若对y
 (t
 )进行冲激串采样得到


[image: 2736]




试确定采样时间间隔T的取值范围，以保证y（t）
 能够由yp
 (t)
 恢复。


解
 　因y
 （t
 ）=x1
 (t)*x2
 (t
 )，故Y
 (jω) = X
 1
 (jω)  X
 2
 (jω)。

又当|ω| < 1000π时，X
 1
 （jω） = 0;当|ω| < 2000π时，X
 2
 (jω)=0。于是当|ω| < 1000π时，Y
 (jω) = 0。

由采样定理知，若采样频率[image: 2737]
 10 3
 S时，y
 （t
 ）能够由y
 p
 (t
 )恢复。


6-3
 　图6-7所示系统中，采样信号p
 （t
 ）是一个正负符号交替出现的冲激串。输入信号x
 (t
 )的傅里叶变换也如图6-7所示。



 [image: 281]


图　6-7



（a）若[image: 2738]
 画出信号x
 p
 （t
 ）和：y
 (t
 )的频谱函数；

（b）若[image: 2739]
 试设计一个系统，能由x
 p
 （t
 ）重建x
 (t
 );

（c）若[image: 2740]
 试设计一个系统，能由y
 （t
 ）重建x
 (t
 );

（d）若要能够由x
 p
 （t
 ）或y
 (t
 )重建x
 (t
 )，试确定[image: 2741]
 的最大值（用ωm
 表示）。


解
 　（a）由图6-7所示系统知，xp
 (t)
 =x(t)
 p(t)
 ，从而有


[image: 2742]





p（t）
 是个周期信号，周期为[image: 2743]
 其傅里叶系数为


[image: 2744]





[image: 282]






 [image: 283]


图　6-8



因H
 （jω）是一带通滤波器，上、下截止频率分别为[image: ]
 和[image: ]
 ，所以易得Y
 (jω)如图6-9所示。


[image: 284]


图　6-9



（b）图6-10所示系统，可完成由x
 p
 （t
 ）重建x
 (t
 )的任务。其中，


[image: 285]





[image: 286]





[image: 287]


图　6-10




[image: 288]


图　6-11



（c）图6-11所示系统，可完成由y
 （t
 ）重建x
 (t
 )的任务。其中，


[image: 289]






 [image: 2810]





6-4
 　图6-12所示系统中，输入信号与一周期方波相乘。s
 （t
 ）的周期为T
 ，输入信号是带限的，且当|ω| ≥ ωm
 时，|X
 (jω)| = 0。


[image: 2811]


图　6-12



（a）若[image: ]
 ，试用ωm
 表示T
 的最大值，以保证W
 （jω）中没有X
 (jω)的混叠；

（b）若[image: ]
 ，试用ωm
 表示T
 的最大值，以保证W
 （jω）中没有X
 (jω)的混叠。


解
 　图6-12所示的s
 （t
 ）可以表示为s
 (t
 ) = g
 (t
 )  1，其中g
 (t
 )如图6-13所示，易知


[image: 2812]






 [image: 2813]





[image: 2814]


图　6-13




[image: 2815]





[image: 2816]


图　6-14




[image: 2817]





 可见，W
 （jω）是被抽样函数（Sa函数）幅度加权且平移了的X
 (jω)叠加而成的，平移量为2k
 π/T
 ，若要想不发生混叠，应有


[image: 2818]




从而得到在这种情况下的T
 的最大值[image: ]
 。


[image: 2819]





[image: 2820]


图　6-15



由图6-15可见，当k
 = 0, ±2, ±4, 时，S
 （jω） = 0，这意味着W
 (jω)中，两个相邻的[image: 2821]
 相距[image: ]
 ，因此若想不发生混叠，只有


[image: 2822]




从而得到在这种情况下的T
 的最大值[image: ]
 。


 6-5
 　图6-16（a）所示系统能够将一个连续时间信号转变成为一个离散时间信号。若输入信号x
 (t
 )是周期的，且周期为0.1 s，其傅里叶系数为[image: 2823]
 低通滤波器的频率响应H
 (jω)如图6-16(b)所示。采样时间间隔T
 = 5 × 10 3
 s。

（a）说明x
 [n
 ]是周期序列，并求其周期；

（b）确定x
 [n
 ]的傅里叶系数b
 k
 。


[image: 2824]


图　6-16




解
 　 （a）因为x
 (t
 )的周期T
 0
 = 0.1 s，故其基频ω0
 = 20π rad/s，则其傅里叶变换为[image: 2825]


低通滤波器的截止频率ωc
 = 205π，因而x
 c
 （t
 ）的傅里叶变换为


[image: 2826]






 [image: 2827]





X
 c
 （jω）和X
 p
 (jω)分别如图6-17(a)、(b)所示。


[image: 2828]


图　6-17




注意
 　由于采样时间间隔T
 = 5 × 10 3
 s，采样频率ωs
 = 400π，因而在构成X
 p
 （jω）时，X
 c
 (jω)在ω = ±200π, ±600π，等处有叠加。而且由图6-17(b)可看出，X
 p
 (jω)既具有周期性，又都是由冲激串组成的。在图6-16(a)所示系统中，将冲激串x
 c
 (t
 )变为离散序列x
 [n
 ]，只是一个频率变换过程。也就是说，x
 [n
 ]的频谱与x
 c
 (t
 )的频谱一样，是周期性的冲激串，因而x
 [n
 ]是周期的，因为周期离散信号的傅里叶变换就是周期的冲激串。

下面求x
 [n
 ]的周期。

不难知x
 c
 （t
 ）的傅里叶级数为


[image: 2829]




可将上式右端作为周期序列x
 [n
 ]的傅里叶级数。

因有ω0
 T
 = 20π × 5 × 10 3
 = 0.1π，而[image: ]
 = 0.1π，其中N
 为
 x
 [n
 ]的周期，故x
 [n
 ]的周期N
 = [image: ]
 = 20。

（b）在（a）中已得到x
 [n
 ]的傅里叶级数为x
 [n
 ] = [image: 2830]



[image: 2831]





6-6
 　图6-18（a）给出了一个用离散时间系统滤波连续时间信号的完整系统。若X
 c
 (jω)和H
 (ejω
 )如图6-18(b)所示，且[image: ]
 = 20 kHz，试分别画出X
 p
 (jω)，X
 (ejω
 )，Y
 p
 (jω)和Y
 c
 (jω)。


[image: 2832]


图　6-18




解
 　X
 c
 （t
 ）经过冲激串采样得到x
 p
 (t
 )，采样频率f
 s
 = [image: ]
 = 20 kHz = 2 × 104
 Hz，易知



 [image: 2833]





X
 p
 （jω）如图6-19(a)所示。

由冲激串x
 p
 （t
 ）转换为序列x
 [n
 ]，在频域中进行了频率归一化，即若将X
 p
 (jω)表示为X
 p
 (jΩ
 )，而x
 [n
 ]的频谱函数用X
 (ejω
 )表示，则


[image: 2834]





X
 （ejω
 ）如图6-19(b)所示。


x
 [n
 ]通过截止频率为[image: ]
 的低通滤波器得到y
 [n
 ]，易知


[image: 2835]





Y
 （ejω
 ）如图6-19(c)所示。

由序列y
 [n
 ]转换为冲激串y
 p
 （t
 ），若y
 p
 (t
 )的频谱函数用Y
 p
 (jΩ
 )表示，则


[image: 2836]





Y
 p
 （jΩ
 ）如图6-19(d)所示（图中Ω
 换成为ω）。


y
 p
 （t
 ）再通过截止频率为[image: ]
 = 2π × 104
 ，通带增益为T
 的低通滤波器，得到y
 c
 (t
 )，易知Y
 c
 (jω) = Y
 p
 (jω)  H
 (jω)，Y
 c
 (jω)如图6-19(e)所示。


6-7
 　在图6-20所示系统中，因果连续时间LTI系统满足输入输出方程[image: 2837]
 且输入x
 c
 （t
 ）为单位冲激信号δ(t
 )。

（a）求y
 c
 （t
 ）；

（b）若要使ω[n
 ] = δ[n
 ]，试确定离散时间LTI系统的频率响应H
 （ejω
 ）及其冲激响应h
 [n
 ]。



 [image: 2838]


图　6-19




解
 　（a）因为连续LTI系统的输入输出方程为


[image: 2839]






 [image: 291]


图　6-20




[image: 292]





6-8
 　在图6-21所示系统中，数字滤波器h
 [n
 ]是因果的，且输入、输出满足y
 [n
 ]=[image: ]
 y
 [n
  1]+x
 [n
 ]。已知系统输入信号xc

 （t
 ）是带限的，且当|ω|＞[image: ]
 时，Xc

 (jω)=0。图6-21所示系统可用一连续时间LTI系统等效，求此等效系统的频率响应Hc

 (jω)。


[image: 293]


图　6  21





 解
 　为了区分数字频率和模拟频率，以下过程中用ω表示模拟频率，用Ω
 表示数字频率。

[image: 296]
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 第7章　拉普拉斯变换



7.1　学习要点



7.1.1　拉普拉斯变换及其与CTFT的关系


对于连续时间信号x
 （t
 ），其(双边)拉普拉斯变换，定义为


[image: 298]
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即x
 （t
 ）的拉普拉斯变换就是x
 (t
 )e ot

 的傅里叶变换。

若σ = 0，则有


[image: 2910]




即在复平面的虚轴上进行的拉普拉斯变换就是连续时间的傅里叶变换（CTFT）。


7.1.2　拉普拉斯变换的收敛域（ROC）


能够使积分[image: 2911]
 收敛的所有s
 值的集合，称为拉普拉斯变换的收敛域。

不同类型的信号，它们的拉氏变换有着不同的收敛域，具体如下。

①若时限信号是绝对可积的，则其拉普拉斯变换的收敛域为整个s
 平面。


 ②右边信号的拉普拉斯变换的收敛域是s
 平面上的某个右半平面，即若Re{s
 } = σ0
 是收敛域的左边界，则所有满足Re{s
 }＞σ０
 的s
 值均在该收敛域内。

③左边信号的拉普拉斯变换的收敛域是s
 平面上的某个左半平面，即若Re{s
 } = σ0
 是收敛域的右边界，则所有满足Re{s
 }＜σ0
 的s
 值均在该收敛域内。

④双边信号的拉普拉斯变换的收敛域是s
 平面上一个平行于虚轴的带状区域，它既有左边界，又有右边界。

拉普拉斯变换还有如下一些性质。

①收敛域不包含极点。

②若拉普拉斯变换X
 （s
 ）是有理函数，则其收敛域的边界由其极点确定。具体地说，对于右边信号x
 (t
 )，其拉氏变换X
 (s
 )的收敛域为某条平行于虚轴的直线的右边部分，该直线是由X
 (s
 )的所有极点中，实部最大（位于最右边）的极点所确定的。对于左边信号x
 (t
 )，其拉氏变换X
 (s
 )的收敛域为某条平行于虚轴的直线的左边部分，该直线是由X
 (s
 )的所有极点中，实部最小（位于最左边）的极点所确定的;对于双边信号x
 (t
 )其拉氏变换X
 (s
 )的收敛域既有左边界，又有右边界，左、右边界取决于X
 (s
 )的极点，在左、右边界的两边可以有其他极点，但左、右边界之间不可能有极点。


7.1.3　拉普拉斯逆变换


在进行拉普拉斯逆变换时，应首先根据X
 （s
 ）的ROC判断出x
 (t
 )的类型，然后再考虑选择以下的方法求x
 (t
 )。

1．部分分式展开法

若X
 （s
 ）是有理函数，通常采用这种方法求逆变换。具体地说，先将有理的X
 (s
 )展开为


[image: 2912]




然后利用变换对



 [image: 2913]




对以上和式中的每一项分别求逆变换，就可得到x
 （t
 ）了。

当X
 （s
 ）具有一个有理函数乘以一个复指数函数e
bs

 （b
 为常数）的形式时，也可采用部分分式展开法。先用此法对有理函数部分进行逆变换，再利用拉普拉斯变换的时移性质，就可求出x
 (t
 )了。

2．围线积分法


[image: 2914]




其中C
 为包围了X
 （s
 ）所有极点的一条简单正向封闭曲线。

用留数定理计算以上复积分有
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其中P
 
i

 代表X
 （s
 ）的诸极点。

在用上式求x
 （t
 ）时需注意：当x
 (t
 )中包含有冲激函数或其导数时，需先将X
 (s
 )分解为多项式与真分式之和，由多项式决定冲激函数及其导数项，再对真分式求留数决定其余各项。


7.1.4　拉普拉斯变换的性质



[image: 2916]
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7.1.5　用几何作图法由极零点分布图求傅里叶变换


设x
 （t
 ）的拉普拉斯变换为


[image: 2918]
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复数jω是虚轴上一点。

分别由所有的零点β
i

 和极点α
j

 向虚轴上的某点jω1
 作矢量，若令零点矢量为A
 
i

 ，极点矢量为B
 
j

 ，于是有


[image: 2920]




这里A
 
i

 代表零点矢量A
 
i

 的长度，B
 
j

 代表极点矢量B
 
j

 的长度，θ
 
i

 为A
 
i

 ，的辐角，
j

 为B
 
j

 的辐角。

当ω从∞逐渐向∞增大时，点jω沿虚轴由下至上运动，同时各零点矢量A
 
i

 和极点矢量B
 
j

 也都在不断地变化。根据矢量A
 
i

 ，B
 
j

 各自长度及辐角随ω变化的情形，可粗略绘制出信号x
 （t
 ）的辐度频谱|X
 (jω) |图和相位频谱argX
 (jω)图。


7.1.6　用拉普拉斯变换来表征和分析LTI系统


1．系统函数

设系统激励信号的拉普拉斯变换为X
 （s
 ），响应信号（零状态响应）的拉普拉斯变换为Y
 (s
 )，则系统函数（也称传输函数）为
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系统函数H
 （s
 ）是单位冲激响应h
 (t
 )的拉普拉斯变换，即


[image: 2922]




用线性常系数微分方程描述的连续LTI系统，其系统函数是有理函数，即H
 （s
 ）的分子和分母都是s
 的多项式。


 2．系统函数与系统的因果性

对于一个因果的LTI系统来说，其系统函数的收敛域一定是s
 平面上某个右半平面；反之则不然。不过对于一个具有有理系统函数的LTI系统来说，其因果性与“R〇C在H
 （s
 ）最右边极点的右半平面”是等价的。

3．系统函数与系统的稳定性

一个连续LTI系统是稳定的，当且仅当其系统函数H
 （s
 ）的ROC包含jω轴（即Re{s
 } = 0）。

对于一个因果稳定的连续LTI系统来说，若其系统函数H
 （s
 ）是有理函数，则H
 (s
 )的所有极点必分布于jω轴的左侧。换言之，H
 (s
 )的所有极点都具有负的实部。

反过来，对于一个反因果稳定的连续LTI系统来说，若其系统函数H
 （s
 ）是有理函数，则H
 (s
 )的所有极点都分布于jω轴的右侧。换言之，H
 (s
 )的所有极点都具有正的实部。

4．系统函数H
 （s
 ）与频率响应H
 (jω)

对于稳定的连续LTI系统，其频率响应
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7.1.7　连续时间系统的方框图表示


1．三种基本元件

对于一个由常系数微分方程所描述的连续LTI系统来说，其方框图中包括三种基本元件：加法器、数乘器、积分器。它们各自的方框图表示及其功能分别如图7-l（a）、（b）、（c）所示。



 [image: 2925]


图　7-1



2．画因果LTI系统的模拟框图

系统方框图可分为直接型、级联（串联）型和并联型等形式。对于级联和并联两种模拟形式而言，每个子系统都采用直接形式模拟。

在画直接型模拟框图时，先将系统函数H
 （s
 ）表示成为其分母多项式的倒数乘以分子多项式的形式，然后分别用三种基本元件实现两个子系统，而且先实现分母多项式的倒数项，再在此基础上，实现分子多项式这一项。


7.1.8　单边拉普拉斯变换


对于信号x
 （t
 ），其单边拉普拉斯变换定义为


[image: 2926]




一个因果信号的单边拉普拉斯变换Х
 （s
 ）与双边拉普拉斯变换X
 (s
 )相同。

信号x
 （t
 ）的单边拉普拉斯变换等于信号x
 (t
 )u
 (t
 )的双边拉普拉斯变换。

由于单边拉普拉斯变换往往用于因果连续LTI系统的分析，且系统单位冲激响应h
 （t
 ）往往是无时限的因果信号，我们知道，这种h
 (t
 )的单边拉普拉斯变换的收敛域一定是s
 平面上的某个右半平面，所以一般来说“单边拉普拉斯变换的收敛域总是某个右半平面”。在求单边拉氏逆变换时，有时不给出X
 (s
 )的ROC，读者应该能根据X
 (s
 )的极点情况判断出其ROC。


 1．单边拉普拉斯变换的性质

下面仅列出与双边拉氏变换不同的性质。
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2．用拉普拉斯变换求连续时间系统的响应

由于系统响应分零输入响应yzi
 （t
 ）和零状态响应yzs
 (t
 )两部分，即


[image: 2928]




所以，用拉普拉斯变换求系统的响应有以下两种办法。

（1）分别求出y
 zi
 （t
 ）和y
 zs
 (t
 )

若求y
 zi
 （t
 ），可先令输入信号x
 (t
 )为零，从而使描述系统的微分方程变成为齐次的，然后对此齐次方程取单边拉氏变换，求出y
 zi
 (t
 )的单边拉氏变换y
 zi
 (s
 )后，再进行逆变换即可得到y
 zi
 (t
 )。

若求y
 zs
 （t
 ），可直接对系统微分方程取双边拉氏变换，同时代入输入信号的拉氏变换X
 (s
 )，便可求出零状态响应的拉氏变换y
 zs
 (s
 )，再进行逆变换便可求出y
 zs
 (t
 )。若已知系统函数H
 (s
 )或单位冲激响应h
 (t
 )，便可通过将输入信号的拉氏变换X
 (s
 )与H
 (s
 )相乘求得Y
 zs
 (s
 )，
 再对其进行逆变换便可得到yzs
 (t
 )。

（2）直接利用单边拉普拉斯变换解微分方程求出全响应

利用单边拉普拉斯变换的时域微分特性，对微分方程两边取单边拉氏变换，这样不仅考虑到了输入信号，也考虑到了系统的初始状态，从而可一次性地将全响应：y
 （t
 ）都求出来。


7.2　典型例题



例7-1
 　对于以下积分，试确定实参数σ的取值范围，以保证积分收敛。


[image: 301]




（b）此题中的被积函数与（a）相同，只是积分区间不同。利用（a）中的积分过程可见，要使积分收敛，当t
 ∞时，需满足5 + σ＜0，即σ < 5。σ <  5即为实数σ的取值范围。

（c）与（b）相似。由于积分是在一个有限的区间[ 5，5]上进行的，所以无论σ取何实值，积分均收敛，即实数σ的取值范围为∞＜σ＜∞。

（d）与（b）相似。要使积分收敛，当t∞时，应有5 + σ＞0，即σ＞ 5；且当t   ∞时，又应有5+σ＜0，即σ＜ 5。综合以上分
 析可知，无论σ取何值，该积分都不收敛。

（e）此积分可化为[image: 302]
 以上第一个积分要收敛，需满足σ＞ 5。对于第二个积分，由于
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可见要使其收敛，需满足σ < 5。
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σ < 5时，积分收敛。


例7-2
 　考虑信号x
 （t
 ）= e 5t
 u
 （t
  1），设其拉普拉斯变换为X
 （s
 ）。

（a）用拉普拉斯变换的定义求X
 （s
 ），并指明其收敛域（ROC）；

（b）若信号g
 （t
 ）=A
 e 5t
 u
 （ t
  t
 0
 ），且g
 (t
 )的拉普拉斯变换G
 (s
 )与X
 (s
 )有相同的代数表达式，试确定A
 和t
 0
 的值，并指明G
 (s
 )的收敛域（ROC）。


解
 　（a）由拉普拉斯变换的定义得
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 对比G
 （s
 ）与X
 (s
 )的代数表达式可发现，要使两者相同，应有


A
 =  1，t
 0
 =  1


G
 （s
 ）的ROC为Re{s
 }＜ 5。


例7-3
 　已知信号x
 （t
 ）=e 5t

 u
 (t
 )+e βt

 u
 (t
 )，其拉普拉斯变换为X
 (s
 )。若X
 (s
 )的ROC为Re{s
 }＞ 3，则β
 的实部和虚部应满足什么条件？


解
 　利用常用信号的拉普拉斯变换对可直接写出
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这里的β
 可为复数，也可为实数。若β
 为复数，那么只有它的实部对X
 （s
 ）的ROC有影响。X
 (s
 )的ROC为Re{s
 }大于 5和Re{ β
 }中的大者。现在已知X
 (s
 )的ROC为Re{s
 }＞ 3，不难推知Re{ β
 } =  3，即β
 的实部等于3，而其虚部可以为任意实数。
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X
 （s
 ）的两个极点互为共轭，分别为s
 1
 = l + 2j，s
 2
 = 1 2j。X
 (s
 )的ROC为Re{s
 }＜1。极点及ROC见图7-2。


[image: 309]


图　7-2




例7-5
 　对于以下的拉普拉斯变换，试根据其代数表达式，确定位于有限s平面内的零点个数，以及位于
 无穷远处的零点个数。
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例7-6
 　已知一绝对可积的信号x
 （t
 ）有一个极点位于s
 = 2，试回答以下问题：

（a） x
 (t
 )可能是有限宽度的吗？

（b） x
 (t
 )可能是左边信号吗？

（c） x
 (t
 )可能是右边信号吗？

（d） x
 (t
 )可能是双边信号吗？


解
 　（a）因为有限宽度信号的拉氏变换具有全复平面的ROC，不可能有有限极点，所以x
 (t
 )不可能是有限宽度的。

（b）x
 (t
 )是绝对可积的，这意味着它的拉氏变换的R0C包含jω
 轴。现在已知它还有一极点s
 = 2，那么ROC一定是在直线Re{s
 }=2的左侧，并且包含虚轴。若ROC是一个左半平面，则x
 （t
 ）就应该是一个左边信号，所以x
 （t
 ）可能是左边信号。

（c） x
 (t
 )不可能是一个右边信号，否则ROC不可能同时满足既包含jω
 轴，又在直线Re{s
 }=2右侧这两个条件。


 （d）根据(b)中的分析，若ROC是一个既有右边界，又有左边界，且又包含jω
 轴的条形区域（这是可能的！），则x
 （t
 ）就是一双边信号了，所以x
 （t
 ）可能是双边信号。


例7-7
 　已知拉普拉斯变换的表达式[image: 3011]
 试问这样的信号有几个？


解
 　由题意，X
 （s
 ）是一个有理函数，它有四个极点，分别是
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例7-8
 　已知信号x
 （t
 ）具有有理的拉普拉斯变换，且它的两个极点分别为s
 =  1和s
 = 3。若g
 （t
 ）= e2t

 x
 （t
 ），且其傅里叶变换G
 （jω
 ）收敛，试判断x
 （t
 ）是左边信号、右边信号，还是双边信号？


解
 　设g
 （t
 ）的拉普拉斯变换为G
 （s
 ），由于G
 （jω
 ）收敛，故G
 （s
 ）的ROC必定包含jω
 轴。

因g
 （t
 ）= e2t

 x
 （t
 ），由拉氏变换的s
 域平移性质可知G
 （s
 ）=X
 （s
  2），即G
 （s
 ）的ROC就是将X
 （s
 ）的ROC向右平移2个单位而得到的。

同时，G
 （s
 ）的极点也是将X
 （s
 ）的极点向右平移2个单位而得到的。已知X
 （s
 ）的两个极点为s
 =  1和s
 = 3，那么G
 （s
 ）的两个极点就是s
 =1和s
 =  1。在由这两个极点所确定的ROC中，只有 1＜Re{s
 }＜1是包含jω
 轴的，故可推断G
 （s
 ）的ROC为 1＜Re{s
 }＜1，从而X
 （s
 ）的ROC应为 3＜Re{s
 }＜ 1，由此可断定x
 （t
 ）是一个双边信号。
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解
 　用部分分式展开法。先将X
 （s
 ）表示为
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例7-10
 　对于以下拉普拉斯变换，试用几何法由其极零图粗略地画出幅频响应特性|H
 （jω
 ）|，并以此判断系统是具有低通特性、高通特性，还是带通特性？


[image: 3015]




极零图及极点矢量如图7-3（a）所示。由此图可看出，当ω
 = 0时，极点矢量V
 1
 的长度最短且为1，极点矢量V
 2
 的长度也最短且为3，从而|H
 1
 （j0）|=[image: ]
 ；当ω
 逐渐增大时，矢量V
 1
 和V
 2
 的长度都在单调增长，从而|H
 1
 (jω
 ) |单调减小；当ω
 ∞时，矢量V
 1
 和V
 2
 的长度也都趋近于∞，从而使|H
 1
 (j∞)|0。当ω
 由0逐渐向∞变化时，矢量V
 1
 ，V
 2
 长度的变化情况及|H
 1
 (jω
 ) |的变化情况与前述完全相同。于是可得到系统的幅频响应特性曲线如图7-4(a)所示，并由此可知该系统具有低通特性。



 [image: 3016]


图　7-3




[image: 3017]


图　7-4




[image: 3018]




极零图及零、极点矢量如图7-3（b）所示。由此图可看出，当ω
 = 0时，零点矢量V
 1
 的长度最短为0，而两个极点矢量V
 2
 ，V
 3
 的长度均为1，从而[image: ]
 ；当ω
 继续增大时，矢量V
 1
 ，V
 3
 的长度在增大，矢量V
 2
 的长度在减小，而V
 2
 与V
 3
 长度的乘积也减小，从而|H
 2
 (jω
 )|逐渐增大；但当ω
 达到1时，V
 2
 与V
 3
 长度的乘积达到最小，从而[image: 3019]
 达到极大值1；当ω
 再继续增大时，V
 1
 ，V
 2
 ，V
 3
 的长度都在不断增大，而且V
 2
 ，V
 3
 的长度的乘积比V
 1
 的长度增长得更快，从而使|H
 2
 (jω
 ) |逐渐减小；当ω
 ∞时，V
 1
 ，V
 2
 ，V
 3
 的长度都趋
 近于∞，这时|H
 2
 (j∞)|0。于是可得到系统的幅频响应特性曲线如图7-4(b)所示，并由此可知该系统具有带通特性。

（c）H
 3
 （s
 ）=s
 2
 /s
 +1）2
 ，H
 3
 (s
 )有一个二阶零点s
 = 0和一个二阶极点s
 =  1。

极零图及零、极点矢量如图7-3（c）所示。由此图可看出，当ω
 = 0时，零点矢量V
 1
 ，V
 2
 的长度均为0，而极点矢量V
 3
 ，V
 4
 的长度则都为1，从而[image: ]
 ；当ω
 逐渐增大时V
 1
 ，V
 2
 及V
 3
 ，V
 4
 的长度都在单调增长，但V
 1
 ，V
 2
 增长的速度比V
 3
 ，V
 4
 增长的速度更快，从而使|H
 3
 (jω
 )|逐渐增大。不过由于V
 3
 的长度始终大于V
 1
 的长度，同样，V
 4
 的长度始终大于V
 2
 的长度，所以|H
 3
 （jω
 ）|＜1；当ω
 ∞时，V
 1
 ，V
 2
 及V
 3
 ，V
 4
 的长度都趋近于∞，从而|H
 3
 (j∞)|1。于是可得到系统的幅频响应特性曲线如图7-4(c)所示，并由此可知该系统具有高通特性。


例7-11
 　已知信号x
 （t
 ）的拉普拉斯变换为


[image: 30-20]




试用几何法由极零图确定x
 （t
 ）的幅度频谱|X
 (jω
 )|。


解
 　由X
 （s
 ）的表达式不难求出它的两个互为共轭的一阶零点s
 1
 =[image: ]
 +[image: 3021]
 以及它的两个也是互为共轭的一阶极点[image: 3022]
 [image: 3023]
 极零图和零点矢量、极点矢量如图7-5所示。由此图可看出，由于零点s
 1
 与极点s
 3
 关于jω
 轴镜
 像对称，零点s
 2
 与极点s
 4
 关于jω
 轴镜像对称，所以无论ω
 取何值，零点矢量V
 1
 的长度始终与极点矢量V
 3
 的长度相等。同样地，零点矢量v
 2
 的长度始终与极点矢量V
 4
 的长度相等，故|X
 （jω
 ）|始终为1，即|X
 (jω
 ) |=1。


[image: 3024]


图7-5




例7-12
 　已知信号x
 （t
 ）的以下三条信息：

（1）当t
 ＜0时，x
 （t
 ）= 0; （2）当k
 =1，2，3，时，x
 （k
 /80）=0;(3) x
 (1/160)=e 120
 。

若X
 （s
 ）代表x
 （t
 ）的拉普拉斯变换，试判断以下说法是否与所给的有关x
 （t
 ）的信息相符合：

（a）X
 （s
 ）在有限s
 平面上仅有一个极点；

（b）X
 （s
 ）在有限s
 平面上仅有两个极点；

（c）X
 （s
 ）在有限s
 平面上有多于两个的极点。


解
 　分析：题目所给的信息（1）说明x
 （t
 ）是一个因果信号，信息（2）说明x
 （t
 ）有无穷多个零点，从信息（3）可推测x
 （t
 ）是个指数型信号，或包含指数因子项的信号。

（a）若X
 （s
 ）仅有一个有限极点，则x
 （t
 ）必然具有A
 e at

 u
 （t
 ）这样的形式，而对于函数A
 e at

 u
 （t
 ）来说，无论t
 取何值，它的值都不为零，也就是说与信息（2）不相符，所以这种说法不成立。

（b）若X
 （s
 ）仅有两个有限极点，则x
 （t
 ）可能具有A
 e at

 sin（βt
 ）u
 （t
 ）的形式(若x
 (t
 )形如A
 e at

 u
 (t
 )+B
 e βt

 u
 (t
 )，则仍与信息（2)不符）。

不难看出，函数A
 e at

 sin（βt
 ）u
 (t
 )可以同时满足三条信息（譬如当β=80π，α=19200时），所以这种说法可以与所给信息相符。

（c）若X
 （s
 ）有多于两个的极点（假设有4个），则x
 （t
 ）可能具有A
 e at

 sin(βt
 )u
 (t
 )+B
 e γt

 sin（βt
 ）u
 (t
 )的形式，那么这个函数仍可同时满足题目所给的三条信息，只要几个参数取得恰当，所以这种说法可以与所给信息相符。


例7-13
 　已知g
 （t
 ）=x
 (t
 )+αx
 ( t
 )，其中x
 (t
 )=β
 e t
 u
 (t
 )。若g
 (t
 )的拉普拉斯变换[image: ]
 ，试确定α和β
 的值。


解
 　由x（t
 ）=β
 e t

 u
 （t
 ）可知其拉普拉斯变换[image: 3025]
 [image: 3026]


又g
 （t
 ） = x
 (t
 )+αx
 ( t
 )，由拉氏变换的时域反褶性质及线性性质，有G
 (s
 ) = X
 (s
 )+αX
 ( s
 )，即


[image: 3027]




对比所给的G
 （s
 ）的表达式，不难得到α= 1，β
 =[image: ]
 。


例7-14
 　已知信号x
 （t
 ）及其拉普拉斯变换X
 (s)满足以下条件：

（1） x
 （t
 ）是实偶函数；

（2） X
 （s
 ）在有限s平面上有四个极点，没有零点；


[image: 3028]




试确定X
 （s
 ）及其ROC。


解
 　由条件（1）可知X
 （s
 ）的极点要么是实极点，要么是成对共轭的复极点。又由条件（3）知X
 （s
 ）有一个极点[image: 3029]
 必然也是X
 （s
 ）的一个极点。再由条件（2），不妨设X
 (s)为


[image: 3030]




其中P
 3
 和P
 4
 为X
 （s）的另两个极点，A
 为待定常数。

又由条件（1）知，x
 （t
 ）还是个偶函数，这意味着X
 （s
 ）= X
 （  s
 ），


[image: 3031]





 由X
 （s
 ） = X
 ( s
 )不难得到另外两个极点：


[image: 311]




从而可将X
 （s
 ）表示为


[image: 312]




易求得A
 = [image: ]
 。故可确定X
 （s
 ）的表达式为


[image: 313]




至于X
 （s
 ）的ROC，可这样来确定：因X
 (s
 )的四个极点分别为[image: 314]
 由此确定了三种可能的[image: 315]


由于[image: 316]
 收敛，这意味着s
 = 0在X
 （s
 ）的ROC中，故最终可确定X
 (s
 )的ROC应为[image: 317]


综上所述，


[image: 318]





 例7-15
 　已知两个右边信号x
 （t
 ）和y
 (t
 )通过以下两个微分方程相联系：


[image: 319]




试求X
 （s
 ）和Y
 (s
 )及其ROC。


解
 　对所给的两个微分方程分别取拉普拉斯变换，并利用时域微分性质，可得


[image: 3110]




联立以上两个方程可解得


[image: 3111]




由于X
 （s
 ）和Y
 (s
 )的极点都是±2j，且x
 (t
 )和y
 (t
 )都是右边信号，所以二者的ROC都为Re{s
 }>0。

综上所述，


[image: 3112]





例7-16
 　已知一因果LTI系统S
 ，其冲激响应为h
 （t
 ），输入输出方程为


[image: 3113]




（a）如果[image: 3114]
 问G
 （s
 ）有多少个极点？

（b）参数α取哪些实数值时，系统S
 一定稳定？


解
 　 （a）对输入输出方程取拉普拉斯变换，得


[image: 3115]




又对g
 （t
 ）与h
 (t
 )的关系式取拉普拉斯变换，可得G
 (s
 ) = (s
 +1)H
 (s
 )，从而有


[image: 3116]





 故G
 （s
 ）有两个极点。

（b）由（a）知[image: 3117]
 可求出H
 (s
 )的三个极点分别为[image: 3118]
 又S
 是个因果系统，要稳定需三个极点都落在s
 平面的左半平面，故可推出当α>0时，可保证系统S
 稳定。


例7-17
 　已知描述因果LTI系统S
 的方框图如图7-6所示，试写出该系统的输入输出方程。


[image: 3119]


图　7-6




解
 　如图7-6所示，设输入端口的两个加法器的输出分别为P
 （s
 ）和Q
 (s
 )，分析此框图可列出如下s
 域代数方程组


[image: 3120]




解此方程组，消去P
 （s
 ）和Q
 (s
 )，得


[image: 3121]




对上式取拉氏逆变换得输入输出方程


[image: 3122]





例7-18
 　一RLC串联电路如图7-7所示，其中x
 （t
 ）是输入电压，y
 (t
 )是输出电压。

（a）求系统函数H
 （s
 ）及其ROC；

（b）利用H
 （s
 ）的零、极点，用几何作图法求幅频特性|H
 (jω)|，
 并由此判断该电路近似低通、高通还是带通特性；


[image: 3123]


图　7-7



（c）如果电阻R
 的值变为10 3
 Ω，求H
 （s
 ）及其ROC；

（d）根据（c）中求出的H
 (s
 )，用几何作图法求幅频特性|H
 (jω)|，再判断此时电路近似为低通、高通还是带通特性。


解
 　（a）因回路中的电流为[image: 3124]
 故不难直接写出电路方程为


[image: 3125]




将R
 ，L
 ，C
 参数值代入，可得系统微分方程为


[image: 3126]




于是得系统函数为


[image: 3127]




考虑到系统是因果稳定的，故H
 （s
 ）的ROC为[image: 3128]


（b）H
 （s
 ）的零极图及两个极点矢量如图7-8(a)所示。当ω = 0时，两个极点矢量
V

 1
 、
V

 2
 的长度均为1，从而|H
 (j0)| = [image: ]
 = 1；而当ω逐渐增大时，V
 1
 的长度减小，V
 2
 的长度增大，二者乘积略有减小，从而|H
 (jω)|增大；当[image: 3129]
 （附近）时，|H
 (jω)|达到最大；当ω再继续增大时，
V

 1
 ，
V

 2
 的长度均逐渐增大，从而使|H
 (jω)|又开始逐渐减小；最终当ω→∞时，|H
 (jω)|→0。|H
 (jω)|曲线如图7-8(b)所示。

由|H
 （jω）|曲线可见，由于在|H
 (jω)|最大值的两边，|H
 (jω)|变化的幅度不大，且随ω增大，|H
 (jω)|最终趋于0，故H
 (jω)可近似为低通。



 [image: 3127]


图　7-8



（c）若参数R
 = 0.001Ω，则电路方程变为


[image: 3130]




（d） H
 (s
 )的零极图及两个极点矢量如图7-9(a)所示。当ω由0逐渐增大至[image: 3131]
 附近时，|H
 (jω)|的值由1迅速增大
 至最大值，随着ω继续增大，|H
 (jω)|的值又迅速减小，当ω→∞时，|H
 (jω)|→0。|H
 (jω)|曲线如图7-9(b)所示。由于在|H
 (jω)|最大值的两边，|H
 (jω)|变化的幅度非常大，故可将H
 (jω)近似为带通。



 [image: 3127]


图　7-9




例7-19
 　求以下信号的单边拉普拉斯变换，并指明收敛域。


[image: 3132]





解
 　（a）由单边拉普拉斯变换的定义，有


[image: 3133]




（b）由单边拉普拉斯变换的定义，有


[image: 3134]




（c）由单边拉普拉斯变换的定义，有


[image: 3135]





例7-20
 　考虑图7-10所示的RL电路。

（a）若输入电流x
 （t
 ） = e 2t

 u
 (t
 )，求电路的零状态响应y
 zs
 (t
 )；

（b）若y
 （0
 ） = 1，求t
 >0
 时的零输入响应y
 zi
 (t
 )；

（c）若x
 （t
 ） = e 2t

 u
 (t
 )，初始条件y
 (0
 ) = 1，求电路的输出y
 (t
 )。


解
 　（a）分析图7-10，不难得到系统的输入输出方程为



 [image: 3136]




由此可写出系统函数为[image: 3137]
 [image: 3138]



[image: 3139]


图　7-10



对x
 （t
 ）进行拉普拉斯变换，有[image: 3140]
 于是零状态响应的拉普拉斯变换为


[image: 3141]




（b）在（a）中已求出[image: 3142]


由于零输入响应具有与h
 （t
 ）相同的函数形式，于是可令


y
 zi
 （t
 ） = A
 e t

 u
 (t
 )

通常情况下，在输入为0的情况下，y
 zi
 （0+
 ） = y
 zi
 (0
 ) = y
 (0
 ) = 1，从而可由y
 zi
 (0+
 ) = 1 = A
 e-0
 = A
 求出A
 = 1，故零输入响应为y
 zi
 (t
 ) = et
 u
 (t
 )。

（c）对系统微分方程取单边拉普拉斯变换，得


[image: 3143]




求逆变换便可得到系统的全响应为y
 （t
 ） = (2e t

  e 2t

 )u
 (t
 )。

可以得出结论：若将（a）中求得的y
 zs
 (t
 ) = (e t

  e 2t

 )u
 (t
 )与(b)中求得的y
 zi
 (t
 ) = e t

 u
 (t
 )相加，得到的全响应与(c)中利用单边拉普拉斯变换求出的全响应完全相同。


7.3　习题解答



7-1
 　求以下时间函数的拉普拉斯变换，并画出极零图和收敛域。


[image: 3144]





解
 　本题多处利用变换对


[image: 3145]




（a）由所给出的变换对可直接写出


[image: 3146]




极零图和收敛域如图7-11（a）所示。

（b）可将x
 (t
 )表示为


[image: 3147]




于是由所给出的变换对得到


[image: 3148]




极零图和收敛域如图7-11（b）所示。



 [image: 3149]


图　7-11



（c）本题可利用变换对[image: 3150]
 x
 （t
 ）中的两项均为反因果信号，于是求这两项的拉普拉斯变换都可用以上的变换对。直接写出


[image: 3151]




极零图和收敛域如图7-11（c）所示。



 [image: 3152]




再利用拉普拉斯变换的s
 域微分性质，可得


[image: 3153]




极零图和收敛域如图7-11（d）所示。


[image: 3154]




极零图和收敛域如图7-11（e）所示。

（f）实际上　　x
 （t
 ） =  t
 e2t

 u
 ( t
 )

由于（d）中已求出t
 e2t

 u
 ( t
 )的拉普拉斯变换，故直接写


[image: 3155]





 极零图和收敛域如图7-11（f）所示。

（g）x
 （t
 ）可写为x
 （t
 ）= u
 （t
 ） u
 （t
  1）


[image: 321]





X
 （s
 ）的ROC为整个s
 平面（对任意s
 ），而不是Re{s
 }>0，因为x
 （t
 ）是时限信号。从表面上看X
 （s
 ）有一个极点在s
 = 0，实际上X
 （s
 ）在s
 = 0处也有一个零点，零、极点抵消掉了，X
 （s
 ）就没有极点了。不过X
 （s
 ）有无穷多个零点，位于s
 = j2kπ，k = ±1，±2，。

零极图和收敛域如图7-11（g）所示。

（h）x
 （t
 ）可写为x
 （t
 ）= t
 [u
 （t
 ） u
 （t
  1）] +（2  t
 ）[u
 （t
  1） 1） u
 （t
  2）]。又可将x
 （t
 ）的表达式整理为x
 （t
 ）= tu
 （t
 ） 2（t
  1）u
 （t
  1）+（t
  2）u
 （t
  2）。


[image: 322]




此题的零极点情况与（g）相似，只是都是二阶的。

零极图和收敛域如图7-11（h）所示。


[image: 323]




零极图和收敛域如图7-11（i）所示。



 [image: 324]




零极图和收敛域如图7-11（j）所示。


7-2
 　求拉普拉斯逆变换x
 （t
 ）。


[image: 325]





解
 　本题采用部分分式展开法求逆变换，利用拉普拉斯变换的性质及一些常用变换对。


[image: 326]






 [image: 327]




再利用拉普拉斯变换的s
 域平移性质，得


[image: 328]




（d）首先将所给的拉普拉斯变换展开为


[image: 329]




由X
 （s
 ）的ROC知，上式右端第一项对应一个左边信号，而第二项对应一个右边信号。利用变换对


[image: 3210]




（e）首先将所给的拉普拉斯变换展开为


[image: 3211]




由X
 （s
 ）的ROC知，上式右端第一项对应一个左边信号，第二项对应一个右边信号，且可直接写出


x
 （t
 ）= e2t

 u
 （ t
 ）+ 2e3t

 u
 （t
 ）

（f）首先将X
 （s
 ）表示为


[image: 3212]






 [image: 3213]




（g）首先将X
 （s
 ）表示为


[image: 3214]




由X
 （s
 ）的ROC可推知x
 （t
 ）是右边信号。


[image: 3215]




最后再利用时域微分性质，得


[image: 3216]





7-3
 　假设图7-12给出了X
 （s
 ）的四种极零图，那么当x
 （t
 ）分别具有以下性质时，试确定相应的ROC。

（1）x
 （t
 ）e3t

 绝对可积；　（2）x
 （t
 ）* [et

 u
 （t
 ）]绝对可积;

（3）x
 （t
 ）= 0, t
 > 1;　　　（4）x
 （t
 ）= 0, t
 < 1。


[image: 3217]




故x
 （t
 ）e3t

 绝对可积，意味着x
 （t
 ）e3t

 存在傅里叶变换，同时也意味



 [image: 3218]


图　7-12



着X
 （s
 + 3）的ROC包括jω轴。

由于X
 （s
 + 3）的ROC是将X
 （s
 ）的ROC向左平行移动3个单位而得到的，要使X
 （s
 + 3）的ROC包括虚轴，则X
 （s
 ）的ROC:

对于图7-12（a），Re{s
 } >2;对于图7-12（b），Re{s
 } >  2 ;对于图7-12（c），Re{s
 } > 2；对于图7-12（d），整个s
 平面（因为无极点）。


[image: 3219]




由拉氏变换的时域卷积性质，有


[image: 3220]




由条件x
 （t
 ）* et

 u
 （t
 ）绝对可积可知，集合R ∩{Re{s
 } >  1}应该包括jω轴在内，从而可推出X
 （s
 ）的ROC:

对于图7-12（a）， 2 <{Re{s
 } < 2;对于图7-12（b），Re{s
 } >  2 ;对于图7-12（c），Re{s
 } < 2;对于图7-12（d），整个s
 平面。

（3）条件t
 >1时，x
 （t
 ）= 0说明x
 （t
 ）是一左边信号或时限信号，左边信号的ROC必为某左半平面，时限信号的ROC必为整个s
 平面，从而可推出X
 （s
 ）的ROC:

对于图7-12（a），Re{s
 } <  2;对于图7-12（b），Re{s
 } <  2;对于图7-12（c），Re{s
 } < 2;对于图7-12（d），整个s
 平面。

（4）条件t
 < 1时，x
 （t
 ）= 0说明是一右边信号或一时限信号，右边信号的ROC必为某右半平面，时限信号的ROC为整个s
 平面，于是可推出X
 （s
 ）的ROC:

对于图7-12（a），Re{s
 } > 2;对于图7-12（b），Re{s
 } >  2 ;对于
 图7-12（c），Re{s
 } > 2;对于图7-12（d），整个s
 平面。


7-4
 　在本题中，我们所考虑的拉普拉斯变换，其ROC总是包括jω轴。

（a）考虑信号x
 （t
 ），其傅里叶变换为X
 （jω），拉普拉斯变换X
 （s
 ）= s
 +[image: ]
 。画出X
 （s
 ）的极零图，并对某个给定的ω画一矢量，使该矢量的长度代表| X
 （jω）|，该矢量与实轴的夹角代表argX
 （jω）。

（b）利用（a）中的极零图和矢量图，求一不同的拉普拉斯变换X
 1
 （s
 ），使| X
 1
 （jω）| = | X
 （jω）|，但x
 1
 （t） ≠ x
 （t
 ），这里x
 1
 （t
 ）是X
 1
 （s
 ）的原函数。并画出X
 1
 （s
 ）的极零图和代表X
 1
 （jω）的矢量。

（c）对于（b）中的回答，问argX
 （jω）与argX
 1
 （jω）之间有何关系？

（d）求另一拉普拉斯变换X
 2
 （s
 ），使argX
 2
 （jω）= argX
 （jω），但x
 2
 （t
 ）与x
 （t
 ）不成比例，这里x
 2
 （t
 ）是X
 2
 （s
 ）的原函数。并画出X
 2
 （s
 ）的极零图和代表X
 2
 （jω）的矢量。

（e）对于（d）中的回答，问| X
 2
 （jω）|与| X
 （jω）|之间有何关系?

（f）考虑信号x
 （t
 ），其拉普拉斯变换X
 （s
 ）的极零图如图7-13所示。


[image: 3221]


图　7-13



试确定X
 1
 （s
 ），使| X
 1
 （jω）|，且X
 1
 （s
 ）的所有极点和零点都在s
 平面的左半平面（即所有极、零点的实部都小于0）。再确定X
 2
 （s
 ），使argX
 （jω）= argX
 2
 （jω），且X
 2
 （s
 ）的所有极点和零点都在s
 平面的左半平面。


解
 　（a）由于X
 （s
 ）= s
 +[image: ]
 ，所以X
 （s
 ）没有有限极点，只有一个零点s
 = [image: ]
 。X
 （s
 ）的极零图及代表X
 （jω）的矢量如图7-14（a）所示。

（b）因为要使丨X
 1
 （jω）| = | X
 （jω）|，而argX
 1
 （jω） ≠ argX
 （jω）（这样才能保证x
 1
 (t
 ) ≠ x
 (t
 )），所以可考虑将图7-14（a）中的零点对
 称于jω轴翻转到正实轴上来，从而得X
 1
 = s
 [image: ]
 ,X
 1
 （s
 ）的极零图及代表X
 1
 （jω）的矢量如图7-14（b）所示。

（c）对照图7-14（a）、（b）中两个矢量图，不难发现argX
 1
 （jω）= π  argX
 （jω）。

（d）要求x
 2
 （t
 ）与x
 （t
 ）不能成比例，这意味着X
 2
 （s
 ）与X
 （s
 ）不能有相同的零、极点。而且又要求argX
 2
 （jω）= argX
 （jω），受（c）的启发，可构造X
 2
 （s
 ），使argX
 2
 （jω）= π  [π  argX
 （jω）]，其中括号中的部分是某个极点矢量的夹角，这样就可保证argX
 2
 （jω）= argX
 （jω）。于是得


[image: 3222]





X
 2
 （s
 ）的极零图和代表X
 2
 （jω）的矢量如图7-14（c）所示。由图7-14（c）可见


[image: 3223]




注意:此题在构造X
 2
 （s
 ）时，也可以使其分子等于一个负数，例如


[image: 3224]





[image: 3225]


图　7-14




[image: 3226]






 [image: 3227]




（f）要构造X
 1
 （s
 ），使丨X
 1
 （jω）| = 丨X
 （jω）|，只需考虑X
 1
 （s
 ）应有哪些极、零点。

若保持X
 （s
 ）的极点仍为极点，零点仍为零点，但将位于jω轴右侧的所有极、零点镜像对称地翻转到jω轴左侧来，这样就保持了所有零、极点矢量的长度不发生改变，从而使| X
 1
 （jω）| = | X
 （jω）|，同时又保证了X
 1
 （s
 ）所有的零、极点都位于s
 平面的左半平面。根据以上分析以及图7-13的极零图，可写出X
 1
 （s
 ）的表达式为


[image: 3228]




要构造X
 2
 （s
 ），使argX
 2
 （jω）= argX
 （jω），也要考虑X
 2
 （s
 ）的极、零点。

不难得知，若将一个原来位于s
 平面右（左）半平面上的极点或零点镜像对称地移至s
 平面左（右）半平面上，则移之前和移之后相应的两矢量的夹角之和为π。现在X
 （s
 ）在右半平面有一个零点s
 = [image: ]
 和一个极点s
 = 1，假设零点矢量的夹角为θ，极点矢量的夹角为φ，则将这一个零点矢量和一个极点矢量分别对称翻转到jω轴左侧后得到的零点


[image: 3229]




总结以上分析，X
 2
 （s
 ）的零点应为s
 =  1（二阶），两个极点分别
 是s
 = 2和s
 = [image: ]
 。X
 2（s
 ）的表达式为


[image: 3230]





7-5
 　对图7-15中的每个极零图，用几何确定法粗略绘制傅里叶变换的幅度特性| X
 （jω）|。


[image: 3231]


图　7-15




解
 　（a）由图7-15（a）可见，两个共轭零点紧挨着jω轴，一个极点位于负实轴上。当ω = 0时，极、零点矢量均不为零，从而|X
 （j0）丨为某一个不等于零的数值，而且此时极点矢量的长度最小。随着ω的逐渐增大，极点矢量和其中一个零点矢量的长度也随之增大，而另一零点矢量的长度却在减小，使得| X
 （jω）|减小；当ω到达ω0附近时，| X
 （jω）|达到其最小值（低谷）；然后随着ω的继续增大，三个矢量的长度都在增大，| X
 （jω）|也增大；当ω→∞时，丨X
 （jω）| → ∞。丨X
 （jω）|粗略地绘制在图7-16（a）中。

（b）由图7-15（b）可见，X
 （s
 ）只有两个互为共轭的极点紧挨着
 jω轴。当ω由0逐渐增大至ω0附近时，| X
 （jω）|也由某值单调增长至其峰值。当ω继续增大，由于两极点矢量的长度都不断增大，从而| X
 （jω）|逐渐减小。当ω→∞时，|X
 （jω）| → 0。|X
 （jω）|粗略地绘制在图7-16（b）中。

（c）由图7-15（c）可见，X
 （s
 ）有一个实零点和一个实极点，且都在负实轴上，其中零点较极点离原点更近些，这意味着极点矢量始终比零点矢量长些。当ω由0逐渐增大时，极点矢量长度比零点矢量长度增长得更快一些，因此| X
 （jω）|单调增长，当ω → ∞时，两矢量的长度均趋于∞，因此|X
 （jω）|→1。|X
 （jω）|粗略地绘制在图7-16（c）中。

（d）由图7-15（d）可见，X
 （s
 ）有两个实极点和两个实零点，且分别关于jω轴对称。由于不论ω的值为多少，极点矢量的长度始终与相应的零点矢量的长度相同，所以|X
 （jω）|就是一条水平线，这就是所谓的全通。|X
 （jω）|绘制在图7-16（d）中。

（e）由图7-15（e）可见，X
 （s
 ）除了有一对紧挨jω轴的共轭零点外，还有一对对称于jω轴的极、零点，这一对极、零点确定的矢量具有相同的长度，可抵消掉，因此可以不用考虑这一对极、零点，只需考虑那一对共轭零点。当ω由0逐渐增大至ω0附近时，这一对零点矢量的长度的乘积逐渐减小至最小值，从而| X
 （jω）|也是单调减小。当ω再继续增长时，| X
 （jω）|逐渐增大；当ω → ∞时，| X
 （jω）|→∞。
 |X
 （jω）|粗略地绘制在图7-16(e)中。

（f）由图7-15（f）可见，X
 (s
 )的两个实零点对称分布于jω轴两侧，无极点。当ω由0逐渐增大时，两零点矢量的长度不断增长，直至ω→∞时，两零点矢量的长度也趋于∞，从而|X(jω)|一直单调增长直至无穷大。|X(ω)|粗略地绘制在图7-16(f)中。


[image: 3232]


图　7-16




7-6
 　已知y
 （t
 ）=x1
 (t
  2) * x2
 ( t
 +3)，其中x
 1
 （t
 ） = e 2t
 u
 (t
 )，x2
 (t
 ) = e 3t
 u
 (t
 )，试用拉普拉斯变换的性质求y
 (t
 )的拉普拉斯变换Y
 (s
 )。


[image: 331]




再利用时域反褶性质，有


[image: 332]





7-7
 　已知实信号x
 （t
 ）及其拉普拉斯变换X
 (s
 )的以下五条信息：

（1）X
 （s
 ）只有两个极点；

（2）X
 （s
 ）没有有限零点；

（3）X
 （s
 ）有一个极点s
 =  1 + j；

（4）e2t
 x
 （t
 ）不绝对可积；

（5）X
 （0） = 8。

试确定X
 （s
 ）及其ROC。


 解
 　由于x
 （t
 ）是实信号，所以已知X
 (s
 )有一个极点s
 = 1+j，那么s
 =  1j必然也是X
 (s
 )的一个极点。于是根据前三条信息，可将X
 (s
 )表示为


[image: 333]




再利用第5条信息，有X
 （0） = [image: ]
 = 8，即A
 = 16。

对于X
 （s
 ）的ROC，由于X
 (s
 )的两个极点的实部为 1，所以ROC要么是Re{s} > 1，要么是Re{s} < 1。根据信息（4）知，X
 (s
  2)的ROC不包括jω轴，故X
 (s
 )的ROC只可能是Re{s} > 1。

综上所述，


[image: 334]





7-8
 　已知一LTI系统的系统函数H
 （s
 ）具有如图7-17所示的极零图。


[image: 335]


图　7-17



（a）指出所有可能的ROC；

（b）在每一种可能的ROC情况下，说明系统的稳定性和因果性。


解
 　（a）由图7-17可见，H
 （s
 ）有三个极点s
 = 1，s
 =  1和s
 = -2。

根据ROC中不可能包含极点的性质，可以断定可能的ROC有以下四种情况：①Re{s} >1;② 1 < Re{s}< 1;③ 2 < Re{s} <  1; ④ Re{s} < -2。

（b）先分析稳定性。显然，此系统函数H
 （s
 ）是有理函数，从而系统稳定与H
 (s
 )的ROC包含jω轴是等价的。即若要判断系统的稳定性，只需考察H
 (s
 )的ROC是否包含jω轴。

用这条原则判断，由于①、③、④三种ROC均不包含jω轴，所以这三种情况下，系统都不稳定，而只有情况②下的系统才稳定。

再分析因果性。因果信号是一种右边信号，而右边信号的ROC一定是s
 平面上的某个右半平面，即若h
 （t
 ）是因果的，则H
 (s
 )的ROC一定是某个右半平面。用这条原则来判断，情况②、③下的
 ROC是带状区域（有左、右两条边界），情况④下的ROC是个左半平面，所以在这三种情况下，系统都不可能是因果的。至于情况①下的ROC: Re{s} > 1，由于H
 (s
 )是有理的，其ROC又是在最右边极点的右侧，所以可断定这种情况下的系统是因果的。实际用求逆变换的方法也可发现h
 (t
 )是因果的。


7-9
 　已知一LTI系统的冲激响应h
 （t
 ） = e 2t

 u
 (t
 )，输入x
 (t
 )=et
 u
 (t
 )。

（a）求x
 （t
 ）和h
 (t
 )的拉普拉斯变换；

（b）用拉普拉斯变换法求响应y
 （t
 ）；

（c）用卷积的方法求y
 （t
 ），以验证（b）中结果的正确性。


解
 　（a）由于x
 (t
 )和h
 (t
 )都是实指数函数，可直接写出二者的拉普拉斯变换：


[image: 336]




（b）由拉普拉斯变换的时域卷积性质得


[image: 337]




求逆变换便得其响应为


[image: 338]




（c）将x
 （t
 ）与h
 (t
 )直接进行卷积，由卷积定义得


[image: 339]




可见，直接进行时域卷积与用拉普拉斯变换法求出的响应完全一致。


7-10
 　已知一LTI系统的单位阶跃响应s
 （t
 ） = (1e t

  t
 e t

 )u
 (t
 )，且当输入某信号x
 (t
 )时，相应的输出信号y
 （t
 ）= (2 3e t

 +e 3t

 u
 (t
 )，求该输入信号x
 (t
 )。


解
 　由冲激响应与阶跃响应的关系[image: ]
 ，可先求出该系



 [image: 3310]





7-11
 　已知一连续LTI系统的输入输出方程为


[image: 3311]




（a）求系统函数H
 （s
 ）的表达式，并画其极零图；

（b）在以下三种情况下分别求出冲激响应h
 （t
 ）：

（1）系统是稳定的；　　（2）系统是因果的；

（3）系统既非稳定又非因果。


解
 　（a）对微分方程取拉普拉斯变换，有


[image: 3312]




于是得系统函数H
 （s
 ）的表达式为


[image: 3313]




由H
 （s
 ）的另一种表示[image: ]
 可知，它没有有限零点，但有两个实极点s
 = 2和s
 = 1。其极零图如图7-18所示。


[image: 3314]


图　7-18



（b）要求h
 （t
 ），需对H
 (s
 )进行逆变换，因此需要H
 (s
 )的ROC。



 [image: 3315]




（1）若系统是稳定的，则H
 （s
 ）的ROC必然为 1 < Re{s} < 2，这时


[image: 3316]




（2）若系统是因果的，则H
 （s
 ）的ROC必然为Re{s} > 2，这时


[image: 3317]




（3）若系统既非稳定，又非因果，则H
 （s
 ）的ROC必然为Re{s} <  1，这时


[image: 3318]





7-12
 　一因果LTI系统的冲激响应h
 （t
 ）具有以下性质：

（1）若输入为x
 （t
 ）=e2t

 ，则相应输出y
 (t
 )=[image: ]
 e2t

 。

（2）h
 （t
 ）满足微分方程


[image: 3319]




其中b
 为未知常数。

试确定系统函数H
 （s
 ），要求在其表达式中没有未知常数b
 出现。


解
 　首先利用性质（2）。对微分方程取拉普拉斯变换，有


[image: 3320]




因系统是因果的，故可断定H
 （s
 ）的ROC为Re{s} > 0。

再利用性质（2）。注意此时的x
 （t
 ）和y
 (t
 )都是无始无终的具有无限宽度的信号，因此应考虑用LTI系统的特征函数性质，由该性质可知



 [image: 3321]





注
 　特征函数性质为[image: ]


令式①中s
 =2，应有2+6b
 /2×6×4 = [image: ]
 ，由此求出b
 的值为b
 = 1。

综上所述，系统函数为


[image: 3323]





7-13
 　已知一因果LTI系统的系统函数为H
 （s
 ）=s
 +[image: ]
 2
 +2s
 +2，若输入信号为[image: ]
 ，求响应y
 (t
 )，并粗略地画出y
 (t
 )的波形。


解
 　输入信号可以表示为x
 （t
 ）=e t

 u
 (t
 )+e
t

 u
 ( t
 )。利用常用变换对可直接写出其拉普拉斯变换为


[image: 3325]




由于系统是因果的，且H
 （s
 ）的两个复极点的实部都为 1，故可断定H
 (s
 )的ROC为Re{s} >  1。

由LTI系统的性质知，响应的拉普拉斯变换为


[image: 3326]






 [image: 3327]




直接利用常用变换对及拉普拉斯变换的s
 域平移性质，得到其响应为


[image: 3328]




[image: ]
 y（t）的波形如图7-19所示。


[image: 3330]


图　7-19




7-14
 　一因果稳定的LTI系统S
 ，其冲激响应为h
 （t
 ），系统函数H
 (s
 )是有理函数。现在已知S
 的如下信息：

（1） H
 (1) = 0.2；

（2）如果输入信号为u
 （t
 ），则输出信号是绝对可积的；

（3）如果输入信号为tu
 （t
 ），则输出信号不绝对可积；

（4）信号[image: ]
 是有限宽度的；

（5）H
 （s
 ）在无穷大处仅有一个零点。

试确定H
 （s
 ）及其ROC。


解
 　由信息（2）知，当输入u
 （t
 ）时，输出信号的拉普拉斯变换为[image: ]
 H
 (s
 )，此输出绝对可积，说明[image: ]
 H
 (s
 )的ROC包含jω轴。换言之，H
 (s
 )有一个零点在s
 = 0处。


 由信息（3）知，当输入为tu
 （t
 ）时，输出不绝对可积，说明[image: ]
 2
 H
 (s
 )的ROC不包含jω轴，于是可断定s
 = 0只是H
 (s
 )的一阶零点。

由信息（4）知，有限宽度信号的拉普拉斯变换具有全s
 平面的ROC，因信号[image: ]
 的拉普拉斯变换为（s
 2
 + 2s
 + 2）H
 (s
 )，从而可推知(s
 2
 + 2s
 + 2)H
 (s
 )没有有限极点。换言之，H
 (s
 )的分母就是s
 2
 + 2s
 + 2。

由信息（5）知，H
 (s
 )在s
 = ∞仅有一个零点，这意味着H
 (s
 )的分母多项式仅比分子多项式高一阶。前面已分析得知H
 (s
 )的分子包含s
 这一因式，于是可基本上写出H
 (s
 )的表示式为


[image: 3332]




最后由信息（1）知，当s
 = 1时，H
 （s
 ） = 0.2，可求得A
 = 1。

因为H
 （s
 ）的两个互为共轭的复极点都是实部为 1，而系统又是因果的，故可推断H
 (s
 )的ROC为Re{s} >  1。

综上所述，[image: ]



7-15
 　一因果LTI系统的输入x
 （t
 ）和输出y
 (t
 )之间的关系由图7-20所示的方框图给出。

（a）写出x
 （t
 ）和y
 (t
 )满足的微分方程；

（b）该系统是稳定的吗？


解
 　（a）如图7-20所示，设输入端加法器的输出为p
 （t
 ）。分析此框图，可列出如下s
 域代数方程组：


[image: 3334]






 [image: 3335]


图　7-20




[image: 3336]




对上式取拉普拉斯逆变换，就得到描述x
 （t
 ）和y
 (t
 )之间关系的微分方程：


[image: 3337]




（b）由（a）中结论不难得知系统函数为[image: ]


可见H
 （s
 ）的极点为s
 =  1，是二阶的。

因为系统是因果的，所以H
 （s
 ）的ROC必定是Re{s} >  1，此ROC包含jω轴，从而可断定系统是稳定的。


7-16
 　根据所给的因果LTI系统的系统函数，画出直接形式的方框图。


[image: 3339]





解
 　（a）首先将H
 1
 (s
 )看做是H
 
a

 (s
 )与H
 
b

 (s
 )的乘积，即


[image: 3340]




设系统a
 的输入为x
 （t
 ），输出为z
 (t
 )，则系统a
 的输入输出方程为


[image: 3341]




不难根据此方程画出系统a的方框图，如图7-21（a）所示。对于系统b来说，因其与系统a串联，故其输入就是z
 (t
 )，输出是y
 (t
 )。由于H
 
b

 (s
 ) = s
 + 1，从而可写出其输入输出方程为


[image: 3342]




观察图7-21（a），不难找到z
 (t
 )及[image: ]
 ，将二者合成就构成系统H
 1
 (s
 )的输出y
 (t
 )。这样就得到了系统H
 1
 (s
 )的直接形式的方框图，如图7-21(b)所示。

（b）用与（a）中相同的方法可画出系统H
 2
 （s
 ）的直接形式框图，如图7-21(c)所示。

（c）用与（a）中相同的方法可画出系统H
 3
 （s
 ）的直接形式框图，如图7-21(d)所示。


[image: 3343]


图　7-21





 [image: 341]


续图7-21




7-17
 　考虑一个四阶的因果LTI系统S
 ，其系统函数为


[image: 342]




（a）用四个一阶子系统串联的方式画出S
 的方框图；

（b）用两个二阶子系统串联的方式画出S
 的方框图；

（c）用两个二阶子系统并联的方式画出S
 的方框图，其中每个二阶子系统都要用直接型。


[image: 343]




[image: 344]
 ，故将这四个一阶子系统串联而成的S
 的方框图，如图7-22（a）所示。



 [image: 345]


图　7-22



（b）因H
 （s
 ）[image: 346]
 故将两个二阶子系统串联而成的S
 的方框图，如图7-22(b)所示。

（c）因H
 （s
 ）[image: 347]
 ，故将两个二阶子系统并联而成的S
 的方框图，如图7-22(c)所示。


 7-18
 　已知x
 1
 （t
 ） = e 2t
 u
 (t
 ), x
 2
 (t
 ) = e 3(t
 +1)
 u
 (t
 +l)。

（a）求x
 1
 （t
 ）的单边拉普拉斯变换X
 1
 (s
 )和双边拉普拉斯变换X
 1
 (s
 )；

（b）求x
 2
 （t
 ）的单边拉普拉斯变换X
 2
 (s
 )和双边拉普拉斯变换X
 2
 (s
 )；

（c）对乘积X
 1
 （s
 ）X
 2
 (s
 )进行双边拉普拉斯逆变换，从而确定g
 (t
 ) = x
 1
 (t
 ) * x
 2
 (t
 )；

（d）对乘积X
 1
 （s
 ）X
 2
 (s
 )进行单边拉普拉斯逆变换，说明其结果与g
 (t
 )相比，为何当t
 >0
 时，二者不同？


解
 　（a）因为x
 1
 (t
 )是因果信号，其单、双边拉普拉斯变换相同，从而有


[image: 348]




（b）求X
 2
 （s
 ）可以利用拉普拉斯变换的时移性质，从而有


[image: 349]




求Χ
 2
 （s
 ）可以先将x
 2
 (t
 )与u
 (t
 )相乘，再求x
 2
 (t
 )u
 (t
 )的双边拉普拉斯变换。

因x
 2
 （t
 ）u
 (t
 ) = e 3(t
 +1)
 u
 (t
 ) = e 3
  e 3t

 u
 (t
 )，故


[image: 3410]




可见，g
 （t
 ）是个右边信号，但不是因果信号。

（d）设Q
 （s
 ） = X
 1
 (s
 )X
 2
 (s
 )，于是


[image: 3411]





 可见，q
 （t
 ）是一个因果信号。

对比g
 （t
 ）与q
 (t
 )可见，当t
 >0
 时，二者不同，其原因在于x
 2
 (t
 )不是一个因果信号。当x
 1
 (t
 )与x
 2
 (t
 )进行卷积时，x
 2
 (t
 )的t<0部分的非零值将会对x
 1
 (t
 ) * x
 2
 (t
 )(即g
 (t
 ))在t
 >0
 时的值产生影响。

也可以从另一个角度说明这个问题。g
 （t
 ） = x
 1
 (t
 ) * x
 2
 (t
 )，而q
 (t
 ) = x
 1
 (t
 )u
 (t
 ) * x
 2
 (t
 )u
 (t
 )。要得到g
 (t
 )，需利用x
 2
 (t
 )的所有值，而获得g
 (t
 )只利用了x
 2
 (t
 )当t>0
 时的值。根据卷积的定义，卷积的过程分翻转、平移、相乘、积分四个步骤，x
 2
 (t
 )与x
 2
 (t
 )u
 (t
 )翻转后与x
 1
 (t
 )重叠的部分都不相同，必然导致当t
 >0
 时，g
 (t
 )和q
 (t
 )也不相同。


7-19
 　已知描述某因果系统S
 的微分方程为


[image: 3412]




（a）当输入x
 （t
 ） = e 4t

 u
 (t
 )时，求零状态响应y
 zs
 (t
 )；

（b）若初始条件y
 （0
 ） = 1，[image: 3413]
 求当t
 >0
 时，系统的零输入响应y
 zi
 (t
 )；

（c）若输入x
 （t
 ） = e 4t

 u
 (t
 )，初始条件与(b)中相同，求系统S
 的全响应y
 (t
 )。


解
 　对微分方程取单边拉普拉斯变换，得


[image: 3414]




整理得


[image: 3415]





 上式右端的第二项是零状态响应的拉普拉斯变换Y
 ZS
 （s
 ），第一项是零输入响应的拉普拉斯变换Y
 Zi
 (s
 )。


[image: 3416]




从而得到零状态响应为


[image: 3417]




（b）若初始条件分别为y
 （0
 ） = 1，y
 (0
 ) =  1，y
 (0
 ) = 1，则有


[image: 3418]




从而得到零输入响应为y
 zi
 （t
 ） = e t

 u
 (t
 )。

（c）由（a）、(b)的结果可知，当输入x
 (t
 ) = e 4t

 u
 (t
 )，初始条件与(b)中相同时，系统的全响应为


[image: 3419]









 第八章　z变换



8.1　学习要点



8.1.1　z
 变换及其与DTFT的关系


对于序列x
 [n
 ]，其（双边）z
 变换定义为


[image: 3420]




若将复变量z
 表示为z
 = r
 ejω
 ，其中r
 为z
 的模，ω为z
 的辐角，则有


[image: 3421]




即x
 [n
 ]的z
 变换就是x
 [n
 ]r
  n
 的傅里叶变换。

若r
 = 1，则有


[image: 3422]




即在复平面的单位圆上进行的z
 变换就是离散时间傅里叶变换（DTFT）。


8.1.2　z
 变换的收敛域（ROC）


并非所有z
 值都一定能使洛朗级数[image: 3423]
 收敛，能使该级数收敛的z
 值的集合，称为z
 变换的收敛域。

不同类型的序列，它们的z
 变换有着不同的收敛域，详述如下。

①有限长序列的z
 变换的收敛域为整个z
 平面。注意：这里“整
 个z
 平面”可能不包括z
 = 0和（或）z
 = 。

②右边序列的z
 变换的收敛域是某个圆的外部区域。注意：该区域可能不包括z
 = 。

③左边序列的z
 变换的收敛域是某个圆的内部区域。注意：该区域可能不包括z
 = 0。

④双边序列的z
 变换的收敛域是夹在两半径有限的圆之间的环形区域。

另外，z
 变换的收敛域还有以下性质。

①收敛域不包含极点。

②若z
 变换X
 （z
 ）是有理函数，则其收敛域的边界由其极点确定。具体地说，对于右边序列x
 [n
 ]，其z
 变换X
 (z
 )的收敛域是某圆的外部区域，而该圆是由X
 (z
 )的所有极点中，模最大的极点确定的，实际上，该圆的半径就等于模最大的极点的模值。对于左边序列x
 [n
 ]，其z
 变换X
 (z
 )的收敛域是某圆的内部区域，而该圆是由X
 (z
 )的所有极点中，模最小的极点确定的，实际上，该圆的半径就等于模最小的极点的模值。

③若x
 [n
 ]为因果序列（即当n
 < 0时，x
 [n
 ] = 0），由于其z
 变换[image: 3424]
 ，故X
 （z
 ）的收敛域包括z
 = 。

④若x
 [n
 ]为反（逆）因果序列（即当n
 > 0时，x
 [n
 ] = 0），由于其z
 变换[image: 3425]
 ，故X
 （z
 ）的收敛域包括z
 = 0。


8.1.3　逆z
 变换


在进行逆z
 变换时，应首先根据X
 （z
 ）的ROC判断出x
 [n
 ]的类型，然后再考虑选用以下方法求x
 [n
 ]。

1．幂级数展开法

由于x
 [n
 ]的z变换[image: 3426]
 是一个既包含z
 的正幂
 项、又包含z
 的负幂项的幂级数，且该级数的系数就是序列x
 [n
 ]的值，所以若能将X
 （z
 ）表示成幂级数，取各项的系数就可以得到x
 [n
 ]。

若X
 （z
 ）是有理函数，往往采用长除法将其展开为幂级数。

2．部分分式展开法

若X
 （z
 ）是有理函数，通常采用这种方法求逆z
 变换。具体地说，先将有理的X
 (z
 )展开为


[image: 3427]




然后利用变换对


[image: 3428]




对以上和式中的每一项分别求逆变换，就可求得x
 [n
 ]。

3．围线积分法

因[image: 3429]
 ，其中，C
 为X
 （z
 ）收敛域中的一条简单正向封闭曲线。

可利用留数定理计算以上的复积分，于是有


[image: 3430]




其中，pi

 代表被围线C
 所包围的诸极点。

若利用上式求x
 [n
 ]，需注意z
 = 0这个点，因为z
 = 0是否是X
 （z
 ）z
 n 1
 的极点，以及是几阶极点，情况都会随n
 的取值的不同而变化。一般需要分析讨论。


8.1.4　z
 变换的性质



[image: 3431]




（1）线性性


[image: 3432]





 （2）时移性


[image: 3433]




可能加入到R
 中，或从R
 中除去。

（3） z
 域尺度变换


[image: 3434]




（4）时域反褶


[image: 3435]




（5）时域扩展


[image: 3436]




（6）共轭性质


[image: 3437]




（7）时域卷积性质


[image: 3438]




（8） z
 域微分


[image: 3439]




（9）初值定理

设x
 [n
 ]是因果序列，即当n
 <0时，x
 [n
 ] = 0，则


[image: 3440]




（10）终值定理

若x
 [n
 ]是因果序列，则有


[image: 3441]





 8.1.5　用几何作图法由极零点分布图求傅里叶变换


设x
 [n
 ]的z变换为[image: 3442]
 且x
 [n
 ]的傅里叶变换[image: 3443]
 绝对收敛，则


[image: 3444]




复数ejω
 是单位圆上的一点。

分别由所有的零点zi

 和极点pj

 向单位圆上的某点ejω1

 作矢量，若令零点矢量为
A
 i

 ，极点矢量为
B
 j

 ，于是有


[image: 3445]




这里Ai

 代表零点矢量
A
 i

 的长度，Bj

 代表极点矢量
B
 j

 的长度，i

 为
A
 i

 的辐角，
j

 为
B
 j

 的辐角。

当ω从0逐渐增大至2π时，点ejω
 沿单位圆运动一周，从z
 = 1出发绕一圈，又回到z
 = 1处，同时各零点矢量
A
 i

 和极点矢量
B
 j

 也都在不断发生变化。根据矢量
A
 i

 ，
B
 j

 各自长度及辐角随ω变化的情形，可粗略地绘制出信号x
 [n
 ]的幅度频谱| X
 （ejω
 ） |图和相位频谱argX
 (ejω
 )图。


8.1.6　用z
 变换来表征和分析LTI系统


1．系统函数

设系统激励信号的z
 变换为X
 （z
 ），响应信号（零状态响应）的z
 变换为Y
 (z
 )，则系统函数（也称传输函数）为



 [image: 351]




系统函数H
 （z
 ）是单位样值响应h
 [n
 ]的z
 变换，即


[image: 352]




用线性常系数差分方程描述的离散LTI系统，其系统函数是有理函数。

2．系统函数与系统的因果性

若某离散LTI系统的系统函数H
 （z
 ）的收敛域(ROC)是某个圆的外部区域，并且包含z = ∞，则系统是因果的；反之亦然。

或者说，对于一个具有有理系统函数H
 （z
 ）的离散LTI系统而言，当且仅当以下两个条件同时满足时，系统具有因果性：(a)H
 (z
 )的ROC为由H
 (z
 )的模为最大的极点所确定的圆的外部；(b)当H
 (z
 )表示为两个关于z
 的多项式的比时，分子多项式的阶数不能高于分母多项式的阶数。

3．系统函数与系统的稳定性

一个离散LTI系统是稳定的，当且仅当其系统函数H
 （z
 ）的ROC包含单位圆|z
 |=1。

对于一个因果稳定的离散LTI系统来说，若其系统函数H
 （z
 ）是有理的，则H
 (z
 )的所有极点必分布于单位圆|z
 | = 1的内部。换言之，H
 (z
 )所有极点的模都小于1。

反过来，对于一个反因果的稳定的离散LTI系统来说，若其系统函数H
 （z
 ）是有理的，则H
 (z
 )的所有极点都分布于单位圆|z
 |=1的外部。换言之，H
 (z
 )所有极点的模都大于1。

4．系统函数H
 （z
 ）与频率响应H
 (ejw
 )

对于稳定的离散LTI系统，其频率响应为


[image: 353]




其中，|H
 （ejw
 ）|为系统的幅频特性，argH
 (ejw
 )为系统的相频特性，它们都是以2π为周期的周期函数。在h
 [n
 ]为实函数的情况下，
 |H
 (ejw
 )|为ω的偶函数，argH
 (ejw
 )为ω的奇函数。


8.1.7　离散时间系统的方框图表示


1．三种基本元件

对于一个由常系数差分方程所描述的离散LTI系统来说，其方框图中包括三种基本元件：加法器、数乘器、单位延时器。它们各自的方框图表示及其功能分别如图8-l（a）、(b)、(c)所示。


[image: 354]


图　8-1



2．画因果LTI系统的模拟框图

系统方框图可分为直接型、级联（串联）型和并联型等三种形式。对于级联和并联两种模拟方式，每一个子系统都采用直接形式模拟。

在画直接型模拟框图时，先将系统函数H
 （z
 ）表示成为其分母多项式的倒数与其分子多项式相乘的形式，然后分别用三种基本元件实现两个子系统，且先实现分母多项式的倒数这一项，再在前者的基础上，实现分子多项式这一项。


8.1.8　单边z
 变换


对于序列x
 [n
 ]，其单边z
 变换定义为[image: 355]
 。

一个因果序列的单边z
 变换与双边z
 变换相同。


 序列x
 [n
 ]的单边z
 变换等于序列x
 [n
 ]u
 [n
 ]的双边z
 变换。

由于单边z
 变换往往用于因果的离散LTI系统的分析，且系统的单位样值响应h
 [n
 ]往往是无限长的因果序列，我们知道这种h
 [n
 ]的单边z
 变换的收敛域一定是某个圆的外部区域，所以一般说“单边z
 变换的收敛域总是某个圆的外部区域”。在求单边逆z
 变换时，有时不给出X
 （z
 ）的ROC，读者应该能根据X
 (z
 )的极点情况判断出其ROC。

1．单边z
 变换的性质（这里仅列出与双边z
 变换不同的性质）

[image: 356]
 则有以下性质。

（1）时域卷积性质


[image: 357]




注意：x
 1
 [n
 ]和x
 2
 [n
 ]必须均为因果序列。

（2）累加和性质


[image: 358]




此处x
 [n
 ]需为因果序列。

（3）时域延时


[image: 359]




（4）时域超前


[image: 3510]




2．用z
 变换求离散时间系统的响应

由于系统的响应分为零输入响应y
 zi
 [n
 ]和零状态响应y
 zs
 [n
 ]两部分，即


[image: 3511]




所以用z
 变换求系统的响应有以下两种方法。


 （1）分别求y
 zi
 [n
 ]和y
 zs
 [n
 ]

求y
 zi
 [n
 ]可先令输入序列x
 [n
 ]为零，然后对得到的齐次差分方程取单边z
 变换，求出零输入响应的z
 变换y
 zi
 （z
 ），再进行逆变换即可求出y
 zi
 [n
 ]。

求y
 zs
 [n
 ]可直接对描述系统的差分方程取双边z
 变换，同时代入输入序列的变换X
 （z
 ），便可求出零状态响应的z
 变换y
 zs
 (z
 )，再进行逆变换即可求出y
 zs
 [n
 ]。若已知的是系统函数H
 (z
 )或单位样值响应h
 [n
 ]，便可先求出H
 (z
 )，再与输入序列的z
 变换X
 (z
 )相乘，便得到y
 zs
 (z
 )，即y
 zs
 (z
 ) = H
 (z
 )X
 (z
 )，再求逆变换就是y
 zs
 [n
 ]。

（2）直接利用单边z
 变换解差分方程求出全响应

利用单边z
 变换的时移特性，对差分方程两边进行单边z
 变换，这样在考虑激励的同时，也将系统的初始状态值代入方程中，故可一次性地将全响应y
 [n
 ]求出。


8.2　典型例题



例8-1
 试确定变量z
 的模r
 = |z
 |的取值范围，以保证下面和式收敛。


[image: 3512]





 又因在和式[image: 3513]
 中含有一个正幂项z
 ，故[image: 3514]


综上所述，使和式[image: 3515]
 收敛的z
 的模需满足[image: 3516]



[image: 3517]





[image: 3518]





 对于上式右端第二项，要保证其收敛，需[image: 3519]


对于上式右端第三项，要保证其收敛，需[image: 3520]


对于上式右端第四项，要保证其收敛，需


[image: 3521]




对于上式右端第五项，要保证其收敛，需


[image: 3522]




综上所述，要使和式[image: 3523]
 收敛，z的模需满足[image: ]
 < |z| < 2。


例8-2
 　用z
 变换的定义求序列x
 [n
 ]=（[image: ]
 ）n
 u[n 3]的z
 变换，并指出其收敛域。


[image: 3524]




为使该级数收敛，需|[image: ]
 z
 |<1，即|z
 |> [image: ]
 ，于是可得


[image: 3525]





例8-3
 　设序列[image: 3526]
 若已知其z
 变换X
 （z
 ）的收敛域为1 < |z
 | < 2，试给出复数α和整数n
 0
 需满足的条件。


[image: 3527]




于是有



 [image: 3528]




由于已知X
 （z
 ）的收敛域为1 < |z
 | < 2，所以a应满足|α|=2，而n
 0
 可为任意整数。


例8-4
 　已知序列[image: 3529]
 求其z
 变换X
 （z
 ）的ROC，并确定X
 (z
 )的极点。


解
 　因为


[image: 3530]




要使X
 （z
 ）收敛，显然应有[image: 3531]
 即X
 (z
 )的ROC为| z
 |<[image: ]
 。


[image: 3532]




故X
 （z
 ）的两个极点分别为[image: 3533]
 它们是互为共轭的两个复数极点。


例8-5
 　试根据所给的z
 变换X
 （z
 ）的表达式，确定以下各
 X
 (z
 )在有限z
 平面上零点的个数及其在无穷远处的零点个数。


[image: 3534]




由于X
 （z
 ）的分母多项式的阶数比分子多项式的阶数高1阶，所以X
 (z
 )在有限z
 平面上零点的个数为1(即X
 (z
 )的有限零点个数为1)，同样在无穷远处的零点个数也为1。


[image: 3535]




由于X
 （z
 ）的分母多项式与分子多项式有相同的阶数，所以X
 (z
 )仅有2个有限零点，而在无穷远处无零点。


[image: 3536]




由于X
 （z
 ）的分母多项式的阶数比分子多项式的阶数高2阶，所以X
 (z
 )有1个有限零点，而在无穷远处有2个零点。


例8-6
 　设x
 [n
 ]是一个绝对可和的信号，且其z
 变换X
 （z
 ）是个有理函数。如果已知X
 (z
 )在z
 = [image: ]
 有一个极点，那么x
 [n
 ]可能是：

（a）一个有限长序列吗？　 （b）一个左边序列吗？

（c）一个右边序列吗？　　（d）一个双边序列吗？


解
 　（a）一个有限长序列的z
 变换的ROC一定是全z
 平面，可
 能不包括[image: 3537]
 也就是说，若x
 [n
 ]是有限长的，则X
 (z
 )要么无任何极点，若有极点，也只能是在z
 = 0或（和）z
 = ∞，X
 (z
 )不可能有其他有限极点。而现在已知X
 (z
 )有一个极点z
 = [image: ]
 ，所以x
 [n
 ]不可能是有限长序列。

（b）一个左边序列的z
 变换的ROC一定是某个圆的内部区域，而该圆的半径等于模为最小的那个极点的模值。现在已知X
 （z
 ）有一个极点z
 = [image: ]
 ，不管X
 (z
 )是否还有其他极点，都可以推断出其ROC的边界，也就是那个圆周的半径一定小于等于[image: ]
 ，也就是说，单位圆不可能被包含在该ROC中，从而知x
 [n
 ]不可能绝对可和，否则其傅里叶变换就收敛，X
 (z
 )的ROC就包含单位圆。由于与题设相矛盾，所以x
 [n
 ]不可能是一个左边序列。

（c）一个右边序列的z
 变换的ROC一定是某个圆的外部区域，而该圆的半径等于模为最大的那个极点的模值。由已知条件可推断出X
 （z
 ）的ROC的边界是一个半径大于等于[image: ]
 的圆周，也就是说，当x
 [n
 ]是右边序列时，X
 (z
 )的ROC可能包括单位圆，从而可保证x
 [n
 ]绝对可和，所以x
 [n
 ]可能是一个右边序列。

（d）一个双边序列的z
 变换的ROC是一个圆环形区域，且X
 （z
 ）的所有极点分布在圆环形区域的两侧，也就是说，极点要么分布在圆环的外圆的外部，要么分布在圆环的内圆的内部。现在仅知X
 (z
 )的一个极点z
 = [image: ]
 ，若x
 [n
 ]是双边序列，则X
 (z
 )一定还有其他的一些未知极点，那么X
 (z
 )的ROC就可能是这样的：内圆的半径大于等于[image: ]
 ，外圆的半径大于1，这样就保证了x
 [n
 ]的绝对可和性。所以x
 [n
 ]可能是一个双边序列。


例8-7
 　假设x
 [n
 ]的z
 变换的代数表达式为



 [image: 3538]




问X
 （z
 ）可能有几种不同的收敛域？


解
 　由于


[image: 3539]




显然X
 （z
 ）有两个互为共轭的极点z
 1
 = [image: ]
 j,z
 2
 =  [image: ]
 j和两个实极点z
 3
 =  [image: ]
 ，z
 4
 =  [image: ]
 。因为X
 (z
 )是有理函数，所以它的ROC要么以其极点所确定的圆周为边界，要么延伸至无穷，且ROC内无极点。又由于|z
 3
 | = |z
 1
 |=|z
 2
 |=[image: ]
 ，据此可推知X
 (z
 )共有三种可能的ROC，它们分别为


[image: 3540]





例8-8
 　设x
 [n
 ]的z
 变换X
 （z
 ）是有理函数，且X
 (z
 )有一个极点在z
 = [image: ]
 。若x
 1
 [n
 ] = ([image: ]
 )n
 x
 [n
 ]是绝对可和的，而x
 2
 [n
 ]=([image: ]
 )n
 x
 [n
 ]不是绝对可和的，试判断x
 [n
 ]是左边序列、右边序列，还
 是双边序列？


解
 　由题意知，x
 1
 [n
 ]绝对可和，则它的傅里变换存在，即级数


[image: 361]




收敛。换言之，半径r
 = 4的圆在X（z
 ）的ROC内。

另一方面，由于x
 2
 [n
 ]不绝对可和，即级数


[image: 362]




发散。换言之，半径r
 = 8的圆不在X
 （z
 ）的ROC内。

又因X
 （z
 ）有一个极点在z
 = [image: ]
 ，故ROC必是在一个半径大于或等于[image: ]
 的圆的外部（因为半径为4的圆在ROC内），但又因半径为8的圆不在ROC内，从而可推断ROC必是一个圆环形区域，于是可知x
 [n
 ]一定是双边序列，不可能是左边序列，也不可能是右边序列。


例8-9
 　用部分分式展开法求逆z
 变换：


[image: 363]





解
 　由于X
 （z
 ）的ROC为|z
 |> 2，故所求x
 [n
 ]为一右边序列。

对X
 （z
 ）进行部分分式展开有


[image: 364]




因x
 [n
 ]是右边序列，故对X
 （z
 ）包含的这两项分别求逆z
 变换，
 得到的均应是右边序列。


[image: 365]




（a）若X
 （z
 ）的ROC为|z
 | > [image: ]
 ，用长除法求x
 [0]，x
 [1]和x
 [2]的值；

（b）若X
 （z
 ）的ROC为|z
 | < [image: ]
 ，用长除法求x
 [0]，x
 [ 1]和x
 [ 2]的值。


解
 　（a）若X
 (z
 )的ROC为|z
 | > [image: ]
 ，则x
 [n
 ]就是一右边序列，进行长除如下：


[image: 366]





 （b）若X
 (z
 )的ROC为|z
 | < [image: ]
 ，则x
 [n
 ]就是一左边序列，进行长除如下：


[image: 367]




即X
 （z
 ） = 3  6z
 + 18z
 2
 +，从而得x
 [0] = 3，x
 [ 1] = -6，x
 [ 2] = 18


[image: 368]





解
 　由X
 （z
 ）的表达式可知它有z
 = [image: ]
 ;这个极点，但X
 (z
 )的ROC为|z
 | > 0，可见这个极点被某个零点抵消了，所以所求的x
 [n
 ]一定是一个有限长序列。

将X
 （z
 ）表示为


[image: 369]




对X
 （z
 ）中的两项都按右边序列的z
 变换求逆，其中对第二项求逆利用了z
 变换的时移性，可得


[image: 3610]








[image: 3611]




可见x
 [n
 ]确实是个有限长序列。


例8-12
 　对于以下z
 变换，试用几何法由其极零图粗略地画出信号的幅度频谱，并以此判断信号是具有低通特性、带通特性，还是高通特性？


[image: 3612]




极零图及极点矢量如图8-2（a）所示。由此图可看出，当ω = 0时，极点矢量V1
 的长度最长且为[image: ]
 ;当ω逐渐增大，V1
 的长度则逐渐减小，当ω = π时，V1
 的长度达到最小且为[image: ]
 ;而当ω由π继续逐渐增大至2π时，V1
 的长度则由[image: ]
 单调增大至[image: ]
 。于是可得到信号的幅度频谱|X
 (e
 jω
 )|，如图8-3(a)所示。由此可知该信号具有高通特性。





[image: 3613]





X
 （z
 ）有两个一阶零点z
 1
 = 0，z
 2
 =  8/9一个二阶极点z
 3
 = z
 4
 = 8/9。

极零图、极点矢量及零点矢量如图8-2（b）所示。由于一个零点在原点处，该零点矢量V2
 的长度不会随ω的变化而变化，所以不用考虑它。当ω = 0时，零点矢量V1
 的长度达到最大且为[image: ]
 ，两个极点矢量V3
 和V4
 的长度都为最小值[image: ]
 ，从而|X
 (ej0
 )| = [image: ]
 ；随着ω逐渐增大，V1
 的长度单调减小，而V3
 ，V4
 的长度都单调增大，从而|X
 (ejω
 )|单调减小；当ω = π时，V1
 的长度达到最小值[image: ]
 ，而V3
 , V4
 的长度达到它们的最大值[image: ]
 ，从而|X
 (ejπ
 )|) = [image: ]
 ;当ω由π逐渐增大至2π，|X
 (ejω
 )|的变化与前述过程正好相反。于是可得到信号的幅度频谱如图8-3(b)所示。由此可知该信号具有低通特性。


[image: 3614]


图8-2







[image: 3615]


图8-3




[image: 3616]





X
 （z
 ）有两个互为共轭的一阶极点z
 1
 = [image: ]
 j, z
 2
 =  [image: ]
 j,一个二阶零点z
 1
 = z
 2
 = 0。极零图及极点矢量和零点矢量如图8-2(c)所示。由于零点在原点处，所以零点矢量V1
 和V2
 的长度不随ω而变化，因而不用考虑它们。当ω = 0时，矢量V3
 和V4
 的长度均为[image: ]
 [image: ]
 ，于是|X
 (ej0
 | ≈ [image: ]
 = [image: ]
 随着ω逐渐增大，V3
 的长度逐渐增大，而V4
 的长度则逐渐减小，二者的乘积也在逐渐减小；当ω约为[image: ]
 ;时，V3
 ，V4
 长度的乘积达到最小值，从而|X(ejω
 ) |达到其峰值，约为[image: ]
 当ω再继续增大，V4
 的长度又开始逐渐增大，而V3
 的长度则开始逐渐减小，二者的乘积开始逐渐增大，从而|X
 (ejω
 ) |逐渐减小；当ω = π时，V3
 ，V4
 的长度又都变为约[image: ]
 ，也就是说|X
 (ejπ
 ) | ≈ [image: ]
 。当ω由π逐渐增大至2π时，|X
 (ejω
 ) |的变化正好与前述过程相反。于是可得到信号的幅度频谱如图8-3(c)所示。由此可知该信号具有带通特性。


例8-13
 　已知矩形序列[image: 3617]
 且g
 [n
 ] = x
 [n
 ]  x
 [n
  1]。


 （a）求信号g
 [n
 ]并直接计算其z
 变换；

（b）由于[image: 3618]
 试用z
 变换的适当性质计算x
 [n
 ]的z
 变换X
 [z
 ]。


解
 　（a）若将x
 [n
 ]表示为x
 [n
 ] = [n
 ] + [n
  1] + [n
  2] + [n
  3] + [n
  4] + [n
  5]

则不难求得g
 [n
 ] = [n
 ]  [n
  6]。于是可得其z
 变换为


[image: 3619]




（a）若g
 [n
 ] = x
 [n
 ] * x
 [n
  n
 0
 ]，其中x
 [n
 ]为例8-13中的矩形序列，试确定n
 0
 的值；

（b）利用z
 变换的卷积和时移性质求g
 [n
 ]的z
 变换G
 （z
 ），并用结果验证初值定理。


解
 　（a） g
 [n
 ]可以用闭合形式表示为


[image: 3620]








[image: 3621]




由题意知，


g
 [n
 ] = x
 [n
 ] * x
 [n
  n
 0
 ] = x
 [n
 ] * x
 [n
 ] * [n
  n
 0
 ]

对比式①和式②不难发现，将x
 [n
 ] * x
 [n
 ]的表达式中的n
 都换成n
  2，就是g
 [n
 ]，即n
 0
 的值为2，x
 [n
 ] * x
 [n
 ]与[n
  2]卷积相当于将x
 [n
 ] * x
 [n
 ]右移两位，正好可以得到g
 [n
 ]。


[image: 3622]





例8-15
 　设y
 [n
 ] = （[image: ]
 ）n
 u
 [n
 ]，试确定两个不同的序列，使得它们的z
 变换X
 (z
 )满足以下两个条件：

（1） [X
 (z
 ) + X
 ( z
 )]/2 = Y
 (z
 2
 )；


 （2） X
 (z
 )在z
 平面上只有一个极点和一个零点。


[image: 3623]




比等式两端，显然有[image: 3624]


这两个X
 （z
 ）均满足“在z
 平面上只有一个极点和一个零点”的条件。


[image: 3625]





例8-16
 　对于以下各稳定系统的系统函数，无须进行逆z
 变换，试判断系统的因果性。


[image: 3626]








[image: 3627]




可见H
 1
 （z
 ）的极点为[image: ]
 和[image: ]
 。由于系统是稳定的，故知H
 1
 (z
 )的ROC应为|z
 | >[image: ]
 ，但ROC不包含z
 = 在内[image: 3628]
 )，所以此系统是非因果的。

（b）因[image: 3629]


可见H
 2
 （z
 ）的极点为[image: ]
 和 [image: ]
 。由于系统是稳定的，故知H
 2
 (z
 )的ROC应为|z
 | > [image: ]
 ，并且ROC包含[image: 3630]
 所以此系统是因果的。

（c）因[image: 3631]
 可见H
 3
 （z
 ）的极点为 [image: ]
 , [image: 3632]
 由于系统是稳定的，故知H
 3
 (z
 )的ROC应为[image: 3633]
 从而h
 3
 [n
 ]是个双边序列，所以此系统是非因果的。


 例8-17
 　某LTI系统S
 ，其单位样值响应为h
 [n
 ]，系统函数为H
 （z
 ），若已知以下五条关于S
 的信息：

（1）h
 [n
 ]是实函数；　　（2） h
 [n
 ]是右边序列；

[image: 371]


（4） H
 (z
 )有两个零点；

（5） H
 (z
 )有一个非实的极点在圆周|z
 | = [image: ]
 上。

试回答下面两个问题：

（a）系统S
 是因果的吗？　　 （b）系统S
 是稳定的吗？


解
 　（a）由h
 [n
 ]为右边序列知H
 (z
 )的收敛域为|z
 |>R
 0
 ，又[image: 372]
 = 1，说明z
 = ∞在H
 (z
 )的收敛域内，所以可以断定h
 [n
 ]是因果的，从而系统S
 是因果的。

（b）由h
 [n
 ]是实函数可知H
 （z
 ）的零、极点要么是实数的，要么是共轭成对的。现在已知H
 (z
 )有一非实极点在圆周|z
 | = [image: ]
 上，不妨设该极点为z
 1
 = [image: ]
 ejθ
 那么z
 2
 = [image: ]
 ejθ
 必为H
 (z
 )的另一极点。

又因[image: 373]
 = 1，故H
 （z
 ）的分子、分母多项式的阶数相等。已知H
 (z
 )有两个零点，从而可推知H
 (z
 )也只有两个极点。前面已分析得知这两个极点就是[image: ]
 e±jθ
 再结合h
 [n
 ]是右边序列这一条信息可知，H
 (z
 )的ROC必为|z
 |>[image: ]
 。由于该ROC包含单位圆，所以系统S
 是稳定的。


例8-18
 　一因果LTI系统如图8-4所示。


[image: 374]


图　8-4



（a）求系统的差分方程；

（b）判断系统的稳定性。


解
 　（a）图8-4中有两个单位延时器，若令上面一个单位延时器的输出信号为P
 (z
 )，
 则分析图8-4可列写以下两个z域方程式：


[image: 375]




取逆变换得系统差分方程为


[image: 376]




（b）易知此系统的H
 （z
 ）[image: 377]
 又因系统是因果的，故H
 (z
 )的ROC为|z
 |> [image: ]
 。由于ROC包含了单位圆，所以系统稳定。


例8-19
 　求下列序列的单边z
 变换，并指明其收敛域。


[image: 378]





解
 　对于序列x
 [n
 ]来说，其单边z
 变换等于x
 [n
 ]u
 [n
 ]的双边
 z
 变换。本题可利用此特性求序列的单边z
 变换。


[image: 379]





例8-20
 　已知描述系统的差分方程为y
 [n
  1] + 2y
 [n
 ] = x
 [n
 ]。

（a）若y
 [ 1] = 2，求系统的零输入响应y
 
zi

 [n
 ];

（b）若输入x
 [n
 ] = （[image: ]
 ）
n

 u
 [n
 ]，求系统的零状态响应y
 
zs

 [n
 ];

（c）若输入x
 [n
 ] = （[image: ]
 ）
n

 u
 [n
 ]，初始状态y
 [ 1] = 2，求系统当n
 ≥0时的全响应。


解
 　此题无论是求y
 
zi

 [n
 ]，还是求y
 
zs

 [n
 ]，都用z
 变换的方法。

（a）由于是求零输入响应y
 
zi

 [n
 ]，故令x
 [n
 ] = 0，从而得齐次差分方程


y
 [n
  1] + 2y
 [n
 ] = 0

对该齐次方程取单边z
 变换，得


z
  1
 Y
 （z
 ） + y
 [ 1] + 2Y
 (z
 ) = 0　　①

上式中的Y
 （z
 ）实际上就是Y
 
zi

 (z
 )。

将y
 [ 1] = 2代入式①并移项整理可得


[image: 3710]





 于是有零输入响应y
 
zi

 [n
 ] =  （ [image: ]
 ）
n

 u
 [n
 ]。

（b）由于是求零状态响应y
 
zs

 [n
 ]，故可设系统的初始状态为0，对原差分方程取双边z
 变换，得

（z
  1
 +2）Y
 (z
 ) = X
 (z
 )　　　②

由于没有考虑初始状态，而直接求的是双边z
 变换，因而上式中的Y
 （z
 ）实际上就是Y
 
zs

 (z
 )。

因x
 [n
 ] = （[image: ]
 ）
n

 u
 [n
 ]，故X
 (z
 )[image: 3711]
 ，将其代入式②可


[image: 3712]




于是得其零状态响应[image: 3713]


（c）直接对原差分方程两边取单边z
 变换，有

（z
  1
 + 2）Y
 (z
 ) + y
 [ 1] = X
 (z
 )

将y
 [ 1] = 2,X
 （z
 ）[image: 3714]
 代入上式并整理可得


[image: 3715]




式中Y
 （z
 ）是全响应y
 [n
 ]的z
 变换。

因Y
 （z
 ）可分解为


[image: 3716]




故全响应为


[image: 3717]





 实际上，y
 [n
 ]就是（a）、(b)两问中求出来的y
 
zi

 [n
 ]与y
 
zs

 [n
 ]之和。


8.3　习题解答



8-1
 　求下列序列的z
 变换，画极零图和收敛域，并说明该序列的傅里叶变换是否存在。


[image: 3718]





解
 　（a）根据z
 变换的定义，有X
 (z
 )[image: 3719]


因为序列δ[n
 +5]只有一个非零样本值1，在n
 = -5处，故


X
 （z
 ）=z
 5


显然，X
 （z
 ）只有一个5阶的有限零点z
 = 0，没有有限极点，X
 (z
 )的收敛域(ROC)为整个z
 平面，但不包括∞即0≤|z
 |<∞。因为该ROC包含单位圆在内，因而δ[n
 + 5]的傅里叶变换存在。

极零图和ROC如图8-5（a）所示。

（b）根据z
 变换的定义，有X
 （z
 ）[image: 3720]
 。

因为序列δ[n
  5]只有一个非零样本值1，在n
 = 5处，故


X
 （z
 ） = z
  5



 显然，X
 （z
 ）无有限零点，只有一个5阶的有限极点z
 = 0,X
 (z
 )的ROC为整个z
 平面，但不包括原点即0<|z
 |≤∞。因为该ROC包含单位圆在内，因而δ[n
  5]的傅里叶变换存在。

极零图和ROC如图8-5（b）所示。

（c）根据z
 变换的定义，有


[image: 3721]




要使X
 （z
 ）收敛，需| z
  1
 |<1，即|z
 |>1。于是得


[image: 3722]




可见，X
 （z
 ）有一个一阶有限零点z
 = 0，一个一阶有限极点z
 =  1。由于X
 (z
 )的ROC为|z
 |>1，不包含单位圆，故x
 [n
 ]的傅里叶变换不存在。

极零图和ROC如图8-5（c）所示。

（d）根据z
 变换的定义，有


[image: 3723]




可见，X
 （z
 ）有一个4阶有限零点z
 = 0，有一个一阶极点z
 = [image: ]
 。由于X
 (z
 )的ROC为|z
 |>[image: ]
 ，包含单位圆，故x
 [n
 ]的傅里叶变换存在。

极零图和ROC如图8-5（d）所示。



 [image: 3724]


图　8-5



（e）根据z
 变换的定义，有


[image: 3725]





 可见，X
 （z
 ）有一个二阶的有限零点z
 = 0，一个一阶有限极点z
 =  [image: ]
 。由于X
 (z
 )的ROC为|z
 | <[image: ]
 ，不包含单位圆，故x
 [n
 ]的傅里叶变换不存在。

极零图和ROC如图8-5（e）所示。

（f）根据z
 变换的定义，有


[image: 3726]




可见，X
 （z
 ）没有有限零点，有一个一阶极点z
 = [image: ]
 和一个三阶极点z
 = 0。由于X
 (z
 )的ROC为|z
 |< [image: ]
 ，不包含单位圆，故x
 [n
 ]的傅里叶变换不存在。

极零图和ROC如图8-5（f）所示。

（g）根据z
 变换的定义，有


[image: 3727]





 可见，X
 （z
 ）有一个一阶有限零点z
 = 0和两个一阶有限极点z
 = 2和z
 = [image: ]
 。由于X
 (z
 )的ROC为[image: ]
 <|z
 |<2，包含单位圆，故x
 [n
 ]的傅里叶变换存在。

极零图和ROC如图8-5（g）所示。

（h）根据z
 变换的定义，有


[image: 3728]




可见，X
 （z
 ）没有有限零点，有两个一阶极点z
 = 0和z
 = [image: ]
 。由于X
 (z
 )的ROC为|z
 |>[image: ]
 ，包含单位圆，故x
 [n
 ]的傅里叶变换存在。

极零图和ROC如图8-5（h）所示。


8-2
 　求下列序列的z
 变换，并用闭式表达X
 （z
 ）。画极零图和收敛域，并说明该序列的傅里叶变换是否存在。


[image: 3729]





解
 　（a）由x
 [n
 ]的表达式可知，x
 [n
 ]是有限长序列，其z
 变换为


[image: 3730]





 令16z
 9
  [image: ]
 2 = 0可求出X
 （z
 ）的零点。由z
 9
 = [image: ]
 可得X
 (z
 )的九个一阶零点为z
k

 = [image: 3731]
 (k
 = 0，1，，8)。X
 (z
 )有一个一阶极点z
 = [image: ]
 和一个4阶极点z = 0，其中极点z
 = [image: ]
 与零点z
 0
 = [image: ]
 相互抵消了，从而使X
 (z
 )的ROC为|z
 |>0。由于X
 (z
 )的ROC包含单位圆，故x
 [n
 ]的傅里叶变换存在。

极零图和ROC如图8-6（a）所示。


[image: 3732]




变换的z
 域微分性质可得


[image: 3733]




变换的z
 域微分性质可得


[image: 3734]






 [image: 381]




由此可见，X
 （z
 ）有两个2阶极点z
 = [image: ]
 和z
 = 2，有三个一阶零点z
 = 0和z
 = ±1。由于X
 (z
 )的收敛域为[image: ]
 < | z
 | < 2，包含单位圆，故x
 [n
 ]存在傅里叶变换。

极零图和ROC如图8-6（b）所示。


[image: 382]




由此可见，X
 （z
 ）有两个2阶极点z
 = [image: ]
 和z
 = 2，有一个一阶实零点z
 = 0和两个互为共轭的一阶复零点z
 = [image: ]
 + j [image: ]
 和z
 = [image: ]
  j [image: ]
 。由于X
 (z
 )的收敛域为[image: ]
 < | z
 | < 2，包含单位圆，故x
 [n
 ]存在傅里叶变换。


 极零图和ROC如图8-6（c）所示。


[image: 383]


图　8-6




[image: 384]






 [image: 385]




由此可见，X
 （z
 ）有两个互为共轭的一阶极点[image: 386]
 和z
 = [image: 387]
 有两个一阶零点z
 = 0和[image: 388]
 由于X
 (z
 )的收敛域为| z
 | < 4，包含单位圆，故x
 [n
 ]存在傅里叶变换。

极零图和ROC如图8-6（d）所示。


8-3
 　用部分分式展开法和幂级数展开法求下列函数的逆z
 变换。


[image: 389]





解
 　（a）对X
 (z
 )进行部分分式展开，可得


[image: 3810]





 由于X
 （z
 ）的ROC为| z
 | >[image: ]
 ，可推断x
 [n
 ]为右边序列，故


[image: 3811]




若用幂级数展开法，可进行长除如下：


[image: 3812]






 [image: 3813]




（b）X
 （z
 ）的表达式与(a)中相同，只是ROC变为| z
 | <[image: ]
 ，故可推断x
 [n
 ]为左边序列，且由


[image: 3814]




若用幂级数展开法，可进行如下长除：


[image: 3815]






 [image: 3816]




用幂级数展开法（略）。

（d）由于X
 （z
 ）的表达式与(c)中的相同，只是ROC变为| z
 | <[image: ]
 ，故可推断x
 [n
 ]为左边序列，由(c)中结论可直接写出


[image: 3817]






 [image: 3818]




用幂级数展开法（略）。

（f）由于X
 （z
 ）的表达式与(e)中相同，只是ROC变成| z
 | <[image: ]
 ，故可推断x
 [n
 ]为左边序列。由(e)中结论可直接写出


[image: 3819]




用幂级数展开法（略）。


8-4
 　用各小题指定的方法求逆z
 变换。

（a）用部分分式展开法，已知[image: 3820]
 并且x
 [n
 ]是绝对可和的。

（b）用长除法，已知[image: 3821]
 并且x
 [n
 ]是右边序列。

（c）用部分分式展开法，已知[image: 3822]
 并且x
 [n
 ]是绝对可和的。


解
 　（a）由于



 [image: 3823]




可见，X
 （z
 ）的极点为z
 = [image: ]
 ，又x
 [n
 ]绝对可和，可知X
 (z
 )的ROC必为| z
 | >[image: ]
 ，故有[image: 3824]


（b）由于[image: 3825]
 其极点为z
 =  [image: ]
 ，因x
 [n
 ]是右边序列，故可推断X
 （z
 ）的ROC必为| z
 | >[image: ]
 。可运用长除法求解：


[image: 3826]






 [image: 3827]




显然X
 （z
 ）有两个极点z
 1
 = [image: ]
 , z
 2
 =  [image: ]
 ，而x
 [n
 ]绝对可和，从而X
 (z
 )的ROC必为| z
 | >[image: ]
 。


X
 （z
 ）可展开为[image: 3828]
 对两项分别求逆

可得


[image: 3829]





8-5
 　已知一个右边序列x
 [n
 ]的z
 变换为


[image: 3830]




求当n
 < 0时的x
 [n
 ]。


解
 　因为x
 [n
 ]是一个右边序列，可推知当n
 < 0时，非零的x
 [n
 ]必然只有有限个。可用长除法求解，注意先将X
 （z
 ）的分子分母多项式按z
  1
 的升幂次序排列，再相除。



 [image: 3831]




由上式可见，在X
 （z
 ）的幂级数表达形式中，只有三项是正幂次项，说明当n
 < 0时，x
 [n
 ]只有三个非零值，它们分别为


[image: 3832]




而其余的x
 [n
 ] = 0，当n
 < 0时。


8-6
 　（a）求序列x
 [n
 ] = δ[n
 ]  0.95δ[n
  6]的z
 变换X
 (z
 )；

（b）画出（a）中已求出的X
 (z
 )的极零图；

（c）通过考虑当沿单位圆运动时，零、极点矢量的行为，粗略地画出x
 [n
 ]的傅里叶变换的模特性。


[image: 3833]




ejω
 为单位圆上一点，当ω由0逐渐增大至π，ejω
 就由点1沿单位圆运动至点 1；当ω由π再继续增大至2π，ejω
 就由点 1沿下半单位圆运动至点1。

由图8-7可知，极点位于原点，则极点矢量的长度不随ω变化，
 始终保持为1，即极点矢量不会对|X
 （ejω
 ）|产生影响。但六个零点矢量的长度会随ω的变化而发生改变，即点ejω
 的运动会影响到零点矢量的长度，从而影响| X
 （ejω
 ）|。

现在六个零点是等角距地均匀分布在以原点为中心、0.95为半径的圆上，且关于实轴和虚轴均对称。当点ejω
 离某个零点最近时，模特性| X
 （ejω
 ）|曲线会达到一个谷值；当点ejω
 逐渐远离某个零点时，| X
 （ejω
 ）|会逐渐增大。由图8-7可见，当ω = 0时，点ejω
 离零点z
 = 0 .95最近，此时| X
 （ejω
 ）|曲线处于一个低谷；随着ω增大，| X
 （ejω
 ）|也逐渐增大。但当ω到达π/6并继续增大时，点ejω
 会逐渐向另一零点z
 = 0.95ejπ/3
 靠近，直至ω = π/3时，ejω
 离该零点最近，| X
 （ejω
 ）|曲线又会处于一个低谷。如此继续，直至ejω
 沿单位圆运动一周。综上所述，可粗略地画出模特性曲线，如图8-8所示。


[image: 391]


图　8-7




[image: 392]


图　8-8




8-7
 　对图8-9中所给的极零图，用10.4小节中介绍的频率响应的几何确定法，画出幅频响应| H
 （ejω
 ）|的图形。


解
 　（a）由所给极零图可知，唯一的一个极点位于原点则极点矢量长度始终为1，不会对| H
 （ejω
 ）|产生影响。唯一的一个零点位于与正实轴夹角为[image: ]
 的射线上，且在单位圆内，距离单位圆较近。当


[image: 393]


图　8-9




 ω由0逐渐增大至[image: ]
 时，零点矢量的长度单调减小，从而| H
 （ejω
 ）|也单调减小，而ω由[image: ]
 继续增大至π时，零点矢量的长度单调增大，且在ω = π时达到最大（但有限），从而在区间[[image: ]
 ,π]上也是单调增长。幅频响应| H
 （ejω
 ） |的图形如图8-10（a）所示。

（b）此题与（a）相似，唯一的极点位于原点，唯一的零点在单位圆内，且靠近单位圆；不同之处在于该零点在正实轴上。因而当ω = 0时，零点矢量的长度最短；当ω逐渐增大，零点矢量的长度也逐渐增大，从而在整个区间[0，π]上，|H
 （ejω
 ）|单调增长。幅频响应|H
 （ejω
 ）|的图形如图8-10（b）所示。

（c）由所给极零图可知，一对复极点与一对复零点靠得很近，都在单位圆内，且相应的零点的幅角略小于极点的幅角。我们知道，当


[image: 394]


图　8-10




 点ejω
 越靠近某个零点时，|H
 （ejω
 ）|会减小，离零点最近时，|H
 （ejω
 ）|会达到一个谷值；相反，当点ejω
 越靠近某个极点时，|H
 （ejω
 ）|会增大，离极点最近时，|H
 （ejω
 ）|会达到一个峰值。因此，当ω由0逐渐增大时，|H
 （ejω
 ）|先逐渐减小，当ω等于零点的幅角时，点ejω
 离第一象限中的零点最近，此时|H
 （ejω
 ）|达到其低谷，但ω继续略微增大一点，等于极点的幅角，点ejω
 又离第一象限中的极点最近，于是|H
 （ejω
 ）|迅速由低谷上升到其高峰，之后|H
 （ejω
 ）|随ω继续增大至π而单调减小。幅频响应|H
 （ejω
 ）|的图形如图8-10（c）所示。

（d）由所给极零图可知，两个极点均为实的，无零点，且两极点对称分布于虚轴的两边。故当ω = 0时，由于点ejω
 离右半平面内的极点最近，|H
 （ejω
 ）|达到其峰值，而当ω逐渐增大，|H
 （ejω
 ）|逐渐减小；当ω = [image: ]
 时，点ejω
 离两个极点的距离都最远，从而|H
 （ejω
 ）|达到其谷值，而当ω又继续增大时，|H
 （ejω
 ）|又开始增大；当ω = π时，点ejω
 离左半平面内的极点最近，从而|H
 （ejω
 ）|又达到其峰值，且此峰值与ω = 0时的|H
 （ejω
 ）|峰值相等。幅频响应|H
 （ejω
 ）|的图形如图8-10（d）所示。

（e）此题与题8-6（c）相近，具体分析见题8-6（c）。幅频响应
 |H
 （ejω
 ）|的图形如图8-10（e）所示。


8-8
 　已知x
 1
 [n
 ]=（[image: ]
 ）
n

 u
 [n
 ]，x
 2
 [n
 ] = （[image: ]
 ）
n

 u
 [n
 ]，且y
 [n
 ] = x
 1
 [n
 + 3] * x
 2
 [ n
 + 1]，试利用z
 变换的性质求y
 [n
 ]的z
 变换Y
 （z
 ）。


解
 　由z
 变换的时移性质可得


[image: 395]




又由Z
 变换的时域反褶性质可得


[image: 396]




再由时域卷积性质，有


[image: 397]




至于Y
 （z
 ）的收敛域，由于X
 1
 （z
 ）的ROC为|z
 |>[image: ]
 ，而X
 2
 （z
  1
 ）的ROC为|z
 |<3，所以Y
 （z
 ）的ROC为[image: ]
 <|z
 |<3。


8-9
 　现已知一离散时间信号x
 [n
 ]及其z
 变换X
 （z
 ）具有以下五条性质：

（1）x
 [n
 ]是一个实右边序列；（2）X
 （z
 ）只有两个极点；

（3）X
 （z
 ）有两个零点在原点；

（4）X
 （z
 ）的一个极点为z
 = [image: ]
 ;（5）X
 （z
 ）= [image: ]
 。

试确定X
 （z
 ）及其收敛域ROC。


解
 　首先由性质（1）可推知X
 （z
 ）的零、极点要么是头的，要么就是共轭成对出现的。由性质（4）知，X
 （z
 ）有一个极点在z
 = [image: ]
 ，
 则X
 （z
 ）必有另一极点在z
 = [image: ]
 。又由性质（2）可知X
 （z
 ）在z
 = ∞没有极点，换言之，X
 （z
 ）的分母多项式的阶数不低于其分子多项式的阶数。再结合性质（3），可写出X
 （z
 ）的表示式为


[image: 398]




其中，K
 为待定常数。最后由性质（5），可得


[image: 399]




至于X
 （z
 ）的ROC，由于是右边序列，且X
 （z
 ）的两个极点的模均为[image: ]
 ，所以不难推知|z
 |>[image: ]
 。

综上分析，X
 （z
 ）的表达式及其ROC为


[image: 3910]





8-10
 　已知一LTI系统的单位脉冲响应h
 [n
 ]=[image: 3911]
 输入


[image: 3912]




（a）直接求卷积确定输出y
 [n
 ];（b）通过z
 变换方法确定y
 [n
 ]。


解
 　（a）由LTI系统的卷积特性有


[image: 3913]






 [image: 3914]




（b）因y
 [n
 ] = h
 [n
 ]*x
 [n
 ]，由z
 变换的时域卷积性质知


Y
 （z
 ）= H
 （z
 ） X
 （z
 ）


[image: 3915]




|a
 |，由于Y
 1
 （z
 ）可用部分分式展开法展开为


[image: 3916]




可见，其结果与（a）完全一致。


8-11
 　（a）试确定由如下差分方程所描述的因果LTI系统的系统函数H
 [z
 ]:y
 [n
 ] [image: ]
 y
 [n 1]+[image: ]
 y
 [n 2] = x
 [n
 ]。

（b）如果输入x
 [n
 ] = （[image: ]
 ）
n

 u
 [n
 ]，试利用z
 变换法求输出y
 [n
 ]。


 解
 　（a）对所给差分方程两边进行z
 变换，利用时移性质可得


[image: 3917]




从而得到系统函数为


[image: 3918]




由于系统是因果的，故的ROC为|z
 |>[image: ]
 。


[image: 3919]





8-12
 　已知描述一因果LTI系统的差分方程为


y
 [n
 ] = y
 [n
  1] + y
 [n
  2] + x
 [n
  1]

（a）求系统函数H
 （z
 ）=[image: 3920]
 在z
 平面上标出其极点和零点以及收敛域；

（b）求系统的单位脉冲响应h
 [n
 ];


 （c）判断系统的稳定性；

（d）试求一稳定系统的单位脉冲响应，该系统仍可用以上差分方程描述。


解
 　（a）对所给差分方程两边进行z
 变换，可得


Y
 （z
 ）= z
  1
 Y
 （z
 ）+ z
  2
 Y
 （z
 ）+z
  1
 X
 （z
 ）

整理得系统函数为


[image: 3921]





[image: 3922]
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（b）由（a）已求出


[image: 3923]




用部分分式展开法将H
 （z
 ）展开为


[image: 3924]




从而得单位脉冲响应为


[image: 3925]




（c）由于H
 （z
 ）的ROCS[image: 3926]
 该ROC不包含单
 位圆，所以系统不稳定。

（d）要确定一个仍可用所给差分方程描述的但却是稳定的系统，那么系统函数的代数表达式应该不变，仍为


[image: 3927]




但ROC应改为[image: 3928]
 这样便可保证ROC包含单位圆，从而保证系统稳定。


[image: 3929]




进行逆变换，可得到该系统的单位脉冲响应为


[image: 3930]





8-13
 　已知某LTI系统的输入x
 [n
 ]和输出y
 [n
 ]满足以下差分方程：


[image: 3931]




试确定该系统所有可能的单位脉冲响应。


解
 　由所给差分方程可直接写出系统函数的表达式为


[image: 3932]




可见，H
 （z
 ）有两个实极点z
 1
 = [image: ]
 ,z
 2
 = 2。

由于题目并未给出系统因果性、稳定性的有关信息，所以H
 （z
 ）
 的ROC可能有三种情形：|z
 |>2;|[image: ]
 <|z
 |<2;|z
 |<[image: ]
 。三种ROC对应三种不同的h
 [n
 ]，以下分别求出。

（1）若H
 （z
 ）的ROCS为|z
 |>2，则该系统是因果的但非稳定的系统，且单位样值响应为


[image: 3933]




（2）若H
 （z
 ）的ROC为[image: ]
 <|z
 |<2，则该系统是非因果的但稳定的系统，且单位样值响应为


[image: 3934]




（3）若H
 （z
 ）的ROC为|z
 |<[image: ]
 ，则该系统既非因果的又非稳定的，此时单位脉冲响应为


[image: 3935]





8-14
 　考虑一个离散的线性时不变系统，其输入x
 [n
 ]和输出y
 [n
 ]满足以下差分方程:y
 [n
  1]  [image: ]
 y
 [n
 ] + y
 [n
 + 1] = x
 [n
 ]。若系统是稳定的，试确定其单位脉冲响应h
 [n
 ]。


解
 　由差分方程直接写出系统函数的表达式为


[image: 3936]




可见，H
 （z
 ）有两个实极点z
 1
 = 3，z
 2
 = [image: ]
 。因为系统稳定，故H
 （z
 ）的ROC必为[image: ]
 <|z
 |<3。

从而可得单位脉冲响应为



 [image: 401]





8-15
 　已知一因果LTI系统的输入x
 [n
 ]与输出y
 [n
 ]的关系如图8-12所示。

（a）求系统差分方程； （b）判断系统的稳定性。


[image: 401a]


图　8-12




解
 　（a
 ）设x
 [n
 ]的z
 变换为X
 (z
 )，y
 [n
 ]的z
 变换为y
 (z
 )。如图8-12所示，加法器的输出为P
 (z
 )。可列出如下z域代数方程组：


[image: 402]




解方程组，消去P
 （z
 ），可得


[image: 403]





[image: 404]




对此式取逆变换得其差分方程为


y
 [n
 ] + [image: ]
 y
 [n
  1]  [image: ]
 y
 [n
  2] = x
 [n
 ]  [image: ]
 x
 [n
  1]

（b）在（a）中已求出了系统函数为



 [image: 405]




可见，H
 （z
 ）有两个实极点z
 1
 =  [image: ]
 ，z
 2
 = [image: ]
 。由于该系统是因果的，故H
 (z
 )的ROC必为| z
 |> [image: ]
 ，此ROC包含单位圆，所以此系统是稳定的。


8-16
 　已知三个因果LTI系统，它们的系统函数分别为


[image: 406]




（a）对每个系统，分别画出直接形式框图；

（b）对每个系统，分别画出串联形式的方框图，要求串接着的子系统都是二阶的；

（c）对每个系统，判断是否存在着由四个一阶子系统串联而成的框图表示形式，要求一阶子系统的方框图中所有乘法器的系数都是实数。


[image: 407]




其直接形式框图如图8-13（a）所示。


[image: 408]




式框图如图8-13（b）所示。



 [image: 409]
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[image: 4010]




式框图如图8-13（c）所示。

（b）由题目所给的系统函数的表达式，可直接画出由两个二阶框图串联的系统框图。


H
 1
 （z
 ）的串联形式框图如图8-14(a)所示；H
 2
 (z
 )的串联形式框图如图8-14(b)所示；H
 3
 (z
 )的串联形式框图如图8-14(c)所示。


 [image: 4012]
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（c）由于H
 1
 （z
 ）可以表示为


[image: 4011]





H
 1
 （z
 ）中的每一个因式都是实系数的有理分式函数，且都是一阶的，所以H
 1
 (z
 )可以用四个一阶框图串联的形式来表示，其中每个一阶框图中的乘法器都具有实系数。

由于对H
 2
 （z
 ）的分母进行因式分解后，得到


[image: 4013]




故H
 2
 （z
 ）无法用四个都包含实系数乘法器的一阶框图相串联的形式来表示。

由于对H
 3
 （z）的分母进行因式分解后，得到


[image: 4014]




故H
 3
 （z
 ）也无法用四个都包含实系数乘法器的一阶框图相串联的形式来表示。


8-17
 　求出题目8-1中所有序列的单边z
 变换。


 解
 　对于任意序列x
 [n
 ]来说，其单边z
 变换就等于x
 [n
 ]．u
 [n
 ]的双边z
 变换。

（a） x
 [n
 ] = [n
 + 5]。

因为x
 [n
 ]．u
 [n
 ] = 0，故x
 [n
 ]的单边z
 变换为0。

（b） x
 [n
 ] = [n
  5]。

因为x
 [n
 ]．u
 [n
 ] = x
 [n
 ] = [n  5]，故x
 [n
 ]的单边z
 变换为z
  5
 。

（c） x
 [n
 ] = ( 1)n
 u
 [n
 ]。


[image: 4015]





[image: 4016]




因为x
 [n
 ]．u
 [n
 ] = 0，故x
 [n
 ]的单边z
 变换为0。


[image: 4017]





[image: 4018]





[image: 4019]






 [image: 4020]




（a）若g
 [n
 ] = x
 1
 [n
 ]x
 2
 [n
 ]，用求X1
 （z
 ）X2
 (z
 )逆变换的方法确定g
 [n
 ]；

（b）用求x
 1
 （z
 ）x
 2
 (z
 )的单边逆变换的方法确定一个因果序列q
 [n
 ]；

（c）对比n
 ≥ 0时的q
 [n
 ]和g
 [n
 ]，说明二者为何不相等。


解
 　利用常用信号的双边z
 变换及双边z
 变换的时移性，可得


[image: 4021]





 x
 2
 [n
 ]  u
 [n
 ] = x
 2
 [n
 ]

故


[image: 4022]




（a）由于


[image: 4023]




故


[image: 4024]




（b）由于


[image: 4025]




（c）当n≥0时，有


[image: 4026]




显然二者不相等。


 无论是仅考虑n
 ≥0还是考虑∞≤n
 ≤+∞，g
 [n
 ]与q
 [n
 ]都是两个不相同的序列。其原因在于g
 [n
 ] = x
 1
 [n
 ] * x
 2
 [n
 ]，而q
 [n
 ] = x
 1
 [n
 ]u
 [n
 ]* x
 2
 [n
 ]u
 [n
 ]，虽然x
 2
 [n
 ] = x
 2
 [n
 ]u
 [n
 ]，但x
 1
 [n
 ]u
 [n
 ] ≠ x
 1
 [n
 ]。x
 1
 [n
 ]虽然是个右边序列，但不是因果序列，它在n
 =  1处还有一个单位脉冲[n
 +1]。当进行x
 1
 [n
 ] * x
 2
 [n
 ]时，[n
 + 1]会对n
 ≥0时的g
 [n
 ]产生影响，而q
 [n
 ]中则没有[n
 +1]的影响。


8-19
 　对于以下差分方程及输入信号和初始条件，用单边z
 变换求解零输入响应和零状态响应。


[image: 4027]





解
 　（a）对差分方程取单边z变换，利用单边z变换的时移性质可得


[image: 4028]




将x
 （z
 ）和y
 [ 1]分别代入，于是有


[image: 4029]




取单边逆z
 变换，可求得零输入响应和零状态响应分别为


[image: 4030]






 [image: 4031]




（b）对差分方程取单边z
 变换，利用单边z
 变换的时移性质可得


[image: 4032]




由于x
 [n
 ] = u
 [n
 ]，故x
 [ 1] = 0。将上式整理可得


[image: 4033]




显然，上式右端第一项为y
 zi
 （z
 ），第二项为y
 zs
 (z
 )。

由于y
 [ - 1] = 0，故零输入响应y
 zi
 [n
 ] = 0；而y
 zs
 （z
 ） = x
 (z
 )，故零状态响应y
 zs
 [n
 ] = x
 [n
 ] = u
 [n
 ]。

（c）此题中的差分方程与（b）中完全相同，输入x
 [n
 ]也一样，只是初始条件y
 [ 1]不同，由(b)可知，零状态响应为y
 zs
 [n
 ] = u
 [n
 ]。

至于零输入响应，由于y
 [ 1] = 1，从而


[image: 4034]





[image: 4035]
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