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前　　言

金融市场不是战场，却胜于战场。在冷战结束后，美国大规模的基金管理公司纷纷开始雇用数学博士或物理学博士。这就说明，市场和战场都离不开复杂、精确和迅速的计算工作。

数理金融学（financial mathematics）利用数学技术研究金融领域的问题。针对具体问题的客观现实需要提出假设；在假设的基础上建立数学模型，然后进行理论分析、数值计算等定量分析；以求根据计算的结果，找到金融学的内在规律并用以指导实践。由于在求解数学模型的时候，必须借助计算机进行计算，所以，数理金融学也可以理解为现代数学与计算技术在金融学领域的应用。因此，从这个意义上讲，数理金融学是一门交叉学科。

1952年马科维茨（Harry. M. Markowitz）的证券组合选择理论和1973年布莱克-斯科尔斯期权定价理论，被称为华尔街的两次数学革命。它们避开了一般经济均衡的理论分析框架，使金融学科发生质的变化，成为数理金融的开端。数理金融学只需要从资产定价基本定理出发，就能够得到许多为金融资产定价的数学模型和公式。

因此，数理金融与定量分析研究密不可分。在20世纪50年代之前，金融学的研究通常以定性研究为主，很少有精致的定量分析。自从马科维茨提出的投资组合理论之后，金融学的研究开始走上了定量分析的道路。

马科维茨之后，夏普（William F. Sharpe）、米勒（M. Miller）、默顿（R. Merton）、斯科尔斯（M. M. Scholes）等诸多获得过诺贝尔经济学奖的经济学大师，在资产定价、公司财务和风险管理方面做出了非常突出和重要的贡献。他们的研究结果为当今数理金融学打下了基础，并使得数理金融称为一门蓬勃发展的新学科。

20世纪90年代以后，随着中国金融体制改革的逐步深入，诸如股票等证券在整个经济领域中占据越来越重要地位。在国际上实行多年的金融工具已经或将要被引入沪深证券市场。从国际的实践看，有关资产定价、利用衍生品进行套利和风险管理的问题最值得关注。相应地，国际上对这方面的研究也很多，出现了一些有用的方法。

国内在学习这些方法的时候，出现了一些问题。由于国际上的这些方法涉及的数学技术比较多，如果按照国内的教学内容，国内金融学专业的本科生（甚至是研究生）很难读懂本专业的国际核心期刊。这是因为，在国内金融学的教材中，虽然涉及了资产定价等数学模型，但对数学模型的证明一般予以回避。其原因不在于外语的熟练程度，而在于内容和研究方法上的差异。这种现象是不合理的。

本教材试图在这个方面有所贡献。在写作的时候，对于诸多数学公式，在本教材中都进行了比较详细的数学推导。在诸多数理金融的数学模型中，使用了一些相对来说不为大多数人所熟悉的数学内容，例如随机过程、偏微分方程等。一般来说，这些内容只有数学专业的部分学生才可能专门学习，而对大多数人来说，还是陌生的。

为了使那些只具有初步数学知识的读者更容易理解数理金融中的数学公式和模型，并能够在实际中加以应用，在本教材部分地方使用了相对比较简略的方式来介绍数学公式，而没有采用纯数学的方式。这是从中国的实际情况考虑的。一方面，实际工作需要了解这些数学模型。而另一方面，在短时间内，要完全把相关的数学内容都搞得很清楚，又是不大可能的。正是出于这方面的考虑，本教材在介绍数学模型的同时，把一部分重点放在了这些模型的应用上。希望读者能够从中得到帮助。

从框架结构看，本教材大约可以分为四个部分。

第一部分是传统的资产定价理论的内容，包括马科维茨期望方差模型、CAPM和APT。对这三种理论，国内教材介绍得比较多。对模型的每个细节，本教材进行了很详细的推导。

第二部分是数学的预备知识，主要内容是用数学模型来描述金融资产（如股票）的价格的行为。这里将涉及鞅和随机过程这样的数学技术。本教材试图为读者提供一个机会，初步认识数学工具在定价中是如何发挥作用的。

第三部分是关于衍生品定价的内容，重点是介绍股票期权的定价公式。内容涉及最基本的定价原理，以及具体的定价过程，如资产复制的无风险定价、二叉树、B-S公式。

第三部分是具体的对象的定价问题，包括固定收益证券、外汇衍生品和股指期货。由于这些金融工具在我国市场上还没有得到具体的实践，这里只进行了内容方面的介绍，没有进一步深入。

第四部分是关于基金和权证的套利应用案例。这是本教材的特色之一。针对沪深市场的实际情况，介绍了利用这些工具在市场上进行套利的手法。

加入了应用案例之外，本教材还有另外一个特色。对于那些想更详细了解数学模型的读者，在每个章节的最后，本教材还针对具体的数学内容，提供了丰富的参考文献。从这些参考文献中，读者可以非常详细地了解这些数学模型的来龙去脉，为进一步研究提供有益的帮助。

本教材的写法不同于数学专业的教材，虽然各章之间存在联系，但是可以认为内容是相对独立的。这样做的目的是，可以进行跳跃式的阅读。不至于使读者由于前面的某个细节没有弄清楚，而影响对后面内容的阅读。

本教材既适用于金融（经济）专业的高年级本科生，在获得初级的高等数学知识之后，应该能够阅读这本书；也适用于从事金融资产及衍生品定价相关工作的人员。本教材有助于读者比较详细了解金融学中众多数学模型的实质，理解使用这些模型的假设条件，更好地在实际中应用这些数学模型。

在使用这本教材进行教学的时候，要时刻注意到这本教材不是数学教材，而是金融学教材。必须要考虑到数学模型的实际使用的情况。我们建议，在介绍数学模型的时候，重点要强调得到这些数学模型的先决条件或假设条件，而这些假设往往与实际市场相差很大。此外，还要指出这些模型在实际的应用中可能存在的局限性。

数学技术和计算机技术一样成为任何一门科学发展过程中的必备工具。数学技术以其精确的描述、严密的推导已经走进了金融领域。在金融证券化的趋势中，无论是采用统计学的方法分析历史数据，寻找价格波动规律，还是用数学分析的方法去复制金融产品，谁最先发现了内在规律，谁就能在瞬息万变的金融市场中获取高额利润。金融市场存在巨大的利润和高风险，可以相信数学能在未来帮助投资者获取自己的利润。





李向科

2007年10月28日


绪　　论

“一门科学只有当它充分利用了数学之后，才能成为一门精确的科学．”

——马克思

“1＋1＝2是神圣语言，代表着世界上放之四海而皆准的真理．”

——乔纳森·戈兰

“数学不仅仅是数字，它更是艺术．在没有被表达出来之前，大多数数学观念不是建立在逻辑的基础上的，而是直觉与美．”

——阿尔非诺·劳达尔





经济学为什么需要数学公理化方法是一个始终存在争论的问题．对于这一个问题，德布鲁（G. Debreu）曾回答：坚持数学严格性，使其公理化已经不止一次地引导经济学家对新研究的问题有更深刻的理解，并使适合这些问题的数学技巧用得更好．这就为向新方向开拓建立了一个可靠的基地．严格性无疑满足了许多当代经济学家的智力需要，因此，他们为了自身的原因而去追求它；而作为有效的思想工具，它也是理论的标志．在这样的意义下，才能正确地理解现代数理金融学的发展究竟意味着什么？但认为金融学不需要用公理化方法架构的科学理论，而只需要对经济现实、金融市场察言观色的经验，那将更不能认识经济学、金融学的本质．伴随着微观金融理论的发展，以随机分析为核心的数学理论也在同步发展，并不断为金融学家们所吸收和运用，它们交织在一起，密不可分又相映生辉．


第一章　数理金融学的渊源

20世纪50年代初，马科维茨（Harry M. Markowitz）提出的投资组合理论是金融定量分析的开始，可以将其看成金融数学的开端．在这之前的金融学通常以定性研究为主，很少有定量分析．1990年诺贝尔经济学奖授予马科维茨、夏普（William F. Sharpe）和米勒（M. Miller），奖励他们在金融经济学中的先驱工作．这些工作包括：马科维茨的投资组合理论、威廉·夏普的资本资产定价理论和米勒的公司财务理论．这些理论都是非常数学化的．1997年诺贝尔经济学奖授予默顿（R. Merton）和斯科尔斯（M. Scholes），以奖励他们和布莱克（F. Black）在确定衍生证券价值方法方面的贡献，这就是关于期权定价的著名的B-S公式．马科维茨—夏普理论和B-S公式一起构成了数理金融学的主要内容，同时也是研究金融工程（Financial Engineering）的理论基石．

从传统意义上讲，数理金融学（Financial Mathematics）是指利用数学工具研究金融，进行数学建模、理论分析、数值计算等定量分析，以求找到金融学的内在规律并用以指导实践．同样它也可以理解为现代数学与计算技术在金融学领域的应用，因此，数理金融学是一门交叉学科，发展很快，是目前十分活跃的前沿学科之一．

第一节　华尔街的两次数学革命

华尔街的两次数学革命是指1952年马科维茨的证券组合选择理论和1973年布莱克-斯科尔斯的期权定价理论．

马科维茨所解决的是如何给出最优的证券组合问题．证券组合（Portfolio）是指一组不同的证券．在证券市场中进行任何一种证券交易都会因为其未来的不确定性而有风险．投资者如果把所有的资金投资于一种证券，就像把所有鸡蛋装在一个篮子里一样．一旦这种证券出现不测，投资者就会全赔在这种证券上．因此，为分散风险，投资者应该同时对多种证券进行交易．于是就有这样的问题：这些证券应该如何搭配？

马科维茨是这样来考虑的：对于单个证券，用历史数据计算证券的隔天价格差的平均值，并以此衡量证券的收益率（可正可负）；用每天证券价格差对平均收益率的偏离的平均值来衡量证券的风险．对一组证券的收益率和风险也同样可根据历史数据来估计．把每个证券的投资比例作为变量，就得到一个求解最优投资比例的问题，即，对于给定的收益率使其风险最小．马科维茨提出有效证券组合前沿的概念．这是一些特殊的证券组合，其中有一个是风险最小的证券组合MVP. MVP的收益率是有效证券组合中最低的；在全体具有同样收益率的证券组合中，证券组合前沿中的那个组合是风险最小的．这样，投资者可根据有效证券组合前沿，权衡收益与风险，构建投资组合．

﻿尽管马科维茨的研究在今天已被认为是金融经济学理论的前驱工作，但在刚提出他的理论时，计算机才问世不久，从而使他的理论成为纸上谈兵，根本无法实际计算．今天的计算技术自然早已使马科维茨的思想得到完全的实现．

布莱克和斯科尔斯讨论的则是如何为期权定价．期权是一种衍生证券．以欧式买入期权为例，它是在某个到期日，以某个固定价格买入某种股票的权利．期权交易早在20世纪初就已出现．但在1973年芝加哥期权交易所正式开牌推出12种股票的期权交易前，期权交易是一种场外交易．期权可以用来减少股票交易风险．例如，某人在卖出某股票时，他当然期望股票落价而获利．但他也有可能因股票的突然涨价而蒙受损失．如果他同时买进该股票的买入期权，就可以避免这种尴尬．

期权既然是一种可交易的证券，它就应该有自己的价格．于是就有了定价的问题．布莱克和斯科尔斯在假设股票价格的相对变动为不可预测的布朗运动的条件下，导出了一个期权定价公式．这是一项极为重要的研究．布莱克和斯科尔斯的观念并不复杂．他们认为，既然卖出股票的风险与买入期权的风险可以“对冲”，那么，它们的按一定比例的随时间变化的组合就相当于一种无风险的证券．由此就可导出期权价格与股票价格之间的关系，其中依赖的参数是股票的报酬率、债券的利率、期权的执行价格以及时间．

B-S公式问世后引起大量的后继研究．由于在公式推导中用到了随机分析、偏微分方程等数学工具，促使许多数学家投身到衍生证券的研究中来，并且逐渐形成一个新学科——数理金融学．在金融经济学中，他们实际上提出了一种比马科维茨更进一步的思想．马科维茨只是认为不同的证券经过适当的组合可以减少风险，而布莱克和斯科尔斯则认为，如果随时间不断改变这种组合（即所谓执行一种投资策略），那么在一定条件下，几种证券的组合可以用来模拟另一种证券．就像股票与期权的适当组合能相当于债券一样，股票与债券的适当组合自然也可模拟期权．这种根据各种不同需要，把风险打散、重组，并形成各种金融产品的技术就是所谓金融工程．在今天的金融市场中，它已经有很重要的地位．

正是两次华尔街的数学革命，再加上计算机和通信技术的发展，使这些观念在计算和信息传递上得以实现，就形成了对金融体系重要的技术变革．

第二节　“华尔街革命”带来的金融学发展

现代金融学的发展历史令人神往．现代意义上的金融市场至少已经存在300年的历史，自从在娘胎里就是经济学的研究对象．但是现代意义的金融学通常认为是20世纪50年代才出现．这五十几年的历史是使金融学成为可用数学公理化方法架构的历史．

从瓦尔拉斯-阿罗-德布鲁的一般经济均衡体系的观点来看，现代金融学的首篇文献是1953年阿罗发表的学术论文《证券在风险承担的最优配置中的作用》．该论文把证券理解为在不确定的状态下，不同种状态有不同价值的商品．后来，这个思想被德布鲁所发展，他本人通过拓宽商品空间的维数，用原来的一般均衡经济模型来处理金融市场的问题，认为证券无非是不同时间、不同情况下有不同价值的商品．然而，后来发现，用这种方式把金融市场混同于普通商品市场是不合适的，原因在于它掩盖了金融市场的本质——不确定性．尤其是其中隐含着对每一种可能发生的状态都有相应的证券相对应，如同每一种可能有的金融风险都有保险那样，与现实相差甚远．

为此，经济学家们需要为金融学寻求其他的数学架构．拥有新数学架构的现代金融学被认为是两次“华尔街革命”的产物．1952年，马科维茨的《投资组合选择》是第一次“华尔街革命”．传统意义的证券投资着眼于对单个证券的选择．尽管也会持有多种证券，但是形成的证券组合只是多个证券的简单加总，没有进行有意识的系统性管理，也没有组合管理思想，属于“只见树木，不见森林”的做法．自20世纪60年代以来，随着现代投资理论的发展，传统上的做法逐渐被组合管理的思想取代．组合管理强调资产之间的相互关系，实现投资组合整体的风险收益最优化．1973年，布莱克和斯科尔斯的期权定价公式是第二次“华尔街革命”．两次“华尔街革命”都避开了一般经济均衡的理论分析框架，在一段时间内被传统经济学家们认为是“异端邪说”．然而，它们确实在以华尔街为代表的金融市场引起了“工业革命”，也使金融学发生了质的变化．

马科维茨最大的贡献在于从数学上明确界定了收益和风险．把证券收益率看做随机变量，随机变量的数学期望就是收益，标准差（方差）就是风险．把各个证券的持有比例看做未知变量，就得到一个优化问题．对指定的收益，求出最小风险．在平面上可以画出组合前沿曲线．在证券允许卖空的条件下，组合前沿是双曲线的一支；在证券不允许卖空的条件下，组合前沿是若干段双曲线的拼接．组合前沿的上半部称为有效前沿．对于有效前沿上的证券组合来说，不存在收益和风险两方面都优于它的证券组合．

夏普和另一些经济学家推导出全市场的证券组合的收益率是有效的这一结论以及资本资产定价模型（Capital Asset Pricing Model, CAPM）．经济学家托宾（J. Tobin）证明了，在允许卖空的证券组合选择问题中，每个有效证券组合都是一种无风险资产和一种特殊的风险资产的组合，这被称为两基金分离定理．

经济学家米勒与莫迪利安尼（F. Modigliani）在1958年以后发表了一系列论文，探讨“公司的财务政策（分红、债券／股权比等）是否会影响公司的价值”．他们的结论是：在理想的市场条件下，公司价值与财务政策无关，即后来的MM定理．文献中首次提出无套利假设．从无套利假设出发可以为金融产品的设计及定价得到许多有用的结果．

以无套利假设作为出发点的成就是布莱克-斯科尔斯期权定价理论．布莱克和斯科尔斯通过模型的连续动态化，并引入随机微分方程——几何布朗（Brown）运动，建立了有显式解的期权定价方程．

用无套利假设来为金融资产定价的成功，促使1976年罗斯（S. A. Ross）的套利定价理论（Arbitrage Pricing Theory, APT）诞生．APT是作为CAPM的替代物诞生的．CAPM的验证涉及对市场组合是否有效的验证，而这在实证上是不可行的．这引来了许多的批判．针对CAPM的单因素模型，罗斯提出多因素模型来代替之．罗斯的重要贡献是：提出了套利定价的基本原理，即资产定价基本原理——无套利假设等价于存在对未来不确定状态的等价概率测度，使得每一种金融资产对该等价的概率测度的期望收益率都等于无风险证券的收益率．1979年罗斯与科克斯（J. C. Cox）和鲁宾斯坦（M. Rubinstein）一起，利用上述资产定价基本原理对B-S期权定价公式给出了简化证明．

由此以来，数理金融学就在很大程度上离开了一般经济均衡研究分析框架，而只需要从资产定价基本定理出发，由此可以得到许多金融资产定价的数学模型和公式．

第三节　数学在金融学中的作用

在21世纪，数学和计算机技术成为任何一门科学发展的必备工具．美国花旗银行副总裁柯林斯（Collins）1995年3月在剑桥大学的讲演中说到：“在18世纪初，和牛顿同时代的数学家伯努利曾宣称：‘从事物理学研究而不懂数学的人实际上处理的是意义不大的东西．’那时候，这样的说法对物理学而言是正确的，但对于银行业而言不一定对．在18世纪，你可以没有任何数学训练而很好地运作银行．过去对物理学而言是正确的说法现在对于银行业也正确了．于是现在可以这样说：‘从事银行业工作而不懂数学的人实际上处理的是意义不大的东西’．”他还指出，花旗银行70％的业务依赖于数学．他还特别强调，如果没有数学发展起来的工具和技术，许多事情我们是一点办法也没有的……没有数学我们不可能生存．在这里银行家用他的经验描述了数学的重要性．

冷战结束后，美国数以千计的科学家进入了华尔街，大规模的基金管理公司纷纷雇用数学或物理学博士．这是一个重要信号：金融市场不是战场，却远胜于战场．但是市场和战场都离不开复杂的计算工作．国外的学术界现在以数量性分析为主，比如资本资产定价原理，衍生资产的复制方法等．在国内金融学的教材中，虽然涉及了标的资产（Underlying asset）和衍生资产（Derivative asset）定价，但对公式提出的原文证明往往予以回避．产生这种现象的原因有如下几个方面：

首先，我国金融学科主要归到哲学社会科学规划办公室，队伍大多来自哲学和政治学队伍，研究方法为定性的．而西方金融研究方向的队伍具有很好的数理功底．

其次是我国的金融市场的实际环境．我国证券市场刚起步才十几年，也没有一个统一的货币市场，投资者队伍主要由中小投资者构成，投机成分高，因此不会产生对现代投资理论的需求，学术界也难以对此产生研究热情．

然而，数学以其精确的描述、严密的推导已经不容争辩地走进了金融领域．自从1952年马科维茨提出了用随机变量描述金融资产的收益性、不确定性和流动性以来，已经很难分清金融杂志是在分析金融市场还是在撰写一篇数学论文．再回到柯林斯的讲话，在金融证券化的趋势中，无论是用统计学方法分析历史数据，寻找价格波动规律，还是用数学分析方法复制金融产品，谁最先发现了内在规律，谁就能在瞬息万变的金融市场中获取高额利润．

可以想象未来有这样一个有美好前景的产业链：金融市场——金融中的数学——计算机技术．金融市场存在巨大的利润和高风险，需要计算机帮助．然而计算机本质上只能识别数字构成的内容，不能直接使用．数学可以用精确语言描述随机波动的市场．比如，通过收益率状态矩阵在无套利的情形下找到了无风险贴现因子．因此，金融中的数学能帮助IT产业向金融产业延伸，并获取自己的利润．

第四节　诺贝尔经济学奖中的金融大师们

在数理金融学的发展史上，诺贝尔经济学奖的获奖者的工作对数理金融学的研究起着决定性的作用．数理金融学的主流研究方向就是以这些工作为基础的．因此很有必要熟悉这些大师们．

一、马科维茨（Harry M. Markowitz）

马科维茨1927年8月生于美国芝加哥市．家庭比较优越，童年生活无忧无虑．

马科维茨1947年从芝加哥大学经济系毕业，获得学士学位．在大学期间，他涉猎广泛，打下了较坚实的数学基础，对他后来创立证券组合选择理论作用颇大．

在拿到学士学位之后，他决定读经济学，最感兴趣的是不确定性经济学，特别是冯·诺伊曼和摩根斯坦及马夏克关于预期效用的观点以及弗里德曼—萨凡奇效用函数．马科维茨说：“我在芝加哥有幸遇到弗里德曼、马夏克及萨凡奇等伟大的老师．库普曼斯的活动分析课程连同它的效率定义和它的有效集的分析也是我受教育的一个关键部分．”

马科维茨分别于1950年和1952年在芝加哥大学获得经济学硕士、博士学位．在芝加哥他是考尔斯经济学研究委员会的一名学生会员．他从众多经济学大师和同时代的佼佼者那里汲取学术营养．这个时期是他学术生涯的奠基时期．证券组合选择理论就是在考虑学位论文题目时产生的．他想到将数学方法运用于股票市场的可能性，提出有关预期收益和风险之间关系的资产选择理论，成为后来资本市场理论的奠基石．1952年，他在《资产选择：有效的多样化》中，首次用均值和方差这两个数学概念定义了投资者偏好，第一次将边际分析原理运用于资产组合的分析．

1952年，取得博士学位后，马科维茨加入了兰德公司，开始将其理论应用于实际业务．开发了一系列应用于证券组合与资产分析的新技术（如稀疏矩阵技术），并对大型模拟技术模型的建立做了工作．

在兰德公司，马科维茨从乔治·但泽那里学到了优化技术，并把它运用在均值—方差的边界的算法中．其间受詹姆斯·托宾之邀，于1955—1956年间到耶鲁大学考尔斯基金会工作．这一年他有较充足的时间进行思考，形成了某些理论的框架．

1959年他的代表作《资产组合：有效的多样化》是其学术生涯的顶峰．之后，他基本上是对证券组合选择理论的完善．1989年美国运筹学会、管理科学协会联合授予马科维茨、冯·诺伊曼运筹学理论奖，以表彰他们在证券组合选择理论、稀疏矩阵技术、SIMSCRIPT程序语言等方面所作的理论突破和技术创新工作．

马科维茨著作颇丰，有专著及合著7本、重要理论文章30余篇，研究范围涉及金融微观分析及数学、计算机在金融经济学方面的应用．他的理论也曾影响了同时代学者．

其主要著作有：《资产选择：投资的有效分散化》（1970）、《过程分析研究广义经济性质的生产能力》（合作）（1967）、《资产选择与资本市场中的均值—方差分析》（1987）．主要论文有：《资产选择——有效的分散化》（1952. 3）、《财富的效用》（1952. 4）、《资产分析要素与方案》（合作）（1981. 9）、《非负与非非负：资本资产定价模型质疑》（1983. 5）、《平均方差与直接效用的最大化》（合作）（1984. 3）、《投资规则、毛利与市场波动》（1989年秋）、《风险调节》（1990）．

二、夏普（William F. Sharpe）

1934年6月，夏普出生于美国马萨诸塞州．他的父母均受过大学教育．在加州的公立学校，夏普完成了他的大部分大学前教育．

1951年，夏普进入加州大学伯克利分校，但一年后，他失去了兴趣，转学到加州大学洛杉矶分校，选择企业管理专业．1955年获得经济学士学位，1956年得到经济学硕士学位．

加州大学洛杉矶分校有两位教授对他的事业有深刻影响．在商业学院，他成为金融教授弗雷德·威斯顿的研究助理，并跟他学习课程，接触到马科维茨的著作，开始了有挑战性的研究．另一位教授是阿门·阿尔钦，他是夏普“做人的模型”．阿尔钦教育学生对一切事情要提出疑问，要集中于主要因素，要对自己的思想吹毛求疵．

1956年他加入兰德公司．他对兰德公司的研究气氛非常赞赏，认为兰德是进行既有美学价值又注重实用研究的理想公司．夏普在兰德工作的同时攻读博士学位．1960年，夏普开始考虑博士论文题目．在威斯顿的建议之下，他向马科维茨求教，从此开始密切合作，研究“基于证券间关系的简化模型的证券组合分析”课题．马科维茨不是夏普博士论文答辩委员会的成员，但是整篇论文的顾问．

在论文中，他根据马科维茨首先提出的模型探讨了证券组合分析的一些方法．当时称为“单一指数模型”．他讨论了规范和实证的两方面结果．最后一章“证券市场行为的一个实证理论”，类似现在CAPM的一部分．

20世纪70年代，夏普的大部分研究集中在与资本市场中的均衡有关的问题以及它们对投资者的证券组合选择的影响上．美国在1974年通过关键立法后，他开始研究用于支付退休金义务的资金的投资政策的作用．他还写了一本教科书《投资学》，将制度的、理论的和经验的材料归纳在一起．

1976—1977年，夏普作为研究银行资本是否充分问题的研究小组成员，研究存款保险和拖欠风险之间的关系．成果于1978年发表在《金融和数量分析》杂志上，支持基于风险的保险费概念．

1983年，他帮助斯坦福大学建立了一个国际投资管理计划，最初与日内瓦的国际管理研究所，以后与伦敦研究生院联合提供．这个计划是为希望得到金融经济理论和有关经验研究的全面基础的高级投资专业人员设计的．夏普担任此计划的主任之一直至1986年．1986年后，夏普创办夏普—罗素研究公司，业务是研究并开发程序以帮助养老金、基金会和捐赠基金选择对他们的情况和目标适合的资产配置．

夏普担任了许多名誉职务，如注册金融分析家学会的研究基金会的理事、金融定量研究会的委员、注册金融分析家协会的教育和研究委员会委员．1980年，他获得美国商学院协会的优异贡献奖．

1990年，他因创立CAPM获得诺贝尔经济学奖．他对经济学的主要贡献是在有价证券理论方面对不确定条件下金融决策的规范分析，以及资本市场理论方面关于以不确定性为特征的金融市场的实证性均衡理论．

CAPM的实际应用一直是激烈争论的焦点．然而，CAPM在金融经济学中的重要性不容忽视．现在投资公司广泛应用CAPM预测某股票在股票市场上的运作．

夏普曾在权威性杂志上发表过多篇论文，如《金融分析家》、《金融和数量分析》、《投资组合管理》等．主要著作有：《资产组合选择理论和资本市场》（1970）；《投资学》（1981）；《资产配置工具》（1985，1987再版）；《投资学基础》（1989）．

﻿三、米勒（M. Miller）

米勒1923年5月出生于美国波士顿．1940年进入哈佛大学．1943年获得文学学士学位．

米勒先在美国财政部税务研究处，以后在联邦准备系统董事会的研究和统计处工作．1949年，他选择巴尔的摩的约翰·霍普金斯大学的研究生院，并于1952年获约翰·霍普金斯大学博士学位．他的第一个工作是1952—1953年伦敦经济学院的访问助理讲师．之后，他到了卡内基工学院（现在的卡内基·梅隆大学）．米勒的同事中有西蒙和莫迪利安尼，他们分别是1978年和1985年诺贝尔经济学奖获得者．1958年，他与莫迪利安尼发表了关于公司理财的MM定理．1961年，来到芝加哥大学．1965—1981年，任芝加哥大学商业研究生院布朗（Edward Eagle Brown）讲座银行金融学教授．1966—1967年，在比利时的鲁汶大学作了一年的访问教授．1981年起，任芝加哥大学商业研究院马歇尔（Leon Carrol Marshall）讲座功勋教授．自20世纪80年代初，米勒的兴趣转移到证券和期货交易方面．

米勒的公司财务理论解释了什么因素决定公司在应计债务和分配资产方面的选择．他的这一理论基于这样的假设，即股票持有者可以像公司一样进入同样的资本市场．因此，公司保证股东利益的最佳办法就是最大限度地增加公司财富．米勒认为，通过资本市场而确立的资本资产结构与分配政策间的关系，同公司资产的市场价值与资本之间的关系，是一个事物的两个方面．因而，在完全竞争条件下，公司的资本成本及市场价值与公司的债务-资产率及分配率是互为独立的．也就是说，一定量的投资，无论选择证券融资还是借款，对企业资产的市场价值并无影响；企业的分配政策对企业股票的价值也不起作用．进一步，对资不抵债公司的税收优惠，虽然会影响一个给定的经济部门的总债务率，但对个别企业债务-资产率却无关痛痒．这在“MM理论”的基础上又迈进了一步．现在这个定理仍然是几乎所有公司财务的实验性研究的出发点．

主要著作包括：《金融理论》（合作，1972年）、《宏观经济学：新古典主义入门》（合作，1974年）．主要论文包括：《利息率变动的收入效应》（合作，1951年春）、《红利政策、增长和股票估价》（合作，1963年6月）、《与不确定条件下投资规划相关的资本价值的若干估算》（1967年2月）、《30年之后的莫迪利安尼-米勒定理》（1988年秋）、《毛利管制与股市波动》（合作，1990年3月）等．

四、默顿（R. Merton）

默顿1944年7月31日出生于美国纽约．1966年获哥伦比亚大学工程数学学士学位，1967年获加州理工学院应用数学硕士学位，1970年获麻省理工学院经济学博士学位，1970—1988年在麻省理工学院任教，1988年起在哈佛大学工商管理学院任教．

默顿和斯科尔斯因为在“期权和衍生证券方面所作的开创性贡献”而共享1997年诺贝尔经济学奖，表彰默顿和斯科尔斯与布莱克教授合作推导并发展的期权定价模型．在得出这个公式的过程中，默顿作出了非常重要的贡献．1973年默顿在《理性期权定价理论》一文中，对布莱克-斯科尔斯公式所依赖的假设条件作了删减，使得该公式可以推广应用到许多其他领域，更接近实际．1974年他在《企业债务的定价》一文中又利用该公式解决了企业定价问题，使人们认识到可以利用期权定价方法，对所有具有期权特点的决策问题进行研究，从而使期权定价理论在投资决策中得以广泛应用．

默顿等人实际上开创了一个新的领域．从1988年起，该领域被称为“金融工程”，使得管理成为有定量理论可循的规范经济行为．

五、斯科尔斯（M. Scholes）

由于给出了布莱克-斯科尔斯期权定价公式，斯科尔斯获得1997年诺贝尔经济学奖．该法则已成为金融机构设计金融新产品的方法．

斯科尔斯1961年获工程学士学位，1964年获芝加哥MBA学位，1969年获芝加哥大学经济学博士学位；1968—1973年执教麻省理工学院，1972—1983执教芝加哥大学，1983执教斯坦福大学．

斯科尔斯与布莱克于1973年发表《期权定价和公司债务》一文，给出了著名的布莱克-斯科尔斯公式．公式只依赖于可观察到的或可估计出的变量，避免了对未来股票价格概率分布和投资者风险偏好的依赖．期权价格仅依赖于股票价格的波动量、无风险利率、期权到期时间、执行价格、股票时价．

市场许多大投资机构在股票市场和期权市场中连续交易进行套利，他们的行为类似于期权的复制者，使得期权价格越来越接近于布莱克-斯科尔斯的复制成本，即布莱克-斯科尔斯公式所确定的价格．通过对1966年至1969年期权交易价格数据的分析，以及对芝加哥期权交易所成立后前七个月交易价格的分析，证实了布莱克-斯科尔斯公式的准确性．布莱克和斯科尔斯复制法则告诉人们，可以利用已存在的证券来复制符合于某种投资目的的新的证券品种，这成为金融机构设计新的金融产品的思想方法．

利用布莱克-斯科尔斯公式对某一特定证券定价时，不像统计或回归分析那样需要以往的数据，它可以对以往没有的新型证券进行定价．这一特性扩大了期权定价模型的应用，为企业新型债务及交易证券如保险合约进行定价提供了方法．

六、莫迪利安尼（F. Modigliani）

莫迪利安尼1918年6月出生在意大利罗马，17岁进入罗马大学，1936年获得罗马大学法学学士学位．不久，莫迪利安尼移民美国，于1939年8月抵达纽约．

在美国他开始考虑如何谋求在经济学方面的事业．他的运气不错，得到了纽约新社会研究学院的奖学金．马尔沙克是莫迪利安尼的良师益友，教他学习宏观经济学．马尔沙克强调建立检验性的假设的重要性，以及分析中数学和统计学的重要性．

1942年，在莫迪利安尼还是一个研究生时，马尔沙克帮助他在新泽西妇女学院谋得一个教学职位，使莫迪利安尼能够集中精力进行研究．1944年，新社会研究学院授予莫迪利安尼社会科学博士学位．同一年，他的论文《利息和货币的流动性偏好理论》在《经济计量学》杂志上发表．该文是他博士论文的精髓．这篇论文在把当时被一般人认为是决裂的凯恩斯的“革命”和古典经济学的主流统一起来，成为凯恩斯主义经济学的经典文献．

1948年秋，莫迪利安尼获得芝加哥大学政治经济学奖学金，并受聘为居于领导地位的经济研究委员会的研究顾问．不久，他出任伊利诺伊大学的“期望与商业波动”研究计划主任．不过，在1949—1950年的整个学年里，他一直留在芝加哥，参加考尔斯委员会的工作．一年以后，他升为伊利诺伊大学的教授．莫迪利安尼继续与考尔斯委员会联系直到1954年．到那时，他通过几篇开拓性的论文和一本叫《国民收入和国际贸易》（1953年）的书，确立了他作为经济学家的地位．这本书试图描述一个开放经济中凯恩斯主义的经济计量理论，并且回答了60个行为问题．作者也利用时间序列数据艰难地计算了这个模型的参数．

1955年开始，莫迪利安尼成为卡内基工学院经济学和工业管理系的一员，越来越把兴趣集中到研究有关企业经济学这个领域．

1957—1958年期间，莫迪利安尼是哈佛大学的经济学客座教授．他撰写了有关公司财务理论的杰作．这时，他与米勒合作发表了《资本成本、公司财务和投资理论》，载于《美国经济评论》（1958年）．文中提出的理论新颖独特，在学者和实业者中引起极大的争论．30年后，这场争论尚未平息．这就是“MM定理”．虽然这个定理是在严格的形式中阐述的，但它很简明：在没有税收和完全金融市场的世界中，企业的价值不依赖于其资本结构．
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第二章　均值方差证券投资组合选择模型

学习目的

1．了解马科维茨组合选择的基本思路；

2．了解证券组合前沿的概念和相关内容；

3．了解组合前沿和资产定价的关系．

知识要求

1．基本的证券投资知识；

2．初级的概率知识．





马科维茨讨论了投资者将一笔资金在给定的持有期进行投资的问题．期初购买证券，期末卖出．期初决定购买哪些证券以及资金如何分配？也就是选择一个最优的证券组合．由于每种证券（从而证券组合）未来的收益率是未知的，因此，不可能作出一个保证获得最高收益的决策．尽管可以估计每种证券未来的收益率（期望收益率），仍然不能满足上面的要求．这是因为，基于期望收益率的决策最多只能获得最高平均收益率（组合的期望收益率）．

正是因为对收益率的不确定性（风险）在决策中的关注．马科维茨指出，任何一位投资者在追求“高收益”的同时，还希望“收益尽可能是确定的”．决策目标应该有两个：第一，“尽可能高的收益率”；第二，“尽可能低的不确定性（风险）”．

一般来说，高收益对应高风险．因此，上述两个目标是相互制约的，不可能同时兼得．在实际中，最佳决策应该使得这两个相互制约的目标达到最佳的平衡，需要找到一个最佳的证券组合，这个最佳组合最能满足投资者对于风险和收益的平衡关系．

本章分为两个部分：第一部分简单地介绍进行推导的初步的知识，包括风险收益的数学度量，以及用叙述的方式具体介绍马科维茨模型的具体运作过程；第二部分从数学的观点，详细地推导有关的结论，是本章的重点．

第一节　风险和收益的数学度量

有关风险和收益的度量有多种方法．本书采用最“原始”的方式，即，用期望度量收益，用方差（或标准差）度量风险．

一、两种计算收益率的数学公式

用rt
 表示收益率．对于证券投资来说，收入等于红利加上价差（spread），因此，

rt＋1
 ＝（D＋Pt＋1
 －Pt
 ）／Pt
 ．

另一个投资收益率的计算公式为
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上面两种计算公式前者是单利收益率，后者是复利收益率．两者的数值相差一个高阶无穷小量．下面是对后一公式的数学上的说明．
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其中，o（·）表示高阶无穷小量．

二、期望和方差——单个证券收益和风险的度量

（一）用随机变量度量的期望和方差表示收益和风险

证券价格时刻处于波动之中，要想对未来的收益率做出准确判断是绝对不可能的．为此，引入随机变量的工具．

1．用随机变量度量收益的不确定性

将这个问题降低一个难度，投资者可以根据自己的分析（经验）对收益率未来可能的取值以及可能性进行估计．将估计结果用数字的形式表述出来．比如，可以这样来描述一项证券的风险处境（表2-1）．

表2-1　一个风险处境例子
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从数学上讲，上述的收益率就是一个（离散的）随机变量．这样，一项投资的风险处境可以用随机变量的分布来描述．表2-2是更一般的写法．

表2-2　用随机变量表述风险处境
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其中，ri
 （i＝1，2，…，n）表示有可能出现的收益率，pi
 表示获得收益率ri
 的可能性．

2．随机变量的期望收益率和收益率的方差

需要说明的是，要得到表2-1那样的数字结果是不可能的．投资者更倾向于对未来收益率作出一个点估计，这就是期望收益率
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它反映了对未来收益水平的总体预期．显然，未来实际收益率与期望收益率会有偏差，但从数学上可以证明，期望收益率是实际值与预测值的平均偏差达到最小（最优）的点估计值．

如果投资者以预期收益率为依据来进行决策，就有得不到预期收益率的可能，因而风险本质上就是由可能的收益率与预期收益率的偏离造成的．可能的收益率越分散，与预期收益率的偏离程度就越大，进而，风险也就越大．数学上，用收益率（随机变量）的方差σ2
 （r）（或标准差σ（r））度量这种偏离程度：
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（二）用历史数据估计期望收益率和方差——样本均值和样本方差

假设收益率的概率分布是恒定的，那么，实际收益率就是来自同一概率分布的抽样样本．因而，可以用样本均值和样本方差对期望收益率和方差进行估计．

假设从时刻t＝1到t＝n的实际收益率是rt
 （t＝1，2，…，n），这就是由收益率的时间序列所构成的样本，则样本均值和样本方差为：
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当然，如果认为假设收益率的分布在长时间保持不变不太合理，还可以对上述估计作一些改进．比如，将上述算术平均改为加权平均，让距今较近的时刻具有较大的权数．

三、证券之间的关联性

一种证券价格的升降有可能伴随着另一证券的升降．这种关联性普遍存在，只是联动性的方向和程度不一样．正是由于这种关联性，使得多个证券组成的证券组合，其期望和方差的计算要复杂得多．

（一）证券间的关联性——协方差与相关系数

统计学中用协方差和相关系数描述随机变量的关联程度，并有一些方法对其进行估计．

1．两个随机变量组成的随机向量的联合分布

用rA
 ，rB
 分别表示证券A和证券B的收益率，则其联合分布通常表示为：
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2．协方差与相关系数

证券A和证券B的协方差由下式计算：
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协方差反映两种证券协同变化的数量，数值大小依赖于证券收益率与自身期望收益率的偏离程度．然而，协方差的数值大小并不能完全反映证券间的关联关系．

为了对相关程度做出衡量，应将上面的偏离程度进行标准化．标准化后的协方差就是相关系数．数学公式如下：
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其中，σA
 ，σB
 分别是证券A和证券B的标准差．

（二）几种典型的相关程度

容易证明，-1≤ρAB
 ≤1．以此为依据，相关程度可以分为以下几种情形．

1．完全线性相关——两证券的收益率之间是确定性的关系

这是一种特殊的情况，证券A和B的收益率之间存在如下确定的线性关系式：
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显然，如果知道了A或B中任何一种证券的收益率，就可以计算出另一种证券的收益率．因此，任何一种证券的收益率数值，可以完全由另一种证券的收益率数值决定．

如果满足（2-8），则称证券A与B完全线性相关．如果b＞0，两种证券的上升下降的变化是同方向的，称证券A与B是完全正线性相关；如果b＜0，称证券A与B是完全负线性相关．此时，两种证券的上升下降的变化是反方向的．

2．不完全线性相关——两证券之间是不确定的线性关系

现实中更多的情况是，一种证券的变化将引起另一种证券的部分变化，后者还受其他因素影响．此时，两种证券A和B的收益率的关系为：
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显然，rA
 由两部分构成，一部分是a＋b×rB
 ，由证券B的收益所确定；另一部分是ε，由与rB
 毫无关系的其他因素确定．

由（2-9）及其假设条件容易推导出下列关系式：
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式中，[image: alt]
 为证券A的不确定性（总风险），[image: alt]
 为证券A来自于与B的关联性产生的不确定性．

3．不相关

如果ρAB
 ＝0，则称证券A与B不相关，更严格地讲是线性无关．此时，一种证券的变化与另一种证券的变化无关．

（三）样本协方差和样本相关系数

如果假设两种证券间的关联性保持不变，则可通过历史数据的观察值对协方差和相关系数进行估计．统计学中，称为样本协方差和样本相关系数．
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式中，rAt
 ，rBt
 （t＝1，2，…，n）为证券A和B的收益率在时间t的实际值（样本）．

四、证券投资组合的期望和方差计算方法

将资金按比例分散投资于不同的证券，就构成了证券组合．可以把证券组合当成一种新的证券．通过构建不同的组合，可以创造出数量无限的投资机会．首先，从由两个证券组成的组合开始．

（一）由两个证券组成的投资组合的数学表示法

假设有证券A和B，将资金以WA
 的比例投资于证券A，以WB
 的比例投资于证券B，且WA
 ＋WB
 ＝1，称该投资者拥有一个证券组合P＝（WA
 ，WB
 ）．WA
 ，WB
 分别称为证券组合P中证券A的权数和证券B的权数．如果期末证券A和B的收益率分别是rA
 和rB
 ，则证券组合P的收益率为
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证券组合中的权数WA
 和WB
 可以是负数．比如WA
 ＜0，则表示该组合投资者卖空了证券A，并将所得的资金连同原有的资金买入证券B．

此时的rA
 和rB
 是随机变量，对其分布的简化描述就是它们的期望值和方差．

（二）两个证券组合的期望收益率与方差计算方法

要计算组合P的期望收益率和方差，除了要知道证券A和B的期望收益率和方差外，还必须知道证券A和B之间的相关系数ρAB
 （或协方差）．计算公式如下：
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显然，选择不同的组合权数WA
 ，就可以得到不同的证券组合，从而得到不同的期望收益率和方差．投资者可以根据自己的偏好，选择符合自己要求的证券组合．

（三）两种证券的结合线

如果用期望收益率和标准差（或方差）来描述一种证券，那么任意一种证券可用坐标系中的一个点来表示：期望收益率是纵坐标，标准差（方差）是横坐标．用A和B表示证券A和B所对应的点．当然，证券组合也是坐标系中的一点，而且这个点将随着组合的权数变化而变化．由证券A和B构成的组合，其轨迹则是连接A和B的一条连续曲线，这条曲线称为证券A和B的结合线．可见，结合线描述了证券A和B的所有可能的组合．

根据公式（2-14）及WA
 ＋WB
 ＝1，证券A和B组成的组合P，其结合线由下式确定：
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这里，E（rA
 ）、E（rB
 ）、[image: alt]
 、[image: alt]
 是已知的，WA
 是参数．公式（2-15）和（2-16）是由参数方程确定的函数．根据ρAB
 的不同取值，所确定的函数有所不同．具体分为三种情况：

1．A和B是完全正相关，即ρAB
 ＝1

此时，公式（2-15）和（2-16）简化为
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显然，这是两条直线，其中一条是连接（σA
 ，E（rA
 ））和（σB
 ，E（rB
 ））的直线．

2．A和B是完全负相关，即ρAB
 ＝-1

此时，公式（2-15）和（2-16）简化为
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这也是两条直线．这两条直线分别通过（σA
 ，E（rA
 ））点和（σB
 ，E（rB
 ））点．

3．A和B是不完全相关的，即ρAB
 既不等于1，也不等于-1

此时，公式（2-15）和（2-16）不能进行简化，表示的是通过（σA
 ，E（rA
 ））点和（σB
 ，E（rB
 ））点的双曲线．

以上三种情形的图形参看图2-1．
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图2-1　两资产组合的结合线

（四）无风险证券与风险证券的结合线

考虑一种特殊情况，证券组合P由风险证券A和无风险证券B构成．无风险证券的特点是风险为0，即σB
 ＝0．此时，证券A和B的结合线为：
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这是一条连接点B＝（rB
 ，0）和点A＝（rA
 ，σA
 ）的射线（图2-1a）．A和B之间的点C，表示同时投资于证券A和B；AB延长线上的点D，表示卖空B并投资于A．
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图2-1a　存在无风险资产的结合线

（五）由多个证券组成的组合的期望和风险的计算

对此，数学上有精确的计算公式，就是多个随机变量期望与方差的计算公式．由于公式不实用，这里从略．从公式可以看出，组合中所包含的证券数量越多，计算量就越大．当证券数量增加到一定程度后，甚至连计算机也不能胜任．这也是马科维茨模型不实用的原因．

第二节　马科维茨模型的假设条件和运作过程

一、马科维茨模型的假设条件

要使用数学模型，就需要对客观现实进行假设．虽然社会科学对条件假设不像数学那样严格，必要的说明还是不可少的．马科维茨模型做了下面的假设．

假设1：投资收益率的概率分布是已知的；

假设2：投资风险用投资收益率的方差或标准方差标识；

假设3：影响投资决策的主要因素为期望收益率和风险；

假设4：投资者都遵守占优原则：同一风险水平下，选择收益率较高的证券；同一收益率水平下，选择风险较低的证券．

做出上述假设的目的在于，在进行相关的数学推导时，可以“行得通”．

二、投资组合的可行域

选定了每个证券的投资比例，就确定了一个证券组合，可以计算组合的期望收益率EP
 和标准差σp
 ，从而可在EP-σP
 坐标系中确定一个点．因此，每个证券组合对应于Ep-σP
 坐标系中的一个点；反过来，Ep-σP
 坐标系中的某个点有可能对应某个特定的证券组合．

如果投资者选择了全部有可能选择的投资比例，在EP-σP
 坐标系中，众多的证券组合点将组成一个区域，这个区域被称为可行域或机会集（feasible set）．可行域中的点所对应的组合才是“有可能实现”的证券组合．因此，可行域就是由“全体合法的”证券组合在EP-σP
 坐标系中形成的区域．

三、可行域的形状

可行域的形状依赖于单个证券的收益和风险，即Eri
 和[image: alt]
 ，以及证券之间的协方差，还依赖投资权数．图2-2是几种典型可行域．其中封闭区域的是不允许卖空情况下的可行域，不封闭的是允许卖空情况下的可行域．
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图2-2　几种典型的可行域的图形

﻿可行域的共同点是，左上边缘部分必然向外凸或是线性的．这不是偶然的，本章后面将证明，可行域一定是这几种形状．此外，还可证明曲线部分是双曲线．

四、有效边界和有效组合

（一）投资者的共同偏好

投资者普遍喜好收益而厌恶风险．反映在证券组合的选择上，可由下述规则描述：

（1）如果两种证券组合标准差相同，而收益率不同，投资者将选择收益率高的那种组合；

（2）如果两种证券组合收益率相同，而标准差不同，就选择标准差较小的那种组合．

从图形上看，任何一个点都一定比其“西北方（左上方）”或“正北方”（正上方）的点“坏”．

（二）有效边界和有效组合

如果仅仅依靠共同偏好，不可能找到最优组合点．为此，降低问题的难度．排除肯定不能成为最优组合的点，余下有可能成为最优组合的点．余下的部分就是有效组合．有效组合组成的曲线就是有效边界．从图形上看，可行域的左上方边界，就是有效边界（图2-3中的粗线部分）．
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图2-3　几种典型的有效边界

五、无差异曲线

对于两种证券组合A和B，如果E（rA
 ）＜E（rB
 ），并且σA
 ＜σB
 ，则不能区别组合A和B的好坏．因为组合B虽然比A的风险大，但收益率也大．收益率的增量可以认为是对风险增加的补偿．在同样风险状态下，投资者要求得到期望收益率的补偿可能不一样．有三种可能的结果：

情况一，增加的收益率恰好能补偿增加的风险，证券A与B无差异（或称等效）．

情况二，增加的收益率不足以补偿增加的风险，证券B不如A．

情况三，增加的收益率超过对增加风险的补偿，证券B比A好．

图2-4中，如果投资者认为经过A的曲线上所有的证券组合的满意程度相同，则称这条曲线为该投资者的一条无差异曲线（或称等效曲线）．在此基础上，任何证券组合均可与A进行比较．例如，组合B与A无差异；C比A好；D比A差．

[image: alt]


图2-4　无差异曲线与组合的比较

任何一个证券组合都将落在某一条无差异曲线上，这样就形成无差异曲线族（图2-5）．
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图2-5　无差异曲线族

投资者从有效组合中选择自己的最优组合．显然，选择依赖于个人偏好．无差异曲线恰好反映投资者个人偏好．无差异曲线位置越靠左上方，表明满意程度越高．利用效用函数，可以从数学上证明无差异曲线的诸多性质，相关知识请参看本章后面所列的参考书．

六、最优证券组合的确定

有效边界与无差异曲线族中的某一条曲线可能相交，这样，有效边界中的每个点都对应一条无差异曲线．显然，最优组合点应该对应“最高位置”的无差异曲线．这里的最高位置是指处在最“左上方”．

从图形上看，最优组合点是无差异曲线族与有效边界的切点．如图2-6，投资者将选择有效边界上的A点作为最优组合．

七、马科维茨模型的应用和难点

应用马科维茨模型可分为两个步骤：第一，估计单个证券的期望收益率、方差以及证券之间的相关系数；第二，对于给定的期望收益率水平，计算最小方差证券组合，确定有效边界（有效组合）．
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图2-6　无差异曲线与有效边界的切点是最优组合点

﻿其中，第二个步骤较复杂（下面将进行说明）．应用马科维茨模型面临的最大困难是计算量过大．因而，实际中马科维茨模型并不应用于一般的资产分配问题，而是更多地把它应用于不同资产类型上的分配问题．

第三节　证券组合前沿

这一节将讨论有效前沿的相关内容．最优证券组合使预期效用值最大化，这样将涉及效用函数．然而，对于一般形式的效用函数，最优证券组合不容易得到简单的数学表达式．下面的讨论将在均值方差效用的特殊情形下进行．尽管这种效用存在局限性，但可以得到简单的表达式．对于一般效用函数的结果，请参看本章所列参考书《金融数学》．

一、前沿证券组合的定义

定义　对于某个证券组合P，在所有与其等收益的证券组合中，P的方差最小，则称P为前沿证券组合．

显然，前沿证券组合对应一个收益率R，每确定一个R就可以确定一个前沿证券组合．因此，准确地说，“前沿证券组合P”应该是“对应于收益率R的前沿证券组合P”．

二、前沿证券组合与最优化问题

假定市场上存在N（N＞1）种风险资产，并允许无限制地卖空．假设它们的收益率[image: alt]
 i
 的方差是有限数，并且期望不相等．此外，任何一种资产的收益率不能由其他资产的收益率线性表出．在这一假设下，它们的方差一协方差矩阵就是正定矩阵．

用V表示N个资产证券的协方差矩阵，用W表示投资组合的权重向量．W是N维向量，V是N阶正定矩阵．

组合P是一个前沿证券组合当且仅当它的证券组合权重WP
 是下列二次优化问题的解：

[image: alt]


其中，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，…，[image: alt]
 ，表示N个风险资产收益率的期望向量，是已知的．1表示每个分量都等于1的N维向量．前沿证券组合所对应收益率[image: alt]
 ，体现在约束条件中．目标函数表示的是对应于权重向量W的组合的方差（为了求解方便，前面添上了1/2），第一个约束条件表示，组合的收益率等于指定的[image: alt]
 ．

三、前沿证券组合的求解

利用拉格朗日（Lagrangian）乘子法求解上面的优化问题．假设Wp
 是下列无约束问题之解：

[image: alt]


这里有两个约束条件．一阶条件（一阶偏导数等于0）是下面的等式，

[image: alt]


注意，式（2-19）共有N＋2个等式．（为什么？）由于V是正定矩阵，因此，一阶条件是最优解的必要条件又是充分条件（这是优化问题中的一个结论）．

优化问题的解WP
 可以通过下面的过程得到：

[image: alt]


将式（2-20）分别代入式（2-19）中的后面两个等式，得到：

[image: alt]


其中，第二个等式左端的1是数字．这是一个二元线性方程组，求解得

[image: alt]


注意，A、B、C、D都是数字．可以证明，B＞0，C＞0，D＞0（此证明留作练习题）．

将式（2-20b）代入式（2-20），得优化问题唯一解

[image: alt]


其中，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，g和h都是向量．

综合上述，任何前沿证券组合可以表示成（2-21）式的形式；反过来，任何能写成（2-21）式的证券组合就是一个前沿证券组合．

四、证券组合前沿

对于不同的收益率[image: alt]
 ，上述最优化问题可以得到不同的解，进而能得到不同的前沿证券组合．如果“取遍”所有的[image: alt]
 ，就会形成由前沿证券组合所组成的“集合”．这个集合被称为证券组合前沿（portfolio frontier）．

五、前沿证券组合的结构

向量g和h是两个特殊的权重向量，是对应特殊收益率的前沿证券组合．

性质2-1　向量g是对应于收益率[image: alt]
 的前沿证券组合，向量g＋h是对应于收益率[image: alt]
 的前沿证券组合（此证明留作练习）．

性质2-2　任何前沿证券组合可以通过g和g＋h的再组合得到．

证明　假设证券组合q是收益率为[image: alt]
 的前沿证券组合，由（2-21）式知：

[image: alt]


将g和g＋h看成“单个”证券，以[image: alt]
 为权重向量，构造再组合．由于

[image: alt]


所以，g和g＋h按照[image: alt]
 构成了事先给出的前沿证券q．证毕．

可以得到比性质2-2更强的结论．

性质2-2a　任意前沿证券组合，可以由任意两个不相同的前沿证券组合通过再组合得到．

证明　假定p1
 ，p2
 是任意两个不相同的前沿证券组合，即[image: alt]
 ，对于任意前沿证券组合q，存在唯一实数[image: alt]
 ，使得：

[image: alt]


对p1
 和p2
 分别赋予权重（α，1－α），构造一个新的组合，

[image: alt]


这样，前沿证券组合q被p1
 和p2
 再组合表示．证毕．

六、证券组合前沿的几何结构

前沿证券组合曲线是双曲线或抛物线．考察前沿证券组合均值与方差的关系就可得到．

在标准差—均值空间中，前沿曲线是双曲线．根据本章附录的公式，可以计算任意两个前沿证券组合p和q的收益率的协方差：

[image: alt]


其中，最后一个等号是根据下面的结果：
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根据（2-21）的g和h表达式，可得到上面的结果．

为了计算前沿证券组合的方差，令（2-22）式中的p和q相同．经过化简后得

[image: alt]


式（2-23）描述了标准差σ（横坐标）和均值（纵坐标）E之间的关系．显然，这是一条双曲线，中心点为（0，A／C），渐近线为[image: alt]
 ．由于，标准差是非负的，所以，前沿证券组合只是双曲线的右半支（图2-7）．

[image: alt]


图2-7　前沿证券组合曲线（双曲线）

在方差—均值空间中，前沿证券组合曲线是抛物线．改写（2-23）式可得：

[image: alt]


这是方差σ2
 和期望E的关系，是一条（开口向右）的抛物线，顶点为（1／C，A／C）（图2-8）．
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图2-8　前沿证券组合曲线（抛物线）

七、最小方差证券组合mvp

坐标系中，左端表示方差小，因此，最左端的点所表示方差最小的证券组合．这就是最小方差证券组合（minimum variance portfolio），简称mvp．显然，mvp是双曲线或抛物线的顶点．图2-7和图2-8中标出了mvp的位置，即（1／C1/2
 ，A／C）或（1／C，A／C）．

可以计算mvp的权重向量．因为mvp的期望为A／C，代入（2-21），
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性质2-3　对所有的证券组合p（不仅是前沿证券组合），下式成立：
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证明　考虑由组合p和mvp按权重a和1－a进行再组合，新组合的方差为：

[image: alt]


考虑下面的优化问题：

[image: alt]


由于目标函数是一个二次多项式，该优化问题的解是一阶导数等于0的点，而且，极值点是唯一的．这样，最优解a应该满足下面的等式：

[image: alt]


另外，因为mvp是最小方差证券组合，因此a＝0必然是该优化问题的解，这样，将a＝0代入该等式也应该成立，即
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证毕．

八、有效证券组合（或有效边界）（efficient portfolios）

（一）有效证券组合的含义

从图2-7或图2-8中可以看出，在mvp的右端，双曲线或抛物线分为上下两条部分．这样，对于每个方差大于[image: alt]
 的证券组合，可以找到两个前沿证券组合与之对应．其中一个的均值大于A／C，另外一个的均值小于A／C．显然，小于A／C的是无效的．

称收益率大于A／C的前沿证券为有效证券组合．从图形上看，就是双曲线右半支的上半部分．全体有效证券组合所构成的集合就是有效证券组合集．

（二）有效证券组合集是凸集

凸集的定义是集合中的元素对凸组合运算封闭，即有效组合的凸组合仍然是有效组合．

凸组合定义：证券组合Wi
 ，i＝1，2，…，n是n个证券组合．实数αi
 ≥0，i＝1，…，n，且[image: alt]
 ，则称[image: alt]
 为证券组合Wi
 （i＝1，2，…，n）的凸组合．

性质2-4　有效证券组合集是凸集．

证明　假设证券组合Wi
 ，i＝1，2，…，n是n个有效证券组合，则[image: alt]
 ．实数αi
 （i＝1，…，n）满足非负和[image: alt]
 两个条件．由前面的性质2-2a可知，前沿证券组合的再组合仍然是前沿证券，因此，[image: alt]
 也是前沿证券组合．另一方面这个新的证券组合的期望值满足：

[image: alt]


因此，[image: alt]
 也是有效证券组合．证毕．

第四节　零协方差组合zc（p）

本章后面将推导任意证券的定价公式，为此，有必要引入零协方差组合zc（p）的概念．本节分为两部分：一是前沿证券组合p的零协方差组合zc（p），二是非前沿证券组合q的零协方差组合zc（q）．

一、前沿证券组合p的零协方差组合zc（p）

（一）前沿证券组合的零协方差组合的定义和表示

定义　对于前沿证券组合p，如果某个前沿证券组合p0
 满足

[image: alt]


则，称p0
 是p的零协方差前沿证券组合，用zc（p）表示．这里，z＝Zero，c＝Covariance．

（二）zc（p）是唯一的

性质2-5　对于任意前沿证券组合p（p≠mvp），存在唯一的前沿证券组合（用zc（p）表示），使得[image: alt]


证明　考察两个前沿证券组合的协方差，由式（2-22）

[image: alt]


令[image: alt]
 ，解出

[image: alt]


期望值对应于这个数的（唯一的）前沿证券组合就是zc（p）．证毕．

（三）zc（p）的几何含义

如图2-9所示，过[image: alt]
 点作双曲线的切线．可以比较容易地计算出切线的表达式（相关证明可以参看本章参考书《金融数学》），[image: alt]
 正好是该切线在纵轴上的截距．

二、非前沿证券组合的零协方差证券组合

对于非前沿证券组合q，可以类似地定义zc（q）．

（一）非前沿证券组合的零协方差组合的定义

对于任意非前沿证券组合q，需要找到一个证券组合Q，Q是全体与q的协方差为零的证券组合中，方差最小的证券组合．沿用前面的记号，用zc（q）表示．

[image: alt]


图2-9　zc（p）的几何含义

（二）求解非前沿证券组合的zc（q）

根据定义，求解非前沿证券组合的zc（q），就是求解下面的最优化问题：

[image: alt]


这里，目标函数是组合的方差．第一个约束条件是与q的协方差为0．

利用拉格朗日乘子法，计算一阶偏导数并令其等于0，可得该最优化问题的解：

[image: alt]


从上式知，zc（q）是q与mvp的组合．因为1／C是最小方差，q的权重是负数，即卖空q．

（三）零协方差证券组合在几何图形上的解释

计算zc（q）的期望：

[image: alt]


其中，最后一个等号是因为[image: alt]


在坐标系[image: alt]
 （注意不是E-σ）中，组合q的坐标是[image: alt]
 ，mvp的坐标是（1／C，A／C）．连接这两个点得到直线．可以证明，该直线在纵轴上的截距是

[image: alt]


因此，zc（q）的期望值[image: alt]
 恰好是q和mvp的连线在纵轴上的截距．如果用F1
 表示q和mvp的结合线，则zc（q）就是曲线F1
 上的一个点（图2-10）．

[image: alt]


图2-10　zc（q）的几何含义

第五节　用前沿证券组合对任意证券组合定价

本节将要讨论利用zc（p）进行资产定价问题，即考虑任意的证券组合i与前沿证券组合在期望方面的关系．

一、任意证券组合的定价公式推导

对于任意证券组合i，任意选取一个前沿证券组合p（mvp除外），考察p和i的结合线PI（是双曲线）．PI与证券组合前沿相切于p点（图2-11）．

[image: alt]


图2-11　两条曲线在p点相切

﻿下面对相切作粗略地说明．两条曲线都是双曲线，都是可微的．由于前沿是“最外层的”，而且都通过p点，所以，在p点，两条曲线只能相切．

PI中任意的组合q（也是曲线PI上任何一个点），都是p和i的组合，所以

[image: alt]


其中，A是参数．A＝0表示组合p，A＝1表示组合i．

计算曲线PI的导函数：

[image: alt]


计算曲线PI在p点的切线的斜率，需要计算PI在A＝0处的导数，所以

[image: alt]


这就是曲线PI在p点的切线的斜率．如图2-11所示．另外，从图2-9中，可以计算出前沿曲线在p点的斜率．由于两个“曲线”相切于p点，因而，两个斜率应该相等．因此，

[image: alt]


进而可推出，

[image: alt]


其中，β表示β系数，它是今后CAPM模型中要涉及的重要概念．式（2-25）就是任意的证券组合i（不一定是有效组合）的定价公式．

二、另一种定价公式的推导方法

可以根据前沿证券组合公式来推导出（2-25）式．假设q是任意的证券组合，p为一个前沿证券组合，那么，利用前面前沿组合的求解过程中的公式，可计算协方差：

[image: alt]


其中，第二个等号是因为p是前沿证券组合，利用了（2-20）式．将λ和μ的表达式

[image: alt]


代入上式，并经过整理可得：

[image: alt]


其中，[image: alt]


上面的运算过程实际上证明了下面的定理．

定理2-1　任意一个证券组合q的期望收益率都可以被表示成任意一个前沿证券组合p（除mvp外）与其对应的零协方差组合zc（p）的期望收益率的组合，即

[image: alt]


三、定价公式的事后形式

式（2-26）给出了任何证券组合q的定价公式．这种定价方式属于事前形式（因为表达式中有期望E）．现在考察（2-26）的事后形式（即非均值形式，表达式中没有期望E）．

对于事前形式，可以简单地理解为，在对模型进行分析之前，该模型被假设应该具有某种特定的形式．认为任意的证券组合的期望可以被表示成某种特殊的“模样”．因此，事前形式中不应该含有表示不确定的“部分”．

事后形式是相对于事前形式而言，是在得到了与模型的相关“信息（或样本）”之后所进行的分析．因此，事后形式中含有不确定的“部分”或误差部分．

对于这里的定价公式，事前形式可作如下表述．给定两个均值不相等的证券组合p1
 ，p2
 ，则对于任意证券组合q，都可以找到βq1
 和βq2
 ，使得下面的等式成立，即

[image: alt]


其中，βq1
 ＋βq2
 ＝1．将上式中的期望符号“E”去掉，就得到事后形式．

对于任意证券组合q，都可以表示成证券组合p1
 和p2
 的组合：

[image: alt]


其中，[image: alt]
 是误差部分．[image: alt]
 应该满足一定的条件．下面的定理将进一步说明事后形式．

定理2-2　对于给定的前沿证券组合p和zc（p），总可以将任意证券组合q表示为这两个前沿证券组合的再组合，即

[image: alt]


其中，[image: alt]


证明　根据（2-26）式，取β1
 ＝βpq
 ，β2
 ＝1－βpq
 ．下面只需要证明：
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对于[image: alt]
 ，在（2-27）式两端取期望“E”，根据（2-26）式可得．

对于[image: alt]
 ，考虑到

[image: alt]


所以，

[image: alt]


最后的等式是根据

[image: alt]


证毕．

从该定理可知，[image: alt]
 和[image: alt]
 三者之间的关系具有下面的事后形式：

[image: alt]


其中，[image: alt]


特别地，当q为前沿证券组合时，下面的等式成立：

[image: alt]


这个等式的特点是，没有误差部分．

第六节　前沿证券组合与线性空间R2


为了更好地理解前沿证券组合的几何结构以及其后的定价，可以从线性空间的角度来看待这个问题．

将全体前沿证券组合所组成的集合看成一个“空间”，那么，前沿证券组合空间和线性空间R2
 有一些相似的地方．

一、前沿证券组合空间是“二维”的——两基金分离性

在R2
 中，任意两个线性无关的向量，都可以作为R2
 的一组基（base），任何一个R2
 中的向量都可以被这组基线性表出．

根据性质2-2a，任意两个不相同的前沿组合，都可以作为前沿证券组合的“一组基”，任何一个前沿证券组合都可以被这两个前沿组合（通过再组合的方式）表示出来．

进行对比，可以发现两者的对应关系，向量↔证券组合、线性组合↔再组合．

如何沿用线性空间中的记号，用L（p，q）表示由前沿证券组合p和q生成的空间，则L（p，q）就是前沿证券组合空间．

从这个意义上讲，可以认为前沿证券组合空间是“二维”的．在有些文献中，把这个现象称为两基金分离性（two funds separation）．

二、前沿证券组合p和zc（p）是一组“正交基”

在R2
 中有正交的概念．如果两个向量的内积（inner product）等于0，则两个向量就是正交的．因为正交基表示方便，通常选择正交基作为线性空间的基．

在前沿证券组合空间中，“正交”对应的就是两个组合的协方差等于0．因此，前沿证券组合p和zc（p），就是它的一组“正交基”．

三、证券组合定价公式与投影（project）

如果用线性空间的语言来叙述，对任意证券组合q进行定价，就是要用“一组基”来表示q．一般来说，在具体定价的时候，选择一组正交基（比如p和zc（p）），此时还要涉及投影的概念．分两种情况进行讨论．

情况一，q是空间中的一个向量，即q是前沿证券组合．

此时，因为p和zc（p）是一组基，用p和zc（p）可以完全表示出q．所谓完全表示，是指表达式中没有误差项．这就是式（2-29）．

情形二，q不是空间中的一个向量，即q不是前沿证券组合．

此时，不可能用p和zc（p）完全表示出q，一定有误差．一般的思路是使得误差尽可能的小．通用的做法是，用q在空间中的投影替代q．公式（2-28）就是这种思路的具体体现．其中，[image: alt]
 就是投影部分．

第七节　存在无风险证券情况下的证券组合前沿和定价

前面的结果是在“不存在无风险证券”的假设之下得到的．如果存在无风险证券，前沿组合的“模样”将有所不同，相关的结果将更加简化．

一、存在无风险证券情况下证券组合前沿的求解

在存在无风险证券的情况下，假设条件有所变化．共有N＋1种资产，其中，N种是风险资产，1种是无风险资产（这是不同的假设）．有关N种风险资产的假定与前面相同．

假设p是N＋1种资产的前沿证券组合，对应的期望值是[image: alt]
 ．N维向量Wp
 表示组合p中风险资产的权重，则，（1－1′Wp
 ）就是无风险资产的权重．显然，Wp
 是下面最优化问题的解：

[image: alt]


其中，N维向量R表示N种风险资产期望收益率向量，rf
 表示无风险资产收益率．

目标函数是方差，在给定期望值[image: alt]
 的情况下，求解使方差最小的权重Wp
 ．

利用拉格朗日乘子法，Wp
 为下列无约束问题（约束条件转化了）之解：

[image: alt]


﻿一阶条件是充分必要条件，Wp
 满足下面的等式：

[image: alt]


解之得

[image: alt]


其中，[image: alt]
 由式（2-20c）确定．

二、存在无风险证券情况下的证券组合前沿曲线是直线型

考虑存在无风险证券情况下，前沿证券组合p的方差与期望之间所满足的关系．将（2-30）中Wp
 的表达式直接应用于计算，得到：

[image: alt]


计算证券组合p的标准差，

[image: alt]


该式说明，前沿组合p的标准差[image: alt]
 和期望[image: alt]
 之间是线性关系．更具体地说，在[image: alt]
 坐标系中，是过（0，rf
 ）点（截距为rf
 ），斜率为[image: alt]
 的两条直线．

三、存在无风险证券情况下的前沿组合的含义和几何结构

无风险收益率rf
 会影响两条直线的“模样”．分为三种情况：rf
 ＜A／C、rf
 ＞A／C和rf
 ＝A／C．注意，A／C表示mvp的期望．

（一）rf
 ＜A／C时的前沿组合含义和几何结构

1．前沿组合是两条直线

此时的结论是，有效证券前沿是图2-12中用实线表示的两条直线．“上方”的直线是，

[image: alt]


而且，正好与风险资产的有效前沿面（双曲线）相切．另一直线不与有效前沿相交，用公式表示是

[image: alt]


2．直线与有效前沿面相切的证明

下面将证明，直线（存在无风险证券的有效边界）和双曲线（不存在无风险证券的有效边界）相切．假设切点是e点．只需要证明，连接e点和（0，rf
 ）点的直线，其斜率正好是[image: alt]
 ，即

[image: alt]


[image: alt]


图2-12　rf
 ＜A／C的情形

对于有效前沿中的任何一点e，可以找到唯一的zc（e），两者的协方差为0，而且，根据zc（e）的几何含义（图2-9），过e点的有效前沿切线与纵轴所相交的点的期望正好等于zc（e）的期望．令：

[image: alt]


这样，用rf
 首先确定zc（e）点，然后再确定e点．只需要证明，这样确定的e点和（0，rf
 ）点的直线，其斜率正好是[image: alt]


根据零协方差组合的相关结论，组合e和zc（e）的期望值满足下面的关系：

[image: alt]


再由式（2-23）得，

[image: alt]


这里，第一个等号首先根据e和zc（e）的期望值的关系．然后，利用e点在双曲线上，e点的坐标满足

[image: alt]


其中，[image: alt]


3．两条直线的经济含义

连接rf
 和e的射线是[image: alt]
 ．分两段进行说明．

对于rf
 和e两个点之间的点（证券组合），所表示的组合含义是：“证券组合e和无风险资产rf
 的凸组合”．

这里，“凸组合”的意思是不允许卖空．

对e点右侧的点（证券组合）所表示的组合含义是，“卖空无风险资产rf
 ，买入风险资产e”．

对于斜率为负数的另外一条射线，[image: alt]
 ，上面的点（证券组合）表示的组合含义是：“卖空风险资产e，买入无风险资产”．

（二）rf
 ＞A／C时的不前沿组合含义和几何结构

基本结果与上面的相似，留作习题．

（三）rf
 ＝A／C时的前沿组合含义和几何结构

1．前沿组合是两条射线

利用rf
 ＝A／C可以对H化简

[image: alt]


此时，证券组合前沿曲线是下面两条直线

[image: alt]


而且，这两条直线是双曲线的渐近线．因此，在[image: alt]
 坐标系中，含有无风险资产前沿组合曲线是双曲线的渐近线（图2-13）．

[image: alt]


图2-13　rf
 ＝A／C的情形

2．组合含义的解释

由于没有切点，因此不能使用再组合的思路．此时，前沿组合的含义有些特殊．考虑某个前沿组合p（位于射线上），根据式（2-30），

[image: alt]


可见，风险资产的权重之和为0，即将所有资金投资于无风险资产．

从几何图形的角度看，如果存在无风险资产，机会集（可行域）“变大”了，双曲线向左扩张．由双曲线所“围”的区域变成了由两条射线所“围”的区域．

四、存在无风险资产的情况下的定价公式

定理2-1指出，对任意证券组合q，有下面的定价公式：

[image: alt]


其中，p是任意一个（非mvp）前沿组合．如果存在无风险资产，可以简化这个结果．

（一）切点e的权重计算公式

考虑rf
 ＜A／C的情形．首先求出切点e中风险资产的权重We
 ．由（2-30）知，切点e所对应的前沿组合权重为

We
 ＝Ce
 V-1
 （R－rf
 1），

其中，[image: alt]
 ．而e和zc（e）之间满足

[image: alt]


其中，[image: alt]
 ．这样，

[image: alt]


进一步，得到e点中风险资产部分的投资权重，

[image: alt]


其中，第二个等号利用了A和C的“定义”．

（二）从几何图形的角度考虑切点e

连接（0，rf
 ）点和“机会集”中的任意一点p0
 ，将会得到众多的直线．因为e点是切点，所以，连接（0，rf
 ）点和e点的直线的斜率应该最大．这样，求e点的风险资产权重We
 就是求解下列优化问题，

[image: alt]


图2-14　最大的斜率

[image: alt]


其中，Ω是机会集，R和V分别是N个风险资产的收益率向量和协方差矩阵．

求解上述优化问题，令对W的一阶偏导数为0，

[image: alt]


变形后，得到

[image: alt]


其中，[image: alt]
 用V-1
 乘以两端，得

V-1
 （R－rf
 1）＝λW　或　[image: alt]


再用1′乘以等式两边，得

1′V-1
 （R－rf
 1）＝λ1′W＝λ，

所以，

[image: alt]


这个结果与式（2-32）吻合．

（三）资产定价公式

从式（2-33）可以导出类似于定理2-1的定价公式．将式（2-33）写成分量形式，即

[image: alt]


其中，等式的左端是R－rf
 1的第i个分量，等式的右端是λVW的第i个分量．利用

[image: alt]


可知，[image: alt]
 所以，

[image: alt]


这就是第i个资产的定价公式．公式中虽然使用的是特定的切点组合e，但实际上，式（2-34）右端的e可以替换成任意前沿组合（直线上的点）．

事实上，假设p是直线上任何一点（rf
 除外），Wp
 是p所对应的风险资产权重向量．考虑任意的证券组合q，

[image: alt]


进一步整理，得

[image: alt]


这就是用组合p，对任意证券组合q进行定价的公式．

（四）定价公式与CAPM的关系

下一章将要介绍的CAPM，是较为著名的定价模型．事实上，CAPM可以从这里的定价公式直接推导出来．

附录　组合的收益和风险的数学表示

假设共有N种风险证券，随机变量[image: alt]
 表示第i个证券的预期收益率，随机向量[image: alt]
 [image: alt]
 表示N个资产的收益向量，[image: alt]
 表示期望向量，[image: alt]
 表示方差．用

[image: alt]


表示N种资产的方差—协方差矩阵．V是半正定的．如果假设每个[image: alt]
 的方差有限，且均值不等，而且，任何资产的收益率不能由其他资产收益率的线性组合表出，则V是正定矩阵．

用W＝（W1
 ，W2
 ，…，WN
 ）′表示组合的权重向量，则

[image: alt]


若组合P的权重为W，则P的期望和方差为

[image: alt]


[image: alt]


若组合P和Q的权重向量分别是，P＝（P1
 ，P2
 ，…，PN
 ）′和Q＝（Q1
 ，Q2
 ，…，QN
 ）′，则

[image: alt]


小结

本章对马科维茨模型进行了比较详细的说明，包括：用期望和方差表示收益和风险，用无差异曲线和有效边界的切点确定最优组合，利用最优化手段求解前沿证券组合，用前沿证券组合P和零协方差组合zc（p）构造资产定价公式．本章为学习CAPM打下了基础．

练习与思考

1．马科维茨模型的基本假设是什么？

2．利用马科维茨模型寻找最优组合要经过那几个步骤？

3．图2-1中的虚线部分有什么含义？

﻿4．在何种情况下能构建出风险为0的组合？ρAB
 ＝1或-1，有何不同？

5．画出三个证券组合的“结合线”．

6．证明：前沿组合曲线是双曲线或抛物线．

7．数字A、B、C、D由（2-20c）定义，证明：B＞0、C＞0、D＞0．

8．证明性质2-1：向量g是对应于[image: alt]
 的前沿组合，向量g＋h是对应于[image: alt]
 的前沿组合．

9．前沿组合和非前沿组合的零协方差组合的定义有何区别？

10．存在无风险资产与否对有效前沿组合曲线的形状有何种影响？

11．描述一下rf
 ＞A／C时前沿组合含义和几何结构．
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第三章　资本资产定价模型

学习目的

1．了解标准的CAPM的基本思路和经济含义；

2．了解市场组合的概念以及在CAPM中的作用；

3．了解β系数在CAPM中的作用以及估计方法；

4．了解CAPM的部分假设条件的放宽．

知识要求

1．基本的证券投资知识；

2．初级的计量经济的知识．





马科维茨模型说明，投资者将持有有效证券组合．夏普等人对其进行了改进，研究出任何一个证券组合的收益率与某个共同因素的关系，进而导出资本资产定价模型（CAPM）．

第一节　标准的CAPM

一、CAPM的假设条件及其说明

（一）资本资产定价模型的基本假设

在进行数学推导之前，需要做一些假设．CAPM的基本假设如下：

（1）投资者仅依据投资收益率的均值和方差作决策；在同一风险水平下，选择收益率较高的证券组合；在同一收益率水平下，选择风险较低的证券．投资者永不满足，面临其他条件相同的两种选择时，选择较高预期回报率的．投资者厌恶风险，面临其他条件相同的两种选择时，选择较小标准差的．

（2）投资者具有相同预期，他们对预期回报率、标准差和证券之间的协方差具有相同的理解．因此有效前沿是唯一的．

（3）所有投资者有相同的单期投资日期．

（4）每一个资产都是无限可分的，可以购买股份的任意比例的部分．投资者可以以任意金额投资于各种资产，并且都是市销的（Marketed），可以随意买卖．

（5）允许无限制地卖空．

﻿（6）存在无风险资产．投资者可以以无风险利率贷出（即投资）或借入任意数量的该种资产．利率对所有投资者相同．

（7）忽略税收和交易成本．假设交易没有税负和费用．信息免费，并且及时．

（8）假设没有通货膨胀和利率的变化．

（9）完全竞争．单个投资者不能通过买卖行为影响资产价格．

（二）对假设条件的说明

（1）假设条件的放宽．这些假设条件是标准的CAPM的假设．其中一些明显与实际情况不符．本章后面将简单涉及假设条件的放宽问题．

（2）假设2是以市场有效性假设EMH（efficient market hypothesis）为前提．所谓的市场有效性假设是指价格已经反映了所有可能得到的信息，共有三种形式：弱有效性（weak form efficiency），半强有效性（semi-strong form efficiency），强有效性（strong form efficiency）．这里不作过多的说明．

一些文献通过统计检验的方法证明，对于证券市场的半强有效性，在一些规范成熟的现代证券市场中有可能成立，但是，许多异常现象（abnormal phenomenon）不符合强有效性，因此，在证券市场中实际应用CAPM，还有很大的障碍．

二、资本市场线CML（capital market line）

假设1和假设2说明，所有投资者都考虑风险和收益两者之间的平衡．

（一）投资者的最优组合是风险资产组合e和无风险资产P0
 的再组合

证券组合前沿曲线分为下面两种情况：

第一，当不存在无风险资产时，证券组合前沿为双曲线右半支（图3-1）；

第二，当存在无风险资产时，证券组合前沿是P0
 ＝（0，rf
 ）点与双曲线的切线，切点是e．共有三种情况，图3-1显示的是rf
 ＜A／C的情况．

[image: alt]


图3-1　资本市场线CML

对于直线上的每个点，不论位于何处，都可以用点P0
 和e通过再组合表示出来．也就是说，直线上的每个组合，都是无风险资产P0
 和风险资产组合e的再组合．

﻿（二）投资者对风险的态度体现在权重上

因为有效前沿是连接P0
 和e点的直线，所以，投资者都将从这条射线上确定一个点，作为自己的最优组合．选择不同的权重，就选择了不同的点（组合）．因此，权重实际上体现了投资者对风险的态度．愿意“冒险”的投资者，将加大风险资产组合e的比例，减少无风险资产的比例．

（三）分离定理（separation theorem）

比较不同投资者持有的风险资产的权重，就会发现，相对于总的资产来说，他们持有的单个风险证券的权重不相同．然而，如果换一个角度看，相对于风险资产来说，即，仅仅比较投资者持有的风险资产部分，就会发现，每种单个的风险资产在总的风险资产中占的比例，对于每个投资者来说是相同的，而且与风险资产组合e点“同结构”．可见，投资者投资于风险资产的“相对权重”与投资者个人对风险的“喜好”程度无关，两者是分离的．一些文献上称这种现象为分离定理．

（四）市场组合m和切点是等同的

投资者不是直接持有风险资产，而是通过持有组合e来体现．可见，e点具有比较重要的地位．然而，e点是根据切点得到，没有直接的经济含义．下面将说明，e点和有明确经济含义的市场组合m是等同的．

用Wmj
 表示风险资产j的市值与风险资产的总值之间的比例．下面是市场组合（market portfolio）的概念．

定义　证券组合P被称为市场组合，当且仅当组合P投资于每个风险资产j的权重正好等于Wmj
 ．一般用m表示市场组合．

结论3-1　切点组合e点和市场组合m是等同的．

证明　假设市场中一共有N种风险证券，有I个投资者．向量We
 ＝（We1
 ，…，WeN
 ）表示e的权重向量．假设投资者i（i＝1，2，…，I）的组合构成中持有e的权重是αi
 ，持有无风险资产的权重就是1－αi
 ．因此，投资者i投资于风险资产j的资金量为[image: alt]
 其中，[image: alt]
 表示投资者i拥有的初始财富．从而全体投资者投资于风险资产j的总资金量为

[image: alt]


另一方面，全体投资者投资于风险资产的总资金量（也是风险资产的总值）为

[image: alt]


用Wmj
 表示风险资产j的市值与风险资产的总值之间的比例，则V×Wmj
 表示用于风险资产j的资金总量，因而，

[image: alt]


可以推出，Wmj
 ＝Wej
 ，j＝1，2，…，N，进而，e点是市场组合．证毕．

（五）资本市场线CML（capital market line）

图3-1中的射线P0
 e就是资本市场线，它是有效组合p的收益与风险之间的关系．具体的关系式为

[image: alt]


所有投资者的最优组合均来自该直线．显然，这个关系式仅仅对有效边界上的组合成立，因此，CML只能说明有效组合的风险与收益关系．

三、资本资产定价模型和证券市场线（SML）

前一章的（2.35）式给出了一般形式的定价公式．用市场组合m替代其中的p，得

[image: alt]


其中，[image: alt]
 是q的β系数．这就是资本资产定价模型．

在[image: alt]
 平面坐标系中，定价公式（3-1）所刻画的直线称为证券市场线（security market line，图3-2）．SML对任意组合成立，而CML仅对前沿组合成立．此外，图3-1和图3-2中，表示风险的横坐标有变化，一个是标准差，一个是β系数．

位于SML上的组合处于均衡状态．例如，图3-2中的m．组合m的β系数βmm
 ＝1，表示其与整个市场的波动相同，其预期收益率等于市场平均预期收益率Em
 ，所以，当预期收益高于或低于直线时，表示投资组合不是处于均衡状态．例如，图3-2中的O′点和Q′点．

[image: alt]


图3-2　证券市场线SML

O′点表示价格偏低的证券，其市价低于均衡状况所确定的价格．于是相对于其系统风险而言，预期收益率必高于市场的平均预期收益率．由于价格偏低，对组合O′的需求就会“逐渐”增加，并使其价格上升，导致预期收益率将随之下降，直到降到均衡状态为止．O′点将逐渐下降到其SML上所对应的O点．

Q′点表示价格偏高的证券，其市价高于均衡状况所确定的价格．预期收益率相对于其系统风险而言，低于市场的平均预期收益率．由于价格偏高，供给就会“逐渐”增加，并使其价格下降，导致预期收益率上升，直到上升到均衡状态为止．Q′点将逐渐上升到其证券市场线上所对应的Q点．

可见，SML对每个组合的价格具有制约作用，当市场处于均衡状态时，证券市场线可以决定单个证券或组合的预期收益率，也可以决定其价格．

﻿四、β系数含义和风险的分解

（一）用β系数区分防卫性证券和攻击性证券

在坐标图中，横轴β系数表示组合的市场风险．根据β系数的大小可以将证券组合分为防卫性证券（defensive securities）和攻击性证券（aggressive securities）两种．

图3-2中，证券市场线上的B点在市场组合m点的左边，其β系数小于1（因为m的β系数等于1）．这表明证券B的变动幅度小于整个市场的变动，称为防卫性证券．

图3-2中，证券市场线上的A点在市场组合m点的右边，其β系数大于1．表明证券A的变动幅度大于市场整体的变动，称为攻击性证券．

（二）CAPM的事后形式

式（3-1）属于事前形式．可以得到相应的事后形式：
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其中，[image: alt]
 是误差，并满足下面的等式：
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实际上，[image: alt]
 两端取期望，根据（3-1）可知，[image: alt]


另外，利用[image: alt]
 和[image: alt]
 可以证明：
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此外，还需要假设不同证券同升同降的原因完全取决于市场组合[image: alt]
 的变化，证券i和证券j的价格变动彼此互不影响，[image: alt]
 不相关，即

[image: alt]


严格地讲，这个假设通常不成立．证券之间的价格波动存在板块联动的效应．如果板块联动因素能解释和说明的部分相对较小，就可以忽略板块联动的影响．

（三）风险的分解

在式（3-2）中，两端求方差，得单个证券的风险分解：
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风险被分解成两部分，等式右边的两项分别表示系统风险和非系统风险．

考虑任意证券组合p的期望[image: alt]
 和方差[image: alt]
 用Xi
 （i＝1，2，…，n）表示组合p中投资于第i个证券的权重．用[image: alt]
 表示式（3-2）中误差的方差，则组合p的收益率可用下式表示：
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两端取期望，得：
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两端求方差，利用“[image: alt]
 不相关”，得：
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﻿为了化简，记[image: alt]
 则有

[image: alt]


同样，组合p的风险分解为系统风险和非系统风险[image: alt]
 并有下面的结论．

结论3-2　如果证券的非系统风险有界，即，[image: alt]
 则在高度分散化的情况下，组合p的非系统风险[image: alt]


证明　对于高度分散化来说，至少满足两个要求：第一，组合中包含的证券数量n→∞，第二，每种证券的投资权重Xi
 →0．这里的Xi
 都是正数．
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其中，最后的等式利用了[image: alt]
 证毕．

证券组合p高度分散化是一个极限的过程，不同于普通的组合，应该从“密度”的观点看待它．有关它的更详细的介绍，将出现在后面第四章．在那里，“高度分散化”的名称变成了“完全分散化”．

（四）用β系数度量风险

由于式（3-3）中的非系统风险可能趋向于0，故，有下面的近似公式：
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可见，组合p的风险σp
 可以近似地认为是市场组合风险σm
 的线性形式βim
 σm
 ，而系统风险[image: alt]
 对组合p的风险的影响不会减弱．

因为σm
 对所有证券都一致，因此，证券的系统风险体现在证券的β系数上．因此，βim
 可作为对证券i的系统风险的度量．理性投资者应该持有组合而不是单一证券，可以把组合的β系数βpm
 看成对组合p的系统风险的度量，简称为组合的β风险．

由于[image: alt]
 因此，β风险是线性可加的．

（五）风险溢价

用βim
 表示风险（的数量），[image: alt]
 表示风险的价格（或风险溢价），则CAPM给出了系统风险和期望收益之间的一种补偿关系．风险越高，收益[image: alt]
 越高．体现了“风险大，收益高”的一般原则．

第二节　CAPM的应用

从式（3-1）知，运用CAPM需要三种数据，即资产β系数、市场风险溢价[image: alt]
 和无风险利率rf
 ．运用CAPM的过程就是计算这三种数据的过程．估计这三种数据是运用CAPM的难点．

﻿一、β系数的估计

证券市场中的各种因素处于变动之中，没有理由认为β系数恒定不变．投资决策的依据是“未来的情况”，因此，只有假设未来的情况不会有差别时，才能将现在的β系数用于未来．这就形成解决这类问题的基本思路．先看过去的情况，再估计将来的变化．

估计和预测β系数有多种方法，而且新的方法还在不断地涌现．这里介绍的预测β系数的方法属于最基本的：①用历史数据估计过去的β值，作为β系数的预测值；②在过去的β值的基础上经过调整，作为β系数的预测值．

（一）事后β系数的估计

所谓事后β系数，是估计过去到现在一段时期以来，实际表现的β值．属于一个实证而非预测的范畴．由于用的是历史数据，该方法也称为历史的β方法．

这种方法假定αi
 ，βi
 在各个时期均为常数．根据资产i的收益率和市场价格指数收益（市场组合收益率的替代物）的历史数据，建立线性回归模型，用最小二乘法估计以下模型的系数，就可以得到αi
 和βi
 的估计值[image: alt]


rit
 ＝αi
 ＋βi
 rmt
 ＋εit
 ，　t＝1，2，…，T．

具体的估计过程分为选取样本和进行估计两个步骤．

步骤一，选取回归分析的样本．根据收益率的时间记录单位不同，估计的β系数分为：日β系数、周β系数和月β系数．具体的样本长度没有一定之规．其中还涉及计量经济中一些要求．

步骤二，计算β的估计值．采用移动取样计算方法．以月β系数为例．在本月度结束时，为估计本月的月β系数，可以用本月前推12个月的月收益率进行估计，按时间顺序将这12个月的月收益率记作ri1
 ，ri2
 ，…，ri12
 ，这里i表示证券i，市场组合收益率用市场指数来计算，记作rM1
 ，rM2
 ，…，rM12
 ．

根据公式[image: alt]
 用样本估计取代协方差和方差[image: alt]
 得

[image: alt]


用回归系数的估计值[image: alt]
 作为资产i将来的β系数的估计，肯定存在误差．因为αi
 和βi
 在整个时期不是稳定的，要随着公司的一些基本因素的变化而变化．

鉴于上面这种估计方法的不足，产生了一些对历史方法进行调整的方法．例如，由于上面的移动取样的方法显现出对新情况反映迟钝的不足，因此，为了考虑某一时间段中的特征需要排除其他时间阶段的影响，可以采用分段计算的办法而不采用移动取样计算，那么在这一个时间段中每种证券只有一个β系数．比如，可以用第t年的12个月来计算第t年度的月β系数．这种计算结果在每一个时间段上公布一次．

分段计算的β系数对新情况反映比较敏感，精度较高，但在一个时间段内只计算一次，不能及时提供有关信息．采用移动算法对新情况反映比较迟钝，新的变化对估计值影响不大，但这种计算能够反映出β系数的变化趋势．

（二）布鲁姆（Blume）的调整历史的β方法

布鲁姆1971年提出，把样本期分为两段，第一段：t＝1，…，T1
 ；第二段t＝T1
 ＋1，…，T．分别对每个股票i估计出第一段和第二段的β值，βi1
 和βi2
 ．然后，利用数据β12
 ，…，βN2
 ，对β11
 ，β21
 ，…，βN1
 进行回归，得到如下经验（回归）方程：

βi2
 ＝a＋bβi1
 ＋εi
 ，　i＝1，2，…，N．

最后，将[image: alt]
 作为证券i在下一个时期的β系数的预测值．

以上方法都依赖于历史的β系数，以未来的风险等同于过去的风险为前提．这是不可靠的，但是目前没有更好的方法，只能暂时使用这些方法．

从理论上讲，β系数的数值范围应该没有限制，但是，对于沪深股票市场来说，根据作者的计算，β系数的取值一般在0～2的范围．后面将对此有说明．

二、对rf
 和[image: alt]
 的估计

（一）对无风险资产收益率rf
 的估计

由于需要强调无风险的特性，需要寻找无风险资产的对象．在实际的投资对象中，“最无风险”的投资工具是国债．因此，用债券收益率作为rf
 的替代物，应该可以接受．一般做法是，用政府长期公债的收益率作为rf
 的估计值．

对rf
 替代物的不同选择可能会影响计算结果．国外有人分别用短期和长期公债收益率作为rf
 的替代物进行过实证研究．1977—1978年，美国政府短期公债收益率较低，用它估算出的股权资本成本大约为11％．1979—1980年，短期公债收益率增高了，用它估算出的结果大约为23％．与11％相比，上升109.1％．而与此同时，用长期债券收益率计算出的股权资本成本，数字从9％上升到14％，提高55.6％，远远少于109.1％．

（二）市场风险价格[image: alt]
 的估计

1．估计市场组合收益率的难点

对[image: alt]
 的估计，主要是对[image: alt]
 的估计，即对市场组合的收益率的估计．如果按照市场组合的准确定义进行计算，应该无法“完成任务”．这是因为市场组合的定义是“理想化”的，现实中不存在，难以得到真正的市场组合m．因此可以认为，市场组合的收益率是不可观测的．

2．用市场价格指数作为市场组合的替代物

如果组合中所含的资产仅仅包含股票，一般做法是用股票价格指数作为市场组合m的替代物．如果组合中还含有债券，可以用股票指数和债券指数一起构造一个综合的指标作为市场组合的替代物．按照同样的思路，如果组合中含有多种类型的资产，可以用反映每种类型资产的指数构造一个综合指标．

3．用指数作为市场组合替代物的难点

价格指数种类众多，选择哪个指数就是问题．以股票价格指数为例，中国内地就有成分指数和综合指数等多种．因此，选择股票价格指数有一定的“灵活性”．美国股市通常选用标准普尔500指数（S＆P500指数）作为市场组合的替代物．在我国证券市场中，上海有上海证券交易所综合指数（上证指数）和180指数（成分指数），深圳也有综合指数和成分指数．此外，新的指数还在不断出现．关于哪个指数更好的问题还需要进行一些实际的研究．

有关市场组合的替代物是否“胜任”的问题，即，股票价格指数能否很好地替代市场组合，将在后面进行简单的说明．

三、利用CAPM确定资产的价格是否合理

（一）问题的提法

设资产j在投资期末的预期价格为[image: alt]
 （随机变量），投资期初的市场价格为P0
 （已知）．[image: alt]
 表示市场组合m的收益率．现在的问题是，投资期初的（现在的）市场价格P0
 是否定得合理，是否过高或过低，可否利用定价偏高或偏低获得收益．

（二）问题的求解

用[image: alt]
 表示资产j的预期收益率，[image: alt]
 表示均衡收益率，S表示均衡价格．根据CAPM，

[image: alt]


其中，第三个等号是因为[image: alt]
 和S表示的是均衡状态下的收益率和价格，第四个等号应用了CAPM．对上式进一步变形，得：

[image: alt]


其中，

[image: alt]


第二个等号利用了[image: alt]


把CAPM的公式（3-1）与（3-5）相比，增加了αj
 一项．而使用αj
 可以判断定价是否合理．具体做法是：

第一，αj
 ＝0⇔P0
 ＝S，则说明资产j的市价定得适当；

第二，αj
 ＜0⇔P0
 ＞S，则说明资产j的市价定得偏高；

第三，αj
 ＞0⇔P0
 ＜S，则说明资产j的市价定得偏低．

这样，可以按照下面的简单方式来判断定价是否合理：如果价格比均衡价格S高（低），则定价偏高（低）．

（三）实际中如何寻找市价与均衡价格有差异的资产

选定过去的1，…，T作为样本期，利用样本期的历史数据，得到[image: alt]
 对rmt
 －rf
 的线性回归：

[image: alt]


其中，εjt
 是随机扰动项．[image: alt]
 是系数αj
 和[image: alt]
 的估计，[image: alt]
 是εjt
 的标准差σjt
 的估计．

对回归进行检验，如果[image: alt]
 与0有显著差异，即拒绝零假设H0
 :αj
 ＝0．这就说明资产j的定价不当．

第三节　关于CAPM的其他问题

这一节将对CAPM的几个问题进行说明，包括四方面的内容：市场组合的替代物，用证券市场综合指数替代市场组合有可能是合理的，β系数的范围，假设条件的放宽．有些有严格的数学证明，有些只是作者个人的猜想．

一、关于市场组合的替代物

1．问题的提出

在应用CAPM的时候，市场组合的作用是“不可缺少的”．然而，如果严格遵循这样的定义，难以得到真正的市场组合m．这样，市场组合m的收益率是不可观测的，只能寻找它的替代物[image: alt]
 一般的做法是，用股票市场的价格指数作为市场组合的替代物．

这样以来，就出现一个现实的问题，替代物是否能“较好地”替代市场组合？换句话说，这些替代物是否可以令人满意？

2．关于市场组合替代物的两个结论

这里只给出结论，没有数学证明．具体的证明过程参看本章参考书《金融数学》．

结论3-1　如果市场组合m的替代物[image: alt]
 满足[image: alt]
 每个证券j的收益率与[image: alt]
 之间的线性回归的误差项与市场组合m不相关，则，证券j相对于m和[image: alt]
 的β系数相等，即[image: alt]
 [image: alt]


结论3-2　如果选取N个证券为样本，并知道它们真正的β系数的值βm
 ＝（β1m
 ，β2m
 ，…，βNm
 ）′，那么可以由这N个证券构造出市场组合的替代物[image: alt]
 使得这N个样本证券相对于[image: alt]
 和m的β系数相同，[image: alt]


二、用股票综合指数替代市场组合的合理性

下面将证明，用综合指数替代市场组合具有合理的一面．

假设共有N种风险资产，Pit
 和Pit＋1
 分别表示资产i在时刻t和t＋1的价格；Vi
 表示资产i的总股本；Wmit
 表示在时刻t，市场组合m中资产i的权重；rmt＋1
 和rIt＋1
 分别表示在时刻t＋1，市场组合m和综合指数I的收益率．

结论3-3　rmt＋1
 ＝rIt＋1


证明　根据市场组合的定义，投资权重就是市值比例，则

[image: alt]


其中，分母表示市场总市值．

计算在时刻t＋1，市场组合的收益率：

[image: alt]


其中，分子表示t＋1时刻市场的总市值，分母表示时刻t市场的总市值．

根据市值加权综合指数的计算方法，可知，指数的收益率就是市场总市值的收益率（变动率）．因此，

rmt＋1
 ＝rIt＋1
 ．

注意：证明过程假设了每个资产的股本量V在时刻t和t＋1保持不变．否则，证明过程需要作相应的调整．

三、关于β系数的取值范围的猜想：0≤β≤2

从理论上说，β系数的取值范围应该没有限制．然而，作者用简单线性回归的方法计算了上海、深圳市场的大量β系数，发现一个现象，即

0≤β≤2．

对此，从理论上还不能进行证明，不妨把它当成一个猜想．下面只做简单说明．

（一）对猜想0≤β≤2的两点说明

第一，对于像看跌期权（put option）那样的资产，该猜想修改为β≤0；

第二，因为是利用回归计算β，如果要否定这个猜想，应该通过显著性检验．

第三，该现象可能只适用于沪深股票市场．

第四，回归使用日数据．样本量不能太少，通常应该在200（10个月）以上．

（二）对β≥0的说明

可以用类似于反证法的思路来考虑这个现象．假设资产A的β系数＜0，则，资产A的波动总是（系统地）与大盘指数相反，两者负相关．这一点显得不符合实际．由于大盘指数的升降是由众多个股的升降引起的，因此，个股与大盘指数之间应该是正相关，至多是不相关．当然，由于个股的特殊原因（如突发消息），可能导致个股与大盘指数的走向相反，但是，这样的情况只能维持短暂的时间，不应该长期地、一惯性地与大盘指数相反．

（三）对β≤2的说明

在计算线性回归时，如果选择的时间区间（样本量）比较短，有可能出现β≥2的情况．如果时间区间为200天（10个月）以上，β则很难超过2．此外，如果再加上对于线性回归的显著性和拟合优度方面的限制，β可能就更难超过2了．

四、关于CAPM假设条件的放宽

标准的CAPM是在一定的假设条件之下得到的．这些假设条件是否可以放宽？这方面的研究结果众多，下面仅仅给出几个常用的结论．

（一）不存在无风险资产情况下的CAPM

1．对CAPM中假设6的放宽

假设6的内容如下：存在无风险资产，单个投资者能以无风险利率借入或贷出任意数量的该种资产，这个利率对所有投资者都相同．

现在放宽这个假设，假定不存在无风险资产．对此，布莱克（Black）1972年得到了一个一般的CAPM，称为Black-CAPM．

2．Black-CAPM

因为不存在无风险证券，证券组合的前沿曲线就是双曲线（图3-3）．由假设1知，每个投资者在E（[image: alt]
 ）＞A／C的前沿（有效前沿）上选取自己的最优投资组合．
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图3-3　零β证券市场组合

假设，市场中一共有N种风险证券，有I个投资者．记[image: alt]
 为投资者i的初始财富，Wi
 表示投资者的最优证券组合中各个资产所占的权重．Wmj
 表示风险资产j的总价值占总资金[image: alt]
 的比例．

可以证明，市场组合是前沿组合．

根据第二章的结果，对于有效前沿面上的m，存在唯一的零协方差前沿组合zc（m），使得[image: alt]
 由于zc（m）和m之间的β系数βzc（m）m
 ＝0，称zc（m）为市场组合m的零β组合（zero-beta portfolio）．组合zc（m）中各资产的比例权重向量Wzc（m）
 是下面优化问题的解：
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由于[image: alt]
 该问题等价于下面的优化问题：
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其中，B如上面定义，是由N证券的β系数所组合的向量．

根据第二章中的定价公式，对任意的风险资产i，可以按照下面的公式进行定价：
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现在，可以这样来理解Black-CAPM，在第二章中，定价各式中的p可以是双曲线上的任何一个非mvp点．如果用市场组合m替代p，就得到现在的Black-CAPM．

3．Black-CAPM与标准CAPM的比较

因为不存在无风险证券，所以，没有rf
 的概念．与标准CAPM（3-1）式相比，在Black-CAPM中出现了[image: alt]
 它取代了rf
 的位置．应该注意的是，zc（m）是不可观察的变量，而rf
 是可观察变量．这样一来，Black-CAPM中的其分析过程要比标准的CAPM复杂得多．由于zc（m）相对于m的β系数βzc（m）m
 ＝0，所以，Black-CAPM又被称为zero-beta CAPM．

（二）对卖空条件的放宽

（1）假设5指出，允许无限制地卖空．然而，实际市场对卖空是有限制的．比如，只能在上升的情况下才能卖空．再如，上海和深圳证券交易所都不允许卖空．

（2）限制卖空不改变CAPM．在允许卖空情况下，所有投资者持有的风险证券的“结构”与市场组合中的风险证券“结构”相同．考虑连接无风险证券和市场组合m的直线，计算其斜率km
 ：
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同时，考虑下面的最优化问题：
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其中，R表示资产的收益向量．分母是组合的标准差，分子是风险溢价．目标函数表示的是直线的斜率．最优化问题（3-6）就是求最大的斜率．因为是相切，km
 是（3-6）的解，或者说，市场组合m是（3-6）的解．

下面考虑另一个优化问题：
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注意到，与式（3-6）相比，式（3-7）增加了不允许卖空的限制．因为式（3-7）的限制条件比式（3-6）“多”，因此，式（3-7）的最大值应该不大于式（3-6）的最大值．

由市场组合的定义可知，市场组合中每一种资产的权重都是正数，因此，市场组合m（或km
 ）也是式（3-7）的解．这样，限制卖空情况下的CAPM，也是：
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可见，限制资产卖空与否并不改变CAPM．这个结论对上海深圳证券交易市场具有现实意义．

关于其他假设条件的放宽可以参看相关文献．

小结

本章比较详细地介绍了CAPM，内容包括：传统的CAPM的假设条件和数学推导过程，CML的经济含义，用市场组合和SML反映了风险和收益之间的关系，CAPM的应用和β系数的估计方法，部分假设条件的放宽．

练习与思考

1．如何理解分离定理？

2．在CAPM中如何表现风险溢价？

3．估计β系数有几种方法？叙述具体的做法．

4．如何理解市场组合及其替代物？

5．对于贷出和借入有限制的情况下，前沿组合有什么变化？

6．不存在无风险资产的情况下，CAPM有何变化？
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第四章　套利定价理论

学习目的

1．了解因素模型的相关内容；

2．了解套利的定义；

3．了解APT的定价公式；

4．了解完全分散化组合的定义．

知识要求

1．基本的证券投资知识；

2．初级的计量经济的知识．





CAPM认为不同资产的预期回报率之所以不同，是因为它们的β值（风险）不同．在均衡时，CAPM对资产收益进行了定价．与本章中将要介绍的因素模型相比，CAPM属于一种特殊的情况——单一指数模型（用指数替代市场组合）．

然而，在CAPM中的市场组合是难以得到的．这样无法检验CAPM模型的实际结果．实证发现，存在市场因素（市场组合）之外，还有其他因素影响证券价格．为了讨论这些非市场因素的影响，罗斯（A. Ross）1976年提出了多因素定价模型——套利定价理论（arbitrage pricing theory, APT）．由于市场组合在APT中的作用较小，APT更容易检验．本章首先介绍与APT有关的套利和因素模型，然后介绍APT的具体数学表达式．

第一节　因素模型和套利

一、因素模型

因素模型包括单因素模型和多因素模型．因素模型假设，众多证券的回报率与某些共同的因素（factor）有关．在此假设下，投资风险主要来自因素风险．根据套利的定义，套利行为必须“没有风险”．这样APT中的风险就是因素风险，因此恰当地建立因素模型在APT中具有重要的意义．

（一）单因素模型

1．单因素模型的假设和建立

单因素模型假设，仅仅有一个因素对市场中每个证券产生普遍影响．用F表示这个因素．显然，需要分析每种证券i对F变动的敏感性，即每个证券i对于该因素的变化是如何反应的．从历史数据出发，通过线性回归的方法，可以建立证券收益率i和F之间的线性关系：
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其中，rit
 为证券i在t期的收益率；Ft
 为因素F的预期值；εit
 为误差，表示证券i收益率不能被F解释的部分；b为证券i对F的敏感性，称为敏感系数；ai
 为零因素．

2．单因素模型下的期望、方差（因素风险）和协方差的计算

在（4-1）的两端分别求期望和方差，可得
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其中，[image: alt]
 为因素F的方差，σ2
 （εi
 ）为误差项的方差．

同样，协方差有下面简单的计算公式：
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上面三个公式的证明比较简单，留做习题．

3．特殊的单因素模型——单一指数（市场）模型

如果将市场组合作为单因素模型中的因素，并且，用市场价格指数替代市场组合，就得到单一指数模型（市场模型）：
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其中，I是某个股票价格指数；ri
 是其收益率；βiI
 是证券i对I的敏感性．这个敏感性可以作为CAPM中β系数的估计值．

4．单因素模型下风险的分解

根据（4-3）式以及相关的推导，可得组合的方差为：
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其中，[image: alt]
 证明留做习题．

可见，总风险可分解成因素风险（类似于系统风险）和非因素风险（类似非系统风险）两个部分．当组合高度分散时，将使得因素风险趋于平均水平，同时，非因素风险趋向于0．

（二）多因素模型

如果单个因素不足以反映众多证券的波动，就要增加因素的数量，从而出现多因素模型．

1．多因素模型的假设和建立

多因素模型假设每个证券的收益率普遍受到K个共同因素F1
 ，F2
 ，…，Fk
 的影响．可以建立如下的表达式：

[image: alt]


其中，Fit
 ，F2t
 ，…，Fkt
 是K个因素在t期的预期值；bi1
 ，bi2
 ，…，biK
 是证券i对K个因素的敏感性；εit
 是误差；ai
 是K个因素均为0时证券i的期望收益率．

2．多因素模型下，期望收益率、方差和协方差的计算

此时，计算公式都可简化．

期望计算公式如下：
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如果K个因素之间不相关，证券方差的计算公式如下：
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其中，[image: alt]
 为因素FK
 的方差．

如果K个因素之间是相关的，计算公式将非常复杂，表达式如下：

[image: alt]


证券i和证券j之间的协方差计算公式如下：
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二、套利和近似套利

（一）无套利假设是APT的最基本假设

在APT中，首先假设，每个投资者都会利用那些能够增加组合的回报率，同时又不承担风险的机会．实施这种机会就是构造套利组合．

APT建立在因素模型的基础上．基本假设是，证券收益率的变动由因素决定，并且，两者之间是线性关系．证券的关联性（协方差）归因于证券对共同因素的敏感性．

如果每个投资者对每个证券的期望收益和敏感性均有相同的估计，那么在均衡状态下每个证券取得不同期望收益率的原因是什么？为此，需要分析三个问题：第一，实际市场是否已达到均衡状态？第二，如果市场未达到均衡状态，投资者会如何行动，并如何影响市场，最终使市场达到均衡？第三，均衡状态下，证券的期望收益率由什么决定？

（二）套利和近似套利

1．套利（arbitrage）

套利是利用同一种证券的不同价格来赚取无风险利润的行为．套利作为一种广泛使用的投资策略，最具代表性的做法是以较高的价格出售证券并在同时以较低价格购进相同的证券（或功能上等价的证券）．

如果讨论单个证券的不同价格时，套利的特性是很清楚的．同样一个证券，如果在同一时间出现两个不同的价格，那么，就可以买进价格低的，并同时卖出价格高的．两个价格之间的差异就是投资者所获得的收益．显然，收益的多少是不确定的，但是，“获得收益”是确定的．因为一定会获利，所以买入和卖出的行为是没有风险的．

2．近似套利

市场中的投资者都具有同样的头脑和智力，像上面那样的一定会获利的套利机会大家都会去“抢”．其实，在考虑套利机会时，不应该仅考虑单一证券的套利机会，还应该考虑那些由“相似的”证券或证券组合构成的“近似套利机会”．

用因素模型来说明“近似套利机会”．如果两种不同的证券组合对每个因素具有相同的敏感性，那么，在不考虑非因素风险的情况下（如果组合完全分散化，非因素风险将“消失”），这两种证券组合应该具有相同的期望收益率．否则，便提供了“近似套利机会”．买入收益率较低的组合，同时卖出收益率较高的组合，就可肯定获利．

﻿三、套利组合

要实现套利，就要买入一些证券，同时卖出一些证券，这个过程就是构建套利组合．套利组合需要满足下面三点：

第一，不增加额外资金．实施套利时，不需要投入新资金．买入证券所需要的资金来自卖出证券所获得的资金，买入和卖出资金的数量正好相等．假设证券市场中共有n种证券，用xi
 表示对证券i持有权重的变化．如果xi
 ＞0，表示原来的证券组合中，证券i的持有比例上升．因此，下式应该成立：
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第二，不承担风险．这里的风险就是因素风险．因此，需要套利组合对每个因素的敏感性都是0．用联立方程表示：
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其中，bPj
 （j＝1…k）表示套利组合P对第j个因素的敏感性．

注意，这里没有涉及非因素风险．APT认为，相对于因素风险而言，非因素风险非常小，可以忽略（这也是APT中的套利被称做“近似套利”的原因）．

第三，获得正利润．构建套利组合之后的证券组合，其收益率大于之前的组合，即满足不等式：
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其中，Ei
 表示第i个证券的期望收益率，这是简化的记号．

建立套利组合就是要决定哪些证券需要卖出？卖出多少？哪些证券需要买入？买入多少？实际上就是要计算x1
 ，x2
 ，…，xn
 的数值．

实际计算时，假定敏感性b11
 ，b21
 ，…，bn1
 是已知的．将x1
 ，x2
 ，…，xn
 当成未知数，求解满足上面三个数学式子的x1
 ，x2
 ，…，xn
 ．方程的解就是一个套利组合．当然，方程的解可能不唯一，因此，套利组合也可能不是唯一的．

四、投资者在建立了套利组合后的“处境”

套利组合中的x1
 ，x2
 ，…，xn
 是原有组合中相应证券权重的改变量，因而，在建立一个套利组合之后，投资者将从一个旧证券组合变成了一个新证券组合．

新证券组合等于旧证券组合“加上”一个套利组合．新证券组合中证券的权重等于其在旧组合中的权重加上在套利组合中的权重．显然，新证券组合的期望收益率等于旧证券组合的期望收益率加上套利组合的期望收益率．由于套利组合的期望收益率一定是正数，新组合的期望收益率一定大于旧的．此外，新证券组合对各个因素的敏感性等于旧证券组合的敏感性与套利组合的敏感性相加，而套利组合的敏感性为0，所以，建立套利组合后，新旧组合对各个因素的敏感性相同，因而，因素风险也相同．当然，由于有非因素风险的存在，新旧两个组合的总风险可能不相同．

﻿五、套利组合的计算实例

下面用单因素模型对套利组合进行说明．

例4-1　假设共有3种证券，投资者持有的每种证券的当前市值均为4000000元．那么，投资者的总财富W0
 等于12000000元．假定这3种证券都具有如下的预期回报率和对单因素F的敏感性．
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问题：该表格是否代表一个均衡状态？如果不是，如何进行套利？

1．用Xi
 表示对证券i的持有权重的变化（也表示套利组合中证券i的权重）．因此，

X1
 ＋X2
 ＋X3
 ＝0．

2．套利组合对因素F没有敏感性．因此，

b1
 ×X1
 ＋b2
 ×X2
 ＋b3
 ×X3
 ＝0，　即　0.9X1
 ＋3.0X2
 ＋1.8X3
 ＝0

3．套利组合要获得正收益．因此，

[image: alt]
 即　15X1
 ＋21X2
 ＋12X3
 ＞0．

在这个例子里，解不唯一．为了确定一个解，考虑随意给X1
 赋予一个值，如0.1，这样就形成两个方程和两个未知数的情形：

0.1＋X2
 ＋X3
 ＝0，

0.09＋3.0X2
 ＋1.8X3
 ＝0．

方程的解为X2
 ＝0.075，X3
 ＝-0.175．因而具有这样一个权重的组合便是一个潜在的套利组合．还必须确定它的预期回报率是否为正．如果是正数，才是一个真正的套利组合．计算预期回报率，得：

15％×0.1＋21％×0.075＋12％×（-0.175）＝0.975％＞0，

因此，该组合便被确认为一个套利组合．

该套利组合包括：购买1200000元的证券1和900000元的证券2，同时，卖出2100000元的证券3．数值的计算过程为，用组合的现市值（W0
 ＝12000000元）乘以套利组合的权重X1
 ＝0.1、X2
 ＝0.075、X3
 ＝-0.175．

表4-1给出了套利前后各项数字的对比．

表4-1　套利组合如何影响投资者的头寸
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﻿六、套利定价方程

套利定价方程是判断是否存在套利机会的工具．当各种证券的期望收益率处于何种状态，就不存在套利机会呢？也就是说，E（ri
 ）（i＝1，…，n）满足什么条件时，就不存在满足上面式（4-10）、式（4-11）和式（4-12）的解x1
 ，x2
 ，…，xn
 ？后面将证明，当且仅当期望收益率是敏感性的线性函数时，就不存在套利机会．线性关系的具体表达式如下：
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其中，λ0
 ，λ1
 ，…，λK
 为某个常数．

式（4-13）就是套利定价方程．它指出，在均衡状态下，证券收益率与因素敏感性间应该存在的线性关系．如果违背了这个线性关系，就存在套利的机会．下面详细讨论套利定价方程中λ0
 ，λ1
 ，…，λK
 的问题．

如果市场存在无风险资产rf
 ．因为它对因素无敏感性，根据式（4-13），任意对因素无敏感性的证券i，其期望收益率均为λ0
 ，因而rf
 ＝λ0
 ，这样式（4-13）可改写为：
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至于其他的λj
 ，可以构造一种特殊的证券组合δj
 ．δj
 对因素Fj
 的敏感性bj
 ＝1，而对其他因素的敏感性bi
 ＝0（i≠j）．于是证券组合δj
 的期望收益率E（δj
 ）＝rf
 ＋λj
 ．这样就可以得到如下的关于λ0
 ，λ1
 ，…，λK
 的表达式：
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实际上，λj
 是特殊的证券组合δj
 的期望收益率溢价，因而称λj
 为因素Fj
 的风险价格．相应地，结合式（4-14）和式（4-15），套利定价方程亦可表达为：
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第二节　多因素定价模型的数学推导

前面简单地介绍了套利定价公式，这一节将从数学的角度仔细地推导相关的结果．

一、多因素模型的假设条件

（一）5个假设条件

下面是5个假设条件的详细叙述．有些可以用数学公式表示出来，有些不能．

假设1：资本市场是完全竞争的、无摩擦的、无限可分的．

假设2：假设任何证券的收益率由K个共同因素Fk
 （k＝1，2，…，K）线性决定，即，
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其中，　[image: alt]


对所有的k、i、j成立．N表示证券的个数．

假设3：所有投资者对同一种证券的收益具有相同预期，因而，对资产收益的预期就是对因素载荷bik
 （k＝1，2，…，K）的预期．这里的bik
 就是证券i对因素FK
 的敏感系数．

假设4：市场中存在充分多的资产．这个假设为下面的渐近套利的概念提供了基础．

假设5：证券市场不存在渐近套利机会（asymptotic arbitrage opportunity）．

（二）对假设2和假设5的说明

1．对假设2的说明

除了[image: alt]
 和[image: alt]
 之外，假设2中的假设是根据线性回归中的假设而定、要求[image: alt]
 以及因素之间不相关是为了问题的简化，否则，可以用“线性变换”的方式构造新的因素，使得新的因素满足这个要求．

此外，式（4-17）可以写成矩阵的形式：
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其中，[image: alt]
 是证券的收益向量，[image: alt]
 是证券的期望向量，[image: alt]
 是因素向量，[image: alt]
 是误差向量，B＝（bij
 ）N×K
 是敏感度系数矩阵，或者称为因素载荷矩阵（factor loading matrix）．此外，对因素和误差的限制条件也可以写成矩阵的形式．

2．对假设5的说明

存在渐近套利机会是指，存在一个满足下述三个条件的套利组合序列[image: alt]
 [image: alt]
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条件1相当于不增加额外资金，条件2相当于正收益，条件3相当于没有因素风险．

二、多因素模型下存在定价公式

（一）多因素模型下的定价公式

如果风险证券的收益由（4-17）的K因素模型给定，就存在风险证券的线性定价公式．形如
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的式子就是定价公式．其中，因素模型中的敏感系数是已知的，需要求解的是公式中的λ0
 ，λ1
 ，…，λK
 ．下面将说明它们的求解过程．

（二）定价公式的误差分析

对于形如（4-18）的线性定价公式，因为不是等式，需要对其误差进行分析．其结论是，风险资产预期收益的平均平方误差的极限是0．下面的定理就说明这个结论．

定理4-1　如果证券的收益由（4-17）的K因素模型给定，那么，存在实数λ0
 ，λ1
 ，…，λK
 ，使得
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其中，n代表风险证券的个数．

证明　选择n个风险资产（i＝1，…，n），用它们的预期收益[image: alt]
 对bik
 作线性回归，
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其中λk
 为回归系数，Vi
 为误差．在[image: alt]
 和bik
 确定后，Vi
 就是常数．
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从线性回归的相关知识可知，Vi
 还满足下面两个等式：
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按照如下方式，构造一个套利组合权重向量，W＝（W1
 ，W2
 ，…，Wn
 ）′，其中，
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计算这个套利组合的收益，
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第三个等号利用式（4-19a）．进一步，计算其期望，
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第二个等号利用式（4-19），第三个等号利用了式（4-19a）．

同理，计算套利组合的收益的方差，

[image: alt]


其中，等号是根据式（4-19b）．不等号是根据式（4-17）的假设条件，因此，套利组合收益的方差的极限为0，即，
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﻿对于按照上述方法所构造的套利组合W＝（W1
 ，W2
 ，…，Wn
 ）′，考察其是否符合渐近套利的三个条件．显然，第一条和第三条是满足的．现在考虑第二条．

因为[image: alt]
 如果该极限不是0，则套利组合W＝（W1
 ，W2
 ，…，Wn
 ）′就符合渐近套利的定义．由于假设不存在渐近套利机会，因此，
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必须成立．进一步，下式也成立
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证毕．

实际上，证明过程还给出了式（4-18a）中实数λ0
 ，λ1
 ，…，λK
 的计算方法．从式（4-18a）出发，得
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这就是证券i的线性定价公式．这个公式定价是否“准确”，体现在误差Vi
 的大小上．“误差小”就准确．式（4-18a）的贡献在于，均方误差趋向于0．

该定理的证明过程中出现了两个回归，即，关于因素的回归（4-17）式和关于敏感系数的回归（4-18b）式．需要注意的是，（4-18a）式中没有出现（4-17）式中[image: alt]
 的方差．然而，从直觉上讲，定价的准确性应该依赖于[image: alt]
 的方差的大小．对于[image: alt]
 的方差小的证券，证券的定价应该“好”，而[image: alt]
 的方差大的证券，定价的偏差要大．特别的，[image: alt]
 的方差为0的证券的资产定价是“准确的”．

（三）因素的风险溢价没有经济含义

定价公式中的λ＝（λ1
 ，…，λK
 ）′就是因素风险溢价向量，分量表示因素风险溢价（factor risk premium）．数字λ0
 ，λ1
 ，…，λK
 没有实际的经济含义，它们取值的正负和大小，都不代表任何含义．从下面的定理将说明这个结论．

定理4-2　对于任意无套利定价模型，可以构造出与原来K个因素不同的另外K个不相关的因素，使得，新的K个因素中仅有一个具有正的因素风险溢价．

证明　根据式（4-17）和式（4-18），因素模型和套利定价公式可以用矩阵的形式如下写成，
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利用正交矩阵，对原来的K个因素[image: alt]
 进行正交变换，构造出K个新的因素[image: alt]
 构造方式如下：
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其中，T是K维正交矩阵，即，T′T＝I，I是单位矩阵．因此，[image: alt]
 于是，有
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其中，[image: alt]
 将之代入式（4-23），得
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需要证明下面两条：

第一，式（4-24）里的新因素应该满足线性定价模型（4-17）式的条件，这样的因素[image: alt]
 [image: alt]
 才符合一般因素的条件．

第二，新因素[image: alt]
 中仅有一个正的因素风险溢价，即，K维向量T′λ仅有一个非零分量，而且这个分量是正的．

对于第一条，对于任意的正交矩阵T，可以证明，
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以及
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为了说明第二条，需要构造特定的正交矩阵．下面以K维向量λ为基础，构造这个正交矩阵．取

T＝（（λ′λ）-1/2
 λ，X），

其中，（λ′λ）-1/2
 λ是单位长度的向量，X是K×（K－ι）维矩阵，X的所有的列向量都与向量λ正交，同时，X自己的列向量也相互正交并且是单位长度的．这样构造出来的T就是一个正交矩阵．因此，利用分块矩阵的乘法，

I＝T′T＝（T′λ（λ′λ）-1/2
 ，T′X），

从而，（1，0，…，0）′＝T′（（λ′λ）-1/2
 λ），变形后得，
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这里，T′λ就是新因素下的风险溢价．可见，在新的K因素模型中，其因素风险溢价已经“退化”成仅有一个正的，其余都是0的情况．证毕．

从证明过程知，上述的“退化”过程，只有在原来的因素风险溢价λ已知的情况下才能实现，因此，用“退化”现象还不能否定模型（4-17）．

三、完全分散化

（一）完全分散化证券组合的含义

多因素模型中的因素可能不与具体的经济变量吻合，但是因素风险溢价向量λ在某些条件下，可以用证券组合加以解释．为此，需要引入一个新的概念——完全分散化证券组合（fully diversified portfolio）．

定义　完全分散化证券组合是证券组合序列p（n）的极限，并且，p（n）的投资比例权重p（n）＝（W1
 （n），W2
 （n），…，Wn
 （n）），满足：
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﻿从定义中看出，完全分散化证券组合不同于一般意义的投资组合，它是由极限过程产生的组合，其投资权重由极限方式产生．显然，在一个完全分散化证券组合里，每个证券的投资比例权重Wi
 必定趋于0．不仅如此，对于“大多数”（指有限几个除外）证券来说，Wi
 （n）＝O（n-1
 ）．

由于投资权重Wi
 都趋于0，完全分散化证券组合投资于每个资产的权重似乎就是0．对此，应该如何理解它呢？这一点有点类似于概率论中的“密度”．应该从“密度”的角度来理解完全分散化证券组合投资于每种资产的比例．不能仅仅看到它们都等于0．

（二）完全分散化证券组合的非因素风险等于0

对完全分散化证券组合而言，非因素风险就是一个极限．更具体地说，非因素风险是无穷小量序列的极限，即
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不等式的左边就是完全分散化证券组合的非因素风险．

（三）完全分散化下定价是精确的

一般的证券组合有形如式（4-18）的线性定价公式，但是，定价有误差．而对于完全分散化的证券组合来说，这样的定价则是精确的，没有误差．

定理4-3　对于完全分散化证券组合p，其预期收益满足：
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证明　由式（4-18b）知，构成完全分散化证券组合序列中的第n个证券组合p（n）的预期收益可以表示如下：
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根据柯西-施瓦兹（Cauchy-Schwarz）不等式，可得，
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对第一项，由完全分散化的定义知，[image: alt]
 的极限是有限的．对第二项，由定理4-1知，[image: alt]
 因此，
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因此，对于任意的完全分散化证券组合p，有
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其中，[image: alt]
 证毕．

﻿与（4-18）式的近似定价公式相比，这个定理指出，对于完全分散化的证券组合来说，（4-18）的定价公式是精确成立，而不是近似地成立．

四、定价公式中λ0
 和λk
 的含义

构造一个特殊的完全分散化证券组合p0
 ，bp0k
 ＝0（k＝1，2，…，K），即，组合p0
 对任何因素都没有敏感度．根据定价公式，组合p0
 的预期收益满足，[image: alt]
 由于p0
 没有风险，就应该是无风险证券，即，

λ0
 ＝rf
 ．

同样地，构造一个特殊的完全分散化证券组合pk
 ，bpkj
 ＝1，bpkj
 ＝0，j≠k，即，组合pk
 只对因素Fk
 有单位敏感度，对其他因素没有敏感度，那么，定价公式为，
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 或　λk
 ＝δk
 －rf
 ．

因此，λk
 表示pK
 的预期收益率高出无风险利率的部分，称λk
 为因素Fk
 的风险价格．

将λ0
 和λk
 的新的表达式代入定价公式，得到新的完全分散证券组合p的定价公式，
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五、单因素模型下β系数和敏感性的关系

如果是单因素模型，则定价公式中只有一个λ．再假定市场证券组合m是完全分散化组合，就可以计算出这个λ，即，
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其中，bm
 是市场组合对这个单因素的敏感度．

此时，对于证券i，定价公式为，
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其中，bi
 是证券i对因素的敏感度．下面对近似等式的推导过程，
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其中，Wim
 表示证券i在市场组合m中所占的投资比例，σ2
 （εi
 ）表示证券i的非因素风险．

因为市场组合m被假定是完全分散化证券组合，按照定义，在极限状态（n趋向于无穷）下，Wim
 和σ2
 （εm
 ）趋向于0，进而根据
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可知，[image: alt]
 也趋向于0．这样，可以接受式（4-27a）中的近似等式．下面说明式（4-27a）中第二个等式．

因为是单因素模型，所以
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根据因素的方差为1，误差项之间不相关，可得，
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第三节　APT与CAPM的比较

一、APT与CAPM的内在经济含义不同

从表面上，尽管式（4-27）与CAPM中的定价公式
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是一样的，但是，这两个模型的内在经济含义存在差别．CAPM的定价公式是在市场均衡的条件得到的，而式（4-27）是在无套利条件得到的．这两者之间的关系是，在均衡的市场里，一定没有套利机会，但反之则不成立．也就是说，无套利机会并不意味着市场是均衡的．

二、APT中敏感系数与CAPM中β系数的关系

（一）两因素模型下的敏感系数与β系数的关系

下面以两因素的APT为例，说明敏感系数与β系数的关系．

在两因素模型下，所有资产的收益仅仅受到两个因素的影响，而CAPM仅依赖于一个因素（即市场组合）的影响．CAPM是一维的模型，而APT是多维模型．

在三维空间中，如果要确定一个点，需要三个独立条件．如果只有一个条件，就不能精确地定位，似乎多维模型比一维模型“更准确”，或者说，APT比CAPM“好”．

1．两因素模型下的套利定价公式

形如
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的公式就是两因素模型下的套利定价公式．

2．公式的几何图形表示

以bi1
 ，bi2
 为坐标轴，在（bi1
 ，bi2
 ）坐标平面里，则式（4-28）表示一个平面．取定一个期望收益的值E（Ri
 ），平面中就有众多的点（bi1
 ，bi2
 ）满足（4-28）．这就是资产i的等值线．显然，等值线是一簇平行线（图4-1中的虚线是投影后的结果）．

这些等值线的斜率都是[image: alt]
 与E（Ri
 ）取值大小无关．等值线与横轴的截距为[image: alt]
 与E（Ri
 ）的取值有关．

3．两因素模型下β系数与敏感系数的关系

假定市场组合m对因素1和因素2的敏感系数为（bm1
 ，bm2
 ）．对任意资产j，由CAPM及式（4-28）知
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图4-1　两因素模型下的资产的等值线
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最后等号是根据式（4-27a）．进而得到CAPM中的β系数与APT中的敏感系数的关系

（bj1
 ，bj2
 ）＝（βjm
 bm1
 ，βjm
 bm2
 ）＝βjm
 （bm1
 ，bm2
 ）．

可见，资产j对应于因素1和因素2的敏感系数，是市场组合的敏感系数的某一个倍数（这个倍数就是资产j的β系数）．随着β系数的取值不同，在平面中就是不同的点，这些点构成直线，直线斜率与两个敏感系数有关．

因此，依赖β系数的证券市场线SML在（bm1
 ，bm2
 ）平面里，就成为一条直线．例如，假定具体的数值取为，

Rf
 ＝10％，δ1
 ＝15％，δ2
 ＝20％，E（Rm
 ）＝30％，bm1
 ＝1.5，bm2
 ＝1，

则，等值线和市场组合就如图4-1所示．

4．APT比CAPM的选择余地大

对于期望收益率为无风险收益率的资产组合，其等值线是图4-1中过原点的虚线．虚线上点的期望收益率都是无风险利率，但是，除了原点O之外，均不是无风险资产组合（因为包含有风险资产）．对于期望收益率为20％的资产组合来说，若由CAPM决定，则对应唯一的p点，若由APT决定，则对应直线pp′上任意的点．对某些投资者来说，也许更喜好资产组合p′胜过p．因为虽然p和p′均值相等，但p′可能具有更好的因素风险组合．从这个意义上讲，APT比CAPM选择余地要大．

（二）多因素模型下的敏感系数与β系数的关系

用相同的方法可以推出下面的式子：
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即，资产j对应于每个因素的敏感系数，是市场组合所对应的敏感系数的某一个倍数．

第四节　因素模型的因素数目和因素选择

因素在APT中起重要作用，因素不确定，就谈不上套利定价理论．这样，有两个问题需要解决，一是因素的数量，二是因素的选择．

一、因素的数量

一般来说，因素数量多，有利于定价的精确性，但数量过多可能导致统计检验的显著性下降．在解决因素数量问题的时候，要涉及统计分析的方法．统计方法从一个全面的资产收益集合来确定因素，资产收益集合中元素的数量通常要多于被用来估计和检验的样本．采用这些收益的样本数据来构造表示因素的资产组合．多元统计分析中的因子分析法（factor analysis）或主成分分析法（principal components analysis）是统计方法的代表．它们可以用来确定因素的个数．

Connor和Korajczyk运用统计方法发现，因素的数目一旦达到5个，资产收益对因素数目的增加就不敏感了．Fama和French发现，因素的数目从3个增加到5个，模型效果有所提高．当仅有股票时，3个因素是必要的．如果当包含债券资产时，5个因素是必要的．

二、因素的具体选择

确定具体的因素，需要考虑那些在估计预期回报率时必须包含进去的因素．使用套利定价理论之前，需要确定这些具体的因素．对这个问题，不同的研究人员将可能给出不同的结果．许多人进行了尝试．下面是三组不同的因素．

第一组由罗尔和罗斯确定，具体的因素如下：

（1）工业产值增长率；

（2）通货膨胀率（预期的和未预期的）；

（3）长期和短期利率的差额；

（4）低级和高级债券的差别．

第二组由伯雷、鲍梅斯特和麦克·埃罗依确定．一共有5个因素，其中有3个因素接近于上面的后3个因素．另外两个因素是社会总销售增长率和标准普尔500指数的收益率．

第三组由所罗门兄弟公司（Salomon Brothers）确定．一共有5个，具体因素如下：

（1）国民生产总值；

（2）通货膨胀率（预期的和未预期的）；

（3）利率；

（4）石油价格变化率；

（5）国防开支增长率．

非常有趣的是，三组因素有一些共同的特征：首先，它们包括一些总体经济活动指标（工业产值、总销售和国民生产总值）；其次，它们包括通货膨胀；再次，它们包括一些类型的利率因素（或差额）．证券的价格被视为等于未来红利的贴现值，未来红利与总体经济活动相联系，而用来计算现值的贴现率与通货膨胀和利率相关．

小结

本章比较详细地介绍了有关APT的内容，包括：因素模型和因素敏感度（载荷矩阵）、套利组合、套利定价公式以及误差、完全分散化组合的概念以及其定价的精确性、APT比CAPM有更大的选择余地．最后，本章简单介绍了因素模型中的因素数量的问题，

练习与思考

1．证明：单因素模型下协方差的计算公式（4-4）．

2．证明：单因素模型下风险的分解公式（4-6）．

3．APT的定价公式是如何推导的？

4．如何理解APT比CAPM有更多的选择？

5．如何理解完全分散化证券组合？

6．如何理解近似套利的含义？

7．因素模型中的因素如何确定？

8．说明APT中定价公式的精确性问题．
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第五章　传统β资产定价理论与随机贴现理论

学习目的

1．明确资产定价在经济学中的作用；

2．熟悉传统β资产定价理论与随机贴现理论SDF的区别；

3．了解随机贴现理论的假设条件和应用条件．

知识要求

1．了解资产定价的相关理论；

2．良好的数理背景．





从最终结论上看，资产定价理论给出的往往是一种均衡的定价关系，即资产价格或收益率与各种影响因素之间所呈现的均衡关系．从市场一般均衡的条件出发，随机贴现理论在金融资产的未来支付与现价之间建立了一般性联系，给出了资产定价的一般逻辑．其中，随机贴现因子（SDF）被称为“定价核心”（pricing kernel）．随机贴现模型是在新古典主义的一般均衡分析框架下提出的，是效用理论和消费者选择理论在金融领域的初步应用．它并没有给出一个显性的定价公式，所表达的只是一种抽象的随机贴现关系．

第一节　资产定价理论的发展

一、从传统理论到SDF理论

资产定价理论用于解释在未来存在不确定性条件下资产的均衡价格，是现代金融理论的核心内容，也是近几十年来现代金融理论中发展最快的一个领域．现代资产定价理论的发展经历了一般均衡理论、投资组合理论、跨期理论（spanning theorems）、资本资产定价模型、跨期的资本资产定价模型（ICAPM）、套利定价理论、期权定价、基于消费的模型（CCAPM）等发展历程．

1952年马科维茨证券投资组合理论的诞生，1973年Black-Scholes的期权定价公式的问世，以及1990年默顿发表的《连续时间金融学》一书基本奠定了传统资产定价理论的基础．

阿克洛夫（G. A. Akerlof）、斯彭斯（A. M. Spence）和斯蒂格利茨（J. E. Stiglitz）在不对称信息条件下的市场分析和市场有效性悖论，心理学家卡尼曼（D. Kahneman）和史密斯（V. L. Smith）在实验经济学与行为经济学方面的开创性工作，以及恩格尔（R. F. Engle）和格兰杰（C. W. J. Granger）各自提出的自回归条件异方差（ARCH）模型和协整模型（cointegration）都为随机贴现理论的出现提供了理论基础．

科克伦（J. M. Cochrane）2001年的《资产定价》（Asset Pricing）一书企图在更高的层次上建立起以随机贴现因子为核心的，适用于信息经济学和行为经济学的资产定价理论，即任何未来价值不确定的金融资产的当前价值等与其（随机的）未来价值与随机贴现因子的乘积的期望值．不管是经典经济学还是信息经济学、行为经济学，对资产定价理论的应用都可以归结为如何确定一个随机贴现因子．

可见，随机贴现理论的出现经历了这样一个历史脉络：从一般均衡理论作为理论支撑到无套利理论的应用，通过数学深化形成非均衡、非线性、非理性理论．

二、科克伦的观点

在资产定价理论中，夏普、林特纳、布莱克、默顿、罗斯和布雷顿等指出，资产的期望收益在系统性风险因素下是协方差或β的线性函数．

在传统理论中，变量的产生首先是由于收益，接着由资产定价模型强加的约束作为收益产生过程中的参数限制加以检验．传统理论采用的方法有一个潜在的问题，当所提出的收益产生过程不确定时，检验结果就会被误导．因此在应用传统理论时，研究者通常不得不证明所提出的收益产生过程对收益的描述是准确的．如果收益产生过程是单因素模型时，在揭示检验资产的收益时经常喜欢模型有一个较高的R2
 ，尤其是当检验资产是一个分散的投资组合时更是如此．

由于很多早期的理论理论是SDF理论的特例，近年来资产定价研究将重点放在了SDF理论的定价约束的检验上，而不是传统β或者夏普比率上．最著名的文章是科克伦发表的．文中充分阐述了SDF理论．在一个没有充分确定的模型中，即不知道资产收益是怎样在资产中产生的情况下，公式估计了参数并检验了定价．一方面，比传统理论更具体化而且需要较少的假设和参数；另一方面，当一个人对收益产生的原因知之甚少（也就是说存在一个非确定性收益模型）却也能对定价限制非常肯定，这一点看起来是违反常规的．

科克伦的文章同时提出，如果资产收益是按照线性因素模型并在忽视资产收益的情况下产生，就会产生两个问题：其一，参数估计的精确度不高．SDF理论下的风险收益的标准差通常比传统理论下的标准差大40倍，这使得在使用SDF理论时尤其要谨慎；其二，SDF理论的确定性检验对于不可识别模型作用不大．在实证研究中通常的样本规模下，模型的模拟结果表明SDF理论在资产定价模型中研究不可识别问题时不可靠，尤其是当指定的变量与收益相关程度不很明显时．

第二节　传统β理论

一、单因素模型

为使结果便于理解，以最简单的方式来描述以rt
 作为n项风险资产在时间t时的超额收益．传统理论通常是通过提出超额收益的产生过程开始的，例如单因素模型：
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式（5-1）提出了超额收益的产生过程，ft
 是系统风险在时间t实现的价值，st
 是资产的特殊风险，E［st
 ｜ft
 ，φt－1
 ］＝0n
 ，Var［st
 ］＝∑，0n
 是0的n维向量，φt-1
 是时间t－1时的信息，β＝cov［rt
 ，ft
 ｜φt－1
 ］是正常因素下的收益因素．由于非期望收益是意想不到的原因，ft
 作为辅助因素，即E［ft
 ｜φt－1
 ］＝0．在以下假设下α＝E［rt
 ｜φt－1
 ］是n项资产额外收益的期望值，在以下研究中均假定α＝0n
 ．通常假定α，β是t－1时的数据函数，但为简化技术细节和强调本节的主要理论观点，假设其为恒定的．虽然如此，我们并未假设：Var［st
 ｜φt－1
 ，ft
 ］＝∑，因此，st
 的有条件的异方差在研究中是允许的．

由一个确定的β定价模型可以知道，资产的预期额外收益在系统因素下是其β的线性函数．在所假设的单因素模型中，β定价模型表示为：
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其中，λ是风险收益．显然，这给（5-1）式的收益产生过程中的参数强加了一个约束条件，传统的β定价模型检验就是通过这种约束的各种统计的估计检验来完成的．

二、传统β理论的检验与识别

在风险收益λ和β定价模型的检验中有很多选择，这里介绍两种方法．

（一）最大似然法

如果对st
 的分布做假设，可使用最大似然法．选择是假设st
 是有条件的，st
 ∶N（0n
 ，∑）．如果定义ft
 ＝［f1
 ，f2
 ，…，fT
 ］′，x＝［1T
 ，f］，Y＝［r1
 ，…，rt
 ］，T为时间序列观察值，1T
 是1的T阶矩阵，令γ1
 ≥γ2
 ＞0为下述矩阵A的两个特征值：
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在正态分布假设下，λ的最大似然估计值可以由下式给出：
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αij
 是矩阵A的（i，j）个元素，（5-2）的最大似然检验是：
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这里，a代表渐近分布．

（二）GMM法

若对st
 的分布不做假设，可使用汉森的GMM法估计参数和检验β定价模型．式（5-2）中的GMM检验隐含了如下假定：
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为了应用GMM，定义样本矩阵为：
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zt
 ＝［1，ft
 ］′，假定ft
 和st
 在有限矩阵下相对不变且是遍历的（参阅随机过程的文献），在真实参数下：
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st
 是2n
 ×2n
 正定常数矩阵．这些条件比其他资产定价模型检验中的假设条件弱得多，考虑到一些自动修正和zt
 ⊗st
 中的异方差性，在GMM理论中，单因素模型中真实参数λ和β的估计值[image: alt]
 *
 和[image: alt]
 *
 可以通过解决下面的最优化问题得出：
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w1T
 是2n
 阶正定加权矩阵，标准方法是选择与[image: alt]
 估计一致的最佳加权矩阵．虽然在β定价模型中有n＋1个参数，加权问题也是非线性的，但对估计值来说并不是一个严重的问题，这是因为对于给定的λ，目标函数对β是线性的，最小值问题可以通过分析解决．因此，估计值问题可以单独写成λ的函数，最佳[image: alt]
 则可以通过简单线性分析来完成．

传统β定价模型α＝βλ的检验可以应用汉森的过度识别检验来完成，由于现在有2n个矩条件和n＋1个参数和n－1个过度识别条件，故有：
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W1T
 是与最佳加权矩阵一致的估计值，但有时由于经济原因，也可以使用非最佳加权矩阵．在这种情况下，J1
 不再是简单的χ分布．Zhou为任意权数的加权矩阵提供了一个简单的χ分布GMM检验，绕过了计算χ分布的麻烦．许多相同的检验也是由Cochrane提出，不过一个可选择的χ分布检验可从互除法中得到．

第三节　随机贴现理论

一、随机贴现理论的模型

科克伦（Cochrane, 1996, 2000）提出了随机贴现因子的理论，用于解释一般的资产定价问题．这个理论最显著的特征是可以将所有的资产定价模型（如资本资产定价模型（β模型）、因素模型）纳入到这个一般化的理论框架中．Kan和Zhou（1999）利用模拟的方法对此提出了质疑．他们认为传统的定价模型的数据估计结果，特别是在风险价格的估计上，要比随机贴现模型稳定和准确得多，而且随机贴现模型在识别错误模型上的能力也是有限的．

如同科克伦指出的那样，β定价模型是SDF模型的特殊情况．SDF模型中存在可变的随机贴现因素mt
 ：
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当式（5-2）中的单因素资产定价模型有效时．随机贴现因素可以由下式给出：
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给出σ0
 ，σ1
 为常数．作为一个经济模型，式（5-13）中的参数并非一成不变，若σ0
 ，σ1
 满足等式，它的任何倍数也满足．因此，将参数标准化：
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其中，[image: alt]
 若Var［ft
 ］＝1，则β＝E［rt
 ft
 ］且与（5-14）中的λ相同．为便于比较，以下假定Var［ft
 ］＝1．直观上，式（5-14）只是根据协方差，使mt
 与资产收益相关，而没注意它们之间的相互影响．在理论上，式（5-14）建立得非常好，对于资产定价的约束一点问题都没有．而该式子的经验研究中却出现了以前指出的潜在问题．目前实证研究在验证SDF理论时将重点放在了该式子上，而没有专门考虑（5-1）式中rt
 所服从的经验数据的产生过程．因而这种认识导致了在检验时出现了一些问题．

二、模型的影响因素

在讨论SDF模型的估计和检验前，首先指出，虽然当存在系统因素ft
 时，（5-14）有效，却存在一些其他因素也使该式有效．

（一）干扰因素

定义5-1
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其中，nt
 为均值是0，方差为[image: alt]
 的误差，ft
 和st
 不相关．指定gt
 为SDF模型中的变量：
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得到：
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因此，gt
 与ft
 就在资产定价中具有相同的作用．纯粹测度误差并不影响线性定价．虽然保留了线性定价关系，干扰因素的风险收益仍比真实因素的高．事实上，从式（5-16）可知，因素越干扰，风险收益越高．可以认为当[image: alt]
 越大时，运用干扰因素的SDF模型在有限样本中比含有真实因素的模型更可能失败，后面将证明这种观点的错误．

（二）非系统因素

定义5-2
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其中，ht
 是ft
 的线性组合．因此ht
 均值是0且与ft
 不相关．指定ht
 为SDF模型中的变量：
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得：
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ht
 为n项资产定价，虽然ht
 是设定的非系统因素，仍旧可以得到结论．

错误因素的两种分类能满足式（5-14）表示联系经济均值和SDF模型结果的检验是有问题的．当一个人制定了一系列微观经济变量并发现其能够使式（5-14）成立时，他却不能说明它是真实变量ft
 ．干扰因素变量gt
 或ft
 仅是个非系统变量ht
 ．应该指出，如果gt
 或ft
 被认定为是数据产生过程的变量，用传统理论研究这些错误问题也是有困难的，但因为gt
 或ft
 对资产收益解释力并不强（尤其当[image: alt]
 比较大，检验资产是最佳分散投资组合时），它们在传统理论中更不可能作为系统因素被包含．相反SDF理论并不关心收益产生过程，因此gt
 或ft
 能容易地被提出并被误认为真实的变量．

对于给定的一系列资产收益，存在无数个代表资产定价模型的SDF理论，汉森和Jagannathan详细论述了所有SDF中变量最小的那个SDF．他们又进一步给出怎样用SDF来评价资产定价模型中的错误．在这里想说的是对于给定的线性因素模型实际上有很多的SDFs．因此，构造的“错误”变量就有助于解释资产定价模型中的失败，这也揭示了SDF模型中应用变量而没有仔细检验的危害．

三、模型估计与检验

SDF理论的估计问题很简单，忽视资产收益产生的动力仍然会引起严重问题．直观上，（5-14）式是资产收益和变量的约束，仅仅检验（5-14）式而不用确定性模型则会导致忽视许多问题．（5-14）式中的检验度量相当重要也不令人吃惊，但实际上却可能对收益一点都没有用处．在风险收益估计的准确性和资产定价模型检验规模力度上，已经有不少文献比较研究了SDF理论和传统理论，下面将简单给出部分研究结果，感兴趣的读者可以参考本章进一步阅读资料，这里由于篇幅不再赘述．

在风险收益估计的准确性方面，研究者大多以两种方式证明在估计λ时存在基本的失误．一是本部分所提供的理论结果表明SDF模型中的λ估计的渐近变化比传统理论中的变化更大．二是提供蒙特卡罗假设进一步解释SDF理论中的λ估计的标准差实际上很大，在应用中可能不可靠．相反，在传统理论中，λ估计甚至在小样本中也都相当准确．因而也就更加适合风险收益的估计．

不像风险收益估计时那样，研究者已经明确证明出传统理论比SDF理论更先进，在过度识别检验的规模和力度方面，两者谁更适合检验资产定价限制α＝βλ并不十分明确．当模型正确时，两者都提供[image: alt]
 随机分布的检验．当模型不正确时，也能提供不用该模型时的1的渐近可能性检验．研究者认为即使是非标准的GMM过度识别检验，像Jagannathan和Wang提出的一样，都没有用样本矩的估计协方差矩阵来组成检验统计量．估计的协方差矩阵仍被用来构成特征值，以构成与检验统计量相比较的[image: alt]
 分布的线形组合的权数．因此，非标准GMM过度识别检验仍不能避开困扰标准GMM检验的问题．虽然没有报道，但模型证据表明，使用单位矩阵作为加权矩阵的非标准GMM过度识别检验在探讨非确定性模型时效果并不如标准过度识别检验好．

小结

本章只是简单介绍了传统理论和SDF理论的区别．不过存在这样一个事实，即目前资产定价模型的经验研究在使用SDF理论时通常忽视了资产收益的特定模型．当资产收益是从线性因素模型中产生时，使用SDF模型就存在两个潜在的问题：第一，风险收益估计的准确性会非常差；第二，其过度识别检验在探讨非确定性模型时的作用不大．这就使得该理论出现了估计准确性差和估计困难的问题．

通过像传统理论中一样确定资产收益的收益产生过程，这两个潜在的问题可能有所缓和．尽管SDF理论前景广阔并提供了一个比较节约的模型估计．但要得到这些益处也要付出代价．无论如何传统理论看起来还是安全些．而且，传统资产定价模型将继续在理解风险与投资的联系上发挥至关重要作用，在投资组合的选择和估价问题上比SDF理论更好．

练习与思考

1．传统资产定价理论与SDF理论有哪些共同点？

2．SDF理论的优劣点有哪些？

3．当某一项金融资产的收益是从线性定价模型中产生，使用SDF理论存在哪些问题？

4．使用SDF理论时，针对干扰因素的解释力度、参数的估计误差规模和检验力度上如何谨慎？

5．SDF理论的前提假设条件有哪些？
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第六章　鞅理论及其应用

学习目的

1．明确鞅在经济学中的作用；

2．了解鞅的概念，及其性质和数学特征；

3．掌握鞅的分类及常见几种鞅的例子；

3．熟悉鞅表示及其道布-迈耶分解定理．





知识要求

1．初级经济学知识；

2．基本的概率知识．





鞅这个术语早在20世纪30年代首先由威勒（Ville, 1939）引进，但是其基本概念来自于法国概率学家列维（Levy, 1934）．真正把鞅理论发扬光大的则是美国数学家道布（Doob），他在1953年的名著《随机过程》中介绍了（包括上鞅分解问题在内的）对于鞅理论的系统研究成果，引起了概率学家们对一般随机过程理论研究的兴趣，并逐渐使得鞅成为现代概率和随机过程理论的基石．

鞅在微观金融分析中的应用是随着哈里森（Harrison J. M）同克里普斯（Kreps D. M.）1979年以及哈里森和帕里斯卡（Pliska S. R.）1981年两篇论文的发表开始的．他们证明了的资产定价基本定理：当且仅当金融市场上不存在“免费午餐”（free lunch），所有金融资产的贴现价格都是一个鞅．这就使得鞅就成为了研究现代金融资产定价技术所必须的数学工具．鞅理论虽然抽象，但它的引入不仅使得微观金融理论分析（例如期权定价）变得更加简洁；并且由于可以借助现代数值计算技术，还提供了更为强大的运算能力，而这对于实际工作是至关重要的．因此，鞅方法及其数值（模拟）技术成为了金融理论研究者和实践工作者的基本工具．

第一节　鞅的简单介绍

鞅是数学中的概念，这里不作过多的涉及，只进行简单地介绍．更多的内容参看相关的文献．

﻿一、鞅的概念

“鞅”一词来源于法文martingale．原意是指马的笼套或者船的索具，同时也指一种逢输就加倍赌注，直到赢为止的赌博方法（double strategy）．

在金融分析中，投资者通常会根据过去发生的事件来指导未来的投资决策，可以把X设想为由于信息发布而产生波动的金融资产价格（过程），而EX是对这种价格运动的预测，而鞅恰好就是用条件数学期望来定义的．这种相似性就激发了使用鞅来描述金融资产价格运动过程特征．

简单地说，一个随机变量的时间序列没有表现出任何的趋势性（trend），就可以称之为鞅；而如果趋向上升，则称为下鞅（submartingale）；反之，如果总是减少，则称为上鞅（supermartingale）．因此实际上鞅是一种用条件数学期望定义的随机运动形式，或者说是具有某种可以用条件数学期望来进行特征描述的随机过程．

二、基本符号

假设观测值是时间变量t的随机变量，同时假设时间是连续的并且用连续时间随机过程处理，该过程由｛St
 ，t∈［0，∞］｝表示．

用｛It
 ，t∈［0，∞］｝表示一系列随时间流逝变成对政策制定者连续可得的信息集．若s＜t＜T，有信息集Is
 ⊆It
 ⊆IT
 ，…，则集合｛It
 ，t∈［0，∞］｝叫做过滤．

假设序列｛ti
 ，i∈［0，k］｝，有0＝t0
 ＜t1
 ＜…＜tk－1
 ＜tk
 ＝T．它代表一个连续时间段［0，T］的各间隔时期，初始值和终点值包括在内．在这个表示中，当k→∞，并且（ti
 ，ti－1
 ）→0时，时间间隔会被分成越来越小的时间段．现在考虑在有限时间段［0，T］内的随机过程St
 ．在一些特殊点ti
 定价过程的值会是St
 ．如果St
 的值在每一个t≥0时包含于信息集It
 中，就成为｛St
 ，t∈［0，T］，它适用于｛It
 ，t∈［0，T］｝，即如果有信息集It
 ，就会知道St
 ．

三、鞅的数学表示

使用不同的信息集就会得到序列｛St
 ｝的不同预期值，即

[image: alt]


如果满足：①给出It
 ，就可知St
 ；②非条件期望是有限的，即E［St
 ］＜∞；③Et
 ［ST
 ］＝St
 ，对所有t＜T，有概率P＝1，即未被观测的未来价值的最好的预测是St
 的最近观测，这里所有的E［·］是在考虑概率P情况下取得的，那么，当考虑信息集It
 的概率P，对所有t≥0都成立时，过程｛St
 ，t∈［0，∞］｝是鞅．根据这个定义，鞅是在给定当前信息集时，未来变化完全不可测的随机变量．

例如，假设St
 是一个鞅并且考虑在时间长度为u＞0的间隔内St
 变化的预期为：
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但是Et
 St
 是一个价值已知的随机变量，因此它就等于St
 ．如果St
 是一个鞅，Et
 St＋u
 也等于St
 ，这也就有：

[image: alt]


即在一个给定的时间长度u＞0内，St
 变化的期望值或者说最好的预期是0．换句话说，鞅的未来变化的方向是不可能预测的．这是鞅过程的基本特征．如果一个过程的轨迹呈现出一个可识别的长期或短期趋向，则这样的过程不是鞅．在本部分结束前，再次强调鞅的一个非常重要的特征．一个鞅的定义是考虑信息集和一些概率标准，如果改变的是与过程有关的信息集和概率，这个过程不再是鞅．相反的操作也正确，如果过程Xt
 不是鞅，就能通过修改相关概率标准P使之成为鞅．

第二节　鞅在资产定价方面的应用

一、大多数金融资产不是鞅

是不是金融资产价格运动就是鞅呢？一般说来，风险资产的价格变化，在给定信息集下，并非完全不可预测的．比如，折价发行的零息票债券（zero coupon bond）的价格会随着到期日的临近，越来越接近其面值，显然这是一个下鞅．类似的，股票通常会有一个正的预期收益，也就是说不具有鞅性．

以上讨论原则上也适合期货和期权一类的衍生产品．例如期权有时间价值，并且会随着到期日的临近不断地衰减，这是上鞅的一个特征．

一个过程St
 在给予一信息集情况下，它的未来运动完全不可知时就是鞅，而股票或债券价格不是完全不可预测的．贴现债券价格随时间而增加．股票价格也同样，通常认为平均起来是上涨的．如果Bt
 代表在时刻T到期的贴现到t（t＜T）时刻的债券价格，则
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明显，贴现债券价格的运动不是鞅．同样，股票St
 通常会有正的期望收益，所以St
 也不是鞅．对于一个小间隔∆可大体写成：
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其中，μ是一个正的期望收益率．关于期货和期权也有同样的论述．例如，期权有时间价值，且随时间流逝欧式期权价格会下降．

二、金融资产可以转化成鞅

既然大多数金融产品的价格运动不是鞅，那么为什么研究者对于鞅有这么浓厚的兴趣呢？实际上鞅的定义是基于特定概率分布和信息集合的，通过对信息集和概率测度的适当处理，就可以把上（下）鞅转化为鞅．比方说能不能找到某一种概率分布，它把资产的未来价格用无风险收益率贴现后的值，转变成一个鞅．如果这种转换可以实现，势必大为简化金融产品定价工作．如何在数学中实现这种变换以及它在经济学上的合理解释是什么，将是以下分析的重要内容之一．

例如，可以找一个概率分布[image: alt]
 以使债券或股票价格通过无风险利率贴现变成鞅，如果做到这样，有如下等式：

对于债券价格
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对于股票价格

[image: alt]


这在衍生产品定价方面很有用．如何把下鞅转换成鞅是应用过程中一个重要的问题．一般有两种方法：

第一，将e-rt
 St
 或e-rt
 Bt
 中减去一个期望趋向．这会使围绕期望趋向的偏离完全不可预测，因此变形后的变量是鞅．事实在普通条件下，任何的连续时间变量过程都能被分解成一个鞅和一个增长（或下降）过程．后一部分的消除可以产生鞅．

第二，不是直接转换下鞅，而是转换它的概率分布，即对于，

[image: alt]


[image: alt]
 是用概率分布P计算的条件期望，我们可以找到一个等价的概率[image: alt]
 以使新的期望满足：

[image: alt]


并且e-rt
 St
 变成鞅．

第三节　鞅的连续性

一、鞅的轨迹

在无套利的情况下，市场均衡意味着能找出一个假想的分布[image: alt]
 使所有贴现资产价格St
 运动像鞅：

[image: alt]


虽然鞅理论在资产定价中扮演了重要角色，但这并不是鞅有用的唯一原因．鞅理论对于讨论连续时间随机变量是非常有意义的．用Xt
 表示资产价格，在考虑的信息集｛It
 ，t∈［0，∞］｝和概率[image: alt]
 情况下，它具有鞅的特征．

[image: alt]


其中，∆＞0是一个小的间隔．如此的Xt
 的轨迹在连续时间下是什么样的？要回答这个问题，首先定义鞅变化：∆Xt
 ＝Xt＋∆
 －Xt
 ．由于Xt
 是鞅，那么有

[image: alt]


如前所述，这个等式意味着鞅的增量是完全不可测的，无论∆多么小，即使假定时间是连续变化的情况下，鞅都会呈现出不规则的轨迹．

二、鞅的连续

事实上，Xt
 不应呈现出可观察出来的趋势，即使在无穷小的间隔∆内．如果呈现出趋势，就是可测的．这样的不规则轨迹以两种方式出现：连续和跳跃．前者是连续鞅，后者叫右连续鞅．

图6-1描述了连续鞅，轨迹是连续的．在∆→0时，

[image: alt]


图6-2描述了右连续鞅，轨迹被偶然的跳跃所干扰，使轨迹右连续是跳跃方式的．在跳跃点上鞅是右连续的．
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图6-1　连续鞅
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图6-2　右连续鞅

三、连续平方鞅

假设有一连续鞅Xt
 满足
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则称为连续平方鞅．事实上，能通过布朗运动表示所有的这样的鞅．也就是说，连续平方鞅非常接近于布朗运动．

举例说明，构造在小间隔∆内使用两个相互独立泊松过程的鞅．假设金融市场有“好”和“坏”消息的影响，忽略消息内容保留其好或坏的消息．[image: alt]
 表示到t时刻的所有好消息数，[image: alt]
 代表坏消息数．再假定到达金融市场的消息与过去完全无关，并且好、坏消息是相互独立的．最后假定，在一个微小的间隔∆内至多有一个好或坏的消息能发生，并且这两种消息发生的概率一样．因此，增量变化[image: alt]
 概率表示如下：

[image: alt]


则变量[image: alt]
 就是鞅．

﻿下面证明这一点，Mt
 的增量，在微小间隔∆内表示成：

[image: alt]


求条件期望：

[image: alt]


对于[image: alt]
 有，

[image: alt]


对于[image: alt]
 有同样的结果．这样就有，

[image: alt]


因此在信息It
 下，Mt
 的增量是不可预测的，这表明Mt
 满足鞅的要求．例如，在时刻t，知道好或坏消息已发生，因此Mt
 是与It
 相对应的．因此只要∆内好或坏的概率都被表示为λ∆，过程Mt
 就是考虑了It
 和这些概率的鞅．然而如果假设好的概率比坏的概率大，即

[image: alt]


则有

[image: alt]


此时，Mt
 在考虑It
 后就不是鞅．

第四节　常见鞅和道布-迈耶分解

一、布朗运动

假设Xt
 代表一个连续过程，增量遵循正态分布，则该过程称为（普通）布朗运动．观察时刻t的Xt
 价值．在每一段Xt
 的变化由dXt
 表示，假设Xt
 的增量相互独立．在假设下，如果∆是小时段，∆内的增量∆Xt
 就是正态分布，即

[image: alt]


增量相互独立时，有

[image: alt]


Xt
 是鞅吗？过程Xt
 是无穷小增量的累积，即

[image: alt]


假设积分被正确定义，就可计算期望．考虑到（6-22）给出的概率分布及到时刻t观察到的Xt
 的信息的期望，

[image: alt]


然而，在时刻t，∆Xt＋T
 的未来值是可测的，因为在小间隔∆内的所有变化的期望为μ∆．这意味着，

[image: alt]


因此，

[image: alt]


可见，Xt
 不是鞅，但是考虑到式（6-22）中的分布和现在以及过去的Xt
 的信息，这个最终结果仍然能够给出一个有关构造鞅的手段．考虑新的过程，

[image: alt]


容易证明，zt
 是一个鞅

[image: alt]


或，

[image: alt]


根据（6-27）可得，

[image: alt]


即，zt
 是一个鞅．因此，减去一定的函数可以使Xt
 转换成鞅．同时，这个确定的函数是随时间增加的．这个结果在更一般的情况下也适用．

二、平方过程

现在考虑在一个小间隔∆内由不相关增量的过程St
 ，

[image: alt]


其初始点为S0
 ．

定义新随机变量：zt
 ＝[image: alt]
 ．这就是平方过程．zt
 是鞅吗？考虑zt
 增量的预期，

[image: alt]


后一个等式成立是因为St
 的增量与现在以及过去的St
 不相关．

[image: alt]


这说明zt
 的增量是可测的，zt
 不是鞅．然而，从zt
 中减去σ2
 t，能把zt
 转换成鞅．事实上，容易证明下面的等式：

[image: alt]


这个例子再次描述了这一结论：如果一个随机过程不是鞅，那么通过减去适当的均值就能变成鞅．在金融市场中，人们不能预期所观察市场风险证券的价值能够等于由无风险利率贴现的期望价值，因为有一个风险溢价．因此，任何风险资产价格若由无风险利率贴现就不是鞅．但前期讨论说明这样的资产价格或许能转换成鞅，这样的转换在金融资产定价中非常有用．

三、指数过程

假设Xt
 是（普通）布朗运动，考虑Xt
 转换，

[image: alt]


其中，α是任意实数，Xt
 的均值是0．这种转换能产生鞅吗？答案是能．Xt
 本身是鞅，减去时间函数[image: alt]
 后的St
 就转换为了鞅．

四、右连续鞅

考虑泊松累积过程Nt
 ，Nt
 随时间而增加．因为它是累积过程并且跳跃的数量随时增长有一个明显的向上趋势，因此，Nt
 不是鞅．然而，减去时间函数后得，

[image: alt]


这样，[image: alt]
 是鞅，它的方差有限，并且是平方鞅．

五、道布-迈耶（Doob-Meyer）分解

前面的例子表示，通过减去适当的均值，可以把连续时间过程转换成鞅．下面将讨论使这些特殊的时间过程正常化的道布-迈耶分解．

（一）例子

首先介绍一个基础的例子．例子的重要性在三个方面：第一，通过把连续时间间隔分成几部分，描述应用于金融市场资产定价的实践方法；第二，如果从这样的一个框架开始，那么理解后面的伊藤积分就变得容易；第三，提供一个概率空间的具体讨论，以及如何把概率理论应用于与资产价格有关的各种轨迹之中．

1．过程描述

假设一个交易者观察ti
 时刻金融资产价格为[image: alt]
 初始点为[image: alt]
 对于时间间隔［0，T］的分割0＝t0
 ＜t1
 ＜…＜tk－1
 ＜tk
 ＝T，如果ti－1
 和ti
 的间隔非常小，且市场是“流动”的，资产价格就可能表现出至多一个向上或向下的过程．对于[image: alt]
 的变化方式只有两种可能：

[image: alt]


假设[image: alt]
 是相互独立的．如果p＝1/2，那么[image: alt]
 的期望就为0，否则就不是0．

2．概率空间描述

首先描述如何构造标的的概率空间．观察k个时间点的[image: alt]
 由概率的定义，｛p，（1－p）｝表示[image: alt]
 的变化并且是一个（鞅）概率分布．我们所感兴趣的是一系列价格变化的概率，讨论与各种轨迹有关的概率．要做到这点，需要构造一个概率空间．

要关注价格变化的样本路径或轨迹，需要构造一个由所有可能的路径组成的集合，叫做样本空间．它的元素由一系列+1和-1构成．例如，一个典型的样本路径是：

[image: alt]


定义与这些轨迹有关的概率．当价格变化是相互独立，且k是有限时，这一确定序列的概率是每一个价格变化的概率的乘积．例如，某一序列∆S*
 从t0
 以+1开始直到tk
 结束，

[image: alt]


有概率，

[image: alt]


这里，轨迹连续下降的次数和连续下降的次数是相同的．既然k是有限的，在样本空间里可能的轨迹也是有限的，就可以给每一个轨迹指定一个概率．这样做是有意义的．金融市场中的衍生产品定价经常假定k是有限的，并且开发这些衍生概率的特征．另一个简化这项工作的假设是连续价格变化是相互独立的．整个轨迹的概率能通过与每一个增量变化有关的概率相乘而得．这样就解决了资产价格变化的序列．

3．关于S&P500的例子

衍生证券通常写成其本身的价格．例如，写成S&P500的期权．在给出开盘价[image: alt]
 的情况下，就能容易地由随后的变化得到资产价格的水平：

[image: alt]


既然[image: alt]
 是由[image: alt]
 的变化[image: alt]
 组成，那么由（6-40）就能得到[image: alt]
 的概率分布：

[image: alt]


[image: alt]
 的最高的可能值是[image: alt]
 这时所有的增量[image: alt]
 是+1．概率是：

[image: alt]


同样，[image: alt]
 的最低的可能值是[image: alt]
 所有的增量[image: alt]
 是－1．概率是：

[image: alt]


上面的极端情况，是在[image: alt]
 和[image: alt]
 产生的．通常，价格会落在两者之间．在所有k个增量变化中，有m个+1和k－m个-1（m≤k），[image: alt]
 的值是：

[image: alt]


概率是：

[image: alt]


显然，概率是二项分布，当k→∞时，收敛于正态分布．

那么，[image: alt]
 是鞅吗？在式（6-41）中，考虑了包括过去价格变化[image: alt]
 的信息，而定义[image: alt]
 是鞅吗？考虑由式（6-46）给出的概率的期望：

[image: alt]


等式右边的第二项是[image: alt]
 的期望，如果p＝1/2，这一项就是0．此时，

[image: alt]


这意味着[image: alt]
 是鞅．

如果p≠1/2，考虑到[image: alt]
 的[image: alt]
 就不再是鞅．然而，定义中心过程[image: alt]
 如下：

[image: alt]


或

[image: alt]


此时，考虑到[image: alt]
 的[image: alt]
 就是鞅．

（二）道布-迈耶分解的证明

1．道布-迈耶分解的普通情形

考虑在一个任意时间ti
 ，向上的概率大于向下的概率的特殊资产，以此可期望一个在观察轨迹中的向上趋势：

[image: alt]


如前所述，

[image: alt]


则，

[image: alt]


这暗示着[image: alt]
 是一个下鞅．此时：

[image: alt]


[image: alt]
 是鞅，因此，（6-54）把下鞅分解成两部分．第一部分是一个递增的决定变量，第二部分是在t0
 时刻有[image: alt]
 的价值的鞅．式（6-54）表示的是一种简单的道布-迈耶分解的情形．

2．道布-迈耶理论

把在一个连续时间间隔的有限时间点上所观察的过程中的向上趋势的下鞅分解成决定趋势和鞅两部分．在连续观察的过程下，简单的分解能得到鞅吗？道布-迈耶理论提供了这个问题的答案．

如果Xt
 ，0≤t≤∞是一个连续的下鞅，在考虑到[image: alt]
 的情况下，如果对于所有的t，E［Xt
 ］＜∞，则，Xt
 有如下分解：

[image: alt]


其中，Mt
 是一右连续鞅，At
 是一个考虑到[image: alt]
 的递增过程．

这个理论表明：即使连续观察的资产价格包含明显的跳跃和向上趋势，一样能通过减去一个趋势把它们转换成鞅．如果起初的连续时间过程并不呈现出任何的跳跃，而是连续的，则产生的鞅就会是连续的．

3．道布-迈耶分解的应用

把一个不是鞅的过程转换成鞅，这在金融资产定价中很有用．考虑一个简单的例子．假设时间t∈［0，T］是连续的．标的资产St
 的买权Ct
 在到期日T的值又为：

[image: alt]


据此，如果标的资产价格高于执行价格E，期权为正值；如果低于E，期权值是0．在时间t（t＜T），CT
 是不可知的，但是能使用在时间t的信息It
 计算它的预期价值：

[image: alt]


上述期望是考虑到证明价格运动的分布函数．鉴于这个预期，需要知道，公平的市场价值Ct
 是否等于EP
 ［max［ST
 －E，0］｜It
 ］的适当贴现值．例如，假设用无风险利率r进行贴现，得到：

[image: alt]


这个等式确实给出了买权Ct
 的公平价值了吗？问题的回答取决于e-rt
 Ct
 是否是鞅．如果是鞅，就是Ct
 的公平价值．这是因为，

[image: alt]


或

[image: alt]


能期望e-rt
 St
 在真实概率P下是鞅吗？在假设投资者是风险厌恶者的前提下，对于风险资产有：

[image: alt]


也就是e-rt
 St
 是一个鞅．根据道布-迈耶分解可得：

[image: alt]


其中，At
 是一个递增的随机变量，zt
 是一个考虑信息It
 的鞅．如果函数At
 能明显地得到，就能用（6-62）式的分解得到在t时刻得到买权的公平市场价值．然而，这种资产定价的方式在实践中很少用．更方便而简单地把资产价格转换成鞅的方法不是抽点趋势，而是改变标的概率分布P．

小结

鞅是一种用数学期望刻画的随机运动形式，鉴于它隐含的某种“公平”特征，它被用来描绘赌博过程，如果倾向于认为买卖金融资产也是一种零和（zero sum）的博弈，它就可以用来描绘价格运动．但其实不是这样的，金融资产价格有一定的趋势性，它们更可能是上鞅或者下鞅．

本章简单地给出了离散时间和连续时间（附着更多的技术要求）鞅的定义和例子．在连续时间设定下，着重分析了在现代金融分析中最重要的鞅——标准布朗运动，考察它的轨道性质，以及道布-迈耶分解．

尽管鞅并不是绝大多数金融资产价格运动的形式，它仍然是金融分析中的主角．在资产定价基本定理的支撑下，通过测度变换技术，可以使得金融资产价格运动具有鞅特性．

练习与思考

1．鞅的概念是什么？如何判断一个随机过程是连续鞅？右连续鞅？左连续鞅？

2．举出鞅的例子，并说明为什么满足鞅的特性？

3．鞅理论在金融资产定价方面有哪些优势？

4．道布-迈耶分解如何进行？具有哪些情形？请举出例子说明？

5．鞅具有哪些数学特征？维纳过程为什么可以说是鞅的例子？
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第七章　证券价格的维纳过程和小概率事件

学习目的

1．明确金融市场中的事件的随机性；

2．熟悉小概率事件的概念及其性质；

3．了解常见的描述小概率事件的模型；

4．掌握利用小概率事件模型建模的步骤．

知识要求

1．资产定价的基本知识；

2．初级概率知识．





在经济领域应用数学模型已经比较普遍，而且还有愈来愈重要的趋势．金融市场中，必然面对大量的类似证券价格那样的数据．正是这些数据，使得数学模型得以发挥其作用．如果没有这些数据，数学模型将无法下手．正是因为如此，才需有效地用数学中的理论，刻画金融市场中的数据，使得数学中的相关理论最大限度地模拟实际的金融数据．

这一章将应用随机过程中的某些技术，针对金融市场的随机性和小概率事件，从数学角度对其进行刻画．

第一节　金融市场中的随机理论

一、巴契里耶的贡献

1900年，年轻的法国数学家巴契里耶在巴黎索邦大学完成了一篇题目为《投机理论》的特殊博士论文．他率先使用随机理论，包括各种数学工具，运用理性的思辨来解释市场的运作．

他论文的开篇中写道：“市场价格同时反映过去、现在和未来的各种事件，但是这些事件通常和价格变动并不存在明显的关系……人为因素也会产生干扰，交易市场会根据本身的变动进一步产生反应，当前的价格波动不仅仅是先前价格波动的函数，同时也是当前状态的函数．决定这种波动的因素，其数目几近无限大，因此不可能期待用数学公式进行预测……交易市场的动态变化，绝不可能成为一门精确的科学．”

根据巴契里耶所奠定的基础，其后的数学家发展出完整的概率理论，他所推导出的公式，领先于爱因斯坦对时空中分子随机碰撞的研究．他创造出随机过程的概念，针对统计变数随机变动进行分析，目前已经被广泛使用．他还是第一位用理论来评价、研究期货和期权等金融工具的研究者．虽然，他的目的是为了解释资本市场的各种价格为何不能预测．

他对市场高度的洞察力来自于他对金融市场的细致观察，他确信就平均来说，没有任何依据表示，市场中买方或卖方有谁会比对方更知道市场持续运动的方向．他于是推论：“市场作为所有投机者的集合体，在某个特定时点下，我们无法判断未来市场价格的升贬预期，何者会较占优势，这只因为每个成交价格都存在相同数量的买方和卖方．”这使得投机者在每一瞬间的输赢概率各半，最终使得“投机者的数学期望值等于零”．他描述这一状况为“公平赛局”．他总结道：“在任何时刻，价格的上涨与下跌概率相等，因为当前的实际价格被多数人认同，如果市场上有其他的判断，那么报价就不会是这个价格了．”只有当市场基于某种理由改变主意，不再认可原先的价格，价格才会向上或下变动．但市场将于何时，以何种方式进行改变，这却是无人能够预知的，因此，市场永远存在50％的上涨概率、50％的下跌概率．

巴契里耶的另一个推论是，如果把时间区域拉长，市场的波动幅度将会扩大，并得到一个至今准确的结论：“波动幅度与时间区间长短的平方根成正比例关系．”根据彼得·伯恩斯坦对美国近几十年股市股价波动的研究，也得出了与巴契里耶推论相似的结果：在这段时间里，有2/3的概率显示，1个月的股价波动幅度，无论涨或跌，都在5.9％的范围内，1年内的波动幅度最高超过72％，是月平均波动幅度的12倍；而年平均股价波动幅度则是20％，也是月平均波动幅度的3.5倍，而12的平方根是3.46．

巴契里耶希望提出一个公式来描述市场波动的可能性．根据他的统计分析，他认为市场一定时间内的价格波动是难于预测、难于加以解释的，所以他集中研究了市场瞬间的价格波动现象，希望借此建立“与市场瞬间的价格波动一致的价格波动的概率法则”，他也由此进入了概率理论领域，并进行了空间中分子遭受随机撞击后的变动分析．他最重要的成就便是提出了描述这一现象的数学方程式．

二、萨缪尔森的评价

1954年，统计数学家萨缪尔森在芝加哥图书馆查阅资料时，偶然翻到一本巴契里耶在1914年出版的有关投机与投资的小册子，它让萨缪尔森非常着迷．于是他立刻发明信片给许多经济学家，询问谁对巴契里耶有所听闻．当时萨缪尔森正在研究市场行为理论，并在构建自己的评价模型，他在麻省理工学院图书馆没找到那本书，却意外发现了巴契里耶的博士论文副本．他立刻认同了巴契里耶作品的价值，评价“巴契里耶拥有自己的独特想法，非常独特”，由此而广泛将其理论与经济学同行分享．在萨缪尔森早期针对投机行为的分析中，可以明显看出巴契里耶对他的影响．至此，湮没了半个世纪的市场随机理论，才真正进入世人的眼帘．

三、随机理论被忽略的原因

诺贝尔经济学奖获得者萨缪尔森慧眼识珠，发现了巴契里耶理论的价值，但这已是离他理论的出现半世纪之后．巴契里耶创造的用随机概率来分析金融市场的理论方法，在学术上具有非常的、超时代的价值．可是，作为发明人的他，却一生不得志，其理论也几乎被历史湮灭，这是为什么呢？

真理向前再迈一步就成了谬误，巴契里耶的悲剧也是历史的悲剧．正如微分几何学的先驱曼德尔布罗最近所言，没有人能将巴契里耶的发现做适当归类，也没有任何既有的工具，能够运用他的发现，因此，他的研究才会被忽略60年之久．

巴契里耶的遭遇让人感触，原因在哪？原因在于他超前的认识水平与现实理解程度的脱节，这就如同屠龙术，在没有龙的时代里，练得再怎么好都只会是无用，它不单易于被人轻视，甚至还有可能让人笑话．可当龙存在、出现时，屠龙术在世人眼中的作用便大不相同，屠龙者的社会地位也会由一文不值升为神明之辈了．

四、随机理论的实践性

在金融市场中如何借鉴随机理论呢？由于随机理论研究的是总体情况下的均值状况，因此，它会出现对于小抽样的条件与小概率事件的判断无力，因为平均状态下的分布情况，只能在总体大规模统计的条件下才可能必然成立．为此，使用中需要通过对小概率事件可能发生的地位进行提高，这就需要在资金的管理系统之中加强控制的作用，即永远不能因为历史的平均统计状况而使得分析、操作者忘记意外情况的存在．

第二节　小概率事件与价格过程

在平常交易日的每一时刻，只可能出现三种状态：价格上升一个点，价格下降一个点和保持不变．实际上，一个流动性工具的价格变化很少以大于一个点的幅度变化，因此，只要忽略小概率事件，用三种状态在连续时间内为金融资产定价是符合实际情况的．

然而不幸的是，金融资产和衍生品市场不时出现某些“极端”行为，而金融资产精确定价必须考虑这些行为．是什么原因引起这些“极端”事件或“小概率”事件出现呢？金融市场的扰动与小概率事件是一回事吗？

小概率事件与价格过程的不连续性有关．区别小概率事件的方法是观测间隔内事件发生的概率与大小．特别是，当观测间隔h越来越小时，正常事件会发生的概率越来越小，这也是它们的正常之处．一个月内可能会有几次大的价格变动，一个星期之内大的变动次数会更少，在几分钟之内出现许多大的价格跳跃的可能性更小．因此，对于正常事件几分钟之内所发生的事件没有必要注意，特别是h→0时．

另一方面，对正常事件来说，即使在很小的时间间隔h内，由于总有可能会出现不引人注意的消息，它们发生的概率也不为0．

小概率事件就不同，它们是很少发生的．在连续时间内，当h→0时，虽然它们发生的概率会为0，但它们的变化幅度却不会减少．如1987年发生的市场崩溃就是小概率事件．对一个交易日，在很小的事件段内发生这样大的震动的概率几乎可以忽略，但这样的震动一旦发生，不管是对于整个交易日还是10分钟的间隔，震动的幅度却没什么不同．

在适当的假设下，资产价格的不可预料部分σt
 ∆zt
 在小间隔内的方差：
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由此知，资产价格不可预测的变化期望值为[image: alt]


根据式（7-1）和下文的（7-12），可以得到相应的方差：对每一可能变化幅度，用对应的概率来乘它．一个比例于h的方差或是独立于变化幅度与h而与概率有关，或是独立于发生概率与h而与变化幅度有关．前一种情况对应于小概率事件，而后一种情况对应于正常事件．

针对正常事件和小概率事件之间的区别．从技术角度考虑，读者很容易意识到这种区别的重要性，特别是当小概率事件的存在意味着资产价格的非连续路径时．但这种非连续性有实际用途吗？如果小概率事件存在，金融资产定价有什么不同？

对这些问题的回答是肯定的．如果资产价格出现跳跃非连续性，它确实会影响金融资产的定价，此时必须用不同的公式来分析．举例来说，考虑一下与风险管理有关的资本需求量问题，即一个金融机构应该保持多少资本才能弥补市场上不利运动所造成的损失？这个答案有赖于在风险下“价值”是多少，有几种方法来计算风险价格，它们所衡量的某些标的资产价格以极端情况运动而引起的投资组合价值变化量是多少？

很明显，在这些计算中，知道是否存在造成价格的不连续跳跃的小概率事件很重要．如果跳跃不存在，风险价格可由正态分布来计算．价格变化可被视为随机过程的正态分布结果引起的，在适当条件下，风险价格也会呈正态分布．这样，对某些价格极端变动，可为每一损失量直接加上一个概率．另一方面，如果零星的跳跃是资产价格的一个系统组成部分，风险价格的计算就会更困难，对价格极端变动下，为每一损失量附上一个概率需要构建包括小概率事件的模型．

第三节　维纳过程和泊松过程

为连续时间资产价格构建模型有两个基本模块．一个是维纳过程，这是一个连续的随机过程，并应用于以下情况：市场上正常事件占据主导，而极端事件很少发生时．第二个模块是泊松过程，它可为小概率事件的系统跳跃建模．泊松过程是非连续的．把这两个模块组合在一起，可建立一个特殊用途的新模型．在讨论小概率事件和正常事件之前，先介绍这两个基本模块．

一、维纳过程

（一）讨论方法

在连续时间下，正常事件可用维纳过程或布朗运动来建模．维纳过程是马尔可夫过程的特殊形式，在物理学中，用维纳过程来描述某个粒子受到大量小分子碰撞的运动，也称为布朗运动（Brownian motion）．对于只能连续变动的标的随机变量zt
 ，由维纳过程来描述是很合适的．在小时间间隔h内，根据维纳过程可得到zt
 的变化，这与事件的正常性相一致．

考虑一个随机变量[image: alt]
 在某一瞬时只能出现[image: alt]
 或－[image: alt]
 两个值之一，且：
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对所有的i有：
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设[image: alt]
 独立于[image: alt]
 当n趋于无穷大时，求和得：
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它会弱收敛于一个维纳过程．这意味着，维纳过程是（7-4）右边的近似计算模型．在这个定义中，维纳过程是在概率意义下对独立同分布的随机变量的总和求极限得到的．需要注意的是这些增量的可能出现的结果为间隔长度h的函数，当h→0时zt
 的变化会变得越来越小．

还可以把维纳过程视为一个连续的平方可积鞅来进行分析．实际上，设zt
 为一具有有限方差的连续过程，且在给定信息集｛It
 ｝下具有不可预测的增量．这样，这些特性将足以保证zt
 的增量服从均值为0、方差为σ2
 dt的正态分布．

（二）维纳过程的鞅定义

根据鞅来分析维纳过程的正式定义如下：

定义7-1　在信息集｛It
 ｝下，维纳过程zt
 为一随机过程，满足：

（1）zt
 是一个平方鞅，对该鞅，z0
 ＝0，且
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（2）zt
 的轨迹随时间的变化是连续的．

这个定义表明维纳过程具有以下特性：

由于zt
 是一个鞅，而每个鞅都具有不可预测的增量，所以zt
 的各个增量不相关；由于zt
 的初始值为0，且每一增量的均值为0，所以zt
 的均值为0；zt
 的方差为t；最后，在无穷小的间隔内，zt
 的变化也是无穷小的，所以该过程是连续的．

注意到这个定义没有提到增量为正态分布，这是由于当用鞅方法来讨论时，正态性由定义的假设可保证．

对于具有不可预测的增量和随时间连续运动的资产价格，维纳过程是一个很好的描述模型，在讨论这一点之前，有个可能混淆的问题需要澄清．

（三）布朗运动与维纳过程是等同的

读者可能已经注意到用布朗运动来描述zt
 这样的过程，那么，布朗运动和维纳过程是同一概念，还是有差异的？维纳过程定义是根据zt
 是一个平方可积鞅得到的，但没有提到有关zt
 的分布问题．现在给出布朗运动的定义：

定义7-2　当满足下列条件时，随机过程Bt
 ，t∈［0，T］为布朗运动：

（1）该过程初始值为0，即B0
 ＝0．

（2）Bt
 具有固定、连续的增量．

（3）Bt
 在时间t内连续．

（4）增量Bt
 －Bs
 服从均值为0，方差为｜t－S｜的正态分布，即
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这个定义在许多方面与维纳过程类似，但有一个重要的差别，维纳过程zt
 被假定为鞅，但对布朗运动Bt
 却没有这样的假定，只是假设Bt
 服从正态分布．从表面上看，维纳过程zt
 好像比布朗运动更一般化，因为对它的分布没有任何假定．然而，这种感觉是错误的，著名的Levy定理证明这两个过程没有差异．

﻿定理7-1　信息集｛It
 ｝下的任何维纳过程zt
 都是布朗运动过程．

这个定理说明，维纳过程和布朗运动能交叉使用．因此在后面的部分认为这两个概念没有差别．

二、泊松过程

考虑一个明显不同的随机环境．设Nt
 表示到t时刻金融市场发生的极端变动的总次数，且这些事件是不可预测的．Nt
 的增量只可能出现两种值，或等于0（没有新的重大事件发生），或等于1（有重大事件发生）．假定重大事件是很罕见的，则Nt
 的增量为1的情况很少发生．

用dNt
 表示在时间长度dt内Nt
 的增量，则，
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泊松过程与布朗运动的差别在于泊松过程的结果发生概率的大小与dt无关，而是时间dt的函数．当观测时间趋于0时，布朗运动的增量变得越来越小，而Nt
 的运动却保持相同大小．

上述的Nt
 就是泊松过程．假定在时间dt内发生的概率λ，定义：
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这是一个不连续的平方可积鞅．可以看到：
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尽管Mt
 的轨迹是不连续的，但Mt
 和zt
 的一阶矩和二阶矩具有相同特征，特别是，在长度为h的时间间隔内，两个过程的增量方差都与h成比例．

有以下几点需要强调：两个过程的轨迹有很大差别，zt
 是连续的，Mt
 是纯跳跃型的．另外，在小时间间隔h，Mt
 出现跳跃的概率趋于0时，Mt
 的轨迹比zt
 轨迹要更规则．这是由于泊松过程在大部分时间内保持恒定，尽管Mt
 显示出离散的跳跃，却没有无边界的方差．而Mt
 显示无穷小的变化且这些变化多的不可计量，因此，方差是无界的．由此分析，定义积分[image: alt]
 要比关于Mt
 的积分[image: alt]
 困难得多．一般来说，后者可用Riemann-Stieltjes定义．

三、小概率事件讨论

与正常事件相比，一个小概率事件所引起的幅度往往很大，这个特点不容易看出．考虑维纳过程，由维纳过程决定的随机微分方程在小时间间隔h内，不可预期的价格变化方差是σ2
 h（其中σ与可获得的信息有关），这个不可预测的价格变化的分布是正态的．

正态分布具有一个无穷延伸的尾巴．对于很小的非0间隔h，一个幅度很大的不可预期价格变化发生的概率为正．因此，维纳过程看上去是描述这些大变化事件的好工具．

那为何还需要用另外方法对罕见或者变化巨大的事件进行讨论呢？

用维纳过程来描述小概率事件会出现如下问题：当h趋于0时，正态分布的尾巴所占比重越来越小，在极限处时尾巴会完全消失，维纳过程所描述的价格变化会越来越小．据此，在极其短的时间间隔，价格运动能出现剧烈变动时，用维纳过程来描述是不合适的．

现在需要加上一个可在极其短的时间间隔产生巨大变化的事件的干扰项，也就是说，需要一个可产生跳跃的过程，这个过程所产生的结果要与h无关．这样，当h变小时，所产生的结果才不会减小．这样，该过程的路径才与小概率事件符合．

有一些衍生品市场价格变化会出现跳跃，尤其多见于商品衍生品市场，一个单一消息就会给标的商品价格带来重大冲击，如玉米期货市场出现跳跃的可能性就很大．而金融衍生品市场出现跳跃的可能性就小多了，一个单一消息虽然会对利率和货币衍生品价格有影响，但影响很小．

第四节　价格序列建模

一、离散情形

为了进一步分析正常和小概率事件，需要用到固定间隔的随机微分方程．考虑长度为h的离散间隔的随机微分方程：
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其中，a（Sk－1
 ，k）h为漂移量，它衡量下一个间隔增量Sk
 －Sk－1
 的预期变化．∆zk
 为新增项，决定资产价格的罕见变化．在一定假设条件下，新增项的方差与h成比例，比例系数为σ（Sk－1
 ，k）2
 ．为了更详细地研究正常事件和小概率事件，需要做简化假定．

假设∆zk
 可能取值及相应的概率为：
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其中，ωi
 代表σk
 ∆zk
 可能出现的结果，pi
 是相应的概率，m是可能出现的结果的总数，是整数．

对于可能发生的结果ωi
 ，可分为两种类型．前三种结果代表正常事件，比如说，ω1
 表示上升1个点，ω2
 表示下降1个点，ω3
 表示资产价格没什么变化，这些是金融市场常规的运动形式．其余可能的结果ω4
 ，ω5
 ，…表示很少会发生的特殊事件．比如说，对于标的资产是谷物期货的衍生品，ω4
 可能表示由一次大干旱所带来的影响，ω5
 可能表示农作物收成有一个好的预期带来的效应，等等．很明显，如果这些可能性指的是价格的异常变化，并且这些变化是罕见的，则所引起的变化程度要比一个点大得多，否则价格变化就是由正常事件ω1
 、ω2
 、ω3
 引起的．下一部分将用这种方法分析小概率事件的概率结构．可以证明σk
 ∆zk
 的方差，
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其中，σk
 为给定信息集Ik－1
 下的已知参数．可见，σk
 ∆zk
 的方差与h成比例．

二、事件描述

在上面假设下的这个结论还可以扩展．实际上，用这个方法可得到小概率事件和正常事件的详细特征．根据假设，∆zk
 只能出现固定数目的值，根据ωi
 及其相应的pi
 可直接写出σk
 ∆zk
 的方差为：

[image: alt]


比较（7-13）式和（7-14）式可得，
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（7-15）式左边为方差的加权平均，在本例中“权重”为各种可能结果发生的概率，也是m个非负数求和．如果这些数的总和与h成比例，且每一个数为非负，则总和中的每一项都与h成比例或等于0．也就是说，对每一个[image: alt]
 有：
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其中，比例系数ci
 ＞0．（7-16）说明[image: alt]
 都是h的线性函数，pi
 和ωi
 可视为关于h的函数，即
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因此，
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据Merton（1990）的假定，函数pi
 （h）和ωi
 （h）为特定的指数形式：
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其中，ri
 和qi
 都是非负常数，[image: alt]
 和[image: alt]
 为i和k有关的常数，但与h无关．根据（7-20）和（7-21），事件的大小和概率都与时间间隔h有关．当h越来越大时，所观测的价格变化尺度（绝对值）和概率也会越来越大，除非ri
 或qi
 等于0．

（一）小概率事件和正常事件的刻画

用参数ri
 和qi
 来刻画小概率事件和正常事件．这两个参数都是非负数，ri
 决定当观测间隔越来越小时，事件的概率趋于0的速度；而qi
 则决定间隔变小时，事件的概率趋于0的速率．有可能ri
 或qi
 消失，但不可能两者同时消失．

给ri
 和qi
 加上限制以区别小概率事件和正常事件．式（7-16）中∆zk
 的方差由下面的项组成
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已知每一[image: alt]
 都与h成比例：
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因此，
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这意味着

[image: alt]


参数ri
 和qi
 必须满足条件：

[image: alt]


这样，只可能出现两种情况，[image: alt]
 qi
 ＝0或ri
 ＝0，qi
 ＝1．第一种情况对应正常事件，第二种情况对应小概率事件．下面分别进行讨论．

1．正常事件

发生正常事件的条件为[image: alt]
 为了说明这个问题，考察[image: alt]
 时出现的结果．这时，qi
 ＝0，则结果ωi
 发生的大小和概率函数分别为：
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因此，当[image: alt]
 时，随着h越来越小，事件的大小也会越来越小，同时，事件发生的概率与h无关．也就是说，结果会很小且具有一个固定的概率，这就是正常事件．

设∆zk
 的所有可能结果都是在[image: alt]
 条件下产生的，则过程zk
 的样本路径有一些很有趣的特征．

（1）连续路径．如果没有小概率事件，则对所有的ωi
 都有[image: alt]
 由（7-29），ωi
 为[image: alt]
 会随着h的变小而变小．同时，当h趋于0时两个相邻的ωi
 会越来越近．这意味着取极限时，过程zk
 是连续的．对每一正常事件ωi
 ，∆zk
 将趋于0，即

[image: alt]


在极限处，可能很容易地得到zk
 的轨迹．

另一方面，对正常事件qi
 ＝0，在h→0时，ωi
 的概率不会趋于0，实际上，这些事件的概率与h无关，即[image: alt]
 可以看出，正常事件可产生连续时间路径．

（2）样本路径的光滑性．当[image: alt]
 时，随机项的样本路径是连续的，但并不光滑．

首先要明确的是，光滑性是在确定性方程下的概念．设f（x0
 ）为函数f（x）在x0
 处的值，对小间隔变得越来越小时，如果

[image: alt]


保持固定，则f（x）在x0
 处就是光滑的．

在特定情况下，假定∆zk
 只有m个可能值，可能值的大小都与[image: alt]
 成比例．也就是说，随着时间的变化，新出现的事件会引起价格以[image: alt]
 次方变化．

对任何时间t，价格不可预测的变化率可写为：
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对h求极限并把（7-29）式代入得，

[image: alt]


如果该极限为一个非0的有限数字，则意味着当间隔h越来越小时，zk
 会以一固定速率变化．资产价格变化是连续的却不规则（这里为了不失一般性，假设[image: alt]
 是正的）．

误差项∆zk
 具有固定值有许多好处，可以对事件ωi
 用极限的标准概念单个进行分析．如果∆zk
 为连续事件时，可能出现的结果为无穷多，类似的结论就不能应用，就必须用概率极限来分析．

2．小概率事件

设对事件ωi
 ，参数ri
 ＝0，qi
 ＝1，这个特殊结果的概率由下式给出：
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ri
 ＝0，qi
 ＝1对应的事件ωi
 就是小概率事件．根据（7-35），当h趋于0时，概率为0．另一方面，事件的大小为[image: alt]
 与事件长度h无关．

（1）样本路径．包含小概率事件的新增项的样本路径是不连续的，qi
 ＝1时，ωi
 的大小与h无关，当h趋于0时，∆zk
 值将不会变小，不可预测的价格变化大小与h无关．当这样的小概率事件出现时，zk
 就会出现跳跃．

另一方面，如果qi
 ＝1出现跳跃的概率取决于h．当h越来越小时，跳跃出现的概率也会下降．因此，尽管轨迹包含跳跃但这些跳跃不是经常出现．

明显，如果随机变量∆zk
 包含跳跃其样本路径不是连续的，需要用维纳过程之外的模型来描述这些随机剧烈变动行为．

（2）进一步分析．由ri
 和qi
 值还能得到什么结论呢？考虑以下变化范围，
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如果过程zk
 得到可能结果所对应的ri
 和qi
 在这个范围内变化，其样本路径会是什么类型？可以证明，当所有的ri
 和qi
 在这个范围内变化时，样本路径会是连续的却不是光滑的，这和维纳过程中的情况一样．这点很容易理解，只要[image: alt]
 ωi
 的大小就是h的函数，当h→0时，ωi
 将趋于0，它们就不是小概率事件．

注意，这些结果对应的概率也会趋于0．这些结果是不大可能经常观测到，但只要它们的越来越小，就不能称为小概率事件．

三、小概率事件模型

对资产价格的小概率事件，可由什么模型来描述呢？给出一个表示资产价格的等式，可把所观测到的价格变化分为两部分：一部分为在给定信息下可预测的，另一部分是不可预测的．在小时间间隔h内：

[image: alt]


当h越来越小时，得到无穷小间隔下的连续时间形式：

[image: alt]


小概率事件的解释无须采用另一种不同的表达式．这是由于小概率事件的发生也是不可预测的，且它的方差与时间间隔h相关．实际上，维纳过程中的唯一不同点在于样本路径的连续性，因此，只要做一个小的修改就可用同样的随机微分方程来说明小概率事件．

需要建立新模型的是随机不可预测误差项dzt
 ．对小概率事件，关键问题在于即使在h→0，概率可忽略情况下，事件发生的大小并不是无穷小．相应的，新增项应该能代表资产价格变化中很少会出现的跳跃，更进一步，该模型应该能足够捕捉跳跃发生概率的任何潜在变化．

下面详细地讨论这个问题．把误差项分为两部分．根据前面的讨论，资产价格的变化是由连续发生的正常事件和零星发生的跳跃组合而成的．前部分由∆zk
 表示，第二部分由∆Nk
 表示．为了更精确地说明，设资产价格变化的跳跃大小为1，在tk
 时刻可得：
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其中．λ不依赖于在tk－1
 时刻可得的信息集，设：
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表示以固定发生率λ发生的大小为1的跳跃．可见，∆Nk
 能用泊松累积过程来建模．实际上，泊松过程具有以下特性：

第一，在小时间间隔h，最多有一个事件发生的概率接近1；

第二，至时间t的信息不会有助于预测下一间隔h事件是否会发生；

第三，事件在固定概率λ下发生．

只有泊松过程能同时满足这些条件，用它为不连续的跳跃事件建模是好的选择，但需要作两个修改．首先，某一资产价格的跳跃发生率会随时间变化，而泊松过程中为一个固定的发生率，不能解释这种行为，有必要作些调整．其次，Nt
 中的增量具有非零均值，而随机微分方程中的新增项只具有零均值．因此，需要做些修改以消除均值．

考虑变量：
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增量∆Jk
 具有零均值且是不可预测的．进一步，如果用一个独立于时间的常数σ2
 （Sk－1
 ，k）乘以Jt
 跳跃的大小就是独立于时间的．因此，用σ2
 （Sk－1
 ，k）∆Jk
 来表示资产价格中不可预测的跳跃是好的选择．

如果金融工具受零星发生的小概率事件影响，随机微分方程可写为：
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当h变小时，该式变为：
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这个随机微分方程可同时处理正常和小概率时间．

最后，注意到跳跃部分dJt
 和维纳过程部分dzt
 在每一时刻t必须独立，当h越来越小时，正常事件的变化幅度会变得越小，而小概率事件的大小保持不变．在这些条件下，这两种事件相互之间没有关系，它们的瞬时相关性一定为0．

第五节　标的资产价格过程的矩

一、二阶矩

对观测资料的处理一般都是直接或间接采用标的资产价格过程的“矩”．“矩”为标的资产价格过程的各阶期望值．例如，期望E［Xt
 ］为一阶矩，方差Var（Xt
 ）＝E［Xt
 －E［Xt
 ］］2
 为二阶矩，高阶矩为E［Xt
 －E［Xt
 ］］k
 （k＞2）．矩给出过程的许多信息．比如，方差能衡量价格的变动程度，三阶矩衡量价格变化分布的偏度，四阶矩衡量分布的厚尾．

在分析无穷小间隔的价格变化时，对正常事件只考虑了前二阶矩，高次项量被忽略了．然而，小概率事件则需考虑所有的矩．

ωi
 表示具有m种可能事件的不可预测组成部分，这样的不可测误差项的前二阶矩为，
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其中，间接用到∆zk
 和∆Jk
 的独立性．当所有的事件为正常事件时，这些矩的大小与[image: alt]
 成比例．一阶矩为m个结果的加权总和，除非等于0，否则它与[image: alt]
 成比例．
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用h除之，得到不可预期的价格变化的均值．当h值很小时，[image: alt]
 大于h．因此，当h越来越小时，[image: alt]
 会变得越来越大．由此得出结论：对小的时间间隔h，当一阶矩不为0时，它的值会很大而不可忽略．二阶矩也是这种情况，价格不可预测的变化方差包含[image: alt]
 这样的项，当ωi
 为正常类型时，与[image: alt]
 成比例．因此，方差与h成比例：

[image: alt]


h去除（7-48）可得到方差的均值．可见，当h变小时方差率保持不变．这意味着当h→0时，方差可被忽略．在正常事件中，即使在无穷小的时间间隔h，这个方差也会提供有关标的资产随机性的重要信息．

二、高阶矩

考虑高阶矩的情况，

[image: alt]


对于正常事件，ωi
 的n次方为：

[image: alt]


因为n＞2，对小间隔h，[image: alt]
 因此，用h除高阶矩，得相应比率：
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这个系数将依赖于h，当h越来越小时，[image: alt]
 趋于0．因此，对小间隔h，如果所有的潜在事件都为正常的，不可预测的价格变化的高阶矩不会带来任何有用信息．依靠两个参数（一个表示一阶矩，另一个表示方差）的概率模型就足以包含价格资料的所有信息．因此，如果没有小概率事件，维纳过程是一个很好的选择．

如果有小概率事件，情况就不同了．假设所有的事件都是小概率事件．根据定义，小概率事件假设ωi
 不依赖于h，二阶矩为：
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其中，ωi
 不依赖于h．用h去除式（7-52）右边，式（7-52）就与h无关．因此，方差就不能忽略掉，与用维纳过程来分析相同．

然而，考虑高阶矩：
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对于小概率事件，其发生的概率与h成比例的，因此h不能单独解析出来．当n＞2时，高阶矩也是h高次方的函数．用h去除高阶矩∆Jk
 ，所得结果在h→0时不会变小．与维纳过程不同，在间隔h内，高阶矩∆Jk
 不能被忽略．这意味着，如果价格受小概率事件影响，高阶矩会带来有用的信息．

总之，如果确信金融市场所发生的事件为正常事件，可以仅用前二阶矩有关的分布函数对价格变化作近似估计．假设dzt
 为正态分布，不会给最终结果带来任何影响．这是由于在小间隔内的数据仅与前两阶矩有关．然而，如果小概率事件是数据的一个系统组成部分，用维纳过程来分析就是不合适的．

小结

本章和前面一章给出了随机微分方程的基本框架．资产价格的动态变化总可由下面的随机微分方程来描述：

dSt
 ＝a（St
 ，t）dt＋σ1
 （St
 ，t）dzt
 ＋σ2
 （St
 ，t）dJt
 ，

其中，右边的第一项是St
 的预期变化，后两项为在给定时间t的信息下的不可预测部分．这个随机微分方程为非正式定义，后面的讨论将用到小增量∆Sk
 和∆zk
 ．随机微分方程中的不可预测部分是由两部分组成的，dzt
 表示的是规则发生的小概率事件，dJt
 表示的是很少发生变化的巨大事件．

在小时间间隔内，随机变量zt
 可完全由前二阶矩描述，高阶矩不会提供任何其他信息．因此，假设zt
 是正态分布，也是一种计算维纳过程的好方法．

小概率事件则不能由正态分布来描述，如果金融市场受这些事件影响，不可预测的组成部分应由过程dJt
 来描述，泊松分布能很好地描述这种过程特性．

如果市场参与者能够知道参数σ1
 （St
 ，t）和σ2
 （St
 ，t），则维纳过程和泊松过程的组合能表示影响金融市场的所有类型事件．

练习与思考

1．在金融市场上，何谓小概率事件和正常事件？请举例．

﻿2．如何描述小概率事件的特征？

3．在金融资产（包括衍生资产）定价理论中，小概率事件有何作用？

4．如何利用随机模型来刻画小概率事件？

5．小概率事件与正常事件的区别有哪些？

6．在小概率模型中，为什么要考虑高阶矩？

7．在金融市场上，一项金融资产的市场价格由哪三种状态？小概率事件能否对其解释？
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第八章　连续时间下金融资产定价预备知识

学习目的

1．了解随机积分的概念及其表示；

2．明确伊藤积分和伊藤定理的含义和作用；

3．明确差分方程的表示和运用；

4．明确偏微分方程的表示和运用．

知识要求

1．一定的微积分知识；

2．初步的金融衍生品的知识．





在金融现象中一些主要价格指标，例如利率、汇率、股票指数、价格等都表现出一定的随机性（randomness）．股票价格明天会是多少，一直吸引和困惑了最富有头脑的理论家和实践者，早期金融思考就是试图对这个问题做出令人信服的回答．微观金融学中使用随机微积分技术来研究诸如衍生金融产品定价、最优动态消费／投资决策等问题．以随机过程为基础的最优化方法归属于动态随机规划方法之下，以萨缪尔森、默顿、布莱克、斯科尔斯等人的研究成果为最杰出的代表．

针对微分和积分的分析，其目的是最终想获得微分方程，微分方程往往是用来描绘物理现象的动态特性．一个简单的线性微分方程可以表示如下：

[image: alt]


其中，[image: alt]
 是X（t）关于t的导数，y（t）是外生变量，A和B是方程的系数．

普通的微分方程是建立资产动态定价的必须工具．举例来说，某项衍生金融资产的价格可能是由金融市场上基准利率的未来变化和标的物价格的波动率变化来决定的．对于随机微分方程中的伊藤积分和伊藤定理，本章将重点讲解结论，不进行证明．详细证明参阅本章参考书．

第一节　伊藤积分

一、微积分的基本定理

微积分的基本定理表明了函数的导数和积分之间的关系．积分表示增量的总和，导数表示变量变化的速率．明显，如果dX（t）表示X（t）的微小变化，初始值X（0）＝0，则，
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二、伊藤积分

假设在金融市场上，用下面的微分方程代表某一金融资产价格St
 的动态变化行为：

[image: alt]


对上式两边进行积分，得到：

[image: alt]


其中，等式右边第二项代表的是维纳过程Wt
 的增量的积分．

一个正规的伊藤积分定义会使得随机微分方程更为精确．定义如下积分：

[image: alt]


这就是伊藤积分．当∆t趋于0时，[image: alt]
 的积分过程近似为：
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式（8-6）对金融资产定价（包括金融衍生品定价）至关重要．实际计算中，经常使用固定的时间间隔，当把一个较长时间短划分为无限个时间间隔时，式（8-6）将起作用．

伊藤积分具有如下特性：第一，伊藤积分是一种鞅，这个特性对于金融理论的资产定价中的新增项进行建模很有用，同样在资产价格的实际计算中也很重要．第二，它是一种路径积分．第三，当随机函数连续且非预期时，伊藤积分存在．第四，相关性．由于伊藤积分是一个随机变量，更确切地说为一个随机过程，因此各种不同的量有一定的相关性．第五，满足一般数学积分的特性．

第二节　伊藤定理

一、泰勒级数展开

假设f（x）是一个平滑函数，其在点x0
 的二阶泰勒级数展开为：

[image: alt]


其中，ο（x）是剩余项．

﻿二、资产价格的泰勒级数表示

在应用（8-7）式之前，假设金融资产价格为F（St
 ，t），是关于St
 和时间t的函数．St
 是依赖于维纳过程Wt
 的连续时间过程．假设时间长度T可以分成n个等份，每一长度为h，用有限差分来进行St
 的估计，并写成如下等式：
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当h趋于非常小时，（8-8）式两边可以进行求解均方值．

如果要把F（St
 ，t）展开成形如（8-7）式的级数，则，F（St
 ，t）必须是St
 的平滑函数．此外，还有两个问题：第一，（8-7）式是单变量的函数泰勒级数展开，而F（St
 ，t）是双变量函数；第二，（8-7）式对确定性变量有效，而F（St
 ，t）中的St
 是服从（8-8）式的随机过程函数．在确定F（St
 ，t）满足什么样的方程之前必须得到解决．

利用均方收敛方法，可以解决上述问题．这里给出最终的泰勒级数展开式子：
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（8-9）式说明，等式左边∆F（Sk
 ，k）表示的是由于k，Sk
 的变化所引起的改变量．如果F（St
 ，t）表示衍生金融资产价格，∆F（Sk
 ，k）就是短时间间隔内的衍生金融资产价格的变化，这个变化可以利用等式右边各项来进行解释．

一次方的效应是由时间效应Ft
 ［h］和标的资产价格［ak
 （Sk－1
 ，k）h＋σk
 （Sk－1
 ，k）］的变化所带来的效应，资产价格的变化包含一个可预测和一个不可预测的部分，二次方的影响是那些平方项和交叉项，高次方包含于剩余项ο（Sk－1
 ，k）之中．

为了得到随机环境中的连锁导数，等式右边需要分为可忽略的和不可忽略的两种类型．在小的时间间隔内，可忽略项能够从等式右边被去掉，就得到连锁的导数公式．当h趋于0时，（8-9）式可以化简成更精确性的伊藤定理．

余项ο（Sk－1
 ，k）是关于h和∆Wk
 的二次方以上的函数．根据泰勒级数展开的结论可知，如果不可预测的变动是“正常”类型的（如，没有小概率事件），∆Wk
 的二次方以上的项可以忽略．实际上，在连续时间鞅和维纳过程中的高次量在h趋于0时都可以忽略．

三、伊藤定理（伊藤公式）

伊藤定理：F（St
 ，t）是关于随机过程St
 和时间t的二次微分函数，St
 由下式给出：

dSt
 ＝at
 dt＋σt
 dWt
 ，　t≥0，

其中，St
 具有正常的漂移和波动参数at
 和σt
 ，可以得到如下等式：
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利用dSt
 ＝at
 dt＋σt
 dWt
 代入到（8-10），得：
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﻿在使用伊藤公式时，要用到St
 决定过程的随机微分方程：

[image: alt]


由伊藤公式可以得到St
 的随机微分方程，并决定对应于F（St
 ，t）的随机微分方程．实际上，（8-12）式就是关于F（St
 ，t）的随机微分方程．

四、伊藤定理应用案例

在分析金融衍生品时，伊藤公式是有用的工具．一旦知道标的资产价格的随机微分方程，运用伊藤公式就可以得到金融衍生品的随机微分方程．对于想给衍生资产定价的参与者，如果视标的资产价格为一个外生变量，伊藤公式将是一个必需的工具．

例如，要知道标的资产价格变动时，期权价格会如何变化．设F（St
 ，t）是期权价格，St
 是标的资产的价格，可以写成为：
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如果F（St
 ，t）有确定的解析式，就可直接计算它的偏微分方程，并代入到式（8-13），得到随机微分方程dF（St
 ，t）．下面举例计算伊藤定理的应用．

例8-1　假设[image: alt]
 运用伊藤公式可以得到：
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或
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这就是在一定信息集条件下的F（St
 ，t）的随机微分方程，其漂移率和波动率分别为：
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例8-2　假设伊藤积分形式为[image: alt]
 对其利用伊藤定理可得：
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（8-15）式是一个漂移率为0.5，波动率为Wt
 的随机微分方程．相关积分等式为：
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求出（8-16）式右边的第二项，得到：
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或
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五、利用伊藤定理计算伊藤积分的简要步骤

通过案例8-2的推导，可知利用伊藤定理计算伊藤积分的简要步骤：

﻿第一，函数F（Wt
 ，t）的形式；

第二，根据伊藤定理得到F（Wt
 ，t）的随机微分方程；

第三，对新得到的随机微分方程两边进行积分处理，得到一个积分等式；

第四，重新排列积分的计算各项，得到最终结果．

第三节　双变量的伊藤公式

在给定标的资产过程St
 的随机微分方程情况下，伊滕定理是得到函数F（St
 ，t）的随机微分方程的一种方法．如果F（St
 ，t）为金融衍生品的价格，St
 为标的资产时，这种方法很有用．然而，金融市场可能面临更复杂的情况，上面的伊藤公式（8-11）还不足以一般化．

一、双变量伊藤公式

如果假定能用维纳过程增量来刻画所有不可预期的信息，函数F（·）可能依赖于两个或两个以上的随机变量，而不是单一随机变量St
 ，这样就用到了双变量的伊藤公式．

另外一种情形也会用到多变量的伊藤定理．例如，有人会认为金融市场受到小概率事件的影响，这样，只考虑由维纳过程所引起的误差项可能不太合适，有可能需要对随机微分方程加上跳跃过程来决定资产价格，相应的伊藤公式就会改变很多．

假设St
 为2×1矢量的随机过程，遵循如下的微分方程：
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由此可以得到下面的两个式子：

[image: alt]


其中，a1
 （t），a2
 （t）是依赖于St
 的漂移项；σij
 ，i＝1，2，j＝1，2为波动项，W1
 （t）和W2
 （t）为两个独立的维纳过程．

在双变量框架中，S1
 （t）和S2
 （t）代表两个受同一维纳过程影响的随机过程，由于σij
 ，i＝1，2，j＝1，2在等式中有所不同，影响在（8-19）式和（8-20）式有所差异．但因为S1
 （t）和S2
 （t）误差项组成部分相同，一般来说它们是相关的，除非对所有的t，满足：

[image: alt]


假设F（S1
 （t），S2
 （t），t）是S1
 （t）和S2
 （t）的连续双重微分函数，那么双变量的伊藤公式为：
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其中，微分平方项和交叉项必须等于它们的均方积分．在均方积分的意义下，可得到极限状态下的结论：
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由（8-23）式可以得到：
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将式（8-24）、（8-25）、（8-26）代入到式（8-22）中，消除平方项和交叉项，可得双变量情形下的伊藤公式．

在金融市场上，资产定价考虑较多的是双变量，因此两个变量以上的更复杂情形可以参阅本书参考文献，这里从略．

二、双变量的伊藤公式的案例

例8-3　金融市场上，评价利率期权衍生品的价值时，收益率曲线起很大的作用．利率期权模型之一就是假设收益率曲线依赖于两个状态变量，分别是短期利率r1
 （t）和长期利率r2
 （t）．利率衍生产品的价格可以由F（r1
 （t），r2
 （t），t），t∈［0，T］表示．

假定利率服从如下随机微分方程：
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其中，长短期利率误差项具有相关性．在固定时间长度h内，相关系数等于：
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可以通过参数σij
 （t）的选择由该等式得到长短期利率的相关性和方差特性．在评估该利率期权时，需要知道期权价格对收益率曲线的小变化，dr1
 （t）和dr2
 （t）会怎么样变化，也就是要知道随机微分dFt
 ，这就知道伊藤公式的双变量形式：
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例8-4　假设投资者以价格Pi
 （t）购买了Ni
 （t）份第i种资产，总共有n种资产，并且Ni
 （t）和Pi
 （t）都是连续时间的随机过程，受同一个随机变动的影响．投资总价格用时间t的财富函数W（t）表示：
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如果现在要计算随时间的变化财富的增量变化，由伊藤定理得到：
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很明显，如果用标准计算的公式，（8-32）式的最后一项将不存在，读者可以自己证明．

在随机计算中，伊藤定理是核心的工具，但必须注意几点：第一，在给定标的资产运动方程情况下，用伊藤定理有助于得到金融衍生品的随机微分方程；第二，伊藤定理完全独立于伊藤积分的定义；第三，从实际计算出发，应该记住确定性计算的标准公式与伊藤公式所得出的结论有差异．特别是，如果利用标准公式，就必须假设所有观测过程都具有无穷小的方差，这将给金融衍生品定价带来麻烦．

第四节　定价中的差分方程

一、随机差分方程

在介绍伊藤积分的时候，使用了随机过程dSt
 ＝a（St
 ，t）dt
 ＋σ（St
 ，t）dWt
 ，t≥0．实际上，dSt
 ＝a（St
 ，t）dt＋σ（St
 ，t）dWt
 ，t≥0就是一个随机差分方程，其主参数和扩展参数依赖于价格St
 和时间t．随机差分方程对标的资产的价格水平，当时间间隔较小时，St
 变得不可预测．

随机差分方程给出了一个规范的模型，来描述标的资产价格是如何随时间变动，因此，可用于衍生产品的定价．此外，随机差分方程的推导过程与交易者行为还是一致的．在一个给定的交易日，随着时间的推移，交易者总是不断地预测资产的价格并随时记录新发生的事件．这些事件中可能会包含一些不可预测的部分．直到开始时间点0被预测，那时这些事件均已经成为已知事件，并成为交易者新的信息集的一部分．

对于随机差分方程中的参数，在一定的信息集下，具有如下的限定条件：

对漂移项：
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对波动项：
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限定条件表明，随着时间的推移，漂移项和波动项不会发生大幅度的变动．同时，限定条件中的积分都考虑到时间，因此，是一般意义上的限定，两个参数是概率之和为1的有界变量的函数．

二、随机差分方程的解

随机差分方程中包含随机过程St
 ，有两个解的类型．

第一种类型是强解．St
 依赖于时间t和维纳过程Wt
 的过去和当前值，解有如下形式：
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（8-35）式给出了St
 的依存关系的具体形式．由于Wt
 是外生的（给定），当且仅当St
 已定时，（8-35）式给出的解是强解，这与一般差分方程的解相似．

第二种类型是弱解（所有差分方程都有）．在弱解中，给定[image: alt]
 和Wt
 的分布，与[image: alt]
 同时确定．解的前提仅仅给定漂移项和波动项的参数值．

强解和弱解具有相同的主项和扩展项，因此St
 和[image: alt]
 的统计特性相同．给定均值和方差，两解虽然有所不同，但并不能区别二者．强解的应用说明误差项Wt
 已知．若此为真，金融分析家会选择强解，但是在应用求解随机差分方程的办法来对衍生品进行定价时，并不能准确获悉Wt
 的准确情况．这样，可以运用漂移项和波动项进行衍生品定价，应用弱解．下面给出一个特殊的随机差分方程的解的证明过程．

例8-5　对支付红利的股票价格St
 ，将漂移和波动项取成了特殊形式，
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或
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对（8-37）式两边进行积分，得：
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右边第二个积分虽然含随机项，但其积分函数是常数，因此，有：
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进而，（8-38）式变为，
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如果再假设W0
 ＝0，则，
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随机差分方程的任何解都必须满足上述积分方程．在特殊情况下，可以用伊藤定理简单表示这个方程．考察下面的方程：
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这是一般差分方程的备选项解，该解依赖漂移项和波动项、时间和维纳过程．利用伊藤定理计算（8-41）式的随机差分方程dSt
 ：
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或
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如果a＝μ，用伊藤定理就可把[image: alt]
 消去．而使用特定差分方程的原则，此项在（8-41）中不能被消除掉，也就不能证明（8-41）式是随机差分方程的解．

事实上，如果运用一般的微积分，总的差分为如下形式：
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如果令a＝μ，（8-44）式也不会与最初的随机差分方程相同．因此，利用一般的微积分，就可能会得出错误的结论：（8-41）中的函数不是（8-36）中的随机差分方程的解．

三、几种常见的随机差分方程

下面将介绍几种特殊的随机差分方程，并说明代表何种资产价格以及如何运用．

（一）常系数线性随机差分方程
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其中，Wt
 是变量t的标准维纳过程，漂移项和波动项都不随时间的变动而变动，不依赖于市场信息．在短时间h内，价格变动的均值和方差为：
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如果满足：资产价格比较稳定，价格变化趋势是线性的，波动项不是无限大，资产价格不存在一种规律的跳跃性，则（8-46）式和（8-47）式在小的时间间隔内，可进行最优估计．

（二）几何随机差分方程

对标的资产定价的标准随机差分方程就是几何随机差分过程，这是布莱克和斯科尔斯所发展的模型：
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常系数随机差分方程描述的是资产价格围绕线性趋势进行的一种波动，而几何模型则是资产价格在一种指数趋势上的随机波动．对大多数资产价格来说，这种指数趋势比较符合实际情况．

（三）平方根过程

与几何随机差分方程比较接近的是平方根过程：
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St
 遵循指数变动趋势，而标准偏差则是St
 的平方根（不是St
 ）的函数，dSt
 的方差与St
 成比例．因此，若随St
 的增大，资产价格的变动率不是迅速增加，运用此模型将更合适．

（四）均值调整模型

均值调整模型的形式为：
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由于St
 比均值小，（μ－St
 ）＞0，这样，dSt
 倾向于为正数，故St
 最终移向均值μ处．与此相关的随机差分方程是（8-49）的变形：
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与前面几个模型相比，均值调整的随机差分方程有巨大差别：均值调整过程有一变动主趋势，但此趋势的偏差不是完全随机的．过程St
 可与长期趋势发生较小的偏离，但最终会回复到正常趋势，这也许会需要很长时间．偏离的平均度是由参数λ＞0控制，参数变小时，偏离的时间会变长．由于这时资产的价格会显示出一些可预见的周期性，使得该模型与有效性假设相背离．

（五）奥伦斯坦-乌伦贝克过程

这个模型是均值调整模型的一个特例，表达式如下
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其中，dSt
 与St
 负相关．该模型表示资产价格在0附近波动，并且其偏离最终会回到长期的0均值状态．μ控制这种偏离的时间，μ越大，资产价格恢复均值的速度越快．

（六）随机波动率模型

在常系数随机差分方程中，如果把波动项替换成随机过程，则模型会更加接近现实．假设波动项满足：
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其中，[image: alt]
 与Wt
 是相关的．在（8-53）中，资产的波动率的长期均值为σ0
 ，但在任意时刻实际的波动率可能会偏离σ0
 ，调整系数为λ，增量[image: alt]
 是对变动率的不可预测的扰动，它与对资产价格的扰动不相关．α＞0是个参数，在此市场参与者必须计算预期的资产价格与预期的价格波动率．

利用上述六个随机差分方程模型，还不足以模拟实际情况，还有进一步延伸的必要．

第五节　偏微分方程与无风险套利

偏微分方程的方法也是衍生品的定价的一种方法，下面做简单的介绍．

一、偏微分方程（PDE）与无风险套利

金融衍生品是以证券资产为标的签订的合同．此合同有时间期限．如果用T表示到期日，则衍生品的价格只取决于标的证券的价格St
 和时间T，可表示如下：
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（8-54）式说明：在T时，能确切地知道F（ST
 ，T）的形式．如果假定该函数关系在其他时刻也同样成立，则衍生品的价格可以写为：

[image: alt]


然而，市场参与者并不（像到T时那样）知道函数形式，从而还需要求出（8-55）式．

如果知道标的资产的波动规律，即确切地知道St
 的变动轨迹，就可以利用伊藤定理来确定F（St
 ，t），但这意味着dSt
 和dFt
 同样是由标的资产的不确定性（dSt
 的波动项）带来的增量．换言之，至少在此例中，增量dSt
 和dFt
 都是由一个变动项决定的．这一关系使得在连续条件下构造无风险组合成为可能．

二、用无套利分析推导偏微分方程

假设Pt
 元资产投资于F（ST
 ，T）和St
 两种资产，权重分别为θ1
 ，θ2
 ，则：
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该组合的价值随时间而变化．如果权重为常数，（8-56）可变为如下形式：

[image: alt]


（8-57）说明，dF（ST
 ，T）和dSt
 都是具有不可预见性的增量，不可预见性来自于dSt
 中的波动项dWt
 ．dF（ST
 ，T）是在时间间隔内衍生品价格的改变量，不是F（ST
 ，T）对时间t的偏导数[image: alt]


实际上，最关注的是衍生品价格和价格的变动．假定模型描述标的资产St
 ，从中就可以得到F（ST
 ，T）是如何变化的．于是，假定dSt
 服从如下的随机差分方程：

dSt
 ＝a（St
 ，t）dt＋σ（St
 ，t）dWt
 ．

利用伊藤定理，得到：
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将dSt
 代入（8-58）式，得到衍生品价格的偏微分方程：
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﻿若知道函数F（ST
 ，T）的具体形式，可以计算出（8-59）式中所包含的偏微分．如果不知道，可以通过如下步骤来确定．

第一，由市场参与者来确定组合的权重；

第二，dPt
 与波动项dWt
 独立并且dPt
 完全可见．由于dF（ST
 ，T）和dSt
 有同样不可预见，所以可以通过（8-57）式来消除；

第三，如果令θ1
 ＝1，θ2
 ＝-Fs
 ，消去dSt
 项，得到：
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在（8-60）式中，dPt
 是完全可见的，在任意时刻都是一个确定的量，这也就是说，该组合不存在任何风险．

由于资产组合没有风险，为了避免套利存在，在相同的时间间隔dt里，dPt
 一定等于无风险投资的收益．假定无风险收益率为常数rf
 ，当标的资产的价格St
 不支付任何红利，预期的资本收益一定等于：

r＝Pt
 dt．

当标的资产的价格St
 支付红利к时，预期的资本收益一定等于：
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在第二种情况下，资本收益加上红利收益等于无风险收益利率．以不支付红利的情况为例，由（8-60）式和（8-61）式得到：
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消去（8-62）式中的dt，利用（8-56）和θ1
 ＝1，θ2
 ＝-Fs
 ，并将Pt
 写成组合的形式，得到偏微分方程：
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三、偏微分方程的边界条件

边界条件代表各种衍生品的约束条款．从现有的金融产品和问题来看，边界条件是变化的．最明显的边界条件是衍生合约最初和最终的价值．通常，由金融理论得出一些衍生品的合约价格到期必须满足的可行条件．如在交割日，期货价格和现货价格一定相等；期权价值必须满足（8-65）式；债券贴现时，在到期日债券价值等于100．

为了简便，用F代表F（ST
 ，T）．另外，在衍生品的到期日T，标的资产的价格与衍生品的价格之间的关系是可以确定的，用G（ST
 ，T）表示，即

[image: alt]


以看涨期权为例，假设执行价格为K．在T时，如果ST
 －K＜0，看涨期权不被执行，价值等于0．否则，期权价值等于ST
 －K．因此，看涨期权的边界条件如下：
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四、两种常见的偏微分方程

下面介绍两个偏微分方程，通过这些例子，学习边界条件的重要性及其求解过程．

﻿（一）一阶线性偏微分方程

假设F（St
 ，t）满足类似（8-66）的式子，则就是一阶线性偏微分方程．

[image: alt]


该式说明，在∆t的间隔里，衍生品价格的变化的负值等于在资产微小变化带来的衍生品价格的变化．在金融市场里，没有强制的理由说明为何两个偏导数间存在此关系．

假定（8-66）式成立，可以得到F（ST
 ，T）的解析式：
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通过参数α和β可以求解F（ST
 ，T）．F（ST
 ，T）可能是一个平面或者圆等，只有通过边界条件才能求出准确的F（ST
 ，T）表达式．

（二）二阶线性偏微分方程

如果F（ST
 ，T）满足类似（8-68）的式子，F（ST
 ，T）就是二阶线性偏微分方程：
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求解（8-68）式可得：
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假设一般偏微分方程为：
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第一，如果[image: alt]
 式代表椭圆型偏微分方程．

第二，如果[image: alt]
 式代表抛物线型偏微分方程．

第三，如果[image: alt]
 式代表双曲线型偏微分方程．

例如，F（St
 ，t）＝-10（St
 －4）2
 －3（t－2），它是下面偏微分方程的一个解：
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因为[image: alt]
 该偏微分方程是抛物线型的．

通过金融衍生品和标的资产的关系可以得到偏微分方程，衍生品的价格必须满足这一个偏微分方程．然后通过偏微分方程及其边界条件求解金融衍生品的价格满足的等式．

小结

本章简单介绍了伊藤积分和伊藤定理，简要说明了利用无风险套利的假设，推导了定价模型中将要使用的随机微分方程，为今后的期权定价公式的推导打下了基础．

练习与思考

1．假设F（rf
 ，t）是到期日为T的银行票据的价格，rf
 为固定的无风险连续复利率，如果[image: alt]
 利用伊藤定理求解F（rf
 ，t）满足的全微分方程．

2．如果一项资产的价格St
 满足：dSt
 ＝0.15St
 dt＋0.30St
 dWt
 ，Wt
 为标准维纳过程，S0
 ＝1000，W0
 ＝0，求解St
 的表达式．

﻿3．如果某项依赖于标的资产St
 的金融衍生品的价格F（ST
 ，T），满足如下偏微分方程：[image: alt]
 试判断它属于哪种类型的偏微分方程，并相应地给出一个解．
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第九章　无风险套利原理与衍生产品定价

学习目的

1．明确资产定价的无风险套利原理；

2．掌握无风险套利原理与衍生品定价的关系；

3．熟悉几种常见的定价方法；

4．了解风险中性概率的作用；

5．了解二期二叉树定价的基本原理．

知识要求

1．金融专业基础知识；

2．良好的概率知识．

第一节　无风险套利原理

无风险套利原理（arbitrage-free principle）是期权定价的理论基础，基于无套利原理可以得到一系列期权定价的性质，对期权定价给出刻画．本节将简单回顾期权定价的理论基础．

一、几个基本符号

考虑有无风险资产B与n个风险资产（如股票、期权等）Mi
 （i＝1，2，3，…，n）构成的金融市场．假设它们的价格都是时间的t函数，即B＝Bt
 和Mi
 ＝Mit
 （i＝1，2，3，…，n）．在时间［t0
 ，t1
 ］内，它们的收益是[image: alt]
 和[image: alt]
 回报是[image: alt]
 无风险资产与风险资产的基本区别在于：如果t0
 时刻，考虑t1
 时刻的投资回报，那么无风险资产的回报是确定的，而风险资产的回报是不确定的，是一个随机变量．

二、投资策略和自融资策略

投资者的投资策略（investment strategy）就是选取一个投资组合（portfolio）H：
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其中，｛α，h1
 ，…，hn
 ｝∈Rn＋1
 为投资策略，α，hi
 （i＝1，…，n）表示投资于资产的份额，也是时间t的函数．Rn＋1
 为投资策略集．投资者随时调整投资策略，但在两个相邻的交易日之间，投资份额是不变的．

设Wt
 （H）是投资组合H在时间t的财富价值，简记为Ht
 ，则
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设[image: alt]
 是投资组合H在时间［tm
 ，tm＋1
 ］内的收益：

[image: alt]


如果在整个交易的［0，T］时间段内，在决定投资策略后，没有加入新资金，也没有资金抽走，则称整个交易过程是自融资（self-financing）的，投资策略是自融资策略．

三、无套利市场的两个结论

定义9-1　自融资策略H＝｛α，h1
 ，…，hn
 ｝∈Rn＋1
 称为在［0，T］内存在套利机会，如果存在T*
 ∈［0，T］，使得当W0
 （H）＝0，有WT
 ·（H）≥0，并且Pr［WT
 ·（H）＞0］＞0，这里[image: alt]
 表示[image: alt]
 发生的概率．

定义9-2　对于任意自融资投资策略H，如果在任意时间段［t1
 ，t2
 ］⊆［0，T］内都不存在套利机会，那么称市场在时间段［0，T］是无套利的．

定理9-1　如果市场在时间段［0，T］是无套利的，则对于任何两个投资组合H1
 和H2
 ，如果WT
 （H1
 ）≥WT
 （H2
 ）以及Pr［WT
 （H1
 ）＞WT
 （H2
 ）］＞0成立，那么对于任意t∈［0，T），必有Wt
 （H1
 ）＞Wt
 （H2
 ）．

证明　用反证法证明．存在t0
 ∈［0，T］，使得[image: alt]
 记[image: alt]
 [image: alt]
 现在t＝t0
 时形成投资组合[image: alt]
 B是无风险资产，[image: alt]
 [image: alt]
 显然，

[image: alt]


而在t＝T时刻，由于

[image: alt]


假设无风险利率为rf
 ．如果不进行复利计算，则有：

[image: alt]


由定理的假设得到：

WT
 （Hc
 ）≥E［1＋rf
 （T－t0
 ）］≥0，

并且，

Pr［WT
 （Hc
 ）＞0］≥Pr［WT
 （H1
 ）≥WT
 （H2
 ）］＞0，

由此得到，投资组合[image: alt]
 在时间段［t0
 ，T］内存在套利机会，与无套利假设矛盾．证毕．

﻿推论9-1　假设在时间段［0，T］内金融市场无套利，投资组合H1
 和H2
 有WT
 （H1
 ）＝WT
 （H2
 ），那么对任意的时间时刻t∈［0，T］，必有Wt
 （H1
 ）＝Wt
 （H2
 ）．

证明　考虑Hc
 ＝H1
 －H2
 ＋εB（ε＞0），由推论的假设

WT
 （Hc
 ）＝WT
 （H1
 ）－WT
 （H2
 ）＋εWT
 （B）＝εWT
 （B）＞0，

由上述定理得到．对于任意t∈［0，T］，有

Wt
 （Hc
 ）＝Wt
 （H1
 ）－Wt
 （H2
 ）＋eWt
 （B）＞0，

得到：

Wt
 （H1
 ）＞Wt
 （H2
 ）－εWt
 （B），

如果这里令ε→0，那么得到：Wt
 （H1
 ）≥Wt
 （H2
 ）．同样可以证明Wt
 （H1
 ）≤Wt
 （H2
 ）．最后得到t∈［0，T］，有Wt
 （H1
 ）＝Wt
 （H2
 ）．证毕．

第二节　金融衍生品定价方法简介

本节期权是指欧式期权（European option）．期权持有者只能在到期日当天决定执行或不执行期权合约．本节介绍三种方法进行期权定价．第一，资产组合复制方法；第二，概率方法；第三，博弈论方法．三种方法均假设：股票到期日的价格是两种特定价格中的一个．

一、资产组合复制

（一）对资产价格的假定

假设股票在T0
 时刻的价格为S0
 ，在时间T1
 有两个可能的价格（图9-1）．

[image: alt]


图9-1　两种可能的价格

假设市场上存在股票的衍生产品Q，其价值在时间T1
 取决于股票S的价格．若S上涨，Q价值为U；若S下跌，Q价值为D（图9-2）．下面用资产组合复制的方法，得到Q的价值．

（二）用资产组合复制期权的价值

用r表示无风险收益率，投资者可以以r进行借贷．如果无风险资产的初始值是1元，则时间t的将是ert
 ．构造投资组合П，包含a单位的股票和b单位的无风险资产．该组合在时间T0
 的价值为П0
 ，在T1
 时的价值为П1
 ．П1
 有两个可能的价值．

若股票价格上升，П1
 ＝aSu
 ＋bert
 ；股票价格下降时，П1
 ＝aSd
 ＋bert
 ．选择a和b使得

[image: alt]
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图9-2　衍生产品的两种可能结果

这样，组合П和衍生产品Q在T1
 的价值相同，即П复制了Q．

（三）用组合计算期权的价值

正是因为П和Q在时间T1
 价值相同，那么，在T0
 也应该相同．由此得：

[image: alt]


实际上，（9-6）式是一个显示表达式．用（9-4）式和（9-5）式可以解出a和b，

[image: alt]


通过变形，（9-6）式可以变为：

[image: alt]


实际上，（9-9）式还可以应用于多期的价格模拟．如果把U和D看成是市场中事件的概率，则（9-9）式可以重新表述为：

[image: alt]


其中，[image: alt]
 称为风险中性概率，具有特定的无风险套利定价意义．

二、概率方法

（一）风险中性投资者

假设股票价格为100元，将来上涨时为120元，下跌时为90元．同时假设，分析时间期间为单期1年．合理选择股票上涨的概率p（图9-3），使股票的期望回报在15％左右．

[image: alt]


图9-3　股票升降的两个状态

﻿与15％相匹配的近似的p值为0.9．期望回报公式如下：

[image: alt]


尽管年期望回报率是17％，但是存在不确定性．原因在于这仅仅是一个可能的成功，90％的可能是赚取20元，10％的可能是亏损10元．此时，多数投资者会买入股票．股票价格较大概率的上升可以抵消小概率的损失，因此可以吸引愿意承担一定风险的人．

然而，如何决定该股票合理的风险和报酬？这个问题似乎没有答案．不过可以引入一个假想的投资者（hypothesis investor），称之为H. I，他有如下两个特征：

第一，H. I为风险中性投资者，这与保守的投资者有差别．风险中性的投资者是风险无差异的，即对于H. I来说，确定得到1元钱的投资并不比期望值为1元的不确定性投资更有吸引力．实际上，大多数投资者不是风险中性的．

第二，H. I认为，上面介绍的股票和无风险投资之间没有差异．

基于上述假设，图9-3中的p为多少时，可以使得5％的股票回报对于投资者具有相同的吸引力呢？构造包含1股股票的投资组合П，则，П0
 ＝100元．1年以后：

[image: alt]


如果以无风险利率投资100元，那么该项选择在一年末的价值为105元．风险中性的H. I将这些投资等同看待，即30p＋90＝105，从而解得p＝50％．

（二）用概率方法计算期权的当前价值

用C表示看涨期权的价格，执行价格为105元，则，期权未来的期望值为：

[image: alt]


由于一年以后才收到该期权的支付，因此，需要进行贴现，进而得到用概率法计算的看涨期权的现在价格．

[image: alt]


三、博弈论方法

构造资产投资组合，买入a股期权和b股股票．П0
 表示T0
 时该组合的价值．

[image: alt]


其中，a或b是未知的．在时间T1
 ，假设股票只有两个价格：上涨到Su
 ，衍生产品价格为U；下跌到Sd
 ，衍生品价格为D（参照图9-1和图9-2）．

买入1股衍生产品，卖出a股股票构造资产组合．组合的初始值为：

[image: alt]


选择a的值，使得该组合的价值与股票的升降状态无关．因为，股价上升时：Пu
 ＝U－aSu
 ；下降时：Пd
 ＝D－aSd
 ，所以，让Пu
 ＝U－aSu
 ＝Пd
 ＝D－aSd
 ，则

[image: alt]


进而，组合初始值和最终值为，

П0
 ＝C0
 －aS0
 ，

Пu
 ＝U－aSu
 ＝Пd
 ＝D－aSd
 ．

﻿因为该资产组合没有风险，则初始值和最终值之间是无风险回报率的关系，即

[image: alt]


进而，得到衍生品的定价公式：
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这就是衍生品定价公式．如果C0
 与价格不一致，就存在无风险套利的机会．

第三节　两期二叉树定价方法

同样假定股票价格每次变动仅有两种状态，但是，本节介绍的是两期的二叉树．

一、两期二叉树

假设股票价格的价格遵循如下规则：股价变动一期状态价格为uS0
 或dS0
 ，其中参数满足u＞1，d＜1．股价变动两期时的状态价格为：u2
 S0
 ，udS0
 ，duS0
 ，d2
 S0
 （见图9-4）．

[image: alt]


图9-4　股票价格两期二叉树

由于udS0
 ＝duS0
 ，图9-4可以简单化为图9-5．

[image: alt]


图9-5　简化的股票二叉树

假设基于该股票的衍生产品对二叉树的三种结果u2
 S0
 、udS0
 ，d2
 S0
 都对应一个特定的价格Vu
 ，Vm
 ，Vd
 （图9-6）．
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图9-6　衍生品的两期二叉树模型

二、两期二叉树定价过程

（一）将二期转换为一期

如何得到衍生产品的初始价格V0
 ，问题的关键在于，找到在T＝1时可能的价格：X和Y．这样，问题就转换为图9-7所示的单期二叉树问题．该问题在前面已经解决．

[image: alt]


图9-7　衍生品二叉树模型

只要知道X和Y，由（9-19）可得，

[image: alt]


（二）求解X和Y

考虑图9-8．假设在T1
 时股票价格为dS0
 ，此时刻衍生品价格为X．股票价格从初始值uS0
 上升或下降．由于Vm
 和Vd
 是已知的，可以用公式（9-19）求出X的值．对于另一状态uS0
 ，用同样的方法可计算出Y值．

[image: alt]


图9-8　股票价格两期二叉树模型的部分股票价格和衍生品二叉树模型

小结

无风险套利原理是衍生产品（或期权）定价的理论基础．基于无套利原理可以得到一系列定价的性质．本章介绍了多种利用无套利原理进行资产定价（包括衍生品定价）的方法，内容包括：资产组合复制、概率、博弈定价以及二期的二叉树定价法．

练习与思考

1．陈述无风险套利原理的含义．

2．说明资产组合复制方法、概率方法、博弈论方法的原理及其区别．

3．阐明[image: alt]
 为什么可以作为风险中性概率，它具有什么特定的意义．

4．假设一股股票的价值为10元，1年以后，股票价格将变为130元或者100元，同时假设相应的衍生品价值为10元或0元，即期1年期的无风险利率为4％，求解开始时的衍生品的价格．

5．假设X为常量，未来一段时间∆t时某一衍生品的未来价值为U＝Su
 －X或者D＝Sd
 －X，同时即期无风险利率为r，那么该衍生品的现值为：V0
 ＝S0
 －e-r∆t
 X．
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第十章　离散型股票期权定价

学习目的

1．明确离散情形下的股票期权定价方法与思路；

2．掌握离散型股票价格多期模型及其推导过程；

3．熟悉美式期权与奇异期权等期权的定价方法；

4．了解倒向推导的方法；

5．了解Hull-White算法．

知识要求

1．金融专业基础知识；

2．一定的数理知识．





本章考虑股票价格的离散形式，利用二叉树模型计算多种股票期权的价格．在保持计算简便的同时，进一步推导出与实际情况比较贴近的多期模型．

第一节　单期和多期离散型股票价格模型

一、单期离散股票价格模型

如图10-1所示，假设股票价格S0
 有两种可能：上升到uS0
 ，下降到dS0
 ，参数u＞1，d＜1．假设上升和下降的概率分别为p和q（p＋q＝1）．因此，在T＝1时的股票价格S1
 要么是（上升时的）uS0
 ，要么是（下降时）dS0
 ．记E［S1
 ］为投资者对S1
 的预期，则，

[image: alt]


其中，pu＋qd反映股票价格的漂移程度．如果pu＋qd＞1，则价格向上漂移；如果pu＋qd＜1，则价格向下漂移；如果pu＋qd＝1，则价格没有漂移．如果p等于q，则[image: alt]
 是股票价格漂移系数u和d的算术平均数．

二、多期离散股票价格模型

把上述单期离散模型扩展到多期，并介绍股票及股票期权的倒向推导法模式．该模式是单期概率定价公式（10-1）的一般应用．
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图10-1　单期离散股票价格模型

假设股票价格运动是三期的（图10-2），价格运动轨迹具有什么特征呢？如何计算期望值E［S3
 ］？

在图10-2右边有两列数据，第一列表示第三期时股票可能的价格，第二列表示对应股票价格的概率．两列对应的数值相乘并加总，就是需要计算的E［S3
 ］，即公式（10-4）．而且，图10-2还说明E［S2
 ］＝（pu＋qd）2
 S0
 ．另外，下面两个式子成立，其中k表示第k期．
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考虑到图10-2的节点处的几个相同的值：udS0
 ＝duS0
 ，u2
 dS0
 ＝uduS0
 ＝du2
 S0
 ，ud2
 S0
 ＝dudS0
 ＝d2
 uS，图10-2实际上可以简化．

[image: alt]


图10-2　股票价格的三期二叉树展开图

﻿公式（10-1）和（10-3）的计算过程就叫做倒向推导法．可以尝试证明上述k期模型对应的简化展开图的第k节点的股票价格为公式（10-2）和公式（10-3）计算的结果．

第二节　欧式股票看涨期权定价

用上一节的股票定价方法可以对欧式股票看涨期权进行定价．假定T＝0时刻的价格S0
 ＝100美元，看涨期权的执行价格X＝105美元，无风险利率rf
 ＝0.05，股票价格上涨的概率为p＝0.85，参数u＝1.1，d＝0.9．假定期权到期时间为T＝3时刻，时刻间隔相等．首先构造三期股票价格二叉树模型图10-3，得到基于该股票的欧式看涨期权的三期价格二叉树图10-4．再用倒向推导法，计算期权在每个节点上的价格，例如图10-4中的V．
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图10-3　简化的股票价格的三期二叉树展开图
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图10-4　基于股票的欧式看涨期权的三期价格二叉树

根据公式（9-10）所隐含的套利定价原理，可得：
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把相关的数字代入，[image: alt]


假设一般形式的期权二叉树如图10-5所示，根据式（9-10）可得V值的一般表达式：

[image: alt]


[image: alt]


图10-5　期权二叉树的一般形式

代入具体数值得V＝e-0.05×1
 ［0.76×28.1＋0.24×3.9］≈21．以此类推，可以计算其他节点上．最终结果是，该期权在T＝0时刻的价格约为12元．

第三节　美式股票期权定价

美式期权（American option）可以在有效期内任何一天被执行．期权持有者可以在期权到期日以前的任何一个工作日，选择执行或不执行期权合约．

提前执行会影响期权的价值．本节将介绍对美式看跌期权的定价．沿用前面的数据：T＝0时的价格S0
 ＝100美元，美式看跌期权的执行价格X＝100美元，rf
 ＝0.05，股票上涨概率p＝0.85，参数u＝1.1，d＝0.9，假定该期权到期时间为T＝3时刻．同样构造图10-6的三期股票价格二叉树模型，得到美式看跌期权的三期价格二叉树（图10-7）．同样利用倒向推导法计算该期权的某一节点上的价格．
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图10-6　股票价格的三期二叉树展开图

[image: alt]


图10-7　美式看跌期权的三期价格二叉树

提前执行有两种可能：在T＝2执行或在T＝3执行．分别计算两种结果的价值，选择其中较大的．例如，采用第二种方案，根据[image: alt]
 可得，

V＝e-0.05×1
 ［0.76×10.9＋0.24×27.1］≈14.1．

图10-8是完整的美式看跌期权的二叉树．该期权的初始价格约为2.7美元．如果没有提前执行的优惠，它的价值就会降低一些．实际上欧式看跌期权的价格为0（读者可以自己验证）．
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图10-8　完整的美式看跌期权的二叉树

第四节　两种奇异期权的定价

奇异期权（exotic option）的种类很多．它们的定价问题，在这里不过多涉及．只介绍其中的两种：敲出期权（knockout options）和回望期权（lookback options）．

一、敲出期权定价

敲出期权是在期权的基础之上加入一个条件：在期权的到期日之前的某个时刻，如果股票价格低于某个价格水平，那么无论其到期的价格是多少，该期权不再有任何价值．不妨称这个价格水平为齐全的敲出价格．

可以利用设置条件的二叉树模型对敲出期权进行定价．

例如，假定在T＝0时刻，股票价格S0
 ＝100元，某一看涨期权的执行价格X＝105元，市场无风险利率rf
 ＝0.05，股票价格上涨的概率为p＝0.85，参数u＝1.1，d＝0.9．某敲出期权的到期时间为T＝3时刻，每一时刻为间隔等同时间区间，敲出价格是95元．

图10-9是一个设置了条件的股票价格的二叉树．在T＝3时刻，股票价格有4种可能的结果．在股票价格95元处划一条虚线．
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图10-9　设置一个条件的股票价格的二叉树

在图10-9的基础上，可以画出该敲出期权的二叉树（图10-10）．由于89.1和72.9均低于敲出价格，所以该期权的价值为0．

与前面一样，运用倒向推到法和贴现的方法，可以计算出该期权的价格．需要注意的是，对于虚线下方的节点，期权的价值都为0．

利用前面介绍的无套利原理得到中性概率值的计算公式，[image: alt]
 这里只需计算虚线以上部分节点的值就可最终得到期权的价格．

图10-9显示了股票价格的路径．最终，价格的路径有三条：uuu，uud，udu．沿着uuu路径期权的期末价格为28.1美元，而另外两条路径期权的期末价格为3.9美元．显然，沿路径uuu发生的概率为p3
 ，沿另外两条路径发生的概率为2p2
 （1－p）．因此，该期权的期望价格为：

e-rf
 ×3
 ［p3
 ×28.1＋2p2
 （1－p）×3.9］≈11.4．
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图10-10　敲出期权的二叉树

敲出期权的价格比标准欧式期权要便宜．当敲出期权的设置条件接近于正常价格时，该金融工具越不可能战胜日常价格波动，期权价格较之欧式期权价格贴水很多．

二、回望期权定价

回望期权的执行价格不是事先确定的，而是在期权有效期内股票价格出现的最小值Smin
 或最大值Smax
 ．因此，回望期权的收益依赖于期权有效期内标的资产的最大和最小值．设ST
 为股票到期的价格，该期权的到期收益的数学表达式为：

对看涨期权：max（ST
 －Smin
 ，0）；

对看跌期权：max（Smax
 －ST
 ，0）．

例如，有一个三个月后到期的回望期权．在三个月后，回望期权的买方有权得到以过去三个月中最高股票价格来计算的偿付．应该注意，为了确定期权的到期价格，不仅需要知道股票的最终价格ST
 ，还需要知道股票过去每一个时间点的价格（特殊情形除外）．下面将对回望期权进行简单的定价计算．

例如，假定在T＝0时刻，股票价格S0
 ＝100美元，市场无风险利率rf
 ＝0.05，股票价格上涨的概率为p＝0.85，参数u＝1.2，d＝0.9．假定回望期权的到期时间是T＝3时刻．下面以月为时间区间为例进行计算（图10-11）．

利用公式[image: alt]
 得到风险中性概率[image: alt]
 其中的t＝1／12是因为选择的区间长度是1个月．然后，计算每一路径上各个节点对应的风险中性概率值（表10-1）．
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图10-11　回望期权的二叉树

表10-1　不同路径的概率值、最高价

[image: alt]


为求出回望期权的价格，即回望期权在T＝3时刻的期望价格，可以将表10-1的第二列和第三列对应的数据相乘后，再加总，就得到回望期权的期望价格约为115.3美元．

最后将该结果贴现的T＝0时刻就得到回望期权的现在价格：

[image: alt]


回望期权的价格计算比较繁琐．由于期权的性质，为确定回望期权到期日的价格，必须首先找出股价路径．

第五节　金融衍生品定价的Hull-White算法

本节介绍利用Hull-White算法模型，对二叉树模型期权定价进行验证分析．前面没有对参数p、d和u的估计进行说明．本节将利用股价行为的因素来估计这些参数．

考虑的因素是股价的漂移率μ和波动率δ．在时间段ΔT以后，股价S成为随机变量，收益率为[image: alt]
 μ表示的是经过时间段ΔT后，股价的平均变化幅度．假设[image: alt]
 [image: alt]
 即μΔT是平均相对收益率．波动率δ反映的是相对收益率的不确定性，满足式（10-7）．假设P是没有波动率的金融工具，则，dP＝μPdT或dP／P＝μdT．这符合μΔT的表述．

[image: alt]


将dP／P＝μdT写成微分方程的形式，则P（T）＝P（0）eμT
 ．这样，P未来的走势是确定的，是指数函数．另外假设随机变量X服从伯努利分布，且均值EX＝pa＋（1－p）b，方差Var＝p（1－p）（a－b）2
 ．下面将用上述两个公式分析股价的二叉树（图10-12），其中Su
 ＝uS0
 ，Sd
 ＝dS0
 ．根据假设，

[image: alt]
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图10-12　股价的二叉树模型

公式（10-8）和（10-9）表明，根据实际金融市场数据估计的μ和δ值，可以推导参数P，d，u．现在只讨论模拟股票价格时的简单方法——Hull-White算法模型．令p＝0.5，则式（10-8）和式（10-9）就变为式（10-10）和式（10-11）．利用已知的ΔT，μ，δ，就可求出d和μ．

[image: alt]


假设S1
 ＝X1
 S0
 ，Sk＋1
 ＝Xk＋1
 S0
 ，Xk＋1
 是独立的伯努利分布随机变量．假设Pr（Sk
 ／Sk－1
 ＝u）＝Pr（Sk
 ／Sk－1
 ＝d）＝0.5，利用式（10-8）和式（10-9）可以得到μΔT和δ2
 ΔT的估计，

[image: alt]


通过来自实际市场的Sk＋1
 的数据样本，可求出d和u．求解公式为式（10-10）和式（10-11）．另外，还可以发现，d和u关于漂移率μ对称．

小结

本章简单地给出了股票价格离散情形时的股票期权的多期模型，同时介绍了多期推导过程中的倒向推导定价方法．在前面知识的基础上，通过简单举例介绍了美式期权和奇异期权的定价过程．最后，利用Hull-White算法模型，对期权定价的二叉树模型的实际验证分析进行了说明．

练习与思考

1．简单陈述倒向推导方法的概念．

2．举例说明美式期权和奇异期权的异同点．

3．利用Hull-White算法时需要注意哪些问题？

4．假设n期，某一股票的初始价格为S0
 ，上升或下跌的收益率分别为u和d，期无风险利率为r，求单位欧式期权看涨期权的Delta（定义参看后面有关期权敏感性分析的章节）对冲值．

5．见图10-11，计算该例中的回望期权价值．
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第十一章　布莱克-斯科尔斯期权定价理论

学习目的

1．明确布莱克-斯科尔斯期权定价理论的背景和假设条件；

2．掌握布莱克-斯科尔斯期权定价理论推导；

3．熟悉权证定价．

知识要求

1．金融专业基础知识；

2．初步的高等数学知识．





1997年10月，瑞典皇家科学院将本年度诺贝尔经济学奖授予哈佛大学教授默顿（Robert Merton）和斯坦福大学教授斯科尔斯（Myron Scholes），以表彰他们和已故的布莱克（Fisher Black）在期权和其他衍生金融商品定价方面所做的开创性工作．他们发明的股票期权定价公式为很多经济估算提供了工具，同时也有助于产生新的金融工具．本章介绍连续时间的布莱克-斯科尔斯期权定价模型．与前面多期模型不同，连续时间模型假定时间是连续变化的，而不是离散的．这样假设有利于许多数学工具（如微分方程、随机分析等）的应用，也更接近市场的实际．证券交易的速度越来越快，离散化的数学模型可能不足以反映．

第一节　布莱克-斯科尔斯期权定价模型的背景

在布莱克-斯科尔斯期权定价模型之前，不少经济学家曾研究过期权定价理论．据考察，早在古希腊、古罗马时期，就已出现了期权交易的雏形．18、19世纪，美国和欧洲的农产品期权交易已相当流行．期权交易在19世纪被引入金融市场，首先是股票期权．在1973年前，期权交易的实践产生了许多问题，引起人们的关注，并得出了若干期权定价模型．这些模型推动了期权定价理论的发展，为布莱克-斯科尔斯期权定价模型奠定了基础．

一、巴契里耶模型

现代期权理论始于1900年法国数学家巴契里耶（Louis BaChelier）发表的《投机理论》．为了测定股票价格波动，他运用了布朗运动．假设一个没有漂移和每单位时间具有方差σ2
 的股票价格过程是布朗运动，他得到的看涨期权的预期价值是：

[image: alt]


其中，S是股票价格，E是执行价格，T是到期时间，r是无风险利率，σ是股票价格的变动率（可依据历史数据估计），N（·）是累计正态分布函数，φ（·）是正态密度函数．

此模型当时没有引起关注，五十多年后被克鲁辛格（Kruizenga，1956年）再次发现．在20世纪初，已经将期权定价理论研究到如此水平，显示出巴契里耶的才智，也说明了数学在解决实际经济问题方面的作用．

巴契里耶模型有两个缺陷：第一，绝对布朗运动的应用允许股票价格为负，这与有限债务假设相悖；第二，假设平均预期价格变化为零．这忽视了资金的时间价值为正．虽然有此不足，该公式对预测短期看涨期权的价格还是非常适用．但该模型对于长期期权价格的判断是失效的，因为该模型要求期权价格与期限的平方根成比例增加．

二、对数模型

斯普里克尔（Sprekle）于1961年使用了对数分布．该分布中的股票价格具有固定平均值和方差，且该分布允许股票价格有正向漂移．他得到的看涨期权价值公式为：

[image: alt]


其中，α是股票价格的预期收益率，π是市场“价格杠杆”（price for leverage）的调节量．这个模型排除了股票价格为负的可能，也考虑了股票预期收益率对期权价格的影响，从而模型的预测效果有所提高．

博内斯（Boness）于1964年提出了与斯普里克尔模型相似的模型．他也假定股票收益是固定的对数分布，并且认识到风险保险的重要性．为简明起见，他假定“投资者不在乎风险”．证明了用股票的预期收益率α来贴现最终期权的预期值，最终模型是：
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从形式上看，式（11-3）与布莱克-斯科尔斯公式相同，但是，α的含义不同．此处是指股票的预期收益率而不是无风险收益率．假如博内斯将投资者不在乎风险的假设用逻辑结论α＝r替代，他将推导出布莱克-斯科尔斯方程．当然，他的推导仍需建立在风险中性的假设基础上．

经济学家萨缪尔森（Samuelson）于1965年认识到，由于不同的风险特性，期权和股票的预期收益率是不同的．虽然他认识到更高深的理论将推导出预期收益率的值，但他还是断定有一个更高的（不变的）期权预期收益率β．他还认识到这一假说意味着到期日之前执行看涨期权是最适合的，除永久性看涨期权外，它不能解决最优执行策略问题．他的欧式看涨期权的模型是：
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注意到，当α＝β时，就是博内斯方程．

萨缪尔森和默顿于1969年用资产组合选择的简单均衡模型检验了期权定价理论，这种模型允许内生地确定股票和期权的预期收益率．他们证明了期权问题可以用函数形式中的“公共概率”来表述．这种函数形式与用真实概率所表述的问题一样．以这种方式表示时，调整过的股票预期收益率和期权预期收益率是一样的．这一方法使用了现在被认为是理所当然的估价期权的风险中性或偏好自由的发展成果．

第二节　股票价格的随机过程

期权价格与相应的资产价格相关，而股票期权是最典型的期权．因此需要对股票价格的波动过程进行说明，为此需要引入随机过程的相关内容．

一、马尔可夫过程

如果变量以不确定的方式随时间变化，则称该变量遵循某种随机过程（stochastic process）．随机过程分为离散时间和连续时间两种．离散时间随机过程只能在确定的时间点上变化，连续时间随机过程的变化可在任何时刻发生．因为资产价格的变化是不确定的，随机过程适合用于分析资产价格的变化．下面分析中的资产价格随时间连续变化．

如果随机变量的变化仅仅依赖于该变量前一瞬间的状态，且当前值对于未来值的预测是重要的，则这样的随机过程称为马尔可夫（Markov）过程．其重要特征是，变量的随机变化是相互独立同分布的．通常假设股票价格遵循马尔可夫过程．

如果市场对新信息立刻做出反应，且新信息带来的价格变化不依赖以前的信息，则资产价格的变化服从马尔可夫过程．根据弱有效性市场（weak form of market efficiency）的观点，股票价格的马尔可夫性与股票市场的弱有效性相一致．

二、维纳过程

股票价格随机过程可用维纳过程（Wiener process）来表达．

设随机过程Z＝Z（t），用Δzt
 表示在时间间隔Δt的变化，如果Δzt
 满足：

第一，

[image: alt]


其中，ε～N（0，1）；

第二，对于不同的时间间隔Δt，Δzt
 相互独立；则称Z＝Z（t）为维纳过程或称布朗运动．

显然，Δzt
 服从正态分布，期望为零，方差为Δt．式（11-5）可写成微分形式：
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三、一般维纳过程

因为ε～N（0，1），经过T时刻之后，维纳过程Z的期望值等于当前值，方差为T．一般的维纳过程x定义如下

[image: alt]


其中，a，b为常数．a是一般维纳过程的漂移率（即单位时间的平均漂移），b2
 是波动率（即单位时间的方差）．

（11-7）由两项组成，如果不考虑bdz，则

dx＝adt　或　[image: alt]
 或　x＝x0
 ＋at，

其中，x0
 为x在零时刻的值，经过T时刻后，x的增加值为aT．bdz可以看做x轨迹上的波动，是维纳过程的b倍．

经过时间增量Δt以后，x的增量值记为Δx，由（11-5）和（11-7）得
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显然，Δx服从正态分布，且均值为aΔt，方差为b2
 Δt．因此，T时刻之后，x值的变化x（T）－x（0）服从正态分布，且均值为aT、方差为b2
 T．

四、伊藤过程和伊藤引理

将上面随机过程中的a，b替换成x和t的函数，就得到伊藤过程，表达式为
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期权的价格应该是标的资产价格和时间的函数．更一般地，任何衍生证券的价格都是标的资产价格和时间的函数．这样，伊藤过程是研究期权定价的重要工具，而伊藤引理在其中起着关键性的作用．它是日本数学家伊藤（Itô）于1951年发现的．

定理11-1（伊藤引理（Itô's Lemma））假设变量x遵循伊藤过程：

dx＝a（x，t）dt＋b（x，t）dz，

其中，dz是维纳过程．设G＝G（x，t）是x和t的二次连续可微函数，则，G（x，t）遵循如下过程：
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证明　由二元函数的泰勒展开公式
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因为，

[image: alt]


两边平方得，

[image: alt]


因为，E（b2
 ε2
 Δt）＝b2
 Δt，而当Δt→0时，var（Δx2
 ）→0，所以，
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根据式（11-12）可得到，

[image: alt]


将式（11-12）、式（11-13）、式（11-14）代入式（11-11），得
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令Δt→0，得

[image: alt]


将dx＝a（x，t）dt＋b（x，t）dz代入（11-15），得

[image: alt]


证毕．

由Itô引理可知，如果x，t遵循伊藤过程，则x，t的函数G也遵循伊藤过程，不过漂移率和波动率分别变为，

[image: alt]


五、几何布朗运动——不付红利的股票价格过程

如果股票价格遵循一般维纳过程，则具有不变的期望漂移率和波动率，意味着股票的百分比收益与股票价格无关，这不符合实际．这就要求资产价格的随机过程应该结合绝对收益，它是资产价格的函数，同时收益率不依赖于资产价格．

如果股票价格为S，那么期望漂移率为μS，μ为常数，是股票的期望收益率．经过时间间隔Δt以后，S的增长期望值为μSΔt．如果假设股票的波动率为零，则

[image: alt]


或

[image: alt]


假设时刻0的价格为S0
 ，求解上述微分方程，得到

[image: alt]


该式说明，股票的波动率为零时，股票价格是以单位为μ的连续复利增长．

假设在时间间隔Δt内，百分比收益率的方差不变．换句话说，不管股价是1元还是10元，股票收益率的不确定性是相同的，用σ2
 表示股价比例变化的波动率，则σ2
 Δt是Δt时间后的股票价格S变化的波动率．因此，S的瞬间波动率为σ2
 S2
 ．

股票价格可用瞬时期望漂移率为μS和波动率为σ2
 S2
 的伊藤过程进行描述，即
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或

[image: alt]


﻿如果μ和σ是常数，式（11-20）就是几何布朗运动．它是最广泛的描述股票价格的模型．μ为股票价格的期望收益率，σ为股票价格的波动率．

第三节　股票价格对数的分布

布莱克和斯科尔斯作了两个最重要的假设：第一，股票价格遵循伊藤过程；第二，股票价格是对数正态分布．这样，连续复利收益率就是正态分布．

一、股票价格对数伊藤过程

如果股票的价格S遵循伊藤过程，则，S和t的函数G遵循的伊藤过程为
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对股票价格取对数，得，G＝lnS．因为
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则，（11-21）简化成

[image: alt]


因此，股票价格的对数也是伊藤过程，且漂移率为[image: alt]
 波动率为σ2
 ．

二、股票价格服从对数正态分布

从时刻t到时刻T之间，G的变化是正态分布，且期望和方差分别为

[image: alt]


假设t时刻的G值为lnS，T时刻的G值为lnST
 ，从t到T，G的变化为

[image: alt]


因此，由式（11-23）和式（11-24）得

[image: alt]


这表明，ST
 服从对数正态分布，取值范围是（0，∞）．

根据对数正态分布的定义，可以计算其期望和方差：

[image: alt]


三、连续复利收益服从正态分布

用η表示t到T之间的连续复利收益，则
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或
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由（11-26）知

[image: alt]


因此

[image: alt]


可见，连续复利收益η服从均值为[image: alt]
 标准差为[image: alt]
 的正态分布．

第四节　布莱克-斯科尔斯期权定价公式

一、基本假设条件

布莱克-斯科尔斯（Black-Scholes）模型假设资产价格在各节点是一个给定概率下的连续随机过程，并通过随机积分推导出该公式．模型假设如下：

（1）欧式期权；

（2）不存在无风险套利机会；

（3）没有交易成本和税收，交易是连续进行的，股票可以分成任意小的部分，股票不支付股利；

（4）投资者可以在期权到期前以无风险利率无限量地借入或贷出资金；

（5）股票价格服从“几何布朗运动”；

（6）期权价格V（S，t）是标的资产价格S和时间t的函数．

二、构造无风险资产组合

构造资产组合g（S，t）＝f（S，t）－δS，δ为待定常数．g满足在充分小的时间间隔dt内为无风险组合．由Itô引理得
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或

[image: alt]


选择[image: alt]
 则

[image: alt]


﻿此时，dz的系数为零，随机过程g变为确定性过程，这是因为构造了一个线性组合使f和S的波动互相抵消．

为了对期权进行定价，构造投资组合，1个单位的期权（其价值为V）和δ单位标的资产，则该组合的价值为

[image: alt]


单位时间内该组合的价值变化为

[image: alt]


选择[image: alt]
 有

[image: alt]


此时，投资组合π是确定性资产，就是需要构造的无风险资产组合．

三、Black-Scholes期权微分方程

由无套利机会假设及风险中性定价原理，任何无风险资产组合的收益率都等于无风险利率r，因此，dπ＝πrdt，代入式（11-39），得

[image: alt]


这就是Black-Scholes微分方程．它表明期权价格只与S和t有关，并满足式（11-40）．[image: alt]
 描述了期权价格和标的资产价值之间的关系，是构造无风险投资组合的关键．同时，式（11-40）中没有股票价格变动模型（11-20）中的股票期望收益率σ，代替它的是式（11-40）中的无风险利率r．这表明Black-Scholes方程进入了风险中性世界，其定价不依赖投资者的个人偏好以及对未来风险资产的期望值．通过求解Black-Scholes方程所得到的期权定价是一个风险中性价格．

四、Black-Scholes欧式期权定价公式

（一）Black-Scholes欧式期权定价公式的推导

用C（S，t）表示欧式看涨期权（call option）的价值，由Black-Scholes公式，C（S，t）满足如下偏微分方程
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因为股票价格S＝0时，期权就没有价值，所以边界条件为
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当S→∞时，C（S，t）→∞，所以

[image: alt]


期权到期时（t＝T），C（S，t）＝max（S－E，0），其中E为执行价格．边界条件为

[image: alt]


在边界条件式（11-42）、式（11-43）和式（11-44）下，可以求解方程（11-41）．

﻿求解　在期权定价问题中期权价格的偏微分方程称扩散方程或称热传导方程．为了便于求解，把方程（11-41）化为扩散方程．可令S＝ex
 E，[image: alt]
 直接计算可得
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将式（11-45）、式（11-46）和式（11-47）代入式（11-41），得
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其中，[image: alt]
 又因为
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代入边界式C（S，t）＝max（S－E，0）中，得到新的边界条件式
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为消去式（11-48）后边两项，设

V（x，τ）＝eαx＋βτ
 u（x，τ），

其中，α，β为待定系数，代入式（11-48）得到
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为消去含u的项，选择

[image: alt]


为消去[image: alt]
 项，选择

[image: alt]


由式（11-50）和式（11-51）解得
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于是，
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方程（11-48）变为
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初始条件

V（x，0）＝max（ex
 －1，0），

即
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由式（11-49），
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为计算方便，令[image: alt]
 则[image: alt]
 代入（11-54），得
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由式（11-53），[image: alt]
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当[image: alt]
 时，

[image: alt]


于是，式（11-55）变为
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其中，
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﻿用（k－1）代替（k＋1），得到
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其中，
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将I1
 和I2
 代回到式（11.56），再利用，
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得
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其中，
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公式（11-57）就是著名的布莱克-斯科尔斯欧式看涨期权的定价公式．

对于欧式看跌期权（put option）的价格，可根据看涨期权与看跌期权平价公式得到，
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例11-1　假设股票价格当前为50元，欧式看涨期权的执行价格为45元，无风险利率为6％，期权的有效期为3个月，即1.25年，股票价格的波动率为20％．此时t＝0，S＝50，T＝0.25，σ＝0.2，r＝0.06，得
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将d1
 和d2
 代入式（11-57），得期权价格

C（S，t）＝SN（d1
 ）－Ee-r（T－t）
 N（d2
 ）＝7.62（元）．

（二）对Black-Scholes公式的解释．

N（d2
 ）是在风险中性世界中期权被执行的概率，或S大于E的概率．e-r（T－t）
 EN（d2
 ）是E的风险中性期望值的现值．SN（d1
 ）是得到股价S的风险中性期望值的现值．

因为在风险中性世界里，到期日股票价格高于执行价格的概率为：
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Δ＝N（d1
 ）是复制交易策略中股票的数量，SN（d1
 ）就是股票的市值，-e-rf
 （T－t）
 EN（d2
 ）是复制交易策略中负债的价值．这是因为，对于看涨期权[image: alt]
 对看跌期权，[image: alt]


期权定价公式中有5个参数：资产价格S、执行价E、无风险利率r、期权到期t和波动率σ．除了波动率外，其余4个参数都是可测的量．公式以其简单的形式使交易者对期权价格得到直观的了解．

Black-Scholes定价模型对波动率是常数的假定，有悖于金融市场中显示的尖峰厚尾和聚类的特性，因而出现一定的实证异常．另外，如隐含波动率的“期限结构”以及著名的“波动率微笑”等，造成对期权价格的不合理定价．因此后人对Black-Scholes定价模型进行了不断的修正和扩展，如用随机波动率模型或GARCH模型来刻画波动率等．

第五节　影响期权价格的因素分析

期权价格受到5个因素的影响．下面以欧式看涨期权为例，分析其中的股票价格、时间、波动率和无风险利率4个因素的变化对期权价格的影响．

一、股票价格S变化对期权价格的影响

令[image: alt]
 称为对冲比率，表示在其他因素不变时，股票价格变动速度与期权价格之间的关系．如果δ≈0，说明股票价格S的微小变化，对期权价格没有影响；如果δ＞0，股票价格的变化与期权价格变动正相关．下面以δ＝0.5进行说明．当投资者持有0.5单位的股票，同时卖出1份看涨期权，构造无风险组合，因此称δ为对冲比率．此时，当股票价格上升0.1时，期权价格上升0.05，因为期权价格是股票价格的非线性函数，这一关系当前股票价格S附近很小的范围内才能成立．

对于看涨期权，由式（11-57），
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可以证明，[image: alt]
 所以，
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﻿同理，对于看跌期权，
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二、时间因素对期权价格的影响

由式（11-57）得，

[image: alt]


这是期权价格对于到期日的敏感度，称为期权的时间消耗，表示时间推移带来的盈利．

三、波动率对期权价格的影响

由式（11-57）得
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这是波动率变动对期权价格的影响．因为期权有最大跌幅限制，值恒为正，表示随着波动率的增加，期权的价格增加．

四、无风险利率对期权价格的影响

由式（11-57）得，
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这是期权价值对利率的敏感度．显然，利率增加，期权价格增加．

第六节　支付股利的Black-Scholes期权定价公式

下面介绍有股利支付的Black-Scholes期权定价公式．这是对Black-Scholes期权定价公式的推广．

注意到，基于价格为S而支付连续股利为q的股票的欧式期权，与基于价格为Se-qt
 而不支付股利股票的相应欧式期权有相同的价值．因此，默顿将股票现价从S减小到Se-qt
 ，然后代入Black-Scholes期权定价公式，从而得到支付股利股票的期权定价公式．
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考虑简单的情况，假定股利的收益率为常数D0
 ，相应的Black-Scholes公式
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得到，
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其中，
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﻿从直观的角度看，这个调整有两个效果：第一，考虑到由于股利支付造成标的资产的价格下降，资产价格以股利收益率进行了贴现；第二，股利使股票（在等价资产组合中）的持有成本降低，因此在公式中用利率减去股利收益率．

第七节　权证及其定价

一、权证的概念和特点

权证（warrant）是基本的金融衍生产品之一，是指标的证券发行人或第三方发行，约定持有人在规定期间内或特定到期日，有权按约定价格向发行人购买或出售标的证券，或以现金结算方式收取结算差价的有价证券．

从投资者角度来讲，投资时附带认股权证，当债券利息太低或股票价格较高时，可以按预定的价格购买或交换公司的普通股票．这与普通债券相比，相当于增加了保险或获利机会．

权证分类有多种方式，这里仅涉及两种：认购权证和认沽权证．

权证具有的杠杆效应，能以小博大．对于投资者来说，只需付出原来用于投资相关资产的一小部分资金，即可把握资产变动的机会，从而获利．此外，在目前没有做空机制的沪深股市，认沽权证还可以为投资者提供在标的证券下跌中获利的机会．

权证具有期权性质，具有避险功能．例如，投资者如已持有或即将持有标的证券头寸，可以购买认沽权证作为避险工具．

一般把权证的价值分成两部分，权证价值＝内在价值＋时间价值．

内在价值是标的股价与行权价之间的差额．例如，认购权证，如果标的股价大于行权价，则内在价值等于标的股价减去行权价，否则，内在价值为0．

时间价值可以设想为标的证券价格在权证剩余存续期间内，可能朝着持有人有利方向移动而产生的价值．权证的时间价值是最难评价的．

二、决定权证价值的因素

决定权证的价值因素基本与股票期权的影响因素相同，下列6个因素是最重要的．

第一，标的证券价格．标的证券的价格愈高，认购权证的价值愈高，认沽权证恰好相反．

第二，无风险利率．无风险利率对于权证价格的影响不是直接的．无风险利率的增加，认购权证的价格随之增大，认沽权证相反．

第三，股息．分红对权证的价值影响非常小，分红会稍微降低权证的理论价格．

第四，距离到期的时间．无论是认购还是认沽权证，离到期日愈远，其权证价值就愈大．

第五，行权价．行权价愈高，认购权证的价值愈低．认沽权证相反．

第六，波动率．波动率增加，认购和认沽权证的价格都会增加．

三、权证定价

权证给持有者的损益由履约期间标的证券的价格与行权价格的差价关系决定，而标的证券在的价格是无法预知的，给权证定价带来困难．权证定价的定价与期权定价类似．

（一）权证的无风险套利定价原理

权证定价核心的原理是：寻找与权证在到期日具有相同收益状态的投资组合，在市场不存在无风险套利的机会的情况下，该投资组合现时的价值就是权证的价格．

用一个例子来说明．假定有一家石油公司，当前股价为每股10元．股市收盘后，该公司将公布前期石油勘探的结果：大成功或大失败；次日该股票正常复牌，涨跌幅限制为10％．可以预见：如果公布结果是成功，该股票次日将上涨10％；若结果是失败，股票次日将下跌10％．

比较两个投资者A和B. A持有两份该公司的认购权证，行权价格10元，执行日期为次日（勘探结果公告的第二天），结算方式为股票，行权比例为1比1．投资者B持有的投资组合为：1股该公司的股票、次日到期9元的无息贷款．

A和B都面临着结果的不确定性，直接影响他们次日的收益．对A而言，成功消息的收益为2×（11－10）＝2（元）；失败消息的收益为0（因为此时权证没有履约价值）．对B而言，成功消息的收益为11－9＝2（元）；失败消息的收益为9－9＝0（元）（假定跌停上仍然可以交易）．

从收益看，A与B在次日的收益是一致的，不因公布的结果而不同．他们的投资组合应该具有相同的价值（否则套利），因此，公司认股权证的价格为（10－9）／2＝0.5（元）．

（二）认购-认沽平价关系

认购权证的定价能够通过前面介绍的B-S期权定价模型求出．对认沽权证而言，在知道了相应认购权证的定价之后，可以由认购权证与认沽权证的平价关系，得出认沽权证的定价公式．

对具有相同标的证券欧式认购和认沽权证而言，如果现价（记P0
 ）、行权价（记为X）、行权比例（为简单，假定为1∶1）、到期日、结算方式等均相同，在不存在无风险套利的情况下，可得认购-认沽平价关系，即

Pp＋P0
 ＝Pc＋X／（1＋R），

其中，Pc为认购权证的价格，Pp为认沽权证的价格．

例如，某股票的认沽权证和认购权证，行权价格为4.5元，到期日、行权比例、结算方式完全一样．假定无风险利率为5％，该认沽权证的价格计算如下：

某日，该股票的价格为4元、认购权证的价格为1元，利用上述计算公式，可以得出该股票认沽权证的价格为：

Pp＝Pc＋X／（1＋R）－P0
 ＝1＋4.5／（1＋5％）－4＝1.2857（元）．

四、认股权证定价

布莱克和斯科尔斯首先从欧式看涨期权入手，得出了欧式看涨期权的Black-Scholes公式，然后布莱克在Black-Scholes公式的基础上推导出了认股权证的定价公式．

以C（S，t）表示欧式买入期权的价值，则，

C（S，t）＝SN（d1
 ）－Ee-r（T－t）
 N（d2
 ），

其中：
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考虑一个有N股流通股股票的公司，现在发行数量是M份的欧式认股权证，行权价格为E，行权比例为q，到期期限是T．股票在整个期限内不支付红利．假设认股权证的价格是W．如果在T时刻认股权证被执行，则该公司获得数额为MqE的现金．公司股权价值增长到NS＋MW＋MqE，而总股本变成N＋Mq．因此，认股权证执行后的瞬间股票价格变成：
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因此，认股权证持有者的盈利收入为：
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只有当盈利大于0时，认股权证才会被执行．所以，在T时刻，认股权证的持有者的赢利函数为：
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比较式（11-67）和式（11-44）可看出，认股权证的价值f是[image: alt]
 份基于股价为[image: alt]
 的欧式看涨期权的价值．

由欧式看涨期权的Black-Scholes定价公式（11-45），得到不支付红利的欧式认股权证的定价模型：
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其中：
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认股权证到期时，如果股票现价大于认股权证的行权价格，即，在t＝T时，当S＞E时，[image: alt]
 因此ln[image: alt]
 d1
 和d2
 为正无穷大，N（d1
 ）＝N（d2
 ）＝1，从（11-68）得到W＝q（S－E）．

认股权证到期时，如果股票的市场价格大于认股权证的行权价格，则认股权证被行权，价格是q（S－E）；如果股票的市场价格小于认股权证的行权价格，则认股权证会被放弃行权，价格是0．

当股票价格S变得很大时，d1
 和d2
 为正无穷大，N（d1
 ）≈1，N（d2
 ）≈1，由（11-68）当股票价格S变得很大时，认股权证的价格为W＝q（S－Ee-r（T－t）
 ．

当波动率趋近于0时，若[image: alt]
 则
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d1
 和d2
 趋近于正无穷大，N（d1
 ）≈1，N（d2
 ）≈1．

由公式（11-68）得到W＝q（S－Ee-r（T－t）
 ；如果[image: alt]
 同理可以得，W＝0．因此，认股权证的价格要么是0，要么是W＝q（S－Ee-r（T－t）
 ）．

当M/N值趋于0，行权比例为1时，认股权证的价格与同期的股票的看涨期权的价格相同；而M/N变得很大时，认股权证的价格为q（S－Ee-r（T－t）
 ）．

小结

本章回顾了布莱克-斯科尔斯期权定价理论的背景．通过对布莱克-斯科尔斯期权定价公式的推导，分析了期权价格的决定因素，介绍了该定价理论与实际金融市场期权定价的差异，说明了布莱克-斯科尔斯期权定价理论的应用局限．同时简单介绍了权证的定价方法．

练习与思考

1．布莱克-斯科尔斯期权定价理论的假设条件是什么？与实际相比有什么局限性？

2．简单推导布莱克-斯科尔斯期权定价公式的评价公式和权证的评价公式．

3．权证定价与布莱克-斯科尔斯期权定价有什么不同？价格决定因素分别是什么？

4．证明P（ST
 ＞X）＝N（d2
 ），其中d2
 是布莱克-斯科尔斯期权定价公式的参数．

5．简单陈述权证定价的基本方法．
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第十二章　欧式期权价格的敏感性指标

学习目的

1．明确期权价格的影响因素；

2．掌握欧式期权价格的敏感性指标；

3．了解敏感性指标之间的关系式．

知识要求

1．了解期权定价公式；

2．初步的高等数学知识．





定性地说明各种因素对期权价格的影响，或者说因素对期权价格的影响方向，是容易的．期权的作用之一是进行套期保值交易．在套期保值的时候，不仅要定性地知道各种因素对期权价格的影响，还要知道各种因素对金融期权价格的影响程度，即定量地知道．为此，需要引入对期权价格的敏感性指标．本章将介绍常用的敏感性指标，包括：无分红收益条件下的敏感性指标和有分红收益条件下的敏感性指标．借助这些指标，对期权价格的敏感性可以做出具体的、量化的分析．

第一节　无分红条件下期权的敏感性指标

一、Delta（Δ）

Delta是期权价格最为重要的敏感性指标，它表示期权标的物价格的变动对期权价格的影响程度．如果期权标的物的价格上升1元，该期权上升0.5元，则该期权的Delta＝0.5．Delta对冲就是一种使风险降至最小的方法．实际上，对冲是保险的一种形式，可以对股票、债券、利率、汇率、期货及它们的衍生品来实现对冲．最简单的对冲就是Delta对冲．下面进行Delta的推导，并给出具体表达式．

（一）看涨期权的Delta

看涨期权的定价公式为：

C＝SN（d1
 ）－e-rT
 XN（d2
 ），

其中d1
 和d2
 都是S的函数，因此，
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其中，
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所以，[image: alt]
 N是正态分布累积分布函数，所以，[image: alt]
 代入式（12-1）得：
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其中，

[image: alt]


将[image: alt]
 的表达式代入式（12-3）得
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将式（12-4）代回到式（12-2），有：
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（二）看跌期权的Delta

根据看涨期权与看跌期权之间的平价关系可以求出看跌期权的Delta表达式．无分红收益资产的欧式期权平价关系为C＋Xe-rT
 ＝P＋S，有分红收益资产的欧式期权平价关系为C＋D＋Xe-rT
 ＝P＋S，其中，P表示看跌期权价格．等式两边都对S求导数得到：
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（三）Delta的用途

显然，1＞Deltac
 ＞0，-1＜Deltap
 ＜0．如果Delta＞0，说明期权的价格与标的物价格同方向变化；Delta＜0，说明期权的价格与标的物价格反方向变化．1＞Deltac
 ＞-1，说明期权价格的变动幅度小于标的物价格变动的幅度．平价看涨期权的Deltac
 为0.5；平价看跌期权的Deltap
 为-0.5；实值期权的Delta的取值为0.5＜｜Delta｜＜1；虚值期权的Delta的取值为0＜｜Delta｜＜0.5．在极端情况下，当期权处于极度实值时，0.5≪｜Delta｜≈1；当期权处于极度虚值时，｜Delta｜≈0，说明了标的物的价格变动对期权价格的影响很小或没有影响．当期权的实值程度很深时，标的物的价格任何变动导致期权价格差不多等幅度的变动，这将使市场参与者面临的风险程度和标的物差不多一样．当｜Delta｜≈1时，市场参与者最有可能执行期权；｜Delta｜≈0，市场参与者最有可能放弃执行期权．

Delta值的实际用途就是用于将期权仓盘转化为等价期货仓盘的计算数据，交易者之所以这样做，原因是期权的做市商通常以期货来对冲期权风险．计算所需的期货仓盘的公式非常容易：当前市场价格下的等价期货合约数＝期权合约交易数×期权Delta值．

﻿例如，在期货市场上，假设相关期货市场价格为19美元，某交易商卖出10份平值状态19点看涨期权合约，平值状态的Delta值为0.5．因此等价期货合约仓盘为10×0.5＝5份期货合约．如果假设的相关期货合约价格上涨至19.5美元，该看涨期权的协定价格仍为19美元，但是Delta已经上升至0.6，现在交易商所需要的等价期货合约仓盘为10×0.6＝6份期货合约．

二、Gamma（Γ）

Gamma是与Delta值密切相关的敏感性指标，它是Delta值的敏感性指标．它表示期权的标的物价格的变动对该期权的Delta值的影响程度，即
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进一步，由Deltac
 的表达式可得，
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和
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实际上，Gamma反映了期权标的物价格的变动对Delta值的影响程度．换句话说，Gamma反映了期权价格对标的物价格的二次敏感程度．Gamma值的变动与Delta值的变动是相互呼应的．无论是看涨期权还是看跌期权，Gamma值都与标的物价格呈现同方向变化，因此在任何的条件下，任何期权的Gamma值都是正的．当期权处于极度实值时，0.5≪｜Delta｜≈1；当期权处于极度虚值时，｜Delta｜≈0；而这两种情况下Gamma都趋于0．这说明，当期权的标的物价格远离执行价格时，它的变动几乎对期权价格无影响．可以证明：
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然而在期权处于平价状态时，Gamma将出现极大值．这说明，当期权的标的物价格趋近于或等于执行价格时，它的变动对期权价格有最大影响．同样可以证明：
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其中，[image: alt]
 对平价看跌期权同样可以证明上述结论．

有一种动态的套期保值策略，叫做Delta值套期保值策略．在此种套期保值中，必须根据期权的Delta值来建立套期保值的具体头寸，以实现Delta值中性，从而避免全部金融风险．Delta值中性的定义为：由于标的资产和衍生证券可以取多头和空头，因此Delta可以为正值，也可以为负数．这样，若组合内的标的资产和衍生证券的数量适当配合的话，整个组合的Delta值就可以等于0．然而，任何期权的Delta值并非固定不变的，随着标的物价格的变动或权利期间的变化，Delta值也变化．于是套期保值者就必须不断地随着Delta值的变化来调整其套期保值的头寸，以保持Delta值中性．在这种调整中，Gamma就是一个有用的指标，因为Gamma的大小正好反映了为保持Delta值中性而所需要调整的头寸．

三、Lambda（λ）

Lambda（λ）是反映期权标的物价格的波动性对期权价格影响程度的敏感性指标．无论是现货期权还是期货期权，看涨期权的Lambda等于看跌期权的Lambda．以看涨期权进行Lambda的推导：
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将式（12-14）和式（12-15）代入式（12-13）得：
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将[image: alt]
 代入到式（12-16）得到：
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根据欧式看涨期权与看跌期权平价关系很容易得到：
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式（12-17）和式（12-18）表明，欧式看涨期权和看跌期权的Lambda相同．

标的物价格的波动性对期权价格具有重大影响．在其他条件一定时，波动性越大，期权价格越高；波动性越小，期权价格越低．以单一期权来说，则无论是看涨期权还是看跌期权，其Lambda恒为正值．就某一投资组合而言，其整个投资组合的Lambda值可能是正的，也可能是负的．

在金融期权的套期保值交易中，Lambda是一个重要指标．布莱克-斯科尔斯模型假定标的物价格的波动性为已知常数．这一假定不符合实际．通常根据历史资料对未来的波动性作出估计，或用求期权定价模型的反函数的方法估计未来的波动性．这些估计都与实际不符．于是在金融期权交易中，将面临着波动性变动的风险．为了回避这一风险，必须缩小整个期权头寸的Lambda，把波动性改变可能造成的损失减少到最低．

四、Theta（θ）

Theta（θ）是衡量权利时间对期权价格影响程度的敏感性指标．一般情况下，期权价格随着权利时间段的缩短而下降，说明期权价格与权利时间段呈现同方向变化．但根据经验，Theta（θ）一般是负值．下面证明这种结论．由看涨期权定价公式得：
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将（12-20）和（12-21）代入到（12-19）并化简，得：
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该式说明，当权利时间T缩短时，没有红利支付的看涨期权的价格将下降．根据平价关系得出：
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欧式期权的实施机会只有一次，因此T长的期权并不意味着比T短的期权有更多的获益机会．实际上Theta（θ）代表期权价格随时间推移而逐渐衰减的程度．时间价值是期权价格的一部分，而时间价值与T并不呈现线性关系．随着T的缩短，时间价值将以越来越快的速度衰减．根据这个特征，一般情况下，期权的剩余期限T越短，｜Theta（θ）｜越大．

｜Theta（θ）｜值的大小不仅取决于T的大小，而且还取决于标的物价格与执行价格的关系．在其他条件一定时，当期权处于平价状态时，｜Theta（θ）｜最大．这是因为时间价值在期权处于平价时最大；当期权处于实值或虚值时，尤其是处于极度实值或虚值状态时，｜Theta（θ）｜变化比较复杂．在一般情况下，对看涨期权来说，极度实值时的｜Theta（θ）｜将大于极度虚值时的｜Theta（θ）｜；而对于看跌期权来说，实值期权的｜Theta（θ）｜通常将小于虚值时的｜Theta（θ）｜．特别是在看跌期权处于极度实值时，其｜Theta（θ）甚至为正值．

在其他条件一定时，｜Theta（θ）｜的大小还与期权的标的物价格的波动性有关．一般地说，波动性越小，｜Theta（θ）｜也越小；反之亦然．

在金融期权的水平价差交易中，｜Theta（θ）｜反映期权购买者随时间推移而损失的价值，也反映期权出售者随着时间之推移而增加的价值．无论对期权套期保值者，还是对套利者或投机者，｜Theta（θ）｜都是非常有用的指标．

五、Rho（ρ）

Rho（ρ）是反映利率对期权价格影响程度的敏感性指标．利率的变动对看涨期权的价格有正的影响，对看跌期权的价格有负的影响．所以，看涨期权的Rho（ρ）值一般为正，看跌期权的Rho（ρ）一般为负．下面是证明．

对看涨期权定价公式两边对利率求导数：
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而，
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所以，
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将式（12-4）代入式（12-27），化简得到：
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由欧式看涨期权与看跌期权平价关系得到：
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式（12-28）和式（12-30）说明，当利率上升，看涨期权价格上升，看跌期权价格下降．

Rho（ρ）大小取决于期权标的物价格与执行价格的关系，也取决于T．一般地说，越是实值状态的期权，｜Rho（ρ）越大；越是虚值状态的期权，｜Rho（ρ）｜越小．若以绝对值表示，则极度实值状态期权的Rho（ρ）值最大；而极度虚值状态期权的Rho（ρ）值最小．T的长短对期权价格的影响是同方向的．也就是说，权利时间越长，｜Rho（ρ）｜就越大；权利时间越短，｜Rho（ρ）｜就越小．在期权到期日，任何期权的｜Rho（ρ）｜值都为0．

由于Rho（ρ）反映了期权价格对利率的敏感程度，因而，在利率变动比较频繁的条件下，Rho（ρ）值将是一个重要的敏感性指标，这在金融期权的套利和投机中尤为明显．

六、Delta、Theta（θ）和Gamma的关系

考虑欧式期权定价公式C的微分级数展开，形式如下（具体推导过程见前面章节）：
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把这几个指标的具体表达式代入（12-32）可得，
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如果只考虑标的物价格变化对期权价格的影响，并略去高阶项，（12-31）简化为：
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实际上，略去高阶项后，式（12-31）可以简化为式（12-35），经常利用式（12-35）对期权价格的变动进行粗略估计．
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﻿七、敏感性指标的运用案例

期权定价模型的优点之一是能够估计各种风险管理策略的成本．看跌期权是在持有相关资产时买进卖出期权的一种投资策略，它是证券组合保值的一种形式．

证券组合保值是指任何一种能够设定最大损失或预先确定最大损失的策略．下面的例子是：利用期权定价模型评估证券组合保值问题．

例12-1　一位证券组合管理者掌握着价值1亿美元的股票投资组合．这项股票投资组合非常像标准普尔500指数．由于存在价格风险，这位管理者担心最近的资本利得会丧失．当然，管理者可以购入一份与其股票投资组合有关的看跌期权，其执行价格总额为1亿美元．无论股票组合的价值如何变化，都可以保证拥有不低于1亿美元减去买进看跌期权成本后的价值．

更现实一点，假设允许发生不多于10％的损失．管理者考虑确保6个月的股票组合风险．那么买进一份看跌期权的成本是多少？假设无风险利率为7％，标准普尔500指数的波动率为20％，那么保值成本是多少？

所需要的参数为：股票价格S＝100000000美元，执行价格X＝90000000美元，无风险利率r＝7％，波动性σ＝20％，T＝0.5．计算的参数d1
 ＝1.06，d2
 ＝0.92，看跌期权的价格P＝1116292.80美元．

这样，实施该策略的成本为P＝1116292.80美元，约为股票投资组合的1.12％．若市场动荡，证券组合的市场价值下降为70000000美元，此时执行看跌期权，可得到90000000美元，在扣除支付的期权成本后可得到8883707.20美元．另一方面，若市场价值上升为110000000美元，期权到期时已经没有价值，那么剩余价值为108883707.20美元．

第二节　有分红条件下的敏感性指标

本节给出有分红收益条件下的欧式期权价格的敏感性指标，但不进行详尽推导，只给出结论性的东西．本节通过考察有分红收益条件下的欧式期权定价模型，详尽分析分红收益对期权价格的敏感性程度．

有连续分红利率q条件下，欧式看涨期权和看跌期权定价公式为：
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一、期权价格与S和X的关系

通过直接计算得到：
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这样，当标的物价格S增加时，看涨期权的价格上升，看跌期权的价格下降；执行价格越大，看涨期权的价格就越低，看跌期权的价格就越高．

从金融意义上来讲：股价上扬或执行价格越小，看涨期权的持有人在未来获得的机会越大．可能获得的利益越多，因此期权价格上升；相反，看涨期权的持有人在未来获益的机会越小，可能获取的利益就越少，因此期权价格下跌．

二、期权价格对无风险利率的依赖关系

参见公式（12-28）和（12-30）．分析结果与无股利支付的情况相同．

三、期权价格对q的依赖关系

直接计算得到：
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式（12-42）和式（12-43）表明，若股票支付的红利率上升，则看涨期权的价格下降，看跌期权的价格上升．从金融意义上讲，股票支付红利率的多少直接影响股价的变化，在风险中性世界中，红利率上升，股票的期望回报率下降，因此使得看涨期权的价格下降，而使得看跌期权的价格上升．

四、期权价格对波动性的依赖关系

直接计算得到：
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式（12-44）说明，波动性越大，无论是看涨期权还是看跌期权，期权的价格越高．从金融意义上来讲，波动性越大，表示期权标的物价格的上扬和下降的波动范围增加．对于股票的期权来说，波动性增加，股价上涨空间越大，看涨期权的持有人获益就越多．如果股价下跌，则看涨期权持有人的最大损失是全部的期权金．因此股票的价格波动对看涨期权持有人的影响是损益不均等．同样道理可以适用于看跌期权．

五、期权价格对T的依赖关系

直接计算得到：
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由于式（12-45）和式（12-46）符号不能确定，因此T的变化不能断言期权价格必然上扬或下降．如果q＝0，那么这两个式子可以简化为式（12-22）和式（12-23）．具体的金融含义这里不再赘述．

六、欧式期权价格的影响因素汇总

对于欧式期权的价格，可以用表12-1进行简单记忆．

表12-1　欧式期权价格的影响因素
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第三节　利用敏感性指标进行期权风险管理

一、背景

买入期权是为了创建盈利机会．当市场按照期望路径运动时，可以从中获利．然而，每一宗期权交易的对方都是交易对手．期权市场的特征正是由做出交易行为的交易对手们所决定的．对交易所上市的期权品种，交易方是做出期权买卖行为的投资者；对于场外交易期权，交易方为提供期权买卖行为的机构投资者，他们的交易条款都是按照客户需求而量身定制的．这两种交易对手群体成为交易商．整体看来，他们并没有把期权交易头寸用于投机套利或套期保值，目标是从竞买价—竞卖价的交易差额中获利．他们不存在投机的冲动，所以必须中和自身承担的风险．下面仅利用期权价格的敏感性指标讨论股票期权的套期保值问题．

二、Delta和Gamma在套期保值中的作用

本章前面讨论过Delta套期保值和对冲．需要注意的是，为了成功地完成期权合约的套期保值，必须买进一定数量的标的物股票．理论上，一定股票价格水平下的Delta套期保值，需要不断地进行连续调整，以反映Delta值随着股票价格水平和时间不断变动的事实．而且Delta套期保值只能对冲微小价格变动所带来的风险．原因在于Delta建立在一阶求导的基础上．股票价格肯定可以发生较大的波动，而且可完成交易的频率越低，这种可能性就越大．一旦这种情况发生，Delta值将不再成为测量期权合约风险度的近似值．在此类情况下，第二层影响力的因素开始发挥作用．

第二层影响力指的是Gamma．利用Gamma值可以得到更佳的套期保值效果，但Gamma套期保值（Gamma hedging）的过程比较复杂．实际上，Gamma套期保值的目标包括了Delta套期保值和Gamma套期保值二者的目标，有时也叫做Delta中性和Gamma中性，它本质上意味着，任何股票价格的波动都可以完成套期保值．只持有股票和期权合约的头寸，绝不可能同时实现Delta套期保值和Gamma套期保值．这是因为期权合约Gamma值伴随风险必须通过其他金融工具来削减．股票的Delta值为1，但是Gamma值为0，因此，股票无法对期权合约的Gamma风险提供套期保值效果．这就需要另一种具备非零Gamma值的金融期权合约．

三、套期保值的案例

例12-2　看涨期权，6月份到期，执行价格X＝130美元，股票当前价格S＝126美元，期权价格C＝11.4美元，Delta＝0.5086，Gamma＝0.0123．而6月份到期、执行价格为125美元的看涨期权的Delta＝0.5692，Gamma＝0.0121．

假设用Δ1
 和Δ2
 分别代表6月份到期的、执行价格为125美元的买入期权的Delta值和6月份到期的、执行价格为130美元的买入期权的Delta值．此外，用Γ1
 和Γ2
 分别用来代表它们的Gamma值．假设持有的投资组合中，应当包含hs
 股股票，它的Delta值为1，Gamma值为0．另外还有1000份做空的买入期权合约（6月份到期，执行价格为125美元）和hc
 份6月份到期的、执行价格为130美元的买入期权合约．

为了完成Delta套期保值，必须满足下面的条件：
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为了完成Gamma套期保值，必须满足下面的条件：
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换句话说，两个期权合约的合成Gamma值必须等于0．由（12-47）和（12-48）解得
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 和[image: alt]


现在，创建一个Gamma套期保值．根据假设条件：Δ1
 、Δ2
 、Γ1
 、Γ2
 是已知的．代入后得到需要的第二种期权合约的数量和股票数量分别为：
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所以，应当买进68股股票，出售1000份6月份到期的，执行价格为125美元的买入期权合约，买进984份6月份到期的，执行价格为130美元的买入期权合约．假设在股票价格为125.9375美元的条件下买入股票，同时执行价格为125美元的期权价格为13.5美元，那么需要投资的资金总额为：

68×125.9375－1000×13.5＋984×11.4＝6220（美元）．

总之，Gamma套期保值可以达到更好的套期保值效果，减少由有限时间期间内价格变动所引发的风险．期权交易者都知道如何有效地利用Delta套期保值和Gamma套期保值，但也要面临着波动率变化的风险．在前文中将此概念界定为Lambda风险．这里不做过多的探究．然而，懂得Lambda风险保值功能是必要的．那时，仍需要第三个期权合约，共有三个方程和三个未知数：股票数量、第二种买入期权的数量以及第三种买入期权的数量．设定Delta值、Gamma值、Lambda值为零之后，这三个方程即能求解．

第四节　隐含波动率

在布莱克-斯科尔斯期权定价模型中，波动率是非常重要的参数．期权价格对它的变化非常敏感．由于事件还没有发生，对波动率的未来走势很难预测，但是期权市场并不会因此而变得没有作为．事实上，投资者每天都可以获取标的资产在不同执行价格和不同到期日的期权价格的各种报价．如果期权定价模型理论正确，那么在期权市场中获得到的有关期权价格的信息，它应该隐含了关于标的资产价格的未来波动率的重要信息．

习惯上，把由期权价格所导出的标的资产的波动率称为隐含波动率（Implied volatility）．这里将利用期权定价理论，从期权市场获取的信息来重构在风险中性测度意义下标的资产的价格过程，求解标的资产价格的隐含波动率．

根据布莱克-斯科尔斯期权定价模型，欧式看涨期权的公式为：

C＝SN（d1
 ）－e-rT
 XN（d2
 ），

简记为：
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如果从期权市场上获知，在某一时刻t0
 ，期权的价格是C0
 ，有效期限T0
 ，股票价格S0
 ，执行价格X0
 ，那么，从式（12-49）中可以求解标的资产的隐含波动率σ0
 ．根据式（12-17）和式（12-18）知，[image: alt]
 因此，式（12-49）有唯一解，从而可以求出σ0
 ．

由于，
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因此，在某一时刻，隐含波动率σ0
 是X和T的二元函数，记作σ＝σ（X，T）．

需要说明的是，根据期权平价公式，欧式看涨期权和看跌期权的隐含波动率相同．对于固定的T，隐含波动率σ与执行价格X的关系呈现类似图12-1的图形．
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图12-1　波动率与执行价格

﻿隐含波动率指出，购买期权不仅仅要知道标的资产的历史波动率，而且还要知道隐含波动率．通过隐含波动率可以进行更准确的预测．

小结

在金融期权的套期保值交易中，不仅要知道各种因素对期权价格的影响方向，还要知道各种因素对金融期权价格的影响程度．本章引入对期权价格影响因素的变动对期权价格的影响程度，给出期权价格的敏感性指标，包括无分红收益条件下的敏感性指标和有分红收益条件下的敏感性指标．借助这些指标，对期权价格的敏感性作出具体的、量化的分析．

练习与思考

1．请推导无分红收益条件下的欧式期权价格敏感性指标，并说明它们的使用思想．

2．推导证明Delta、Theta（θ）和Gamma的关系式（12-35）．

3．请说明隐含波动率的含义．

4．请用本章第三节的例子说明如何利用期权价格的敏感性指标讨论股票期权的套期保值问题．
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第十三章　利率期限结构理论

学习目的

1．明确利率期限结构的含义和确定方法；

2．熟悉常见的收益率曲线和模拟方法；

3．掌握利率期限结构方程．

知识要求

1．金融专业基础知识；

2．良好的数理背景．





在金融市场上，其他特征相同而期限不同的利率之间的关系，构成了利率的期限结构．因此，利率结构主要包括利率的风险结构、期限结构、利率的即期结构、中央银行基准利率及在此基础上与其他利率所形成的结构等．本章主要分析考察利率的即期结构和利率的期限结构．

第一节　利率的即期结构和期限结构

一、利率的即期结构

利率的即期结构是指各种利率期限相同的利率之间的相互关系．下面将说明一年期的存款和贷款利率之间的关系．

存贷利差关系是利率的即期结构中最重要的，而且一个适当的存贷利率关系对专业银行的商业化经营和需求型货币调节的实施都是重要的条件．在一个适当的存贷利率差下，一国中央银行通过某种手段影响到商业银行的存款利率时，这种影响会在贷款利率上得到及时的反应，并会影响企业的投资决策，从而影响货币需求．由于商业银行的存款贷款利率不只一种，在目前就有活期存款利率、定活两便存款利率、各种定期存款利率等，也有各种期限的贷款利率．要确定一个合适的存贷款利差，可以把世界各国的平均存贷款利差进行比较．但是，这种方式由于受到各国经济发展程度的差异、金融结构之间的差异和社会习俗的影响而不能简单地进行比较和套用．从需求型货币调控的角度出发，在利率政策的制定中，确定适当的存贷款利率差更能体现出利率即期结构在调节信贷资金供求方面的力量．因为在货币的存款创造机制过程中，存款机制的行为是决定性的力量之一，存贷款利差作为银行收入的主要来源，如果银行是按照企业化经营的，追求利润的最大化过程本身就会受存贷款利差的影响，从而影响银行的贷款行为，并进而影响信贷资金及货币的供求关系，并且，中央银行能够通过对基准利率的调节，影响到银行吸收存款及资金成本，那么，在适当的存贷款利差确定后，这种成本的变化能及时地传递到贷款利率上，影响到信贷资金的需求．因而一个适当的利差制定就是要在保障银行有利可图的基础上，能体现出中央银行调节信贷资金供求的目的．

制定利差要让商业银行有利可图，事实上已经暗含了利差的最低限度．如果以R表示存款总量，L表示发放的贷款总量，P为合理利润占贷款L的百分比，e表示银行贷款的管理费用占总贷款L的百分比，I表示平均存款利率，r为平均贷款利率，则有：
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或
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式（13-2）表明了最低贷款利率r为：
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该式表明了商业银行在一个合理利润下的最低贷款利差是：存款利息占贷款的比率再加上管理费用率和适当的利润率．

二、利率的期限结构

（一）概念

利率的期限结构是指金融资产的到期收益率和到期期限之间的关系及变化规律．从对应关系上说，利率的期限结构是利率水平与期限相联系的函数．在理论分析中，通常考虑除期限以外的其他因素保持不变，同时做出一些假定，如不存在信用风险、没有税收和交易成本、不考虑可转换条款和赎回条款等．因此，利率的期限结构，也就是债券的到期收益率与到期期限的关系，可以用一条曲线来表示．一般来说债券的收益率曲线形状大致有五种情况，即向上倾斜的、向下倾斜的，向上凸的和向下凹的和平坦直线型，如图13-1所示．

在图13-1中，（a）表示债券收益率随到期期限的延长而上升；（b）表示债券收益率随到期期限的延长而下降；（c）表示债券收益率先随着到期期限的延长而上升，达到峰值后随着到期期限的延长而下降；（d）表示债券收益率先随着到期期限的延长而下降，达到谷底后随着到期期限的延长而上升；（e）表示不论到期期限的长短，其收益率保持不变．

（二）即期利率、远期利率和到期收益率

为了更好地理解和分析利率的期限结构，下面先简单介绍一下即期利率（spot rates）、远期利率（forward rates）和偿还期收益率（到期收益率，yield to maturity）的概念．

1．即期利率

若债券发行人和投资者商定将来在未来某一时刻一次偿还投资人所借款项，投资者所获得的收益率称为即期利率．
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图13-1　五种收益率曲线

例如，某债券初始价格为797.19元，规定两年后还足债券面值本金1000元，即期利率r02
 满足[image: alt]
 解得r02
 ＝12％．

2．远期利率

远期利率即为签订借贷合同的日期和真正实施合同的日期不一致时的合同利率，一般在合同签订后一年或更长时期后才实施．

例如，一笔贷款现在签订合同，规定一年后贷出797.19元，第三年收回本金1000元，故这笔贷款共借出两年，这时的利率称为远期利率r13
 ：
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远期利率也可以从即期利率计算出来．例如，若已知两年即期利率为12％，一年即期利率为11％，可以计算出第二年开始时的一年期的远期利率r23
 ：

设初始投资为A，则两年后为A（1＋12％）2
 ，所以，

A（1＋12％）2
 ＝A（1＋11％）（1＋r23
 ），

可以解出，r23
 ＝13％．

3．到期收益率

例如，若投资成本为900元，到期日本金为1000元，每年还有100元利息收入，共三年，则下式成立：
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解得，r＝14.3％．

（三）利率期限结构的运用——债券投资策略

现在通过实例简单介绍主要的债券投资策略：偿还期策略（maturity strategy）、展期策略（rollover strategy）及自然策略（native strategy）．

例如，假定有一位投资者，它用1元进行为期两年的投资．为了便于说明，假定任意数额的货币都可按照现行即期利率进行投资．

这位投资者可以执行偿还期策略．现在以8％的即期利率将资金连续两年进行投资．由于采用这种策略，两年到期时，这1元将增值到1.1664元；另外，投资者可以按照7％的一年期即期利率，从现在起进行一年的1元投资，这样，投资者知道从现在起一年后，他将有1.07元，并且他将再进行一年以上的投资．

当投资者不知道从现在起一年后的一年期即期利率为多少时，投资者对它的将来值有一个预期，记ESr1，2
 为这个预期的未来即期利率．假如投资者认为它将为10％，那么他的1元从现在起两年末的期望值为1.177元．在这种情况下，投资者将会选择一个展期策略，即这位投资者宁愿选择按照7％的即期利率对一年期债券进行投资，而不愿对两年期债券进行投资，因为通过这样做，可以在两年末拥有更多的资金．

自然策略是指投资者现在购买两年期债券，并在一年后出售．预期售价等于为1.07元，收益率为7％，该债券的到期值为1.1664元，但由于即期利率一年后预计为9.01％，它的售价正好是它的期末价值的贴现值．

三、其他

假设rt
 ＝Rt
 －1表示t＋1时刻偿还的单周期无风险利率在t时刻的即期利率．T时刻1元在t时刻的价格或现值用PV（t，T）表示，PV（t，T）经常也被称为纯贴现或零息债券的价格．有效期限为T－t的债券偿还期收益率在t时刻的现值用Y（t，T）表示．单周期的远期利率（相应于T＋1时刻支付，在T时刻的利率现值）在t时刻的价格用f（t，T）表示．它们之间的关系是：
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上述四个关系式是定义性质的．它们并不是经济系统达到均衡时的结果．实际上，它们甚至不依赖于均衡的存在．方程（13-7）由（13-5）递推得到．

在利率期限结构研究中，零息债券的定价最重要，原因在于其他资产都可以被认为是零息债券的资产组合．例如，面值为B，每周期利息为C，到期时刻为T的债券，其价值必为：
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不幸的是，更为复杂的资产其收益是不确定的，例如可偿还债券，它们不能采用这种方式定价．

第二节　利率期限结构的确定

一、利率期限结构的性质

在决定利率期限结构的过程中，投资者对利率未来变动的预期至关重要．本节先讨论所有投资者预期未来的利率运动是一个确定的情况，那么市场的无风险套利条件意味着：
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假如这个条件不满足，那么投资者能够通过交易到期时刻为T和T＋1的债券获得套利利润．例如，假如f（t，T）≥rT
 ，∀t≤T，那么能够卖空一份T时刻到期的纯贴现债券，而购回1＋f（t，T）份T＋1时刻到期的纯贴现债券．利用式（13-5）得该资产组合的净成本为：
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在T时刻，投资者需要归还出借T时刻到期债券者1元，但是T＋1时刻到期债券的价值将是[image: alt]
 所以T时刻投资者的净头寸价值为［1＋f（t，T）］／［1＋rT
 ］－1≥0．假如f（t，T）≤rT
 ，那么构造一个相反的资产组合，也将产生一个套利利润．
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式（13-11）说明，持有T时刻到期的债券至到期时刻止的纯收益等于持有一系列单周期相同生命跨度债券的总收益．这样就建立起来了长期债券的收益和价格与短期债券未来收益预期的关系式，即预期利率变动为确定过程的期限结构方程．若使用偿还期收益率，我们有：
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最后，式（13-11）能够被用来估价单周期长债券的未来收益预期，得到：
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式（13-13）说明任何生命跨度的每一份债券所实现的收益等于即期利率加1．虽然上述性质都是非常显然的，但它们是理解不确定情况下利率期限结构的重要基础．

二、预期假设

通常情况下，在准确地分析未来利率变动的能力时，不少投资者缺乏信心．因此，我们可以假定投资者预期未来利率的变动满足一定的随机过程．实际上，投资者对利率未来运动所作的预期的形成与两种思路有关：一是投资者可以根据自己过去的经验判断未来利率的走势，即经验意义下的利率预期；二是投资者试图理解经济运行，尽量利用所有可以获得的信息，以逻辑推理或按照理性的方式推测利率在未来的运动过程．由于在决定利率期限结构的过程中，投资者对利率未来变动的预期至关重要，因此下面简单介绍一下诺贝尔经济学奖获得者罗伯特·卢卡斯（Robert Lucas）为主所建立的合理预期理论．

合理预期理论的核心思想是：大多数投资者都试图尽量利用所有可以获取的信息来源，自行做出或出价购买对有关经济形势的预测，尽可能地推测财政政策和货币政策的变动情况，他们所作的预测的方法并不仅仅基于过去利率历史数据及其机械或算数上的估测，而是要综合考虑所有可能获得的有助于预测的信息，企图形成合理的预期．在投资者形成合理预期的过程中，合理预期理论给出了一种合理的假定，即人们在经济决策中采取的方式与经济学家的理论很相符，这并不意味着每一个人都按照经济学的方法思考，而只是意味着他们的行为结果平均起来接近于经济学家的模型．

在理解证券市场如何运转方面，合理预期理论具有重要作用：首先，合理预期理论表明，在任何时候，投资者已经充分利用了当时可获得的全部信息，也就是说，信息不是逐渐渗透进入市场的，市场对信息的反应是敏捷的．其次，合理预期理论对证券市场就政策行动做出反应的方式有重要的影响效应，即人们不仅仅是对已经发生的事件做出反应，而且还有对他们预期将要发生的事情做出反应．

合理预期理论的可信性是一个争论的焦点之一．不过，合理预期理论可以直接应用于利率的预期假设．由于投资者预测未来的利率为某一随机过程，因此不能够应用金融学中的套期保值套利方法进行分析．有许多理论被用来解释不确定性经济环境中各种不同到期日债券的利率关系．最早建立的理论称为预期假设理论．

实际上，预期假设理论并不是孤立的理论，而是一系列相关理论的一种．预期假设理论并不是关于不同到期日债券利率联系的唯一理论，但它在所有相关理论中扮演了中心角色．例如，流动性偏好理论（liquidity theory）和偏好聚集理论（preferred theory）认为，未来利率的预期在确定长期债券收益中扮演了重要的角色，但是，每一种理论都把不同的利息滚动归功于风险和不同债券所获得的收益溢价．另外，正如风险中性对期权所起的作用，在连续时间模型中，预期假设扮演了同样的关键性作用．

下面分别介绍预期假设理论的四种常见版本．正如将要看到的，不仅一种理论有几种不同版本，而且每一种版本与其他版本并不一致．基本上，预期假设的不同版本是通过不确定量的预期从以前章节中所利用的套利关系发展起来的．为了分清这些不同理论，我们将给每一种理论起一种名字．没有任何一种名字被一致公认地接受，任何一位研究期限结构的人应该精确地了解特别理论的意义．

（一）无偏预期假设理论（unbiased expectations hypothesis）

为了解释该理论，采用前面介绍债券投资策略的例子．此时，投资者在预期第二年的即期利率为10％的情况下采用展期策略而获得更多的收益，然而预期10％的即期利率并不能体现在市场中投资者的平均见解，因为如果是这样，人们将不愿按照两年期即期利率进行货币投资，并且按一年期即期利率进行投资，再使用展期策略，可以期望获得更高的收益．因此当利率为8％的两年期贷款的资金供给比需求小时，则两年期即期利率将会很快上升；相反，当一年期7％的资金供给多于需求时，会引起一年期利率很快下降．因此，7％的一年期即期利率，8％的两年期即期利率以及10％的预期未来的即期利率不可能达到一种均衡状态．

如果用6％的预期未来的即期利率代替10％，又可能会出现什么情况呢？在这种情况下，按照展期策略，投资者将会预期1元在两年末变成1.1342元．这样，如果投资者选择展期策略，其1元在两年末的价值就小于1.1664元，所以，投资者会选择偿还期策略．此结果将使得1元低于其应有的价值，然而，6％的预期未来的即期利率也不能表现市场中的均衡估计，如果这能够表现其均衡估计，人们就不会愿意以一年期即期利率进行投资．

已知，该例子中的远期利率为9.01％，如果预期未来的即期利率上升到这么高会怎样呢？在两年末，执行展期策略的1元的价值将为1.1664，这与偿还期策略下的1元投资的价值相同．在这种情况下，市场将会出现均衡，两种策略具有相同的预期收益率，从而，有两年持有期的投资者缺乏选择其他策略的动力．而该例中的自然策略和偿还期策略也有相同的收益率，一年期的投资者也就不存在选择投资策略的动力了．

至此，市场无偏预期理论就断言：预期未来即期利率的大小与远期利率相等，即，
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 对所有t≤T．

﻿应用（13-7）得到由无偏预期假设理论特征化的经济系统的债券价格：
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（二）偿还期收益预期假设（return to maturity expectations hypothesis）

它基于公式（13-11），此时债券的价格由下式给出：
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在预期假设的这一版本中，在平均意义下，通过对一系列单周期债券实行展期策略而获得相同的收益，而且通过购买T－t周期的债券并将持有它到期．

比较式（13-14）和式（13-15），可以发现无偏预期假设与偿还期收益假设是不一致的，除非未来利率水平是相互无关的，但这显然不是对经济系统的真实描述．通常情况下，经济系统中的利率是高度相关的．当利率在考察期内是正相关的，那么有效跨度超过两周期的债券在无偏预期假设下比在偿还期预期假设下有较高的价格．但两周期债券在这两种假设利率下有相同的价格，因为没有任何交叉乘积项．

由于这种冲突，偿还期收益预期假设理论更为研究者所偏爱．另一方面，偿还期收益预期假设类似于一种均衡条件，其持有时间的期望收益是相同的，但偿还期收益预期假设并没有说明，所有债券策略在持有期的期望收益一定相等．为了透析到这一点，考虑持有在s时刻到期的债券，当它到期时，再购买T－s时期的债券，在整个持有期内，这个资产组合的预期收益为：
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持有T时刻到期的债券直至到期时刻期收益由式（13-15）决定．除非未来的利率水平是不相关的，对于所有的s，它们并不相等．

为了分析预期假设的其他两种形式，下面定义随机变量：
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这时偿还期收益预期假设可以改写为：
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（三）偿还期收益率预期假设（yield to maturity expectations hypothesis）

这种偿还期收益率预期假设基于式（13-12）．在这种假设下，一系列短期债券的展期策略在持有期的预期收益等于持有长期债券至到期时刻的收益：
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（四）局部预期假设（local expectations hypothesis）

它基于式（13-13）．在这种假设下，任何债券在单周期的预期收益率等于当前的即期利率．使用式（13-13）可以递推得到：
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﻿因为所有债券的期望收益率等于局部预期假设下的无风险利率，故它也被称为风险中性预期假设．可是，正如我们将看到的，一致风险中性并不会导致预期假设的这种形式．所以为了避免混淆，以后将不会使用“风险中性预期假设”这个概念．

局部预期假设的一种纯技术上的优越性是假如利率是正的，式（13-20）的期望必须总存在．在Rt
 ＞1的情况下，随机变量[image: alt]
 仅在0到1之间内取值，可以取临界值0或1，所以它的期望是有限的．可是式（13-18）、式（13-19）的随机变量是无界的，所以它们的期望可能会是无限的．假如上面的利率是有界的，那么不会引起什么问题，但是被用做利率模型的许多随机变量过程可能不是有界的，因此，当构造基于其他三种预期假设的模型时，需要考虑这一点．

Jensen不等式使我们确保在利率不确定情况下，式（13-18）和式（13-20）中至少有一个是真的．假如局部预期假设是有效的，那么偿还期收益率和收益预期假设给出的债券价格非常小．另一方面，假如偿还期预期假设是有效的，那么局部以及偿还期收益率预期假设给出的债券价格非常大．最后，假如偿还期收益率预期假设是正确的，那么债券价格将大于由偿还期收益预期假设所预期的价格而小于由局部预期假设所测定的价格．

第三节　利率曲线模型

一、收益率曲线模型

在固息债、浮息债以及含权债的定价中，反复出现两个概念：收益率曲线和利率期限结构．这两个概念的定义是截然不同的．在债券市场上的应用也完全不一样．因此，有必要进行区分．在本节中，首先介绍收益率曲线的概念，然后再区分收益率曲线和利率期限结构．

收益率曲线描绘的是附息债券的到期收益率（yield to maturity）与剩余年期的关系，横轴表示基准债券的剩余年期，纵轴表示不同剩余年期相对应的到期收益率．曲线上的某一点代表着：如果将该点所对应的剩余年期的债券持有到期，期间所有的利息收入和期末返还的本金所带来的内部投资报酬率（internal rate of return）为多少．

收益率曲线的作用在于：对于任何一个剩余年期，在收益率曲线上都可以找到相对应的合理到期收益率．如果市场中某只债券的到期收益率大幅偏离收益率曲线，则说明有可能定价不合理，存在套利机会．

需要注意的是，对于浮息债和含权债券无法绘出收益率曲线，因为浮息债和含权债券在未来的现金流是不确定的，无法用以计算到期收益率．

假设在任何时点上，经济系统中与当前和未来利率的确定相关的每一件事情可以用一个状态变量来描述．不妨设如此重要的单变量是即期利率，其演化方程为：
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假定γ∈［0，1］，并且随机变量[image: alt]
 是独立一致分布，带有截断几何分布，其密度函数为：
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假如[image: alt]
 即利率是正的，那么Rt
 ＞1，因为式（13-21）中的两个因子都超过1，这样，这个随机变量过程保证了利率将仍然是正的．

假如式（13-22）中的分布矩是：
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从而可以得到，对a＞1有：
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其中，[image: alt]
 μ是式（13-24）的平稳点，所以假如Rt
 当前等于μ，将没有任何预期的变化．假如Rt
 不等于μ，那么Rt＋1
 的期望价值在Rt
 与μ之间，这样，有一种趋势使得利率仍然保留在中心点附近．

时刻T的利率因子与时刻t的联系是：
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理论上，使用式（13-25）就可以比较各种不同形式预期假设下债券的价格．例如当前的利率因子是R，那么两周期债券的价格是：
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实际上，式（13-26）、式（13-27）、式（13-28）给出了

PVL
 ＞PVYTM
 ＞PVU
 ＝PVRTM
 ，

也表明了无界限利率所引起的问题．不过，对于偿还期收益率预期假设，式（13-27）中的期望对a≥0.5并不存在．类似地，对a＞1，式（13-26）中的期望是无定义的．

二、收益率曲线模拟

在本小节中，介绍收益率曲线的两种常见绘制方法：三次样条拟合法和Hermite插值模型法．

（一）三次样条拟合法

三次样条拟合法中，曲线拟合函数定义为：
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其中，x为债券剩余年期，y为债券的到期收益率；a、b、c、d都是参数，采用最小二乘法求解．

最小二乘法的目标函数为：
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其中，y为市场收益率，[image: alt]
 为通过样条法计算出来的理论收益率．选取市场中不同到期期限的基准债券的到期收益率，通过最小二乘法计算出a、b、c、d，求得收益率曲线．

（二）Hermite插值模型法

假设0＝x1
 ＜x2
 ＜x3
 ＜…＜xn
 ＝30，已知（xi
 ，yi
 ），（xi＋1
 ，yi＋1
 ），i，j∈［1，n］，求任意xi
 ≤x≤xn
 ，对任意的y（x），则用单调三次Hermite多项式插值模型，公式为：
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其中：
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xi
 为债券剩余年期，

yi
 为债券的到期收益率．

通过插值法即可以求得收益率曲线．

三、到期收益率曲线模拟案例

在债券定价过程中，构造合理的国债利率期限结构是问题的关键．我国国债产品品种少和期限结构的不合理，极大地限制了有效利率期限结构的形成，阻碍了国债产品的有效定价．

本小节试图以债券市场上挂牌交易的国债为研究对象，求得不同期限的到期收益率，从而得出近似的离散性利率期限结构．在此基础上，应用线性回归的方法对离散点进行拟合，最后得出连续的利率期限结构（模型），并应用此模型对国债市场价格进行静态的实证检验．

例13-1　考虑到我国国债交易主要集中在上海证券交易所，样本选取2003年5月12日上海证券交易所挂牌交易的10种国债交易价格为参考对象，对我国国债利率期限结构进行静态的估计分析．

静态分析是指对某个时点的整个利率期限结构的分析和估计．由于2002年3月25日以后，国债交易价格是以扣除掉累计利息的净价法表示，因此，先要加上债券的累计利息，复权后得出真实的债券市价．样本选择具体情况见表13-1．

表13-1　上海证券交易所国债交易情况（2003-5-12）
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﻿样本中选取的国债都是附息债券，根据附息债券在剩余时期内发生的现金流情况，应用公式（13-8）可求出债券剩余年限内的到期收益率．当债券剩余年数为非整数年时，则将公式作适当的调整如下：
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其中，PV表示债券价格，C表示每期支付的利息，F表示债券本金，y表示到期收益率，τ表示剩余期限非整数年数，n表示债券剩余期限取整．

以96国债（8）和96国债（6）为例，两种债券在2003年5月12日市价分别为107.52元和138.66元，剩余期限分别为0.468年和3.090年，到期收益率计算过程如下：
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解得y分别为2.078％和2.262％．

同理，可以求得其他期限的到期收益率，见表13-2．

表13-2　各年到期收益率结构
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选择线性回归方程（13-29），对该表中的数据进行拟合，求解利率期限模型：
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回归式（13-33）的决定系数R2
 ＝0.672691，修正的[image: alt]
 2
 ＝0.509036．决定系数和修正的决定系数表明拟合效果比较理想．

进一步，依据式（13-33）对表13-1中的国债数据进行到期收益率估计，下图是拟合的结果．
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图13-1　到期收益率曲线拟合

﻿然后依据拟合值进行国债定价．例如，剩余年数为3.090的96国债（6），其定价为：

[image: alt]


对其他进行类似的定价计算．定价结果见表13-3．可以认为，定价的差异程度比较小，都在上下4％范围内．

表13-3　国债定价及其与市场价格的差异程度
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第四节　时间连续期限结构方程

本节将在时间连续条件下，通过随机过程中的伊藤积分研究分析利率期限结构方程，并简单介绍几种著名的利率期限结构方程模型．

一、假设条件

假设即期利率是债券定价中唯一重要的随机变量．在这种情况下，需要分析关于利率扩散过程的数学模型．
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其中，B（t）服从维纳过程．

进一步假定一个T期债券的价格过程为：
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其中，F（t，r（t）；T）函数是三个变量的光滑函数，可以简记为F，现在的目标是研究不同到期日债券价格函数之间的联系．

第一，假设两种到期日分别为S和T的债券，并构造有这两种债券构成的资产组合．

第二，假设债券价格之间是完全相关的，选择适当的权重形成无维纳过程的资产组合．通过假设，这样的资产组合的价值动态演化过程为：
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第三，以k（t）为短期利率的“假想银行”，如果不存在套利，必有如下关系式：

k（t）＝r（t），　∀t．

﻿二、模型的演化过程

利用伊藤积分定理，得到期限为T期的债券演化过程：
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其中，
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假设利用（uS
 ，uT
 ）代表资产组合，下面给出资产组合价值动态结构方程：
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将式（13-37）代入到式（13-40），移项合并得到：
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选择资产组合的权重通过下面方程组求解：
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使用式（13-42），式（13-41）简化为：
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通过求解（13-42），得到uS
 和uT
 的表达式代入到（13-43）得到：
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为了避免市场上出现套利机会，式（13-44）中括弧内一项必须等于短期利率r（t），式（13-45）表明了方程左右边不依赖于S和T的选择．
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假设债券市场不存在套利，那么存在一个过程λ（t），使得对每一个到期时刻为T的选择和所有的t成立的定理性结论：
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对式（13-46）有一个自然的解释．分子aT
 （t）－r（t）代表T期债券的风险溢价或风险补偿，即补偿超过无风险利率的收益率．分母δT
 （t）代表T期债券的方差．因此[image: alt]
 λ（t）代表T期债券每单位方差的风险溢价．这个结果在经济学里被称做风险的市场价格．通过这个性质，可以发现：在没有套利的金融市场下，所有债券将有相同的市场风险价格．

三、方程解的Feynman-Kac表示

根据前面章节内容，知道PV（t，T）代表未来T时刻1元钱的t时刻现值，因此对所有的r（t）值，必有下式成立：F（T，r，T）＝PV（T，T）＝1．下面根据这些性质给出债券的定价方程：
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式（13-47）紧密联系于Black-Scholes定价方程．但是由于市场风险价格λ（t）的出现而变得更加复杂．很值得注意的重要事实是λ（t）并不能由模型所确定，所以要求解方程必须知道λ（t）的特别值．

下面给出期限结构方程解的Feynman-Kac表示，假设债券价格函数F能够表示为：
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其中，r*
 满足修正的随机过程dr*
 （s）＝［b－λa］dt＋adB（s），r*
 （t）＝r．换句话说，对于利率风险，局部预期假设保证了Cox-Ross-Merton风险中性定价方法的理论地位．

式（13-48）中预期假设定价方法并不意味着预期假设必须成立，这仅仅是为了方便，正如许多风险中性方法是为了定价．仅假如λ（r，t）≡0局部预期假设精确地成立．在介绍了各种形式的预期假设和其他的均衡条件后，下面介绍一些简单利率运动模型的债券定价问题．

假设债券价格PV（t，T）＝F（t，r（t）），并且F（t，r（t））的形式为：
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其中，A（t，T）和B（t，T）都是确定的函数，那么这样的债券价格模型被称之为拥有仿射期限结构（Affine Term Structure）．将上述式（13-49）代入到式（13-47），得到A（t，T）和B（t，T）必须满足方程：
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由边界条件F（T，r，T）＝PV（T，T）＝1，可以得到A（T，T）＝1和B（T，T）＝0．假如a2
 和b－λa是仿射的：

a2
 （r，t）＝α（t）r－β（t），
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将上述两个式子代入到式（13-50）中得到：
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四、几种简化的仿射利率期限结构方程

在实际应用中，常常考虑如表13-4所示的七种简化的仿射利率期限结构：

表13-4　七种简化的仿射利率期限结构方程
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﻿20世纪70年代，布莱克和斯科尔斯创立期权定价理论以后，随机过程理论在金融研究中飞速发展，国外学者纷纷利用这一原理建立利率期限结构模型．自从1977年瓦西赛克（Vasicek）建立单因子期限结构的均衡模型以来，利率期限结构模型和固定收益证券的定价研究进入了随机过程时代．在近三十年的时间里，许多经济学家在构建利率期限结构模型方面展示了非凡的智慧和技巧，他们已经开发出了各式各样的利率期限结构模型．到目前为止，利率期限结构模型可以分为参数利率期限结构模型和非参数利率期限结构模型（其中包括半非参数或近似非参数利率期限结构模型）．

第五节　固定收益证券定价中的利率期限结构

一、贴现模型下的定价公式

对于付息债券，如果n年后到期，每年支付息票利息I，到期还本金M．如果使用贴现模型，该债券现在时刻的价格表达式为：
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其中，ri
 是利率期限结构上所对应的不同到期期限的无风险利率．因此，如果能够知道不同时刻的利率期限结构的变化，就可以准确地对不同时刻的债券进行定价．

二、隐含期权性质的债券的定价

随着固定收益证券市场的创新，各种混合债券、固定收益证券衍生产品不断涌现，他们的共同特点就是含有某些期权特性．对于有隐含期权的债券和固定收益证券衍生产品不能简单使用贴现模型来定价，一般要先计算出隐含期权的价格．Black-Scholes（1973）得到了股票期权定价模型．

用Black-Scholes股票期权定价模型来为隐含期权的债券和固定收益证券衍生产品定价，存在一定的缺陷．B-S模型假设无风险利率为常数．这与现实是相矛盾的．因此，对有隐含期权的债券和固定收益证券衍生产品进行定价时，必须考虑在利率动态变化环境下才相对精确，而利率期限结构成为隐含期权的债券和固定收益证券衍生产品定价的核心因素．

从广义上讲，利率风险可以理解为是因为利率水平和利率结构的变化所导致的金融资产缩水的风险，而因其造成的固定收益证券投资风险是最重要的表现之一．

对于固定收益证券资产而言，其本质是一种利率敏感性资产．从理论上讲，固定收益证券资产的价格PV可以表示为：
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其中，R表示票面利率；r表示市场利率或收益率；t表示固定收益证券的剩余期限．在其他条件不变的情况下，固定收益证券的票面利率越低，固定收益证券价格越低；市场利率或收益率越高，固定收益证券价格越低．显然，市场利率的变动必然引起固定收益证券价格的变动，从而会给固定收益证券持有者带来风险．利率期限结构可直观反映不同投资期限或到期期限固定收益证券收益率．

小结

由于固定收益证券的价值取决于其未来利息和未来价格的现值，而利率期限结构直接影响未来利息和未来价格的现值，所以未来利率的变动对固定收益证券价值具有重大影响；利率期限结构的非预期变动更是固定收益证券投资的重要风险；在没有利率风险对冲工具时，利率及期限结构变化的预测尤其重要．因此，利率期限结构的建立对固定收益证券的组合投资和利率风险的规避都有至关重要．

本章简单介绍了利率期限结构及其不同利率结构理论．给出了收益率曲线模拟的方法：曲线方法和插值方法．通过实际简单例子给出了收益率曲线模拟和收益率估计及固定收益证券定价．

练习与思考

1．何谓利率期限结构？请说明利率期限结构的类型．

2．举例说明如何利用曲线模型估计到期收益率和如何用到期收益率进行债券定价．
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第十四章　固定收益证券及其衍生品定价

学习目的

1．明确固定收益证券及其衍生品的含义；

2．掌握固定收益证券及其衍生品的类型；

3．掌握固定收益证券衍生品定价的多种方法．

知识要求

1．学习过期权等资产定价理论；

2．初步的数理背景．

第一节　固定收益证券衍生品

一、固定收益率的概念

传统的固定收益证券主要是指债券，它是一种要求借款人按预先规定的时间和方式向投资者支付利息和偿还本金的债务合同．也就是说，固定收益证券的未来现金流是符合某种合同规定的．值得注意的是，这些现金流并不是固定不变的，但是现在的固定收益证券的含义已远远超出传统的含义，从广义的角度讲，许多不同的利率产品和债券衍生产品都是固定收益证券．

固定收益证券的类型主要包括：

（1）债券（bond）作为一种债务合同，其基本特征包括发行人、到期日、本金和票面利率．

（2）抵押贷款支持证券（mortgage-backed security, MBS）是一种现金流依赖于基础抵押贷款集合的金融工具．抵押贷款支持证券有三种类型：转手抵押证券、担保抵押证券、剥离抵押贷款支持证券．

（3）资产支持证券（asset-backed security, ABS）是由非抵押贷款的资产担保的证券．在设计资产支持证券时，发行人汲取了抵押贷款支持证券的结构特征．资产支持证券具有转手抵押证券的结构特征，同时兼有被称为转手支付类债券的特征，转手支付类债券与担保抵押债券非常相似．资产支持证券的信用增强通过信用证、向发行人的追索权、超额抵押或高级／次级结构实现．

﻿资产支持证券有四种普通类型，它们分别是信用卡应收款支持证券、住宅权益贷款支持证券、预制房屋贷款支持证券和汽车贷款支持证券．

（4）优先股（preferred stock），是指介于普通股与债券之间的折中证券，与债券相同的是，优先股通常每年会派发固定的股利（故也属于固定收益证券），且派发的顺位在普通股之前；只有当公司破产时，优先股的求偿顺位在债券之后．优先股有三种类型：固定股息优先股、可调整股息率优先股、拍卖优先股．

固定收益证券衍生产品是以债券等作为标的资产的金融衍生工具，这些工具主要有远期利率合约、利率期货、利率期权、利率互换和利率协议（上限和下限）．近些年在国际金融市场上，固定收益证券衍生产品的交易品种和交易额都飞速发展．

二、远期利率合约

远期利率合约包括两种类型：远期合约和远期利率合约．

远期合约是指一个在确定的将来时间，按确定的价格购买或出售某项资产的协议．通常是在两个金融机构之间或金融机构与其公司客户之间签订该合约．它不在规范的交易所内交易．

多头是指同意在将来某个确定的日期以某个确定的价格购买标的资产的一方．另一方同意在相同的日期以同样的价格出售该标的资产的为空头．

某个远期合约的远期价格定义为使得该合约价值为零的交割价格．因此，在签署远期合约协议的时刻，远期价格和交割价格是相同的．随时间推移，远期价格有可能改变，而交割价格仍然保持不变．决定远期合约价格的关键变量是标的资产的市场价格．那么，远期合约多头和空头的损益可以用图14-1和图14-2进行表示．
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图14-1　远期合约的多头损益

假设T表示远期合约到期的时间（年或月或周）；t表示现在的时刻；St
 为远期合约标的资产在时间t时的价格；远期合约标的资产在时间T时的价格为ST
 ；远期合约中的交割价格为K；时刻t时，远期合约多头的价值为f；时刻t时的远期价格为F；对T时刻到期的一项投资而言，时刻t以连续复利计算的无风险利率为rf
 ．
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图14-2　远期合约的空头损益

最容易定价的远期合约是基于不支付收益证券的远期合约．不付红利的股票和贴现债券就是诸如此类的证券．在不存在套利机会的情况下，对无收益证券而言，该证券远期价格F与现价St
 之间关系式为：
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对支付已知现金收益证券的远期合约定价．该远期合约的标的资产将为持有者提供可完全预测的现金流．例如支付已知红利的股票和付息票的债券．设I为远期合约有效期间所得收益的现值，贴现率为无风险利率．由于没有套利机会，F与现价St
 之间关系应该是：
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支付已知红利率证券的远期合约的定价．一个已知的红利收益率表示为证券价格百分比的收益是已知的．假设红利收益率按照年利率q连续支付．F与现价St
 的关系式为：
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远期利率合约（FRA）是1983年由银行引入的一种远期合约．它是一种利率的远期合约，是为了避免将来实际收付时价格变动的风险而设计的．在一个远期利率合约中，合约双方同意按某项“存款”支付某个利率，而利息将在以后的某个日期实现．存款的规模（名义本金）、合约利率以及参考利率共同决定了支付或接受的利息差额的大小．然而名义本金本身并不进行交换，所以实际支付或接受的数额可由以下两个步骤决定：第一步，取参考利率与合约利率之差，乘以名义本金，再乘以存款期限；第二步，利用参考利率作为折现率，将在第一步求得的值折现，最后得到的值就是要支付或接受的数额．参考利率通常选择合约结算日的LIBOR．担心利率可能上升的一方应该购买远期利率合约，这一方就是多头方；担心利率下降的一方应该出售远期利率合约，这一方就是空头方．

三、利率期货

期货合约是指在确定的将来时间，按确定的价格购买或出售某项资产的协议．与远期合约不同，期货合约通常在规范的交易所内交易．

当开发一项新的合约时，交易所必须详细地指定双方之间协议的确切条款．尤其是，交易所必须指定资产、合约的规模（即每一合约将交割的资产的确切数额），怎样进行报价，交割的地点，交割的时间和支付的价款等．有时，也指定其他的交割资产和交割安排的方式．只有空头方可在这些被选方案中进行选择．

如果两个投资者相互间直接接触并同意在将来某时刻按某一特定的价格交易一项资产，这样会产生风险．交易所的一个核心作用就是组织交易以便最大限度地减少合约违约的情况．它要求投资者在最初开仓交易时必须存入一定的资金数量，成为初始保证金．在每天交易结束时，保证金账户要进行调整，以反映该投资者的盈利或损失．这就是盯市操作．一笔交易是在该交易发生日结束时首次进行盯市结算的．随后，在每个交易日结束时，都要进行盯市结算．到了交割期，由期货空头方履行交割，收取的价格通常为合约最后盯市时的期货价格．

随着期货合约的交割月份的逼近，期货的价格收敛于标的资产的现货价格．当到达交割期限时，期货的价格等于或非常接近于现货的价格．

期货合约的价格：在无风险利率恒定的情况下，同一资产的远期和期货两种合约到期日相同时，该资产的远期和期货价格是非常近似的．

利率期货是交易双方在约定时间按照约定条件买卖一定数量某种信用工具的合约，这种期货交易实际上就是将附有利息的有价证券作为期货合约标的的一种交易方式．由于这些长期或者短期的信用工具和利率的高低是有密切关系的，所以被称之为利率期货合约．

在美国期货市场进行交易的利率期货合约的种类有很多种，根据利率工具借款时间的长短，可以把利率期货分为短期货币期货市场和长期资本期货市场．货币期货市场买卖的是标准化的短期信用工具，主要是短期国库券期货合约、大额定期可转让存单期货合约、欧洲美元期货合约．与货币期货市场相对应的是资本期货市场，在资本期货市场上买卖的主要是标准化的长期付息证券，主要有中期和长期的国库券期货合约以及抵押证券合约．

四、利率期权

利率期权大致可分为两类，即基于短期利率基础上的期权和基于长期利率基础上的期权．短期利率又称为货币市场利率，指期限在1年以下的利率．大部分基于短期利率基础上的期权是以期限短于1年的LIBOR利率为基础的，短期利率期权包括利率上限期权、利率下限期权和领式期权．长期利率则指在某些币种中期限较长的、甚至长达30年的利率，其主要反映于公司及政府债券市场．长期利率期权包括债券期权和互换期权．

利率上限期权合约是一种期权协议，按照这个协议，如果某个协定的利率指标（如3个月的LIBOR利率）在合约存续期内的任何期间利率超过了执行利率，那么期权卖方就同意向期权买方支付这两个利率的差价．事实上，这种协议使得资金借入者得以在利率超过执行利率时将融资成本固定在执行利率上，而当利率低于执行利率时，同时享受到低利率的好处．一个利率上限期权合约实质上是一系列基于某种利率指数基础上的欧式买入期权的总和．

利率下限期权合约是逆向套做的欧式卖出期权，构成该合约的卖出期权被称为附利息下限，其标的物是某项利率指数，比如3个月的LIBOR．每一个利率下限期权合约的持有者有权得到协定的执行利率与某一利率指数之间的差价．利率下限期权合约可以为其持有者消除短期利率下跌的风险．

﻿利率领式合约是由利率上限期权合约与利率下限期权合约组合而成的．它是在买入一个利率上限期权合约的同时卖出一个利率下限期权合约，用出售利率下限期权合约的收益来部分或全部冲销买入利率上限期权合约的成本．对于资金借入者而言，与利率上限期权合约类似，利率领式合约为防止因短期利率上升而可能带来的损失提供了保证，与此同时，利率领式合约把合约持有者因利率下降而可能获得的最大收益限定在下限的水平上．

互换期权是关于利率互换的期权．它给予持有者在未来某个时间，按特定的期限和利率，进行某个利率互换的权利．美式互换期权的持有者有权在互换期权存续期内的任何时间进行确定的利率互换，而欧式互换期权则只能在互换期权的到期日才能执行，还有一类互换期权被称为百慕大互换期权，这类互换期权能在任何息票的支付日执行．

国债期权使持有者有权在到期日（欧式期权）或到期日之前的任何时间（美式期权），以固定价格购入（买入期权）或卖出（卖出期权）特定的债券．与互换期权类似，国债期权是基于长期利率基础上的期权．期权标的债券通常是政府债券．

五、利率互换

互换是两个公司之间私下达成的协议，以按照实现约定的公式在将来交换现金流．它们可以被当作一系列的远期合约的组合．第一份互换合约签订于1981年．从那以后，这个市场迅速成长，现在每年都要签订成千上万亿美元的互换合同．

利率互换是在货币互换业务发展的基础上产生的，是将计息方法不同（一方以固定利率计息，另一方以浮动利率计息）或利率水平不一致的债务进行转换．与货币互换不同之处在于利率互换在同一种货币间进行，并且利率互换一般不进行本金互换．而只是互以不同利率为基础的资本筹集所产生的一连串利息的互换．

在金融市场上，例如甲方同意向另一方乙支付若干年的现金流，这个现金流是名义本金乘以事先约定的固定利率产生的利息．同时，乙方同意在同样期限内向甲方支付相当于同一名义本金按浮动利率产生利息的现金流．这两种利息现金流使用的货币是相同的．

甲和乙进行这样的协议最常见的原因是出于比较优势的考虑．一些公司在固定利率市场具有比较优势，而其他公司则在浮动利率市场具有比较优势．在取得新贷款时，一个公司进入有比较优势的市场具有重要意义．然而，这将使公司想借入浮动利率贷款时，可能只借到固定利率的贷款，或者想借入固定利率贷款时只借到浮动利率贷款．因此就产生了互换．当然一般情况下，互换协议多半是在金融公司的参与下签订的．
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图14-3　甲方与乙方之间的利率互换协议

下面分析利率互换的定价机理．假设ri
 为与到期时间ti
 相对应的折现率．B1
 是某一利率互换中的固定利率债券未来现金流量的现值，Q为互换协议中的名义本金．那么，
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直到下一个支付日后的时间为t1
 ，k′是在时间t1
 将支付的浮动利率利息，则互换中的浮动利率债券的价值为B2
 ：
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则，互换的价值为V：
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随着金融创新的不断深入，使互换技术更为完善和复杂．除原有的货币互换和利率互换外，涉及不同货币、不同利率的互换新方式——交叉货币利率互换出现在欧洲资本市场．这种互换既有不同货币的互换，也有不同利率的互换．其典型代表形式是美元浮动利率与非美元固定利率的互换．交叉货币利率互换的出现，使互换形成了完整的种类．见表14-1．

表14-1　互换种类
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实际上，影响利率互换的价格因素主要有四个：一是市场利率变化，二是长期国库券价格，三是市场对固定利率资金的供求情况，四是互换市场竞争的激烈程度．

第二节　固定收益证券定价的基本原理

资产定价理论最早可以追溯到丹尼尔·伯努利（Daniel Bernoulli）1738年呈交给圣·彼得堡科学院的著名文章．从那以后，资产定价理论一直是经济学研究的一个重要领域，并在20世纪取得了重大的进展．资产定价理论中的最基本的思想是均值一方差优化、均衡分析和无套利定价原理．20世纪50年代，马科维茨提出著名的组合选择理论以后，夏普（Shape, 1964）、林特纳（Lintner, 1966）和莫森（Mossin, 1966）等人几乎同时推出了资本资产定价模型，即任何资产的预期回报率都等于无风险利率加上风险调整收益．这是资产定价理论的一次飞跃性发展．20世纪70年代，资产定价理论出现了又一次飞跃性发展．布莱克（Black, 1976）和斯科尔斯（Scholes, 1976）证明了期权价格满足一个偏微分议程，并且能够从这个偏微分方程中求出普通股票的欧式买入期权价格的确定解．罗斯（Ross, 1976）以统计分析技术为基础提出了套利定价理论，该理论的核心思想是只存在少数几个系统性因素影响证券的长期平均收益，这些系统性因素可以是通货膨胀率、工业增长率、证券市场综合指数、外汇汇率和人口出生率等，并利用套利定价方法给出资产收益的一般表达式．

利率的限期结构理论是债券定价的基础，债券的定价是债券理论研究的核心．决定债券价格的主要因素是未来预期的现金流和贴现利率．资产定价的方法主要有两种：一是一般均衡分析方法，二是无套利均衡分析方法．一般均衡分析方法是建立在许多非常严格的假定基础之上的，而且往往能得出一些很漂亮的结果．但一般均衡分析方法最大的不足之处是它的可操作性差．实际操作中常用的定价机制都是以一般均衡分析方法为基础推演引申而来的．如无套利定价理论和风险中性定价方法都利用了一般均衡状态下资产价格所满足的性质，并假定市场具有内在的稳定地趋近于一般均衡的趋势．因此，实际应该最普遍的是无套利定价方法．风险中性定价方法严格地说，只是一种资产定价理论的技术处理，因为它从本质上坚持了无套利均衡分析方法的基本思想，但这种技术处理极大地简化了资产定价问题．尤其是使衍生证券的定价难度大大地降低了．因此本章将首先分析无套利理论和风险中性定价方法．

一、无套利均衡分析

无套利均衡方法是现代金融理论研究的基本方法，它最早出现在莫迪利安尼和米勒研究企业价值和企业资本结构的MM定理中．相对于一般均衡分析方法而言，无套利均衡分析方法没有一般均衡分析方法的许多严格的假定条件，最基本的假定条件是市场中不存在无风险套利机会．因此，无套利均衡分析方法具有极大的灵活性，操作简便．

套利是指投资者从两个或多个市场的交易中，获取无风险收益的行为．事实上，一般经济行为中的套利是一个很复杂的问题．有很多种套利方式，如空间套利、时间套利、风险套利、税收套利和复合金融工具套利等．现代金融所研究的套利方式主要是金融市场的风险套利和复合金融工具套利．风险套利是指通过风险组合，改变风险统计特性，利用风险的不同定价套利．风险组合就是集中和组合大量的可以在一定程度内相互对冲的单个风险．如果单个风险源能够支付足够的风险补偿费，且这种风险补偿费高于风险组合的管理成本，就可以通过买入单个风险进行风险套利．复合金融工具套利属于金融工程范畴，它是指通过组合或分解现有的金融工具构造出新的金融工具，从中发现套利机会，并利用套利机会获利．金融工程手段的一个最大的特点是它能够利用现代科学技术和数理技术从更深层次去挖掘传统方法无法发现的套利机会，而且还发明了衍生金融工具和创立新的交易手段去挖掘衍生套利机会．如利用新的交易程序，使指数期货和现货之间的套利机会被进一步挖掘出来，这种套利机会与衍生金融工具相伴而来，可以称为衍生套利机会，而传统金融工具之间存在的套利机会可以称为基础套利机会．现代金融学研究的套利机会是指不需要资金的投入，也没有风险的无风险套利机会．这种纯粹理论研究的套利机会可以分成两种．

假设时间是连续的，市场上只有n种交易证券，其n种交易证券的价格p1
 （t），…，pn
 是严格正的，右连续且具有左极限，共同构成一个n维随机向量过程．为了不失一般性，假定第一种资产是无风险资产，无风险利率为rf
 （t）．交易策略定义为W（t）＝（W1
 （t），…，Wn
 （t）），其是一个n维向量过程，各元素表示n种资产在组合中的权重．交易策略的价值为Vt
 （W（t）），其初始价值为V0
 （W（t））＝s（0）T
 W（0），时间t时的价值为Vt
 （W（t））＝s（t）T
 W（t）．

如果对任意的t，0≤t≤T，交易策略W（t）满足关系式：
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则称交易策略W为自融资交易策略．

如果某一个交易策略W使得其初始价值V0
 （W（t））＝s（0）T
 W（0）＝0，并且P｛Vt
 （W（T））≥0｝＝1，P｛Vt
 （W（T））＞0｝＞0成立，则称这种套利机会为第一种套利机会．

如果存在一个交易策略W使得其初始价值V0
 （W（t））＝s（0）T
 W（0）＜0，并且P｛Vt
 （W（T））≥0｝＝1成立，则称这种套利机会为第二种套利机会．

可以证明在连续时间经济中如果存在第二种套利机会，那么一定存在第一种套利机会．这说明，要研究套利机会的存在性只需要研究第一种套利机会的存在性就足够了．

如果时间t时的无风险利率为rf
 （t），对任意的第i证券，下面定义贴现价格过程为：
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那么，自融资交易策略的贴现价值满足类似的上述关系式：
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很明显，这种贴现转换的技术处理，丝毫不影响套利机会的存在性．如果连续时间经济中存在第一种套利机会，那么相应的相对经济中也存在第一种套利机会；反过来，也是如此．因此，连续时间经济中的套利机会的存在性问题转化为相应的贴现经济中的套利机会的存在性问题了．而连续时间的相对经济中不存在第一种套利机会的充要条件是存在等价概率测度Θ，使得自融资交易策略的贴现价值关于这个等价测度Θ是鞅．利用该结论可以了解自融资交易策略的价值和证券价格之间的关系，即存在下面定理．

定理14-1　如果自融资交易策略的相对价值关于等价概率测度Θ是鞅，那么交易证券的相对价格关于这个等价概率测度Θ也是鞅；反过来，如果交易证券的价格关于这个等价概率测度Θ是鞅，而相对的自融资交易策略的价值关于这个等价概率测度Θ只是局部鞅．

从这个定理可以看出，在连续时间经济中，自融资交易策略价值的鞅性质和证券价格的鞅性质不是完全一一对应的，这与离散时间经济中的对应关系是有区别的．由于定理的证明过程过于繁杂，因此这里不给出详细的证明．读者可以参阅本章后面的参考文献．

如果存在交易策略W（t）使得Vt
 （W（t））＝s（t）T
 W（t）＝X（t），则称或有权益X（t）是可以实现的，如果记π（s）＝Vs
 （W（sX（t））），0≤s≤t是或有权益在时间s的价格．容易证明：如果不存在套利机会，这个价格π（s）是唯一的．如果连续时间经济中的每一个或有权益都是可以实现的，则称这个连续时间经济是完全的．因此，可以得出连续时间经济套利机会存在性的基本结论．

定理14-2　连续时间经济是完全的并且不存在套利机会的充要条件是，存在唯一的等价概率测度Θ，使得相对的自融资交易策略的价值关于这个等价的概率测度Θ是鞅．

这里同样不给出详细的证明过程．金融市场中总是存在套利机会的，识别和利用套利机会是投资获利的重要手段．而从理论上来说，无套利均衡方法是现代金融学的基本方法，因此无套利均衡分析是资产定价理论的基础．

二、风险中性定价

风险中性定价理论是现代金融理论中极为重要的定价方法．中性在经济学中是一个很重要的概念，如税收中性表示税收对经济发展既没有促进作用，也没有阻碍作用；中性货币政策是指货币政策对经济的发展既无积极的促进作用，也无消极的阻碍作用．风险中性涉及投资者的风险偏好．在现实的金融市场上，投资者对风险的偏好分成三种情况，即风险厌恶、风险喜好和风险中性．风险偏好对金融市场上资产价格的决定具有决定性的影响．风险厌恶型的投资者对自己所承受的风险要求较高的风险补偿，而风险喜好型的投资者则对自己承受的风险只要求较少的风险补偿．风险中性的投资者则对风险持无所谓的态度，无论承受多大的风险都不要求风险补偿，也就是说风险中性的投资者对所有资产所要求的预期收益率都一样，并且都等于无风险收益率．这与常理是相违背的．所以，这只是一个技术处理，即假设所有的市场参与者都是风险中性的，因此所有的资产的预期收益率都等于无风险收益率．在这个假想的经济环境里，所有资产的市场均衡价格都等于其未来收益的预期价值采用无风险收益率贴现后的价值．事实上，不存在套利机会的市场均衡与风险中性集假设隐含着紧密的联系．

风险中性的资产定价方法的关键步骤是找到风险中性概率测度．风险中性概率的思想是由阿罗（Arrow）最早提出来的．由于在风险中性环境里，所有资产所要求的预期收益率都等于无风险收益率．

假设时间是连续的，市场上只有n种交易证券，其n种交易证券的价格p1
 （t），…，pn
 是严格正的，右连续且具有左极限，共同构成一个n维随机向量过程．为了不失一般性，假定第一个资产是无风险资产，无风险利率为rf
 （t）．交易策略定义为W（t）＝（W1
 （t），…，Wn
 （t）），其是一个n维向量过程，各元素表示n种资产在组合中的权重．交易策略的价值为Vt
 （W（t）），其初始价值为V0
 （W（t））＝s（0）T
 W（0），时间t时的价值为Vt
 （W（t））＝s（t）T
 W（t）．

如果对任意的t，0≤t≤T，交易策略W（t）满足关系式：

[image: alt]


则称交易策略W为自融资交易策略．

如果时间t时的无风险利率为rf
 （t），对任意的第i证券，下面贴现价格过程成立：
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那么，自融资交易策略的贴现价值满足类似的上述关系式：
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为了进一步揭示风险中性概率测度的性质，必须给出鞅概率测度的定义．如果定义在概率空间（Ω，F）上的概率测度Θ与概率测度P是等价概率测度，并且贴现价格过程[image: alt]
 关于等价概率测度Θ是一个鞅过程，则称概率测度Θ是鞅概率测度．

由于在风险中性环境里，所有资产的均衡价格等于未来收益的期望值用无风险收益率贴现后的价值，即对任意的i＝1，2，3，…，n，有下面式子成立：
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其中，Et
 ［Si
 （T）］表示在风险中性概率测度下的数学期望，将上式适当变形可得：
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由式（14-11）可进一步得到：
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式（14-15）标明了贴现价格过程在风险中性概率测度下是鞅，也就是说风险中性概率测度是鞅概率测度，由此得到下面的定理14-3．

定理14-3　风险中性概率测度是鞅概率测度．

利用这个定理，可以直接推出自融资交易策略的相对价值在风险中性概率测度下是鞅．而根据上一节的论述，连续时间的相对经济中不存在套利机会的充要条件是存在某个概率测度Θ，使得自融资交易策略的相对价值关于这个概率测度是鞅．因此由定理14-1，自融资交易策略的相对价值关于风险中性概率测度是鞅，那么交易证券的相对价格关于风险中性概率测度也是鞅．无论投资者的风险偏好是多么千差万别，风险中性概率测度总是存在的，而且可以利用反证法证明风险中性概率测度是唯一的．因此，在假想的风险中性经济环境中，等价鞅概率测度总是存在的，它就是风险中性概率测度，并且贴现价格过程关于风险中性概率测度是鞅．这意味着在风险中性环境里，不存在套利机会．结果，风险中性假设就和精致的无套利均衡分析方法紧密地联系在一起了．

为了如何找到这个风险中性概率测度，需要应用下面的定理，即著名的葛萨洛夫（Girsanov）定理．

定理14-4　假设（B（t），Ft
 ）是概率空间（Ω，F，P）上的布朗运动，｛λt
 （B），t≥0｝对Ft
 循序可测，并且有边界，即｜λt
 （B）｜≤ι，（∀t≥0，B∈Ω），Θ是定义在概率空间（Ω，F，P）上的与概率测度P等价的概率测度，并且雷登-尼克迪姆导数为：
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若[image: alt]
 并且令[image: alt]
 则等价概率测度Θ是（Ω，F∞
 ）上的概率测度，并且[image: alt]
 对Ft
 是（Ω，F∞
 ，Θ）上的布朗运动．

该定理的证明相当复杂，读者可以参考相关随机过程书籍．利用葛萨洛夫定理能够解决实际经济环境的概率测度和风险中性概率测度的关系．假定概率测度P是实际经济环境中的概率测度，B（t）是概率空间（Ω，F，P）上的布朗运动，λt
 （B），t≥0是风险的市场价格，其可以是常数，也可以是变化的．这样，就可以规定雷登-尼克迪姆导数为：
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令[image: alt]
 利用葛萨洛夫定理，则随机过程[image: alt]
 是概率空间（Ω，F，Θ）上的布朗运动，而唯一的等价概率测度Θ则可以由下式决定：
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因此，利用葛萨洛夫定理，从实际经济环境的概率测度P出发，可以找到唯一的等价概率测度Θ，并且由于λt
 （B），t≥0是风险的市场价格，等价概率测度Θ恰好就是风险中性概率测度．下面将严格给出风险中性环境里的资产定价定理．

如果相对回报过程[image: alt]
 关于概率测度Θ是鞅，则称自融资交易策略W是可接受的．对一个或有权益X而言，如果至少存在一个可接受的自融资交易策略W使得：VT
 （W（T））＝X，则称这个或有权益X是可实现的，并称这个交易策略是复制策略．如果金融市场中每一个或有权益都是可以实现的，则称市场是完全的．根据前面的分析，如果或有权益在给定的经济环境中是可以实现的，那么或有权益在相对经济环境中也是可以实现的．因此，如果一个或有权益是可以实现的，那么它可以被一个资产组合完全复制．这意味着，持有这个资产组合和持有这个或有权益是完全等价的．在没有套利机会的条件下，或有权益的无套利均衡价格等于被复制资产组合的价值，即πX
 （t）＝Vt
 （W（t））．因此，就有风险中性资产定价定理．

定理14-5　如果或有权益X的价值是可以实现的，那么或有权益的无套利均衡价格由风险中性定价公式决定（即在风险中性概率测度下的定价）：
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其中，
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由此可以看出，利用风险中性假设，可以大大地简化资产定价问题．这主要是因为，风险中性假设不仅和具有极为优良特性的鞅过程联系起来了，而且还和无套利机会的均衡分析紧密地联系在一起了．这是人类在处理复杂的资产价格行为过程中所体现的巨大智慧．

为了更好地理解风险中性定价，我们可以举一个简单的例子来说明．

案例　假设一种不支付红利证券（no-dividend-paying）目前的市价为100元，我们知道在半年后，该股票价格要么是110元，要么是90元．假设现在的无风险年利率等于10％，现在我们要找出一份6个月期协议价格为105元的该股票欧式看涨期权的价值．

由于欧式期权不会提前执行，其价值取决于半年后证券的市价．若6个月后该股票价格等于110元，则该期权价值为5元；若6个月后该股票价格等于90元，则该期权价值为0．

为了找出该期权的价值，我们假定所有投资者都是风险中性的．在风险中性世界中，我们假定该股票上升的概率为P*
 ，下跌的概率为1－P*
 ．这种概率被称为风险中性概率，它与现实世界中的真实概率是不同的．实际上，风险中性概率已经由股票价格的变动情况和利率所决定：

e-0.1×0.5
 ［110P*
 ＋90（1－P*
 ）］＝100．

P*
 ＝0.7564．

根据风险中性定价原理，我们就可以算出该期权的价值：

f＝e-0.1×0.5
 （5×0.7564＋0×0.2436）＝3.5975．

第三节　固定收益证券定价

一、基本的术语和关系式

在上一章里，主要分析了利率期限结构及其模型．期限结构模型的主要应用范围就是固定收益证券的定价和风险管理，而风险管理必须以正确的资产定价为基础，因此本章该小节首先讨论固定收益证券的定价．为了以后分析的方便，下面给出部分基本的术语和关系式．

记PV（t，T）表示到期日为T的零息债券（或贴现债券）在时间t时的价格，YTM（t，T）表示到期日为T的零息债券（贴现债券）在时间t时的到期收益率，f（t，T）表示远期利率，连续复利条件下的基本关系为：
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二、均衡定价

利用利率期限结构模型给固定收益证券直接进行定价，是固定收益证券的定价方法中较为简单的一种．这种方法的基本特点是：只要确定瞬时利率的动态过程，零息债券的价格和欧式期权的价格都可以根据公式直接计算出来．首先考虑如何利用均衡模型进行定价．

（一）Vasicek模型

瓦西塞克（Vasicek）模型是最早提出的利率期限结构模型，其瞬时动态利率满足下面随机微分方程：
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如果纯贴现债券的价格可以表示成：
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那么，纯贴现债券的到期收益可以表示成：
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其中，
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而到期收益率的波动决定于参数σ，k，即
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式（14-23）表明到期收益率的波动结构是按负指数函数变化的．到期收益率波动的一般水平决定于短期利率的波动水平；同时均值回复参数弱化了到期收益率的波动，即均值回复速度越快，到期收益率的波动减轻程度越大．

（二）CIR模型

CIR模型的利率期限结构是在一般均衡框架下推导出来的，其瞬时短期动态利率满足如下微分方程：
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纯贴现债券的价格可以表示成：
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那么，纯贴现债券的到期收益可以表示成：
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其中，
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三、无套利机会定价

（一）Ho-Lee模型

Ho和Lee首先提出了无套利机会期限结构模型，其瞬时短期动态利率满足如下微分方程：
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其中，σ是常数，趋势系数θ（t）反映了初始远期利率曲线的斜率和短期利率的波动：
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然而，由于趋势系数与短期利率水平没有任何关系，所以现期利率或到期收益率的波动率为σYTM
 （t，T）＝σ，是一个常数．

由于纯贴现债券的到期收益率可以表示为：PV（t，T）＝A（t，T）e-B（t，T）×r（t）
 ，r（t）是时刻t的短期利率，因此，纯贴现债券的到期收益率可以进一步表示为：
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其中，
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从这个定价关系可以看出，由于趋势系数和波动参数不再是常数，使无套利机会模型的定价公式比均衡模型的定价公式复杂得多．因为定价公式中涉及了初始远期利率曲线．

（二）Hull-White模型

Hull和White在1993年提出了另一个无套利机会模型，其利率动态满足如下微分方程：
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其中，α，σ是正常数，漂移参数满足如下关系式：
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到期收益率的波动率由短期利率的波动和漂移回归参数决定，即：
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﻿由于纯贴现债券的价格可以表示成PV（t，T）＝A（t，T）e-B（t，T）×r（t）
 ，r（t）是时刻t的短期利率，因此，纯贴现债券的到期收益率可以进一步表示成：
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其中，
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从这个公式可以看出，利用Hull-White模型给纯贴现债券定价，初始远期利率曲线起着关键性的作用．如果给定初始远期利率曲线和时间t时的短期利率，就可以很容易地计算出纯贴现债券的价格．

（三）HJM模型

HJM模型是Heath、Jarrow和Morton创立的一个远期利率动态模型．如果不存在套利机会，则一定存在等价鞅测度，在这个等价概率测度下，远期利率曲线由如下随机微分方程决定：
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其中，远期利率的波动系数和趋势漂移系数满足如下关系式：
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将远期利率动态方程（14-35）进行积分得到：
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由此可以推出瞬时短期利率为：
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由上述系列式可以得到纯贴现债券价格为：
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由于欧式看涨期权的价格无法推出一个优美合适的定价公式，因此作为一个应用，如果用均衡定价模型——Vasicek模型中提出的波动因素σ（t，T）＝σe-λ（T－t）
 ，σ，λ是正常数——作为HJM模型中的波动参数，那么，
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将σ（t，T）＝σe-λ（T－t）
 和式（14-40）代入到式（14-35）得到：
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针对式（14-41）进行积分得到：
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然后可以得到短期利率为：
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如果将参数λ＝0，对式（14-43）进行化简，短期利率将进一步简化为：
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利用式（14-44）可以得到纯贴现债券的价格：
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只要求出随机积分就可以计算纯贴现债券的价格，而随机积分可以通过瞬时短期利率间接地表示出来：
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那么，纯贴现债券的价格可以进一步表示成：
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由于，
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所以纯贴现债券的价格可以简化成：
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通过式（14-48），只要给定适当的参数就可以计算出纯贴现债券的价格，但在一般情况下，［r（t）－f（0，t）］仍然是一个随机变量，并且随机积分[image: alt]
 是一个正态分布的随机变量，均值为0，方差为[image: alt]


第四节　固定收益证券衍生品定价

固定收益证券衍生产品常用的定价方法可以分成两大类：其一是偏微分方程定价方法（即PDE定价方法）和鞅定价方法．

一、PDE定价方法

PDE法是根据不同的利率期限结模型，以及不同的固定收益证券衍生产品与短期利率的关系，确定固定收益证券衍生产品的价格与短期利率之间的函数关系，再利用伊藤引理确定其满足PDE，再根据各自的边界条件，可解出衍生产品的价格．在无套利风险条件下，衍生产品价格所满足的PDE中漂移系数和波动系数之间通过风险的市场价格相联系．

为了分析方便，这里只分析一种简单的情形，即单因子模型．假设短期利率仍为r（t），其满足如下随机微分方程：
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其中，μ（t）和σ（t）都是r（t）和t的函数．衍生品的价格用字母C来标示，则C是t、r（t）和期限T的函数．在无套利的条件下，C满足下面的PDF：
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其中，λ是风险的市场价格，它与衍生品的到期日T无关，仅仅是t、r（t）的函数而已．债券一般不作为固定收益证券衍生产品，但它的价格PV（t，T）同样满足上面的PDE，边界条件是PV（T，T）＝1（假设面值为1元的债券），对于零息债券的欧式期权，设执行价格为K，基础债券的期为T，而期权的期限为Tc
 ，则显然边界条件是：
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类似地对于欧式看跌期权可知，边界条件是：
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显然在式（14-51）、式（14-52）中要求T＞Tc
 ，对于其他的固定衍生品，很容易得到相应的边界条件．

综上所述，用PDE方法来对固定收益证券衍生品进行定价，可以把利率期限结构模型和衍生品与短期利率的关系结合起来．

二、鞅定价模型

在连续时间下，假设V（t）为某一衍生品在t时刻的价格，N（t）为某一随机贴现因子，该衍生品的相对价格为：
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用Ft
 表示t时刻的信息集，则，

V*
 （t）＝E（V*
 （t）｜Ft
 ）．

（一）鞅定价的关键是确定等价概率测度

鞅定价方法的关键在于确定等价概率测度Θ，或者说确定Θ与客观概率P之间的关系．利用葛萨洛夫定理，下面来研究这一问题．

假设无风险利率rf
 （t）满足下面的随机微分方程：
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其中，W（t）是客观概率空间（Ω，F，P）上的布朗运动．

根据葛萨洛夫定理，存在雷登-尼可迪姆导数：
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使得：dΘ＝ρ（λt
 （W），t）dP成立．

若[image: alt]
 并且令[image: alt]
 则等价概率测度Θ是（Ω，F∞
 ）上的概率测度，并且[image: alt]
 对Ft
 是（Ω，F∞
 ，Θ）上的布朗运动．这样就可以得到在Θ下的rf
 （t）满足的随机方程：
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（二）特殊随机贴现因子下的鞅定价问题

以下首先讨论N（t）的一种特殊选法下鞅定价问题，即选择N（t）为货币市场账户[image: alt]
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 如果从某一时刻t开始，则积分下限变为t．此时到期期限为T的零息债券的价格为：
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将V（T）＝1（假设面值为1元的零息债券），[image: alt]
 代入（14-56）得到：
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仅当[image: alt]
 服从某种类型的概率分布时，才很容易得到（14-57）的解析公式．然而，对于其他衍生品，显然有：
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由此可以看出，应用鞅方法定价，应首先取N（T）及合适的利率期限结构模型，包括确定利率风险的市场价格λt
 ，再由V（t）的表达式计算积分．需要指出的是，积分的计算可能借助于数值方法，因为许多类型的积分是无法用初等函数表示的．关于数值方法，可以参考前面几章所介绍的二叉树、博弈论及资产组合复制的思路与方法．

第五节　有关债券的其他几种定价公式

一、利率上限与利率互换定价公式

假设ti
 （i＝1，2，3，…，n）是一个利率上限的支付日，rL
 是相应的市场基准利率，rC
 是利率上限，则利率上限的收益为max（rL
 －rC
 ，0），边界条件是C｜t＝ti

 ＝max（rL
 （ti
 ）－rC
 ，0），这相当于n个PDE方程，方程形式一样，但边界条件不一，求出n个期权的价格，并相加即得到利率上限的价格．

﻿对于利率下限rf
 ，利率下限的收益为max（rf
 －rL
 ，0），边界条件相应地变为C｜t＝ti

 ＝max（rf
 －r（ti
 ）L
 ，0）．

所以，利率的上（下）限是以即期利率为目标资产的一系列欧式看涨（看跌）期权之和．以此为基础，可以对互换进行定价．因为互换可以视为一系列利率目标资产的远期合约之和，而单个远期合约可以看成一个欧式看涨期权减去一个欧式看跌期权，所以互换可以看成执行（协定）利率相同的，一个利率上限与一个利率下限之差，互换的价格也是二者之差．

对于利率的上下限（collar）的价格的分析是相似的，它可以分解成不同协定利率的上限和下限的差．更高级的衍生产品，如互换期权、利率上（下）限期权价格分析从原理上类似，只是形式可能更加复杂．所以在衍生产品的定价中欧式期权是最基本的．

二、附息债券期权的定价公式

如果基础资产是息票债券，可以将它的期权分成一些贴现债券期权的组合，这些期权有着不同的协议价格．假设Ti
 （i＝1，2，3，…，n）是息票债券的付息日，Tn
 为该债券的到期期限，Fi
 （i＝1，2，3，…，n）是相应的现金流值．将该息票债券视为n个零息债券的和，则在某一期限结构模型的假设下，这些贴现债券的价格作为ri
 ，t，Ti
 的函数有着相同的表达式PV（t，Ti
 ），区别仅在于Ti
 不同．

设附息债券期权的执行价格为K，则期权的到期支付为：
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由于PV（t，Ti
 ）的函数形式相同，很容易通过数值计算求出一个近似值r*
 ，使得当r＝r*
 时，期权到期时的债券价格正好是K，即
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将式（14-60）代入到式（14-59）得到：
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注意到，PV（r*
 ，Tn
 ，Ti
 ）是常数，所以，上面的支付值正好是n个零息债券的期权的加权和．这些零息债券期权有着相同的到期日Tn
 ，执行价格分别为PV（r*
 ，Tn
 ，Ti
 ）．

三、贴现债券期权的定价公式

以下给出几个模型下的贴现债券欧式期权的定价公式．这里仅对欧式买入期权定价，欧式卖出期权可以用期权平价公式来解决．因为大多数固定收益证券衍生产品可以分解成若干个欧式期权的和，所以欧式期权的定价是最基本的．

（一）瓦西赛克模型下的纯贴现债券的欧式买入期权的价格公式

杰姆希迪安（Jamshidian）利用瓦西赛克期限结构模型，推导出纯贴现债券的欧式买入期权的价格为：
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其中，Ts
 是欧式期权的到期时间，T债券的到期期限，N（d1
 ）和N（d2
 ）是累积标准正态分布，
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（二）Ho-Lee模型限结构模型下的纯贴现债券的欧式买入期权的价格公式

Ho-Lee模型定价对到期期限为T的纯贴现债券上的到期时间为S的欧式买入期权和卖出期权的价格分别为：
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其中，
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（三）Hull-White模型下的纯贴现债券的欧式买入期权的价格公式

在Hull-White模型下，到期期限为T的纯贴现债券，其到期时间为Ts
 的欧式买入期权和卖出期权的价格分别为：
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其中，
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第六节　资产价格的随机模拟法

蒙特卡洛模拟法亦称随机模拟法（random simulation），是一种应用非常广泛的方法．蒙特卡洛模拟法的本质是估计随机变量的期望值，因此，必须将衍生产品定价问题转化为求期望值的问题．蒙特卡洛模拟法就是通过模拟程序，得出这种数学期望值来给衍生产品定价的．

一、模型

假定衍生品的价值由单一状态变量短期利率rt
 决定，短期利率rt
 在等价鞅测度[image: alt]
 下服从如下随机过程：
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在时间T支付现金流的衍生证券是以基础资产价格St
 为自变量的函数φ，该衍生证券在时间0时的价值为：
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其中，[image: alt]
 是衍生证券在时间0时概率测度[image: alt]
 下的期望值．

二、计算步骤

计算v0
 的近似值步骤如下：

第一，将衍生证券的有效期限［0，T］分成N个时间间隔，令[image: alt]


第二，计算M个样本路径值[image: alt]
 令短期利率在时间0时的值为[image: alt]
 在每一个时点上，r[image: alt]
 的下一个都是可能通过利率过程的离散化得到：

[image: alt]


其中εt＋∆t
 ，t＝k∆t（k＝0，1，…，N－1）是标准正态分布序列．

第三，计算时间T时的短期利率值[image: alt]


第四，计算[image: alt]
 并且，利用短期利率贴现成时间0时的价值，即计算：

[image: alt]


第五，求衍生证券的M个时间0时的价值平均值，可得到所需要的蒙特卡洛估计值，
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概括起来，蒙特卡洛模拟方法的上述操作步骤是三步，其一是模拟衍生证券的状态变量的样本路径，其二是将每个模拟出来的样本路径计算衍生证券现金流的贴现值，其三是求样本路径的所有贴现值的平均值．

三、随机样本的产生和非正态分布的模拟

上述样本路径模拟中，非常重要的是如何产生随机样本εt＋∆t
 ．下面讨论随机样本的产生过程和非正态分布的模拟．

（一）随机样本的产生过程

通常随机样本的产生过程包括两个步骤．第一，产生［0，1］上的均匀分布，从这一均匀分布产生一个伪随机变量x，第二，通过对累积概率密度函数求逆，把伪随机数x转换为期望的分布．对于正态分布，其概率密度N（y）在0到1之间．因此要产生正态随机变量，只需要计算y使其满足x＝N（y）或者y＝N-1
 （x）即可．

（二）非正态分布模拟

在实际金融市场中，状态变量所服从的概率分布很少与已知的分布完全符合．这时可以通过实际的样本矩定义一个体现样本矩的概率密度函数，并用它产生随机的数据序列．实际中通常仅考虑前四阶样本矩（均值、标准差、偏度和峰度）．

Tuckey等人给出了一种有效的方法．Tuckey定义了一个随机变量，该变量依赖于一个给定的参数λ和在0—1之间的随机数p．该随机变量由下述λ函数给出：
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λ函数可以与一个均匀随机数发生器结合起来，就可以模拟几乎任何分布的数据序列．同时，还可以定义广义的λ函数，使其与均匀分布结合，模拟任何分布的数据序列．

（三）蒙特卡洛模拟法的改进

在传统蒙特卡洛模拟中，由于伪随机数x是根据确定性规则产生的，存在着周期现象．随机数序列在模拟空间中的不均匀分布导致的随机群聚效应浪费了大量的观测值．由于蒙特卡洛模拟估计值的标准差为[image: alt]
 因此为了取得理想的模拟效果，降低误差项、提高精度，只有通过增加随机数的模拟数量，这就大大增加了计算的工作量，降低了收敛速度．为此，人们提出了许多改进技术，如对偶变量技术、控制变量技术、矩匹配技术、分层抽样技术、重要性抽样技术、条件蒙特卡洛模拟等．其中，最简单并且常用的方法是对偶变量技术和控制变量技术．这些方法虽然在一定程度上减少了模拟误差，但也只是减少了误差项的系数项，并没有改变[image: alt]
 的误差收敛率．因此，有学者提出了预先选择的低偏差序列代替独立的随机序列进行模拟，这就是Quasi-Monte Carlo模拟方法．另外，Sakura全球资本公司引入情景蒙特卡洛模拟改进传统的蒙特卡洛模拟，他们首先进行主成分分析，在此基础上采用多项式分布将市场因子服从的多元正态分布离散化，生成有限数目的具有不同概率的情景，极大地简化了计算．

小结

本章介绍了固定收益证券的概念及分类，同时分析了固定收益证券及其衍生品定价．在固定收益证券定价原理中，简单介绍了无套利均衡定价和风险中性定价．在衍生品定价中，介绍了PDE定价和鞅定价．本章还介绍了几种固定收益证券衍生品定价公式和随机模拟法．

练习与思考

1．请举例说明固定收益证券的概念和分类．

2．固定收益证券衍生品有哪些类型？

3．请阐述无套利均衡定价与风险中性定价有哪些异同点？

4．请说明固定收益证券定价的鞅思想．

5．随机模拟方法如何在定价中应用？
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第十五章　固定收益证券风险管理

学习目的

1．明确固定收益证券的风险类型；

2．掌握固定收益证券的风险度量方法；

3．掌握风险对冲的概念；

4．了解固定收益证券风险管理的思路与方法．

知识要求

1．金融资产定价的基础知识；

2．良好的数理背景．





投资者购买固定收益证券开始到售出为止，其获得的收益由以下两部分组成：①证券最后出售时的市场价值；②持有期间收到的现金流和对现金流再投资所获得的收入．市场上存在多种环境因素对上述两部分收益产生影响．如果能够通过衡量这些市场因素对证券特征的影响程度来定义各种证券的风险，那么固定收益证券的风险管理工作就会变得容易一些．

第一节　风险类型

固定收益证券的投资者可能面临市场风险或利率风险、再投资风险、信用风险或违约风险、通货膨胀风险或购买力风险、流动性风险、汇率风险或货币风险、时间风险或提前赎回风险等．下面将简单阐述对投资者收益影响程度较大的几种风险．

一、利率（价格）风险

1962年，麦克齐（B. G. Malkiel）提出了债券定价的五个原理，描述了债券的价格与债券的收益率成反比例关系：当债券价格上升时，债券的收益率下降；反之，当债券价格下降时，债券的收益率上升．这表明典型的固定收益证券价格与利率的反向变动关系．

对于打算持有固定收益证券到期的投资者来说，不必关心到期之前证券的价格变化，但对于到期日之前可能不得不出售固定收益证券的投资者来说，利率上升意味着资本利得的损失．这种风险被称为利率风险（interest-rate risk）或市场风险（marked risk），这是迄今为止投资者在固定收益证券市场面对的最主要的风险．

为了控制利率风险，有必要对其进行量化分析．衡量利率风险最普遍使用的尺度是久期（duration）和凸性（convexity）．关于久期和凸性的具体内容和计量方法将在后面进行详细解释．

二、收益再投资风险

从证券投资中收到的现金流通常（或假定）被用来再投资．从再投资中获得的收入被称为利息的利息．额外收入的多少依赖于再投资时的利率水平和再投资策略．按照既定策略做再投资时，由市场利率变动导致收益波动的风险叫做再投资风险（reinvestment risk）．再投资风险是期中现金流再投资时利率下降的风险．债券的两个特征决定了再投资风险的程度．第一，给定到期收益率和息票利率，债券期限越长，要实现购买时的到期收益率，债券的总货币收益中利息再投资收入的权重就越大，再投资风险也越大．第二，在给定期限和到期收益率下，息票利率越高，为实际买入债券时的到期收益率，债券的总货币收益越多地依赖于息票利息的再投资收益．

需要强调的是，利率风险和再投资风险正好是相反的．即当利率上升时，存在利率风险，这时固定收益证券价格下降．相反，当利率下降时，存在再投资风险．

随着持有期的增加，价格风险减少而再投资风险增加．如果持有到期，则投资者面临的风险只有再投资风险，没有价格风险．如图15-1所示，价格风险是持有期的减函数，再投资风险是持有期的增函数．由于价格风险和再投资风险具有相互抵消的特性，于是存在一个适当的持有期，使得在该持有期下投资者的利率风险为零，这里将它称为持续期（duration）．因此，持续期配比策略就是持有期等于持续期的投资策略．

[image: alt]


图15-1　利率风险和再投资风险随持有期变化

三、信用风险

信用风险（credit risk）或违约风险（default risk）是指固定收益证券的发行人可能违约的风险，也就是发行人不能及时偿还证券本金和利息．信用风险通过专业评级公司对证券质量的评级来衡量．

﻿信用风险使大多数债券只能比国家政府债券低的价格或更高的收益率出售．政府债券被视为无风险证券．除了最低信用等级证券以外，投资者通常更关注的是已识别的信用风险的变化，以及在既定信用风险水平下的投资成本，而不是实际发生的违给事件．之所以会如此，是因为即使发行公司实际违约的可能性很低，但已识别信用风险的任何一个微小变化或者市场风险溢价的任一变化，都会立即改变债券价格．

四、通货膨胀风险

通货膨胀风险（inflation risk）或购买力风险（purchasing risk）起因于通货膨胀下固定收益证券收到的现金流按照购买力衡量的价值变化．例如，如果投资者购买了一个能实现息票利率7％的5年期债券，而通货膨胀率是8％，在这种情况下，现金流的购买力就降低了．除了通胀调整证券、可调整利率或浮动利率债券以外，其他证券都使投资者暴露在通货膨胀风险下，因为发行人许诺的利率在债券存续期内是固定的．由于浮动利率债券的利率反映了预期通货膨胀率，这类债券的通货膨胀风险较低些．

本章节重点分析利率风险对投资者的收益影响，对其他风险不做深入分析，读者可以参阅其他书籍．

第二节　离散情形的利率风险度量

利率风险是指金融机构业绩中由于利率波动而引起的资金的变化．利率风险产生于资产负债重新定价时的错误匹配、期限的影响及其他相关因素．理解、认识和控制利率风险是固定收益证券管理中一个关键的内容．过去的十几年中多变的利率环境，伴随着日益多样和复杂化的固定收益证券衍生产品的出现，提高了对利率风险进行细致和动态评估的重要性．

大多数储蓄机构协会和许多银行、寿险公司的盈利都存在利率风险暴露，因为这些公司负债的到期日比资产短，重新定价比资产快．如果利率上升，公司资金成本比资产收益率上升快，因此会降低净利息收入．

面对纷繁复杂的利率波动，金融机构以及投资者们需要一些方法来评估固定收益证券的利率风险，度量价格的敏感性．投资者对于未来利率的发展可能有某种特定的看法，他需要知道如何选择该种情况下表现最佳的证券，其次投资者可以用它来衡量债券价格的波动程度，而且还可以把它应用到利率风险的管理方面．

在20世纪90年代以前，衡量利率风险的主要工具是债券的到期期限和平均到期期限．由于出现了更多并更为复杂的固定收益证券衍生产品，使债券的到期期限在利率风险的度量中的重要性日益下降，甚至到期期限在利率风险中的衡量中几乎不起作用．而新的衡量利率风险的主要工具是久期和凸性．

一、单为基点价格测度风险

衡量债券价格对利率变化敏感性的一种方法是单位基点价格（price value of basis point, PVBP）．例如在美国，这种方法称01美元价格（dollar value of an 01, D01），是指收益率变化1个基点时债券价格的变化．最具代表性的是，单位基点价格被表示成价格的绝对变化．因此，单位基点价格越大，债券价格波动性越大．当收益率变化很小时价格变化几乎是对称的．在实际应用中，通常使用收益率上升和下降1个基点引起的价格变化的平均值．

二、久期

F. R. 麦考莱1938年在NBER的一篇研究报告中提出要通过衡量债券的平均到期期限来研究债券的期限结构，从而首先创造了其后得到广泛应用的概念——麦考莱久期．

该久期假设：收益率曲线是平坦的，用于所有未来现金流的贴现率是固定的．久期定义如下：
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其中，D表示债券的久期，Ct
 表示t时期的现金流，R表示到期收益率，P表示债券的现价，N表示到期前的时期数目．

式（15-1）给出了计算麦考莱久期的方法，它表明时间的权重是每期收到的现金流的现值．不过麦考莱久期的一个重要假设严重限制了本身作为风险衡量尺度的有用性．该公式假设随着利率的变动，债券现金流不受影响，然而，这一假设对于浮动利率工具．如可赎回（或可卖出）的债券或对于有提前偿付风险的抵押支付证券而言都无效．

修正久期等于麦考莱久期除以1加上到期收益率，在实际计算中负号常常被省略，即修正久期为：
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修正久期表示了与债券到期收益率变动相关的价格变动的百分比．

弗兰克·法波齐描述了另一种度量久期的方法，它是从修正久期的含义发展而来的，即有效久期（effective duration）．有效久期是度量不同利率水平下债券价格敏感性的方法．在收益率发生很小变动时，它是修正久期的近似值．其计算公式为：
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其中，P-
 表示利率下降x个基本点时的债券价格，P+
 表示利率上升x个基本点时的债券价格，R+
 表示初始收益率加上x个基本点，R-
 表示初始收益率减去x个基本点，P0
 表示债券的初始价格．

由于久期与息票利率、债券的到期时间、债券的到期收益率等因素有直接关系，因此久期具有如下性质：

第一，债券的到期时间和到期收益率不变时，债券的久期随着息票利率的下降而延长．这是因为债券的久期与利息支付额呈现反方向变化，即息票利率上升久期下降．

第二，当债券的息票利率和到期收益率不变时，债券的久期随着债券的到期时间增长而增长．不过，久期的增长不是无限的，增长到一定程度后将保持稳定．但是当到期收益率水平很高时，久期可能随着到期时间的增长而下降．

第三，在息票利率和到期时间保持不变时，债券的久期随着到期收益率的下降而延长．因为到期收益率下降，意味着久期公式中的贴现因子变小，久期公式中的分母变大，同时分子变得更大，所以久期增长了．

﻿第四，当息票债券的到期期限增加，它的行为越来越类似于永续债券．它未来所将支付的面值也越来越不重要，其久期却是有限的，并且近似等于[image: alt]


第五，债券的久期与债券的价格变化的百分比成正比，而与到期收益率的变化成反比．

三、关键利率久期的简单计算

久期在很大程度上依赖于收益率曲线近似平行移动这一不切实际的假设，而当收益率曲线发生陡峭或是扭转变化时，久期失去它的有效性．Ho在1992年提出建立多重因子的模型克服这方面的问题．

关键利率久期的方法并不是一种真正的期限结构模型，它并没有完整设定利率在实践上的演变过程．换言之，它并不是一种定价模型．这种方法的目的，是在任何特定的定价模型中，根据几个关键的利率来计算久期限．关键利率的久期是以最初的利率期限结构作为起点的，并没有假设水平状的利率期限结构．但是可以证明关键利率久期限的总和与投资组合的修正久期相等．

Ho假定关键利率对其他利率的影响是一种线性下降的关系．例如，假定选择的关键利率为2年、10年和30年，10年期利率上升10bp，那么，11年期利率上升9.5bp，以此类推，第30年期利率不受影响；同时，3年期的利率也会上升1.25bp，而2年期关键利率不受影响，如图15-2所示．
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图15-2　关键利率久期

四、凸性

即使是有效久期本身，也不能完全描述债券价格对利率变动的敏感性，必须有另外的风险衡量方法，对价格表现进行更为完整的描述，这称为凸性．凸性描述的是斜率变化的速度，凸性的重要性来源于收益率增加或减少对现值的影响的不对称性．

当利率持续下降导致债券久期的不断增长时，与（正常的）投资期限之间存在的缺口逐渐扩大．开始的时候，缺口为零可以忽视，并且再投资／清算的利率对收益率的影响不是很大，当利率继续减少时，缺口逐渐扩大，再投资／清算利率开始对收益率产生影响，利率越低，缺口越大，未来利率变化对债券收益率的影响也越大，这时凸性对于投资者来说是一个很重要的参数．

对于给定的利率变动，凸性可被视为债券实际变动和久期预计数据之间的差额．债券价格对收益率的一阶导数可以为负，却可以存在正的二阶导数．也就是说，这一曲线的形态就是债券的凸性．曲线弯曲度越大，凸性越大．切线与用久期预测的价格的变动相对应．当债券的收益率上升或下降时，债券价格实际变动（曲线）和久期预期的价格变动（切线）之间会有偏差．曲线越弯曲，价格差别越大．类似地，收益率变化越大，凸性就越重要．久期可以在利率变化无限小时，精确地衡量价格的变动；但当利率发生大的变化时，凸性的重要性加大了．

对债券凸性的度量有三方面的性质：①单期利息支付债券具有零凸性．②多期利息支付债券具有正凸性．③债券的久期对收益率变化越敏感，它的凸性越大．

假设一种债券具有收盘价P，将在未来有n次利息（资本）支付，第i次支付的总值为Fi
 ，发生在交割的xi
 个期限之后．债券的收益率Rm
 、久期D如前所给出．则债券的凸性可以表示为：
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式（15-4）显示了债券凸性是对未来支付所剩余时间和债券久期之差的平方的加权平均，这里的权重是未来支付现金流的现值．凸性的定义式看上去似乎比较繁琐，但仔细分析后发现凸性和久期有着密切的单一的关系：久期是相对债券的未来支付的平均时间，而凸性是围绕在平均时间的分散或扩张．久期和凸性的概念分别类似于统计学里的均值和方差．

债券的凸性具有如下性质：第一，其他条件不变时，到期收益率越高，凸性越小；第二，其他条件不变时，利率越低，凸性越大；第三，凸性是实际价格与久期预测价格的差异，考虑凸性的效果将提高预测精度．

第三节　连续情形的利率风险度量

假设短期利率rt
 遵循的随机过程drt
 ＝a（rt
 ，t）dt＋b（rt
 ，t）dzt
 ．而对于一个价格为B（rt
 ，t）的资产，由伊藤定理可以得到该资产的久期：
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（15-5）表明资产的不确定的收益率等于它的久期乘以短期利率的不确定的变化，即

b（rt
 ，t）×D（rt
 ，t）dzt
 ．

凸性的定义为：
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时间价值为：
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另外，凸性可以被看做久期对利率变化的敏感度的很好度量：
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久期、凸性以及时间的价值经常被用来作为观测的变量，例如建立一个投资组合，它可以在特定的未来的期限结构的期望下提供一个较高的期望值．

第四节　现金流套期保值的矩方法

在利率期限结构受到线性冲击条件下，可以证明，无论这种冲击是使利率结构平行移动，还是使利率期限结构倍数增减，或是利率期限结构同时受到倍数增减和平行移动冲击，都可以采用久期凸性套期保值法，来达到对利率风险免疫的目的．

一、简单例子

例如，假设保值资产A价值为PA
 ，持有量为HA
 ，保值工具为资产B，价值为PB
 ，持有量为HB
 ，一阶套期保值条件为：
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加入自融资条件约束后，需要二种套期保值工具，设分别为B1
 ，B2
 ，则有：

（1）HA
 ×DA
 ×PA
 ＋HB1

 ×DB1

 ×PB1

 ＋HB2

 ×DB2

 ×PB2

 ＝0，

（2）HA
 ×PA
 ＋HB1

 ×PB1

 ＋HB2

 ×PB2

 ＝0．

二阶套期保值条件为：

（1）HA
 ×DA
 ×PA
 ＋HB1

 ×DB1

 ×PB1

 ＋HB2

 ×DB2

 ×PB2

 ＝0，

（2）HA
 ×CA
 ×PA
 ＋HB1

 ×CB1

 ×PB1

 ＋HB2

 ×CB2

 ×PB2

 ＝0．

加入自融资约束条件后，需要三种套期保值工具，设分别为B1
 ，B2
 ，B3
 ，则有：

（1）HA
 ×DA
 ×PA
 ＋HB1

 ×DB1

 ×PB1

 ＋HB2

 ×DB2

 ×PB2

 ＋HB3

 ×DB3

 ×PB3

 ＝0，

（2）HA
 ×CA
 ×PA
 ＋HB1

 ×CB1

 ×PB1

 ＋HB2

 ×CB2

 ×PB2

 ＋HB3

 ×CB3

 ×PB3

 ＝0，

（3）HA
 ×PA
 ＋HB1

 ×PB1

 ＋HB2

 ×PB2

 ＋HB3

 ×PB3

 ＝0．

解上述方程（方程组），即可求出当期保值资产相应的持有量．在下一个调整日期，当债券久期、凸性发生变化时，只需要用同样办法计算出各保值资产相应的持有量并对目前持有资产加以调整．

二、矩套期保值法

下面介绍现金流过程矩套期保值法．现金流过程是指一系列未来日期上指定支付的利息或本金的序列．现金流过程可以是来自一个特殊债券的利息和本金的支付，也可以是一个投资组合中来自于不同债券的现金流之和．

假设一个现金流过程包括n次未来支付，第i次支付的总额为Fi
 ，发生在未来的yi
 年期．因而现金流过程为如表15-1所示的支付序列：

表15-1　现金流支付序列
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现金流过程矩（moment）是现金流过程的一个特性，其k阶矩定义为：
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其中，V表示某资产的价值．

例如，如果现金流是付息债券的利息支付，那么V就是该债券的市场价格．上式表明了k阶矩是相对于未来支付的时间（高到k次方）的加权平均，这里的权重也是相应支付的现值．现金流过程的0阶矩等于它的久期．现金流过程矩可以被解释为现金流过程的久期的度量方法．可以证明出，任意一个现金流过程k阶矩的k次方根，可以被看成现金流过程的一种有效的久期．

一个与现值相等的债券投资组合将完全免疫债务现金流过程，投资组合现金流过程矩与其债务过程矩吻合的阶数越高，免疫的精度越高．

依赖于可购买的一系列债券，投资者可以建立对债务现金流过程的前k－1阶矩吻合，因而达到k阶免疫的债券投资组合，并且每一个随后投资组合的矩和相应的债务现金流过程矩相吻合都可以提高免疫，也就是说减少风险．极而言之，如果和债务现金流过程的每一阶矩都吻合，则这个投资组合就达到了彻底免疫．

现金流过程的一个特性对于建立免疫的投资组合是很重要的，即现金流过程k阶矩是投资组合中每个债券k阶矩的加权平均．

由于投资组合现金流过程的k阶矩可以通过它所包含的债券的k阶矩加权平均得到．这里的权重是每个债券对投资组合的贡献率．所以，假设投资组合中包含M种债券，这里Wk，i
 为第i种债券的k阶矩，第i种债券权重为ai
 ，则在投资组合中a1
 ＋a2
 ＋…＋aM
 ＝1，投资组合的k阶矩可以表示为：
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因此，投资组合现金流过程矩是投资组合中不同债券相应矩的简单的线性组合．可以利用式（15-10）建立一个任意阶免疫的投资组合．

三、矩模型

假设要实现对一个债务现金流过程的免疫，使其与投资组合现金流过程的前三阶矩相吻合．为了解决这个问题可以通过线性组合，分配债券在投资组合中的比重，使其具有最大的收益率，同时满足其前三阶矩等于债务过程的前三阶矩．

首先给出，对给定持续期的债券投资组合收益率的一个可替换的表示方法．假设投资组合包含有M种不同的债券，设Ri
 为第i种债券的收益率；Qi
 为第i种债券的总值；Vi
 为第i种债券的基点值；Pi
 为第i种债券的价格；Di
 为第i种债券的持续期．根据持续期的定义，有：
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同理，债券投资组合持续期定义式为：
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经过多步计算得到，对于一个给定持续期的债券投资组合收益率可以被表示为每个债券收益率和相对债券持续期的加权平均：
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四、矩模型的应用

根据上述的证明，假设从一系列M个债券中，建立一个有效的k阶免疫投资组合，这里第i个债券的收益率为Ri
 ，第i个债券的k阶矩为Wk.i
 ．第i种债券权重为ai
 ，则在投资组合中a1
 ＋a2
 ＋…＋aM
 ＝1．

投资者进行债券投资时面临的问题是：建立一个有效的k阶免疫投资组合对给定的特定矩[image: alt]
 （需要满足的债务过程的k阶矩），如何选择权重ai
 使得在a1
 ＋a2
 ＋…＋aM
 ＝1的条件下，投资组合的收益率最大．根据得到的结论，投资组合k阶矩可以表示为[image: alt]
 对于给定持续期的投资组合的收益率可以表示为：
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建立线性规划模型：
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式（15-16）是线性规划问题，在线性等式和不等式限制条件下，选择权重，使目标函数最大．若投资者持有含有N种不同债券的投资组合，他就可以利用上述模型求得投资组合的不同债券所占的比例，从而实现对债务过程的免疫．

第五节　利率风险结构分析

目前在市场上对投资组合利率风险的衡量最基本的指标是综合久期（不同资产的权重与自身久期相乘并加总求和即得到组合久期）和综合凸性（不同资产的权重与自身凸性相乘并加总求和即得到组合凸性），但由于综合久期和综合凸性仅是对债券投资组合总体的描述，在实际应用中，投资者无法利用两个指标来测度收益率曲线非平行风险下的风险分布状况，投资机构更需要对投资组合内部的风险分布有更深入的了解．因此，建议可以采用关键年期久期和长短久期这两个指标来衡量投资组合的内部的利率风险分布结构情况．

一、关键年期久期

所谓关键年期久期是指债券投资组合在收益率曲线上仅有某一年期的利率发生变化的情况下，债券组合价格的敏感性．其方法如图15-3所示．对于关键年期久期的计算，其与久期不同之处仅在于价格的改变是仅由某一年期利率所引起的．关键年期久期可以精确地说明每一个年期利率发生变动后对债券价格的影响程度；比较一个投资组合内部利率风险对各个成分债券的影响程度；分析具有相同投资组合久期的两个投资组合的利率风险分布情况．
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图15-3　关键年久期示意图

二、长短久期

所谓长（短）久期是指债券投资组合在收益率曲线上仅有长（短）年期利率变化的情况下，债券组合价格的敏感性．市场收益率曲线不是平行等量移动，设定短（长）年期利率改变、长（短）年期利率保持不变，计算价格敏感性，是为短（长）久期．其方法如图15-4所示．

对长短期的分类，是以7年为界限的．以短久期为例，对短久期的计算，假设其仅有短年期利率变化，其采用类似于久期的计算公式．长短久期可以更精确地衡量在仅有长年期或短年期利率发生变动的情况下，收益率改变对价格变化的敏感性．长（短）久期数值越大，代表对长（短）年期利率变化的敏感性越高，利率风险也越高．

三、风险对冲案例分析

（一）构建凸性对冲债券组合的一般方法

在构造凸性对冲债券组合之前，首先给出以下假设条件：

第一，债券是普通债券，即不含选择权，不考虑可赎回债券或可转债．

[image: alt]


图15-4　长（短）久期示意图

第二，收益率曲线是平行移动的，即当收益率发生变动时，短期、中期和长期收益率是按同一幅度上升或下降．（该假设很重要，如果该假设不成立，那么凸性对冲就不是无风险套利）．

第三，投资者可以持有某种资产组合的空头．如果投资者手中没有债券的情况下，可以从券商借来某种债券或者多种债券的组合在市场上出售，在未来的某段时期再从市场上买回相应债券还给券商．

第四，不存在交易成本．

第五，不考虑违约风险．如果仅仅考虑国债的凸性对冲，那么可以认为不存在违约风险．

现构建如下的投资策略：建立一个投资组合A，使其与另外一个组合B具有相同的修正久期和收益率，且A的凸度比B的凸度大．投资者可以持有A的多头（即买进组合A）同时持有B的空头（即卖出组合B），两者价值相等，这样的结果是无论收益率如何变动，投资者都会得到一个固定的无风险利润（凸性对冲）．

为了要实现凸性对冲，首先要构造符合凸性对冲条件的两个资产组合．由于一个组合可以包含一种或者多种证券，就存在多种构造的可能．下面给出构造组合的一种方法：假设市场有三种债券a，b，c，这三种债券的价格分别为Pa
 ，Pb
 ，Pc
 ，到期收益率分别为ya
 ，yb
 ，yc
 ，修正久期分别为Da
 ，Db
 ，Dc
 ．令A为a，b的组合，B仅包括债券c．

接着确定A中a，b各自的权重．考虑到组合A和组合B的价格相同，修正久期也相同，可以考虑通过解如下方程组确定组合A中两种债券的权重．

m×Pa
 ＋n×Pb
 ＝Pc
 ，

m×Da
 ＋n×Db
 ＝Dc
 ，

其中，m、n为组合A中a、b的权重．

解方程组得出m、n后，如果组合A的收益率与组合B的收益率相等，就可以做多一定价值量的组合A，并做空相等价值的组合B，就可以实现凸性对冲了，无论收益率如何变动，投资者都可以获得无风险利润．

比较精确的方法是以收益率的每一基本点变动引起组合中某只债券总价值的变动占组合价值变动的比重为权数，对组合中债券的收益率进行加权平均来求出．用公式（15-12）可以表示为：
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根据以上债券凸性对冲的原理，可以运用中国债券市场的交易数据，如某个时点上各债券的交易资料来对凸性对冲进行实证检验．

如果市场上有4种债券，按照以上债券组合的构建方法，就有24种投资选择可能存在凸性对冲的机会．同样，如果市场上有n种债券，那么就有P[image: alt]
 种投资选择可能存在凸性对冲的机会．然后对这些投资选择逐一进行判断，来发现凸性对冲的机会．当发现了套利机会的时候，就可以计算该投资选择中两个组合各自的凸性，然后持有凸性较大投资组合的多头，同时持有凸性较小投资组合的空头，那么就可以实现凸性对冲了．

（二）债券凸性对冲的案例

下面是从2006年3月23日的交易数据中找出满足以上套利条件的其中三个债券．债券代码分别为010115、010203、010210，相关数据见表15-2．

表15-2　三种债券的到期收益率、久期、凸性及全价
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数据来源：聚源数据库．

以a、b作为组合A中的两个债券，c作为组合B中的一个债券．列出以下方程：

101.559m＋99.716n＝99.891，

2.586m＋5.402n＝3.169，

解得，m＝0.769068、n＝0.218473．其含义为，在组合A中要含有0.769068个单位的债券a，以及0.218473个单位的债券b．组合B中则含有1个单位的债券c．

组合A的收益率为2.817912％，减去组合B的收益率得2.817912％－2.874％＝-0.05609％．两个组合的收益率之差在6个基本点以内，可以认为两个组合的收益率大致相等，即市场中存在凸性对冲的套利机会．

组合A的凸性可对组合中两个债券的凸性进行加权平均求出，权数为两个债券在组合中所占的比例，其值为12.73596．由表中数据可知，组合B的凸性为10.945．组合A的凸性大于组合B的凸性，根据凸性对冲的原则，投资者应该持有组合A的多头，而持有组合B的空头．

从日后的交易数据来看，执行该套利策略并不一定能获得无风险利润，其结果是有盈有亏．原因很可能是现实中的市场并不满足所提出的假设，特别是收益率曲线平行移动这一假设．另外，从国际上的一些对冲基金案例来看，执行该套利策略也不一定能获得无风险利润，有的对冲基金还发生了巨额亏损，所以投资者在运用该策略的过程中要特别注意．

小结

本章介绍了利率风险类型及度量的方法，简单分析了利率风险的结构，通过举例介绍了固定收益证券的风险管理原理．

练习与思考

1．固定收益证券投资者面临什么样的利率风险？如何去度量这些风险？

2．请阐述固定收益证券风险管理的基本原理．

3．关键年期久期和长短久期两个指标如何衡量投资组合内部的利率风险分布结构情况．请举例并加以图示说明．

4．推导并证明久期和修正久期公式．
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第十六章　外汇期权及其定价

学习目的

1．明确外汇期权的概念及其分类；

2．了解外汇期权价格的影响因素及敏感性指标；

3．了解外汇期权的价值构成；

4．掌握外汇期权定价方法与应用．

知识要求

1．了解资产定价理论；

2．初级的高等数学知识．





外汇期权是期权的一个分支，是发展成熟、运用广泛的规避和控制外汇风险的有效外汇衍生产品．本章将对外汇期权的相关问题进行简单的介绍．

第一节　外汇期权

一、外汇期权的概念

外汇期权（foreign exchange options）也称货币期权（currency options）或外币期权（foreign currency options）．它是指以某种外币或外汇期货合约为标的物的期权．期权合约赋予合约的买方在未来的某一期限内，按事先约定的汇率（即协议价格或执行价格）向合约的卖方（如银行）买进或卖出约定数额的外币的权利．期权的买方需要向卖方支付一定的费用，即期权费（premium）．

外汇期权的交易涉及两种货币，其中一种货币作为标的货币，用来规定合同的单位，并作为执行时的交割物；另一种货币作为计价货币，即外汇期权的各种价格都是用该货币报价的，包括执行价格、汇率和期权本身的价格，因此又称为交易货币．

外汇期权具有的流动性，不仅可以在到期时以货币交割方式结算，而且也可以在期权有有效期内的任何时刻以“公平价值”出售，或者直接将货币交割或者支付给出售银行．外汇期权比传统的远期外汇交易更为灵活．期权买方可以选择何时执行期权、是否执行期权、价格多少执行期权以及执行价格．

二、外汇期权的分类

外汇期权最主要的分类方法是根据所赋予的权利划分，分为看涨期权（call option）和看跌期权（put option）．看涨期权的买方有权在未来某时期按约定的汇率向银行买进约定数额的某种外汇，当市场汇率超过约定的汇率时，期权买方能够从市场价格上涨中赚取价差收益；当市场汇率低于约定汇率时，则放弃期权．相反，看跌期权的持有者有权决定是否在未来某时期按约定汇率向银行卖出约定数额的某种外汇．当市场汇率低于约定的汇率时，看跌期权的持有者能够从市场价格下降中赚取价差收益；当市场汇率高于约定汇率时，则放弃期权．

另外，外汇期权还可以分为美式期权（American option）和欧式期权（European option）．欧式期权只能在到期日行使合同；而美式期权可以在合同到期日前的任何一天行使合同．可见，当到期日相同时，美式期权比欧式期权更灵活，因此美式期权的期权费较高．

其他种类的外汇期权还有外汇现货期权、外汇期货期权、期货式期权和复合期权，以及标准期权（vanilla option）和奇异期权（exotic option）．具体内容参看相关文献．

三、外汇期权的作用

外汇期权具有两方面的作用：规避风险保值和投机功能．从具体操作看，分为保值性的外汇期权交易和投机性的外汇期权交易．前者是指在进出口贸易中为了防止汇率波动可能产生的不利影响，可利用外汇期权交易来防范风险．后者是指利用外汇期权来套取市场波动可能带来的利润，主要方法有购买期权、买卖价差性交易和跨权交易．买卖价差性交易是指交易一方在向对方购买一个期权的同时，又向对方（或第三方）卖出另一个金额和期限相同、但执行价格不同的期权．由于互有买卖，可以降低期权费．跨权交易是指同时购买金额相同、种类相同、期限相同和执行价格相同的看涨期权和看跌期权，或执行价格与市场价格的绝对价差值相同的折价看涨期权和看跌期权的一种交易．总的来说，外汇期权在执行的灵活性、避免汇率风险的能力和控制损失等方面比其他种类的外汇买卖强．同时，外汇期权交易的费用也比其他种类的外汇买卖高．

第二节　外汇期权价格分析

一、收益分析

对看涨外汇期权，假定E为合约约定执行的汇率，S为即期汇率，那么期权持有者在到期日选择执行期权的条件是，到期日的即期汇率S＞E；如果S≤E，则放弃执行．因此，看涨外汇期权的收益为：
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对于看跌期权，与看涨期权相反，其收益为，
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﻿对外汇的美式期权而言，期权持有者如果在t时刻提前执行期权，那么看涨期权收益为max（St
 －E，0），看跌期权收益为max（E－St
 ，0）．

二、外汇看涨看跌期权的平价公式

假设如果市场不存在套利机会，那么外汇看涨期权的价格与看跌期权的价格之间的关系可以通过平价公式表现出来．假设这两期权的其他条款都相同，C表示欧式看涨期权的价格，S0
 为期初的即期汇率，ST
 为期末的即期汇率，P为欧式外汇看跌期权的价格．r为无风险利率，E是期权的执行价格，T是期限．构造两个投资组合：

组合A：现金Ee-rT
 和1单位外汇看涨期权．

组合B：持有1单位外汇和1单位外汇看跌期权．

对比两个组合在期初和期末的价值，

期初，组合A的价值为Ee-rT
 ＋C，组合B的价值为S0
 ＋P．

期末，根据ST
 分为两种情况：

情况一，当ST
 ≥E时，组合A的价值为

E＋max（ST
 －E，0）＝max（ST
 ，E）＝ST
 ，

组合B的收益为

ST
 ＋max（E－ST
 ，0）＝max（E，ST
 ）＝ST
 ．

情况二，当ST
 ＜E时，组合A的收益为

E＋max（ST
 －E，0）＝max（ST
 ，E）＝E，

组合B的收益为

ST
 ＋max（E－ST
 ，0）＝max（E，ST
 ）＝E．

显然，在期末的时候，组合A和B的价值相等．组合A和B的价值在期初也应该相等，否则，可通过买入低价值的组合同时卖出高价值的组合获得无风险利润．这样，
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式（16-3）使用期初的价格，是可观察的，故可以验证期权是否被错误定价．

三、期权的价格构成

期权价格是指期权买方支付给卖方的费用，也是期权的持有者为取得期权权利而付出的代价．无论期权合同最终是否执行，这笔期权费都归期权的卖方所有．

期权价格＝内在价值（intrinsic value）＋时间价值（time value）．

期权的内在价值是指期权合约在执行时可获得的利润，它反映了执行价格与同期标的资产的市场价格之间的关系，如图16-1所示．具有内在价值的期权称为实值期权，例如标的资产的市场价格高于执行价格的看涨期权．不具有内在价值的期权有两种情况：一种是市场价格等于执行价格，称为平价期权；另一种是虚值期权，如同期标的资产的市场价格低于执行价格的看涨期权．显然，实值期权的期权价格要高于平价期权和虚值期权．因为持有实值期权的盈利机会大，卖方承担的风险损失大，故要求较高的价格作为风险补偿．

期权的时间价值是期权价格减去内在价值后的余额．期权费永远高于期权的内在价值．这是由于资产的价格会随着时间的推移而变动，从而使期权的内在价值有所不同．
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图16-1　期权的内在价值

期权的时间价值实质是在期权有效期内，标的资产价格的波动给予期权持有者带来收益的预期值．一般来说，期权剩余有效期越长，时间价值越大．由于对买方来说，期权有效期越长，其获利的可能性越大．当期权接近到期日时，期权的时间价值趋于零（见图16-2）．
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图16-2　期权的时间价值

四、外汇期权价格的影响因素

分析外汇期权的价格影响因素的方法，与分析股票期权和权证的方法类似．不过，这里没有股票分红的问题．有下面5个影响因素：

第一，外汇汇率S．对看涨期权而言，S越大，未来的外汇汇率超过执行价格的可能性越大，持有者获利的可能性也越大，期权价格越高．看跌期权相反．

第二，执行价格E．外汇看涨期权的执行价格越高，买方获得的买权越小，买方买入单位外汇支付的本币价格越高，因而看涨期权的价格越低．看跌期权相反．

第三，到期期限T．期权合约期越长，期权持有者获利机会就会增加，其所支付的期权费自然较多．购买期权不仅是为了赢利，另一个重要的目的是保值和消除风险，有人认为消除风险和期限长短有着近似平方根的关系．这是因为卖方在卖出期权时把有利可图和消除风险的综合利益也卖给了买方．期限越长，汇率波动的可能性也就是外汇风险越大，期权卖方遭受损失的可能性也就越大，故期权费也越高．

第四，无风险利率水平r．对于看涨期权来说，执行价格可以看做期权持有者在到期日的潜在负债，期权到期之前这个负债的现值越低，则对于看涨期权持有者越有利．因为贴现率参照无风险利率所定，无风险利率越高贴现率越高．因此，无风险利率越高，看涨期权价值越大．看跌期权相反．

第五，外汇汇率的波动性σ．一般来说，汇率较为稳定的货币收取的期权费比汇率波动大的货币低．这是因为前者的风险比后者小．外汇市场价格波动对期权费也有影响，这涉及价格变动不大的相对稳定市场和价格起伏频繁的不稳定市场两种情况．在价格稳定的市场上，期权费的变动较慢，而在不稳定市场上，期权费则变动较快．另外，市场上期权供求关系也对期权费的高低产生直接影响．如果某个时期期权交易的购买人数大大超过出售人数，则出售者的风险可能增加，因为受期权交易市场的限制，购买人数的增加使得出售期权的人通过购买期权来降低风险的机会越小，结果促使期权出售者抬高期权费．

将以上的分析归纳为表16-1．

表16-1　外汇期权价格的影响因素
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可以将期权价格表示成以上影响因素的函数：
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其中，除σ外，其他因素是可测的．以上的分析至多能够分析出因素的变动对价格影响的方向，无法确定具体的变动量．在外汇交易者对期权组合进行风险管理时，定性分析不能提供头寸调整量的准确信息，这是定性分析的局限性．

第三节　外汇期权定价

外汇期权的定价公式是由Garman和Kohl Hagen于1983年所推导的．

一、基本假设条件

（1）市场存在本币和外汇的风险收益率r和r*
 ，且利息是连续支付的；

（2）外汇即期汇率S服从几何布朗运动，dS＝（μ－r*
 ）Sdt＋σSdz，其中μ是外汇的瞬时收益率，σ为外汇瞬时收益率的标准差；

（3）没有交易成本和税收；

（4）交易是连续进行的；

（5）交易者可以无限制地套利，即允许无限地卖空外汇．

﻿二、欧式外汇看涨期权价格公式

（一）对S的几何布朗运动假设的解释

在外汇瞬时收益率不变动的情况下，如果交易者在t1
 时刻以S1
 买入外汇，在t2
 时刻以S2
 卖出外汇，在时间间隔∆t＝t2
 －t1
 内，可以获得的持有外汇的利息的本币收入为r*
 S1
 ∆t，因此

S2
 －S1
 ＋r*
 S1
 ∆t＝μS1
 ∆t，

或

∆S＝（μ－r*
 ）S1
 ∆t，

令∆t→0得，
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考虑σSdz项，可得外汇即期汇率S服从几何布朗运动：

dS＝（μ－r*
 ）Sdt＋σSdz．

（二）欧式外汇期权的定价公式的推导

沿用前面布莱克-斯科尔斯公式的推导符号．设欧式外汇期权的价格为f（S，t）（C或P），由伊藤引理得，
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构造资产组合g，g（S，t）＝f（S，t）－δS，δ为待定常数．在充分小的时间间隔dt内，g是无风险组合．应用伊藤引理，并整理后，得
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选择[image: alt]
 则，
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此时，dz的系数为零，随机过程g变为确定性过程，进而得到无风险组合．

外汇无风险组合g的具体组成是，一个单位外汇看涨期权（价值为C（S，t））和卖空δ单位的外汇期货．投资组合g是确定性资产．由无套利机会假设及风险中性定价原理，任何无风险资产组合的收益率都等于无风险利率r，因此，dg＝grdt，代入式（16-7）得，
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因为T时，C（ST
 ，T）＝max（ST
 －E，0），得到边界条件．求解过程与B-S微分方程求解过程类似（在这里略去）．这样，欧式外汇看涨期权的价格为，
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其中，
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﻿由看涨期权与看跌期权的平价公式，可得外汇欧式看跌期权的定价公式：

[image: alt]


（三）以远期汇率表示的定价公式

令F为期权到期日的价格，利用利率平价公式，得，
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把式（16-16）代入式（16-12）和式（16-15），得到以远期汇率表示的定价公式，
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上面的推导方法也适用于外汇的其他衍生品．

三、外汇期权定价公式的计算案例

假定美元／英镑的即期汇率是1.5，执行汇率为1.5，期权的有效期为3个月（0.25年），3个月的美元利率为5％，英镑利率为8％．波动率为20％，代入式（16-8）得，欧式看涨期权的价格为：

C＝1.5e-0.08×0.25
 N（d1
 ）－1.5e-0.05×0.25
 N（d2
 ）＝0.0013，

其中，
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第四节　外汇期权的敏感性参数及其应用

期权的敏感性是指在期权定价中某一变量作特定变化时所得到的期权价格的如何变化，即期权价值对某一特定因素变化的敏感性大小，可以用一些敏感性参数表示．外汇期权价格受到不同因素的影响．根据期权价格公式就可以对期权价格的影响因素做定量的敏感性分析．这些参数对于把握期权的风险特征，掌握期权投资策略、进行期权交易的风险管理等，都有重要的意义．

一、汇率变化对期权价格的影响——敏感性参数δ

令[image: alt]
 f为C或P，表示在其他因素不变时，汇率变动与期权价格的关系．

对于看涨期权，
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对于看跌期权，
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﻿可以看出，｜δ｜＜1．当即期汇率S改变∆S时，期权价格的改变量∆C或∆P小于∆S．例如，δ＝0.5时，当汇率上升0.1时，期权价格上升0.05.

由于d1
 和d2
 中包含了S，且随着时间的推移，δ是变化的；且δ与T－t和S的关系是非线性的．

若S上升，d1
 和d2
 都上升，且N（d1
 ）和N（d2
 ）→1，δc
 →1，δp→0．可知，当S远远大于E时，看涨期权价格的改变量接近汇率改变量，看跌期权价格基本不变．

若S下降，d1
 和d2
 都下降，且[image: alt]
 所以，当S远远小于E时，看跌期权价格的改变量接近汇率改变量，看跌期权价格基本不变．

δ的量化给出了当S变化时，交易者头寸的变化．对于标的资产的δ值为1（如果是外汇资产）或-1（如果是外汇负债），所以交易者可以根据资产的权重计算外汇资产组合的加权δW
 ，即
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其中，δi
 为第i种外汇或衍生资产的δ值，ωi
 为第i种外汇或衍生资产在总资产中所占的比重，且[image: alt]


如果在某一时刻δW
 ＝0，说明交易者所得资产组合价值不受汇率变动的影响，称交易者处于δ中立状态．交易者可以通过调整不同资产的头寸达到δ中立状态的过程．由于δ值是变化的，这种中立状态不是一成不变的．汇率的波动可能会使已处于δ中立状态的交易者产生非零的净δ头寸．要想重新回到δ中立状态，必须调整资产头寸．因此，规避汇率风险是一个动态过程．

二、汇率的波动对期权价值的影响——敏感性参数γ

定义，[image: alt]
 f为C或P．由定价公式知，
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其中，φ（·）是标准正态分布的密度函数．

γ度量了δ的不稳定性，同时也提供了当汇率变动时交易者调整头寸的方向和交易量．显然，[image: alt]
 故，由即期汇率S的微小变化∆S引起的δ的改变为γ∆S．由于γc
 和γp
 均大于零，故当∆S＞0时，交易者持有期权的γ头寸会增加，如果交易者希望回到δ中立状态，可以卖出多余的δ头寸；反之，∆S＜0时，将采取买入的策略．

三、利率对期权价格的影响——敏感性参数ρ

对于外汇期权，有两个参数ρ和ρ*
 ，分别度量本国利率和外国利率的变化对期权价格的影响．定义
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由定价公式，可得
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其中，下标c表示看涨期权，p表示看跌期权．

四、期权价格对σ的敏感性——敏感性参数λ

外汇期权的λ衡量了期权价格对汇率波动性σ的敏感性．定义，[image: alt]
 其中f为C或P．由定价公式可得
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因此，外汇欧式看涨期权与看跌期权都有正的λ值，与前面的分析一致．国际外汇市场上汇率的波动性σ一般是增加的，因而这一风险也从基础市场传递到衍生品市场，参数λ成为度量这一风险的重要的敏感性系数．

五、时间对期权价格的影响——敏感性参数θ

定义，[image: alt]
 其中f为C或P．参数θ度量了由于时间的推移而引起的期权价格的变化，也称为时间衰减．由期权定价公式可得，
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可见，参数θ度量了随着时间的增加，期权买方价值的减少和卖方价值的增加．

小结

外汇期权是期权的一个分支，是运用广泛的规避和控制外汇风险的一种十分有效的外汇衍生产品．本章介绍了外汇期权的概念以及外汇期权价格的影响因素，着重介绍了欧式外汇期权的定价公式．最后，本章还分析了外汇期权价格的相关敏感性指标．

练习与思考

1．请说明外汇期权的概念和分类．

2．外汇期权价格受哪些因素影响？请举例说明．

3．请推导并证明外汇期权价格的敏感性指标．

4．证明式（16-3），并说明其含义．
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第十七章　股指期货及其定价

学习目的

1．明确股指期货的概念；

2．掌握股指期货的定价方法及股指期货定价的上下区间；

3．掌握股指期货的套利分析及构造套利策略．

知识要求

1．一定的金融衍生品知识；

2．良好的数理背景．





本章将从股指期货的概念入手，介绍股指期货的定价方法，以及影响股指期货定价的因素．比较详细地介绍了国内外学者针对不完美条件所作的有益的研究结果．最后介绍了股指期货的套利相关内容．

股票指数期货（简称股指期货）是一种以股票价格指数作为标的物的金融期货合约．投资者在股票中场上面临的风险分为两种．一种是股市的系统风险，即大多数股票的价格一起波动的风险．另一种是为非系统风险，即单个股票市场价格波动风险．通过分散投资组合，可以较好地规避非系统风险，但不能规避系统风险．20世纪70年代以后，西方国家股票市场波动日益加剧，规避系统风险的要求也越来越迫切．由于股票指数基本上能代表整个市场股票价格变动的趋势和幅度，可以考虑将股票指数变成一种可交易的期货合约，并利用它进行套期保值，规避系统风险．这就产生了股指期货．

股指期货的套利主要分为四种：跨市套利、跨期套利、跨类套利和期现套利．其中，跨市套利需要借助两个异地市场的同一标的指数的期货品种，而跨类套利则需要借助两个相关性较高标的物的期货产品，因此，在目前的市场中，很难找到对应的产品来实现这两种套利交易．对于跨期套利，由于针对的是对同一指数期货不同交割月份合约之间的价差进行交易，并在出现有利变化时对冲而获利，因此，需要投资者对价差进行主观判断，这从严格意义上说不是无风险套利，而是属于风险较小的投机行为．期现套利利用的是股指期货和模拟股指现货的投资组合之间的关系，是目前开展股指期货之后易于实现的套利方式．本章后面的套利部分也是针对这种套利．

第一节　股指期货定价及其影响因素分析

期货定价一般使用两个模型，即持有成本模型（cost of carry model）和预期理论（expectation theory）．其中持有成本模型是广泛被使用的定价模型．本节将介绍这两种定价模型．

一、持有成本模型

持有成本模型是1983年Cornell和French借助一个套利组合论证的建构在完美市场（perfect markets）假设下的定价模型，其假设条件如下：

（1）借贷利率相同并且维持不变；

（2）无逐日盯市的保证金结算风险；

（3）无税收和交易成本；

（4）卖空股指成分股无限制；

（5）股利发放时间、数量确定，无股利不确定风险；

（6）股指成分股可无限分割；

（7）期货和现货头寸均持有直到期货合同到期日．

持有成本模型所构建的套利组合，是一个无现金流的股指期货合约和对应的相反头寸的股指现货组成的投资组合．

股指期货合约是买卖双方协定在未来某一时刻以某一确定价格交割股指现货组合的标准化合约．由于期货合约交易的是未来的股指现货，因此该股指期货未来现金流应该是未来的股指现货价格＋持仓成本，即，
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而股指现货组合是带有现金股利的投资组合，其未来现金流应该是未来的股指现货价格＋现金股利，即，
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在到期日，股指期货头寸收益和相反头寸的股指现货以及偿还借贷现金流冲销后，持仓成本和反向的现金股利就形成了套利组合的收益．由此，

股指期货合同价格＝股指现货＋持有成本一现金股利．

如果期货合同价格偏离了该定价，则会产生无风险的套利机会．因此，持有成本模型得出的股指期货的理论价格为：
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其中，Ft
 是股指期货在t时点的理论价格，St
 是股指现货在t时点的价格，rf
 是无风险收益率．式（17-4）为连续复利形式．D（t，T）是时点t至T的股利值，计算公式为：
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其中，d是股利率，计算公式为：
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﻿当股指期货实际价格高于理论价格Ft
 的时候，套利者可出售股指期货，同时买入股指现货投资组合，并持有股指期货到期冲销，同时将现货头寸出售以赚取无风险收益，这称为正向套利策略．当股指期货实际价格低于理论价格的时候，套利者可以买入股指期货，同时卖空股指现货投资组合，在持有股指期货到期冲销的同时，将现货头寸平仓来赚取无风险收益，这称为反向套利策略．

二、期货价格预期理论

期货价格预期理论认为，随着期货合约到期日的接近，期货价格会收敛于标的物资产的现货价格．当到达到期日时，期货价格会等于或很接近现货价格．凯恩斯（Keynes, 1930）和希克斯（Hicks, 1939）认为，期货合约价格是未来现货价格的无偏差期望值．偏差可以归于风险溢价的因素．风险溢价存在的唯一原因是：它是从现货市场转移过来的．因此，
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其中，Ft
 是股指期货在t时点的理论价格，ST
 是股指现货在T时点的价格，Et
 是t时点的预期价格．

基差（basis）观点是由期货价格预期理论衍生而来的．基差指的是现货价格与期货价格的差异．一般而言，由于持仓成本通常大于现金股利的收益，基差在正常情况下小于零，称为正向市场（normal market）．如果交易者对未来不看好，反而会使期货价格低于现货价格，此时，基差大于零，称为逆向市场（inverted market）．总体而言，距到期日越近，基差越小．到期日或最后结算日，基差理论上为零．

三、影响因素分析

由于持有成本模型是建立在假设条件下的，而研究发现期货的实际价格经常偏离模型的理论价格，两者的差异就是错误定价（mispricing）．不过经过指数套利后，会使得股指期货价格趋近理论价格．这样，套利机会的存在与否和大小都源于错误定价的频率和幅度．导致错误定价的主要原因是，市场的“非完美性”对定价模型造成的偏差，许多研究对导致错误定价的诸多因素作了相关的分析．

（一）逐日盯市和随机利率

注意到，持有成本模型实际上是对远期合约（forward contact）的定价，而不是对期货合约（futures contact）的定价．由于存在逐日盯市的保证金结算的风险，所带来的随机利率因素会导致远期合约和对应期货合约的价格的不一致．

1．部分实证研究说明这两个因素对期货合约的定价影响不大

考虑随机利率因素之后，Cox，Ingersoll和Ross（1981）研究了远期合约和期货合约的价格关系．结果说明：远期和期货合约之间的差异可以用期货合约的收益率和无风险零息债券收益率的协方差来衡量．其研究也显示，在无风险利率事先确定的情况下，忽略逐日结算对期货价格的影响不大．Modest（1984）利用1982年9—12月的S&P股票指数和对应的两个股指期货合约的日数据，使用模拟方式研究随机利率对股指期货定价的影响．结论说明，在交易成本和不固定分红因素能确定的情况下，期货合约定价区间的变动并不会影响套利交易的利润水平．该模拟研究最后指出，逐日盯市和随机利率这两个因素对期货合约的定价影响不大．

2．对无风险利率的扩展可得到理论价格的上限和下限

在持有成本模型中，资金机会成本统一使用无风险利率．在实际交易中，套利者在正向套利（卖空期货买入现货）的过程中考虑的是借入利率，而反向套利考虑的是借出利率，借贷利率一般不相同．为此，Klemkosky和Lee（1993）将无风险利率扩展为借入利率和借出利率，使期货理论价格形成了一个无套利区间：
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其中，rb
 是借入利率，rI
 是借出利率．

由于正向套利中股指期货价格是现金流入，反向套利中股指期货价格则是现金流出，而且一般投资者的借入利率一般都高于借出利率，因此，考虑了借贷利率的期货理论价格中，正向套利对应的理论价格成为了上限价格，而反向套利对应的理论价格成为了下限价格．

（二）交易成本

持有成本模型假设没有考虑交易成本（transaction costs），但是现实市场的交易成本是不可忽略的．甚至可以根据交易成本来划分套利交易者的种类．交易成本从广义上可以分为三类：第一类是佣金，执行交易指令的需要支付成本，包括股票经纪、券商和交易所的手续费或交易费；第二类是税收，即政府所收取的税制成本，包括交易税和资本利得税；第三类是冲击成本，有做市商的市场存在买卖价差，而没有做市商的市场，由于买卖相当规模的证券，可能会影响到证券的市场价格的变动，在执行交易的时候也会面临市场非同步交易的问题，也会影响到成交价格的变化，成交价格和预算价格的差异就是市场的冲击成本．

实际上，期货市场的佣金和税收明显较现货市场为低，而且佣金和税收都属于能够确定的成本比例．然而，无论是期货还是现货市场的冲击成本却相当依赖于当时市场的流动性，这就会形成较大的预期偏差．因此，Modest和Sundaresan（1983）认为正是由于存在交易成本，使得期货价格偏离持有成本模型的理论价格．Klemkosky和Lee（1991）将交易成本加以量化，得到考虑交易成本后的无套利区间，并选取1983年3月18日至1987年12月17日的S&P500期货和现货市场的10分钟日内数据，进行实证分析．结果发现，考虑交易成本的因素后，偏离定价区间的价格显著减少．Klemkosky和Lee（1991）推导的无套利区间公式如下：
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其中，Ft
 是指数期货在t时的价格，St
 是指数现货在t时的价格，Css
 是卖出指数现货的交易成本，Cls
 是买入指数现货的交易成本，Cιf
 是买入指数期货的交易成本，Csf
 是卖出指数期货的交易成本．

（三）卖空限制

1．卖空限制对股指期货影响的实证研究

Cornell和French（1983a）发现，股票指数期货的价格在实际上都比预期套利模型的预期为低．该研究解释这种差异的原因是“税负”．由于资本利得必须等到实现时候才需要课税，所以操作股票具有期货所没有的时机选择权（timing option），期货价格会低于无税负的理论价格．Cornell和French（1983b）用S&P500和NYSE综合指数进行实证了研究，发现这两种股指期货的价格确实经常低于其理论价格，即期货价格被低估，但在加入了税负因素后，基差虽然减小，但仍然不足以解释实际价格，因此推测，时间选择权是造成期货价格低估的主因．Modest和Sundaresan（1983）则认为，期货价格低于理论价格的现象是由于融券卖空的限制，卖空股票的交易者不能完全使用这些卖空条款，使得反向套利的定价高估，期货价格出现低估．

2．对卖空的限制

实际上，融券卖空有很多限制，下面是部分说明．

（1）各个国家或地区对于可以卖空的证券商品有严格的规定．比如香港在1994年允许33只恒生指数成本股中的17只股票可以有限制的借券卖空，直到1996年才允许其他113只股票可借券卖空．因此，有些证券几乎没有卖空的机会．

（2）证券的卖空操作有很多限制．美国在1934年公布的证券交易法中，规定了证券卖空的两个规则——“提价交易规则”和“购券返还规则”，明确规定只有在平盘之上的情况才能卖空．同时，卖空的股票必须是借来的，只能以购买证券返还的形式结账．此外，借券时间上也有限制．韩国借券卖空规定借股的最长为6个月，超期会强制平仓．

（3）卖空证券往往有保证金和抵押品的限制，投资者不可能取得卖空的所有款项．除了损失受限获取资金的机会成本外，抵押品限制也需要投资者有较高的信用额度．如南非的证券借贷必须有银行代保管的货币或证券作为抵押担保，并且按照逐日盯市制度要求抵押担保品的价值高于借贷证券的价值．

（4）证券借贷的费用往往根据借贷人的信用等级由借券方和券商自行协商．

总之，制度上的限制更是使得对融券成本难以量化，卖空限制对期货定价的影响较大．

3．卖空限制下的无套利的定价区间

卖空限制的多样性是期货定价的一个难点，有一些研究关注了这个问题．Brent（1990）及Senchack和Starks（1993）指出，市场中相当一部分卖空交易行为是投资者出于指数期货套利目的做出的．Modest和Sundaresan（1983）根据投资者能够获取卖空资金的比例，推导出卖空限制下的股指期货定价模型，并且以1982年6—12月的S&P500的期货现货数据加以实证研究．结果发现．当卖空金额100％和50％无法取得的情况下，无法获取套利收益．最后还得出了加入卖空限制的无套利的定价区间：
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其中，Ft
 是指数期货在t时的价格，St
 是指数现货在t时的价格，Bt
 是当T＞t时1元对应的无风险零息债券价格，Css
 是卖出指数现货所需交易成本，Cιs
 买入指数现货所需交易成本，Cιf
 是买入指数期货所需交易成本，Csf
 是卖出指数期货所需交易成本．

（四）执行风险

股指期货定价模型给出了股指期货的理论价格，套利者也可以借助观测当前的基差来测算是否存在套利空间．如果套利空间大于成本空间，套利者就能根据正向套利或者反向套利策略入场套利．然而，在期货市场和现货市场执行套利策略的时候，会遇到套利的目标无法完全达到的情况，这就是套利交易的执行风险．

执行风险主要包括策略执行风险、指数调整风险和模拟误差等．

在持有成本模型中，遵循的是持有到期的套利策略，而可能会遇到持有策略无法执行的风险．例如，由于结算价格是一个平均值，因此卖出股指现货并不能完全按照结算价格交易．指数调整风险则是因为股价指数大多采用Lasperyers或Passche方法构建．前者采用固定的基期权重，后者采用计算期权重．如果指数采取Passche方式，就存在动态调整权重的变化．

由于市场上并不存在股指期货现货这种金融工具，因此套利者必须构建一个投资组合来模拟股指期货现货．因此如何构建一个和标的指数波动一致的投资组合，就是套利策略成功与否的关键．复制指数投资组合受到下面几个主要因素的影响．

第一，证券不能无限分割．股票权重并不能取整，因此单个股票的权重在现实的投资组合中只能近似模拟，而且买卖股票的最小单位也往往超过其最小的分割单位．这样，完全复制指数的投资组合，就会因为证券不能无限分割而无法实现．

第二，不固定股利．股利收入方式包含股票股利和现金股利．发放股票股利并不会产生额外的现金进出，因此在持有成本模型中，只需考虑现金股利即可．然而，上市公司的股利发放政策并不是固定的，采取现金股利还是股票股利方式，何时发放都不确定．为此，在使用持有成本定价模型时，只能用估计值代替股利率．Klemkosky和Lee（1991）使用的股利收入公式如下：
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其中，D（t，T）是现金股利从t时到T时的终值，dt
 是t时点所发放的现金股利，di
 是股票i在t时的现金股利，wi
 是股票i在t时的权重．

第三，跟踪误差．模拟组合和实际的股指之间存在着误差，该误差决定着模拟组合的合理性和有效性．

第二节　不完美条件下的股指期货定价的上下限

在前面介绍了影响股指期货错误定价的诸多因素之后，将借贷利率、交易成本、卖空限制和保证金因素纳入定价模型，得到初步的不完美市场下的股指期货定价模型．

下面的公式将使用如下的符号：St
 是指数现货在t时的价格；ST
 是指数现货在T时的价格；Ft
 是指数期货在t时的价格；FT
 是指数期货在T时的价格；Css
 是卖出指数现货所需交易成本比例，包括佣金、交易税和冲击成本；Cιs
 是买入指数现货所需交易成本比例，包括佣金、交易税和冲击成本；Cιf
 是买入指数期货所需交易成本比例，包括佣金、交易税和冲击成本；Csf
 是卖出指数期货所需交易成本比例，包括佣金、交易税和冲击成本；Mf
 是期货保证金比例（％）；Ms
 是融券保证金比例（％）；rb
 是介入利率（％）；rι
 是借出利率（％）；D（t，T）是股利从t时刻到T时刻的股利现值．

一、正向套利策略下的定价上限

当期货价格高于现货价格，并偏离了合理价差的情况下，可以施行正向套利策略．正向套利通过买入现货和卖出期货的两个反向操作来建立组合，并在合约到期的时候，卖出现货，并平仓期货．表17-1是正向套利策略的细节．

表17-1　正向套利策略

[image: alt]


上述套利策略在现货头寸上的损益为：
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而在期货头寸上的损益为：
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两个头寸上损益之和如果是正数，则说明在该价位上的期货价格偏离了合理价格，存在套利机会．由此得到股指期货的上限的理论价格为：
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二、反向套利策略下的定价下限

当期货价格低于现货价格，可以施行反向套利策略．反向套利通过卖空现货买入期货的两个反向操作来建立组合，并在合约到期的时候，买回现货头寸并平仓期货头寸．表17-2是反向套利策略的细节．

表17-2　反向套利策略
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反向套利策略在现货头寸上的损益为，
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而在期货头寸上的损益为：
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﻿两个头寸上损益之和如果大于零，则说明期货价格偏离了合理价格，存在套利机会．由此，得到股指期货的下限理论价格为：
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三、不完美市场下的股指期货定价区间

如果股指期货价格处于期货理论价格的上限和下限之间，则不存在套利机会，该价格处于合理定价的状态．在考虑了多种因素之后，不完美市场下的股指期货定价区间如下：
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第三节　股票期货套利分析

前面介绍了股指期货的定价模型，并分析了影响股指期货定价的相关因素，推导了不完美市场下的定价模型．

而股指期货作为指数化的新兴产品，为投资者提供了更多的投资方式，如套利交易、对冲交易、组合管理等．这里将着重就套利交易策略进行解析，提供套利交易的思路．

一、股指期货套利与ETF套利的相似性

套利交易在商品期货市场上已经为投资者所熟悉，而对于股票市场上的套利交易策略，投资者可能接触得较少，甚至没有机会接触．在股票市场上，投资者熟悉的可能是ETF套利交易（ETF套利的详细内容将在第十九章中进行介绍）．在ETF上市初期，机构投资者在ETF的套利活动中获得了可观的利润．即便是在ETF运行了一年半之后，投资者仍有可能在狭小的空间中获取利润．同样，作为新生事物出现的股指期货，其上市初期的套利利润空间亦可由ETF的套利利润推算，正因为如此，股指期货的套利策略令投资者动心．

从某种意义上讲，股指期货套利与ETF套利在关注价格之间的关系方面是相通的．在ETF的套利交易中，投资者关心的是ETF的净值IOPV与ETF的市场价格之间的关系，以此为依据确定是否能够在申购赎回中获利．在股指期货的期现套利交易中，投资者关心的是期货合约与现货指数之间的价格关系．

对于期货市场上的套利交易，局限在交易所交易的期货合约以及相应的现货标的物之间．通过卖出高估的期货合约或现货，同时买入被低估的期货合约或现货的方式，达到获利的目的．在进行套利交易时，交易者关注的是期货合约之间（或现货与期货之间）的相关价格关系，而不是绝对价格水平．如果价格的变动方向与当初的预测相一致，交易者即可从两合约（或期货与现货）价格间的关系变动中获利．

此处着重介绍的是股指期货合约与指数现货之间的套利关系．

二、失衡股指期货与股指现货关系将提供套利机会

根据股指期货的制度设计，到了到期日的时候，股指期货合约价格和指数的现货价格被强制相等．这一制度设计保证了股指期货与股指现货之间必须存在紧密的联系，必须维持一个均衡．两者的价格关系一旦失去这个均衡，就会产生无风险的期现套利机会．

前面介绍了股指期货定价理论，该模型主要基于持有成本的考虑．持有成本包括资金占用成本和持有期间可能得到的股票红利两个部分，有下面的公式：

指数期货理论价格＝现货指数价格＋融资成本－股息收入．

市场利率一般大于股票分红率，因此，持有成本大于零，即期货价格高于指数现货价格．

在假设完美的市场条件下，当市场价格与理论价格出现差异，即出现了无风险的套利机会．当股指期货价格高于理论价格时（如图17-1），卖出期货、买入现货，并持有到期．这里的现货是指，与该指数对应的股票组合，或者跟踪该指数的指数基金（如某个ETF）．在到期日或到期日之前，如果出现有利的情况，将股指期货头寸与现货头寸同时平仓了结．这种套利称为正向套利．另一方面，当股指期货价格低于理论价格时，买入股指期货、卖出现货．在到期日或到期日之前，如果出现有利的情况，同时了结期货与现货头寸．这种套利称为反向套利．
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图17-1　股指期货与指数现货之间的关系

三、成本和卖空制度对股指期货套利的影响

在实际的市场环境中，由于借贷利率不一致、交易成本等因素会影响套利策略的实施．由于这类影响因素的存在，使得股指期货的价格关系中出现一个无套利机会的区间，只有在超出该区间的范围中才会出现真正的无风险套利机会．考虑了市场因素后的无风险套利区间为公式（17-19）．

在现实的市场环境中，因股票市场卖空机制不充分，造成反向套利策略受限．虽然国内融券业务即将实施，但相比期货市场，股票市场上的卖空机制仍然受到诸多条件限制，因此国内推出股指期货合约后，期现套利机会多局限于正向套利．

四、实现股指期货套利的要求高

股指期货的期现无风险套利机会在初期可能较为可观，但要把握期现套利的机会并非理论上来得那么容易．

第一，资金需求量较大．以沪深300指数的合约设计内容为例．假设沪深300指数是1250点，期货合约保证金为12％．按照这个水平进行计算，最小一个单位的期现套利资金需求量为14万．对于中小规模的个人客户而言，这一资金水平可能是难以承受的．

﻿第二，拟合现货的技术难度大．与商品期货的套利交易相同，期现套利需要在期货市场及相应现货标的物上同时拥有头寸．在商品期货市场上，能够进行期现套利的是具有相应现货背景的机构客户．在股指期货市场上，现金交割的制度设计使得个人投资者同样可以进入交割月份，个人投资者进行期现套利也因此成为可能．

然而，期现套利的难题变成了如何获得现货指数．假设股指期货的标的物是沪深300指数，要拥有300只股票以形成相应的现货标的是不现实的．如果市场存在跟踪沪深300的指数基金（如ETF），则用指数基金代替现货指数将较为便利．如果没有沪深300指数的ETF产品，也就缺乏现货的替代产品．虽然市场上已有以沪深300指数作为标的物的LOF产品，但LOF产品提供的流动性不足，且LOF产品受到产品设计环境的束缚，作为现货指数替代物产生的跟踪偏差过大，会严重影响套利效果．

从以上的分析可知，如何获得现货组合将成为期现套利的关键问题．特别是在市场逐渐成熟、期现套利利润摊薄后，现货拟合技术将有可能成为区分各机构套利利润的重要因素之一．

五、股指期货的套利受到成本的影响

股指期货的套利成本包括，交易商的交易成本、现货组合对指数拟合的误差成本、现货组合在实际交易过程中对市场造成的冲击成本等．假设A、B、C三家机构在套利方面拥有不同的成本．其中，C机构的套利成本最低．当股指期货市场运行较为成熟之后，期货合约的市场价格最多只能运行至C机构套利成本不远处，这就使得A、B两家机构无法获得套利机会．显然，谁在套利成本方面拥有优势，拥有最小的套利成本，在未来也将独享套利交易带来的全部利润．当然，这是非常极端的情况，在C机构套利力量不足的情况下，套利的空间可能会扩大，这样，B或A机构才可能分享套利交易的剩余利润．图17-2是简单的说明．
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图17-2　机构套利成本与股指期货价格之间的关系

六、股指期货套利与套期保值

股指期货根源于投资者在剧烈波动的金融市场中规避系统性风险的需求，因此，套期保值是股指期货最主要的功能．套期保值者总是通过期货市场转移现货市场的风险，但是转嫁而来的风险并不会凭空消失，而是需要有相应的承担者所转接．期货市场上的投机者就是期货风险的承担者，是套期保值者的交易对手．目前，大部分期货市场中投机交易的规模都大于套期保值交易．过度的投机往往会加剧市场风险，违背期货市场规避风险的初衷，也造成其价格发现功能的丧失．而套利交易正是凭借相关商品间价格无效率而产生获利机会的交易方式．套利交易不仅能纠正过度投机所造成的市场无效性，并且能锁定无风险的收益，是一种风险转嫁与价格修正的市场机制．

小结

本章介绍了股指期货的概念，以及股指期货的持有成本模型（cost of carry model）和预期理论（expectation theory）两种定价方法，分析了影响股指期货定价的多种因素，比较详细地介绍了国内外学者针对不完美条件所作的有益的研究结果，最后介绍了股指期货的套利相关内容．

练习与思考

1．对股指期货的定价有哪些方法，并简要阐述各自的假设条件．

2．股指期货套利产生的原因．

3．阐述正向套利策略和反向套利策略．

4．推导公式（17-19）．
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第十八章　封闭式基金套利分析及案例

学习目的

1．明确封闭式基金套利类型以及具体应用；

2．掌握封闭式基金的套利步骤和注意事项；

3．了解构造基于股指期货与封闭式基金的套利组合的方法．

知识要求

1．熟悉中国基金市场的分类；

2．一定的金融衍生品知识．





在金融市场上，对冲基金扮演重要的角色．中国市场由于制度缺陷（没有做空机制）和金融衍生品的贫乏，使得对冲基金无法运用“对冲”武器来获取低风险的收益．随着中国金融体制改革的加速，尤其是在融券业务（也就是做空机制）推出之后，对冲手法将在我国有作为．

对冲和套利经常是联系在一起的．套利的本质是一个复制的概念．假设市场上有一个金融产品A，有一个现金流．市场上有另一个组合B，就有另一个现金流．如果两个现金流在今后在任何场合都完全一样，那么组合B就是A的复制组合．根据一价原理，复制组合B与被复制品A的价格应该完全一样．否则，就会出现套利机会．套利者对价格偏低的商品做多头，对价格高的做空头，二者之间的价差就是套利的利润．套利的结果使得失衡的市场恢复均衡．

第一节　高折价率封闭式基金的低风险套利

与开放式基金相对，封闭式基金有固定的存续期，期间基金规模固定．封闭式基金在一段时间内不允许新的入股以及提出股份．在中国证券市场上，封闭式基金具有较高的折价率，存在严重低估的现象．有必要介绍对冲（hedge）在封闭式基金上的应用．

一、对冲

“hedge”的原意是扎起篱笆保护．在金融中，对冲指的是通过相反的操作，消除市场波动的风险．比如购买期货合约来对冲现货价格的波动．Black-Scholes的期权定价理论不仅给出期权的理论价格，还指出，一旦期权被市场高估或低估，如何运用对冲操作来进行无风险套利，从而使价格回归到理论价值上去．下面针对具有高折价率的封闭式基金，介绍“对冲”的基本手法和获利原理．

二、封闭式基金是“特殊的”期权

显然，封闭式基金和股票期权是有差异的，但是，两者又有一些共同的特性．为了说明这一点首先对两种金融工具作一个对比．

首先，考察欧式看涨期权．它允许持有人在规定的时刻T，以执行价格X购买股票．若T的股票价格为ST
 ，则看涨期权在T时刻的收益为max（ST
 －X，0）．

再看封闭式基金．它允许持有人在T时刻（基金的结束日）获得基金的净值．记IT
 为基金在T时刻的净值，则封闭式基金在T时刻的收益为，IT
 ＝max（IT
 －0，0）．

考虑一种极端的情况，假设基金的组合由一只股票G构成．这样，基金的净值就成了股票G的价格，基金净值IT
 就演变成了股票价格ST
 ．

在这种极端情况下，对比封闭式基金和看涨期权在T时刻的收益．可以看出，封闭式基金相当于执行价格X＝0、标的物是G的看涨期权．

当然，封闭式基金的投资组合是多个证券的合成，而非单个股票．此时，基金的净值是由所持有的股票等证券所决定的，或者说，净值是由基金的组合而确定的．如果把基金的投资组合看成是一支“特殊”的股票，同样可以认为封闭式基金是一种特殊的看涨期权．这里的特殊是指，封闭式基金的标的物是一个组合，而不是某个特定的股票．

基金的组合是在变化的，这将给对冲操作带来一些技术上的困难．另外，基金的到期时间很长，那么，在它的价格被低估时，既然封闭式基金是特殊的期权，就可以运用Black-Scholes的理论进行套利操作．

三、对冲套利的具体操作

用一个例子来说明．例如，高折价的基金A，净值为1元，市场价为0.6元，到期时间T为8年．假设A的净值全部用来持有一种资产——股票B．现在，如果市场提供融券业务，可以进行如下操作：第一，借入价值100万元的股票B．第二，抛出B，获100万元现金．第三，购买60万元基金A，其余40万元作为赢利，打入自己的账户．以后，如果有一天基金折价率回到了1（这天总会到来，最晚在T时刻），则抛出所有A，用抛售A获得的资金买入股票B．此时拥有的股票B的股数一定等于开始借来的股数，归还B．结果获利40万元．

注意到，这个对冲操作是无风险的．上面的操作是：持有一份股票B的空头头寸，以及一份对应同等价值净资产的基金A的多头头寸，直到两者价格持平时（折价率为1）进行平仓，赚取差价．可以完全不关心基金净值（本例就是股票B）的涨跌．股票上涨时，基金A虽然可以获利，但最后回购B的成本也提高．若股票下跌，虽然A的净值受损，但最后需要归还的B也相应贬值．

事实上，在平仓时，不论股价是涨还是跌，由于持有两个方向相反、对应数量相等的头寸，股价的波动将被完全抵消．这就是对冲的含义．因此，本例中的套利操作是无风险、无成本，而且收益巨大（只取决于能借到多少股票）．

﻿四、利息的波动对操作的影响

当然，现实中没这么好的事情．本例做了两个简化：第一，不考虑利息的因素；第二，基金资产组合是单一的股票，而现实中基金的资产是变化的投资组合．

如果考虑利息，情况就不同了．假设年息为4％，则8年的单利就是32万元，使得套利的收益大大减少．这里只是粗略计算，利息支出并不是真有这么多．因为40万元的收益在0时刻到手后，每年也会有利息或投资收益，可以抵消一部分．

利息波动会给对冲操作带来风险．由于基金到期时间太长，还可能有其他风险．比如政策风险：政府是否会在几年之后突然又取消融券业务，从而需要强行平仓．而且，长达8年的长期股票租借在任何国家都是难以想象的．总之，时间成本与风险是不可忽略的．

尽管如此，上面提到的对冲方法仍然具有现实的可操作性．对冲基金在进行对冲套利的时候，准备时间的可能很长，但一旦实施，通常是在一两个月，甚至几天内完成．可以预见，一旦中国市场开放融券业务，而大资金发现了这一套利机会，则封闭式基金的折价率必然在很短时间内会迅速提升．

五、对冲操作的调整

前面例子假定，基金A的资产为单一股票．虽然，现实中的情况复杂得多，但操作原理完全一样，即在持有基金多头头寸的同时，持有其投资组合（由多种股票和债券组成）的空头．

这样，就需要根据基金持仓情况变动，不断地调整相应的空头头寸股票组合．然而，及时知晓基金的持仓细节几乎是不可能的（或者部分特殊机构能够了解到这些信息）．替代办法是，持有一个指数ETF的空头头寸．每周测算ETF与基金净值的线性相关性（假定至两者的相关性很好），并根据计算出的比例相应调整空头头寸的数量．这一替代办法可消除大部分的风险．

第二节　封闭式基金到期套利分析及应注意的问题

一、封闭式基金到期套利的盈利分析

申购开放式基金，相当于是以净值的价格买入股票的组合．而买入封闭式基金，相当于是以净值打折（6折或7折）的价格买入一组股票的组合．申购开放式基金或买入封闭式基金，其实质都是一样的，均是持有基金选定的一组股票组合．投资封闭式基金有折价率可以支撑．这就使得利用封闭式基金到期套利成为关注的问题．

例如，假设某基金距到期日T还有1年．当前的基金单位净值是0.8484元，价格是0.766元，两者相差为0.0824元，折价率为9.71％（＝0.0824／0.8484×100％）．

此时，进行到期套利交易，以0.766元买入该基金．

如果到T时，净值还是0.8484元，则按照0.8484元赎回，投资收益率为10.76％．

如果该基金的单位净值从0.8484元下降到0.766元，则收益是负数，交易失败．然而，由于存在折价，因此，只有当整个市场要下降多得多的时候，才可能出现这样的情况．

﻿实际上，进行到期套利交易可以计算出买入封闭式基金的年收益率和盈亏平衡对应的大盘指数点位．

基金是组合投资，一只股票不代表整个组合．对某些个别股票（或某个阶段），基金的股票投资会出现起伏，但进行2—3年的投资时，投资的思路和策略必须与市场的主流价值吻合，否则可能看不到市场的主流趋势．

对封闭式基金的到期套利交易，还可以结合每只基金投资组合的具体情况进行优化设计．对品种、比重、期限等投资要素进行搭配和选择．比如，可以只选择一只基金进行到期无风险套利交易，也可以选择若干只基金构建一个组合进行到期无风险套利，也可以根据资金的使用期限具体进行构建．

二、利用封闭式基金套利应注意四个问题

从上面的盈利分析中看出，折价率也高，盈利越大．可见，在构建套利组合的时候，封闭式基金折价率，直接关系到套利组合的效果．在具体利用封闭式基金套利的时候，还有一些与折价率相关的因素需要考虑．

第一，剩余期限．对偏长的基金投资，基本不能认为是套利，而只能说是以较低的成本进行投资．基金折价表示了对基金剩余期限期间市场风险的折扣．显然，剩余期限越长，基金的风险越大，折价率就应该越高．

封闭式基金折价的比例不是与剩余期限长短呈现简单的同比例增长态势，而是与债券价格一样，有不同的期限结构．把年度平均折价率作为期限结构的指标．

一些研究人员用2005年4月到2005年6月的数据对沪深市场封闭式基金作了实证研究．结果表明，年度折价率最高的基金，并非是剩余期限最长的基金，而是剩余期限2年期的基金，其普遍年度折价率为10％左右，如基金景博、基金裕元、基金通宝等．剩余期限较长的封闭式基金（如基金科瑞、基金银丰），年度平均折价率大约只有3％．剩余期限短（长），而折价率高（低）的特征，反映了市场对短期市场不乐观的倾向．

第二，剩余期限期间市场的系统性风险与机会判断．如果看空则需要提高折价率，看多则需要降低折价率．

短期基金平均折价率变化与短期市场信心有密切关系．如果对股票市场的未来看好，各方面因素对多头越来越有利情况下，投资者会大量涌入封闭式基金．这样将导致折价率迅速下降．这只能说明，投资者对后市有信心，但并不一定表明进场资金套利是没有风险的．

第三，基金的表现与管理水平，优质的基金可以适当降低折价率．

对封闭式基金投资，还应该特别注意不同封闭式基金之间的质量区别，不能等同对待．不同的基金，有时会出现截然不同的折价率．

封闭式基金未来的走势，决定性因素还是基金的净值．净值的增减，与管理水平有密切关系．投资者不能简单因为某只基金的相对折价幅度大于其他基金，就决定购买这只基金．也不能因为折价幅度小，就放弃投资．投资者必须考虑基金以往的表现以及管理公司的管理质量．

第四，关注要求封闭式基金提前“封转开”方面的信息．虽然对于这类信息不能给予过高期望，关注还是必要的．

第三节　指数期货与封闭式基金间套利机会

有可能即将推出的沪深300指数期货是沪深市场基于A股的指数期货．沪深300指数的成分股是在深圳和上海证券交易所上市的市值较大的300只股票．沪深300指数期货的推出，将为投资者提供套利机会，对现货市场的影响将是深远的．

由于沪深股票市场缺少有效的套利工具，所以市场价格和投资对象的内在价值之间存在巨大差异的状况并不少见，封闭式基金就是一个典型的例子．

一、利用高折价率和指数期货构建套利组合

沪深市场上，封闭式基金存在较大的折价率，基金交易价格大幅低于其资产净值．例如，2006年7月初，在深圳和上海证券交易所交易的54只封闭式基金的总体折价率在40％左右．由于当基金清盘，或者转为开放式基金的时候，其到期价格将回归到和其资产净值一致．利用我国的封闭式基金的高折价率和指数期货工具，可以构建近似无风险的套利投资组合．

二、在理想情况下的套利组合的构建

这里的理想状况是指需要进行两个假设：第一，基金的到期日和指数期货合约的到期日相同；第二，该基金的资产净值的变动完全追踪指数的变动．

此时，可以构建套利组合——卖出指数期货合约，同时买入相应比例的基金．

例如，假设某只封闭式基金的其当前价格相对其资产净值的折价率为40％，则，卖出当前价格相当于1000元的指数期货合约，同时买入当前价格相当于600元的基金，而基金资产净值1000元．

当指数期货合约到期时，如果指数没有变动，则指数期货合约利润为0．由于假设基金的变动跟踪指数的变动，则，基金的净值仍然是1000元．这样，基金的获利为1000－600＝400（元）．最后，该套利组合所获利润为400元．

如果合约到期时，指数上涨了50％，则，做空的指数期货合约利润为1000－1500＝-500（元），做多的基金的利润为1000（1＋50％）－600＝900（元）．该套利组合所获利润为900－500＝400（元）．

如果到期时指数下跌了50％，则，做空的指数期货合约利润为1000－500＝500（元），做多的基金的利润为500（1＋50％）－600＝-100（元）．该套利组合总的利润为500－100＝400（元）．

总之，不管指数升跌，该套利组合最后都能够获得400元的总利润．如果忽略交易成本，则总收益率为400/600＝66.6％．

上面的套利组合是在理想状况下构建的．对其他情况，需要进行适当调整．

三、利用基金的beta值对套利组合进行调整

上述讨论中，假设基金资产净值完全追踪指数变化，这个要求有可能不符合实际．例如，目前沪深市场上市的封闭式基金中好像还没有一只是完全指数化投资的．因此，需要根据实际情况调整套利组合．这里介绍利用beta值进行的调整．

通过基金历史的资产净值与同期指数的变动数据的对比，可以得到基金资产净值变动的beta值．beta值类似于CAPM中的β系数．例如，如果指数变动1％，基金的净值变动为0.8％，则该基金的beta为0.8．由于封闭式基金有一定比例的债券和存款，因此其beta值应该小于1．

同样假设，有这样一只封闭式基金，其当前价格相对其资产净值有40％的折价率，基金的到期日和指数期货合约的到期日相同．基金的beta值为0.8．

此时，构建的套利组合如下：卖出当前价格相当于1000元的指数期货合约，同时买入当前市场价格相当于750元的基金：1000×（1－40％）/0.8＝750（元）．注意，750元基金对应的资产净值为750/（1－40％）＝1250（元）．同样对该套利组合进行收益分析．

当指数期货合约到期时，如果指数没有变动，则指数期货合约利润为0，同时基金的利润为1250－750＝500（元），该套利组合所获利润为500元．

如果到期时，指数上涨了50％，则做空的指数期货合约利润为1000－1500＝-500（元），做多基金的利润为1250×（1＋50％×0.8）－750＝1000（元），该套利组合所获利润为1000－500＝500（元）．

如果到期时，指数下跌了50％，则做空的指数期货合约利润为1000－500＝500（元），基金的利润为1250×（1－50％×0.8）－750＝0，该套利组合所获利润为500＋0＝500（元）．总之，不管指数升跌，该套利组合最后都能够获得500元的总利润．总收益率为500/750＝66.6％．

四、用展期操作处理到期日不一致的问题

如果可供选择的指数期货合约到期日和封闭式基金的到期日不一致，可以对指数期货合约进行展期操作，即购买从到期日开始的下一期的同样的期货合约，使指数期货的到期时间和基金的到期时间尽量达到一致．

五、基金的选择要求

在构件套利组合的时候，选择具体的封闭式基金是个大问题．显然，在具体选择上，应当选择资产净值变化和指数表现尽量相近的基金．同时，折价率越大的基金提供的套利收益也越大．

第四节　封闭式基金创新及对高折价率的影响

封闭式基金现存有一些不足，对其进行创新一直为市场所瞩目，围绕其展开的各项工作更成了市场关注的焦点．下面将介绍一个创新型结构化分级封闭式基金．

一、封闭式基金现存的不足

现存封闭式基金之所以存在让投资者不满意的地方，根源在于制度设计．当年市场上引进封闭式基金的时候，投资者看到了一种新型的集合理财方式．当市场推广开放式基金时，投资者知道了开放式基金规模可变的特征，也知道了开放式基金可以更加激发基金管理人．市场在看好开放式基金某些积极因素的同时，忽略了对封闭式基金的负面影响．这种影响从2001年开放式基金出现就开始了，之后一直困扰着封闭式基金市场，让封闭式基金陷入了发展停滞的状态．因此，现存封闭式基金在原有制度框架下，投资者看不到美好的未来．基金管理人出于公司经营的本能，自然会将公司资源向开放式基金倾斜．

一方面是投资者对于按照面值进行认购、按照净值进行申购的开放式基金踊跃购买；另一方面，对于折价率约为30％的封闭式基金却在不断地抛售．少数基金折价率一度超过50％．这是一种不正常的市场现象，是资源的错配．

现存封闭式基金之所以让投资者失望，是因为在原有制度框架下，该种基金形式不能给投资者带来稳定的和向上的收益预期．利用下面介绍的创新型封闭式基金结构分级设计方案则有可能改变这个局面．

二、结构化分级基金

结构化分级基金的做法类似股票中的优先股和普通股，其主要思路是：基金由两级份额组成：第一是优先级份额，第二是普通级份额．

两级份额分别募集和计价，但募集的资金合并运作．从法律意义上看，是同一只基金．两级基金的区别体现在收益分配权的差异．

优先级份额享有优先分配权．同时，基金的收益在满足优先级份额收益分配之后，剩余大部分将分配给普通级份额．为了尽量保证持优先级份额稳定的收益分配，强化其低风险、低收益的产品特征，分级基金可以为优先级份额提供多种收益分配及本金保护机制．支付给优先份额的优先收益分配．对于普通份额而言相当于借贷成本，因此在制定优先份额的收益率时，基金管理人需要参考未来市场中短期利率水平的变动趋势，并结合两类投资者的需求来制定．

三、分级基金在同时考虑了稳健和积极的机会

在结构分级基金的设计中，一只普通封闭式基金，被分解成了两个管理风格不同的基金产品．两级基金将呈现出与原有普通封闭式基金完全不同的风险收益特征．优先级份额的收益现金流将呈现相对稳定、持续的特点，其风险收益特征与低等级债券相似．普通级份额则通过对优先级份额基准收益优先分配权的让渡，获取较高比例的超额收益分配权，提高其市场的投资参与度，从而更多地分享基金收益增长带来的超额收益的机会．

由此可见，分级基金在同时为稳健和进取两类投资者提供资产匹配机会的同时，实现了封闭式基金市场价值的绝对增值．

四、结构分级基金对折价率的影响

创新型封闭式基金结构分级设计方案，是一种从制度保证上让封闭式基金走出高折价泥沼的有效措施．无论是优先级份额，还是普通级份额，基于它们特殊的风险分布特征和相应的收益配比状况，都可以稳定和提高投资者对于这两种基金份额的持有信心．

持有优先级份额的投资者，可以获得一个相当于固定收益的基本保证，从而稳定了投资者的收益预期；持有普通级份额的投资者，属于风险承受能力较高的群体，有获取较高比例超额收益的分配权，提高了投资者的收益预期．

无论是稳定的收益预期，还是有望提高的收益预期，都是较为清晰的收益预期．在这种收益预期下，未来创新型封闭式基金上市交易后将可能不再出现高折价率的情况．二级市场上出现的大幅度折价交易现象也可能随之大大减小，甚至还不排除会有溢价交易情况的出现．这就是结构分级基金对折价率的影响．

小结

本章介绍了利用封闭式基金套利的问题，包括到期套利和封闭式基金和股指期货之间的套利行为，并对套利的盈利和影响因素进行了分析．最后介绍了结构分级基金与封闭式基金创新的相关问题．

练习与思考

1．封闭式基金为什么可以称做特殊的期权？

2．封闭式基金的套利类型有哪些？他们是如何进行市场套利的？

3．封闭式基金与股指期货之间怎么套利？

4．封闭式基金的套利行为需要注意哪些问题？
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第十九章　ETF、LOF及权证套利

学习目的

1．明确ETF套利和LOF套利的本质及两者的区别；

2．熟悉ETF套利和LOF套利的流程；

3．掌握ETF套利的类型及其策略及注意事项；

4．了解LOF套利的策略和套利方式；

5．了解权证套利的策略和套利方式．

知识要求

1．熟悉沪深市场中的ETF、LOF和权证交易行情；

2．熟悉沪深股票市场行情；

3．初步的数理背景．





作为金融产品，ETF、LOF和权证都会为市场带来新的盈利模式．实现套利是新的金融工具的重要功能之一．这一章将简略地介绍利用这些金融工具实现套利的策略．

第一节　现金差额的ETF套利策略

一、ETF的概念

ETF是英文Exchange Traded Fund的缩写，字面翻译为“交易所交易基金”．为了突出ETF的内涵和本质特点，一般将ETF称为“交易型开放式指数基金”．ETF是一种跟踪“标的指数”变化，且在交易所上市的开放式基金．通过买卖ETF，可以实现对指数的买卖．因此，ETF可以理解为“股票化的指数投资产品”．

ETF综合了封闭式基金和开放式基金的特点，是一种特殊类型的开放式基金．投资者既可以向基金管理公司申购或赎回基金份额，同时，又可以像封闭式基金一样在证券市场上按市场价格买卖ETF份额．不过，ETF的申购赎回必须以股票换取基金份额或者以基金份额换回股票．这是ETF有别于其他开放式基金的主要特征之一．与传统封闭式基金、开放式基金相比，ETF有很多优点．

﻿二、ETF套利

在特殊情况下，ETF在二级市场上的价格（ETF市值）可能高于（或低于）其在一级市场上的申购、赎回价格（ETF净值），这就形成了溢价交易（或折价交易）．

ETF套利就是利用ETF在一级市场与二级市场的溢价或折价交易，根据价差来实现套利．

当ETF进行溢价交易时，即二级市场价格（ETF市值）高于其在一级市场上的申购、赎回价格（ETF净值）的时候，ETF套利者可以通过买入由ETF的成分股构成的组合来申购成ETF基金份额，然后在交易所卖出相应份额的ETF，获取二者之间的差价．

当ETF折价交易时，即ETF的市值低于ETF净值的时候，套利交易者可以通过买入ETF基金份额赎回成ETF成分股构成的组合，然后卖出成分股获得差价．

三、ETF关于现金差额套利的思路

在进行溢价或者折价套利操作时，必须考虑现金差额，这是因为现金差额的数值可能为正、为负或为零．

在进行溢价套利操作时，如现金差额为正数，则投资者应根据其申购的基金份额支付相应的现金；如现金差额为负数，则投资者将根据其申购的基金份额获得相应的现金．

在进行折价套利操作时，如现金差额为正数，则投资者将根据其赎回的基金份额获得相应的现金，如现金差额为负数，则投资者应根据其赎回的基金份额支付相应的现金．
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图19-1　溢价或者折价套利操作与现金差额的关系

图19-1为进行ETF关于现金差额的套利策略提供了思路，即要把现金差额转化为进行套利的收益．这样，当现金差额为负的时候，进行溢价套利操作，而不考虑折价套利操作；当现金差额为正的时候，进行折价套利操作，而不考虑溢价操作．如果获得的现金差额大于进行套利操作的成本，那么便可以进行实际操作．

四、现金差额的计算

因为T日的现金差额只有在第二天（T＋1日）的申购赎回清单上才公布出来，所以在T日进行ETF套利操作时，只有参考T日公布的预估现金来进行分析．T日预估现金和T日现金差额的公式分别为：

T日预估现金部分＝A－B，

其中，A＝T－1日最小申购、赎回单位的基金资产净值．

B＝B1
 ＋B2
 ＋B3
 ，

B1
 ＝申购、赎回清单中必须用现金替代的固定替代金额；

B2
 ＝申购、赎回清单中可以用现金替代成分证券的数量与T日预计开盘价相乘之和；

B3
 ＝申购、赎回清单中禁止用现金替代成分证券的数量与T日预计开盘价相乘之和．

T日现金差额＝C－D，

其中，C＝T日最小申购、赎回单位的基金资产净值．

D＝D1
 ＋D2
 ＋D3
 ，

其中，D1
 ＝申购、赎回清单中必须用现金替代的固定替代金额；

D2
 ＝申购、赎回清单中可以用现金替代成分证券的数量与T日收盘价相乘之和；

D3
 ＝申购、赎回清单中禁止用现金替代成分证券的数量与T日收盘价相乘之和．

从上述公式看出，虽然二者有差别，甚至在某些时候可能相差较大，但是从长期来看，预估现金和现金差额之间的差额很小．这样，虽然制定套利策略所参考的是T日的预估现金进行套利操作，而实际上获得却是T＋1日公布的现金差额，但是由于二者相差不大，可以依据预估现金来进行ETF套利分析．

五、现金差额ETF套利操作的步骤

进行现金差额ETF套利主要是两个步骤：第一步，看预估现金．如果预估现金为正的，则考虑进行折价套利操作；如果现金差额为负的，则考虑进行溢价操作．第二步，比较由预估现金获得的收益和套利操作的成本．如果收益可以覆盖套利成本，则可以进行实际套利操作；否则，不进行套利操作．下面举例说明．

例如，在2006年6月14日公布的上证50ETF的申购赎回清单上，预估现金是-4502.43元．有中原高速等4只停盘股票是允许现金替代的（如下表所示）．
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由于预估现金是负的，考虑进行溢价套利操作，将预估现金部分转化为套利收益．假设套利成本是2200元，那么由预估现金得到的收益远大于套利成本，所以，可以进行溢价套利实际操作．进行一次溢价套利要用现金替代四只停牌股票，需要冻结的资金是7648元（根据四只股票停盘时的收盘价和购买的数量计算而得）．溢价套利净收益等于由预估现金获得的收益减去套利成本和停盘带来的损失，预估净收益是2000元．

实际上，在2006年6月15日的申购赎回清单上公布的6月14日的现金差额是-3869.71元，因此，实际所获得净收益是由四个部分组成：由现金差额带来的收益加上瞬间套利的收益减去套利成本，再减去停盘股票带来的损失．最后，实际获得的净收益是1500元，收益率为15.2％．

综上所述，只要观察到申购赎回清单上的预估现金大于套利成本，并对停牌股票进行分析，就可以进行无风险的ETF套利，获取现金差额带来的收益．

第二节　基于股改的ETF套利策略

在股票市场中，股改是具有中国的特色的．然而，在股改的过程中，利用部分条款，也可以进行套利．这里将以中国石化的股改为例，介绍基于股改的ETF套利策略．

一、“可以现金替代”的股票能提供套利机会

首先，从技术方面必须了解的常识是“现金差额”和“允许现金替代”．

现金差额的数值可能为正、为负或为零．在投资者申购时，如现金差额为正数，则投资者应根据其申购的基金份额支付相应的现金，如现金差额为负数，则投资者将根据其申购的基金份额获得相应的现金；在投资者赎回时，如现金差额为正数，则投资者将根据其赎回的基金份额获得相应的现金，如现金差额为负数，则投资者应根据其赎回的基金份额支付相应的现金．也就是说，当要把ETF赎回成股票时，如果现金差额是正的，那么相应现金差额部分就变成了套利收益；否则，就变成了套利的成本．

在ETF标的指数样本股因公告、股改、配股等事件发生时，华夏基金公司对停牌的样本股采取了现金替代．现金替代有“可以现金替代”和“必须现金替代”两种方式．必须现金替代是指在申购、赎回基金份额时，该样本股必须使用现金作为替代．可以现金替代是指在申购基金份额时，允许使用现金作为全部或部分该样本股的替代，但在赎回基金份额时，该样本股不允许使用现金作为替代．在申购时，若用现金替代样本股，待其复牌后基金公司代为购买，购买价和替代价之间的差价多退少补，根据买入价结算盈利．只有“可以现金替代”的股票才能为进行套利提供机会．

二、中国石化股改中的套利机会

中国石化（代码600028）自2006年9月15日起，由于股改开始第二次停牌，停盘前一天2006年9月14日收盘价是6.79元／股．股改的方案是：每10股流通A股获得2.8股，通过计算得到实施前总股本为8670243.90万股，实施后总股本为8670243.90万股，实施前流通A股是280000.00万股，而实施后流通A股是358400.00万股，理论除权价为5.30元／股．

自9月14日至9月20日上证指数从1689点上涨到1732点，上涨了43点，涨幅约为3％．如果认为中国石化开盘后的股票价格可能上涨3％，也就是说中国石化在股改结束后的开盘价格可能是5.46元／股，那么可以通过做空中国石化来获得收益．然而，当时的中国石化停牌无法进行买卖，如何才能买到中国石化的股票呢？

利用上证50ETF可以解决这个问题．可以通过对上证50ETF进行折价套利操作，即买入最小申购赎回份额的上证50ETF基金，然后赎回成按照一定比例构成的一篮子股票，通过9月20日的上证50ETF的申购、赎回清单，可以看出中国石化在上证50ETF的成分股中所占有的股票数量是7200，是权重比较大的成分股，并且在现金替代标志之处的标记是“允许”，而且当日的预估现金部分是3706.54元（即做折价套利操作可以将公布预估现金变成收益），如下表所示．
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也就是说，虽然中国石化停牌了，但是可以拿现金来替代．这样，通过买入上证50ETF基金份额，然后进行赎回，所得到的50只股票中包括了7200股的中国石化，卖出其他49只股票，仅剩下中国石化．这就相当于以6.79元／股的价格买入了7200股的中石化股票，占有资金为48888元（＝6.79元／股×7200股）．

由于股改方案是每10股流通A股获得2.8股．通过计算得到，7200股就变成了9216（＝1.28×7200）股，除权价格是5.3元／股．如果中国石化在股改完毕后的开盘价格上涨了3％，那么套利的收益就是1465元（＝3％×5.3×9216）．同时根据当日的申购、赎回清单得知，预估现金部分是3706.54元，也就是说通过进行折价操作可以得到3706.54元，这样套利操作的总收益是5171元（＝3706.54＋1465）．相应地，对套利的成本进行计算．投入包括变相买入中石化所需资金和套利的成本，变相地以6.79元／股的价格买入7200股的中石化所需资金是48888元，套利的成本按照2200元来计算，可以获得的净利润是2971元，总成本是51088元，净收益率将是5.8％．

至于套利的收益，待到10月10日中国石化复牌，可以以5.55元／股的价格成交，获得的收益是（5.55－5.3）×9216＝2304（元）．根据9月21日公布的申购赎回清单，可以获得现金差额是3942.21元，总收益为6246.21元，套利的总成本是2348元，净利润是3898.21元，冻结的资金为48888元，这样，净利润率为7.6％．

第三节　LOF的套利

一、LOF的概念

LOF的英文全称是“Listed Open-Ended Fund”，被翻译成“上市型开放式基金”．一般是指通过深圳证券交易所交易系统发行并上市交易的开放式基金．LOF的投资者既可以通过基金管理人或其委托的销售机构以基金份额净值进行基金的申购、赎回，也可以通过交易所市场以交易系统撮合成交价进行基金的买入、卖出．

二、LOF的套利机会

LOF是场内交易和场外交易同时进行的交易．这种交易机制为投资者提供了基金净值和围绕基金净值波动的场内交易价格，由于基金净值是每日交易所收市后按基金资产当日的净值计算，场外的交易以当日的净值为准采用未知价交易，场内的交易以交易价格为准，交易价格以昨日的基金净值作参考，以供求关系实时报价．因此，当场内交易价格与场外基金净值价格出现差异的时候，当两者之间的偏差大于交易成本时，投资者就可以在两个市场之间进行套利．

在前一交易日基金净值确定的情况下，如果基金组合的价格上涨，LOF的市场价格、单位净值也将随之上涨，反之则相反．但投资人不可能了解LOF的持仓股票，LOF的交易价格必然与其当时对应净值存在一定的差异．当然在实际交易中，由于交易成本等方面的影响，LOF的市场价格与当日基金净值的差异还会更大一些．

三、LOF的套利策略

下面介绍和分析有关LOF的套利策略原理．一般来说，LOF套利操作可以为投资者提供两种套利机会——A类和B类套利．

（一）A类套利

当LOF二级市场交易价格超过基金净值时，称为A类套利．

LOF有二级市场交易价格和基金净值两种价格．LOF二级市场交易价格如股票二级市场交易价格一样是投资者之间互相买卖所产生的价格．而LOF净值是基金管理公司利用募集资金购买股票、债券和其他金融工具后所形成的实际价值．交易价格在一天交易时间里，是连续波动的，而基金净值是在每天收市后，由基金管理公司根据当天股票和债券等收盘价计算出来的．净值一天只有一个．

当LOF二级市场交易价格超过基金净值，并且这样的差价足够大，并高于其中的交易费用（一般申购费1.5％＋二级市场0.3％交易费用）时，那么，就会出现了A类套利机会．

（二）B类套利

当LOF二级市场交易价格低于基金净值时，称为B类套利．

当LOF二级市场交易价格低于基金净值时，并且这样的差价足够大，并高于其中的交易费用（一般情况下，该费用＝二级市场0.3％交易费用＋赎回费用0.5％＝0.8％）时，那么，就会出现B类套利机会．

例如，如果第T日以1.0元在二级市场买入LOF，第T＋1日就可以赎回了．如果赎回的时候，当天基金净值是1.04元，那么，扣除0.008元交易费后，可获益0.032元，收益率为3.2％．

四、LOF套利的实际案例

以目前一般交易情况来看，开放式基金净值与实时成交价格间一般存在着1％—2％的价差．深交所开放LOF基金场内申购与赎回后，申购的基金份额或赎回资金均在T＋2日可用．当日场内买入的基金可于T＋1日在场内卖出；当日申购的基金份额T＋2日可以在场内卖出；场内卖出基金份额资金当时到账可用，赎回基金份额的资金2个工作日后可以到账使用；大大缩短了套利的时间风险与套利成本．

整个套利过程操作成本约为0.6％（场内买卖基金手续费约为0.1％，赎回成本约为0.5％）．从长期以来的LOF基金套利空间约为0.4％／天—1.4％／天．

分两种情况利用LOF进行套利．

第一，基金二级市场价格高于基金净值．例如，景顺资源基金在2006年11月30日二级市场价格已经远远高于当日基金净值．在这一天就可以通过场内按当天基金净值1.096元进行申购，T＋2日12月4日可以通过二级市场按市场价1.417元卖出．在不考虑手续费的情况下，两天套利收益为29.28％．

第二，基金二级市场价格低于基金净值．例如，广发小盘基金在11月21日基金场内全日收盘价为1.805元／份，当日基金净值为1.8428元．如果21日在场内买入基金，22日基金份额到账后在场内市场赎回基金，22日基金净值为1.856元．在不考虑手续费的情况下，两天的套利收益约为2.82％．

五、LOF套利存在一定风险

显然，LOF套利还是存在一定的风险，因此，LOF套利并不是严格意义的套利．风险的来源来自T＋2日．

按第一种方式套利时，如果T＋2日二级市场的基金价格已经跌到了当时申购基金时的净值附近时，如果考虑到手续费，已经无法获利．同样，利用第二种方式时，如果T＋1日的基金净值跌到了当时二级市场上买入的价格附近时，也无法获利．

然而，在特殊情况下稳定的进行套利还是可以实现的．如果在二级市场，价格高于基金净值时，账户中已经持有此基金并且打算长期投资，那么就可以在二级市场上卖出此基金，同时通过场内申购相同数量的基金来进行套利；相反如果在二级市场价格低于基金净值，那么就可以按净值进行赎回，同时在二级市场买入相同数量的此基金，这样就可以稳定地进行套利．

第四节　权证套利

本节分析备兑权证的市场套利原理．

一、备兑权证的条款和种类

备兑权证（covered warrants）是一种衍生权证．它一般由第三方（如投资银行等）发行，有效期通常为半年．其标的资产可以是个股股票，还可以是股价指数、一篮子股票等．行权时，可以以实物或现金的方式进行结算．在中国香港，备兑权证的交易占权证的主导地位，交易额占权证市场99％左右．目前，沪深市场中因股改而发行的权证，既不属于公司权证也不属于备兑权证，而是介于这两者之间．譬如宝钢认购证，它应该不属于公司权证，因为发行该权证的不是上市公司而是上市公司的非流通股东，且到期行权时，由上市公司股东拿出股票进行给付，其总股本并没增加．同时，它也不应该属于备兑权证，发行商不是投资银行与证券公司，期间上市交易并没有发行商提供流通量，且上市后的流通份额是不变的．

从方向划分，备兑权证可分为认购权证（call warrants）和认沽权证（put warrants）．认购权证赋予持有人在特定的时间内以约定的行权价购买标的资产权利；而认沽权证赋予持有人在特定的时间内以约定的行权价卖出标的资产权利．由于权证赋予持有人的是一种权利，并非义务，所以权证到期时，持有人也可以选择不行权，即放弃购入（或沽出）标的资产．

由此可见，权证具有期权的性质．认购权证类似看涨期权，而认沽权证类似看跌期权．

权证主要包括四个条款：行权价、行权比例、到期日及结算方式．行权价指发行人在发行权证时所约定的，权证持有人向发行人购买或出售标的资产价格．行权比例指一份权证可以购买或出售标的资产数量．结算方式分为实物结算方式和现金结算方式．实物结算是指行权时，发行人有义务按照行权价格向权证持有人购买或出售证券．现金结算指在权证行权时发行人按照约定向权证持有人支付行权价和标的证券价格之间的差额．这四个条款，特别是前三个条款综合决定了权证的价值．按照行权日是否为确定日可将其分为欧式、美式等，相应的价值计算方法也就不同．

二、权证的套利策略

发行备兑认股权证并非为了集资，而是为投资者提供一种有效风险管理工具．同时，也可以提供一种套利工具．根据备兑权证的期权性质以及套利操作的原理，用以套利的策略可以大体分为以下几种：简单单向套利、瞬时套利及Delta中性套利等．下面将逐一介绍．

（一）单向套利

虽然，单向套利不属于严格的套利，但它是权证最为基本和简单的套利方法．其基本原理就是，利用权证可以实现对标的股票的卖空买空来套利．具体做法是，持有预计股价会上涨的认股权证，或持有预计股价大跌的股票的认沽权证．到期的时候，要么行权，要么转手卖出获利，也可以卖出相反的权证．

这种策略要求投资者对股票的未来的走势有一个正确的预计，否则，就会出现损失．其风险控制能力较弱，一般作为投机行为来使用．它不仅需要对市场要有较强的判断能力，也要求有稳定的资金，耗时也较长．其损失和收益都可能很大，属于高风险投资策略．这种方式虽然简单，也需要一定的理论知识，否则会遭受较大的损失．

（二）瞬时套利

瞬时套利的原理很简单，就是利用价格的非均衡状态．当权证市场价格隐含的股票价格和股票市场价格出现差异，就可能产生无风险套利机会．因为权证和标的股票的内在联系在于二者价格的均衡，即有效市场条件下，是不存在套利机会的．特别是美式权证，二者的联系更为紧密．然而，实际市场中二者价格的均衡常常被打破．一旦这种非均衡状态达到一定程度，比如可以抵消掉交易成本和冲击成本，则套利就是可行的，如果操作准确高效，利用这种套利操作可以取得无风险的收益．这种套利方法相对有了一定的难度，需要对二者之间的价格关系进行简单计算．

例如，2006年7月26日华侨城（031001）的认购权证价格是37元，行权价格为6.96元，股价为47.85元．显然如果不计交易成本和冲击成本，此时买进权证并行权，27日卖出，如果股价没有大的波动的话，即可获益．假设可以以现价出售股票，则收益率为：

8.85％＝47.85/（37＋6.96）－1．

当然，考虑各种交易成本及冲击成本，还有第二天股价下跌的可能，实际收益可能会小一点．然而，如果事先持有华侨城的股票，可以当天卖出，间接实现T＋0交易，就可以锁定股价，实现稳定收益．此时只要各种成本之和不超过47.85－（37＋6.96）＝3.89元，套利就可以进行．

这种套利机会随时都可能出现，但在某一个时间段出现的几率却较大，这就是在行权日临近的时候．因为行权需要大量的资金，而很多权证操作者都是满仓操作，没有足够的资金行权，所以只能抛出一部分权证．这样，就会出现大量的抛盘，其结果使得权证价格被低估，造成套利机会．这种机会叫做行权日套利．这时只要有足够的资金，大量买入，到期日行权，次日卖出股票，必然获得无风险的收益．

对认沽权证也是一样，一旦出现套利机会，可以立即同时购入对应的标的股票和权证，然后次日行权，即可获利．区别仅是要同时买入权证和标的股票而已．

（三）Delta套利

这是一种较高级和专业的套利方法，其中涉及较专业的理论计算．从原理上讲，还是应源于期权定价公式（B-S公式）．下面只进行简单地介绍．根据该公式，把认沽权证价格进行二阶泰勒展开，则有：
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或
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其中，δ＜0．由式（19-2）可以看出，只要对应于每股股票持有相应的[image: alt]
 份认沽权证，就可以基本实现：
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其中，[image: alt]
 显然，R显然是正数，也就是实现无风险收益．

需要指出，这种收益和股票价格波动的方向无关，只和波动的幅度有关，也就是只要股票价格的变化足够大，不管是下跌还是上涨都可以获得无风险收益．这种套利方法相对专业，需要及时获得相关的数据资料，并做出股价波动率的估计，然后进行操作．

收益的风险很小，收益率也同时较小．因此需要使用较大的资金进行操作，获利耗费时间可能也会较长．这样，一般适合资金量大的投资者使用．

例如，以G华菱为例，该股票的认沽权证华菱JTP1在2006年7月10日到7月11日，隐含波动率几乎没有变化（从31.13％到31.47％），时间也十分接近．7月10日权证δ值为－0.568，γ值为0.248．

按照Delta中性的构造原则，在持有一份股票的同时应当持有1.76份认沽权证，来对冲股价变化的风险．

假如7月11日G华菱股价上升0.16元至4.13元／股，而权证下跌0.081元至0.957元／份，则，组合的整体损益为：

0.16－0.081×1.76＝0.01744（元），

这部分收益主要来自于γ的贡献．

假如7月11日G华菱股价下跌0.16元，在隐含波动率不变的条件下，权证价格将上涨

（－0.568）×（－0.16）＋0.248×（－0.16）2
 ＝0.09723（元）．

此时组合整体损益为

－0.16＋0.09723×1.76＝0.01112（元），

可见，无论股价涨跌，组合的市值都将上升．

从以上的计算可以看出，适时对股票和认股权证建仓，并不断地调整，确保Delta中性，就可以实现这种套利．

从以上计算也可以看出，股价上涨的收益率为：0.01744/（3.97十1.038×1.76）＝0.3％，股价下降时收益更低，当然本例中是在两个交易日内实现的，所以，如果稳定的话，年收益也是非常高的．一般采用这种方法进行套期保值，而不是进行套利．当然，如果资金量大，操作频繁，用它也可以赚取稳定的低风险收益．

以上是常用的几种备兑权证套利的方法．利用权证进行套利尽管在叫法上可能有所不同，比如时间价值调整套利、行权日权证套利、行权日正股套利、派发套利等，但其原理不外乎以上三种．因此，只要对以上三种方法的原理有深入的了解，在实践中仔细的研究价格关系，一定能够发现潜在的套利机会，获得稳定的低风险收益．

小结

本章系统介绍了ETF套利行为和LOF套利行为及其区别，通过实际案例分析了ETF和LOF套利的流程和策略，最后对中国市场上权证套利案例的情况进行了一个说明．

练习与思考

1．阐述ETF和LOF的区别．

2．ETF套利机会来源于什么因素？及其套利类型．

3．LOF套利机会来源于什么因素？及其套利类型．

4．ETF套利和LOF套利的区别在哪里？

5．简单陈述权证套利的类型及其之间的区别．
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数理金融学是利用数学技术研究金融领域问题的交叉学科，也是学习金融计量方法的基础。本书从传统资产定价理论、数学预备知识、金融衍生品定价以及基金和权证的套利应用四个方面介绍了数理金融学的相关内容。

本书适用于金融（经济）专业高年级本科生，也适用于从事金融资产及衍生品定价相关工作的人员。本书有助于读者比较详细地了解金融学中众多数学模型的实质，理解使用这些模型的假设条件，更好地在实际中应用这些数学模型。





●本书对诸多数学公式进行了比较详细的数学推导，从而避免了国内金融学教材对数学模型的证明一般予以回避的不合理现象，同时重点关注数学模型的实际应用。

●本书针对具体的数学内容，在各章的最后提供了丰富的参考文献，使读者可以非常详细地了解正文中数学模型的来龙去脉，为进一步研究提供有益的帮助。

●本书针对中国沪深证券市场的实际情况，介绍了利用基金和权证等金融工具在市场上进行套利的手法。
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