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序　　言

微积分是大学数学教育中最重要的基础课．经过三百多年的发展，这一课程的基本内容已经定型，并且已经有了为数众多的教材（其中不乏优秀之作）．但是，人们仍然感到微积分的教和学都不是一件容易的事．究其原因，恐怕与这门学科本身的历史进程有关．

微积分这座大厦是从上往下施工建造起来的．微积分诞生之初就显示了强大的威力，解决了许多过去认为是高不可攀的困难问题，取得了辉煌的胜利．创始微积分的大师们着眼于发展强有力的方法，解决各式各样的问题．他们没有来得及为这门新学科建立起经得起推敲的严格的理论基础．在以后的发展中，后继者才对逻辑的细节作了逐一的修补．重建基础的细致工作当然是非常重要的，但也给后世的学习者带来了不利的影响．微积分本来是一件完整的艺术杰作，现在却被拆成碎片，对每一细部进行详尽的、琐细的考查．每一细节都弄得很清楚了，完整的艺术形象却消失了．今日的初学者在很长一段时间里只见树木不见森林．在微积分创始时期刺激了这一学科飞速发展的许多重要的应用问题，今日的初学者却几乎一无所知．因为这些应用往往涉及到微分方程，而微分方程则要等待到漫长的学究式的考查完成之后再到另一门课程中去学习．P.Lax,S.Burstein和A.Lax在他们合著的《微积分及其应用与计算》（有人民教育出版社出版的中译本）序言中批评道：“传统的课本很像一个车间的工具账，只载明这儿有不同大小的锤子，那儿有锯子，而刨子则在另一个地方，只教给学生每种工具的用法而很少教学生将这些工具一起用于构造某个真正有意义的东西”．

虽然越来越多的人认识到分析教学中的这一缺憾，但要改变这一状况也并不容易的：因为数学分析在漫长的岁月中已形成一个庞大的知识体系，牵一发而动全身，任何改动都必须作全局通盘考虑，稍有疏忽就难免顾此失彼．

本书的前身是北京大学数学系“数学分析”基础课教学改革实验讲义．改革方案的基调是：强调启发性；强调数学内在的统一性；重视学生能力的培养．

我们希望尽可能早一点让初学者对分析的全貌有一个轮廓的印象，尽可能早一点让初学者学会用分析的方法去解决问题．为了达到这一目的，我们在准备好基础之后，不拘泥于每一细节的深入详尽的讨论，也不追求最一般的条件，而是尽快地展示分析的主要概念（导数、原函数、积分、微分方程）并应用这些概念去解决一些重要而有趣的问题．等到学生对全貌有了初步的印象之后，再具体进行涉及细节的讨论．根据这样的方案进行试验，学生在第一学期就能掌握一元函数微积分的基本理论和方法，能用初等的微分方程解应用问题，并能了解历史上应用微积分的一些最著名的例子．

虽然数学分析课程的基本内容已经定型，我们仍然尝试加入了一些在理论上或应用上有重要意义，经适当处理之后又能放入基础课的材料．例如：利用微分形式的积分证明著名的Brouwer不动点定理；利用Fourier级数的封闭性方程去解等周问题，等等．

实数理论的教学，历来是一个棘手的问题．从逻辑顺序来说，这一部分材料应该摆在开头的地方，而初学者在一开始时又很难接受这些内容．我们考虑再三，最后采取的折衷方案是：在讲义中较详细地写出实数理论（不过分学究气），但在讲课时却只扼要地说明实数的连续性．可以基于学生已有的关于无尽小数的知识，概述一下讲义中关于确界原理的证明——主要是说明怎样构造一个无尽小数，它的各不足近似值都是下界．而过剩近似值都不是下界．至于所构造的数应是集合的下确界．这一事实容易为学生所接受．讲授“实数”这一章时，甚至可以略去§1、§2和§3的大部分内容，只简要地介绍上、下确界的概念，然后重点讲解§4与§5，讲义中的详细内容可供学生经过一段时间的学习之后再回过头来复习时用，那时他们就可以进一步理解较细致的论述了．

从教学改革实验到最后整理写成本书，在整个过程中作者得到了北京大学数学系领导与同事们多方面的关心与帮助．在此谨向李忠、邓东皋、姜伯驹、方企勤、敖海龙等同志致谢．

美国加州大学伯克莱分校的项武义教授关心祖国的教育事业．作者曾就教学改革问题向他请教，获益实多．借此机会谨向项先生表示衷心感谢．

张筑生　　　　　

1988年12月于北京大学　　


符号说明

本书所采用的符号都是很普通的．例如
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表示a1
 ，a2
 ，…，an
 这n个实数中最大的一个，而
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则表示这些实数中最小的一个．又如，
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表示实数x的整数部分，也就是不超过x的最大整数．我们还以符号

[image: 图片]


表示证明完毕，或者要证之事很显然，不再详细写出了．其他符号将在第一次出现时予以说明．
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预　　篇　

准　备　知　识





本篇为课程的学习作准备，先介绍一些在数学中广泛采用的术语和记号，然后介绍几个启发微积分基本概念的典型问题．


§1　集合与逻辑记号

集合这一概念描述如下：一个集合是由确定的一些对象汇集的总体．组成集合的这些对象被称为集合的元素．x是集合E的元素这件事，用记号表示为
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y不是集合E的元素这件事记为
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如果集合E的任何元素都是集合F的元素，那么我们就说E是F的子集合，记为

[image: 图片]




⑴有些作者用符号“[image: 0183010001]
 ”表示“真包含”关系，但在现代数学文献中广泛采用的是另一种约定：“[image: 0183010002]
 ”表示一般的包含关系（不限于真包含）．本书采用这后一种约定．这样约定之后，当需要表示“真包含”关系时，反而要用稍累赘的记号“[image: 0183010003]
 ”，但毕竟需要这样做的情形是很少的，没有带来多少不方便．或者
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如果集合E的任何元素都是集合F的元素并且集合F的任何元素也都是集合E的元素（即E[image: 0183010004]
 F并且F[image: 0183010005]
 E），那么我们就说集合E与集合F相等，记为

E＝F.

为了方便起见，我们引入一个不含任何元素的集合——空集合[image: 0183010006]
 ．我们还约定：空集合[image: 0183010007]
 是任何集合E的子集合，即
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全体自然数的集合，全体整数的集合，全体有理数的集合，全体实数的集合和全体复数的集合都是最常遇到的集合，我们约定分别用空体字母N，Z，Q,R和C来表示这些集合，即

N表示全体自然数的集合；

Z表示全体整数的集合；

Q表示全体有理数的集合；

R表示全体实数的集合；

C表示全体复数的集合．

我们还把非负整数、非负有理数和非负实数的集合分别记为Z＋
 ，Q＋
 和R＋
 ．显然有

[image: 图片]


和

[image: 图片]


集合可以通过罗列其元素或者指出其元素应满足的条件等办法来给出．例如：

{1,2,3,4,5}

表示由1,2,3,4,5这五个数字组成的集合，而

[image: 图片]


表示由大于3的实数组成的集合．又如：2的平方根的集合可以记为

[image: 图片]


或者

[image: 图片]


在本课程中经常要遇到以下形式的实数集的子集：

闭区间

[image: 图片]


开区间

[image: 图片]


左闭右开区间

[image: 图片]


左开右闭区间

[image: 图片]


这里a，b∈R，a＜b.

设E和F是任意两个集合．由E的所有元素与F的所有元素合在一起组成的集合称为是这两个集合的并集，记为E∪F.由E和F共同的元素组成的集合称为是两个集合的交集，记为E∩F.由属于E但不属于F的元素组成的集合称为是这两个集合的差集，记为E\F.

以下介绍几个逻辑符号．设α和β是两个判断．如果当α成立时，β也就一定成立，我们就说α能够推出β，或者α蕴含β，记为
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例如
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如果α[image: 0183010008]
 β并且β[image: 0183010009]
 α，我们就说α与β等价，或者说α与β互为充分必要条件，记为α[image: 0183010010]
 β．例如，对于x∈R，我们有

[image: 图片]


设α（x）是涉及x∈E的一个判断，我们用记号

[image: 图片]


表示“存在x∈E使得α（x）成立”，例如

[image: 图片]


设β（x）是涉及x∈E的一个判断，我们用记号

[image: 图片]


或者

[image: 图片]


表示“对一切x∈E都有β（x）成立”，例如
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或者

[image: 图片]



§2　函数与映射

人们常说：“变量y随着变量x的变化而变化”或者“变量y是变量x的函数”．这些说法的确切含义是什么呢？这就是说：变量x所取的任何一个确定的值，决定了变量y的唯一确定的值．或者说：对变量x的任何一个值，有变量y的唯一确定的值与之对应．采用集合论的术语对这些说法作进一步的概括，就得到映射的概念．设D和E都是集合．我们把D的元素与E的元素之间的对应关系f叫做一个映射，如果按照这对应关系，对集合D中的任何一个元素ξ，有集合E中的唯一的一个元素η与之对应．f是从D到E的一个映射这件事，通常记为

f:D→E.

按照对应关系f，由D中的元素ξ所决定的E中的唯一元素η记为f（ξ）．有时候，我们用记号ξ[image: 0183010011]
 η表示元素之间的对应．例如，设D＝R，E＝R，而映射f：D→E定义为f（x）＝x2
 ，则这映射规定了元素之间这样的对应关系

[image: 图片]


设f：D→E是一个映射，A[image: 0183010012]
 D，B[image: 0183010013]
 E.我们把集合

[image: 图片]


叫做集合A经过映射f的像集，并把集合

[image: 图片]


叫做集合B关于映射f的原像集．

如果D[image: 0183010014]
 R，E＝R，那么从D到E的映射就是通常的一元函数．但映射的概念远比这广泛．在以后的学习中，将会遇到更广泛的映射的例子．但在开始的时候，我们主要关心的是函数．

例1　圆的面积S是半径r的函数：

S＝πr2
 ．

在这里，D＝R＋
 ，E＝R，对应关系由一个代数运算式子来表示．

例2　自由落体经过的路程s是时间t的函数：

[image: 图片]


这里的函数关系也能用一个代数式子来表示．

例3　有一些函数关系具有“分段”的表达形式，例如在技术科学中有重要应用的海维赛德（Heviside）函数（又称符号函数）可以表示为

[image: 图片]


例4　狄里克莱（Direchlet）函数定义如下：

[image: 图片]


例5　在自动记录气压计中，有一个匀速转动的圆柱形记录鼓．印有坐标方格的记录纸就裹在这鼓上．记录鼓每24小时转动一周．气压计指针的端点装有一支墨水笔，笔尖接触着记录纸．这样，经过24小时之后，取下的记录纸上就描画了一条曲线．这条曲线表示气压p随时间t变化的函数关系．

例6　设D＝N，E＝R.一个映射

[image: 图片]


意味着用自然数编号的一串实数：

x1
 ＝f（1），x2
 ＝f（2）,…,xn
 ＝f（n），…．

这样的一个映射，或者说这样的以自然数编号的一串实数{xn
 }，被称为实数序列．

设f：D→E是一个映射，g:G→H也是一个映射．如果f（D）[image: 0183010015]
 G，那么从ξ∈D开始，相继经过f和g的作用，就得到g（f（ξ））．这样的对应关系

[image: 图片]


也是一个映射．我们把这映射称为g与f的复合，记为g[image: 0183010016]
 f.简言之，映射g与映射f的复合定义为

[image: 图片]


例7　设f：R→R定义为f（x）＝xm
 ，则有

[image: 图片]


例8　考查函数f（x）＝x2
 和g（x）＝sinx.我们有

[image: 图片]


一般说来，对于映射f和g，两种顺序的复合映射g[image: 0183010017]
 f和f[image: 0183010018]
 g不一定都有定义，即使有定义也不一定相同．让我们再看两个例子．

例9　考查函数f（x）＝[image: 0183010019]
 和g（x）＝x2
 ＋10．我们看到，g[image: 0183010020]
 f对x≤1有定义，而f[image: 0183010021]
 g却没有定义．

例10　考查函数f（x）＝x2
 和g（x）＝x＋2．这两个函数都在整个数轴R上有定义，因而g[image: 0183010022]
 f和f[image: 0183010023]
 g也都在R上有定义．但我们有：
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§3　连加符号∑与连乘符号Ⅱ

在数学中，常遇到一连串的数相加或者一连串的数相乘，例如1＋2＋…＋n或者m（m－1）…（m－k＋1）等．为简便起见，人们引入连加符号∑与连乘符号Ⅱ：

[image: 图片]


这里的指标i仅仅用以表示求和或求乘积的范围，把i换成别的符号j，k等，也仍然表示同一和或同一乘积，例如
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人们通常把这样的指标称为“哑指标”．

我们举几个例子说明连加符号∑与连乘符号Ⅱ的应用．

例1　阶乘n！的定义可以写成
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例2　二项式定理可以表示为
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这里
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例3　[image: 图片]


例4　我们来计算[image: 图片]


这和式表示
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因而
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数的运算满足交换律、结合律以及（乘法对加法的）分配律．据此我们得到以下的运算法则：
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例5　我们有恒等式
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对于k＝1，2，…,n，将相应的恒等式加起来，我们得到
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我们得到了熟悉的公式
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例6　由恒等式
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可得
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类似地，由恒等式
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可得
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采用类似的推理方式，利用数学归纳法可以证明以下结论：

[image: 0183010024]
 kp
 可以表示成n的p＋1次多项式，其最高项系数为 [image: 0183010025]
 ，常数项为0，即
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对于给定的p，上面公式中的系数c1
 ，…，cp
 当然都可以具体算出．我们这里不再作深入的讨论了．


§4　面积、路程与功的计算

我们已经会求直线形和圆的面积．为了计算更一般的曲线图形的面积，需要寻求更有效的方法．

先来看一个具体的例子．设有这样一个曲线图形，它由曲线y＝xp
 ，OX轴和直线x＝b围成，我们来求这图形的面积（图0-1）．
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图　0-1

我们把OX轴上的闭区间[0,b]分成n等分，其中第k个等分是
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相应地把上述曲线图形分成n个等宽的条形

[image: 图片]


每一条形的面积Sk
 介于二矩形条的面积之间：
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因而所求的曲线图形的面积S应该介于以下两个和数之间：
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我们可以把矩形条面积之和[image: 图片]
 当作曲线图形面积S的近似值．所分成的矩形条越细，这样的近似值的精确度就越高．事实上，我们有
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当n无限增大时，上面两个和数趋于共同的极限值[image: 0183010026]
 ．这共同的极限值应该看作所求的面积S.这样，我们求得
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再来看一般的情形．设函数y＝f（x）在闭区间[a,b]上有定义并且非负（即只取大于或等于0的值）．曲线y＝f（x）与直线x＝a，x＝b，y＝0围成一个图形，我们来求这个曲线图形的面积S.为此，用一串分点

[image: 图片]


把闭区间[a,b]分成n段，相应地把上述曲线图形分成n个条形，其中第j个条形为
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在闭区间[xj－1
 ,xj
 ]上任取一点ξj
 ，我们把高为f（ξj
 ），底长为Δxj
 ＝xj
 －xj－1
 的矩形条的面积，当作曲线图形的第j个条形的面积的近似值．这样得到曲线图形面积的近似值
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以后将证明，对于相当普遍的函数f，当分割的条形越来越窄时，上述和式有确定的极限．这极限应当视为所求曲线图形的面积．

我们还可以讨论更一般的情形．设y＝f（x）是在闭区间[a,b]上有定义的函数（不一定非负），考查由直线x＝a，x＝b，y＝0与曲线y＝f（x）所围图形的面积．我们约定，对于函数f取负值的部分，曲线y＝f（x）与OX轴所夹的面积为负值（图0-2）．这样，我们仍能把所述图形的面积的近似值表示为
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图　0-2

对于相当普遍的函数f，当分割的条形越来越窄时，上述和式有确定的极限．这极限应当视为所述曲线图形的面积的代数值．

再来看一些取自物理学的例子．

设物体作变速直线运动，其速度υ是时间t的函数

υ＝f（t）．

我们来计算这物体从时刻a到时刻b经过的路程．为此，用一串分点

a＝t0
 ＜t1
 ＜…＜tn
 ＝b

把这段时间分成n小段．在第j段时间中物体通过的路程可以认为近似等于

[image: 图片]


这里τj
 是[tj－1
 ,tj
 ]中的一个时刻，Δtj
 ＝tj
 －tj－1
 ．于是，从时刻a到时刻b物体通过的路程近似等于
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当所分割的时间间隔越来越短时，上述和式的极限值即为物体从时刻a到时刻b通过的路程．

另一取自物理学的问题是求变力所做的功．设物体m受到一个沿OX轴方向的力F的作用，它沿这轴从a点运动到b点．如果力F随着x而改变，即

F＝f（x），

我们来求F对这物体m所做的功．为此，在a和b之间插入一串分点

a＝x0
 ＜x1
 ＜…＜xn
 ＝b.

设ξj
 是[xj－1
 ,xj
 ]上任意一点，而Δxj
 ＝xj
 －xj－1
 ．在路程[xj
 －1
 ,xj
 ]上把力F＝f（x）近似地看成常力f（ξj
 ），则在这段上力F所做的功近似地等于
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变力F＝f（x）在整段路程[a,b]上所做的功近似地等于
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当所分割的路程间隔越来越小时，上述和式的极限值即为变力F＝f（x）所做的功W.

在上面列举的例子中，来源不同的几个问题都可以用类似的方法讨论．还可以举出更多的例子，所涉及的问题归结为如下形式的和数的极限
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当分割无限加细的时候，上述和数的极限值称为是函数f（x）的积分，记为
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其中a，b表示和数展布的区间，积分号∫（拉长了的S）表示求和求极限的过程，而f（x）dx表示求和各项的形状．如果把Δx1
 ，Δx2
 ，…，Δxn
 中最大的一个记为

maxΔxj
 ，

那么我们就可以写
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早在公元前3世纪，古希腊时代的著名学者阿基米德（Archimedes）就已经会计算曲线图形

0≤x≤b，0≤y≤x2


的面积．但他的方法（所谓“穷竭法”）陈述起来并不那么简单清楚，所以在很长的一段时间里没有被人们普遍接受．直到两千年以后，牛顿（Newton）和莱布尼兹（Leibnitz）创立了微积分学，特别是把积分的计算与微分联系起来，人们才有了统一地解决多种多样的问题的简单而有效的工具．


§5　切线、速度与变化率

初等几何课程已经告诉我们如何作圆的切线．但那作法依赖于圆的特殊几何性质，并没有提示作一般曲线的切线的方法．初等几何着眼于具体地研究每一特殊图形的性质．高等数学却致力于寻求普遍地解决问题的方法．为此，首先引进坐标把几何问题“代数化”．

考查如下的典型问题．设y＝f（x）是在（a,b）上有定义的函数，它表示OXY坐标系中的一段曲线．我们希望过曲线y＝f（x）（x∈（a，b））上的一点P0
 （x0
 ,f（x0
 ）），作这曲线的切线（图0-3）．为此，考虑曲线上的另一点P（x,f（x））．过这两点可以作一条直线——曲线的割线——P0
 P，其斜率为
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图　0-3

当点P沿着曲线变动时，割线P0
 P的方位也随着变动；当P无限接近于P0
 时，割线P0
 P的极限位置就应该是曲线过P0
 点的切线．在以后的课程中，我们将看到，对于相当普遍的函数（包括我们在中学学过的所有的初等函数），当P趋于P0
 时，割线P0
 P确实有一个极限位置．这就是说，可以作曲线过P0
 点的切线，其斜率为

[image: 图片]


我们把差商[image: 0183010027]
 的极限f′（x0
 ）称为导数或微商．

我们再来看一个属于运动学的问题．设物体沿OX轴运动，其位置x是时间t的函数
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如果运动比较均匀，那么我们可以用平均速度反映其快慢．在[t1
 ,t2
 ]这一段时间里的平均速度定义为
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如果物体的运动很不均匀，那么平均速度就不能很好地反映物体运动的状况，必须代之以在每一时刻t0
 的瞬时速度υ（t0
 ）．为了计算瞬时速度，我们取越来越短的时间间隔[t0
 ,t]，以平均速度[image: 0183010028]
 [t0，t]
 作为瞬时速度υ（t0
 ）的近似值．让t趋于t0
 ，平均速度[image: 0183010029]
 [t0
 ，t]
 的极限即为物体在时刻t0
 的瞬时速度
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与切线问题一样，我们又遇到了差商[image: 0183010030]
 的极限——导数（或微商）f′（t0
 ）．

速度问题只是更一般的变化率问题的一个例子．假设有一个随时间变化的量x＝f（t）．我们把差商
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称为是这个量从时刻t1
 到时刻t2
 的平均变化率．当量x＝f（t）变化比较均匀时，平均变化率反映了它变化的快慢．如果量x＝f（t）的变化很不均匀，就需要用瞬时变化率来描述这个量的各个不同时刻的变化状况．取接近时刻t0
 的一小段时间，考查这段时间内的平均变化率．当t趋于t0
 时这平均变化率的极限就是量x＝f（t）在时刻t0
 的瞬时变化率：
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例1　设从时刻0到时刻t通过导线截面的电量是q＝f（t）．电量的平均变化率就是平均电流强度
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而电量的瞬时变化率则表示在时刻t0
 的瞬时电流强度
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例2　设容器内有某种放射性元素，其质量m随着时间t而变化：m＝f（t）．因为放射性元素衰变的时候质量不断减少，所以质量的平均变化率总是负数：
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这平均变化率的绝对值被称为平均衰变速度．质量的瞬时变化率也是负数：
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这瞬时变化率的绝对值被称为瞬时衰变速度．

上面考查的几个问题，涉及到几何学、力学、电学和物质放射性．而在这些问题中都出现了差商的极限——导数：
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由此看来，对这样的极限进行研究很有必要．关于导数的计算，已经发展了一套行之有效的方法——微分法．这将是我们进一步学习的重要内容．
















第一篇　

分　析　基　础






第一章　实　　数

微积分创始于17世纪后半期．创立微积分的大师们着眼于发展强有力的方法．他们虽然解决了许多过去认为是高不可攀的困难问题，却未能为自己的方法提供逻辑上无懈可击的理论说明．这引起了人们长达一个多世纪的争论与误解．直到19世纪初，柯西（Cauchy）才以极限理论为微积分奠定了坚实的基础．又过了半个世纪以后，康托（Cantor）和戴德金（Dedekind）等人经过缜密的审查才发现：极限理论的某些基本原理，实际上依赖于实数系的一个非常重要的性质——连续性．本章的重点是实数系的连续性．希望读者能紧紧抓住问题的关键，领会精神而不过分拘泥于细节．


§1　实数的无尽小数表示与顺序

在初等数学课程里，我们已经熟悉了有尽小数，会做有尽小数的加减法和乘法运算．我们还知道，任何有理数都可以表示为无尽循环小数（有尽小数看成后面接有一串0的无尽循环小数）．在此基础上，我们进一步引入无尽不循环小数以表示无理数．这样，一般地以无尽小数表示实数．以这种朴素的理解为背景，我们来考查实数的顺序，讨论实数系的连续性问题，并定义实数的运算．

无尽小数　形状如

±a0
 .a1
 a2
 …an
 …

这样的表示被称为无尽小数，这里a0
 ∈Z＋
 ，而a1
 ，a2
 ，…,an
 ，…中的每一个都是0，1，…，9这些数字之一．形状如＋a0
 ．a1
 a2
 …an
 …的无尽小数常常简单地写为a0
 .a1
 a2
 …an
 …．我们还约定：如像±a0
 ．a1
 a2
 …am
 0000…这样的无尽小数可以写成±a0
 .a1
 a2
 …am
 ，并可称为有尽小数．

等同关系　我们给无尽小数规定如下的等同关系（E1
 ）和（E2
 ）：

（E1
 ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－0.000…＝＋0.000…,

（E2
 ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　±b0
 .b1
 …bp
 999…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝±b0
 ．b1
 …（bp
 ＋1）000…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（其中bp
 ＜9）．

如同（E1
 ）和（E2
 ）两式中等号左边那样的无尽小数被称为非规范小数，其他的无尽小数都称为规范小数．所规定的等同关系将每一个非规范小数等同于一个与它相对应的规范小数．

实数　在所有的无尽小数中，把每两个彼此等同的无尽小数视为同一个数，这样就得到了实数．于是，每一个实数都具有唯一的规范小数表示．规范表示为＋a0
 ．a1
 a2
 …的实数被称为非负实数，其中规范表示为＋0.00…的实数记为0．规范表示为－b0
 ．b1
 b2
 …的实数被称为负实数．

相反数　两个非0实数，如果它们的规范小数表示的各位数字分别相同，但符号正好相反，那么我们就说这两实数互为相反数．0的相反数就规定为0自己．实数x的相反数通常记为－x.

实数的顺序　我们陈述比较两实数大小的规则如下：

情形1　两实数都是非负实数．对于规范表示的两个非负实数a＝a0
 ．a1
 a2
 …an
 …和b＝b0
 .b1
 b2
 …bn
 …，我们逐位比较它们的各位数字．如果
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那么我们就说a大于b；

情形2　两实数都是负实数．对于规范表示的两个负实数－c＝－c0
 ．c1
 c2
 …cn
 …和－d＝－d0
 .d1
 d2
 …dn
 …，如果
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那么我们就说－c大于－d；

情形3　两实数之一是非负实数，另一个是负实数．对这情形，我们规定任何非负实数大于任何负实数．

如果实数x大于实数y，那么我们就说实数y小于实数x.如果两实数有相同的规范小数表示，那么我们就说这两实数相等．

用上述方式，我们在实数中定义了大于“＞”，小于“＜”和等于“＝”等关系．这样定义的顺序关系具有“三歧性”和“传递性”．

三歧性　对任意两个实数a和b，必有以下三种情形之一出现，而且也只有其中之一出现：

a＞b，a＝b或者a＜b.

传递性　如果a＞b，b＞c，那么a＞c.

我们约定：用记号a≥b表示“a＞b或者a＝b”，用记号a≤b表示“a＜b或者a＝b”．

有尽小数在实数系中处处稠密　下面的定理指出，在任意两个不相等的实数之间还可以再插进一个有尽小数．这一重要结论说明了有尽小数在实数系中的稠密性．

定理　设a和b是实数，a＜b.则存在有尽小数c，满足

a＜c＜b.

证明　如果a＜0＜b，那么c＝0就合乎要求．因此只须考查0≤a＜b或者a＜b≤0的情形．我们只对0≤a＜b的情形写出证明．对另一情形的讨论留给读者作为练习．

设a和b的规范小数表示为

a＝a0
 ．a1
 a2
 …和b＝b0
 .b1
 b2
 …．

因为a＜b，所以存在p∈Z＋
 ，使得

a0
 ＝b0
 ，…,ap－1
 ＝bp－1
 ,ap
 ＜bp
 .

又因为a0
 ．a1
 a2
 …是规范小数，所以存在q＞p，使得

aq
 ＜9．

我们取

c＝a0
 .a1
 …ap
 …aq－1
 （aq
 ＋1）000…．

于是，c是有尽小数，它满足

a＜c＜b.□

实数的绝对值　实数x的绝对值｜x｜定义如下：
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§2　实数系的连续性

关于实数系的连续性，有若干种相互等价的描述办法．本节将要介绍的“确界原理”，就是其中便于运用的一种陈述方式．通过在以后各章中的运用，读者将会逐渐加深对这一原理的理解．

先来介绍有关的术语．

上界与下界，有界集　设E[image: 0183010031]
 R，E≠[image: 0183010032]
 ．如果存在L∈R，使得

x≤L，[image: 0183010033]
 x∈E，

那么我们就说集合E有上界，并且说L是集合E的一个上界．如果存在l∈R，使得

x≥l，[image: 0183010034]
 x∈E，

那么我们就说集合E有下界，并且说l是集合E的一个下界．如果一个集合有上界并且也有下界，那么我们就说这集合有界，或者说这集合是有界集．

如果L是集合E的上界，L1
 ＞L，那么L1
 也是集合E的一个上界．因此，一个有上界的集合，不可能有最大的上界．下面，我们来考查一个意义十分重大的问题：非空而有上界的实数集合，是否总有一个最小的上界？这种“最小的上界”，通常称为上确界．

上确界　设E是实数的非空集合，即设E[image: 0183010035]
 R，E≠[image: 0183010036]
 ．如果存在一个实数M，满足下面的条件（ⅰ）和（ⅱ），那么我们就把M叫做集合E的上确界．条件（ⅰ）和（ⅱ）是：

（ⅰ）M是集合E的一个上界，即

x≤M，[image: 0183010037]
 x∈E；

（ⅱ）M是集合E的最小的上界——任何小于M的实数M′都不再是集合E的上界，即

[image: 图片]


上确界定义中的条件（ii）等价于说：集合E的任何上界M1
 ≥M.

如果M和M1
 都是集合E的上确界，那么就应该有

[image: 图片]


因而有

M1
 ＝M.

由此得知：集合E的上确界如果存在就必定只有一个．我们把这唯一的上确界记为

[image: 图片]


类似地可以定义下确界．

下确界　设E[image: 0183010038]
 R，E≠[image: 0183010039]
 ．如果存在一个实数m，满足以下的条件（1）和（2），那么我们就把m叫做集合E的下确界：

（1）m是集合E的一个下界，即

[image: 图片]


（2）m是集合E的最大的下界——任何大于m的实数m′都不再是集合E的下界，

[image: 图片]


集合E的下确界如果存在就必定是唯一的．我们把这唯一的下确界记为
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设E是实数的非空集合．我们以－E表示E中各数的相反数组成的集合，即定义

－E＝{－x｜x∈E}．

请读者自己验证以下简单事项：

（1）集合E有上界（下界）的充分必要条件是集合－E有下界（上界）；

（2）集合E有上确界的充分必要条件是集合－E有下确界，并且

supE＝－inf（－E）；

（3）集合E有下确界的充分必要条件是集合－E有上确界，并且

infE＝－sup（－E）．

我们来介绍实数系的一个重要性质——连续性．这一性质体现为以下的确界原理．

确界原理　R的任何非空而有上界的子集合D在R中有上确界．

我们将证明与这陈述等价的另一陈述：

确界原理（第二种陈述）　R的任何一个非空并且有下界的子集合E在R中有下确界．

证明　在下面的讨论中，为了书写方便而作这样的约定：允许用记号
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代表相应的有尽小数
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我们分两种情形讨论．

情形1　设0是集合E的一个下界．因为E≠[image: 0183010040]
 ，所以存在x∈E.于是又存在k∈N，使得k＞x.我们看到：0是E的一个下界，k不是E的下界．依次考查0，1，…，k－1这些数，可以断定：存在a0
 ∈{0,1,…,k－1}，使得a0
 是E的一个下界而a0
 ＋1不是E的下界．然后依次考查a0
 .0，a0
 .1,…,a0
 .9这些数，又可断定：存在a1
 ∈{0,1,…,9}，使得a0
 ．a1
 是E的一个下界而a0
 ．a1
 ＋ [image: 0183010041]
 不是E的下界．再依次考查a0
 .a1
 0，a0
 .a1
 1,…,a0
 ．a1
 9这些数，又可断定：存在a2
 ∈{0,1,…,9}，使得a0
 ．a1
 a2
 是E的一个下界而a0
 ．a1
 a2
 ＋[image: 0183010042]
 不是E的下界．继续这样做下去，我们得到一串数：

a0
 ,a0
 .a1
 ,a0
 .a1
 a2
 ,…,a0
 .a1
 a2
 …an
 ,…．

这些数满足条件：a0
 .a1
 a2
 …an
 是集合E的下界而a0
 ．a1
 a2
 …an
 ＋[image: 0183010043]
 不是集合E的下界．我们将证明：

a0
 .a1
 a2
 …an
 an＋1
 …

是一个规范小数，它正好就是集合E的下确界．

假如a0
 .a1
 a2
 …不是规范小数，那么必定存在p∈Z＋
 ，使得
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不妨设p是满足这条件的最小的非负整数．对任意的β∈E，设β的规范小数表示为β0
 .β1
 β2
 …，则必定存在n＞p，使得βn
 ＜9．因为
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所以又必定存在q∈{0,1,…,p}，使得
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（否则β将小于a0
 .a1
 …an
 ）．于是有
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我们看到
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由“a0
 .a1
 a2
 …是非规范小数”的假定导出的这一结论，与ap
 的选择办法相矛盾．由此得知：a0
 ．a1
 a2
 …必定是规范小数．

下面，我们来证明实数a＝a0
 ．a1
 a2
 …是集合E的下确界．首先指出：任何γ∈E必定满足
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如果不是这样，就必定存在h∈Z＋
 ，使得
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——这与a0
 ．a1
 a2
 …ah
 的选取办法矛盾．其次，对于任何一个b＞a0
 .a1
 a2
 …，必定存在k∈Z＋
 ，使得
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这样的b不可能是集合E的下界．

至此，对于0是E的下界的情形，我们证明了集合E在R中必定有下确界．

情形2　设0不是集合E的下界．这就是说，存在x∈E，使得

x＜0．

于是，E的任何下界l必定小于0:

l＜0．

我们来考查R的另一非空子集合

F＝{－l｜l是E的下界}．

容易看出：0是集合F的一个下界．利用情形1中已经证明的结果可以断定：F在R中有下确界，即存在

c＝infF∈R.

我们指出：a＝－c是集合E的下确界．

为此，考查γ∈E.显然对任何－l∈F都有
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这说明－γ是集合F的一个下界．因而
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这说明a＝－c是集合E的一个下界．另一方面，对于任意的b＞a，我们有－b＜－a＝c，因而－b[image: 0183010044]
 F.这就是说，任何大于a的实数b都不是集合E的下界．我们证明了a是E的下确界．□


§3　实数的四则运算

两个实数的和、差、积、商是什么意思？这是需要予以确切定义的．为了定义实数a与b之和，我们考查满足以下条件的有尽小数α，α′与β，β′：
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两实数a与b之和a＋b的合理的定义应该满足
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上式中的α＋β和α′＋β′都只涉及有尽小数的加法运算，因而是已经有定义的．我们将利用已有定义的有尽小数的运算来定义实数的相应运算．

定理1　设a和b是实数．则存在唯一实数u，使得对于满足条件
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的任何有尽小数α，α′和β，β′，都有
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这定理的存在性部分比较容易证明．事实上，实数
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就符合定理的要求．唯一性的证明基于以下想法：我们可以取彼此充分靠近的有尽小数α，α′和彼此充分靠近的有尽小数β，β′，使得
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于是α＋β与α′＋β′可以任意接近，因而在它们之间容不下两个数．以上推想方式是令人信服的．但要严格地写出每一步证明，却是一件细致的工作．我们把这部分内容放到本节后的附录中，供喜欢寻根究底的读者参考．初学者不必也不宜在这些细节上花费太多的时间，尤其不要因此而分散了对主要问题的注意力．

定义　我们把定理1中所述的唯一确定的实数u叫做实数a与实数b之和，并约定把它记为a＋b.

定义　实数a与实数b之差定义为a与－b之和，即规定

a－b＝a＋（－b）．

为了定义两个非负实数的乘积，我们需要以下定理．

定理2　设a和b是非负实数．则存在唯一实数υ，使得对于满足条件
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的任何有尽小数α，α′和β，β′，都有
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这定理的证明也放在本节后的附录中．

定义　我们把定理2中所述的唯一确定的实数υ叫做非负实数a与非负实数b的乘积，并约定把它记为ab.

定义　任意实数a与b的乘积ab定义如下：
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至于实数的除法，我们将在下面的附录中予以讨论．

附　　录

在这附录里，我们补充定理1和定理2的证明，并对实数的除法作相应的讨论．

引理1　设a是任意一个实数．则对任何正的有尽小数ε，存在有尽小数α和α′，满足条件
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证明　我们设
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并设其中第一位不等于0的数字是εk－1
 ，0≤k－1≤p.则有
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如果a的规范小数表示为a0
 .a1
 a2
 …，则取
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如果a的规范小数表示为－a0
 .a1
 a2
 …，则取
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对这两种情形都有
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引理2　设c和c′是实数，c≤c′．如果对任何正的有尽小数ε，存在有尽小数γ和γ′，满足条件
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那么就必定有
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证明　用反证法．假如c＜c′，那么存在有尽小数η和η′，满足
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对于ε＝η′－η＞0，任何满足条件
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的有尽小数γ和γ′都不能使得
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这说明：如果引理所述的前提成立，那么就必定有
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引理3　设ε是正的有尽小数，M和N是自然数．则存在正的有尽小数ε′和ε″，使得
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证明　我们设
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并设其中第一位不等于0的数字是εk－1
 ，0≤k－1≤p.则有
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我们取自然数m和n，使得

[image: 图片]


然后取
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于是就有
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定理1的证明　存在性　实数
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符合定理的要求．

唯一性　对于任意正的有尽小数ε和自然数M＝N＝1，根据引理3，存在正的有尽小数ε′和ε″，使得
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又根据引理1，存在有尽小数α，α′和β，β′，分别满足
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和
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于是有
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因为ε可以取任何正的有尽小数，根据引理2，满足条件
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的实数u应该是唯一的．□

定理2的证明　存在性　实数
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符合定理的要求．

唯一性　首先，取自然数M和N，使得
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其次，对于任意正的有尽小数ε，根据引理3，存在正的有尽小数ε′和ε″，使得
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又根据引理1，存在有尽小数α，α′和β，β′，分别满足
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和
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于是，我们有
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因为这里的ε可以取任何正的有尽小数，根据引理2，符合定理要求的实数υ应该是唯一的．□

下面讨论实数的除法．在初等数学的课程里，我们学习过有尽小数的“长除法”（除法草式）．这是一种可以用来确定近似商的除法手续．对于给定的正的有尽小数α，β和自然数n，通过逐位试商，可以确定一个有尽小数
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满足这样的条件
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对于给定的α，β和n，这样的γ是唯一确定的．我们把这样的γ和γ′＝γ＋1/10n
 分别叫做β÷α的、精确到小数点以后n位的不足近似商和过剩近似商，并约定用以下的记号表示它们：
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为了定义任意实数b除以任意非0实数a的商，可以先考查a＞0，b＝1的情形．只要对a＞0的情形定义了1/a，就可以按以下方式定义任意实数b除以任意非0实数a的商：
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定理3　对任何正实数a，存在唯一的正实数ω，使得对于满足条件
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的任何有尽小数α，α′和任意的自然数m，n都有
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定义　我们把定理3中所述的唯一确定的正实数ω叫做正实数a的倒数，并把它记为1/a.

在下面的证明中，我们将利用有尽小数乘法的以下性质：对于任何正的有尽小数β，γ和γ′，应有
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定理3的证明　存在性　因为
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所以有
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由此容易看出：实数
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符合定理的要求．

唯一性　首先，选取σ＝1/10k
 和M＝10l
 ，使得

0＜σ＜a＜M.

其次，设ε是任意一个正的有尽小数．根据引理3，存在正的有尽小数ε′和ε″，使得
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这样的ε′和ε″使得
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我们可以选取有尽小数α，α′和自然数n，满足以下条件：
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这样选取的α，α′和n应该使得
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于是有
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因为这里的ε可以是任何正的有尽小数，所以符合定理要求的实数ω不能多于一个．这证明了唯一性．□


§4　实数系的基本性质综述

本节综述实数系的一些最基本的性质．这些性质将是我们以后讨论的基础．以下分三组介绍这些性质：运算性质，顺序性质和连续性质．

运算性质

在实数系R中定义了加法运算“＋”和乘法运算“·”，使得对任意的a∈R和b∈R，有确定的a＋b∈R和确定的a·b∈R与之对应，并且以下的运算律成立：

（F1
 ）加法是交换的，即
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（F2
 ）加法是结合的，即
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（F3
 ）0∈R对于加法起着特定的作用
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（F4
 ）对每一个a∈R都存在一个与它相反的数－a∈R，使得

（－a）＋a＝a＋（－a）＝0；

（F5
 ）乘法是交换的，即
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（F6
 ）乘法是结合的，即
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（F7
 ）1∈R对于乘法起着特定的作用
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（F8
 ）对每一个a∈R，a≠0，都存在一个倒数a－1
 ∈R，使得
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（F9
 ）乘法对于加法是分配的，即

[image: 图片]


顺序性质

在实数系R中定义了顺序关系“＜”（在以下的陈述中也出现记号“＞”我们约定：“a＞b”只是“b＜a”的另一种写法，表示的是同一件事情）．顺序关系“＜”具有以下一些性质：

（O1
 ）对任意的a∈R与b∈R，必有并且只有以下三种情形之一出现：

a＜b，a＝b　或者　a＞b

　　　（这一性质通常叫做“三歧性”）；

（O2
 ）关系“＜”具有传递性

a＜b，b＜c[image: 0183010045]
 a＜c；

（O3
 ）加以实数的运算保持顺序关系

a＜b[image: 0183010046]
 a＋c＜b＋c；

（O4
 ）乘以正实数的运算保持顺序关系

a＜b，c＞0[image: 0183010047]
 a·c＞b·c.

连续性质

在实数系R中，以下的确界原理成立：

（C）R的任何一个非空而有上界的子集合在R中有上确界．

我们对上面所列的性质作一些说明．

定义有加法与乘法运算并且符合运算律（F1
 ）－（F9
 ）的集合通常称为域．实数系是一个域．有理数系和复数系也都是域．

定义有顺序关系“＜”并且符合（O1
 ）－（O4
 ）的要求的一个域被称为有序域．实数系是一个有序域．有理数系也是一个有序域．但复数系不是有序域．

确界原理（C）说明了实数系的连续性．因此我们说：实数系R是一个连续的有序域．


§5　不等式

本节介绍常用的一些不等式．

涉及绝对值的不等式

实数a的绝对值｜a｜定义为

[image: 图片]


我们来考查不等式

｜x｜＜α．

根据绝对值的定义，这不等式等价于

0≤x＜α，　或者　x＜0，－x＜α，

即

－α＜x＜α．

我们得到：

｜x｜＜α[image: 0183010048]
 －α＜x＜α．

即：不等式｜x｜＜α的解的集合是开区间

（－α，α）．

类似地可以证明
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即：不等式｜y｜≤β的解的集合是闭区间

[－β，β]．

我们有显然的不等式
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将这些不等式相加可得
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由此又得到重要的不等式
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运用这样的不等式，可以得到
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同理可得
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即
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我们得到了

[image: 图片]


即
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利用归纳法，可以把不等式

[image: 图片]


推广到n个实数的情形：

[image: 图片]


伯努里（Bernoulli）不等式

设x≥0，则由二项式定理
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可以得到
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这不等式实际上对任何x≥－1成立．请看下面的定理．

定理　以下的伯努里不等式成立：
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证明　我们采用数学归纳法．n＝1时，上式显然以等式的形式成立．假设已经证明了

[image: 图片]


则
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这证明了对一切自然数n伯努里不等式成立．□

算术平均数与几何平均数不等式

设x1
 和x2
 是非负实数．我们把[image: 0183010049]
 叫做这两个数的算术平均数，把[image: 0183010050]
 叫做这两个数的几何平均数．以下的不等式显然成立：
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由此得到

[image: 图片]


即：算术平均数大于或等于几何平均数．

对n个非负实数，也有相应的结果：

定理　设x1
 ，x2
 ，…,xn
 ≥0，则以下的算术平均数与几何平均数不等式（AM-GM不等式）成立：
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证明　我们利用数学归纳法．n＝1的时候，上式显然（以等式形式）成立．假设对任意n－1个非负实数，算术平均数与几何平均数不等式成立．我们来考虑n个非负实数x1
 ，x2
 ，…，xn
 的情形．不妨设xn
 是这n个数中最大的一个（我们总可以从小到大排列这n个非负实数，于是最后一个数就是最大的一个）．记
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则有
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于是
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即
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涉及三角函数的不等式

几何学的讨论也是发现和证明不等式的一个重要途径．我们举以下的例子来说明这种方法．在数学理论的推导中，涉及角的度量时，通常采用弧度作为单位．

定理　对于用弧度表示的角x，有以下不等式成立
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证明　在单位圆O中作圆心角x，它的始边为OX轴上的OA，终边为OB.用线段联结AB.过A点作OX轴的垂线交OB延长线于C（图1-1）．
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图　1-1

我们有

△OAB的面积＜扇形OAB的面积＜△OAC的面积，即
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这样，我们证明了
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推论 以下不等式成立
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证明　我们有
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和
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综合以上两式就得到
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而当｜x｜≥[image: 0183010051]
 时，又有

[image: 图片]


于是，我们得到不等式
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第二章　极　　限


§1　有界序列与无穷小序列

从自然数集N到实数集R的一个映射

x:N→R，

相当于用自然数编号的一串实数

x1
 ＝x（1），x2
 ＝x（2）,…,xn
 ＝x（n），…．

这样的一个映射．或者说这样的用自然数编号的一串实数{xn
 }，称为是一个实数序列．

1．a　有界序列

定义1　设{xn
 }是一个实数序列．

（1）如果存在M∈R使得

[image: 图片]


我们就说：序列{xn
 }有上界，实数M是它的一个上界；

（2）如果存在m∈R使得
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我们就说：序列{xn
 }有下界，实数m是它的一个下界；

（3）如果序列{xn
 }有上界并且也有下界，我们就说这序列有界．

序列{xn
 }有界的充分必要条件是：存在K∈R使得
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序列{xn
 }有界这件事，可以用符号表述为
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而“序列{xn
 }无界”是上面陈述的否定，它可以用符号表述为
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请注意，当我们对一个陈述加以否定时，应该把逻辑量词“[image: 0183010052]
 ”换成“[image: 0183010053]
 ”，把“[image: 0183010054]
 ”换成“[image: 0183010055]
 ”，并且把最后的陈述换成原来陈述的否定．

例1　序列xn
 ＝（－1）n
 （n＝1，2，…）是有界的，因为
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例2　序列xn
 ＝[image: 0183010056]
 （n＝1,2,…）是有界的，因为
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例3　序列xn
 ＝（[image: 0183010057]
 ）n
 （n＝1，2，…）是有界的，因为
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例4　序列an
 ＝n，bn
 ＝－2n，cn
 ＝n＋（－1）n
 n和dn
 ＝ n·sin[image: 0183010058]
 都是无界的．

例5　考查序列

[image: 图片]


我们来证明这序列是无界的．事实上，对任意自然数N，只要取n＝22N
 ，就有
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1．b　无穷小序列

考查序列{αn
 }，{βn
 }和{γn
 }，这里
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我们看到，随着n的增大，αn
 不断减小而趋近于0，βn
 不断增加而趋近于0，γn
 来回摆动但仍然趋近于0．这几个序列都是无穷小序列的例子．

定义2　设{xn
 }是一个实数序列．如果对任意实数ε＞0，都存在自然数N，使得只要n＞N，就有
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那么我们就称{xn
 }为无穷小序列．

用符号表示，“{xn
 }是无穷小序列”这件事可以写成：
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这就是说：只要我们取n足够大，｜xn
 ｜可以小于任何预先指定的正数．“序列{yn
 }不是无穷小序列”这件事可以用符号表示成

[image: 图片]


几何解释　考查以0点为中心的开区间
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我们把这开区间叫做0点的ε邻域．用几何的语言来描述，“{xn
 }是无穷小序列”意味着：不论0点的邻域怎样小，序列{xn
 }从某一项之后的各项都要进入到这邻域之中．

例6　xn
 [image: 0183010059]
 是无穷小序列．事实上，我们有
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对任何ε＞0，要使[image: 0183010060]
 ＜ε，只须n＞[image: 0183010061]
 ．我们可以取大于[image: 0183010062]
 的任意一个自然数作为N.例如可取N＝[[image: 0183010063]
 ]＋1．对于这样选取的N∈N，只要n＞N，就有
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例7　设a∈R，｜a｜＞1，则
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是无穷小序列．事实上
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要使[image: 0183010064]
 ＜ε，只须n＞[image: 0183010065]
 ．我们可以取大于[image: 0183010066]
 的任意自然数作为N，例如可取N＝[[image: 0183010067]
 ]＋1．于是，只要n＞N，就有
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例8　设a∈R，｜a｜＞1，则
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是无穷小序列．

事实上，对于n≥2，我们有
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要使

[image: 图片]


只须

[image: 图片]


我们可以取大于[image: 0183010068]
 ＋1的任意自然数作为N，例如可取N＝[image: 0183010069]
 ＋2．对这样选取的N∈N，只要n＞N，就有

[image: 图片]


在上面各例中，我们采取逐步倒推的方式，从任意给定的ε出发，寻找无穷小序列定义所要求的N.因为只需要指出这样的N存在，所以在倒推的过程中，允许适当地放宽不等式，以简化我们的讨论．这种放宽不等式的办法，可以概括为以下简单的引理：

引理　设{αn
 }和{βn
 }是实数序列，并设存在N0
 ∈N，使得
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如果{βn
 }是无穷小序列，那么{αn
 }也是无穷小序列．

证明　对任意的ε＞0，存在N1
 ∈N，使得n＞N1
 时｜βn
 ｜＜ε．我们取
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则当n＞N时，就有
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仔细检查上面几个例题，我们发现在证明过程中实际上都用了类似于这引理的推理方式．在例7中，需要判断什么时候[image: 0183010070]
 ＜ε，我们放宽为判断什么时候[image: 0183010071]
 ＜ε．在例8中，代替不等式｜[image: 0183010072]
 ｜＜ε，我们考查较容易的不等式
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例9　考查序列
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因为
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所以{αn
 }是无穷小序列．

1．c　有界序列与无穷小序列的性质

引理　如果{αn
 }是无穷小序列，那么它也是有界序列．

证明　对于ε＝1，存在N∈N，使得只要n＞N，就有
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记　

[image: 图片]


则显然有
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定理1　关于有界序列与无穷小序列，有以下结果：

（1）两个有界序列的和与乘积都是有界序列．即如果{xn
 }，{yn
 }都是有界序列，那么

[image: 图片]


都是有界序列；

（2）两个无穷小序列{an
 }与{βn
 }之和
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也是无穷小序列；

（3）无穷小序列{αn
 }与有界序列{xn
 }的乘积{αn
 xn
 }是无穷小序列；

（4）{αn
 }是无穷小序列[image: 0183010073]
 {｜αn
 ｜}是无穷小序列．

证明　（1）我们有
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于是
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（2）对任意ε＞0，存在N1
 ∈N和N2
 ∈N，分别使得

[image: 图片]


和

｜βn
 ｜＜ε/2，[image: 0183010074]
 n＞N2
 ．

取N＝max{N1
 ,N2
 }，则n＞N时，就有

[image: 图片]


（3）根据定义，存在K∈R使得
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不妨设K＞0．对任意ε＞0，我们有ε/K＞0．因而存在N∈N，使得n＞N时，有
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这时就有
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（4）我们有显然的关系
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推论　我们有：

（5）两个无穷小序列{αn
 }和{βn
 }的乘积{αn
 βn
 }也是无穷小序列；

（6）实数c与无穷小序列{αn
 }的乘积{cαn
 }也是无穷小序列；

（7）有限个无穷小序列之和仍是无穷小序列，有限个无穷小序列之乘积也是无穷小序列．

证明　（5）无穷小序列{βn
 }是有界序列．

（6）常数c可以视为有界序列：

xn
 ＝c，n＝1,2，…．

（7）利用数学归纳法就可证明．□

例10　设b∈R，b＞1，k∈N.则
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是无穷小序列．事实上，我们可以记
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于是有

[image: 图片]


这是k个无穷小序列tn
 ＝[image: 0183010075]
 的乘积，因而也是无穷小序列．

例11　设c＞0，则
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是无穷小序列．为证明这一事实，我们取定一个m∈N，使得m＞c.显然有
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因为c/m＜1，由例7可知[image: 0183010076]
 是无穷小序列，所以{yn
 }也是无穷小序列．

例12　设{αn
 }是无穷小序列，记

[image: 图片]


则{βn
 }也是无穷小序列．换句话说，以无穷小序列前n项的算术平均数作为通项的序列，也是一个无穷小序列．

证明　对任意的ε＞0，存在m∈N，使得只要n＞m，就有
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对这取定的m，又可取充分大的p∈N，使得
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记　N＝max{m,p}，则当n＞N时，就有
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例13　设{αn
 }是无穷小序列，并且

[image: 图片]


我们记
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则{γn
 }也是无穷小序列．

证明　我们有
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这里
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是无穷小序列（见例12）．□

例14　考查序列
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因为
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是无穷小序列，引用例13就可断定{zn
 }也是一个无穷小序列．

在结束本节之前，我们对无穷小序列定义中的ε再说几句话．这定义中的ε，是可以任意选取的正数．我们用任意选取的ε＞0来检验序列{un
 }，观察是否存在N∈N，能使得
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其实，如果ε是可以任意选取的正数，那么2ε也是可以任意选取的正数．——对任意的ε′＞0，我们总可以选取ε＝ε′/2，使得2ε＝ε′．更一般地，对于取定的K＞0，如果ε是可以任意选取的正数，那么Kε也是可以任意选取的正数．因此，在有关无穷小序列的讨论中，对所涉及的ε，可以不必过分拘泥．例如，对于定理1中的（2）、（3）两项，可以按以下方式书写证明（实质上当然没有任何改变，但用这种方式写起来更为顺手）：

（2）对任何ε＞0，存在N1
 ∈N和N2
 ∈N，分别使得
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和

[image: 图片]


取N＝max{N1
 ,N2
 }，则对n＞N，就有
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（3）设K＞0，使得
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对任何ε＞0，存在N∈N，使得
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于是，只要n＞N，就有
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§2　收敛序列

2．a　收敛序列的定义

数学中常常用一串已知的（或者容易求得的）数值去逼近欲求的数值．例如，为了求得单位圆的面积π，人们用圆内接正n边形的面积Pn
 （n≥3）去逼近它，即以Pn
 作为π的近似值．随着n的增大，人们不断地改进π的近似值的精确程度．在这不断改进的过程中，逐渐产生了朴素的极限概念．公元3世纪，我国数学家刘徽在解释他的“割圆术”的时候说：“割之弥细，所失弥少；割之又割，以至于不割，则与圆周合体而无所失矣”．这就是说，只要取n充分大，用Pn
 逼近π的误差可以任意小．Pn
 的极限就应该是π．

虽然朴素的极限概念产生很早，极限理论的精确阐述则是18世纪以后的事．下面，我们就来介绍极限的确切含义．

定义　设{xn
 }是实数序列，a是实数．如果对任意实数ε＞0都存在自然数N，使得只要n＞N，就有

[image: 图片]


那么我们就说序列{xn
 }收敛，它以a为极限（或者说序列{xn
 }收敛于a），记为
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有时也写为
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不收敛的序列称为发散序列．

注记　（1）我们用｜xn
 －a｜表示用xn
 逼近a的误差．按照定义，所谓序列{xn
 }以a为极限，就是说：只要我们取n充分大，就可使得逼近的误差任意小（小于任何预先给定的正数ε）．

（2）用符号表示，limxn
 ＝a的定义可以写成：

[image: 图片]


而序列{yn
 }不收敛于b这件事可以表示为：

[image: 图片]


几何解释　设ε∈R，ε＞0．我们把开区间（a－ε,a＋ε）叫做a点的ε邻域．极限定义中的不等式

[image: 图片]


可以写成

[image: 图片]


即

[image: 图片]


因此，如果采用几何式的语言，极限的定义可以表述为：不论a点的邻域怎样小，序列{xn
 }以某一项之后的所有各项都要进入这邻域之中．

这一几何解释帮助我们形象地理解极限的含义，对很多情况能够提示解决问题的途径．例如，让我们来考虑这样的问题：一个序列{xn
 }能否有两个不同的极限a和b？我们可作如下的分析：因为a≠b，不妨设a＜b，可取ε充分小使得a＋ε＜b－ε（这只须取ε满足0＜ε＜[image: 0183010077]
 ），于是a的ε邻域与b的ε邻域不相交（见图1-2）．如果序列{xn
 }从某一项之后的各项全部进入a的ε邻域之中，那么从这一项之后的项就不可能再进入到b点的ε邻域之中，因而不可能以b为极限．经过这样的分析，我们写出以下的关于极限唯一的定理的证明．
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图　1-2

定理1　如果序列{xn
 }有极限，那么它的极限是唯一的．

证明　用反证法．假设序列{xn
 }有极限a和b，a＜b.我们取ε∈R满足
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于是，存在N1
 ∈N，使得n＞N1
 时
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又存在N2
 ∈N，使得n＞N2
 时
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置N＝max{N1
 ,N2
 }，则当n＞N时，就有
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这与0＜ε＜[image: 0183010078]
 矛盾．□

我们再来分析如下的问题：设{xn
 }，{yn
 }和{zn
 }都是实数序列，它们满足不等式
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如果{xn
 }和{zn
 }都是收敛序列，它们的极限都是a：
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那么关于序列{yn
 }的收敛性能有什么样的结论呢？我们来考查a的任意一个ε邻域（a－ε,a＋ε）．从某一项之后，xn
 和zn
 都应落在a的这一邻域之中，这时夹在xn
 和zn
 之间的yn
 自然也必须落在这一邻域之中．从这一分析出发，我们得到以下定理的证明．

定理2（夹挤原理）　设{xn
 }，{yn
 }和{zn
 }都是实数序列，满足条件
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如果
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那么{yn
 }也是收敛序列，并且也有
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证明　对任意ε＞0，存在N1
 ，N2
 ∈N，使得当n＞N1
 时，
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当n＞N2
 时，
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置N＝max{N1
 ,N2
 }，则n＞N时，就有
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从定义可以看出：无穷小序列就是以0为极限的序列；而“序列{xn
 }以a为极限”这一陈述等价于说：“{xn
 －a}是无穷小序列”．从以上简单的观察，得到了很有用的结果：

定理3　设{xn
 }是实数序列，a是实数．则以下三陈述等价：

（1）序列{xn
 }以a为极限；

（2）{xn
 －a}是无穷小序列；

（3）存在无穷小序列{αn
 }使得
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证明　（1）[image: 0183010079]
 （2）：由定义即可看出．

（2）[image: 0183010080]
 （3）：设αn
 ＝xn
 －a，则{αn
 }是无穷小序列，并且xn
 ＝a＋αn
 ，n＝1，2,…．

（3）[image: 0183010081]
 （1）：存在N∈N，使得n＞N时
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这时
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例1　试证lim[image: 0183010082]
 ＝1．

证明　对任意的ε＞0，要使
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只须
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取大于[image: 0183010083]
 －1的任意自然数作为N（例如取N＝[1/ε]），则当n＞N时，就有
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例2　求证lim[image: 0183010084]
 ．

证明　我们有
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只须取大于1/ε的任何自然数作为N（例如取N＝[1/ε]＋1），则当n＞N时，就有
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例3　设a＞1，求证lim[image: 0183010085]
 ＝1．

证明　因为a＞1，所以a1/n
 ＝[image: 0183010086]
 ＞1．令
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则αn
 ＞0．我们来证明{αn
 }是无穷小序列．事实上，由
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可得
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这证明了{αn
 }是无穷小序列．□

例4　求证lim[image: 0183010087]
 ＝1．

证明　置αn
 ＝[image: 0183010088]
 －1，则αn
 ≥0．我们有
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由此可得
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要使
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只须
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取N＝[2/ε2
 ]＋2，则当n＞N时，就有
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例5　求证lim（[image: 0183010089]
 －n）＝1/2．

证明　我们有
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例6　已知limxn
 ＝α，求证
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证明　设αn
 ＝xn
 －a，n＝1，2，…．则{αn
 }是无穷小序列．我们有
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由§1中例12可知[image: 0183010090]
 是无穷小序列，因而

[image: 图片]


2．b　收敛序列的性质

定理4　收敛序列{xn
 }是有界的．

证明　设limxn
 ＝a，则对于ε＝1＞0，存在N∈N，使得当n＞N时，就有

[image: 图片]


即
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记K＝max{｜x1
 ｜，…，｜xN
 ｜，｜a｜＋1}，则有
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定理5　（1）设limxn
 ＝a，则lim ｜xn
 ｜＝｜a｜．

（2）设limxn
 ＝a，limyn
 ＝b，则
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（3）设limxn
 ＝a，limyn
 ＝b，则
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（4）设xn
 ≠0（n＝1,2,…）,limxn
 ＝a≠0，则
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证明　（1）｜｜xn
 ｜－｜a｜｜≤｜xn
 －a｜．

（2）我们有

｜（xn
 ±yn
 ）－（a±b）｜≤｜xn
 －a｜＋｜yn
 －b｜．

对任意ε＞0，存在N1
 ∈N和N2
 ∈N，分别使得
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和
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记N＝max{N1
 ,N2
 }，则当n＞N时，就有
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（3）因为收敛序列是有界的，所以存在K∈R使得
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不妨设K＞0．又可取L∈R使得

L＞｜a｜．

于是，我们有
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对任意ε＞0，存在N1
 ∈N和N2
 ∈N分别使得

当n＞N1
 时，｜xn
 －a｜＜[image: 0183010091]
 ，

和

当n＞N2
 时，｜yn
 －b｜＜[image: 0183010092]
 ．

置N＝max{N1
 ,N2
 }，则当n＞N时，就有
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（4）因为limxn
 ＝a，所以对于｜a｜/2＞0，存在N0
 ∈N，使得当n＞N0
 时，
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这时
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对任意ε＞0，存在N1
 ∈N，使得当n＞N1
 时，
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置N＝max{N0
 ,N1
 }，则当n＞N时，就有
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推论　（5）设limxn
 ＝a，c∈R，则
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（6）设xn
 ≠0（n＝1,2,…）,limxn
 ＝a≠0,limyn
 ＝b，则
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注记　定理5及其推论中的（1）－（6）可以形式地写成以下公式：
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但在运用时一定要注意上面这些公式成立的条件．——条件的确切陈述见定理5及其推论，概括说来就是：这些公式等号右边的式子要有意义！

例7　求证对于0＜b≤1，也有
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证明　b＝1的情形是显然的．只须考虑0＜b＜1的情形．在例3中我们已经知道：对于a＞1有
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对于0＜b＜1，记a＝[image: 0183010093]
 ，则a＞1，并且[image: 0183010094]
 ．于是
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例8　求[image: 0183010095]
 ，这里c≥0．

解　先来看c＝0的情形，这时
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再来看c＞0的情形，这时我们有
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因而lim[image: 0183010096]
 ＝1．综合两种情形，我们得到
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例9　求极限
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解　我们有
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例10　设{an
 }是实数序列，an
 ＞0（[image: 0183010097]
 n），liman
 ＝A＞0．求证
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证明　由不等式
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和
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可得
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我们记
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因为
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所以有
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在有关极限的一些证明中，常常用到涉及绝对值的不等式和加减辅助项的技巧．例如在极限的加法法则与乘法法则的证明中，我们用到以下关系
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若引用定理3，通过无穷小序列来表示收敛序列，则往往可以使证明更加平易显然．例如，序列极限的加法法则与乘法法则可以这样来证明：

设limxn
 ＝a，limyn
 ＝b，则
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这里的{αn
 }和{βn
 }都是无穷小序列．于是
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因为{αn
 ＋βn
 }和{αβn
 ＋bαn
 ＋αn
 βn
 }都是无穷小序列，所以
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在讨论中引入无穷小序列，常常可使复杂的问题简单化．我们再举两个例子．

例11　设limxn
 ＝a，limyn
 ＝b.若记
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则有
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证明　我们有
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这里的{αn
 }和{βn
 }是无穷小序列．于是
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无穷小序列也是有界序列，可设
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因为
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所以
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是无穷小序列．又因为
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也都是无穷小序列，所以

[image: 图片]


例12　设lim xn
 ＝a.求证
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证明　我们有
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这里{αn
 }是无穷小序列．于是
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因为
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所以
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2．c　收敛序列与不等式

定理6　如果limxn
 ＜limyn
 （这就是说：如果limxn
 ＝a，limyn
 ＝b，a＜b），那么存在N∈N，使得n＞N时有
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证明　对于ε＝[image: 0183010098]
 ＞0，存在N1
 ∈N和N2
 ∈N，分别使得

当n＞N1
 时，a－ε＜xn
 ＜a＋ε，

和

当n＞N2
 时，b－ε＜yn
 ＜b＋ε．

置N＝max{N1
 ,N2
 }，则n＞N时就有
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注记　定理6的几种常遇到的特殊情形分述如下：

（1）设xn
 ≡a是常数列，这时定理6成为：如果limyn
 ＞a，那么存在N∈N，使得当n＞N时，就有
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（2）设yn
 ≡b是常数列，这时定理6成为：如果limxn
 ＜b，那么存在N∈N，使得当n＞N时，就有
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（3）综合（1）和（2），我们得到：如果

[image: 图片]


那么存在N∈N，使得当n＞N时，就有
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定理7　如果{xn
 }和{yn
 }都是收敛序列，并且满足条件
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那么
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证明　用反证法．如果limxn
 ＞limyn
 ，那么根据定理6存在N1
 ∈N，使得n＞N1
 时
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取n＞max{N0
 ,N1
 }就得到矛盾．□

注记　即使有
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也不能保证limxn
 ＜limyn
 .例如，设xn
 ＝[image: 0183010099]
 ，yn
 ＝[image: 0183010100]
 ，则显然有
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但
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例13　设给定自然数k≥2．试对充分大的n判别以下三式的大小顺序：
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解　因为lim[image: 0183010101]
 ＝0＜1（参看§1的例10），所以对充分大的n应有
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又因为lim[image: 0183010102]
 ＝0＜1（参看§1的例11），所以对充分大的n应有
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这样，对充分大的n应有
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例14　设A＞0，a≠0．问当n充分大的时候
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各有怎样的符号？

解　因为
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所以对充分大的n有
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又因为
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所以当n充分大的时候，[image: 0183010103]
 与[image: 0183010104]
 同号，因而与a同号．


§3　收敛原理

按照定义，序列{xn
 }称为是收敛的，如果存在一个实数a，使得
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但是，我们事先怎样来判断能否有这样的实数a存在呢？换句话说，怎样来识别一个序列是否收敛呢？本节就来讨论这个问题．

3．a　单调收敛原理

定义　（1）若实数序列{xn
 }满足
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则称这序列是递增的或者单调上升的，记为
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（2）若实数序列{yn
 }满足
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则称这序列是递减的或者单调下降的，记为
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（3）单调上升的序列和单调下降的序列统称为单调序列．

注记　如果（1）中的不等式总是严格地成立，即

[image: 图片]


那么我们就说序列{xn
 }是严格递增的或者严格单调上升的．如果（2）中的不等式总是严格地成立，即
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那么我们就说序列{yn
 }是严格递减的或者严格单调下降的．

定理1　递增序列{xn
 }收敛的充分必要条件是它有上界．

证明　必要性　收敛序列是有界的．

充分性　设序列{xn
 }有上界，则存在上确界
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对任意ε＞0，显然a－ε＜a，因而存在xN
 使得
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于是当n＞N时，就有
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这证明了
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推论　递减序列{yn
 }收敛的充分必要条件是它有下界．

证明　令xn
 ＝－yn
 ，n＝1，2，…，就可以把这情形转化为定理1中的情形（直接证明也很容易）．□

注记　（1）我们看到：递增有界序列{xn
 }的极限即它的上确界
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同样可以证明：递减有界序列{yn
 }的极限即它的下确界
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（2）因为一个序列的收敛性及其极限值都只与这序列的尾部（即从某一项之后的项）有关，所以定理1及其推论中的单调性条件可以削弱为“从某一项之后单调”，即
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及
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例1　设a＞0，求极限lim[image: 0183010105]
 ．

解　记xn
 ＝[image: 0183010106]
 ，n＝1，2，…．显然有
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对于充分大的n有
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这时就有
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由单调收敛原理可知：序列{xn
 }有极限．记这极限为x.在以下等式中取极限：
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我们得到
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这就是说
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例2　设x1
 ＝[image: 0183010107]
 ，x2
 ＝[image: 0183010108]
 ，…，xn
 ＝[image: 0183010109]
 （n重根号），…．试求limxn
 .

解　序列{xn
 }是递增的：

[image: 图片]


我们用归纳法证明序列{xn
 }有上界2．首先，显然有x1
 ＝[image: 0183010110]
 ＜2．其次，如果xn
 ＜2，那么xn＋1
 ＝[image: 0183010111]
 ．这证明了
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根据单调收敛原理可设
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从等式
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取极限得
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解此方程得a＝2或a＝－1．但显然应该有a≥0，所以
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例3　设a＞0，x0
 ＞0．序列{xn
 }由以下递推公式定义：
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试证
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证明　我们有
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（这是算术平均数与几何平均数不等式的一种特殊情形．直接证明也很容易．）由此可得
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由此又可得到
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也就是
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序列{xn
 }递减而有下界，可设
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显然有
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序列{xn
 }满足递推公式
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在这公式中让n→＋∞取极限就得到
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即　　　　　　　　x2
 ＝a.

但已知x＞0，所以x＝[image: 0183010112]
 ．我们得到：
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例3　提供了一种通过迭代近似求算术平方根的计算方法．

例4　我们来考查序列
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仿照§1例3中的作法，可以将xn
 表示为
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在xn＋1
 的类似表示式中，前面n＋1项的每一项都比xn
 表示式中相应的项大．不仅如此，xn＋1
 的表示式还比xn
 的表示式多一个正项．通过这样的观察，我们得知
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在§1的例3中，我们已经证明了序列{xn
 }的有界性：
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序列{xn
 }递增而且有界，因而必定收敛．人们约定用字母e表示这序列的极限值：
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数e是数学中最重要的常数之一，它是一个无理数，其最初几位数字为

2.718281828459045…．

在数学的理论研究与应用中，以e为底的对数起着重要的作用．这种对数称为自然对数．因而数e被称为自然对数的底．正实数x的自然对数通常记为lnx，即
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3．b　闭区间套原理与波尔查诺-维尔斯特拉斯定理

如果一列闭区间{[an
 ,bn
 ]}满足条件

（1）[an
 ，bn
 ][image: 0183010113]
 [an＋1
 ,bn＋1
 ],[image: 0183010114]
 n∈N；

（2）lim（bn
 －an
 ）＝0，

那么我们就说这列闭区间形成一个闭区间套．

从单调收敛原理出发，我们将推导关于两个“相向”单调的序列的收敛原理．这后一原理可以用几何式的语言陈述如下：

如果{[an
 ,bn
 ]}形成一个闭区间套，那么存在唯一的实数c，属于所有这些闭区间[an
 ,bn
 ]．

人们把这一结论叫做“闭区间套原理”，它在数学分析的许多证明中起重要作用．下面，我们以“相向”单调序列的形式，陈述并证明这一原理．读者应该能认出：这样的表述与“闭区间套”式的几何表述说的是一回事．

定理2（闭区间套原理）　如果实数序列{an
 }和{bn
 }满足条件

（1）an－1
 ≤an
 ≤bn
 ≤bn－1
 ，[image: 0183010115]
 n＞1；

（2）lim（bn
 －an
 ）＝0，

那么

（ⅰ）序列{an
 }与序列{bn
 }收敛于相同的极限值：
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（ⅱ）c是满足以下条件的唯一实数：
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证明　（ⅰ）由条件（1）可得
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我们看到：序列{an
 }递增而有上界b1
 ．同样可以证明序列{bn
 }递减而有下界a1
 ．根据单调收敛原理，{an
 }和{bn
 }都是收敛序列．由条件（2）可得
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这证明了序列{an
 }与序列{bn
 }的极限相等：
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（ⅱ）因为
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所以显然有
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如果实数c′也满足条件
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那么在上式中让n→＋∞取极限就得到
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这证明了满足所述条件的实数c是唯一的．□

注记　闭区间套原理的各条件对于保证结论成立都是十分重要的．以几何式的陈述为例，我们说明以下事项，请读者予以注意．

（1）如果一列闭区间不是一个套在另一个之中的，那么这列闭区间就有可能不含公共点．闭区间序列{[n,n＋1/n]}就是这样的例子．

（2）如果一列闭区间一个套在另一个之中，但这列闭区间的长度不收缩于0，那么属于这列闭区间的公共点就不止一个．例如闭区间序列{[－1－1/n,1＋1/n]}的公共点就形成一个闭区间[－1,1]．

（3）如果把闭区间套换成了“开区间套”
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（仍要求区间的长度收缩于0），那么仍存在
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但c可以不属于各开区间（an
 ,bn
 ）．例如开区间套{（0,[image: 0183010116]
 ）}就是这种情形．

定义　设{xn
 }是实数序列，而
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是一串严格递增的自然数，则
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也形成一个实数序列．我们把这序列{xnk

 }叫做序列{xn
 }的子序列（或者部分序列）．请注意，子序列{xnk

 }的序号是最下面的标号k.

随着递增自然数串{nk
 }的不同选择，我们得到序列{xn
 }的不同的子序列{xnk

 }．但如果序列{xn
 }本身是收敛的，那么它的所有的子序列都收敛于同一极限．

定理3　设序列{xn
 }收敛于a，则它的任何子序列{xnk

 }也都收敛于同一极限a.

证明　对任意ε＞0，存在N∈N，使得只要n＞N，就有
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当k＞N时就有nk
 ≥k＞N，因而这时有
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即使序列{xn
 }本身不收敛，仍然有可能它的某个子序列{xnk

 }是收敛的．例如序列
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本身并不收敛，但它的子序列{x2k
 }却收敛于1．这方面的一个十分普遍的结果是著名的波尔查诺—维尔斯特拉斯（BolzanoWeierstrass）定理：任意有界序列{xn
 }都具有收敛的子序列．我们来分析这一定理的证明思路．假如{xn
 }有一子序列{xnk

 }收敛于c，那么在c点的任意小的邻域内都应含有{xnk

 }的无穷多项，因而也含有序列{xn
 }的无穷多项．以下将看到，证明这一定理的关键在于：寻找这样一个点c，在该点的任意邻近都聚集着序列{xn
 }的无穷多项．我们将用对分区间法（又称波尔查诺方法）来搜寻这样一个点．

定理4　（Bolzano-Weierstrass） 设{xn
 }是有界序列，则它具有收敛的子序列．

证明　序列{xn
 }有界，因而可设
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用中点[image: 0183010117]
 把闭区间[a,b]对分成两个闭子区间
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在这两个闭子区间中，至少有一个含有序列{xn
 }的无穷多项，我们把这一闭子区间记为
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再把闭区间[a1
 ,b1
 ]对分成两个闭子区间
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在这两个闭子区间中，又至少有一个含有序列{xn
 }的无穷多项，我们把这一闭子区间记为

[image: 图片]


一般地，如果已经求得闭区间[ak
 ,bk
 ]，它含有序列{xn
 }的无穷多项，那么就再把这闭区间对分为两个闭子区间
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在这两个闭子区间中，至少有一个含有序列{xn
 }的无穷多项，记这一闭子区间为
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用上述方式，我们得到一串闭区间
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其中第k个闭区间[ak
 ,bk
 ]的长度为
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根据闭区间套原理，可以断定存在一个实数c，满足
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我们来证明序列{xn
 }有一个子序列收敛于c.首先，因为{xn
 }有无穷多项在[a1
 ,b1
 ]之中，我们可以选取其中某一项，把它记为xn1

 ．然后，因为{xn
 }有无穷多项在[a2
 ,b2
 ]之中，我们可以选取其中在xn1

 之后的某一项，把它记为xn2

 ．继续这样做下去．一般地，在xnk

 选定之后，因为{xn
 }有无穷多项在[ak＋1
 ,bk＋1
 ]之中，我们可以选取其中在xnk

 之后的某一项，把它记为xnk＋1

 ．用这种方式，我们得到{xn
 }的一个子序列{xnk

 }，它满足
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因为
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所以
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3．c　柯西收敛原理

如果序列{xn
 }收敛于a，那么这序列中序号充分大的两项xm
 和xn
 都接近于a，因而这两项本身也就彼此接近．更确切地说，对任意ε＞0，存在N∈N，使得当m，n＞N时，有
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这时就有
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定义　如果序列{xn
 }满足条件：对任意ε＞0，存在N∈N，使得当m，n＞N时，就有
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那么我们就称这序列为基本序列（或者柯西序列）．

用符号表示，基本序列的条件可以写成：
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从上面的讨论可知：收敛序列必定是基本序列．我们将要证明的一个更为重要的事实是：任何基本序列也必定是收敛序列．——这就是著名的柯西收敛原理（通常就简单地称为收敛原理）．

引理　基本序列{xn
 }是有界的．

证明　对于ε＝1，存在N∈N，使得只要是m，n＞N，就有
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于是，对于n＞N，我们有
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若记
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则有
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波尔查诺和柯西首先指出以下重要的原理．

定理5（收敛原理）　序列{xn
 }收敛的必要充分条件是：对任意ε＞0，存在N∈N，使得当m，n＞N时，就有
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换句话说：

序列{xn
 }收敛[image: 0183010118]
 序列{xn
 }是基本序列．

证明　必要性部分的证明已见于上面的叙述．这里证明充分性．因为基本序列是有界的，引用波尔查诺-维尔斯特拉斯定理，可以断定存在序列{xn
 }的收敛子序列{xnk

 }，设
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对任意ε＞0，存在N∈N，使得当m，n＞N时，就有
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又，存在N1
 ∈N，使得k＞N1
 时有
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以下取定一个k＞max{N,N1
 }．对于任意的n＞N有
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这证明了
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在收敛原理的陈述中，m和n是任意两个大于N的自然数，我们可以认为m＞n，于是m可以写成
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这样，收敛原理可以陈述为以下形式（这种形式有时更便于运用）：

序列{xn
 }收敛的必要充分条件是：对任意ε＞0，存在N∈N，使得对于任意n＞N和p∈N，都有
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例5　序列xn
 ＝（－1）n
 （n＝1，2，…）不收敛．事实上，不论k多么大，总有

[image: 图片]


例6　考查序列
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在§1的例5中，我们已经证明这序列是无界的，因而它不可能收敛．这里，我们用收敛原理再一次验证这一判断．事实上，不论n多么大，总有
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因而序列{xn
 }不可能收敛．

例7　设q∈R，｜q｜＜1，
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试证序列{xn
 }收敛．

证明　我们有
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我们已经知道lim｜q｜n
 ＝0（参看§1中的例7）．因而，对任意ε＞0，存在N∈N，使得n＞N时有
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这时就有
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例8　设xn
 ＝[image: 0183010119]
 …[image: 0183010120]
 ．试证序列{xn
 }收敛．

证明　我们有
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对任意ε＞0，可取N＝[1/ε]＋1，则对任意的n＞N和p∈N都有
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§4　无　穷　大

在发散序列之中，仍有一类序列具明显的变化趋势，这就是无穷大序列．本节讨论这一类序列．

4．a　无穷极限

考查序列
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这些序列虽然不收敛，但却有一定的变化趋势，即对充分大的n，序列的项可以大于任意大的正数．这是无穷大序列的一种情形．

关于一般的无穷大序列，我们有以下定义．

定义　（1）设{xn
 }是实数序列．如果对任意正实数E，存在自然数N，使得当n＞N时，就有
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那么我们就说序列{xn
 }发散于＋∞，记为

[image: 图片]


（2）设{yn
 }是实数序列．如果对任意正实数E，存在自然数N，使得n＞N时，就有
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那么我们就说序列{yn
 }发散于－∞，记为
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（3）设{zn
 }是实数序列．如果序列{｜zn
 ｜}发散于＋∞，即lim｜zn
 ｜＝＋∞，那么我们就称{zn
 }为无穷大序列，记为
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显然（1）和（2）中的情形都是无穷大序列的特例．

几何解释　我们引入记号
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用几何的语言，limxn
 ＝＋∞这一事实可以陈述如下：对任意E＞0，序列{xn
 }从某一项之后的所有各项都进入（E,＋∞）之中．类似地可以作出limyn
 ＝－∞或limzn
 ＝∞的几何解释．

注记　具有无穷极限的序列，与具有有穷极限的序列比较，在性质上有很大的不同．对两种情形必须加以区别．所以当序列具有有穷极限a时，我们说它收敛于a，而当序列具有无穷极限的时候，我们说它发散于＋∞，－∞或∞．

我们扩充记号supE和infF的使用范围，约定：

（1）若集合E[image: 0183010121]
 R无上界，则记
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（2）若集合F[image: 0183010122]
 R无下界，则记
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在作了上述约定之后，有关单调序列极限的定理可扩充如下．

定理1　单调序列必定具有（有穷的或无穷的）极限．更具体地说，就是：

（1）递增序列{xn
 }有极限，
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（2）递减序列{yn
 }有极限，
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证明　（1）如果{xn
 }有上界，那么{xn
 }收敛，并且
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如果{xn
 }无上界，那么对任意E＞0，存在xN
 ，满足
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于是当n＞N时，就有
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这证明了
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（2）可仿照（1）的情形给出证明．□

与有穷极限的情形类似，对于定号的无穷极限，也有所谓“夹挤原理”．

定理2　设{xn
 }和{yn
 }是实数序列，满足条件
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则有：

（1）如果limxn
 ＝＋∞，那么limyn
 ＝＋∞；

（2）如果limyn
 ＝－∞，那么limxn
 ＝－∞．

证明　（1）对任意E＞0，存在N∈N，使得当n＞N时，xn
 ＞E，这时就有
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（2）可仿照（1）的情形给予证明．□

以下定理也与有穷极限的相应结果类似．

定理3　如果limxn
 ＝＋∞（或－∞，或∞），那么对于{xn
 }的任意子序列{xnk

 }也有
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证明　留给读者作为练习．□

关于无穷大序列与无穷小序列的关系，我们有

定理4　设xn
 ≠0，[image: 0183010123]
 n∈N，则

{xn
 }是无穷大序列[image: 0183010124]
 {1/xn
 }是无穷小序列．

证明　留给读者作为练习．□

4．b　扩充的实数系

我们给实数系R添加两个符号－∞和＋∞，这样就得到了扩充的实数系
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我们在[image: 0183010125]
 中保留R中元素的顺序关系，并且补充定义涉及＋∞和－∞的顺序关系如下：
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无论是有穷极限或者是定号的无穷极限，一个序列的极限都不能多于一个．换句话说，对于扩充后的情形，极限的唯一性仍然保持．

定理5　实数序列{xn
 }至多只能有一个极限，即至多只能有一个c∈[image: 0183010126]
 ，使得
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证明　如果{xn
 }收敛于c∈R，那么它是有界的，因而不能有无穷极限．如果{xn
 }发散于＋∞，那么{xn
 }无界，因而不能有有穷极限，并且从定义可以看出它也不能发散于－∞．对于{xn
 }发散于－∞的情形，可类似地进行讨论．□

对于有穷极限的情形，我们曾证明以下的运算法则：
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上列每一个公式成立的条件是该式等号右边的各极限存在．

我们希望将上述运算法则尽可能地加以推广，使之能适用于出现无穷极限的某些情形．为此，在[image: 0183010127]
 中规定以下一些运算：

（1）如果x∈R，那么
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（2）如果x∈R，x＞0，那么
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如果y∈R，y＜0，那么
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（3）如果x∈R，那么
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注意，在[image: 0183010128]
 中，对于（＋∞）－（＋∞），（＋∞）＋（－∞），（－∞）＋（＋∞）,0·（±∞），＋∞/＋∞，－∞/＋∞，＋∞/－∞，－∞/－∞等，都没有作定义．

在作了有关规定之后，我们可以验证：以下极限的运算法则对于允许出现无穷极限的情形也仍然成立，只要这些公式的右端有意义：
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我们将这些公式的验证留给读者作为练习．


附录　斯笃兹（Stolz）定理

如果limxn
 ＝∞，limyn
 ＝∞，那么对序列[image: 0183010129]
 的极限状况，不能利用极限的运算法则得出一般性的结论，必须作具体的分析讨论．人们把这样的情形叫做∞/∞未定型或者∞/∞未定式．先请看几个简单的例子．

例1　若xn
 ＝n2
 ，yn
 ＝n，n＝1,2，…，则有
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例2　若xn
 ＝2n，yn
 ＝n，n＝1,2，…，则有
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例3　若xn
 ＝n，yn
 ＝n2
 ，n＝1,2，…，则有
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例4　若xn
 ＝n，yn
 ＝（－1）n
 n，n＝1,2，…，则序列{yn
 /xn
 }无极限．

未定型的极限状况，有时比较难判定．斯笃兹定理给我们提供了处理某些未定型极限的有效方法．为证明这定理，先要作一些准备．

在§1的例12中，曾经讨论过如下形状的序列变换（算术平均变换）：
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在那里，我们证明了：如果{αn
 }是无穷小序列，那么{βn
 }也是无穷小序列．下面，我们讨论更一般的一种序列变换．

定义　设给定了一个由非负实数排成的无穷三角形数表（无穷三角阵）
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如果这数表满足条件
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（2）对任意给定的k都有
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那么我们就把这样的数表{tnk
 }叫做托布利兹（Toeplitz）数表或者托布利兹阵，并把序列变换
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叫做托布利兹变换．

前面提到的算术平均变换是托布利兹变换的一种特殊情形，它所对应的托布利兹数表是
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引理1　设{tnk
 }是任意一个托布利兹数表，{αn
 }是任意一个无穷小序列，并设
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则有
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证明　对任何ε＞0，存在m∈N，使得只要k＞m，就有
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对这取定的m，又可取p∈N充分大，使得n＞p时，有
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我们记
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于是，对于n＞N，就有
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引理2　设{tnk
 }是一个托布利兹数表，{un
 }是收敛于a的一个实数序列，
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则有
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证明　我们有
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这里{αn
 }是无穷小序列．于是
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由引理1可知
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是无穷小序列．因而有
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斯笃兹定理　设{xn
 }和{yn
 }是实数序列，0＜x1
 ＜x2
 ＜…＜xn
 ＜xn＋1
 ＜…，并且
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如果存在有穷极限
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那么也就一定有
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证明　为书写方便，我们记
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考查托布利兹数表
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用这数表对序列
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作变换就得到
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我们有
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利用引理2就得到
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即
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例5　设{an
 }和{bn
 }满足条件
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则有
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例6　考查序列
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利用斯笃兹定理，我们得到
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关于更一般的未定型极限，我们将在第八章§1中作进一步的讨论．


§5　函数的极限

在预篇中我们看到，求切线、求瞬时速度等许多实际问题都归结为求极限
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这类极限的更一般的形式是[image: 0183010130]
 （x），其中F（x）是给定的函数．

一般说来，在讨论极限[image: 0183010131]
 （x）的时候，我们只要求F（x）在x0
 点附近除这点之外的地方有定义，并不要求F（x）在x0
 点有定义．这样才能适用于较广泛的情形——包括我们上面所说的求切线、求瞬时速度等问题的情形．为了叙述方便，对于x0
 ∈R和η∈R，η＞0，我们把
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称为x0
 点的η邻域，而把
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称为x0
 点的去心η邻域．在讨论函数的极限[image: 0183010132]
 F（x）的时候，我们一般只要求函数F（x）在x0
 点的某个去心邻域上有定义．此外，对于H∈R，H＞0，我们还把
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称为＋∞的去心H邻域，类似地把
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称为－∞的去心H邻域．

关于函数的极限，我们将介绍两种定义方式．第一种是海因（Heine）提出的序列式定义；第二种是柯西（Cauchy）提出的ε-δ式定义（包括ε-Δ，E-δ和E-Δ等形式的定义）．前一种方式能够统一地处理各种极限问题，在某些情况下使用起来颇为方便；后一种方式有十分清晰的几何解释，应用尤为普遍．当然，这两种定义是完全等价的．希望读者能够熟练地掌握其中每一种，并且能够在应用时视实际情况的需要灵活地选用最适宜的一种．

5．a　函数极限的序列式定义

为了叙述方便作如下约定：对于a∈[image: 0183010133]
 ，我们用[image: 0183010134]
 （a）表示a的某个去心邻域——当a是有穷实数时，[image: 0183010135]
 （a）的形式为[image: 0183010136]
 （a,η）；当a＝±∞时，[image: 0183010137]
 （a）的形式为[image: 0183010138]
 （±∞,H）．

定义Ⅰ　设a，A∈[image: 0183010139]
 ，并设函数f（x）在a点的某个去心邻域[image: 0183010140]
 （a）上有定义．如果对于任何满足条件xn
 →a的序列{xn
 }[image: 0183010141]
 [image: 0183010142]
 （a），相应的函数值序列{f（xn
 ）}都以A为极限，那么我们就说当x→a时，函数f（x）的极限为A，记为
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注记　在上面定义中，a和A都可以是有穷实数或者±∞，配合起来计有九种情形，如下表所示．请读者分别对每一种情形具体地研究极限的含义．
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我们还可以用类似的方式定义
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即：设函数f（x）对于｜x｜＞H有定义．如果对于任何满足条件｜xn
 ｜＞H，xn
 →∞的序列{xn
 }，相应的函数值序列{f（xn
 ）}都以A为极限，那么我们就说当x→∞时，函数f（x）的极限为A，记为
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又，如果
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那么就记
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例1　考查极限[image: 0183010143]
 sinx.

我们有不等式
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对任何满足条件xn
 ≠0，xn
 →0的序列{xn
 }都有
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因而
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例2　考查更一般的极限[image: 0183010144]
 sinx，这里a∈R.

我们有
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对任何满足条件xn
 ≠a，xn
 →a的序列{xn
 }都有
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这就是说[image: 0183010145]
 sinx＝sina.

例3　考查极限[image: 0183010146]
 cosx.

我们有
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由此很容易证明
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例4　考查极限[image: 0183010147]
 ．

利用不等式
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容易证明
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例5　设a∈R，a＞0．试考查极限
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我们取η∈（0,a），考查[image: 0183010148]
 （a,η）中的收敛于a的任意序列{xn
 }．因为
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所以[image: 0183010149]
 ．这证明了

[image: 图片]


在上面几个例子中，f（x）在a点有定义，并且[image: 0183010150]
 f（x）恰好就等于f（a），这是极限的一种情形．像这样的情形（即[image: 0183010151]
 f（x）＝f（a）的情形），我们说函数f（x）在a点连续．连续性是数学分析最重要的概念之一．本书将在下一章中对连续性问题作深入的讨论．这里需要提醒读者，函数的极限决不仅止于连续的情形．请看下面的例子．

例6　考查极限[image: 0183010152]
 ．这里的函数f（x）＝xsin[image: 0183010153]
 在x＝0处没有定义．利用不等式

[image: 图片]


很容易证明

[image: 图片]


例7　考查极限[image: 0183010154]
 ．这里的函数f（x）＝[image: 0183010155]
 在x＝0处没有定义．从不等式

[image: 图片]


可得

[image: 图片]


因为cosx和[image: 0183010156]
 都是偶函数，上式对于x∈（[image: 0183010157]
 ,0）也成立，所以

[image: 图片]


对任何满足条件xn
 →0的序列{xn
 }[image: 0183010158]
 [image: 0183010159]
 （0，[image: 0183010160]
 ），我们有

[image: 图片]


和

limcosxn
 ＝1（参看例3），

所以

[image: 图片]


这证明了
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例8　考查极限[image: 0183010161]


我们有

[image: 图片]


对任何满足条件xn
 ≠0，xn
 →∞的序列{xn
 }，都有

[image: 图片]


所以

[image: 图片]


利用关于序列极限已有的结果，可以轻而易举地证明关于函数极限的一些相应的结果．

定理1　函数极限[image: 0183010162]
 f（x）是唯一的．

证明　对任意取定的满足条件xn
 ≠a，xn
 →a的序列{xn
 }，相应的函数值序列{f（xn
 ）}的极限至多只能有一个．□

定理2（夹挤原理）　设f（x），g（x）和h（x）在a的某个去心邻域[image: 0183010163]
 （a）上有定义，并且满足不等式
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如果

[image: 图片]


那么
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证明　对任何满足条件xn
 →a的序列{xn
 }[image: 0183010164]
 [image: 0183010165]
 （a），我们有

[image: 图片]


和

[image: 图片]


因而
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定理3　关于函数的极限，有以下的运算法则

[image: 图片]


以上每一公式成立的条件是该式右端有意义．

证明　设函数f（x）和g（x）在a点的某个去心邻域[image: 0183010166]
 （a）上有定义，并且

[image: 图片]


如果A＋B有意义，那么对于任何满足条件

[image: 图片]


的序列{xn
 }都有
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这证明了
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其他公式可仿此证明．□

以下关于复合函数求极限的定理很有用．

定理4　设函数g在b点的某个去心邻域[image: 0183010167]
 （b）上有定义，[image: 0183010168]
 g（y）＝c.又设函数f在a点的某个去心邻域[image: 0183010169]
 （a）上有定义，f把[image: 0183010170]
 （a）中的点映到[image: 0183010171]
 （b）之中（用记号表示就是：f（[image: 0183010172]
 （a））[image: 0183010173]
 [image: 0183010174]
 （b））并且[image: 0183010175]
 f（x）＝b.则有
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证明　对任何满足条件xn
 →a的序列{xn
 }[image: 0183010176]
 （a），我们有{f（xn
 ）}[image: 0183010177]
 （b）和f（xn
 ）→b，因而

[image: 图片]


这证明了
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注记　通常把定理4的结论形式地写成

[image: 图片]


并把这式子说成是：在极限式[image: 0183010178]
 g（f（x））中作变元替换y＝f（x）．这样的写法和说法用起来很方便，但应检查所要求的条件是否得到满足（按定理4检查）．

例9　我们把常数0叫做零多项式．不是常数0的多项式叫做非零多项式．利用定理3的结果，我们得到多项式函数与有理分式函数求极限的法则如下：

（1）设P（x）是任意多项式，a∈R，则
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（2）设P（x）是任意多项式，Q（x）是非零多项式，a∈R，P（a）和Q（a）不都是0，则

[image: 图片]


（3）设P（x）＝a0
 xm
 ＋a1
 xm－1
 ＋…＋am
 ，

Q（x）＝b0
 xn
 ＋b1
 xn－1
 ＋…＋bn
 ，a0
 ≠0,b≠0，则
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事实上
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同样可证
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例10　求[image: 0183010179]
 ．

解　令y＝[image: 0183010180]
 ，则x＝y2
 －1，我们有

[image: 图片]


例11　求[image: 0183010181]
 ．

解　令y＝sinx，则

[image: 图片]


例12　求[image: 0183010182]
 和[image: 0183010183]
 ．

解　利用1－cosx＝2sin[image: 0183010184]
 得

[image: 图片]
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5．b　函数极限的ε-δ式定义

定义Ⅱ1
 　设a，A∈R，并设函数f（x）在a点的某个去心邻域[image: 0183010185]
 （a,η）上有定义．如果对任意ε＞0，存在δ＞0，使得只要0＜｜x－a｜＜δ，就有

[image: 图片]


那么我们就说：x→a时函数f（x）的极限是A，记为

[image: 图片]


几何解释　用几何的语言，上述定义可陈述如下：对于A的任何ε邻域U（A,ε），存在a的去心δ邻域[image: 0183010186]
 （a,δ），使得只要x进入[image: 0183010187]
 （a,δ），相应的函数值f（x）就进入U（A,ε）：

（[image: 0183010188]
 ε＞0）（[image: 0183010189]
 δ＞0）（[image: 0183010190]
 x∈[image: 0183010191]
 （a,δ））（f（x）∈U（A，ε））．

例13　设a∈R，a＞0．试用ε-δ定义证明[image: 0183010192]
 ．

证明　我们有
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对任意ε＞0，取δ＝min{a,[image: 0183010193]
 }，则当0＜｜x－a｜＜δ时，就有

[image: 图片]


例14　试用ε-δ式定义证明[image: 0183010194]
 ．

证明　对于x∈（0,π/2），我们有
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即
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因为sinx/x和x2
 /2都是偶函数，显然上式对于x∈（－π/2,0）也成立，所以

[image: 图片]


对任意ε＞0，可取δ＝min{π/2,[image: 0183010195]
 }，只要0＜｜x－0｜＝｜x｜＜δ，就有

[image: 图片]


定理5　设a，A∈R，并设函数f（x）在a的某个去心邻域[image: 0183010196]
 （a,η）上有定义．则关于极限

[image: 图片]


的两个定义（定义Ⅰ和定义Ⅱ1
 ）彼此等价．

证明　先设定义Ⅰ的条件得到满足，我们来证明这时定义Ⅱ1
 的条件也得到满足（用反证法）．假设不是这样，那么存在ε＞0，对于不论怎样小的δ＞0，都有x′∈[image: 0183010197]
 （a,η）使得
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特别地，对于任意n∈N都存在xn
 ∈[image: 0183010198]
 （a,η）使得
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但这时序列{xn
 }[image: 0183010199]
 [image: 0183010200]
 （a，η），它收敛于a，而相应的函数值序列{f（xn
 ）}不能收敛于A.这一矛盾说明了：当定义Ⅰ的条件得到满足时，定义Ⅱ1
 的条件也一定得到满足．

我们再来证明：当定义Ⅱ1
 的条件得到满足时，定义Ⅰ的条件也一定得到满足．设对于任意的ε＞0，存在δ＞0，使得只要0＜｜x－a｜＜δ，就有

[image: 图片]


则对于任何满足条件xn
 →a的序列{xn
 }[image: 0183010201]
 [image: 0183010202]
 （a，η），存在N∈N，使得n＞N时有

[image: 图片]


这时就有
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这样，我们又证明了：当定义Ⅱ1
 的条件得到满足时，定义Ⅰ的条件也一定得到满足．至此，我们证明了对所述的情形定义Ⅰ与定义Ⅱ1
 的等价性．□

从ε-δ定义出发，也很容易证明有关函数极限的运算法则．

引理　设a，A∈R，[image: 0183010203]
 f（x）＝A.则存在η＞0，使得函数f在[image: 0183010204]
 （a,η）上有界．

证明　对于ε＝1＞0，存在η＞0，使得对于x∈[image: 0183010205]
 （a,η）有
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这时就有
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引理　设[image: 0183010206]
 f（x）＝A，这里a，A∈R，A≠0．则存在η＞0，使得对于x∈[image: 0183010207]
 （a,η）有
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证明　对于ε＝｜A｜/2＞0，存在η＞0，使得对于x∈[image: 0183010208]
 （a,η）有

[image: 图片]


这时就有
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定理3′　设a，A，B∈R,[image: 0183010209]
 f（x）＝A，[image: 0183010210]
 g（x）＝B，则

[image: 图片]


证明　我们有不等式
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对任意ε＞0，存在δ1
 ，δ2
 ＞0，使得

[image: 图片]


置δ＝min{δ1
 ,δ2
 }，则对于

0＜｜x－a｜＜δ，

就有

[image: 图片]


这证明了第一个公式．

其他两个公式的证明可仿此作出．请读者自行补足证明的细节．我们这里只写出所用到的不等式：存在η＞0，使得对于x∈[image: 0183010211]
 （a,η）有
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[image: 图片]


在证明极限的以下一些性质的时候，采用ε-δ式定义比较便利．

定理6　设[image: 0183010212]
 f（x）＜[image: 0183010213]
 g（x），则存在δ＞0，使得对于x∈[image: 0183010214]
 （a,δ）有
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证明　设[image: 0183010215]
 f（x）＝A，[image: 0183010216]
 g（x）＝B，有A＜B.则对于ε＝（B－A）/2＞0，存在δ1
 ，δ2
 ＞0，使得

0＜｜x－a｜＜δ1
 时，A－ε＜f（x）＜A＋ε，

0＜｜x－a｜＜δ2
 时，B－ε＜g（x）＜B＋ε．

记δ＝min{δ1
 ,δ2
 }，则对于x∈[image: 0183010217]
 （a,δ）就有
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注记　定理6的几种常常遇到的特殊情形如下：

（1）设f（x）≡A是常函数，这时定理成为：如果[image: 0183010218]
 g（x）＞A，那么存在δ＞0，使得对于x∈[image: 0183010219]
 （a,δ）有

[image: 图片]


（2）设g（x）≡B是常函数，这时定理成为：如果[image: 0183010220]
 f（x）＜B，那么存在δ＞0，使得对于x∈[image: 0183010221]
 （a,δ）有

[image: 图片]


（3）综合（1）和（2），我们得到：如果

[image: 图片]


那么存在δ＞0，使得对于x∈[image: 0183010222]
 （a,δ）有
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推论　如果在a的去心邻域[image: 0183010223]
 （a,η）中有
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并且存在极限

[image: 图片]


那么就有

[image: 图片]


定理7（关于函数极限的收敛原理）　设函数f（x）在[image: 0183010224]
 （a,η）上有定义．则使得有穷极限[image: 0183010225]
 f（x）存在的充分必要条件是：对任意ε＞0，存在δ＞0，使得只要x和x′适合

[image: 图片]


就有

｜f（x）－f（x′）｜＜ε．

证明　必要性　设[image: 0183010226]
 f（x）＝A∈R.则对于任意ε＞0，存在δ＞0，使得

[image: 图片]


于是，只要

[image: 图片]


就有

[image: 图片]


充分性　设对任意ε＞0，存在δ＞0，使得只要0＜｜x－a｜＜δ，0＜｜x′－a｜＜δ，就有｜f（x）－f（x′）｜＜ε．我们来证明这时一定存在有穷极限[image: 0183010227]
 f（x）．设序列{xn
 }[image: 0183010228]
 [image: 0183010229]
 （a，η）满足条件xn
 →a，则存在N∈N，使得n＞N时有
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于是，当m，n＞N时，就有

[image: 图片]


根据序列的收敛原理可以断定：{f（xn
 ）}收敛．我们证明了：任何满足条件xn
 →a的序列{xn
 }[image: 0183010230]
 [image: 0183010231]
 （a，η）都使得相应的函数值序列{f（xn
 ）}收敛．据此又可断定：所有这样的序列{f（xn
 ）}都收敛于同一极限A.我们用反证法证明这后一论断．假设存在序列{[image: 0183010232]
 }和[image: 0183010233]
 ，满足条件
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那么我们可以定义一个序列{xn
 }如下：

[image: 图片]


这序列{xn
 }[image: 0183010234]
 [image: 0183010235]
 （a，η）满足条件xn
 →a，但{f（xn
 ）}不收敛，与上面已证明的结果矛盾．这样，我们证明了，任何满足条件xn
 →a的序列{xn
 }[image: 0183010236]
 [image: 0183010237]
 （a，η）都使得相应的函数值序列{f（xn
 ）}收敛于同一值A.这就是说

[image: 图片]


在定义Ⅰ中，包括了：a∈R，a＝＋∞，a＝－∞或a＝∞与A∈R，A＝＋∞，A＝－∞或A＝∞等各种情形（a与A相配合总共有十六种情形）．而定义Ⅱ1
 只涉及其中a∈R，A∈R这一种情形．但其他所有的情形都可采取类似的方式加以处理．我们这里举例加以介绍，不再一一详述．

定义Ⅱ2
 （a＝＋∞，A∈R的情形）　设函数f（x）对于x＞H有定义．如果对任意ε＞0，存在Δ＞0，使得只要x＞Δ就有

[image: 图片]


那么我们就说：当x→＋∞时函数f（x）的极限是A，记为

[image: 图片]


定义Ⅱ3
 （a∈R，A＝＋∞的情形）　设函数f（x）在a点的去心邻域[image: 0183010238]
 （a,η）上有定义．如果对任意E＞0，存在δ＞0，使得只要

[image: 图片]


就有

[image: 图片]


那么我们就说：当x→a时函数f（x）的极限是＋∞，记为

[image: 图片]


定义Ⅱ4
 （a＝＋∞，A＝＋∞的情形）　设函数f（x）对于x＞H有定义．如果对任意E＞0，存在Δ＞0，使得只要x＞Δ，就有

f（x）＞E，

那么我们就说：当x→＋∞时函数f（x）的极限是＋∞，记为
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其他情形的第二种定义也都可以仿照这些格式写出．

对所有这些情形，第二种定义与第一种定义的相应情形的等价性，都可以仿照定理7予以证明．

收敛原理可适用于判断函数趋于有穷极限的一切情形．例如，x→＋∞时函数f（x）趋于有穷极限的充分必要条件是：对任意ε＞0，存在Δ＞0，使得只要x，x′＞Δ，就有

[image: 图片]


对所有这些情形，收敛原理的陈述和证明都可仿照定理7作出．


§6　单侧极限

在上一节中，我们要求函数f在a点的某个去心邻域[image: 0183010239]
 （a,η）上有定义，在此条件下讨论了x→a时函数f（x）的极限．常常有这样的情形：函数f只在a点的单侧（左侧或右侧）有定义，或者我们需要分别研究函数f在a点每一侧的状态．对这些情形，需要引入单侧极限的概念．我们仍有序列式和ε-δ（或E-δ）式两种定义方式．

定义（序列方式）　设a∈R，A∈[image: 0183010240]
 ，并设函数f（x）在（a－η,a）有定义．如果对任意满足条件xn
 →a的序列{xn
 }[image: 0183010241]
 （a－η,a），相应的函数值序列{f（xn
 ）}都以A为极限，那么我们就说：x→a－时函数f（x）的极限为A，记为

[image: 图片]


（有些文献采用记号[image: 0183010242]
 f（x）＝A.）

定义（ε-δ方式）　设a，A∈R，并设函数f（x）在（a－η,a）有定义．如果对任意ε＞0，存在δ＞0，使得只要

[image: 图片]


就有
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那么我们就说：x→a－时函数f（x）的极限为A，记为

[image: 图片]


定义（E-δ方式）　设a∈R，并设函数f（x）在（a－η,a）有定义．如果对任意E＞0，存在δ＞0，使得只要

[image: 图片]


就有
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那么我们就说当x→a－时函数f（x）的极限为＋∞，记为
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以上涉及的都是左侧极限．对右侧极限

[image: 图片]


可以用类似的方式予以讨论．关于单侧极限与双侧极限的关系，有以下结果：

定理1　设a∈R，并设函数f（x）在a点的去心邻域[image: 0183010243]
 （a,η）上有定义．则极限[image: 0183010244]
 f（x）存在的充分必要条件是两个单侧极限存在并且相等：

[image: 图片]


当这条件满足时，我们有
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证明　我们只对有穷极限的情形写出证明．无穷极限情形的讨论留给读者作为练习．

必要性　设[image: 0183010245]
 f（x）＝A，则对任意的ε＞0，存在δ＞0，使得只要x∈[image: 0183010246]
 （a,δ），就有
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于是，不论对于x∈（a－δ,a），或者对于x∈（a,a＋δ），都应有
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充分性　设[image: 0183010247]
 f（x）＝[image: 0183010248]
 f（x）＝A.则对任意的ε＞0，存在δ1
 ，δ2
 ＞0，使得

x∈（a－δ1
 ,a）时，｜f（x）－A｜＜ε，

x∈（a,a＋δ2
 ）时，｜f（x）－A｜＜ε．

我们取δ＝min{δ1
 ,δ2
 }．于是，只要
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就有
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与上面的讨论类似，我们也可以将极限
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拆成两个“单侧极限”加以考查．为了便于叙述，我们约定记

[image: 图片]


并把这集合叫做∞的去心邻域．

定理1′ 设函数f（x）在[image: 0183010249]
 （∞,H）上有定义，则极限[image: 0183010250]
 （x）存在的充分必要条件是两个“单侧极限”存在并且相等：

[image: 图片]


当这条件满足时，我们有

[image: 图片]


证明　可仿照定理1的证明写出．□

定义　设函数f在集合S[image: 0183010251]
 R有定义．

（1）如果对任何x1
 ，x2
 ∈S，x1
 ＜x2
 ，都有

[image: 图片]


那么我们就说函数f在集合S上是递增的或者单调上升的．

（2）如果对任何x1
 ，x2
 ∈S，x1
 ＜x2
 ，都有

[image: 图片]


那么我们就说函数f在集合S上是递减的或者单调下降的．

（3）单调上升函数与单调下降函数统称为单调函数．

注记　如果对于任何x1
 ，x2
 ∈S，x1
 ＜x2
 ，都有严格的不等式

[image: 图片]


那么我们就说函数f在集合S上是严格递增的或者严格单调上升的．类似地可以定义什么叫做严格递减或者严格单调下降．

单调函数的单侧极限总是存在的．

定理2　（1）设函数f（x）在开区间（a－η,a）上递增（递减），则
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（2）设函数f（x）在开区间（a,a＋η）上递增（递减），则

[image: 图片]


证明　我们仅对函数f（x）在开区间（a－η,a）上递增这一情形给出证明．其他情形的证明留给读者作为练习．

如果
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那么对任意E＞0，存在xE
 ∈（a－η,a），使得
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设δ＝a－xE
 ，则对于
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就有
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这证明了
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如果
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那么对任何ε＞0，有A－ε＜A.根据上确界的定义，存在xε
 ∈（a－η,a），使得
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记δ＝a－xε
 ，则对于x∈·（a－δ,a）有
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这证明了
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第三章　连续函数


§1　连续与间断

许多物理量都是随着时间而连续变化的，例如自由落体的高度或者冷却中的固体的温度等等．通常我们说“量q（t）随着时间t的变化而连续变化”，其确切含义是什么呢？那就是说，量q（t）在变化过程中不会突然跳跃，只要时间t的改变非常小，相应的量q（t）的改变也应该非常小．用极限的语言来表述就是
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一般地，设函数f（x）在x0
 点邻近有定义，如果

[image: 图片]


那么我们就说函数f在x0
 点连续．比照极限定义的两种方式，连续性的定义可以分别陈述为以下两种形式：

定义I　设函数f（x）在x0
 点的邻域U（x0
 ,η）上有定义．如果对任何满足条件xn
 →x0
 的序列{xn
 }[image: 0183020001]
 U（x0
 ，η），都有limf（xn
 ）＝f（x0
 ），

那么我们就说函数f在x0
 点连续，或者说x0
 点是函数f的连续点．

定义Ⅱ　设函数f在x0
 点的邻域U（x0
 ,η）上有定义．如果对任意ε＞0，存在δ＞0，使得只要｜x－x0
 ｜＜δ，就有

｜f（x）－f（x0
 ）｜＜ε，

那么我们就说函数f在x0
 点连续，或者说x0
 点是函数f的连续点．

仿照第二章§5中的做法，很容易证明以上两种定义方式的等价性．

例1　常值函数f（x）＝c在每一点x0
 处都是连续的．这是因为对任何x和x0
 都有｜f（x）－f（x0
 ）｜＝0．

例2　设P（x）和Q（x）是多项式．在第二章§5中，我们证明了
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因而多项式函数P（x）在任意x0
 ∈R处连续；有理分式函数[image: 0183020002]
 在任何使得Q（x0
 ）≠0的x0
 点处连续．

例3　在第二章§5中，我们还证明了
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由此容易得到
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因而基本三角函数在它们有定义的地方都是连续的．

以下一些结果很容易从关于极限的相应结果导出．

定理1　设函数f在x0
 点连续，则存在δ＞0，使得函数f在U（x0
 ,δ）上有界．

定理2　设函数f（x）和g（x）在x0
 点连续，则

（1）f（x）±g（x）在x0
 处连续；

（2）f（x）·g（x）在x0
 处连续；

（3）[image: 0183020003]
 在使得g（x0
 ）≠0的x0
 处连续．

注记　因为常值函数f（x）≡c在任意x0
 点连续，所以从（2）可以得到：

（4）cg（x）在x0
 点连续．

定理3　设函数f（x）在x0
 点连续，则函数｜f（x）｜也在x0
 点连续．

证明　我们有

｜｜f（x）｜－｜f（x0
 ）｜｜≤｜f（x）－f（x0
 ）｜．□

定理4　设函数f（x）和g（x）在x0
 点连续．如果f（x0
 ）＜g（x0
 ），那么存在δ＞0，使得对于x∈U（x0
 ,δ）有

f（x）＜g（x）．

注记　这定理的以下特殊情形常常遇到：

（1）设f（x）≡A是常值函数．这时定理4成为：如果g（x）在x0
 点连续，g（x0
 ）＞A，那么存在δ＞0，使得对于x∈U（x0
 ,δ）有

g（x）＞A.

（2）设g（x）≡B是常值函数．这时定理4成为：如果f（x）在x0
 点连续，f（x0
 ）＜B，那么存在δ＞0，使得对于x∈U（x0
 ,δ）有

f（x）＜B.

（3）综合（1）和（2）的结果，我们得到：如果h（x）在x0
 点连续，A＜h（x0
 ）＜B，那么存在δ＞0，使得对于x∈U（x0
 ,δ）有

A＜h（x）＜B.

以下结果当然也可以从极限的有关定理导出，但由于其特别重要性，我们再一次写出证明（这一次用ε-δ方式）．

定理5（复合函数的连续性）　设函数f（x）在x0
 点连续，函数g（y）在y0
 ＝f（x0
 ）点连续，那么复合函数g[image: 0183020004]
 f（x）＝g（f（x））在x0
 点连续．

证明　对任意ε＞0，存在σ＞0，使得只要｜y－y0
 ｜＜σ，就有

｜g（y）－g（y0
 ）｜＜ε．

对这σ＞0，又存在δ＞0，使得只要｜x－x0
 ｜＜δ，就有

｜f（x）－y0
 ｜＝｜f（x）－f（x0
 ）｜＜σ．

于是，当｜x－x0
 ｜＜δ时，就有
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有时候，我们只关心函数f（x）在x0
 点的某一侧（左侧或右侧）的变化，或者需要分别考查函数f（x）在x0
 点各侧的变化．与这些情形相适应，有单侧连续性的概念．

定义　设函数f（x）在（x0
 －η，x0
 ]上有定义．如果
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那么我们就说函数f在x0
 点左侧连续．

类似地可以定义右侧连续．

我们引入记号：
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于是，函数f在x0
 点左侧连续的定义可以写成：

f（x0
 －）＝f（x0
 ）；

而函数f在x0
 点右侧连续的定义可以写成：

f（x0
 ＋）＝f（x0
 ）．

我们知道，极限[image: 0183020005]
 f（x）存在的充分必要条件是两个单侧极限存在并且相等，即

f（x0
 －）＝f（x0
 ＋）．

当这条件满足时就有

[image: 0183020006]


因而，函数f在x0
 点连续的定义可以写成

f（x0
 －）＝f（x0
 ＋）＝f（x0
 ）．

从这些讨论，我们得到：

定理6　设函数f（x）在U（x0
 ,η）上有定义，则f（x）在x0
 点连续的充分必要条件是它在这点左侧连续并且右侧连续．

现在，设函数f（x）在U（x0
 ,η）有定义但在x0
 点不连续．依上面的讨论，这时必出现以下两种情形之一．

情形1　函数f（x）在x0
 点的两个单侧极限f（x0
 －）和f（x0
 ＋）都存在，但
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或者
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情形2　函数f（x）在x0
 点的至少一个单侧极限不存在．

定义　设函数f（x）在U（x0
 ,η）上有定义，在x0
 点不连续．如果出现上述情形1，那么我们就说x0
 点是函数f的第一类间断点；如果出现上述情形2，那么我们就说x0
 点是函数f的第二类间断点．

例4　考查函数

[image: 图片]


我们看到：任何x∈R\{0}都是f的连续点，而x＝0是f的第一类间断点．对这一例的情形，因为
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所以只要将函数f在x＝0处的值改变为1就能得到一个处处连续的函数
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因而我们说x＝0是函数f的可去间断点．

例5　考查函数
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我们看到：x＝0是函数f的第二类间断点，而其他点都是函数f的连续点．

例6　考查狄里克莱（Dirichlet）函数
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我们看到：任何x∈R都是函数D的第二类间断点．

例7　考查黎曼（Riemann）函数
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我们来证明：对任意a∈R都有

R（a－）＝R（a＋）＝0．

设k是离a最近的整数，则a∈（k－1,k＋1）．对任意给定的ε＞0，可以选取N∈N，使得

1/N＜ε．

在区间（k－1,k＋1）中，满足条件0＜q≤N的既约分数p/q只有有限多个，设其中离a最近而又不等于a的一个是b.我们记

δ＝｜b－a｜．

于是，只要

0＜｜x－a｜＜δ，

就有
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这证明了
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也就是

R（a－）＝R（a＋）＝0．

我们看到：所有的无理点都是黎曼函数R的连续点；所有的有理点都是这函数的第一类间断点．


§2　闭区间上连续函数的重要性质

在上一节中，我们讨论了函数f在其连续点x0
 邻近的局部性质．例如，当f（x0
 ）＞0时，我们能断定在x0
 点邻近有f（x）＞0．如果函数f在一个闭区间[a,b]的每一点都连续（在左端点a右侧连续，在右端点b左侧连续），那么这函数在整个闭区间上能具有怎样的整体性质呢？本节将讨论这一重要问题．

定义　如果函数f在闭区间[a,b]上有定义，在每一点x∈（a,b）连续，在a点右侧连续，在b点左侧连续，那么我们就说函数f在闭区间[a,b]连续．

在以下的讨论中，我们将用到涉及闭区间[a,b]的一个简单的事实：

引理　设{xn
 }[image: 0183020007]
 [a,b],xn
 →x0
 ，则x0
 ∈[a,b]．

证明　从a≤xn
 ≤b，n＝1，2，…，可以得到

[image: 图片]


2．a　介值定理

考查OXY坐标系中的一段连续曲线．如果这段曲线的一端在x轴的下方，另一端在x轴的上方，那么它一定在中间的某一点与x轴相交．这一事实既很直观，又非常有用（例如我们可以利用这一事实寻找方程的实根）．下面，我们就来证明这一重要事实．

定理1　设函数f（x）在闭区间[a,b]连续．如果f（a）与f（b）异号：

f（a）f（b）＜0，

那么必定存在一点c∈（a,b），使得

f（c）＝0．

证明　不妨设f（a）＜0＜f（b）（相反的情形可类似地讨论）．考查闭区间[a,b]的中点[image: 0183020008]
 ．若[image: 0183020009]
 ，则可取[image: 0183020010]
 ．若[image: 0183020011]
 ，则它必与f（a）或f（b）之一异号．这就是说，在两个闭子区间
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 和[image: 图片]


之中，必定有一个使得f在其两端点异号．记这闭子区间为[a1
 ,b1
 ]，则[a1
 ,b1
 ]满足条件：
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我们可以用[a1
 ,b1
 ]代替[a,b]，重复上面的讨论．一般地，假设已作出一串闭区间[a1
 ,b1
 ],…,[ak
 ,bk
 ]，满足条件：
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我们再来考查闭区间[ak
 ,bk
 ]的中点[image: 0183020012]
 ．若[image: 0183020013]
 ，则可取[image: 0183020014]
 ．若[image: 0183020015]
 ，则在两个闭子区间
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之中，必有一个使得f在其两端点异号，我们记这闭子区间为[ak＋1
 ,bk＋1
 ]．

按照上述程序做下去，可能出现两种情形：或者得到一个[image: 0183020016]
 使得f（c）＝0；或者得到一个闭区间序列{[an
 ,bn
 ]}，满足
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闭区间套{[an
 ,bn
 ]}收缩到唯一的一点
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因为函数f在闭区间[a,b]上连续，所以
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从不等式
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可以得到
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于是只能有

f（c）＝0．□

例1　设函数f在闭区间[a,b]连续并且满足f（[a,b]）[image: 0183020017]
 [a,b]（这就是说：f（x）∈[a,b],[image: 0183020018]
 x∈[a,b]）．试证明存在c∈[a,b]，使得

f（c）＝c.

（这样的点c称为是f的一个不动点．本例说明：把[a,b]映入到[a,b]之中的连续函数必定有不动点．——这是著名的Brouwer不动点定理的一个特殊情形．）

证明　记g（x）＝f（x）－x，则函数g（x）在闭区间[a,b]连续．由条件

a≤f（x）≤b，[image: 0183020019]
 x∈[a,b]，

可知

f（a）≥a，f（b）≤b，

即

g（a）≥0，g（b）≤0．

如果g（a）＝0（或者g（b）＝0），那么c＝a（或者c＝b）就满足要求：

g（c）＝0，f（c）＝c.

如果g（a）＞0＞g（b），那么（根据定理1）存在c∈（a,b），使得

g（c）＝0，f（c）＝c.□

定理1不但在理论上很重要，而且还为我们提供了求方程的根的一种近似方法——对分区间法．

例2　考查方程x3
 －2x－5＝0．我们记

f（x）＝x3
 －2x－5．

因为

f（2）＝－1＜0＜f（3）＝16，

所以方程f（x）＝0在（2,3）中有一个根．我们用对分区间法求这根的近似值，得到如下的结果：
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我们取根的近似值
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误差的界为
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以下的介值定理是定理1的推广．

定理2（介值定理） 设函数f在闭区间[a,b]连续．如果在这闭区间的两端点的函数值f（a）＝a与f（b）＝β不相等，那么在这两点之间函数f能够取得介于α与β之间的任意值y.这就是说，如果f（a）＜γ＜f（b）（或者f（a）＞γ＞f（b）），那么存在c∈（a,b），使得

f（c）＝γ．

证明　考查函数g（x）＝f（x）－γ．显然函数g在闭区间[a,b]连续，并且在这闭区间的两端点取异号的值．由定理1可知：存在c∈（a,b），使得g（c）＝0，即

f（c）＝γ．□

2．b　最大值与最小值定理

如果函数f在x0
 点连续，那么它在这点邻近是有界的．这是一个局部性质．对于在闭区间连续的函数，我们来讨论相应的整体性质．

定理3　设函数f在闭区间[a,b]连续，则f在[a,b]上有界．

证明　用反证法．假设f在[a,b]上无界．考查[a,b]的两个闭子区间
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可以断定f至少在一个闭子区间上无界，我们记这闭子区间为[a1
 ,b1
 ]．然后以[a1
 ,b1
 ]代替[a,b]，重复上面的讨论，又可得到闭子区间[a2
 ,b2
 ]，函数f在这闭子区间上无界．继续这样的手续，我们得到一串闭区间
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满足条件

（1）[image: 0183020020]
 ，

（2）函数f在[an
 ,bn
 ]上无界．

闭区间套{[an
 ,bn
 ]}收缩于唯一的一点

[image: 图片]


因为函数f在c点连续，所以存在η＞0使得f在U（c,η）上是有界的：

｜f（x）｜≤K，[image: 0183020021]
 x∈U（c，η）．

又可取m充分大，使得
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这时就有
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因而有
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但这与闭子区间[am
 ,bm
 ]的选取方式矛盾（按照我们的选取方式，函数f应在闭子区间[am
 ，bm
 ]上无界）．这一矛盾说明：所作的反证法假设不能成立．函数f在闭区间[a,b]上应该是有界的．□

如果函数f在开区间（a,b）连续，那么关于f在（a,b）上是否有界不能得出任何一般性的结论．请看下面的例子．

例3　函数f（x）＝1/x在开区间（0,1）连续，但它在这开区间上无界．

例4　函数g（x）＝sinx/x在开区间（0,1）连续，它在这开区间上是有界的：｜g（x）｜≤1，[image: 0183020022]
 x∈（0，1）．

定理4（最大值与最小值定理）　设函数f在闭区间[a,b]连续，记

[image: 图片]


则存在x′，x″∈[a,b]，使得

[image: 图片]


证明　由定理3可知

－∞＜m≤M＜＋∞．

我们根据上确界的定义可以断定：对任意n∈N，必定存在xn
 ∈[a,b]，使得

[image: 图片]


从有界序列{xn
 }[image: 0183020023]
 [a,b]之中，可以选取收敛的子序列{[image: 0183020024]
 }，设
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由函数f在x′点的连续性可得
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但我们有
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在上面不等式中让k→＋∞，取极限即得
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关于最小值的论断可仿此作出证明．□

2．c　一致连续性

设E[image: 0183020025]
 R，函数f在E的每一点连续，x0
 是E的任意一个点．按照连续性的定义，对任意ε＞0，存在δ＞0，使得｜x－x0
 ｜＜δ时，

｜f（x）－f（x0
 ）｜＜ε．

请注意，对于给定的ε＞0，在不同的点x0
 处，相应的δ不一定相同．我们提出这样的问题：对于任意的ε＞0，是否存在适用于一切x0
 ∈E的δ＞0，使得只要

x，x0
 ∈E，｜x－x0
 ｜＜δ，

就有

｜f（x）－f（x0
 ）｜＜ε？

如果不对集合E加以限制，这问题的答案是不一定的．请看下面两个例子：

例5　考查E＝R，f（x）＝x的情形．对任意x，x0
 ∈R有

｜f（x）－f（x0
 ）｜＝｜x－x0
 ｜．

因此，对任意ε＞0，存在适用于一切x0
 ∈R的δ＝ε＞0，使得只要

x，x0
 ∈R，｜x－x0
 ｜＜δ，

就有

｜f（x）－f（x0
 ）｜＜ε．

例6　考查E＝R，g（x）＝x2
 的情形．对于给定的ε＞0，不论δ是怎样小的一个正数，总存在这样一点
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和邻近x0
 的另一点

[image: 图片]


使得

[image: 图片]


这就是说，不存在适用于所有的x0
 的δ＞0．

如果E＝[a,b]是一个闭区间，那么对前述问题的回答就是肯定的了．本段就来证明这一重要事实．先介绍必要的术语．

定义　设E是R的一个子集，函数f在E上有定义．如果对任意ε＞0，存在δ＞0，使得只要

x1
 ，x2
 ∈E，｜x1
 －x2
 ｜＜δ，

就有

｜f（x1
 ）－f（x2
 ）｜＜ε，

那么我们就说函数f在集合E上是一致连续的．

定理5（一致连续性定理）　如果函数f在闭区间I＝[a,b]连续，那么它在I上是一致连续的．

证明　用反证法．假设函数f在闭区间I上连续而不一致连续，那么至少存在一个ε＞0，使得不论δ＞0怎样小，总有x′，x″∈I，满足条件
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对这样的ε和δ＝1/n（n＝1,2,…）存在[image: 0183020026]
 ，[image: 0183020027]
 ∈I，满足
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因为{[image: 0183020028]
 }[image: 0183020029]
 I是有界序列，它具有收敛的子序列{[image: 0183020030]
 }：
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因为
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所以又有
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又因为函数f在x0
 点连续，所以
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但这与

[image: 图片]


相矛盾．这一矛盾说明函数f在I上必须是一致连续的．□


附录　一致连续性的序列式描述

为了帮助读者从另一角度认识一致连续性，我们陈述并证明以下定理．

定理6　设E是R的一个子集，函数f在E上有定义．则f在E上一致连续的充分必要条件是：对任何满足条件

[image: 图片]


的序列{xn
 }[image: 0183020031]
 E和{yn
 }[image: 0183020032]
 E，都有

[image: 图片]


证明　必要性　设f在E上一致连续．则对任何ε＞0，存在δ＞0，使得只要x，y∈E，｜x－y｜＜δ，

就有

｜f（x）－f（y）｜＜ε．

如果{xn
 }[image: 0183020033]
 E和{yn
 }[image: 0183020034]
 E满足条件
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那么存在N∈N，使得n＞N时有
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这时也就有

[image: 图片]


我们证明了

[image: 图片]


充分性　用反证法．假设f在E上不一致连续．则对某个ε＞0，不论δ＝1/n取得怎样小，总存在xn
 ，y
n

 ∈E，使得
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序列{xn
 }[image: 0183020035]
 E和{yn
 }[image: 0183020036]
 E满足条件
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但序列{f（xn
 ）－f（yn
 ）}却不能收敛于0．这与所给的条件矛盾．

□

利用定理6来揭示某些函数的不一致连续性是很方便的．请看下面的例子．

例7　函数f（x）＝1/x在半开半闭的区间（0，1]上是连续的，但却不一致连续．事实上，存在序列
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使得
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但却有
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例7　说明：在定理5中，闭区间的要求是不可少的．


§3　单调函数，反函数

我们把闭区间[a,b]，开区间（a,b），（－∞,b），（a,＋∞），（－∞，＋∞），半开区间[a,b）,（a,b],（－∞,b],[a,＋∞），以及退化的闭区间（即单点集{a}＝[a，a]）等，统称为区间．以下引理指出所有这些类型的区间的共同特征．

引理　集合J[image: 0183020037]
 R是一个区间的充分必要条件为：对于任意两个实数α，β∈J，介于a和β之间的任何实数y也一定属于J.

证明　条件的必要性是显然的．我们来证明这条件也是充分的．记

A＝inf J，B＝sup J，

则显然有

J[image: 0183020038]
 [A,B]．

按照确界的定义，对于任意y∈（A,B），存在α∈J和β∈J，使得

A≤a＜y＜β≤B，

因而γ∈J.这证明了

（A,B）[image: 0183020039]
 J.

再来考查A，B两点．视A，B是否属于J，必有以下几种情形之一成立：

J＝[A,B],J＝[A,B）,

J＝（A,B]，或者J＝（A,B）．□

利用这一引理，可以给介值定理一个很好的几何式的陈述：

定理1　如果函数f在区间I上连续，那么

J＝f（I）＝{f（x）｜x∈I}

也是一个区间．

定理1的逆命题一般说来并不成立．

例1　考查函数

[image: 图片]


我们看到函数f把区间I＝[－η，η]（η＞0）映成区间J＝[－1,1]，但f并不连续．

但是，对于一类比较特殊的函数——单调函数，定理1的逆命题是成立的．

定理2　设函数f在区间I上单调．则f在I连续的充分必要条件为：f（I）也是一个区间．

证明　必要性部分即定理1．这里证明条件的充分性．设f在I上递增并且f（I）是一个区间．我们来证明f在I连续（用反证法）．假设f在x0
 ∈I不连续，那么至少出现以下两种情形之一：或者f（x0
 －）＜f（x0
 ），或者f（x0
 ）＜f（x0
 ＋）．对这两种情形，我们分别用（λ，ρ）表示（f（x0
 －）,f（x0
 ））或者（f（x0
 ）,f（x0
 ＋））．于是，在开区间（λ，ρ）的两侧都有集合f（I）中的点，但由于函数f的单调性，任何γ∈（λ，ρ）都不在集合f（I）之中，因而f（I）不能是一个区间．这一矛盾说明f必须在I的每一点连续．□

设函数f在区间I连续，则J＝f（I）也是一个区间．如果函数f在区间I上还是严格单调的，那么f是从I到J＝f（I）的一一对应．这时，对任意y∈J＝f（I），恰好只有一个x∈I能使得f（x）＝y.我们定义一个函数g如下：对任意y∈J，函数值g（y）规定为由关系f（x）＝y所决定的唯一的x∈I.这样定义的函数g称为是函数f的反函数，记为

[image: 图片]


我们看到，函数f及其反函数g＝f－1
 满足如下关系：
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定理3　设函数f在区间I上严格单调并且连续，则它的反函数g＝f－1
 在区间J＝f（I）上严格单调并且连续．

证明　我们对函数f在区间I上严格递增并且连续的情形给出证明（函数f在区间I上严格递减并且连续的情形可类似地讨论）．对于任意的y1
 ，y2
 ∈J，y1
 ＜y2
 ，我们来比较x1
 ＝g（y1
 ）与x2
 ＝g（y2
 ）的大小．首先，不能有x1
 ＝x2
 ，否则将有y1
 ＝f（x1
 ）＝f（x2
 ）＝y2
 ；其次，也不能有x1
 ＞x2
 ，否则将有y1
 ＝f（x1
 ）＞f（x2
 ）＝y2
 ．因而，只能有x1
 ＜x2
 ，即g（y1
 ）＜g（y2
 ）．这样，我们证明了函数g在区间J上严格递增．又因为g（J）＝I是一个区间，所以g在J连续．□

例2　函数f（x）＝sin x在区间I＝[－π/2,π/2]上严格递增并且连续，J＝f（I）＝[－1，1]．因而反函数g（y）＝arc sin y（即sin－1
 y）在J上有定义并且连续．g的取值范围为[－π/2,π/2]．

例3　函数cos x在区间[0,π]上严格递减并且连续，它把区间[0,π]映成[－1,1]．因而其反函数arc cos y（即cos－1
 y）在区间[－1,1]上有定义并且连续．arc cos y的取值范围为[0,π]．

例4　函数tan x在区间（－π/2,π/2）上严格递增并且连续，它把（－π/2,π/2）映成（－∞，＋∞）．因而tan x的反函数arc tan y（即tan－1
 y）在区间（－∞，＋∞）上有定义并且连续．arc tan y的取值范围为（－π/2,π/2）．

例5　（算术根的存在唯一性问题） 非负实数a的非负的n次方根称为算术根．这样的算术根是存在而且唯一的，我们用记号
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表示它．事实上，函数y＝xn
 在区间[0，＋∞）上严格递增并且连续，它将区间[0，＋∞）映成区间[0，＋∞）．因而，对任意a∈[0，＋∞），存在唯一的α∈[0，＋∞）使得
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这a即为a的n次算术根．

从上面的讨论，我们看到：对任意的n∈N，函数y＝xn
 的反函数x＝y[image: 0183020040]
 在区间[0，＋∞）上有定义，严格递增并且连续．我们还注意到：如果y＞1，那么y[image: 0183020041]
 ＞1．


§4　指数函数与对数函数，初等函数连续性问题小结

有了算术根的定义之后，就可以进一步定义分数次方幂．

设a∈R，a≥0，m,n∈N.我们把a的m/n次方幂定义为：
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这里
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对于a＞0的情形，a的－m/n次方幂定义为：

[image: 图片]


而a的0次方幂定义为：

a0
 ＝1．

这样，当a＞0时，对任意的有理数q，方幂aq
 都有定义．

定理1　对于a∈R，a＞0，p,q∈Q，我们有：

（1）ap＋q
 ＝ap
 ·aq
 ；

（2）a＞1,p＜q[image: 0183020042]
 ap
 ＜aq
 ,

　　a＜1,p＜q[image: 0183020043]
 ap
 ＞aq
 .

证明　借助于通分手续，我们可以写

p＝k/n，q＝l/n，

这里n∈N，k，l∈Z.

（1）[image: 0183020044]


　　　　　＝（a1/n
 ）k
 ·（a1/n
 ）l
 ＝aP
 ·aq
 .

（2）设a＞1，p＝k/n＜q＝l/n，则a1/n
 ＞1，k＜l.于是

ap
 ＝（a1/n
 ）k
 ＜（a1/n
 ）l
 ＝aq
 .

设a＜1，p＝k/n＜q＝l/n，则a1/n
 ＜1，k＜l.于是
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我们将通过极限手续定义正数的无理指数方幂．为此，需要用到以下两个引理．

引理1　设a∈R，a＞1;p,q∈Q，｜p－q｜＜1．则有

｜ap
 －aq
 ｜≤aq
 （a－1）｜P－q｜．

证明　因为有
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所以只须证明

[image: 图片]


下面，我们来证明：

｜ar
 －1｜≤（a－1）｜r｜，

[image: 0183020045]
 r∈Q，｜r｜＜1．

情形1　r＝0．对这情形结论显然成立．

情形2　r＝m/n∈（0,1）．对这情形，利用关于几何平均数与算术平均数的不等式可得
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情形3　r＝－s∈（－1,0）．对这情形，我们有

[image: 图片]


综合以上几种情形，我们看到：对任意的r∈Q，｜r｜＜1，都有

｜ar
 －1｜≤（a－1）｜r｜．□

引理2　设a∈R，a＞0，x∈R，则有：

（1）如果{Pn
 }[image: 0183020046]
 Q,pn
 →x，那么{[image: 0183020047]
 }收敛；

（2）如果{pn
 }，{qn
 }[image: 0183020048]
 Q,pn
 →x,qn
 →x，那么
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证明　先对a＞1的情形给出证明．

（1）收敛序列{pn
 }是有界的，可设对于M∈N有
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收敛序列{pn
 }又是基本序列，对于任意的ε∈（0,1），存在N∈N，使得m，n＞N时有

[image: 图片]


于是，m，n＞N时就有
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我们证明了{[image: 0183020049]
 }是基本序列，也就证明了这序列的收敛性．

（2）收敛序列是有界的，可设对于M∈N有
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又因为lim（pn
 －qn
 ）＝0，可设n＞N时
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于是，n＞N时就有
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我们证明了
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由此得到
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再来考查0＜a≤1的情形．如果a＝1，那么{[image: 0183020050]
 }和{[image: 0183020051]
 }都是常数序列1，1，1，…，因而结论（1）和（2）当然成立．如果0＜a＜1，那么1/a＞1．因为
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所以结论（1）和（2）也仍然成立．□

根据这引理，我们给出以下定义．

定义　设a∈R，a＞0，x是无理数．我们定义
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这里{qn
 }是收敛于x的任意有理数序列．

注记　如果x∈Q，{qn
 }[image: 0183020052]
 Q,qn
 →x，那么仍有

[image: 图片]


这是因为我们可以把x视为常数序列

pn
 ＝x，n＝1，2，…，

于是由引理2可得

[image: 图片]


定理2　对于a∈R，a＞0和x，y∈R，我们有

（1）ax＋y
 ＝ax
 ·ay
 ；

（2）a＞1，x＜y[image: 0183020053]
 ax
 ＜ay
 ,

　　a＜1,x＜y[image: 0183020054]
 ax
 ＞ay
 .

证明　（1）设{pn
 }，{qn
 }是有理数序列，Pn
 →x，qn
 →y，则Pn
 ＋qn
 →x＋y.于是

[image: 图片]


（2）我们对a＞1的情形给出证明（a＜1的情形可类似地讨论）．设{pn
 }，{qn
 }是有理数序列，pn
 →x，qn
 →y.因为x＜y，所以对充分大的n就有

[image: 图片]


于是
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为了得到严格的不等式，我们在x与y之间插入两个有理数r和S：

x＜r＜s＜y，r,s∈Q.

于是
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这样，我们证明了
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引理3　设a∈R，a＞1，x,y∈R，｜x－y｜＜1．则有
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证明　设{pn
 }，{qn
 }是有理数序列，pn
 →x，qn
 →y.则对充分大的n有
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于是有
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在上式中让n→＋∞取极限就得到
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定理3　设a∈R，a＞1．则指数函数ax
 在R＝（－∞，＋∞）上有定义，严格递增并且连续．

证明　只剩下关于连续性的结论尚待证明．设x0
 ∈R，{xn
 }[image: 0183020055]
 R,xn
 →x0
 ．则对充分大的n有
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于是有
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由此得知函数ax
 在x0
 点连续．□

推论　设a∈R，0＜a＜1．则指数函数ax
 在R＝（－∞,＋∞）有定义，严格递减并且连续．

证明　我们有

[image: 图片]


利用定理3就得到本推论．□

引理4　设a∈R，a＞1．则有

（1）[image: 0183020056]
 ax
 ＝＋∞，

（2）[image: 0183020057]
 ax
 ＝0．

证明　（1）我们有不等式

an
 ＝（1＋（a－1））n
 ≥1＋n（a－1），[image: 0183020058]
 n∈N.对任何E＞0，可取[image: 0183020059]
 ，则当x＞Δ时，就有
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（2）[image: 0183020060]


　　　　　　[image: 0183020061]
 ．□

设a∈R，a＞1．我们看到：严格递增的连续函数y＝ax
 把区间（－∞，＋∞）一对一地映成区间（0,＋∞）．因而对任意的y∈（0,＋∞），存在唯一的x∈（－∞，＋∞），使得
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我们把这样由y唯一确定的x称为以a为底y的对数，记为
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作为指数函数y＝ax
 的反函数，对数函数x＝1oga
 y是连续的．我们把这一事实写成以下定理．

定理4　设a∈R，a＞1，则

（1）对数函数x＝loga
 y在区间（0,＋∞）上有定义，严格递增并且连续；

（2）[image: 0183020062]
 loga
 y＝＋∞，[image: 0183020063]
 loga
 y＝－∞．

证明　结论（1）可以从关于反函数的一般定理（§3的定理3）得出．结论（2）的证明如下：对任意E＞0，可取Δ＝aE
 ＞0，于是对于y＞Δ，就有

[image: 图片]


这证明了

[image: 图片]


由此又可得到

[image: 图片]


在数学的理论研究和应用中，常常采用数e作为指数函数或者对数函数的底．这里数e定义为

[image: 图片]


以e为底的对数称为自然对数，记为

[image: 图片]


我们已经看到：多项式函数，有理分式函数，三角函数，反三角函数，指数函数，对数函数等函数在它们有定义的范围内都是连续的．这些函数称为基本初等函数．由基本初等函数经过有限次四则运算和复合而成的函数称为初等函数．于是，我们有：

定理5　初等函数在其有定义的范围内都是连续的．

例1　考查幂函数y＝xμ
 （x＞0,μ∈R）的连续性．我们可以把它视为复合函数：

[image: 图片]


由指数函数和对数函数的连续性可知：幂函数在它有定义的范围内是连续的．

例2　考查函数f（x）＝u（x）v（x）
 ，这里u（x）和v（x）都是连续函数，u（x）＞0．我们把这函数改写为：

[image: 图片]


由此可看出它的连续性．


§5　无穷小量（无穷大量）的比较，几个重要的极限

定义1　设函数a（x）在a点的某个去心邻域[image: 0183020064]
 （a）上有定义．如果

[image: 图片]


那么我们就说α（x）是x→a时的无穷小量．

设a（x）和β（x）都是x→a时的无穷小量，α（x）≠0．关于比值

[image: 图片]


的极限，可以有各种各样的情形．请看下面的例子（在这些例子里，我们考查x→0时的无穷小量）．

例1　α（x）＝x，β（x）＝x2
 ．

[image: 图片]


例2　α（x）＝x2
 ，β（x）＝x.

[image: 图片]


例3　α（x）＝x，β（x）＝sin x.

[image: 图片]


例4　α（x）＝x，β（x）＝x sin[image: 0183020065]
 ．

　　　　[image: 0183020066]
 不存在，但[image: 0183020067]
 有界．

例5　α（x）＝x2
 ，β（x）＝x sin[image: 0183020068]
 ．

　　　　[image: 0183020069]
 不存在，并且[image: 0183020070]
 无界．

定义2　设函数A（x）在a点的某个去心邻域[image: 0183020071]
 （a）上有定义．如果

[image: 图片]


那么我们就说A（x）是x→a时的无穷大量．

设A（x）和B（x）都是x→a时的无穷大量，A（x）≠0．关于比值[image: 0183020072]
 的极限，也有各种各样的情形．读者可以仿照上面的例1一例5，作出相应的例子来．

为了便于比较无穷小量（无穷大量），我们引入适当的记号．

定义3　设函数φ（x）和φ（x）在a点的某个去心邻域[image: 0183020073]
 （a）上有定义，并设在[image: 0183020074]
 （a）上φ（x）≠0．我们分别用记号“O”，“o”与“～”表示比值[image: 0183020075]
 在a点邻近的几种状况：

（1）φ（x）＝O（φ（x））表示[image: 0183020076]
 是x→a时的有界变量（即[image: 0183020077]
 在a点的某个去心邻域上是有界的）；

（2）φ（x）＝o（φ（x））表示[image: 0183020078]
 是x→a时的无穷小量（即[image: 0183020079]
 ）；

（3）φ（x）～φ（x）表示

[image: 图片]


O，o和这些记号都是相对于一定的极限过程而言的．使用时通常要附以记号（x→a），以说明所涉及的极限过程．例如：

　sin x＝o（x） （x→∞），

sin x～x （x→0）．

我们特别指出：记号

φ（x）＝O（1） （x→a）

表示φ（x）在a点的某个去心邻域上有界；而记号

w（x）＝o（1） （x→a）

表示

[image: 图片]


设φ（x）和φ（x）都是无穷小量（无穷大量）．如果φ（x）＝o（φ（x）），那么我们就说φ（x）是比φ（x）更高阶的无穷小（更低阶的无穷大）．如果φ（x）～φ（x），那么我们就说φ（x）是与φ（x）等价的无穷小（等价的无穷大）．

例6　设f（x）＝（x－a）m
 ，g（x）＝（x－a）n
 ，则有

[image: 图片]


这说明：k越大时，（x－a）k
 的无穷小的阶就越高．

例7　设[image: 0183020080]
 ，[image: 0183020081]
 ，则有
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这说明：k越大时，[image: 0183020082]
 的无穷大的阶就越高．

例8　设f（x）＝xm
 ，g（x）＝xn
 ，则有

[image: 图片]


这说明：对于极限过程x→∞，k越大时，xk
 的无穷大的阶就越高．

例9　设f（x）＝ax
 （a＞1），g（x）＝xμ
 （μ＞0）．

我们指出：
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因而指数函数ax
 的无穷大的阶比任何幂函数xμ
 高．为了说明这一事实，我们先来看μ＝k∈N的情形．已经知道（第二章§1的例10）
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由此易得
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对任意ε＞0，存在N∈N，使得n＞N时有

[image: 图片]


取Δ＝N＋1，则x＞Δ时就有

[image: 图片]


这证明了
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对于一般的μ＞0，我们可以取k∈N，k≥μ．于是，对于x≥1有

[image: 图片]


因而

[image: 图片]


例10　设f（x）＝xv
 （v＞0），g（x）＝loga
 x（a＞1）．我们指出
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这说明对数函数loga
 x是比任何幂函数xv
 更低阶的无穷大量．事实上，令y＝loga
 x，则有
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我们对符号O，o的用法作一点说明．记号O（φ（x））（或者o（φ（x）））不是表示一个具体的量，而是表示量的一种类型．式子φ（x）＝O（φ（x））表示φ（x）是属于O（φ（x））这种类型的一个量．式中的等号“＝”应该当作属于符号“∈”来理解．而式子O（φ（x））＝φ（x）就没有明确的意义．因此，涉及符号O或o的“等式”，不能像通常的等式那样将其左右两边交换．

定理1　设φ（x）和φ（x）在a点的某个去心邻域[image: 0183020083]
 （a）上有定义，φ（x）≠0．则有

φ（x）～φ（x）[image: 0183020084]
 φ（x）＝φ（x）＋0（φ（x））．

证明　我们有：

[image: 图片]


关于O和o，有以下关系：

定理2　设φ（x）在a点的某一去心邻域上有定义并且不等于0，则有

（1）o（φ（x））＝O（φ（x））；

（2）O（φ（x））＋O（φ（x））＝O（φ（x））；

（3）o（φ（x））＋o（φ（x））＝o（φ（x））；

（4）o（φ（x））O（1）＝o（φ（x））,

　　o（1）O（φ（x））＝o（φ（x））．

证明　只要弄清楚各式的含义，证明就是显然的了．

结论（1）说：一个o（φ（x））型的量必定也是O（φ（x））型的量，即如果φ（x）＝o（φ（x）），那么φ（x）＝O（φ（x））．这是因为：如果[image: 0183020085]
 是无穷小量，那么它也必定是有界变量．

结论（2）说：如果f（x）＝O（φ（x）），g（x）＝O（φ（x）），那么f（x）＋g（x）＝O（φ（x））．这就是说：如果[image: 0183020086]
 和[image: 0183020087]
 都是有界变量，那么[image: 0183020088]
 也是有界变量．

结论（3）的说明与结论（2）类似．

结论（4）依据的是这样的事实：无穷小量与有界变量的乘积是无穷小量．□

以下几个极限是分析中经常遇到的，希望读者熟记．

Ⅰ．　　　　[image: 图片]


这一事实的证明已见于第二章§5的例7.

Ⅱ．　　　　[image: 图片]


我们来证明Ⅱ．首先，根据定义有
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由此可得

[image: 图片]


于是，对任意ε＞0，存在N∈N，使得n＞N时有

[image: 图片]


取Δ＝N＋1，则当x＞Δ时就有[x]＞N，因而有
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这证明了
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由此又可得到
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我们证明了
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因而有
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Ⅱ的另一种表述为

Ⅱ′．　　　　[image: 图片]


利用对数函数的连续性，我们得到

[image: 图片]


类似地有

[image: 图片]


这样，我们证明了：

Ⅲ．　　　　[image: 图片]


由此又可得到

Ⅳ．　　　　[image: 图片]


事实上，令β＝eα
 －1，我们得到
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类似地有

[image: 图片]


最后，我们有

Ⅴ．　　　　[image: 图片]


事实上

[image: 图片]


从上面的讨论，我们得到涉及某些初等函数的量阶的一些公式．这些公式在求某些极限时很有用处．

定理3　对于极限过程x→0，我们有：

（1）sin x＝x＋o（x），tan x＝x＋o（x）；

（2）cos x＝1－[image: 0183020089]
 x2
 ＋o（x2
 ）；

（3）ex
 ＝1＋x＋o（x）；

（4）ln（1＋x）＝x＋o（x）；

（5）（1＋x）μ
 ＝1＋μx＋o（x）．

证明　（1）我们有

[image: 图片]


（2）从关系式
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可得

[image: 图片]


（3）　　　　[image: 图片]


（4）　　　　[image: 图片]


（5）　　　　[image: 图片]


下面的定理说明，在求乘积或商的极限的时候，可以将任何一个因式用它的等价因式来替换．

定理4　如果x→a时φ（x）～φ（x），那么就有

[image: 图片]


这里，我们设所有的函数在a点的某个去心邻域上有定义，作为分母的函数在这个去心邻域上不为0，并设各式右端的极限存在．

证明　结论（1）的证明是这样的：

[image: 图片]


结论（2）与结论（3）的证明可仿此作出．□

我们知道：x→0时有

[image: 图片]


利用这些结果与定理4，我们很容易求出以下各例中的极限．

例11　[image: 图片]


例12　[image: 图片]


例13　[image: 图片]


例14　[image: 图片]

















第　二　篇　

微积分的基本概念及其应用






第四章　导　　数

在预篇中，我们已经看到，切线和速度等问题的讨论，都归结到以下形式的极限

[image: 图片]


本章就来系统地研究这样的极限．


§1　导数与微分的概念

1．a　导数的定义

定义　设函数f（x）在x0
 点邻近有定义．如果存在有穷极限

[image: 图片]


那么我们就说函数f（x）在x0
 点可导（derivable），并且把上述极限值称为函数f（x）在x0
 点的导数（derivative），记为f′（x0
 ）．

几何解释　在预篇里，我们已经看到：曲线y＝f（x）在点（x0
 ,f（x0
 ））处的切线的斜率应该等于极限

[image: 图片]


这就是导数的几何意义．

注记　因为讨论的是当x→x0
 时的极限，所以引入记号h＝x－x0
 比较方便．于是x＝x0
 ＋h，我们可以把导数的定义写成：

[image: 图片]


这里的h称为自变量的增量．请注意，增量h＝x－x0
 可正可负，负的增量即减少的量．也许把h叫做“改变量”更为合适．相应于自变量的增量h，我们把f（x0
 ＋h）－f（x0
 ）称为函数f的增量（或差分）．人们还习惯于用符号Δx表示自变量x的增量：Δx＝x－x0
 ，用符号Δy＝Δf（x0
 ）＝f（x0
 ＋Δx）－f（x0
 ）表示函数y＝f（x）的相应增量．采用这样的记号，导数的定义又可写成

[image: 图片]


与此相应，关于函数y＝f（x）在x0
 点的导数，除了采用上面介绍的拉格朗日（Lagrange）的记号f′（x0
 ）而外，还常常采用莱布尼兹（Leibnitz）的记号

[image: 图片]


后一记号提示我们导数是差商[image: 0183020090]
 （或[image: 0183020091]
 ）的极限．也正是由于这一原因，人们还把导数叫做微商．

讨论导数的时候，先要确定一个“基点”x0
 ，然后考查自变量与函数在这点邻近的变化（考查从x0
 点起始的增量）．在许多问题中，一定范围内的每一点都可当作基点来考虑．这时人们往往直接用记号x表示基点（以这样的记号代替不怎么方便的记号x0
 ）．对这种情形，用增量方式来写导数的定义更显得方便：

[image: 图片]


对这一情形，如果采取直接的形式，那么导数的定义就要写成

[image: 图片]


1．b　求导数的例子

例1　试求常值函数f（x）≡C的导数．

解　我们有

[image: 图片]


因而

[image: 图片]


例2　设m∈N，试求函数f（x）＝xm
 的导数．

解　我们有

[image: 图片]


因而

[image: 图片]


例3　设m∈N，试求函数f（x）＝x－m
 （x≠0）的导数．

解　我们有

[image: 图片]


因而

[image: 图片]


例4　求幂函数f（x）＝xμ
 （x＞0）的导数（μ∈Z的情形已见于例1，2，3.这里讨论μ∈R的一般的情形）．

解　我们有

[image: 图片]


因而

[image: 图片]


特别地，对于μ＝1/2和μ＝－1/2，我们有
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例5　求函数f（x）＝sin x的导数．

解　我们有

[image: 图片]


因而

[image: 图片]


例6　求函数f（x）＝cos x的导数．

解　我们有

[image: 图片]
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因而

[image: 图片]


例7　求函数f（x）＝ex
 和g（x）＝ax
 （a＞0）的导数．

解　我们有

[image: 图片]


因而

[image: 图片]


类似地可以证明

[image: 图片]


以e为底的指数函数f（x）＝ex
 具有一个极好的性质：

f′（x）＝f（x）．

这一事实在数学理论和自然科学的研究中有极其重要的应用．

例8　求函数f（x）＝lnx和g（x）＝loga
 x的导数（x＞0）．

解　我们有
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因而

[image: 图片]


同样可证

[image: 图片]


通过以上各例，我们求出一些重要的初等函数的导数．所得结果列表如下：

导　数　表

[image: 图片]


利用关于极限运算已有的结果，立即可得以下简单的法则．

定理1　设函数f和g在x点可导，c∈R，则f＋g和cf也在x点可导，并且

　　　　　　　（f（x）＋g（x））′＝f′（x）＋g′（x）；

（cf（x））′＝cf′（x）．

　　　　这样，对于上表中各函数经过有限次相加或乘以常数的运算所得的一切函数，我们也能求出其导数．例如，对于多项式函数

[image: 图片]


我们求得：

[image: 图片]


在下一节中，利用那里证明的更多的求导法则，我们能够求出更多的函数的导数．

例9　应用导数的概念，我们来证明旋转抛物面的光学性质．抛物线[image: 0183020092]
 绕它的对称轴x＝0旋转所成的曲面就是旋转抛物面．放在焦点F（0,p/2）处的光源所发出的光，经过旋转抛物面各点反射之后就成为平行光束．人们利用这一性质制造需要发射平行光的灯具，例如：探照灯，汽车的前灯等（见图4-1）．

[image: 图片]


图　4-1

我们来证明上述性质．设Q（x0
 ,y0
 ）是抛物线[image: 0183020093]
 上的任意一点（因而[image: 0183020094]
 ）．抛物线在这点的切线为

[image: 图片]


这切线与对称轴x＝0相交于点S（x1
 ,y1
 ）：

[image: 图片]


为了证明从光源F发出的光线，经过旋转抛物面反射之后，反射光线QG平行于对称轴x＝0，只须指出∠FQS＝∠FSQ＝∠GQT.

事实上，我们有

[image: 图片]


[image: 图片]


所以　　　　　　　　　　　FS＝FQ.

这完成了证明．

1．c　单侧导数，不可导的例子

定义（单侧导数）　设函数f在（x－η，x]有定义．如果存在有穷的左侧极限

[image: 图片]


那么我们就说函数f在x点左侧可导，并且把上述左侧极限称为函数f在x点的左导数，记为

[image: 图片]


类似地可以定义函数f在x点的右侧可导性以及右导数

[image: 图片]


我们知道，极限
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存在的充分必要条件是两个单侧极限都存在并且相等．由此得出以下定理：

定理2　设函数f在x点邻近有定义．则f在x点可导的充分必要条件是它在这点的两个单侧导数都存在并且相等：

[image: 图片]


当这条件满足时就有
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我们来看两个导数不存在的例子．

例10　考查函数f（x）＝｜x｜在x＝0处是否可导（见图4-2）．

解　我们看到

[image: 图片]


于是

[image: 图片]


因而函数f在x＝0处的导数不存在．容易看出，在x≠0的地方，函数f的导数总是存在的：
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图　4-2

例11　考查函数g（x）在x＝0处是否可导，这里

[image: 图片]


解　我们有

[image: 图片]


因为当h→0时上式没有极限，所以函数g在x＝0处不可导．还可以证明函数g在x＝0处没有任何一个单侧导数．

1．d　可微性，微分

与函数在一点的可导性紧密联系着的一个概念是可微性．本段就来解释这一概念．

在例2中，为了考查函数p（x）＝xm
 在x点的可导性，我们将函数的增量

P（x＋h）－P（x）

按h的方幂展开：

P（x＋h）－P（x）

[image: 图片]


其实，为了考查可导性，并不需要了解h的高次项的具体的形式，仅仅需要这样的信息：它们是一些高于一次的项，即

[image: 图片]


由此可得

[image: 图片]


让h→0即得到

[image: 图片]


定义　设函数f（x）在x点邻近有定义，如果

f（x＋h）－f（x）＝Ah＋o（h），

其中A与h无关（可以依赖于x），那么我们就说函数f在x点可微．

定理3　函数f在x点可导的充分必要条件是它在这点可微．

证明　充分性　如果

f（x＋h）－f（x）＝Ah＋o（h），

那么

[image: 图片]


因而f（x）在x点可导：

[image: 图片]


必要性　如果存在极限

[image: 图片]


那么当h→0时

[image: 图片]


并且有

f（x＋h）－f（x）＝f′（x）h＋α（h）h.

这就是说

f（x＋h）－f（x）＝f′（x）h＋o（h）．□

注记　（1）由于这定理的缘故，人们把可导和可微这两个术语当做同义词来使用．求导数的方法又称为微分法．

（2）在定理的证明过程中，我们看到：从表示式

f（x＋h）－f（x）＝Ah＋o（h），

可以断定

A＝f′（x）．

由此可知：上述表示式中h的系数A是唯一确定的．

定理4　设函数f（x）在x0
 点可微（可导），那么它在这点连续．

证明　我们有

f（x0
 ＋h）－f（x0
 ）＝Ah＋o（h），

因而

[image: 图片]


注记　定理4之逆并不成立．如例10和例11中的函数都在x＝0处连续，但在该点不可导．

设函数f在x0
 点可导（可微），则有

f（x0
 ＋h）－f（x0
 ）＝f′（x0
 ）h＋o（h）．

采用记号Δx＝h，Δy＝f（x0
 ＋Δx）－f（x0
 ），又可将上式写成

Δy＝f′（x0
 ）Δx＋o（Δx）．

这样，我们把函数的增量Δy表示为两项之和，前一项是自变量增量Δx的一次式（线性式），后一项是比Δx高阶的无穷小量．在OXY坐标系中，作出曲线y＝f（x）以及这曲线在x0
 点的切线（其斜率为f′（x0
 ））．我们看到，对于给定的自变量增量Δx，量f′（x0
 ）Δx正好是切线函数的增量（见图4-3）．

[image: 图片]


图　4-3

当我们用式子定义一个量的时候，采用记号“：＝”是很方便的．例如

f（x）：＝x2
 ＋2

表示f（x）用式子x2
 ＋2来定义．记号“：＝”读做“定义为”．

定义　设函数y＝f（x）在x0
 点可微．我们引入记号

dx：＝Δx，

dy:＝f′（x0
 ）dx＝f′（x0
 ）Δx，

并把dy叫做函数y＝f（x）在x0
 点的微分．

注记　关于微分的意义，从上面的讨论我们已经得知：

（1）从几何的角度来看，微分dy＝f′（x0
 ）dx正好是切线函数的增量．

（2）从代数的角度来看，微分dy＝f′（x0
 ）dx是增量Δy＝f（x0
 ＋Δx）－f（x0
 ）的线性主部，dy与Δy仅仅相差一个高阶的无穷小量o（Δx），因而当Δx充分小时，可以用dy作为Δy的近似值．这一事实是微分的许多实际应用的基础．

（3）原来，我们引入[image: 0183020095]
 作为导数的记号．有了微分的概念之后，又可以把记号[image: 0183020096]
 解释为dy与dx之商：

[image: 图片]



§2　求导法则，高阶导数

本节的重点是求导数的方法．

按照定义，导数表示为一个极限．但直接根据定义去求这一极限，并不总是一件容易的事，有时候甚至很难办到．好在人们已经发展了一整套行之有效的求导法则．利用这些法则，我们能轻而易举地求出许多函数的导数——包括所有的初等函数的导数．

2．a　和、差、积、商的求导法则

定理1　设函数u和v在x0
 点可导，则以下各式在x＝x0
 处成立：

（1）（u（x）±v（x））′＝u′（x）±v′（x）；

（2）（u（x）v（x））′＝u′（x）v（x）＋u（x）v′（x）；

（3）[image: 图片]


　　　　　　　　　（这里要求v（x）≠0）．

证明　结论（1）已见于上一节中，其证明是显然的．这里只验证结论（2）和（3）．

（2）记f（x）＝u（x）v（x），则有

　　　　f（x＋h）－f（x）

　　　　　　＝u（x＋h）v（x＋h）－u（x）v（x）

　　　　　　＝（u（x＋h）－u（x））v（x＋h）

　　　　　　　＋u（x）（v（x＋h）－v（x）），

[image: 图片]


因而有

[image: 图片]


（3）记[image: 0183020097]
 ，则有

[image: 图片]


因而有

[image: 图片]


注记　在（3）中取u（x）≡1就得到

[image: 图片]


公式（3）的这一情形经常被用到，所以我们特别提出来，请读者加以注意．

定理1′　设函数u和v都在x点可微，则有

（1）d（u（x）±v（x））＝du（x）±dv（x）；

（2）d（u（x）v（x））＝v（x）du（x）＋u（x）dv（x）；

（3）[image: 图片]


　　　　　　　　　（这里要求v（x）≠0）．

证明　将定理1中各式两边都乘以dx，就得到本定理中相应的式子．□

例1　求函数f（x）＝ex
 sin x的导数．

解　我们有

[image: 图片]


例2　求函数tan x和cot x的导数．

解　我们有

[image: 图片]


例3　求函数e－x
 的导数．

解　我们有

[image: 图片]


例4　函数[image: 0183020098]
 和[image: 0183020099]
 分别被称为双曲余弦和双曲正弦．它们有许多性质在形式上与三角函数很相似，例如：

[image: 图片]


这些性质都可以用定义直接验证．容易求出双曲余弦与双曲正弦的导数：

（chx）′＝shx，（shx）′＝chx.

2．b　复合函数的求导．微分表示的不变性

很多函数可以看作是由更简单的函数复合而成的．例如函数sin x2
 可以看作是由函数y＝x2
 和函数u＝sin y复合而成的，而函数ecosx
 可以看作是由函数y＝cos x和函数u＝ey
 复合而成的．本段就来讨论复合函数的求导法则．

设函数y＝f（x）在x0
 点可导，函数u＝g（y）在y0
 ＝f（x0
 ）点可导．那么，关于复合函数u＝g[image: 0183020100]
 f（x）在x0
 点的可导性，我们能得出怎样的结论呢？分析这问题的途径自然是考查这复合函数的差商．记φ（x）＝g[image: 0183020101]
 f（x），我们有

（2.1）　　　[image: 图片]


由此似乎就能得出这样的结论：函数φ（x）＝g[image: 0183020102]
 f（x）在x0
 点可导，并且φ′（x0
 ）＝g′（f（x0
 ））f′（x0
 ）．这分析的基本思路是对的，但有一个漏洞，那就是：在x→x0
 的过程中，虽然x≠x0
 ，也仍可能对某些x有f（x）＝f（x0
 ）．请看下面的例子．

例4　考查函数

[image: 图片]


我们看到，函数f（x）在x＝0处可导

[image: 图片]


但在0点的任意邻近，仍有[image: 0183020103]
 （n是绝对值充分大的整数）使得f（x）＝f（0）．

虽说如此，上面的分析仍给我们有益的启发．其实只要把上面的表示方式稍作改变，就能得到正确的证明．

定理2　设函数f（x）在x0
 点可导，函数g（y）在y0
 ＝f（x0
 ）点可导，则复合函数φ（x）＝g[image: 0183020104]
 f（x）也在x0
 点可导，并且

φ′（x0
 ）＝g′（f（x0
 ））f′（x0
 ）．

证明　考查辅助函数

[image: 图片]


显然这函数在f（x0
 ）点连续．另外，我们有

（2.2）　　　[image: 图片]


事实上，对于f（x）≠f（x0
 ）的情形，（2.2）式就成为前面讨论中的（2.1）式．如果f（x）＝f（x0
 ），那么（2.2）式就是

[image: 图片]


在（2.2）式中让x→x0
 就得到

[image: 图片]


这证明了定理的结论．□

下面，我们来介绍复合函数求导法则的另一表示方式．将复合函数f（φ（t））对t求导得：

（f（φ（t）））′＝f′（φ（t））φ′（t）．

这式子两边都乘以dt就得到

d（f（φ（t）））＝f′（φ（t））dφ（t）．

这就是说：不论x是自变量，或者x＝φ（t）是另一变量t的函数，函数f（x）的微分表示式都具有相同的形式

df（x）＝f′（x）dx.

这一结论叫做微分表示的不变性．它虽然只是复合函数求导公式的另一表述，应用起来却极为便利．这在以后学习不定积分时会看得更清楚．

定理2中所述的复合函数求导法则又称为链式法则．对于函数z＝g（y）与y＝f（x）的复合，这一法则可以形式地写成
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并可陈述如下：

欲求复合函数对自变量的导数，可以先求它对中间变量的导数，再乘以中间变量对自变量的导数．

在实际解题时，并不一定每次用新的记号表示中间变量，只要在心中默记住我们当作中间变量的式子f（x）就可以了．熟练地掌握这一方法就能大大加快计算速度．书写的格式通常是

（g（f（x）））′＝g′（f（x））（f（x））′．

请看下面的例子．

例5　求（sin ax）′，（tan bx）′和（ecx
 ）′．

解　为了求（sin ax）′，我们在心目中把y＝ax当作中间变量，先对中间变量求导，再乘以这中间变量对x的导数．具体的书写格式如下：

（sin ax）′＝（cos ax）·（ax）′＝acos ax.

类似地可求得

[image: 图片]


例6　求（cos（x＋b））′和（ln（x＋c））′．

解　利用复合函数求导法则可得

[image: 图片]


例7　求（sin x2
 ）′和（ex2
 ）′．

解　我们有

[image: 图片]


例8　试求函数ln｜x｜（x≠0）和函数ln｜x＋c｜（x≠－c）的导数．

解　对于x＞0，我们已经知道

[image: 图片]


设x＜0，则｜x｜＝－x.对这情形我们有

[image: 图片]


对于x＞0和x＜0这两种情形，我们都得到：

（ln｜x｜）′＝1/x.

由此又可得到

[image: 图片]


例9　求[image: 0183020105]
 ．

解　我们有

[image: 图片]


为了求得某些更复杂的函数的导数，可以接连动用复合函数求导的法则若干次．

例10　求（esin（x2
 ＋c）
 ）′．

解　我们有

[image: 图片]


例11　求（ln｜sin x2
 ｜）′．

解　我们有

[image: 图片]


例12　求[image: 0183020106]
 ．

解　我们有

[image: 图片]


例13　求[image: 0183020107]
 ．

解　我们有

[image: 图片]


例14　试求幂-指数式（u（x））v（x）
 的导数，这里u（x）＞0，函数u和v在x点可导．

解　我们有

[image: 图片]


因而

[image: 图片]


我们看到：幂-指数式的导数为两项之和，这两项分别相当于把该式当作指数函数和幂函数求导所得的结果．

2．c　反函数的求导法则

设函数y＝φ（x）在包含x0
 点的一个开区间I上严格单调并且连续，在x0
 点可导并且φ′（x0
 ）≠0．根据第三章§3的定理3，函数y＝φ（x）的反函数x＝φ（y）在开区间J＝φ（I）上有定义．我们来考查反函数x＝φ（y）在y0
 ＝φ（x0
 ）点的可导性．几何的直观告诉我们，这问题的答案应该是肯定的．因为在OXY坐标系中，函数y＝φ（x）的图像与其反函数x＝φ（y）的图像应该是同一条曲线，而函数y＝φ（x）在x0
 点的可导性与函数x＝φ（y）在y0
 ＝φ（x0
 ）点的可导性都表示这曲线在点（x0
 ,y0
 ）具有切线．设该切线与OX轴的夹角为α，与OY轴的夹角为β，则[image: 0183020108]
 ．于是

[image: 图片]


即

[image: 图片]


下面我们用分析的方式证明上述结果．

定理3　设函数y＝φ（x）在包含x0
 点的开区间I上严格单调并且连续．如果这函数在x0
 点可导并且导数φ′（x0
 ）≠0，那么反函数x＝φ（y）在点y0
 ＝φ（x0
 ）可导，并且

[image: 图片]


证明　在所给的条件下，函数x＝φ（y）也严格单调并且连续．于是，当y≠y0
 ，y→y0
 时，应有φ（y）≠φ（y0
 ），φ（y）→φ（y0
 ）．因而

[image: 图片]


注记　如果函数y＝φ（x）在开区间I严格单调，在这区间的每一点x都可导并且有φ′（x）＝0，那么反函数x＝φ（y）在开区间J＝φ（I）的每一点y处都可导，并且

[image: 图片]


上式可以形式地写为

[image: 图片]


例15　设φ（x）＝ex
 ，φ（y）＝lny.我们知道这两个函数互为反函数，并且也已经知道

[image: 图片]


其实，只要知道其中任何一个函数的导数，利用反函数求导法则就能得到另一个函数的导数．如果已知φ′（x）＝ex
 ，那么由反函数求导法则可以得到

[image: 图片]


又，如果已知φ′（y）＝1/y，那么由反函数求导法则可得

[image: 图片]


例16　求φ（y）＝arcsin y的导数．

解　函数φ（y）＝arcsin y是函数φ（x）＝sin x的反函数，因而

[image: 图片]


例17　求φ（y）＝arccos y的导数．

解　函数φ（y）＝arccos y是函数φ（x）＝cos x的反函数，因而

[image: 图片]


例18　求φ（y）＝arctan y的导数．

解　函数φ（y）＝arctan y是函数φ（x）＝tan x的反函数，因而

[image: 图片]


[image: 图片]


通过一系列例题，我们已经求出了所有的基本初等函数的导数．现将所得的结果列表作一小结．

初等函数的导数表

[image: 图片]


2．d　参数式或隐式表示的函数的求导

有时候，人们用参数形式表示变量y对变量x的函数关系．例如，函数关系

[image: 图片]


可以用参数表示为

x＝acos t，y＝asin t，0≤t≤π．

一般地，设有参数表示式

x＝φ（t），y＝φ（t），t∈J，

其中函数φ在区间J上严格单调并且连续，函数φ在区间J连续．我们可以把t表示为x的连续函数

t＝φ－1
 （x），x∈I＝φ（J），

于是y表示为x的连续函数

y＝φ（φ－1
 （x）），x∈I.

如果函数φ和φ都在区间J的内点t0
 处可导，并且φ′（t0
 ）≠0，那么由反函数与复合函数的求导法则可知函数φ[image: 0183020109]
 φ－1
 在x0
 ＝φ（t0
 ）处可导，并且有

[image: 图片]


我们得到了如下法则：对于参数表示的函数

x＝φ（t），y＝φ（t），

可以按下式求导

[image: 图片]


（这里要求φ′（t）≠0）．

由此可知，参数曲线

x＝φ（t），y＝φ（t），

在x0
 ＝φ（t0
 ），y0
 ＝φ（t0
 ）处的切线的斜率为

[image: 图片]


这切线的方程可以写成

[image: 图片]


从几何的角度来观察，过曲线上两点

（φ（t0
 ），φ（t0
 ））和（φ（t），φ（t））

的割线的方向系数应该是

（φ（t）－φ（t0
 ），φ（t）－φ（t0
 ））

或者

[image: 图片]


让t→t0
 取极限就得到了切线的方向系数：

（φ′（t0
 ），φ′（t0
 ））．

例19　考查由极坐标方程给出的曲线

r＝r（θ）．

试求这曲线在某点（r,θ）的切线．

解　由极坐标方程可得曲线的参数方程

x＝r（θ）cosθ，y＝r（θ）sinθ．

于是

[image: 图片]


以α记切线与极轴（也就是OX轴）的夹角（见图4-4），则有

[image: 图片]


由这式子又可得到

[image: 图片]


这里β＝α－θ恰好就是切线与极径的夹角．

[image: 图片]


图　4-4

于是，我们得知：对于由极坐标方程r＝r（θ）表示的曲线，其切线与极径的夹角的正切应为

[image: 图片]


有时候，变量y对变量x的函数关系通过一个方程来给出．例如，按照方程

x2
 ＋y2
 ＝1，

对每一个x∈[－1,1]，有唯一的y∈[0，＋∞）与之对应（容易看出[image: 0183020110]
 ）．于是，方程x2
 ＋y2
 ＝1确定了从集合D＝[－1,1]到集合E＝[0，＋∞）的一个函数．对一般情形，设D[image: 0183020111]
 R，E[image: 0183020112]
 R.如果按照方程

F（x，y）＝0，

对每一个x∈D恰好有唯一的y∈E与之对应，那么我们就说：由条件

F（x,y）＝0，x∈D,y∈E

确定了一个隐函数．有时候，隐函数可以用显式解出．例如由关系

x2
 ＋y2
 ＝1，－1≤x≤1，y≥0

确定的隐函数，可以用显式表示为

[image: 图片]


而由关系

x2
 ＋y2
 ＝1，－1≤x≤1，y≤0

确定的隐函数，可以用显式表示为

[image: 图片]


从上述例子可以看出，要由方程确定一个隐函数，仅仅指出x的变化范围是不够的，还需要指出y的变化范围．至于由方程确定隐函数的一般条件以及所确定的隐函数的分析性质，这些都是十分重要的课题．本书将在多元函数部分予以讨论．这里仅仅指出：对于隐函数存在并且可导的情形，并不一定需要先解出显式表示再求导，直接对隐函数所满足的方程求导，往往更为便利．请看下面的例子．

例20　求由以下条件确定的隐函数y＝y（x）的导数：

x2
 ＋y2
 ＝1，－1＜x＜1,y＞0．

解　以y＝y（x）代入方程x2
 ＋y2
 ＝1应该得到一个恒等式．对这恒等式两边求导得

2x＋2yy′＝0

y′＝－x/y.

用显式表示来验算，我们得到
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有时候，从函数的直接表示式求导数比较复杂，改用（人为的）隐式表示来求这函数的导数也许还要简便一些．所谓对数求导法（适用于幂-指数表示式及其他一些情形），就是一个很好的例子．

例21（对数求导法）　为了求幂-指数式y＝u（x）v（x）
 （u（x）＞0）的导数，将其两边取对数而得到

lny＝v（x）lnu（x）．

按照隐函数求导的办法，对上式两边求导得
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由此得到
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2．e　高阶导数

设函数f在开区间I的每一点可导，则以下对应关系定义了一个函数

x[image: 0183020113]
 f′（x），[image: 0183020114]
 x∈I.

这函数称为是函数f的导函数，记为f′．对于导函数f′，我们又可以讨论它的可导性和导数．导函数f′在x点的导数（f′）′（x），称为是函数f在x点的二阶导数，记为
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我们用归纳的方式来定义n阶导数f（n）
 （x）．首先约定：f（0）
 （x）＝f（x）．如果f（n－1）
 （x）对一切x∈I都有定义，那么由对应关系
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定义了函数f的n－1阶导函数f（n－1）
 ．如果导函数f（n－1）
 在x点具有导数（f（n－1）
 ）′（x），那么我们就把这导数称为是函数f在x点的n阶导数，记为
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高阶导数在实际问题中也有广泛的应用．例如在力学中，如果以x（t）表示沿直线运动的质点的坐标，那么一阶导数x′（t）表示运动的速度，二阶导数x″（t）就表示质点运动的加速度．于是，牛顿第二定律的数学表示就应该是
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高阶导数的计算，原则上只是各求导法则的反复使用．但在有些情况下，为了求出表示任意阶导数的公式，往往需要采用一些技巧性的手段，对每次求导的结果加以整理，以便于“猜出”结果的一般形式．

例22　设y＝xα
 ，求y（n）
 ．

解　　　[image: 图片]


如果α＝m∈N，那么n＞m时就有y（n）
 ＝0．

例23　设y＝eβx
 ，求y（n）
 ．

解　　　[image: 图片]


例24　设y＝ln（1＋x），求y（n）
 ．

解　　　[image: 图片]


例25　设y＝sin x，求y（n）
 ．

解　　　y′＝cos x，y″＝－sin x，
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为了用统一的公式写出求导结果，可采用以下办法：
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对于z＝cos x，同样可得
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作为乘积求导公式

（uv）′＝u′v＋uv′

的推广，我们有以下的Leibnitz公式．

定理4　设函数u和v都在x0
 点n次可导，则这两函数的乘积uv也在x0
 点n次可导，并且在这点有
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这里[image: 0183020115]
 是二项式系数，即
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证明　我们用归纳法证明Leibnitz公式．证明中关键的一步将用到以下恒等式：
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这关系可以直接用定义加以验证．

对于n＝1的情形，Leibnitz公式即熟知的乘积求导公式．假设对于n∈N已经证明了Leibnitz公式．我们来考查n＋1的情形．
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这里
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在σ2
 的表示式中，令j＝k－1可得
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于是，我们得到
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在结束本节之前，我们对复合函数、反函数以及参数式表示的函数的高阶导数的求法，作简单的说明．本来，这些情形下高阶导数的计算，都只是相应情形下求一阶导数手续的重复使用．但对高阶导数的计算，初学者容易犯错误，所以仍有必要特别提请注意．

设函数f和g都至少是二阶可导的，并且g与f可复合，这时复合函数h＝g[image: 0183020116]
 f也至少是二阶可导的，其二阶导数可按以下办法计算：
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更高阶的导数也可用类似的办法计算．

设在开区间I上，函数y＝F（x）严格单调，至少二阶可导，并且满足条件F′（x）≠0．则F的反函数x＝G（y）在I也至少是二阶可导的．我们已经知道
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对这式再求导就得到
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更高阶的导数也可用类似的办法求得．

设函数φ（t）和φ（t）在开区间J至少二阶可导；函数φ（t）在J严格单调并且满足条件φ′（t）≠0．我们来考查由参数式

x＝φ（t），y＝φ（t），t∈J，

所定义的函数

y＝f（x）＝φ（φ－1
 （x））．

已经知道，这函数的一阶导数可以表示为
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为了求二阶导数，我们把一阶导数[image: 0183020117]
 看成参数式表示的函数
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对这函数又可应用参数表示函数的求导公式
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这样，我们求得
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更高阶的导数也可用类似的办法求出．

对于参数式表示的函数的二阶导数，有的初学者误以为
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我们特别指出这一错误，希望读者引以为戒．


§3　无穷小增量公式与有限增量公式

函数的导数为我们了解函数的变化提供了相当有用的信息．无穷小增量公式与有限增量公式是我们利用导数研究函数的重要工具．

3．a　无穷小增量公式

我们已经知道：如果函数f在x0
 点可导，那么就有

f（x）＝f（x0
 ）＋f′（x0
 ）（x－x0
 ）＋o（x－x0
 ）．

这式又可写成

f（x0
 ＋h）＝f（x0
 ）＋f′（x0
 ）h＋o（h），

或者

f（x0
 ＋Δx）＝f（x0
 ）＋f′（x0
 ）Δx＋o（Δx）．

以上这些公式称为无穷小增量公式，它们反映了当Δx＝h＝x－x0
 →0时函数的变化状况．

作为上述公式的应用，我们来讨论函数的极值问题．

定义　设I是一个区间，x0
 ∈I.如果存在η＞0，使得U（x0
 ,η）[image: 0183020118]
 I，那么我们就说x0
 是区间I的一个内点．

区间I除去端点而外的所有的点都是内点．它的全体内点的集合是一个开区间，记为I0
 ．

定义　设函数f在区间I有定义，x0
 ∈I0
 ．如果存在x0
 的一个邻域U（x0
 ,δ）[image: 0183020119]
 I，使得对任何x∈U（x0
 ,δ）都有

f（x）≤f（x0
 ） （f（x）≥f（x0
 ）），

那么我们就说函数f在x0
 点取得极大值（极小值）f（x0
 ）．这时，如果对任何x∈[image: 0183020120]
 （x0
 ,δ）都有

f（x）＜f（x0
 ） （f（x）＞f（x0
 ）），

那么我们就说函数f在x0
 点取得严格的极大值（严格的极小值）．

函数的极大值和极小值统称极值．使函数取得极值的点x0
 称为极值点．

注记　极值是一个局部的概念．所谓函数f在一点x0
 取得极大值（极小值），仅仅意味着：与邻近各点的函数值相比较，这点的函数值f（x0
 ）是较大的（较小的）．函数f在区间I上的最大值（最小值）则是一个整体的概念．

引理　设A∈R，A≠0．如果

φ（h）＝Ah＋o（h） （h→0），

那么可以断定：对于充分小的h≠0，φ（h）与Ah同号（即同时大于0或者同时小于0）．

证明　因为
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所以｜h｜充分小时也有
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关于可微函数在区间的内点取得极值的必要条件，有以下的费马（Fermat）定理．

定理1（极值的必要条件）　设函数f在区间I有定义，在这区间的内点x0
 处取得极值．如果f在x0
 点可导，那么必有

f′（x0
 ）＝0．

证明　用反证法．我们写出无穷小增量公式

f（x）－f（x0
 ）＝A（x－x0
 ）＋0（x－x0
 ），

这里

A＝f′（x0
 ）．

假设A≠0，那么按照上面的引理，当h＝x－x0
 充分小时，f（x）－f（x0
 ）与A（x－x0
 ）同号．如果A＞0，那么
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这里δ是充分小的正数．我们看到，如果A＞0，那么f在x0
 点不可能取得极值．类似地可以证明，如果A＜0，那么f在x0
 点也不可能取得极值．因此，只要函数f在区间的内点x0
 处可导，它在该点取得极值的必要条件就是f′（x0
 ）＝0．□

定义　我们把使得f′（x0
 ）＝0的点x0
 叫做函数f的临界点．

注记　函数f在极值点处可以没有导数．例如函数f1
 （x）＝｜x｜在x＝0处取得极小值但在这点不可导（见图4-5）．如果函数f在极值点x0
 可导，那么由费马定理可知x0
 是f的临界点．但即使对于可导的情形，临界点也只是取得极值的必要条件而不是充分条件．例如函数f2
 （x）＝x3
 以x＝0为临界点，但在该点并不取得极值（见图4-6）．

费马定理帮助我们缩小了搜寻极值点的范围．特别是对于f′（x）＝0只有有限个根的情形，我们只须对这些根逐个进行检查，从中找出极值点来．对于许多实际问题来说，需要寻找的是函数取得最大值或者最小值的点．这样的点如果是区间的内点也就必定是极值点，所以也可按照上面说的办法搜寻．于是，我们得到以下定理．
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图　4-5
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图　4-6

定理2　设函数f在[a,b]连续，在（a,b）可导．如果方程f′（x）＝0在（a,b）中只有有限个根x1
 ，x2
 ，…,xk
 ，那么函数f在区间[a,b]上的最大值M和最小值m分别为

M＝max{f（a）,f（x1
 ）,…,f（xk
 ）,f（b）}

和

m＝min{f（a）,f（x1
 ）,…,f（xk
 ）,f（b）}．

证明　在闭区间[a,b]连续的函数f必定取到它的最大值M（最小值m）．这最大值M（最小值m）可能在区间的端点取得，也可能在区间的内点取得．如果在内点x0
 取得最大值（最小值），那么x0
 必定是函数f的一个临界点．□

注记　上面定理对f在（a,b）中无临界点的情形也适用．这时应有：

M＝max{f（a）,f（b）}

和

m＝min{f（a）,f（b）}．

在本节c段中，我们将要对极值的充分条件作一些讨论．

3．b　有限增量公式

无穷小增量公式反映了当x→x0
 时函数f的渐近性态．它只适合于研究函数的局部状况．为了考查函数在较大范围中的状况，我们需要考查对“有限增量”成立的相应的公式．

以下的罗尔（Rolle）定理是费马定理的推论．它虽然简单却很有用处．

定理3　设函数f在闭区间[a,b]连续，在开区间（a,b）可导，并且满足

f（a）＝f（b）．

则存在c∈（a,b），使得

f′（c）＝0．

证明　在闭区间[a,b]连续的函数f必定能取到它的最大值M和最小值m.如果M＝m，那么f是常值函数，当然对任何一点c∈（a,b）都有f′（c）＝0．如果M＞m，那么至少有其中一个值在内点c∈（a,b）取得（因为f（a）＝f（b））．根据费马定理，在这点就有f′（c）＝0．□

罗尔定理的几何解释如下：如果联结光滑曲线段两端点的弦是水平的，那么在这曲线段上（两端点之间）必定有一点的切线也是水平的（见图4-7）．从这一几何解释出发，很容易联想到以下推广：不论联结光滑曲线段两端点的弦是否水平，在这曲线段上（两端点之间）必定有一点的切线平行于这弦（见图4-8）．这一推广的确切陈述，就是以下的拉格朗日（Lagrange）定理．

定理4　设函数f在闭区间[a,b]连续，在开区间（a,b）可导，则至少存在一点c∈（a,b），使得
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证明　作辅助函数
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容易看到：函数F在[a,b]连续，在（a,b）可导，并且满足条件

F（a）＝F（b）＝0．
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图　4-7
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图　4-8

根据罗尔定理，存在c∈（a,b），使得

F′（c）＝0，

即
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拉格朗日定理又称为中值定理、均值定理等．定理的结论可以改写成：存在c∈（a,b），使得

f（b）＝f（a）＋f′（c）（b－a）．

这一式子又可写成

f（a）＝f（b）＋f′（c）（a－b）．

现在，设I是任意一个区间（不一定是闭区间），并设函数f在I连续，在I0
 可导．则对任意x0
 ，x∈I（不论是x0
 ＜x或者是x＜x0
 ），都存在介于x0
 和x之间的ξ（或者x0
 ＜ξ＜x，或者x＜ξ＜x0
 ），使得

（3.1）　　　　f（x）＝f（x0
 ）＋f′（ξ）（x－x0
 ）．

这只须对闭区间[x0
 ,x]或者[x,x0
 ]用拉格朗日定理就可得证．如果记
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则有
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ξ＝x0
 ＋θ（x－x0
 ）＝x0
 ＋θh＝x0
 ＋θΔx.

于是公式（3.1）可以改写成

f（x）＝f（x0
 ）＋f′（x0
 ＋θ（x－x0
 ））（x－x0
 ），

f（x0
 ＋h）＝f（x0
 ）＋f′（x0
 ＋θh）h，

或者

f（x0
 ＋Δx）＝f（x0
 ）＋f′（x0
 ＋θΔx）Δx.

（3.1）式和以上三式都称为有限增量公式．在这些公式中，增量Δx＝h＝x－x0
 不再限定是“无穷小量”，它可以是任何能够使得x＝x0
 ＋h＝x0
 ＋Δx∈I的“有限量”．

虽然在这些公式中含有不知其确切位置只知其范围的ξ或者θ（只知道ξ介于x0
 与x之间，θ介于0与1之间），但这并不妨碍我们利用这些公式对函数的状况作定性的研究．

定理5　设函数f在区间I连续，在I0
 可导，则
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证明　“[image: 0183020121]
 ”部分是显然的．这里来证明“[image: 0183020122]
 ”部分．设

f′（x）＝0，[image: 0183020123]
 x∈I0
 ．

对于任意x1
 ，x2
 ∈I，存在介于x1
 和x2
 之间的ξ，使得

f（x2
 ）＝f（x1
 ）＋f′（ξ）（x2
 －x1
 ）．

因为f′（ξ）＝0，所以有

f（x2
 ）＝f（x1
 ）．

因为上式对任意的x1
 ，x2
 ∈I都成立，所以f是常值函数．□

推论　设f和g在区间I连续，在I0
 可导．如果

g′（x）＝f′（x），[image: 0183020124]
 x∈I0
 ，

那么存在常数C，使得

g（t）＝f（x）＋C，[image: 0183020125]
 x∈I.

例1　设函数f在R上有二阶导数．如果

f″（x）＝0，[image: 0183020126]
 x∈R，

那么

f（x）≡C0
 x＋C1
 ．

证明　因为

（f′）′（x）＝f″（x）＝0，[image: 0183020127]
 x∈R，

所以

f′（x）≡C0
 （常数）．

记

φ（x）＝f（x）－C0
 x，

则有

φ′（x）＝f′（x）－C0
 ＝0，[image: 0183020128]
 x∈R，

因而

φ（x）≡C1
 （常数）．

即

f（x）－C0
 x≡C1
 ．

由此得到

f（x）≡C0
 x＋C1
 ．□

例2　设函数f在R上有n＋1阶导数．如果

f（n＋1）
 （x）＝0，[image: 0183020129]
 x∈R，

那么

f（x）≡C0
 xn
 ＋C1
 xn－1
 ＋…＋Cn
 .

证明（用归纳法）　n＝1的情形已见于上一例子中．假设对于n＝k的情形结论成立．我们来考查n＝k＋1的情形．这时f′在R上有k＋1阶导数，并且
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因而（根据归纳的假设）有
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这里[image: 0183020130]
 ，[image: 0183020131]
 ，…，[image: 0183020132]
 是常数．记
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则有
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因而
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我们证明了
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这里
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3．c　函数的升降与极值

我们常采用“升”与“降”这类形象的说法描述函数的单调性质．“上升”意味着“递增”，即只要x1
 ＜x2
 就有f（x1
 ）≤f（x2
 ）；“下降”意味着“递减”，即只要x1
 ＜x2
 就有f（x1
 ）≥f（x2
 ）．

定理6　设函数f在区间I连续，在I0
 可导，则有

（1）f在I递增[image: 0183020133]
 f′（x）≥0，[image: 0183020134]
 x∈I0
 ；

（2）f在I递减[image: 0183020135]
 f′（x）≤0，[image: 0183020136]
 x∈I0
 ．

证明　先证论断（1）的“[image: 0183020137]
 ”部分．如果f在I递增，x∈I0
 ，那么对充分小的h≠0，不论是h＞0或者是h＜0，都一定有

[image: 图片]


由此得到

[image: 图片]


再来证明论断（1）的“[image: 0183020138]
 ”部分．如果

f′（x）≥0，[image: 0183020139]
 x∈I0
 ，

那么对任意的x1
 ，x2
 ∈I，x1
 ＜x2
 ，都有

f（x2
 ）＝f（x1
 ）＋f′（ξ）（x2
 －x1
 ）≥f（x1
 ）．

我们完成了论断（1）的证明．论断（2）的证明可仿此作出．□

定理7　设函数f在区间I连续，在I0
 可导，则有

（1）f在I上严格递增的充分必要条件是：f′（x）≥0，[image: 0183020140]
 x∈I0
 ，并且f′（x）不在I的任何一个开子区间上恒等于0；

（2）f在I上严格递减的充分必要条件是：f′（x）≤0，[image: 0183020141]
 x∈I0
 ，并且f′（x）不在I的任何一个开子区间上恒等于0．

证明　我们只对论断（1）写出证明．条件的必要性是显然的．下面证明条件的充分性．假设论断（1）中的条件得到满足．由定理6可知函数f在区间I上是递增的．如果存在x1
 ，x2
 ∈I，x1
 ＜x2
 ，使得f（x1
 ）＝f（x2
 ），那么对于x∈（x1
 ,x2
 ）就有

f（x1
 ）＝f（x）＝f（x2
 ），

因而在开区间（x1
 ,x2
 ）上就有

f′（x）＝0．

但这与我们的条件矛盾．这一矛盾说明f在I上只能是严格递增的．□

函数f升降性改变之处，应该是这函数的极值点．从这一简单的观察出发，可以得到一些判别极值点的充分条件．在以下的讨论中，我们设函数f在区间I上有定义，x0
 是I的一个内点．

首先，我们注意到，如果在x0
 点的两侧导函数f′（x）有相反的符号，那么函数f在x0
 点应该取得严格的极值．更具体地说，就是：

（1）如果从x0
 左侧到x0
 右侧，导函数f′（x）从负变到正，那么函数f（x）在x0
 点取得严格的极小值；

（2）如果从x0
 左侧到x0
 右侧，导函数f′（x）从正变到负，那么函数f（x）在x0
 点取得严格的极大值．

我们把这结果写成定理的形式：

定理8（极值的第一充分条件）　设函数f在区间I有定义，在U（x0
 ,η）[image: 0183020142]
 I连续，在[image: 0183020143]
 （x0
 ,η）可导．

（1）如果

f′（x）（x－x0
 ）＞0，[image: 0183020144]
 x∈[image: 0183020145]
 （x0
 ，η），

那么函数f在x0
 点取得严格的极小值；

（2）如果

f′（x）（x－x0
 ）＜0，[image: 0183020146]
 x∈[image: 0183020147]
 （x0
 ，η），

那么函数f在x0
 点取得严格的极大值．

请注意，上面的定理甚至没有要求函数f在x0
 点可导，因而能应用于这样的函数：

f（x）＝｜x｜，x∈[－1，1]．

对于在x0
 点二阶可导的函数，我们有以下的更为方便的判别法则．说到函数f在x0
 点二阶可导的时候，自然先要假定f在x0
 的某个邻域上一阶可导．我们作这样的约定以免除每次给予说明的麻烦．

定理9（极值的第二充分条件）　设函数f在区间I有定义，在x0
 ∈I0
 处二阶可导，并设f′（x0
 ）＝0．则有

（1）如果f″（x0
 ）＞0，那么函数f在x0
 点取得严格的极小值；

（2）如果f″（x0
 ）＜0，那么函数f在x0
 点取得严格的极大值．

证明　我们证明论断（1）：因为

[image: 图片]


所以存在η＞0，使得x∈[image: 0183020148]
 （x0
 ,η）时有

[image: 图片]


在[image: 0183020149]
 （x0
 ,η）中，当x＜x0
 时，f′（x）＜0；而当x＞x0
 时，f′（x）＞0．因而函数f在x0
 点取得严格的极小值．

对论断（2）的证明可仿此作出．□

定理10　设函数f在区间I连续，在I0
 二阶可导，而x0
 是f在I0
 中的唯一的临界点，则有

（1）如果f″（x0
 ）＞0，那么f（x0
 ）是函数f在区间I上的最小值；

（2）如果f″（x0
 ）＜0，那么f（x0
 ）是函数f在区间I上的最大值．

证明　（1）因为f′（x）在I0
 连续并且只有唯一的零点x0
 ，所以在x0
 的左边f′（x）保持同一符号．在定理9的证明中我们已经看到：在x0
 左侧邻近处有f′（x）＜0．因而对于I0
 中x0
 点左边所有的x都应有f′（x）＜0．同样可证：对于I0
 中x0
 点右边所有的x都有f′（x）＞0．这样，我们证明了f（x0
 ）是函数f在区间I的最小值．

（2）可仿照（1）给出证明．□

光学中的费马原理说：在任意两点间，光通过的路线是耗时最少的路线．在下面的例题中，我们从费马原理出发推证光的折射定律．

例3　设有两种均匀介质I和Ⅱ，光在介质I中的速度是c1
 ，光在介质Ⅱ中的速度是c2
 ，两种介质的分界面是平面．如果有一束光从介质I中的A1
 点到介质Ⅱ中的A2
 点，那么这束光走怎样的路线？

解　容易看出，在同一介质中，耗时最省的路线是直线．假设光在介质I中的路线是直线段A1
 P，在介质Ⅱ中的路线是直线段PA2
 ．采用图4-9中的记号表示，我们有

[image: 图片]


光从A1
 经P到A2
 所耗费的时间T是x的函数：

[image: 图片]


我们来求这函数的最小值．求导得

[image: 图片]


因为T′（0）＜0，T′（l）＞0，所以在0和l之间有x0
 使得T′（x0
 ）＝0．又因为T″（x）＞0，所以只有唯一的x0
 能使得T′（x0
 ）＝0．在x0
 点函数T（x）取得最小值．这点满足的方程为

[image: 图片]


即

[image: 图片]


或者

[image: 图片]


这就是著名的折射定律．

[image: 图片]


图　4-9






第五章　原函数与不定积分


§1　原函数与不定积分的概念

定义　设函数f在区间I有定义．如果函数F在I连续，在I0
 可导，并且满足条件：

[image: 图片]


或者

[image: 图片]


那么我们就说F是函数f的一个原函数，或者说F是微分形式f（x）dx的一个原函数．

定理1　设函数f在区间I有定义．如果函数F（x）是函数f的一个原函数，那么对任何C∈R，函数

[image: 图片]


也是函数f的原函数．并且f的任何原函数也都可以表示成这种形式．

证明　首先，对任何C∈R，显然有

[image: 图片]


因而函数F（x）＋C是f的原函数．其次，设G是f的任何一个原函数，那么

[image: 图片]


因而

[image: 图片]


这证明了

[image: 图片]


定义　设函数f在区间I上有定义，函数F是f的一个原函数，则函数簇

[image: 图片]


表示f的一切原函数．我们把这函数簇叫做函数f（x）的不定积分，或者叫做微分形式f（x）dx的不定积分，记为

[image: 图片]


在这里，f（x）称为被积函数，f（x）dx称为被积表示式，而∫是表示不定积分的符号．

根据定义有

[image: 图片]


和

[image: 图片]


因此，在允许相差一个任意常数的意义之下，求不定积分这一运算恰好是求导或者求微分的逆运算．

根据定义很容易验证以下的运算法则．

定理2　如果F（x）和G（x）分别是函数f（x）和g（x）的原函数，λ是一个实数，那么F（x）＋G（x）是函数f（x）＋g（x）的原函数，λF（x）是函数λf（x）的原函数．换句话说，我们有以下运算法则：

[image: 图片]


既然不定积分是求导运算的逆运算，从已有的导数表就可以翻出一个不定积分表来（见下页）．

表中的每一个不定积分都可以这样来验算：将等式右端的函数微分，应该得到左端的被称表示式．

不定积分表应该熟记，以作为进一步计算不定积分的基础——正像熟记九九表作为乘除法的基础那样．

不定积分表

[image: 图片]


例1　求∫tan2
 xdx.

解　我们有

[image: 图片]


例2　求[image: 0183030001]
 ．

解　　　[image: 图片]


上式右端可以改写为

[image: 图片]


在下一节中，我们将用更简单的办法求得这一结果．

例3　求∫[image: 0183030002]
 ．

解　我们有

[image: 图片]


例4　求[image: 0183030003]


解　　　[image: 图片]


[image: 图片]


例5　求[image: 0183030004]
 dx.

解　　　[image: 图片]


例6　求[image: 0183030005]
 ．

解　　　[image: 图片]


例7　求∫[image: 0183030006]
 dx.

解　　　[image: 图片]



§2　换元积分法

换元积分法是求不定积分时非常有用的一种方法．这种方法的依据是微分表示的不变性．我们把这依据陈述为以下引理．

引理　如果

[image: 图片]


那么把u换成可微函数u＝u（υ）仍有

[image: 图片]


这就是说，从

[image: 图片]


可以得到

[image: 图片]


上面引理说明：在不定积分的表示式中可以作变数替换．这一结果以两种形式应用于求不定积分，这就是下面将要介绍的第一换元法和第二换元法．

2．a　第一换元法

采用这一方法计算∫f（x）dx，就要把被积表示式f（x）dx写成两因式的乘积，前一因式形状如g（u（x）），后一因式形状如du（x）．如果我们求得

[image: 图片]


那么

[image: 图片]


在具体解题的时候，我们不必每次写出代表中间变量的符号u，只要在心目中把u（x）当作一个整体来看待就可以了．

例1　（出现文字a的地方都假定a≠0）

[image: 图片]


[image: 图片]


更一般地，我们有公式：

[image: 图片]


例2　求[image: 0183030007]


解　　[image: 图片]


更一般地，我们有公式：

[image: 图片]


例3　求[image: 0183030008]
 ．

解　　[image: 图片]


更一般地，我们有公式：

[image: 图片]


例4　求[image: 0183030009]


解　　[image: 图片]


例5　求∫sin2
 xdx，∫cos2
 xdx.

解　　[image: 图片]


[image: 图片]


例6　求∫tanxdx，∫cotxdx.

解　　[image: 图片]


例7　求｜cos3
 xdx，｜sin3
 xdx.

解　[image: 图片]


例8　求[image: 0183030010]
 ．

解　　[image: 图片]


在计算过程中，我们用到以下事实：

[image: 图片]


例9　求[image: 0183030011]
 ．

解　　[image: 图片]


例10　求[image: 0183030012]
 ．

解　分几种情形讨论．

情形1　设二次三项式x2
 ＋px＋q有两个不相等的实根α和β，即

[image: 图片]


则有

[image: 图片]


情形2　设x2
 ＋px＋q有重实根γ，即

[image: 图片]


这时有

[image: 图片]


情形3　设x2
 ＋px＋q有一对共轭复根λ±iμ，这时

[image: 图片]


其中[image: 0183030013]
 ．对这一情形有

[image: 图片]


2．b　第二换元法

采用这种方法计算不定积分∫f（x）dx的时候，我们作适当的变数替换x＝φ（t），这里的函数φ（t）在区间J上严格单调并且连续，在这区间的内部可导，并且满足条件φ′（t）≠0．如果我们求得

[image: 图片]


那么在这式中作变数替换t＝φ－1
 （x）就得到

[image: 图片]


例11　求[image: 0183030014]
 （a＞0）

解　令x＝asint（－π/2≤t≤π/2），我们得到

[image: 图片]


例12　求[image: 0183030015]
 ．

解　令x＝atant，则[image: 0183030016]
 ，我们得到

[image: 图片]


在以下两个例子里，我们用换元积分法计算上节不定积分表最后一行中的两个积分．

例13　求[image: 0183030017]
 ．

解　令x＝atant，则[image: 0183030018]
 ．于是

[image: 图片]


这里C＝C0
 －lna仍是任意常数．

例14　求∫[image: 0183030019]
 ，这里｜x｜＞a＞0．

解　令x＝asect（对于x＞a的情形0＜t＜π/2；对于x＜－a的情形－π/2＜t＜0），则dx＝asect·tantdt，于是

[image: 图片]


[image: 图片]


这里C＝C0
 －lna仍为任意常数．

注记　从上面的例题中，我们看到：对于涉及[image: 0183030020]
 或[image: 0183030021]
 的被积函数，有时可以引入一个辅助的“角变量”t作为参数．

（1）对于涉及[image: 0183030022]
 的被积函数，可以令x＝acost或者令x＝asint（见图5-1）．

[image: 图片]


图　5-1

（2）对于涉及[image: 0183030023]
 的被积函数，可以令x＝atant或者令x＝acott（图5-2）．

[image: 图片]


图　5-2

（3）对于涉及[image: 0183030024]
 的被积函数，可以令[image: 0183030025]
 或者令x＝acsct＝[image: 0183030026]
 （图5-3）．

[image: 图片]


图　5-3


§3　分部积分法

求不定积分的另一重要方法是分部积分法．这种方法的依据是乘积微分公式

[image: 图片]


我们把这公式改写为

[image: 图片]


由此得到

[image: 图片]


这就是分部积分法的公式．在应用时，可以不必引入新的记号u和υ，只须在心中默记住把哪一个式子当作u（x），把哪一个式子当作υ（x）．

例1　求∫xcosxdx，∫xsinxdx和∫xex
 dx.

解　　[image: 图片]


[image: 图片]


例2　求∫xk
 lnxdx.

解　先设k≠－1，则有

[image: 图片]


对于k＝－1的情形，我们有

[image: 图片]


例3　求∫xarctanxdx.

解　　[image: 图片]


[image: 图片]


例4　求∫x2
 cosxdx.

解　[image: 图片]


在上面的例子中，我们接连两次运用分部积分的手续．一般说来，多次运用分部积分手续，我们可以求出以下形式的一些不定积分：

[image: 图片]


这里k，m∈N.

我们再来看另外一些类型的例子．

例5　求∫[image: 0183030027]
 dx和[image: 0183030028]
 dx.

解　利用分部积分法得

[image: 图片]
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由此得到

[image: 图片]


用类似的办法可以求得

[image: 图片]


例6　求∫eax
 cosbxdx和∫eax
 sinbxdx.

解　利用分部积分法可得

[image: 图片]


解这方程组，我们求得

[image: 图片]


例7　求[image: 0183030029]
 ．

解　利用分部积分法得

[image: 图片]


[image: 图片]


由此得到递推公式

[image: 图片]


因为我们已经知道

[image: 图片]


所以利用上面的递推公式可以求得任何Jn
 .


§4　有理函数的积分

在数学中，常常有这样的情形：虽然某个运算在一定范围内有定义并且结果也在这范围内，但它的逆运算的结果却可能跑出这范围之外．例如，有理数的平方总是有理数，但有理数的平方根却可能是无理数或者复数．我们知道，初等函数的导数仍是初等函数．但作为求导的逆运算的不定积分，却不具有这样的性质．有不少初等函数的原函数不再是初等函数．例如，以下这些不定积分就不能表示成初等函数的形式：

[image: 图片]


请读者注意：一个不定积分不能用初等函数来表示，绝不意味着这不定积分不存在．相反地，在下一篇中我们将证明：任何连续函数f（x）都具有原函数．换句话说，任何连续函数的不定积分总是存在的，只是这不定积分并不一定能表示为初等函数．

有一些类型的函数，它们的不定积分总能够表示为初等函数．对这种情形，我们说这些类型的函数能积分为有限形式．本节和下一节将讨论某几类可积分为有限形式的函数．

首先考查有理分式函数

[image: 图片]


这里P（x）和Q（x）都是实系数的多项式．利用多项式的带余除法，我们总可以把这有理分式写成以下形式

[image: 图片]


这里P0
 （x）和P1
 （x）也是实系数的多项式，其中P1
 （x）的次数低于Q（x）的次数．多项式的不定积分是已经知道的．所以我们只须讨论真分式P1
 （x）/Q（x）的不定积分．为记号简单起见，不妨设f（x）＝P（x）/Q（x）就已经是既约的真分式，即假设P（x）和Q（x）是互素的实系数多项式，P（x）的次数低于Q（x）的次数．

在实数范围内，一个多项式的不可约因式只可能是一次的或者二次的．设Q（x）的不可约因式分解如下：

[image: 图片]


这里的ai
 （i＝1,…,r）是实数，x2
 ＋pj
 x＋qj
 （j＝1，…，s）是不可约的（即无实根的）实系数二次三项式．代数学中有这样的定理：

定理1　如上所述的真分式[image: 0183030030]
 ，可以唯一地表示为以下形状的简单分式之和：

[image: 图片]


这里的Ai
 ，[image: 0183030031]
 ，…，[image: 0183030032]
 ；Mj
 ,[image: 0183030033]
 ，…，[image: 0183030034]
 ；Nj
 ,[image: 0183030035]
 ，…，[image: 0183030036]
 等都是实常数（i＝1,…,r,j＝1,…,s）．

这定理中的分解式，通常就叫做真分式[image: 0183030037]
 的简单分式分解或者部分分式分解．

定理1的证明可在一般的高等代数教科书中查到，这里就不转述了．为了帮助理解，我们以一种特殊情形为例作简单的说明．如果Q（x）＝（x－a）h
 ，那么真分式的分子P（x）至多是h－1次的．借助于带余除法（逐次除以x－a），我们可以把P（x）表示为

[image: 图片]


用Q（x）＝（x－a）h
 除上式两边就得到了[image: 0183030038]
 的部分分式展开：

[image: 图片]


以定理1为依据，在实际解题的时候，可以用待定系数法来求真分式的部分分式分解．具体步骤如下：

第一步．先写出含有待定系数Ai
 ，…，[image: 0183030039]
 ,Mj
 ,…，[image: 0183030040]
 ,Nj
 ，…，[image: 0183030041]
 的分解式

[image: 图片]


第二步．用Q（x）乘上式两边以消去分母；

第三步．比较所得式子两边同次项的系数，得到关于待定系数的线性方程组；

第四步．解这方程组就可确定部分分式分解的各个系数．

例1　试求[image: 0183030042]
 的部分分式分解．

解　设

[image: 图片]


消去分母得

[image: 图片]


比较上式两边同次项系数得

[image: 图片]


解这方程组得到：A＝－1，A′＝－1,B＝1．于是，我们得到

[image: 图片]


例2　试求

[image: 图片]


的部分分式分解．

解　设

[image: 图片]


消去分母得

[image: 图片]


比较上式两边同次项的系数得

[image: 图片]


解这方程组得

[image: 图片]


于是，我们得到

[image: 图片]


通过部分分式分解，求有理分式的不定积分的问题归结为计算以下两种类型的积分：

[image: 图片]


我们已经会计算Ⅰ型的积分：

[image: 图片]


为了计算Ⅱ型的积分，我们将x2
 ＋px＋q写成

[image: 图片]


这里t＝x＋p/2，[image: 0183030043]
 ．通过变数替换x＝t－p/2，求Ⅱ型积分的问题又归结为计算以下两种类型的不定积分：

[image: 图片]


其中Ⅱ′型的积分很容易计算：

[image: 图片]


为了计算Ⅱ″型的积分Jn
 ，可以利用已知的递推公式

[image: 图片]


和已知的结果

[image: 图片]


这样，我们完全解决了求有理分式函数的不定积分的问题．

例3　求∫[image: 0183030044]
 ．

解　利用例1中展开部分分式的结果，我们得到

[image: 图片]


例4　求不定积分

[image: 图片]


解　利用例2中得到的部分分式分解可得

[image: 图片]


通过上面的讨论，我们实际上已经弄清楚了有理分式函数的不定积分的具体表示形式．

定理2　设[image: 0183030045]
 是既约真分式，将Q（x）分解为不可约因式的乘积

[image: 图片]


记

[image: 图片]


则有

[image: 图片]


[image: 图片]


这里P1
 （x）是比Q1
 （x）次数低的多项式，αi
 ，βj
 和γi
 都是实常数（i＝1,…,r,j＝1,…,s）．

利用这一定理，我们还可以直接用待定系数法求真分式的不定积分．请看下面的例子．

例5　求[image: 0183030046]
 ．

解　因为x3
 ＋1＝（x＋1）（x2
 －x＋1），所以可设

[image: 图片]


上式两边求导得

[image: 图片]


以（x3
 ＋1）2
 乘上式两边得

[image: 图片]


比较系数得：

[image: 图片]


解这方程组得

[image: 图片]


于是，我们求得

[image: 图片]


我们对有理分式的积分法作一小结．任何有理分式都可写成整式与既约真分式之和．为了积分既约真分式，可以利用待定系数法将其写成简单分式之和．——简单分式的积分是我们已经知道的．对某些情形，还可以采取灵活变通的办法作简单分式分解，并结合其他手段计算积分．

例6　求[image: 0183030047]
 ．

解　我们有

[image: 图片]


[image: 图片]


于是得到

[image: 图片]


例7　求[image: 0183030048]
 和∫[image: 0183030049]
 ．

解　我们有

[image: 图片]


用类似的办法可以求得

[image: 图片]



§5　某些可有理化的被积表示式

某些被积表示式可以通过变元替换而有理化．我们将介绍这样一些类型：

[image: 图片]


在本节中，我们以R（u,υ）表示两个变元u和υ的有理式，即：

[image: 图片]


其中P（u,υ）和Q（u,υ）是变元u和υ的多项式（即由变元u，υ和实数经过有限次加法和乘法运算生成的式子）．

5.a　R（sinx,cosx）dx

被积表示式R（sinx,cosx）dx可以通过变元替换

[image: 图片]
 即[image: 图片]


实现有理化．事实上，我们有

[image: 图片]


于是得到

[image: 图片]


变元替换

[image: 图片]
 即[image: 图片]


被称为万能替换．所谓“万能”是指：任何三角函数的有理式均能用这变换实现有理化．但这种替换并不总是最简单或者最方便的．对于某些特别情形，采用其他形式的变换更为简单．例如，对于形状如

[image: 图片]


的表示式，采用替换sinx＝t就可以更方便地把它有理化为

[image: 图片]


对于形状如

[image: 图片]


的表示式，采用替换cosx＝t也就可以把它有理化为

[image: 图片]


另外，对于形状如

[image: 图片]


的表示式，可采用替换

[image: 图片]
 即[image: 图片]


将它有理化为

[image: 图片]


5．b　[image: 0183030050]


我们有

[image: 图片]


通过替换

[image: 图片]


可以将[image: 0183030051]
 化成以下三种情形之一：

[image: 图片]
 或[image: 图片]


（被开方式恒负的情形可不予考虑）．我们把R（x,[image: 0183030052]
 ）dx

转化为：

[image: 图片]


或

[image: 图片]


对这三种情形，分别令

[image: 图片]
 或[image: 图片]


就可以将被积表示式转化为三角函数的有理式．再套用5．a段中的手续就可以最后完成有理化的进程．

5.c　[image: 图片]


如果αδ－βγ＝0，可设

[image: 图片]


那么

[image: 图片]


它本身已是有理式．因此，在以下的讨论中，不妨设

[image: 图片]


在被积表示式中作替换

[image: 图片]


即

[image: 图片]


我们得到

[image: 图片]


于是[image: 0183030053]
 有理化为

[image: 图片]


本段的讨论也适用于γ＝0的情形（这时不妨设δ＝1）．我们指出：对于

[image: 图片]


可以作替换[image: 0183030054]
 使它有理化．

5．d　二项型微分式xλ
 （α＋βxμ
 ）υ
 dx

这里设α，β∈R，λ，μ，υ∈Q；并设α，β，μ和υ都不等于0（否则就是很平凡的情形）．

与5．b和5．c段不同，这里有可能根号里面套着另一个根号．为了消除掉根号的嵌套，我们作变换

[image: 图片]
 　即　[image: 图片]


于是

[image: 图片]


所讨论的微分表示式化成无根号嵌套的形式

[image: 图片]


如果[image: 0183030055]
 ∈Z，或者[image: 0183030056]
 ＋υ∈Z，或者υ∈Z，那么这里的情形转化为5．c段讨论过的情形．

注记　切彼雪夫证明了：除了上述情形而外，二项型微分式都不能积分成有限形式．






第六章　定　积　分

在预篇中，我们已经看到，求曲边图形的面积与求变力所做的功等许多问题，都归结到求以下形状的和数的极限

[image: 图片]


这样的和数的极限就是定积分．所涉及的极限概念，虽说总的精神与第二章中所介绍的一致，具体内容毕竟有一些不同，需要作进一步的解释．本章将介绍定积分的确切定义，并初步讨论定积分的性质、计算与应用．至于定积分存在的一般条件等问题，将在下一篇中作进一步的讨论．


§1　定义与初等性质

定积分概念的精确化，是黎曼（Riemann）的贡献．所以人们又把这种积分叫做黎曼积分．本节就来介绍这一重要概念．

首先，对所涉及的术语和记号作一些说明．所谓闭区间[a,b]的一个分割，是指插入在a和b之间的有限个分点

[image: 图片]


这些分点把[a,b]分成m个闭子区间

[image: 图片]


其中第i个闭子区间的长度为

[image: 图片]


我们把

[image: 图片]


叫做分割P的模．在分割P的每一闭子区间上任意选取一点

[image: 图片]


我们把这样m个点ξ1
 ，ξ2
 ，…，ξm
 叫做相应于分割P的一组标志点，并约定用单独一个字母ξ来表示它们．

设函数f在闭区间[a,b]上有定义．对于[a,b]的任意一个分割

[image: 图片]


和相应于这分割的任意一组标志点ξ，可以作和数

[image: 图片]


我们把这样的和数称为函数f在闭区间[a,b]上的积分和（或者黎曼和）．

如果闭区间[a,b]的分割的序列{P（n）
 }满足条件

[image: 图片]


那么我们就说{P（n）
 }是一个无穷细分割序列．

定义Ⅰ　设函数f在闭区间[a,b]有定义．如果存在实数I，使得对于任意无穷细分割序列{P（n）
 }，不论相应于每个分割P（n）
 的标志点组ξ（n）
 怎样选择，都有

[image: 图片]


那么我们就说函数f在[a,b]上可积，并把I称为函数f在[a,b]上的（定）积分，记为

[image: 图片]


这里[image: 图片]
 称为积分号，f（x）dx称为被积表示式，a和b称为积分限（a称为下限，b称为上限）．

仿照第二章中的讨论，我们可以用ε-δ方式重述积分和的极限的定义．

定义Ⅰ′　设函数f在闭区间[a,b]上有定义，I∈R.如果对任意ε＞0，存在δ＞0，使得只要｜P｜＜δ，不论相应的标志点组ξ怎样选择，总有

[image: 图片]


那么我们就说函数f在区间[a,b]可积，并且把I叫做函数f在区间[a,b]上的积分，记为

[image: 图片]


定义Ⅰ和定义Ⅰ′的等价性，可以仿照第二章§5中的做法加以证明．

例1　常值函数f（x）≡C在任何区间[a,b]上可积，并且

[image: 图片]


事实上，对于[a,b]的任意分割P和相应于这分割的任意标志点组ξ，都有

[image: 图片]


利用关于序列极限的运算法则，立即可以得到：

定理1（积分的线性性质）　设函数f和g在[a,b]上可积，λ∈R，则函数f＋g和函数λf也都在[a,b]上可积，并且

[image: 图片]


证明　我们有

[image: 图片]


和

[image: 图片]


以下引理指出了函数可积的一个必要条件．

引理　设函数f在[a,b]上可积，则f在[a,b]上有界．

证明　用反证法．因为

[image: 图片]


所以对于ε＝1＞0，存在δ＞0，使得只要｜P｜＜δ，不论相应的标志点组ξ怎样选择，都有

[image: 图片]


我们选定一个这样的分割P.假设f在[a,b]上无界，那么至少存在分割P的一个闭子区间[xj－1
 ,xj
 ]，使得f在这闭子区间上是无界的．我们这样来选取ξ：先任意选定

[image: 图片]


然后选择ξj
 ∈[xj－1
 ,xj
 ]满足以下条件

[image: 图片]


对于这样选取的ξ就有

[image: 图片]


这一矛盾说明所作的关于f无界的假设不能成立．我们用反证法证明了f必须在[a,b]上有界．□

定理2（积分的可加性）　设a＜b＜c.如果函数f在[a,b]和[b,c]上都可积，那么它在[a,c]上也可积，并且

[image: 图片]


证明　在[a,b]和[b,c]上可积的函数f，在这两闭区间上也是有界的．因而存在K∈R，使得

[image: 图片]


设P是[a,c]的任意一个分割，ξ是相应于这分割的一组标志点

[image: 图片]


在此基础上，我们来定义分割[image: 0183030057]
 和相应于这分割的标志点组ξ．如果b是P中的一个分点，那么就取[image: 0183030058]
 ＝P，[image: 0183030059]
 ＝ξ．如果b不是P中的分点，那么就把b补充作为分点，这样定义一个分割

[image: 图片]


并选取

[image: 图片]


将σ（f,P,ξ）与σ（f,[image: 0183030060]
 ，ξ）加以比较，不相同的部分至多是：σ（f，P，ξ）中的加项

[image: 图片]


被代之以σ（f,[image: 0183030061]
 ，ξ）中的

[image: 图片]


因而

[image: 图片]


分割[image: 0183030062]
 限制在[a,b]和[b,c]上分别给出这两区间的分割[image: 0183030063]
 ′和[image: 0183030064]
 ″，而ξ限制在[a,b]和[b,c]上分别给出相应的标志点组ξ′和ξ″．我们有

[image: 图片]


让｜P｜→0，上式右端趋于极限

[image: 图片]


因而当｜P｜→0时，积分和σ（f,P,ξ）有极限

[image: 图片]


这证明了定理的论断．□

注记　（1）在下一篇中，我们将证明，如果函数f在[a,c]上可积，那么它在[a,c]的闭子区间[a,b]和[b,c]上也都可积．这时当然可以运用可加性公式

[image: 图片]


（2）我们约定

[image: 图片]


于是，对于α＜β，α＝β与α＞β这几种情形，积分

[image: 图片]


都有了定义．采取这样的约定，对于任意顺序的三点a，b，c（不必限制a＜b＜c），只要函数f在这三点之间最大的一个区间上可积，就仍然有

[image: 图片]


定理3（积分的单调性）　设a＜b，函数f和g在区间[a,b]上可积并且满足

[image: 图片]


则有

[image: 图片]


证明　记φ（x）＝g（x）－f（x），则有

[image: 图片]


我们来证明

[image: 图片]


事实上，φ的任意积分和都是非负的

[image: 图片]


所以

[image: 图片]


定理4（积分的中值定理）　设a＜b，函数f在[a,b]上可积（于是f在[a，b]上是有界的）．如果

[image: 图片]


那么

[image: 图片]


特别地，如果f在[a,b]连续，那么存在c∈[a,b]，使得

[image: 图片]


证明　利用积分的单调性质可得

[image: 图片]


即

[image: 图片]


在下一篇里，我们将证明任何连续函数都是可积的．如果f在[a,b]连续，那么对于

[image: 图片]


应有

[image: 图片]


即

[image: 图片]


由于函数f在[a,b]连续，必定存在c∈[a,b]，使得

[image: 图片]


即

[image: 图片]


注记　上面定理后一结论的几何解释如下：由连续曲线y＝f（x）与直线x＝a，x＝b，y＝0所围成的图形的面积，等于以[a,b]为底，以f（c）为高的矩形的面积．这里c是[a,b]中一个适当的点（见图6-1）．

[image: 图片]


图　6-1


§2　牛顿-莱布尼兹公式

虽然定积分定义为积分和的极限，但一般说来直接用定义来验证函数的可积性并计算积分值是很困难的事．关于函数可积性的一般条件，将在下一篇中讨论．本节介绍的牛顿-莱布尼兹公式，在原函数存在的前提条件下，成功地解决了判定可积性与计算积分值的问题．这一公式，无论在理论上，或者是在实际应用中，都具有重要的意义．

定理1（牛顿-莱布尼兹公式）　设函数f在闭区间[a,b]连续．如果存在函数F，它在[a,b]连续，在（a,b）可导，并且满足

[image: 图片]


那么函数f在[a,b]上可积，并且

[image: 图片]


证明　考查[a,b]的任意分割

[image: 图片]


根据拉格朗日微分中值定理，我们得到

[image: 图片]


由于函数f在[a,b]上的一致连续性，对任意的ε＞0，存在δ＞0，使得只要

[image: 图片]


就有

[image: 图片]


于是，当｜P｜＜δ时，对于相应于这分割的任意标志点组ξ，都有

[image: 图片]


[image: 图片]


这证明了函数f在区间[a,b]可积，并且

[image: 图片]


为了书写方便，我们引入记号

[image: 图片]


于是，牛顿-莱布尼兹公式可以写成

[image: 图片]


例1　[image: 0183030065]


例2　[image: 0183030066]


[image: 图片]


例3　[image: 0183030067]


例4　求极限

[image: 图片]


解　我们可以把

[image: 图片]


看成是函数[image: 0183030068]
 在区间[0,1]上的积分和，于是

[image: 图片]


例5　求极限

[image: 图片]


解　我们可以把

[image: 图片]


看成是函数[image: 0183030069]
 在区间[0,1]上的积分和，于是

[image: 图片]


[image: 图片]


例6　求极限
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解　　[image: 图片]
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在定理1的条件下，定积分的计算归结于求原函数——不定积分．为了求不定积分，又可利用换元积分法和分部积分法．我们把以上所说的手续概括成直接处理定积分的换元积分法和分部积分法，以便于以后应用．

定义1　如果函数φ（t）在开区间（α，β）的每一点可导，并且导函数φ′（t）在（α，β）连续，那么我们就说函数φ在开区间（α，β）连续可微，或者说φ在（α，β）上是C1
 类函数．

定义2　如果函数φ（t）在闭区间[α，β]的每一点可导（在左端点右侧可导，在右端点左侧可导），并且导函数φ′（t）在闭区间[α，β]连续，那么我们就说函数φ在闭区间[α，β]连续可微，或者说φ在[α，β]上是C1
 类函数，并约定用这样的记号来表示：
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注记　定义2的另一种等价说法是：设函数φ在闭区间[α，β]上有定义．如果存在一个开区间（A,B）[image: 0183030070]
 [α，β]和在这开区间上连续可微的函数Φ（t），使得

[image: 图片]


那么我们就说函数φ在闭区间[α，β]连续可微，或者说φ在[α，β]上是C1
 类函数．

定理2（定积分的换元法）　设函数φ∈C1
 [α，β],φ（α）＝a,φ（β）＝b,φ（（α，β））[image: 0183030071]
 （a,b）．如果函数f在[a,b]连续，那么
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这公式还可写成更便于记忆的形式
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证明　在下一篇中，我们将证明：任何连续函数都具有原函数．设F（x）是函数f（x）在区间[a,b]的一个原函数，则F（φ（t））就是函数f（φ（t））φ′（t）在区间[α，β]的一个原函数．于是
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定理3（定积分的分部积分公式）　设函数u，υ∈C1
 [a,b]，则
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这公式还可写成容易记忆的形式
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证明　在下一篇中，我们将证明所有的连续函数都有原函数．于是，以下的关于不定积分的分部积分公式成立
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取上式两边在b点的值和在a点的值相减得
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即
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例7　求[image: 0183030072]
 ．

解　如果求出[image: 0183030073]
 的原函数
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再利用牛顿-莱布尼兹公式，就可得到
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如果用换元法计算这积分，则可令x＝sint，于是
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例8　求[image: 0183030074]
 ．

解　用分部积分法得
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§3　定积分的几何与物理应用，微元法

3．a　平面图形的面积

在预篇中，我们已经知道，介于直线x＝a，x＝b，y＝0和曲线y＝f（x）之间的图形的面积可以表示为定积分
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我们把微分式f（x）dx叫做面积微元，它代表底为dx高为f（x）的一个微小的矩形条的面积．积分[image: 0183030075]
 实际上是这样的小矩形条面积之和的极限值．

如果函数f（x）和g（x）在[a,b]上可积，并且满足条件

[image: 图片]


那么介于直线x＝a，x＝b和曲线y＝g（x），y＝f（x）之间的图形的面积可以表示为定积分
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这里的面积微元为（f（x）－g（x））dx.类似地，如果函数φ（y）和Ψ（y）在[A,B]上可积，并且
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那么介于直线y＝A，y＝B和曲线x＝φ（y），x＝Ψ（y）之间的图形的面积表示为
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这里的面积微元为（φ（y）－Ψ（y））dy.

更一般的图形常常可以划分成几部分，每一部分属于以上所述的情形之一．这时我们可以先分别求得各部分的面积，然后将结果相加得到总面积．

例1　求椭图[image: 0183030076]
 所围成的面积．

解　由对称性，所求面积为它在第一象限内的部分面积的4倍
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作变元替换x＝asint，则得
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例2　求抛物线y2
 ＝2x与直线x－y＝4所围图形的面积．

解　先求抛物线与直线的交点．由
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可知交点为A（2,－2）和B（8,4）（见图6-2）．把所围面积视为由x＝y＋4与x＝y2
 /2所围成，我们得到
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图　6-2

现在来考查由极坐标表示的曲线围成的图形的面积．设给定了由极坐标方程表示的曲线
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我们来求这曲线与射线θ＝α和θ＝β所围成的图形的面积．先来看最简单的情形：r（θ）＝R是常值函数，即这曲线是一段圆弧．这时显然有
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再来看一般的情形．对角度θ的变化范围[α，β]作一分割
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并取
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于是，夹在射线θ＝θi－1
 ，θ＝θi
 和曲线r＝r（θ）间的图形的面积可近似地表示为
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这里
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整个图形的面积近似地表示为
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让maxΔθi
 →0，我们得到
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我们把微分式[image: 0183030077]
 r2
 （θ）dθ叫做用极坐标表示的面积微元．它表示夹角为dθ，半径为r（θ）的一个微小扇形的面积．积分[image: 0183030078]
 可以看成是这样的微小扇形面积之和的极限（图6-3）．
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图　6-3

例3　求双纽线r2
 ＝a2
 cos2θ所围成的图形的面积（a＞0）．

解　先要弄清楚这曲线的大致情形（分布范围，对称性，是否封闭等）．把曲线方程写成
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在[－π，π]范围内，当且仅当｜θ｜≤[image: 0183030079]
 或者｜θ｜≥[image: 0183030080]
 π时cos2θ≥0．对这样的θ有
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我们判定曲线分布在对顶的两扇形之中：
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如果点（r,θ）在曲线上，那么点（r,－θ）和点（r,±π±θ）也都在曲线上．因而曲线关于极轴和垂直于极轴的直线为对称，关于极点中心对称．显然[image: 0183030081]
 和[image: 0183030082]
 时曲线通过极点．这曲线由两 支卦闭的曲线组成（图6-4）．经过以上的分析，我们判定：所求图形的面积为它在0≤θ≤π/4范围内面积的4倍．
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图　6-4
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例4　求心形线r＝a（1＋cosθ）所围成的图形的面积．

解　容易看出，这曲线关于极轴为对称并且是封闭的．所求的面积为它在上半平面内面积的2倍（见图6-5）：
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图　6-5

3．b　旋转体的体积

设函数f（x）在[a,b]上有定义并且非负．曲线y＝f（x）绕OX轴旋转而成一曲面

[image: 图片]


我们来考查这曲面与平面x＝a和x＝b所围成的体积．首先，用若干张平面x＝xi
 把这旋转体切成薄片，这里
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任意选取

[image: 图片]


旋转体介于x＝xi－1
 和x＝xi
 之间的薄片的体积近似等于
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这里
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于是，整个旋转体的体积表示为积分
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我们把微分表示式πf2
 （x）dx称为旋转体的体积微元．它表示厚度为dx，半径为f（x）的一个薄圆柱形的体积．整个旋转体的体积即为这些薄片体积之和的极限．

推广上述方法可以求得一类更广泛的立体的体积．设已知立体在x∈[a,b]处被垂直于OX轴的平面所截得的截面积为S（x），我们来求这立体介于平面x＝a和x＝b之间的体积．这种情形下的体积微元可取为
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将这种形式的微元迭加起来求极限就得到所求的体积
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例5　设正劈锥体的底是半径为R的圆面，顶棱是平行于底圆直径的线段，高为H，试求这正劈锥体的体积（图6-6）．
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图　6-6

解　设这正劈锥体的底为
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顶棱为
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过OX轴上一点x并垂直于该轴的平面截正劈锥体得一等腰三角形，这等腰三角形的面积为
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于是，我们求得正劈锥体的体积
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3．c　曲线的弧长

考查OXY平面上的参数曲线γ：
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这里x（t）和y（t）都是C1
 类函数．为了求曲线γ的弧长，我们用一组分点把[a,β]分成若干小段
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相应地，曲线γ也就被分成若干段曲线弧．把每一小段曲线弧的两端用一直线段联结起来，得到γ的一条内接折线，其长度为
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根据拉格朗日定理，这内接折线的长度又可以表示为
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这里τi
 ，[image: 0183030083]
 ∈（ti－1
 ，ti
 ），Δti
 ＝ti
 －ti－1
 ．我们看到，折线长的这一表示，很像以下的积分和
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在下面，我们将证明，当λ＝[image: 0183030084]
 的时候应有
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因而
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这极限就应该是曲线的弧长s，即
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现在，我们来证明
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为此，将要用到以下不等式
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事实上，对于A＝0，不等式显然成立；如果A≠0，那么
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对A＝x′（τi
 ），B＝y′（τi
 ），C＝[image: 0183030085]
 运用不等式（3.1），我们得到
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由于y′（t）在[α，β]的一致连续性，对任意的ε＞0，存在δ＞0，使得当λ＜δ时有
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这时就有
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至此，我们证明了
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对于C1
 类参数曲线

[image: 图片]


我们有弧长公式
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这里的表示式[image: 0183030086]
 被称为参数表示曲线的弧元（即弧长的微元）．

对于显式表示的C1
 曲线
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相应的弧长公式为
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我们把[image: 0183030087]
 dx叫做显式表示曲线的弧元．

极坐标表示的C1
 曲线
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可以改写为参数形式
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于是我们得到极坐标表示曲线的弧长公式
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极坐标表示曲线的弧元为[image: 0183030088]
 dθ．

空间参数曲线的弧长公式，可以用类似的办法推导．这里只陈述结果．设
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是C1
 类参数曲线，则它的弧长可以表示为
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空间参数曲线的弧元为
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3．d　旋转曲面的面积

考查位于OXY坐标系上半平面内的一条无自交点的C1
 参数曲线AB：
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以这曲线为母线，绕OX轴旋转一周，生成了一个旋转曲面．我们来求这曲面的面积．

为此，作参数区间[α，β]的一个分割
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曲线上相应于这些参数值的点
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把曲线分成n段
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其中第i段Ti－1
 Ti
 的弧长近似地表示为
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由这段曲线弧旋转而成的曲面面积可以近似地表示为
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于是，旋转曲面的总面积表示为
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这里λ表示[image: 0183030089]
 Δti
 .

与3．c段中计算弧长时所作的讨论类似，利用适当的不等式（参看本段末的注记），可以证明上面表示式中的极限即为
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这样，我们得到了旋转曲面的面积的计算公式
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旋转曲面的面积元为
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对于旋转曲面的母线是以显式方程或者极坐标方程给出的情形，请读者自己写出相应的面积元的表示式．

注记　为了完成上面的讨论，要用到这样一个不等式
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事实上，如果A1
 ＝B1
 ＝A2
 ＝B2
 ＝0，那么上式显然以等式的形式成立．如果A1
 ，B1
 ，A2
 ，B2
 不全为0，那么
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3．e　功与侧压力的计算

设物体受到一个沿OX轴作用的力F＝f（x），在这力的作用下它从a点运动到b点．我们已经知道：力F对物体所做的功可以表示为
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我们把f（x）dx称为功的微元．

例6　试求把弹簧拉长a个长度单位所需做的功．

解　根据虎克定律，拉长弹簧所用的力与拉长的长度成正比：
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其中k为常数．把弹簧拉长a个长度单位所需做的功为
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设一块平板竖放在密度为ρ的液体里．我们来计算这块平板所承受的液体压力．选择位于液体表面的某点为原点O，选择沿竖直线向下的方向为OY轴正方向．设在深度为y的地方平板的宽度为f（y）．我们用水平线把平板分成很多窄条．考查从深度y到深度y＋Δy的一窄条．这窄条所受到的液体压力为
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其中g为重力加速度．于是，整个平板所承受的压力表示为积分
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这里A和B分别是平板浸入液体的最小深度和最大深度．我们把
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称为是侧压力的微元．

例7　设水渠闸门的形状是一个底为a高为h的倒置的等腰三角形（图6-7）．求这闸门所承受的最大压力．

解　对于适当的单位制，水的密度ρ＝1．在深度为y的地方，闸门的宽度为
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闸门承受的最大压力为
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图　6-7

3．f　微元法

本段对定积分应用的一般步骤作一小结．为了计算某一量值Q，我们把它分成若干微小份额：
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一般说来，每一微小份额也仍然不容易计算，我们并没能前进多少．真正关键的步骤是分离出微小份额ΔQ的线性主部，即将ΔQ表示为
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然后舍弃高阶无穷小而把各线性主部迭加起来作为Q的近似值
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所舍弃的部分是一些高阶无穷小之和
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一般说来这仍然是一个无穷小量．我们让λ＝[image: 0183030090]
 Δxi
 →0取极限，就能将Q表示为
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上面的过程，概括说来由四个步骤组成：分割，代替（即用线性主部来代替），求和，求极限．如上所述，应用这些手续的关键在于找出ΔQ的线性主部，即找出量Q的微元
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然后，我们就可以把Q表示为积分
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在物理应用中，人们甚至直接说把微元dQ＝q（x）dx“选加”起来就得到
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这种说法非常方便，我们把它理解为分割、代替、求和、求极限的全过程好了．

上面所说的过程，如果用严格的数学语言来讨论，常常是这样的：设q（x）是一个连续函数，它在闭区间[xi－1
 ,xi
 ]上的最小值和最大值分别为mi
 和Mi
 ，并设ηi
 ，ζi
 ∈[xi－1
 ,xi
 ]使得q（ηi
 ）＝mi
 ，q（ζi
 ）＝Mi
 .如果
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那么
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因为[image: 0183030091]
 和[image: 0183030092]
 都是q（x）的积分和，所以当λ＝[image: 0183030093]
 Δxi
 →0时，它们趋于共同的极限
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这样，我们求得
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例如，为了计算由极坐标表示的曲线r＝r（θ）与射线θ＝α，θ＝β所围图形的面积S，我们作[α，β]的分割
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相应地用射线θ＝θi
 （i＝1,2,…,n－1）把图形分成n个部分，设其中第i个部分的面积为ΔSi
 .如果r（θ）在[θi－1
 ,θi
 ]上的最小值和最大值分别为mi
 和Mi
 ，那么
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于是得到
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让λ＝maxΔθi
 →0取极限，我们求得
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第七章　微分方程初步


§1　概　　说

许多自然规律的陈述，涉及到量的变化率应满足的制约关系．这种关系的数学表示就应该是含有导数的方程——微分方程．

例1　放射性物质衰变的规律是：在每一时刻t，衰变的速率－dm（t）/dt正比于该放射性物质尚存的质量m（t）．因此，质量m＝m（t）应满足以下微分方程
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例2　设质量为m的物体自由下落，它在时刻t的坐标是y（t）（取坐标轴沿竖直方向指向地心）．根据牛顿第二定律，y＝y（t）应满足以下微分方程
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即
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例3　设质量为m的跳伞员下落时，所受到的空气阻力正比于下降的速度（阻力的方向与速度的方向相反）．取坐标轴沿竖直方向指向地心，则这跳伞员在时刻t的坐标y＝y（t）应满足以下微分方程
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即
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例4　设开有光滑孔的钢球穿在一水平光滑杆上，它受到一个弹性恢复力的作用而来回振动，其中心位置是O（见图7-1）．于是，钢球在时刻t的坐标x＝x（t）应满足微分方程
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即
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图　7-1

如果这钢球还受到一个与速度成正比（方向与速度相反）的阻尼力的作用．那么它所满足的微分方程是
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即
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微分方程的阶数就是它所含未知函数的导数的最高阶数．上面例1中的方程是一阶方程，例2、例3和例4中的方程都是二阶方程．

最简单的一阶微分方程是
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其中t是自变数，f（t）是已知函数，x＝x（t）是未知函数．求解这样的方程，等价于求函数f（t）的原函数．我们看到，上述方程的一般解应该是
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请注意，在解微分方程的时候，习惯于用不定积分符号表示某一确定的原函数，所以在其后还应加上任意常数C.

再来看最简单的n阶方程
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它等价于说[image: 0183030094]
 是f（t）的原函数，即
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这与原方程形式类似，但阶数降低了．逐次这样做下去，最后就得到方程的一般解：
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这里C1
 ，C2
 ，…，Cn
 是任意常数．

让我们来考查自由落体运动方程的例子：
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将其积分一次得
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再积分一次就得到原方程的一般解

[image: 图片]


其中C1
 和C2
 都是任意常数．这一般解反映了一切自由落体运动的规律．对于一个具体的自由落体运动，这里的常数C1
 和C2
 都取确定的值并且具有明确的物理意义．[image: 0183030095]
 恰好就是t＝0时的速度υ0
 （初始速度），而C2
 ＝y｜t＝0
 恰好就是t＝0时的纵坐标y0
 （初始位置）．我们得到了众所周知的自由落体运动公式
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最后，对本节的讨论作一小结．含有未知函数的导数的方程称为微分方程．如果一个函数用以代替微分方程中的未知函数能使该方程成为恒等式，那么我们就说这函数是微分方程的一个解．微分方程解的一般表示式称为该方程的一般解或者通解．一个n阶方程的通解含有n个任意常数．满足一定具体条件的一个确定的解称为特解．

我们已经了解到，最简单的微分方程
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可以通过不定积分来求解．但决不是任何微分方程的解都能用不定积分来表示．这与代数方程的情形有些类似．虽然某些代数方程可以用根式求解，但决不是任何代数方程的解都可以用根式来表示．不能用根式求解并不意味着代数方程无解．代数基本定理告诉我们：任何n次代数方程在复数范围内都有n个根（重根重复计数）．以后将要证明的微分方程解的存在定理指出：在相当普遍的条件下，微分方程的解一定存在．能用不定积分求解的微分方程叫做可积分的微分方程．对于可积分的微分方程，当我们通过不定积分把解表示出来之后，就认为求解的任务已经完成，剩下的事就是计算所涉及的不定积分．并非任何不定积分都能用初等函数表示出来．但在下一篇中将从理论上证明：任何连续函数都具有原函数．因而用不定积分表示的函数确实是存在的．


§2　一阶线性微分方程

首先考查这样的微分方程：

（2.1）　　　　[image: 图片]


这里a是一个常数，t是自变数，x是未知函数．以eat
 乘（2.1）式两边得
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我们得到方程（2.1）的一般解
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这里C是任意常数．

再来考查较一般的方程

（2.2）　　　　[image: 图片]


这里a是常数，b（t）是连续函数．也用eat
 乘这方程式两边，则得
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方程（2.2）的一般解为
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这里C是任意常数．取定C的任何一个数值（例如令C＝0）就得到方程（2.2）的一个确定的特解．我们看到：“非齐次”线性方程（2.2）的一般解可以表示为两项之和，第一项是这方程的一个特解，第二项Ce－at
 正好是相应的“齐次”线性方程（2.1）的一般解．

在上面的方程（2.1）和（2.2）中，未知函数及其导数的系数都是常数．那样的方程称为常系数方程．我们已经得到了一阶线性常系数方程的一般解．下一步的问题自然是考查更一般的方程
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其中a（t）和b（t）都是连续函数．这样的方程就是一般的一阶线性

微分方程．以函数
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乘上述方程两边得
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于是
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由此又可得到
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这就是一阶线性微分方程的一般解，其中C是任意常数．具体解题时不必死背公式，只须记住关键的技巧：以函数
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乘方程两边就可以把它化成能直接积分的形式．

下面举例说明一阶线性微分方程的应用．

例1　设跳伞员受到与速度大小成正比的空气阻力，我们来考查他的下降速度υ的变化规律．根据牛顿第二定律，我们得到运动方程
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即
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用[image: 0183030096]
 乘方程两边得
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如果在时刻t＝0跳伞员的初始速度为0，那么就应有
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跳伞员的下降速度的变化规律为
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我们看到，与自由落体的运动不同，跳伞员的速度不会无限增大，而是逐渐趋于一个终极速度mg/k.

自然界有一些量，它的减少速度正比于该量本身的数值．这样的量x应满足以下的微分方程
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即
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解这微分方程得到

[image: 图片]


设t＝0时x的值为x0
 ，则有C＝x0
 ，量x的变化规律为
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例2　设一个初始温度为θ0
 的物体放在恒温γ的介质之中，我们来考查这物体的温度θ的变化规律．根据牛顿冷却定律，物体的冷却速度跟它与周围介质的温度差成正比．我们有微分方程
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先设介质温度γ＝0（例如把物体放到冰水混合物中冷却），这时的微分方程为
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物体冷却的规律为
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对一般情形，只要记[image: 0183030097]
 ＝θ－γ，也得到
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因而一般情形下的冷却规律为
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我们看到，物体的终极温度就是介质的温度γ：
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例3　放射性物质衰变的速度[image: 0183030098]
 正比于该物质的质量m，

即
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解这方程得到
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放射性元素衰减到初始质量的一半所花费的时间T称为该元素的半衰期．根据定义，半衰期T应满足
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即
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人们已经测知了许多种放射性元素的半衰期．知道了半衰期T之后，从等式
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就可求得该元素的衰变系数k.

上述讨论虽然简单，却有很重要的应用．在地质学、古生物学和考古学中，人们可以据此测算地球的年龄、地层或化石的年代等．一种利用放射性碳测定古生物化石的年代的方法取得了巨大的成功．宇宙射线里的中子冲击高层大气中的氮原子产生了一种具有放射性的碳的同位素，其半衰期已测定为5600年．这放射性碳经氧化成为二氧化碳，与气流中的无放射性的二氧化碳混在一起．因为放射性碳不断产生又不断衰变成为氮，它在大气中早已达到动态平衡．所以大气中的放射性碳与普通碳有确定的比．地球上的植物按同样的比例把碳吸收到自己的组织中．食草动物和食肉动物又相继通过食物链按同样的比例把碳吸收到自己体内．当生物活着的时候，这比例基本上保持不变．生物死了以后，当然就不再吸入新的放射性碳．体内存的放射性碳在漫长的岁月里不断衰变而减少．因此，如果一段树木化石的放射性为活树的一半，那么这树大约生存于5600年以前．如果其放射性为活树的1/4，那么它大约生存于11200年以前．发现放射性碳并研究出利用其放射性测定古生物化石年代的办法是李倍（W.Libby）的功劳．他由于这一项杰出的工作而获得了1960年的诺贝尔化学奖金．

例4　本世纪30年代，科学家发现铀235（U25
 ）的原子核受到中子的轰击会裂变成质量相近的两块，并释放出相当多的能量，而且在裂变的过程中又产生1至3个中子．如果裂变时产生的中子又轰击别的U235
 原子核，那么又能产生新的裂变．这种过程不断进行下去就形成所谓连锁反应或链式反应．铀原料中总会有一些由于天然分裂产生的中子，最初的引火物总是有的．问题是铀原料里的中子有可能逸出铀原料范围之外，必须有足够多的铀原料才能保证足够多的中子在逸出之前能碰到别的U235
 原子核．在这样的条件下，连锁反应才能进行．我们来推算这临界体积或临界质量．用N（t）表示在时刻t铀原料里的中子总数，中子的发生率应该与该时刻中子的总数N（t）成正比，而中子的逸出率应该与铀原料的表面积S成正比，也与铀原料里中子的密度N（t）/V成正比，因而中子数的变化率应该满足方程
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其中的α和β是比例常数．（这里须指出：中子数本是“离散型”的量，但我们可以用一个满足上面微分方程的“连续型”的量N（t）来模拟中子数的变化.——考查其他一些含有大量个体的群体的数量变化时，人们也常采用类似的办法.例如，对人口增长或动植物繁衍的研究，也能利用微分方程作为工具.）

如果铀原料呈球形，那么S/V＝3/r，于是中子数N＝N（t）满足方程
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这方程的解为
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由这公式可知，当α－3β/r＞0时，中子数目依指数律迅速增大，连锁反应很快进行而释放出巨大的能量．这就是原子弹爆炸时的情形．使得α－3β/r＝0成立的r＝rc
 被称为临界半径（我们看到rc
 ＝3β/α），以rc
 为半径的球体的体积[image: 0183030099]
 被称为临界体积，相应的铀原料的质量被称为临界质量．（铀235的临界半径约为8.5厘米，临界质量将近50千克．）

铀原料的半径超过临界值时才会发生核爆炸．如果α－3β/r＜0，那么中子数目趋于0，核裂变就逐渐熄灭．在原子能发电站的反应堆中，人们把铀原料分隔为若干部分，每一部分铀原料都控制在临界体积以下，同时通过人为的中子源不断补充中子，使得核裂变可以持续进行，而又不至于引起爆炸．设中子源以常速率n补充中子，则总中子数N＝N（t）应满足方程
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这方程的解为
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因为α－3β/r＜0，当t不断增大时上式右边第二项趋于0，所以总中子数渐近于一个稳定的数值
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这样，在人为控制的条件下，核裂变持续进行并释放出巨大的能量，但又不至于引起爆炸．

在许多应用问题中，有关各量的微元之间的关系比较容易看出．这类问题适合于用微元法来布列微分方程．请看下面的例子．

例5（气压公式）　我们来考查大气压强随海拔高度的变化．首先，依据物理学中的波义耳-马略特定律，在温度不变的条件下，一定质量气体的体积与压强成反比：
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由此得知，气体的比重ρ应与压强p成正比
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其次，我们来考查高度h到高度h＋Δh之间的一个薄柱体（设柱体的底面积为σ）．这柱体中气体的重量应该为柱体下底与上底所受大气压力之差所平衡，因而有
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也就是
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这式两边除以Δh并且过渡到极限就得到
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再利用比重ρ与压强p成正比的事实，我们得到微分方程
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解这方程得
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这里的常数C有明确的物理意义——它是海平面高度上的大气压强：
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我们把C记为p0
 ，于是气压公式可以写成
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由这公式得到
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这就是说，我们可以利用气压计来测高度．根据这原理，人们制造了轻巧便利的简易高度计．当然，影响气压的条件很多，除了海拔高度外，还有温度、湿度等气象因素．因而利用气压计来测高度，只能得到比较粗略的结果．


§3　变量分离型微分方程

本节介绍一类可以通过不定积分求解的微分方程——变量分离型方程．先来看一个熟悉的例子．

例1　考查一阶线性方程
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我们把这方程改写成
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如果x＝x（t）是方程的解，那么它能使上式成为恒等式，两边求不定积分得
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由此得到
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或者写成
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因为C′是任意常数，所以C＝±eC
 ′可以是任意非0常数．又因为x≡0显然满足原来的方程，所以上式中的C还可以取0值．我们重新得到熟悉的结论：方程
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的一般解为
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这里C是任意常数．

推广上面例子中的方法，可以求解一般的变量分离型方程：

（3.1）　[image: 图片]


事实上，如果g（x）≠0，那么方程（3.1）可以改写为
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再对两边求不定积分就可得到
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这式以隐函数形式给出方程（3.1）的解．另外，如果有x0
 能使g（x0
 ）＝0，那么常值函数x≡x0
 也是原方程的解．

例2　溶液里原有甲种物质A克和乙种物质B克．这两种物质按定比α：β化合生成丙种物质（α＋β＝1）．设到时刻t为止总共生成丙种物质x（t）克（耗用甲种物质αx（t）克和乙种物质βx（t）克）．因为化合反应的速度与溶液里甲乙两种物质的离子相互碰撞的可能性成正比，也就与这两种物质尚存的质量的乘积成正比，所以函数x＝x（t）应满足方程
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下面，我们分两种情形讨论这方程的解．

情形1　A/α≠B/β．这时方程可按以下步骤求解．首先，分离变量得
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其次，对上式左边作部分分式分解得
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即

[image: 图片]


由此得到
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设t＝0时x＝0，则可确定C＝A/B.于是
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为简便起见，我们引入记号
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于是
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如果A/α＜B/β，那么[image: 0183030100]
 ，因而
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这就是说：甲种物质最后消耗殆尽，乙种物质最后剩余量尚有B－β[image: 0183030101]
 克．如果A/α＞B/β，那么[image: 0183030102]
 因而

[image: 图片]


这就是说：乙种物质最后消耗殆尽，甲种物质最后剩余量尚有A－[image: 0183030103]
 克．

情形2　A/α＝B/β．这时方程成为
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分离变量得
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求不定积分得
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即
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设t＝0时x＝0，则得
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于是
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当t→＋∞时，x→4/α．甲、乙两种物质最后都消耗殆尽．

通过引入新的未知函数或新的自变量，可以把某些微分方程化成变量分离型方程．请看下面的例子．

例3　考查方程
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引入新的未知函数
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我们得到
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代入原方程得
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这是一个变量分离型方程．

例4　考查方程
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这是属于例3那一类型的方程：
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例5　考查方程
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这又可以化成例4的情形．事实上，取x0
 和t0
 满足
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然后作变换
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我们得到
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§4　实变复值函数

对于代数方程式，我们已经有过这样的经验：即使是实系数的代数方程，为了弄清楚它的根的状况，最好到更广泛的复数范围内加以讨论。在处理微分方程的某些问题时，例如求解高阶常系数线性微分方程的时候，也会遇到类似的情形：虽然是“实”的微分方程，所求的也是实解（实值函数解），但中间过程却需要在更广泛的复值函数范围内进行讨论．本节为这一讨论作准备．

4．a　复数与平面向量．复数序列的极限

我们把形状如
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的数称为复数，这里i＝[image: 0183030104]
 是虚单位，而u和υ都是实数．u和υ分别称为复数ω＝u＋iυ的实部和虚部，记为
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全体复数组成的集合记为C.

复数的加法和乘法定义如下：
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由此又可导出作为逆运算的减法和除法的表示
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（作除法时要求u2
 ＋iυ2
 ≠0，即[image: 0183030105]
 ）．

复数ω＝u＋iυ可以解释为平面直角坐标系中坐标为（u,υ）的点．这点的极坐标为（r,θ），其中
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我们把
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称为复数的极坐标表示．采用这种表示来计算复数的乘方特别方便：
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复数ω的极坐标表示中的r和θ分别称为这复数的模和幅角，并分别用符号｜ω｜和Argω来表示．

复数ω＝u＋iυ还可解释为长为｜ω｜方位角为Argω的一个平面向量——例如起点在（0,0）终点在（u,υ）的平面向量．对许多情形（但不是一切情形），向量的起点是无关紧要的．对于不必考虑起点位置的情形，我们认为向量是可以平行移动的，并把这样的向量叫做自由向量．我们把复数解释为平面自由向量．采取这样的约定有许多方便之处．例如，为了表示若干个复数之和
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我们可以把ω2
 的起点移到ω1
 的终点，再把ω3
 的起点移到ω2
 的终点，…，最后把ωn
 的起点移到ωn－1
 的终点．于是，和ω就可以表示为从ω1
 的起点到ωn
 的终点的向量（见图7-2）．

复数的模正好是表示它的向量的长度，它满足以下的三角形不等式：
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这不等式意味着三角形两边之和大于第三边．我们也可用代数方式证明这一不等式：因为
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图　7-2

所以
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（这称为Cauchy不等式）．利用这一结果，我们得到
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即
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这不等式还可推广于m个复数的情形：

[image: 图片]


我们来考查复数序列
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设C＝A＋iB是一个复数．如果对任何实数ε＞0，都存在自然数N，使得n＞N时有
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那么我们就说复数序列{ωn
 }收敛于极限C，记为
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由于以下定理，涉及实数序列极限的许多论断都可以翻译成适用于复数序列的相应结果．

定理1　复数序列ωn
 ＝un
 ＋iυn
 收敛于C＝A＋iB的充分必要条件是序列un
 和序列υn
 分别收敛于A和B.

证明　我们有不等式
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4．b　实变复值函数

设D[image: 0183030106]
 R，E＝C.我们把从D到E的映射
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称为实变复值函数．设ω＝u＋iυ，f（t）＝φ（t）＋iΨ（t），则实变复值函数ω＝f（t）相当于一对实函数
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我们引入实变复值函数作为工具，是为了更方便地研究实函数．至于以复数为自变量并且也以复数为函数值的函数，则是另一门课程——复变函数论——讨论的主要对象．

关于实变复值函数的极限，也有两种定义方式——序列式和ε－δ方式．这两种定义分别陈述如下．

定义（函数极限的序列式定义）　设实变复值函数ω＝f（t）在[image: 0183030107]
 （t0
 ,η）有定义，C∈C.如果对于任何满足条件tn
 →t0
 的序列{tn
 }[image: 0183030108]
 [image: 0183030109]
 （t0
 ，η），相应的函数值序列{f（tn
 ）}都以C为极限，那么我们就说t→t0
 时函数f（t）趋于极限C，记为
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定义（函数极限的ε－δ式定义）　设实变复值函数ω＝f（t）在[image: 0183030110]
 （t0
 ,η）有定义，C∈C.如果对于任意实数ε＞0，存在实数δ＞0，使得只要0＜｜t－t0
 ｜＜δ，就有
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那么我们就说t→t0
 时函数f（t）趋于极限C，记为
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同以前一样，可以证明上述两种定义是彼此等价的．

关于函数的极限，也有与定理1类似的结果．

定理2　设实变复值函数f（t）＝φ（t）＋iΨ（t）在[image: 0183030111]
 （t0
 ,η）有定义（φ和Ψ都是实函数），而C＝A＋iB∈C（A和B都是实数），则[image: 0183030112]
 f（t）＝C的充分必要条件是：
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证明　可以利用序列式定义并引用定理1来证明．也可以利用ε-δ式的定义并引用以下不等式直接加以证明：
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设实变复值函数f（t）＝φ（t）＋iΨ（t）在U（t0
 ,η）有定义，如果
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那么我们就说这函数在t0
 点连续．

定理3　设实变复值函数f（t）＝φ（t）＋iΨ（t）在U（t0
 ,η）有定义（φ（t）和Ψ（t）都是实函数），则f（t）在t0
 点连续的充分必要条件是：φ（t）和Ψ（t）都在t0
 点连续．

设实变复值函数f（t）＝φ（t）＋iΨ（t）在U（t0
 ,η）有定义，则f（t）在t0
 点的导数f′（t0
 ）仍定义为
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定理4　设实变复值函数f（t）＝φ（t）＋iΨ（t）在U（t0
 ,η）有定义（φ（t）和Ψ（t）都是实函数）．则f（t）在t0
 点可导的充分必要条件是：φ（t）和Ψ（t）都在t0
 点可导．当这一条件满足时，我们有
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在第四章§2中所证明的关于和差积商的求导法则以及关于复合函数的求导法则等，仍然适用于实变复值函数．例如，关于复合函数的求导法则可陈述如下：设实函数s＝g（t）在t0
 点可导，实变复值函数ω＝f（s）在s0
 ＝g（t0
 ）点可导，则复合函数ω＝f[image: 0183030113]
 g（t）在t0
 点可导，并且有
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所有这些法则都可以仿照第四章§2里的办法加以证明，或者对函数的实部和虚部分别运用那里的法则而得到．

设实变复值函数f（t）在区间I上有定义．如果存在一个实变复值函数F（t），它在I连续，在I0
 可导并且满足条件

[image: 图片]


那么我们就说F是函数f的一个原函数．

定理5　为使实变复值函数F（t）＝Φ（t）＋iΨ（t）是实变复值函数f（t）＝φ（t）＋iΨ（t）的原函数，必须而且只须Φ（t）和Ψ（t）分别是φ（t）和Ψ（t）的原函数．

由此又容易证明：如果F（t）是f（t）的一个原函数，那么f（t）的一切原函数都可以表示为
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这里C∈C是一个复常数．我们把f（t）的原函数族F（t）＋C称为函数f（t）的不定积分，记为
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如果f（t）＝φ（t）＋iΨ（t）（φ（t）和Ψ（t）都是实函数），那么
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4．c　欧拉（Euler）公式

以任意实数a为指数的方幂ea
 已在第三章§4中给出了定义．这里，我们来讨论以复数c＝a＋ib为指数的方幂．为此，先来介绍ea
 的另一等价的定义．在以下的讨论中将用到几个重要的极限：
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注意到
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和
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我们可以把ea
 定义为
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这种定义方式容易推广到复指数的情形．

定义　对于c＝a＋ib∈C，我们规定
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尚须证明：对任意给定的复数c＝a＋ib，上面定义中的极限必定存在．为此，我们把复数[image: 0183030114]
 写成极坐标形式
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这里
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我们有

[image: 图片]


因而
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又
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这样，我们证明了

[image: 图片]


即

（4.1）　　　[image: 图片]


对于a＝0的情形有

（4.2）　　　[image: 图片]


由此又可得到

（4.3）　　　[image: 图片]


以上这些公式都称为欧拉公式．利用这些公式，可以很容易地将指数运算的基本关系推广到复指数情形：
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事实上，我们有
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由欧拉公式可得
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特别地有
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这后一式子很有意思，它把数学中最重要的五个数1，2，π,e,i联系在一起．

利用欧拉公式，我们还可以把复数的极坐标形式ω＝r（Cosθ＋isinθ）写成
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这里r＝｜ω｜是复数ω的模，θ＝Argω是复数ω的幅角．请注意
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是一个模为1的复数：
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它表示与极轴夹θ角的一个单位向量．再来看复数
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因为
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所以ieiθ
 是与eiθ
 垂直的一个单位向量（图7-3）．
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图　7-3

最后，我们来考查实变复值函数
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这里t∈R，λ＝α＋iβ∈C（α，β∈R）．根据欧拉公式有
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又依据定理4，我们求得
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这就是说，以下熟知的求导公式对于λ∈C的情形也仍然成立：
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由此又可得到关于原函数——不定积分的相应公式
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例　设a，b∈R，试求不定积分
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解　记λ＝a＋ib，则所求的不定积分恰好分别为下式的实部和虚部:
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于是，我们得到
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这里A和B是任意实常数．


§5　高阶常系数线性微分方程

形状如
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的微分方程称为n阶线性微分方程．如果b（t）≡0，那么我们就说这线性微分方程是齐次的，否则就说它是非齐次的．

考查非齐次线性微分方程（5.1）和与它对应的齐次线性微分方程
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设φ0
 （t）是（5.1）的一个确定的特解．如果φ（t）是（5.1）的任意一个解，那么
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应该是（5.2）的解．反过来，如果Ψ（t）是（5.2）的任意一个解，那么φ（t）＝Ψ（t）＋φ0
 （t）也就是（5.1）的解．由这讨论我们得知：非齐次方程（5.1）的一般解φ（t）等于这方程的（任意一个）特解φ0
 （t）加上相应的齐次方程（5.2）的一般解Ψ（t）．

如果在n阶线性微分方程（5.1）中，所有的系数an－1
 （t），…，a0
 （t）都是常数，即
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那么这方程就称为n阶常系数线性微分方程．这类方程的一般形式为
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我们引入微分算子的记号：
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采用这样的记号，上面的方程可以写成
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请注意，在这样的写法中，D表示求导一次的运算，Dk
 表示求导k次的运算，a0
 表示乘以a0
 的运算．我们把
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称为是算子多项式．在这多项式中把算子D换成变元λ，就得到相应的特征多项式
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对于相加、相乘和乘以数这些代数运算，适用于文字λ的那些法则也同样适用于算子D.如果p（λ）分解为若干个因式p1
 （λ），…，pm
 （λ）的乘积
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那么算子多项式p（D）也就分解为相应的因式的乘积
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我们可以利用适当的因式分解来求高阶常系数线性微分方程的解．为了叙述简便，使初学者更容易领会精神而不致为运算的细节所烦扰，这里只介绍二阶常系数齐次线性微分方程的求解方法．更一般的讨论在本节后的附录中．

二阶常系数齐次线性微分方程的一般形式为
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它的算子多项式为
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相应的特征多项式为
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以下分三种情形讨论．

情形1　设p（λ）有不相等的两个实根λ1
 和λ2
 ．这时
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令x1
 ＝（D－λ2
 ）x，则x1
 应满足
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由此得到
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这里γ1
 是任意常数．未知函数x应满足

[image: 图片]


由此又得到
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这里[image: 0183030115]
 和C2
 ＝γ2
 也都是任意常数．

情形2　设p（λ）有二重实根μ．这时p（D）分解为
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令x1
 ＝（D－μ）x，则x1
 满足
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于是
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又从
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得到
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情形3　设p（λ）有一对共轭虚根υ＝ρ＋iω和[image: 0183030116]
 ＝ρ－iω．这时
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类似于情形1中所作的，在复值函数范围内进行讨论，我们看到：那里所得的公式对于λ1
 ＝υ和λ2
 ＝[image: 0183030117]
 也仍然适用．我们得到复值函数范围的一般解
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其中的γ1
 和γ2
 是任意复常数，这样形状的表示式，概括了方程的所有复解，当然也概括了方程的所有实解．我们来考查，复常数γ1
 和γ2
 满足怎样的条件能使上面的表示式给出实解．容易看出
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要使[image: 0183030118]
 ＝x，必须而且只须
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这就是说，要使x＝γ1
 eυt
 ＋γ2
 e[image: 0183030119]
 给出实解，必须而且只须γ1
 和γ2
 是彼此共轭的复数．如果取
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那么就得到了实函数范围内的一般解
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这里的C1
 和C2
 是任意实常数．

以上所得的结果可以列表小结如下：
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作为上面结果的应用，我们来考查本章§1例4中所述的弹性振动．

例1　对于无阻尼振动的情形，运动方程为（参看§1例4）：

[image: 图片]


这方程的特征多项式
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有两个彼此共轭的虚根λ1，2
 ＝±iω，这里
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我们求得微分方程的解
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这里
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像这样的运动
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被称为简谐振动．振动的周期T应满足
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因而
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例2　阻尼振动的情形．如果物体除了受弹性恢复力作用而外还受到一个与速度成正比（方向与速度相反）的阻尼力的作用，那么它所遵循的方程为
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这方程的特征多项式为
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视h和k的不同情形，p（λ）的根λ1
 和λ2
 也呈现不同的状况．

情形1　h2
 －4mk＞0．这时两根λ1
 和λ2
 是不相等的实数，并且都是负数．运动方程的一般解为
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这里的常数C1
 和C2
 可由运动的初始位置x0
 和初始速度υ0
 来确定．因为λ1
 ＜0，λ2
 ＜0，所以
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对这种情形，由于阻尼过大，物体并不来回振动，而是趋于平衡位置．

情形2　h2
 －4mk＝0．这时p（λ）有相等二实根λ1
 ＝λ2
 ＝μ＝[image: 0183030120]
 ＜0．运动方程的一般解为

[image: 图片]


对这一情形也有
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情形3　h2
 －4mk＜0．这时p（λ）有一对共轭虚根λ1，2
 ＝ρ±iω，并且
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方程的一般解为
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对这一情形，物体才真正往复振动．又因为ρ＜0，所以振幅Aeρt
 不断衰减趋于0：
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附　　录

在这附录里，我们来讨论高阶常系数线性微分方程的求解问题．先来考查二阶常系数非齐次线性微分方程

（5.3）　　[image: 图片]


相应的齐次方程的通解是已知的，所以只须求出方程（5.3）的一个特解．设这方程的特征多项式q（λ）＝λ2
 ＋a1
 λ＋a0
 分解为
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则算子多项式q（D）也分解为
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方程（5.3）可以写成
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依次解以下两个方程
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就可求得方程（5.3）的特解．

对于λ1
 和λ2
 是共轭虚数的情形，按上述步骤求得的方程（5.3）的特解有可能是一个复值函数z（t）＝x（t）＋iy（t）．这时应有恒等式
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比较上式两边的实部，我们得到
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这样，不论λ1
 和λ2
 是实数或者是共轭虚数，我们都能够求出方程（5.3）在实函数范围内的特解，从而安全解决了这方程的求解问题．

再来考查一般的n阶常系数线性微分方程

（5.4）　　　[image: 图片]


其特征多项式为
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在实数范围内，可以把特征多项式表示为以下形式的一些不可约因式的乘积
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这里λi
 ，μj
 ，υj
 都是实数，λ2
 ＋μj
 λ＋υj
 没有实根（i＝1,…,k,j＝1,…,l,k＋2l＝n）．于是，算子多项式p（D）也相应地分解为
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于是，方程

（5.4）　　　[image: 图片]


可以通过以下这些方程来求解
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以上每一个方程的解法都是已知的．

通过上述讨论，我们原则上解决了一般的高阶常系数线性微分方程的求解问题．但对于具体的方程，所述的方法并不一定总是最简便的方法．在这里，我们不能对实际解题的有效方法作进一步的介绍了．这方面的问题，留待读者将来学习微分方程课程时再加以讨论．


§6　开普勒行星运动定律与牛顿万有引力定律

16世纪后期，丹麦天文学家第谷·布拉赫（Tycho Brache）以坚韧不拔的毅力，对太阳系的行星运动进行了长达20年之久的精细观测，积累了丰富的观测资料．他的助手，德国人开普勒（Johanne Kepler）曾参与部分观测工作并继承了他的全部观测数据．在此基础上，开普勒又进行了长达20年的研究，总结出关于行星运动的三大定律．

开普勒第一定律　行星绕太阳运动（公转）的轨道是椭圆，太阳位于椭圆的一个焦点上．

开普勒第二定律　从太阳中心指向一个行星的有向线段（向径），在同样的时间内扫过同样的面积．换句话说就是：向径的面积速度是常数（图7-4）．

开普勒第三定律　各行星公转周期的平方与其椭圆轨道长轴的立方之比是一个常数．

通过对开普勒三大定律的分析，牛顿判断行星应受到一个指向太阳的力的作用，这力的大小与行星的质量成正比与距离的平方成反比．但这是一种什么力呢？经过缜密的思考，牛顿终于悟出道理来：这种力与地球上使物体下落的重力是一回事，它是存在于一切物体之间的相互吸引力．这样，牛顿总结出以下万有引力定律．

万有引力定律　任何两个物体之间都存在着一种相互吸引的力（称为万有引力）．这力作用在两物体连线上，它的大小与两物体的质量的乘积成正比，而与这两物体间的距离的平方成反比．
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图　7-4

在本节中，我们首先说明怎样从开普勒定律导出万有引力定律，然后再反过来从万有引力定律推导开普勒三大定律．后一论证的重要意义在于指出：任何受到与距离平方成反比的有心力作用的物体，都遵循与行星运动相类似的运动规律．于是，我们得知，月球绕地球的运动应该遵循类似的规律；人造卫星绕地球的运动应该遵循类似的规律（牛顿实际上已从理论上预言了发射人造卫星的可能性）；原子内部的电子绕原子核的运动也应遵循类似的规律（因为原子核与电子间的静电吸引力也是与距离的平方成反比的力）．

6．a　必要的准备

本段从几何和力学两方面为以下两段的讨论作准备．

在将要进行的讨论中，需要用极坐标表示椭圆轨道．我们先来推导椭圆的极坐标方程．把极点选在椭圆的一个焦点上，让极轴沿着椭圆的长轴指向远离另一焦点的方向（图7-5）．按照定义，椭圆是到两焦点的距离之和等于常数（设这常数为2a）的点的轨迹．椭圆的方程应为
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（这里设两焦点间的距离为2c）．
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图　7-5

在上一方程中，先把左边的第一项r移到右边，再取两边的平方消去根号，我们得到
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由此又可得到
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这里
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这样，我们得到了椭圆的极坐标方程

[image: 图片]


其次，我们利用复数来描述质点的平面运动，推导质点运动方程的极坐标形式．考查在平面上运动的一个质点．它在时刻t的位置可以用从原点到这点的有向线段（向径）来表示，也就是说可以用复数z（t）＝x（t）＋iy（t）来表示，从时刻t到时刻t＋Δt，质点从位置z（t）运动到z（t＋Δt），它的位移可以用一个向量
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来表示．在这段时间里，质点的平均速度为
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这是一个向量．让Δt→0，我们得到瞬时速度

[image: 图片]


瞬时速度也是一个向量，它正好沿着质点运动轨迹的切线方向（图7-6）．瞬时速度向量的模
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正好等于质点通过的路程s对时间的导数．为说明这一事实，需要指出
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事实上，我们有
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图　7-6

利用积分中值定理可得
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这里t≤[image: 0183030121]
 ≤t＋Δt.让Δt→0，我们得到

[image: 图片]


我们看到，暧时速度向量υ（t）＝[image: 0183030122]
 很好地描述了运动的瞬时状况：它的大小即路程对时间的导数，它的方向即运动轨迹的切线方向．

根据同样的道理，运动的加速度也表示为一个向量
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于是，对于质点的平面运动，牛顿第二定律的数学表示为
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这里作用力F也是平面上的向量（因而也用复数来表示）．

在力学中，人们常常用小黑圆点表示对时间t求导，例如[image: 0183030123]
 ，[image: 0183030124]
 等，——这实际上是牛顿本人提议的记号．以下我们将采用这样的记号．

为了以下讨论方便，我们来推导质点运动方程的极坐标形式．我们知道，任何复数z都可以写成极坐标形式
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特别地，对于在平面上运动着的质点的位置向量（向径）z（t），应有
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对t求导得

[image: 图片]


我们知道，eiθ
 是向径方向上的单位向量，而[image: 0183030125]
 是与eiθ
 垂直的单位向量．速度υ（t）＝[image: 0183030126]
 （t）沿这两方向分解为
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这里
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将前面得到的[image: 0183030127]
 的表示式再对t求导一次，我们得到
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加速度a＝[image: 0183030128]
 沿两方向eiθ
 和ieiθ
 分解为
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这里
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作用在质点上的力F也沿这两方向分解：
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我们把运动方程
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改写成
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上式两边乘以e－iθ
 ，然后比较实部和虚部，我们得到
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即
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这就是质点运动方程的极坐标形式（适用于质点的平面运动）．

6．b　从开普勒定律导出万有引力定律

开普勒第二定律说：从太阳中心指向一个行星的向径，在相等的时间内扫过相等的面积．换句话说就是：向径的面积速度等于常数．我们来推导面积速度的分析表示式．从时刻t到时刻t＋Δt，向径从θ（t）位置转到θ（t＋Δt）位置，所扫过的面积近似等于
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由此求得面积速度的分析表示式
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即
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开普勒第二定律的数学表示即为：

（6.1）　　[image: 图片]


对上式求导得
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由此得到
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这样，我们得到
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这就是说，行星所受的力作用在太阳与行星的连线上．

其次，根据开普勒第一定律，行星绕太阳运行的轨道是一个椭圆，太阳中心在椭圆的一个焦点上．我们用极坐标写出轨道的方程

[image: 图片]


由此得到
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后一式两边对t求导并利用（6.1）式可得

[image: 图片]


这式两边再对t求导得
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这样，我们求得
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下面我们指出k＝h2
 /p是一个常数（对太阳系中所有的行星都是一样的）．我们注意到：面积速度[image: 0183030129]
 与周期T相乘应该得到椭圆的面积
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由此得到
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根据开普勒第三定律，应有
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这里的比值λ对太阳系中所有的行星都相同．于是
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我们得到
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这就是说：行星所受的力指向太阳，它的大小与行星的质量成正比，与行星到太阳的距离的平方成反比．

牛顿正是从这些结论出发，通过进一步的思考，总结出著名的万有引力定律的．

6．c　从万有引力定律推导开普勒定律

根据万有引力定律，行星受到指向太阳中心的引力的作用．行星在某一时刻的速度向量与太阳中心共同决定一张平面．容易判断：行星以后的运动不会离开这一平面（因为在垂直于这平面的方向上既没有速度，又没有外力的作用）．我们在这平面上取以太阳中心为极点的极坐标系．于是，行星所受的力F表示为

[image: 图片]


其中
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这里M是太阳的质量，m是行星的质量，G是万有引力常数．行星的运动方程可以写成
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这里k＝GM.后一方程两边乘以r得
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或
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这说明面积速度为常数
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再来考查方程

（6.2）　　　[image: 图片]


记u＝1/r，则从
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可得
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我们有

[image: 图片]


方程（6.2）化成
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即

（6.3）　　　[image: 图片]


这是一个二阶常系数线性微分方程．容易看出它的一个特解是[image: 0183030130]
 ＝k/h2
 ．于是，这方程的一般解为
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这式又可写成
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其中
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于是有
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这里
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我们得到了圆锥曲线的一般方程
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因为运转中的行星不会跑到无穷远去，它的轨道应该是一个椭圆，所以ε＜1．

最后，我们来推证开普勒第三定律．利用关系
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可得
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这里k＝GM是一个常数．
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