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总　序

科学昌明，既需要科学家筚路蓝缕、披荆斩棘，也需要普及工作者耕耘播种、热心培育．

普及工作很重要．如果将科学研究比作金字塔的塔尖，那么普及工作就是金字塔的底．底宽，塔才高．

科学研究不容易．从事研究，需要才能、努力与机遇．能够从事研究的人不多，好像阳春白雪，曲高和寡．他们的成果需要普及工作者通俗化、趣味化，才能广为人知，才能使更多的人关心、了解、理解，才能引起公众的兴趣，吸引更多的新人一同参加研究．Fermat大定理就是一个典型的例子．虽然只有Wiles一个人给出了证明，看懂证明的不过十几个人或几十个人，但对大定理感兴趣的人成千上万．他们都是普及读物的读者．

普及工作使千万人受益，我就是其中之一．

在学生时代，我读过不少数学普及读物．如刘薰宇的《数学园地》，孙泽瀛的《数学方法趣引》，许莼舫的《几何定理和证题》，Casey的《近世几何学初编》，日本数学家林鹤一的《初等几何作图不能问题》、上野清的《大代数讲义》，前苏联数学家写的数学丛书《摆线》、《双曲线函数》等，以及稍后中国数学家华罗庚等写的数学丛书《从杨辉三角谈起》等．还在《科学画报》上看到谈祥柏先生写的妙趣横生的文章《奇妙的联系》等．这些数学读物不仅使我学到许多数学知识、方法和思想，眼界大开，而且使我对数学产生了浓厚的兴趣，甚至立志要当一名数学家．

但当数学家的梦想却难以实现．因为那时政治运动频仍．读书，被认为“走白专道路”，会横遭批判．史无前例的文化大革命更是书与读书人的一场浩劫．

“四人帮”倒台后，我才有幸到中国科学技术大学作研究生．在1983年成为首批18名国产博士之一．但这一年我已年届不惑，从事数学研究的黄金时期业已过去．我觉得与其花费时间凑一些垃圾论文，不如做普及工作对社会更有贡献．

对普及工作，我有浓厚的兴趣，也有一定的基础：

1．由于做过一些研究工作，能够了解较新的材料，能够较为准确地把握数学及有关史料．

2．由于当过多年教师，文字也还通顺，能够注意趣味性与深入浅出．

1977年恢复高考后，一度出现读书的热潮．这时常庚哲先生带头写了《抽屉原则及其他》，受到普遍的好评．稍后，上海教育出版社的王文才、赵斌两位编辑邀我写稿，我就写了《几何不等式》、《趣味的图论问题》，在1980年出版．以后又陆陆续续写了《覆盖》、《组合数学中的问题和方法》、《趣味数论》、《棋盘上的数学》、《解析几何中的技巧》、《算两次》、《集合及其子集》、《组合几何》、《对应》、《国际数学竞赛解题方法》（与葛军合作）、《不定方程》（与余红兵合作）、《巧解应用题》、《因式分解》、《平面几何中的小花》、《数学竞赛史话》、《解题思路训练》、《十个有趣的问题》、《概率与期望》、《小学数学趣题巧解》、《快乐的数学》、《数列与数学归纳法》、《解题研究》、《数学竞赛教程》等等．

由于文革后，大家渴望读书．而此前的书大多毁于“文革”劫火．因此新出的书颇受欢迎，其中也包括了我写的小册子．

冯克勤先生说：“不要小看了这些小册子，它们将数学的美带给大众．”（冯克勤《评审意见》）

杨世明、杨学枝先生说：“直到1980年，大家才盼来单墫的《几何不等式》一书……不仅普及了基础知识、基本思想方法，而且激发了研究兴趣．今天初等不等式研究中的许多骨干，都曾从该书获益．单墫的《几何不等式》一书，无疑是这一阶段的标志性的著作．”（杨世明，杨学枝《初等不等式在中国》，载《中学数学研究》2007年第1期）．

还有一些数学教师见到我客气地说：“我们都是读您的书长大的．”

这些评论当然是过奖的溢美之词，但也说明普及工作是一件有意义的、值得去做的事情．

近年来，急功近利的风气在学校蔓延．要根治这种歪风，还得提倡读书．要使广大青少年“热爱知识，渴求学问”（卡耐基《林肯传》，人民文学出版社，2005版第16页）．

首先，得多出一些好书，供大家阅读．

读书是天下第一件好事，读好书是人生第一件乐事，好读书，读好书，进步就迅速．有些学生学数学，只做题，从不看书．这种做法是难以进步的．

感谢华东师范大学出版社出版我的科普著作集．这7种小册子修订后，重新出版，希望能有较多的读者，特别是青少年读者．希望它们能给爱好数学的朋友们带来乐趣．
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自然数产生于史前时代，人们对它的研究源远流长，古往今来，数学家们提出和解决了数不清的有关自然数性质的问题，在数学中，形成了一个结构严谨、内容丰富多采的分支——数论．不少问题的解决，思想的深刻和方法的巧妙，足以使世世代代的数学爱好者赞赏不已．数论中许多问题叙述简明而难度极大，是富有魅力的．以华罗庚教授为代表的中国数学家在数论研究中令人瞩目的工作，也引起人们对数论更大的兴趣．我们经常与自然数打交道，对自然数的一些简单性质应该有所了解．一个中学生，如果不知道什么是欧几里得算法是一件遗憾的事．青少年朋友们，无论你将来想做什么，学一点数论的基本知识和方法是会有用的．因此，写一本数论普及读物，让更多的人了解数论的基本内容，是很有必要的．

科学昌明，很需要科普工作者播种耕耘．科普工作很重要，但做好不容易．数学的科普读物似乎尤为难写，正如华罗庚教授所说：“深入浅出是真功夫．”在这本书中，没有繁琐的推导和证明，而是通过一个一个有趣的问题，把初等数论中大部分精华浅显地展现在读者面前．单墫同志是下了一番功夫的．

我以为，好的科普作品应当做到四个字：准、新、浅、趣．

准，内容选择确当，有意义，论说正确，史实无讹．

新，有新意，采用新颖材料或用新的观点来处理熟悉的问题，令人耳目为之一新．

浅，通俗易懂而不肤浅，能跳出为“尖子”、“天才”写的小圈子；写得生动活泼，使多数人愿意看．浅，表明作者对问题看得透澈、就像未受污染的水潭，深，然而澄澈见底．

趣，幽默风趣，而不流于油滑，使人能轻松愉快地学到一些知识．

做到以上四个字，当然很不容易．单墫同志请我作序，一时高兴，写了以上的话，他在这几方面做得如何，读过这本书后，读者自然会作出自己的评价．





王　元

1986年5月于北京


前　言

数论又名算术，它研究的对象是数．

数论是一个重要的数学分支．

19世纪的大数学家高斯（1777—1855）有一句名言：“数论是数学的皇后”．

20世纪的大数学家希尔伯特（1862—1943）称数论是“其他科学的典范”，是“数学知识的永不枯竭的源泉，并且对其他一切领域的研究提供了不断的刺激”．

正因为如此，在当代著名数学家丢多涅的著作《现代数学概观》中，数论被列入最重要的A级．

数论既古老又年轻．它有几千年的历史，欧几里得（约前330—前275）的《原本》、丢番图（约246—330）的《算术》中已经对数论进行了系统的论述，我国古代算书《周髀算经》、《九章算术》等也都讨论了数论问题．但是，尽管人们在这块富矿中采掘了数千年，资源还远远没有耗尽，直到今天，数论仍然生气勃勃，十分活跃．一方面，不少问题还有待解决，正如日本数学家弥永昌吉所说，“这个理论的大部分仍然笼罩在神奇的面纱之下”．另一方面，数论这一数学分支成绩斐然，尤其是近年来取得了不少举世瞩目的重大成果（例如莫德尔猜测的解决、高斯类数猜测的解决、费尔马大定理的证明等等）．

很多数论问题（例如哥德巴赫问题）可以从经验中归纳出来，并且能用三言两语向任何一个路过的人解释清楚，但是要证明它们却远非容易．这也正是数论所特有的奇妙的魅力，使得它既被专业数学家所重视，又被业余研究者所宠爱，甚至使有些人像吃了忘忧果似的，“一次吃了这种果实就再也离不开它了”．

这本小册子试图对数论作一点通俗的介绍，希望能使读者对于数论有所了解并感到兴趣．所用知识不超过中学数学，有初中水平的人就可以读懂绝大部分内容，个别章节稍难一些，在第一次阅读时不妨略去．

余红兵同志在本书的写作过程中提出了不少宝贵的意见与建议，作者表示深深的感谢．





作者


1　你最熟悉的朋友——自然数
〔1〕



有一位数学家克罗内克（1823—1891）说：“上帝创造了自然数，其余的都是人工．”其实，自然数也是人类创造出来的，它是我们最熟悉的朋友．

自然数（也就是正整数）

1，2，3，4，5，6，7，8，9，10，11，12，13，…

可以分为三类：

第一类只有一个成员，就是1，称为单位．

第二类中的成员称为素数（也就是质数），每个素数恰好有两个因数（即约数）：1和这个数本身．例如：

2，3，5，7，11，13，17，19，23，29，31，37，41，43，47，

53，59，61，67，71，73，79，83，89，97

都是素数．

第三类中的成员称为合数，每个合数至少有三个因数，即除了1和这个数本身以外还有其他的因数（这样的因数称为真因数）．例如，4有三个因数1、2、4，其中2是真因数，所以4是合数．

每一个自然数n都可以分解为质（素）因数的乘积，即有分解式
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其中p1
 ，…，pk
 是不同的素数，a1
 ，a2
 ，…，ak
 是正整数（当n＝1时，约定（1）式右边为1），例如
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并且除了因数的顺序以外，这种分解是唯一的．这称为算术基本定理，也叫做唯一分解定理．

除非特别说明，本书中的数（字母）都表示自然数．

1.1　华生的第一个问题



《福尔摩斯探索》是脍炙人口的故事．

且说，有一天，大侦探歇洛克·福尔摩斯在家里闲着无事，他觉得十分烦闷．

“太无聊了，”福尔摩斯说，“最近一件值得动点脑筋的案子都没有！”

“我知道你又要犯老毛病了”，他的挚友华生医生说，“忧郁症，你得做点体操”．

“对，得做点思维的体操．你出个数学题给我做吧．”

“那好”，华生看了看桌上的纸说，“我这里有三个自然数，它们的和是338，你能求出这三个数是多少吗？”

“你不觉得条件少了点吗？”

“我再添个条件．嗯，它们的积是1986．”

“1986？哈哈！你这个条件太有用了．你面前的三个数是1，6，331．”

“你可真行！怎么求出来的？”

“虽然你先说的条件是和，但我解题的时候并不一定非要从第一个条件开始．这类问题得从乘积入手
 ，把它分解为
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你那三个数的和是338，所以最大的一个一定是331，不能是2×331，3×331，更不能是6×331．另两个呢？如果是2、3，它们的和是336，所以只能是1、6，它们的和恰好是338．”

1.2　巨轮的长



阿道克船长（《丁丁历险记》中的主要人物）远航归来，一些朋友来拜访他，其中一位问道：

“阿道克，你驾驶的这艘巨轮长多少英尺
〔2〕

 ？”

“英尺数是个整数，”船长回答说，“如果把它乘以我的年龄，再乘以这里的人数，得出的积是32118．”

这位朋友如果懂一点算术，他就会把32118分解为
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由此可以得出巨轮长101英尺，阿道克的年龄是53，客人的人数是5．

1.3　孩子与门牌号码



主人对客人说：

“院子里有三个小孩在做游戏，他们的年龄的积是72，年龄的和恰好等于我家的门牌号码——这你是知道的．你能求出这些孩子的年龄吗？”

聪明的客人想了一下说：“我不能马上就确定答案．”

他站起来，走到窗前看了看楼下的孩子．

“哦，有两个很小的孩子．我知道他们的年龄了．”

更聪明的读者，你能知道主人的门牌号码是多少吗？

这个问题有点难，不过用到的知识并不多，只要读者弄清题意
 ，仔细思考，就可以解决．

首先，三个孩子年龄的积是72，因此，我们把72分解为三个因数（不一定是质因数）的积，并把各种可能的结果列成下表（表中的每个因数都小于24，因为它们表示孩子们的年龄
 ）．
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表中每一列的前三个数表示小孩的年龄，最下面的一个数是它们的和．例如，第一列表示三个小孩的年龄分别是1，4，18（乘积为72），他们的和是23．

在表中只有两个和是相等的，都等于14，14就是主人的门牌号码．

为什么呢？因为聪明的客人知道主人的门牌号码，也就是三个小孩的年龄的和，如果门牌号码不是14，他就可以立即确定
 孩子们的年龄，而不会说“我不能马上就确定答案”．

至于孩子的年龄，我们也能够求出来．因为客人说“有两个很小的孩子”，所以孩子们的年龄应当是3，3，8（和为14），而不是2，6，6（和也为14）．

1.4　荷兰人买猪



“现在我出一个真正的难题给你做，歇洛克．”

“你出吧！”福尔摩斯躺在沙发上懒懒地说．

“好，你听我说．三个荷兰人x、y、z与他们的妻子u、v、w上集镇去买猪．每个人买的猪的头数恰好等于他（她）买的每一头猪所用的元数．每个男人比他的妻子多用63元，并且x比v多买23头猪，y比u少19头猪，问谁是谁的妻子？”

“你的题目中没有肯定x的妻子是u，y的妻子是v，z的妻子是w？”福尔摩斯问．

“当然，当然没有肯定谁的妻子是谁．”华生说，“否则，我还会问你吗？”

“这道题确实有点难．不过，”福尔摩斯一跃而起，用铅笔在纸上写了几道式子．

“我们可以这样来解：用M表示一位男人买的猪的头数，W表示他的妻子买的猪的头数，根据题意他们用的钱分别为M2
 元与W2
 元，并且
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一方面
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另一方面，把63表示成两个因数（不一定是质因数）之积，有以下几种方式
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如果
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那么
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其余的两种情况可以同样处理，综合起来得到下面的表：
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在表中只有32与9的差是23，因此x买了32头猪，v买了9头猪．同样，由于表中只有31与12的差是19，所以y买了12头猪，u买了31头猪．

表中32、31是一对夫妻分别买的猪的头数，所以u是x的妻子．同样，v是y的妻子．最后，w当然是z的妻子．

1.5　创纪录的因数分解



别以为分解因数容易，数一大可就不好办了．例如

4294967297

是合数还是质数？如果是合数，你能找出它的质因数吗？你能把它分解为质因数的连乘积吗？

这是一个10位数，如果是100位数，那就更困难了．虽然用超高速计算机不难判别它是不是质数，但是要找出一个大合数的分解式却极不容易．数太大了，连计算机对它也无可奈何．因此，有人建议用80位以上的数作为密钥（译解密码的钥匙），发送密码．己方接收人员预先知道这密钥的因数分解，可以把密码译出来．敌方即使知道发送密码时所用的密钥（80位以上的数），但不知道它的分解式，借助于计算机也无法在短期内破译，所以这种密钥称为公开密钥．

但是，这种想法（利用难分解的大合数作公开密钥）后来受到了严重的冲击．1984年美国的西蒙斯与沃诺克利用一种新型计算机及新编制的程序，仅花了3小时12分就把一个69位数

132686104398972053177608575506090561429353935989033525802891469459697

分解为

178230287214063289511

×61676882198695257501367

×1207039617824989303969681．

上面的69位数是梅森数（见第三章第7节）2251
 －1的因数．2251
 －1是一个76位数，早已知道它被5032
 整除，并且所得的商是上面所说的69位数，但从17世纪到现在，一直未能把这个69位数分解，所以西蒙斯夸耀说他们解决了一个存在了三个世纪之久的问题．

1.6　被2160
 整除的立方数



自然数的平方称为平方数．例如
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是平方数．

自然数的立方称为立方数．例如
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是立方数．

如果自然数n可以分解为
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这里p1
 ，…，pk
 是不同的质数，e1
 ，e2
 ，…，ek
 是自然数，那么
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因此，在一个立方数n3
 的质因数分解式中，各个幂指数3e1
 ，3e2
 ，…，3ek
 都是3的倍数（类似地，在平方数的分解式中各个幂指数都是2的倍数）．

问题　你能在一秒钟内求出一个被2160整除的立方数吗？能求出最小的、被2160整除的立方数吗？能求出所有被2160整除的立方数吗？

显然21603
 就是被2160整除的立方数．为了回答后两个问题，先把2160分解为
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于是被2160整除的数一定被24
 整除，也就是说在它的质因数分解式中，质数2的幂指数≥4．

如果这个数是立方数，那么在它的分解式中，2的幂指数是3的倍数3e．由
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可知e≥2，从而被2160整除的立方数一定被23×2
 ＝26
 整除．

同样，被2160整除的立方数一定被33
 及53
 整除．

于是，被2160整除的立方数是
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其中m是自然数．

最小的一个是216000，接在它后面的是

216000×23
 ，216000×33
 ，…

1.7　哪几盏灯亮着？



一百盏灯分别标上号码1，2，…，100．第一个人把每盏灯的拉线开关各拉一下，使得每一盏灯都亮了．第二个人把标号是2的倍数的灯的开关各拉一下，第三个人把标号是3的倍数的灯的开关各拉一下，依此类推，直至第一百个人把标号为100的灯的开关拉一下．

问最后有哪几盏灯亮着？

答案是标号为平方数，即

1，4，9，16，25，36，49，64，81，100

的那10盏灯亮着．

理由很简单．如果d是n的因数，那么标号为n的灯的开关就被第d个人拉了一次．而在d为n的因数时，[image: alt]
 也是n的因数，并且在n不是平方数时，d与[image: alt]
 绝不会相等（否则n＝d2
 ），所以n的因数两两成对，标号为n的灯一共被拉了偶数次，因而不亮．在n是平方数m2
 时，除因数m外，其余因数两两成对，因此标号为n的灯一共被拉了奇数次，这盏灯是亮的．

在d是n的因数时，我们把[image: alt]
 称为d的共轭因数．于是在n为平方数时，它有一个自共轭（自己和自己共轭）的因数[image: alt]
 反过来，如果n有自共轭的因数，那么它一定是平方数．

1.8　何时重逢



华生每十天到桥牌俱乐部去一次．有一天他遇到一位教授戈德菲尔德，两人一见如故，谈起话来很投机．如果这位教授每十二天去桥牌俱乐部一次，问他们什么时候再在桥牌俱乐部相遇？

解　我们分别把10，12分解为
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它们的最小公倍数是
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也就是60天后，他们在俱乐部再次相遇．

一般地，如果两个自然数a、b的质因数分解为
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其中p1
 ，p2
 ，…，pn
 是不同质数，α1
 ，…，αn
 ，β1
 ，…，βn
 都是自然数或零，那么a、b的最小公倍数（用［a，b］表示）
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其中ri
 是αi
 、βi
 中较大的一个（i＝1，2，…，n）．

1.9　丢番图的墓碑



丢番图是古希腊的大数学家，生活在3世纪．

他对数论的贡献极大，所以数论中有两个分支用了他的名字：丢番图方程（即不定方程）与丢番图逼近（参看第6章与第7章）．

据说，有人给他立了一块墓碑，碑文是一道有名的数学题，大意如下：

这里埋葬着丢番图．他生命的六分之一是欢乐的童年，再度过十二分之一，他长出了胡须，又度过了七分之一，他结了婚．五年后，他生了儿子，可惜儿子的寿命只有父亲的一半，在儿子死后四年，丢番图也结束了人生的旅程．问丢番图的一生究竟有多长？

这个问题可以列方程来解．不过，下面的解法更为简单：

丢番图的岁数应当是12与7的倍数，而12与7的最小公倍数是12×7＝84，所以丢番图的年龄就是84岁（12与7的下一个公倍数是2×84＝168，丢番图不可能活那么长久）．

如果读者对这个答案不太放心的话，可以把这个答案代到原题中验证一下．

1.10　请添三个数字



请在503后面添三个数字，使所得的六位数被7、9、11整除．

如果分别考虑这个数如何能被7整除、被9整除、被11整除，那么问题将变得十分繁难．解决这个问题的第一个关键是——说起来很简单，却有人会忽视它——考虑7、9、11的最小公倍数，即7×9×11＝693．被7、9、11整除的数也就是被693整除的数．

第二个关键是做除法——这是每个小学生都会的、十分简单的问题．

列出除法算式504000÷693如下：
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余数为189，而
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因此503811与503118都能被693整除，即所添的三个数字应当是8、1、1或1、1、8．

1.11　欧几里得永垂不朽



一本古老的数学书——两千多年前写的，它的内容现在的中学生还在学习．这本书就是欧几里得写的《原本》．

欧几里得生活在公元前3世纪的埃及，是一位教师，他对那时的数学进行了系统的总结，写下了上面所说的那本不朽的名著．

这本书在明朝末年传入我国的时候被译为《几何原本》，其实《原本》中讲的不仅是几何，其中有好几卷说的是数论，包括最大公约数的求法、唯一分解定理、素数的无限性等等．

《原本》中讨论过带余除法，也就是上节所做的那种除法：
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这个式子也可以写成
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一般地，对于两个自然数a、b（b≠0），一定有整数q、r满足
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这里q称为商（或不完全商），r称为余数．它们可以用大家在小学里就知道的尝试法（试除）来定出，即考虑b的倍数
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（2）中的数严格增加，最后一定有大于a的．在不超过a的那些倍数中最大的一个就是qb：
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a－qb就是r，由于（3），

[image: alt]


（1）称为（欧几里得）带余除法．上面的叙述表明在自然数集中带余除法成立．类似地，在整数集中也有带余除法成立，即对于整数a、b（b≠0），一定有整数q、r满足
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欧几里得带余除法虽然简单，却很有用处（简单的东西往往有很大的用处）．

1.12　因数分解的妙法



人们常常需要分解因数．有一位造表专家莱默在1909年出版（1956年重印）了一本因数表，从中可以查到每一个≤10000000的数的最小质因数，重复利用这个表不难把一千万以下的数分解质因数．这大大节省了人们的劳动，真是功德无量．

由于计算机技术的发展，近来还出现了许多算法，用它们可以把一个数很快地分解．本节介绍美国德雷姆船长设计的一种方法．

以奇数4511为例（偶数均有一个显然的因数2），记为N1
 ＝M1
 ＝4511．

我们把全部大于1的奇数排成一列：
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以N1
 作被除数，3作除数，由带余除法
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再从M1
 中减去商的2倍
 得
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并把差M2
 加上（2）中的余数得
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重复上面的计算过程，但以N2
 作被除数，5（数列（1）中的第2个数）作除数，得
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再从M2
 中减去商的2倍得
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并把差M3
 加上（3）中的余数得
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依此类推，有
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直到余数为0：
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这时13就是N1
 ＝4511的一个素因数（而且是最小的素因数），并且
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就是与13共轭的因数[image: alt]


由于347是素数，所以4511的素因数分解为
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熟悉计算机的同志不难把上面的算法编为程序上机计算．

注　一般地，记qi
 为各次所得的商，则有
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因此，奇数2n＋1是N1
 的因数⇔Nn
 被2n＋1整除，即Nn
 ＝（2n＋1）qn
 ．并且，这时
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1.13　十全数



如果一个数中，0、1、2、3、4、5、6、7、8、9这十个数字都出现，那么我们称这个数为十全数．例如
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就是一个十全数．

问题　能不能找到一个自然数，把它乘以126后，所得的积是一个十全数？

为了解决这个问题，我们先把问题的提法改变一下：能不能找到一个十全数，它被126整除？

现在的问题可以用第11节的带余除法来解决，即考虑12345678901000除以126，算式如下：
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余数是46，因此，
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被126整除，它就是一个被126整除的十全数，当然，商97981578579乘以126是十全数12345678900954．

推而广之，任给一个自然数n，都可以找到一个自然数Nn
 ，它乘以n后，所得的乘积是十全数．具体做法是用

[image: alt]


这里1后面的零的个数不少于n的位数．

所得的商就是Nn
 ，Nn
 ×n是一个十全数，这十全数等于1234567890100…00减去上面的除法运算中所得到的余数．

1.14　十全数的韧性



上节开始所举的数a是十全数．不仅如此，a乘以1，2，3，4，…，18后，所得的积1·a，2·a，…，18·a也都是十全数（请读者自己验证）．

如果一个自然数，乘以1，2，…，n后，所得的n个乘积都是十全数，我们就称这个数为n韧性数，或者说它具有n—韧性．

上面说的a就是18—韧性数．但19·a不是十全数，所以a不是19—韧性数．

问题　是不是对于任意的自然数n，都有n—韧性数存在？比如说，能不能找出一个自然数具有19—韧性？

答案是肯定的．我们可以造出一个n—韧性数N来，作法是把上节得到的数N1
 ，N2
 ，…，Nn
 作为“车厢”，连成一列“火车”，各节车厢之间有足够多的零作为“挂钩”：

[image: alt]


其中Nk－1
 与Nk
 之间的零的个数不少于k的位数，这样在k×N时，k×Nk
 与前一列“车厢”及后一列“车厢”都互不影响．由于k×Nk
 是十全数，所以k×N也是十全数（k＝1，2，…，n）．

当然，这里所作的数N并不是唯一的n—韧性数，也不一定是最小的n—韧性数．

在第9.6节中，我们将用另一种完全不同的方法证明n—韧性数的存在．

最后，再提一个问题：是否有一个自然数，把它乘以任一个自然数后，所得的乘积都是十全数？这个问题将在第4.19节中解决．

1.15　分油问题



华生医生在俱乐部里遇到戈德费尔德教授．

“哈啰！教授，”华生说，“您来得真巧，我正有个问题要请教您．”

“什么问题？”

“有两个容器，一个容量为27升，一个容量为15升．如何利用它们从一桶油中倒出6升油来？”

“哦，这个问题如果没有掌握方法，倒来倒去也难以成功，”教授说，“不过方法也很简单．”“首先，不难求出27与15的最大公约数是3．然后，”教授在纸上写出一个等式
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继续说，“把（1）的两边乘上2得
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这就是说往小容器里倒4次油，每次倒满后就向大容器里倒，大容器满了就往桶里倒．这样，在大容器第二次倒满时，小容器里剩下的就是6升油．”

“您的解法真好．不过，我还有两个问题不大明白．”华生彬彬有礼地说，“两个自然数的最大公约数怎样求呢？等式（1）又是怎样得来的呢？”

“如果两个自然数a、b可以分解为
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其中p1
 ，p2
 ，…，pn
 是不同素数，α1
 ，α2
 ，…，αn
 ，β1
 ，β2
 ，…，βn
 是自然数或零，那么a、b的最大公约数［记成（a，b）］是

[image: alt]


其中δk
 是αk
 ，βk
 中较小的一个（k＝1，2，…，n）．例如，我们有27＝33
 ，15＝3×5，所以（27，15）＝3．”

“如果a、b不太容易分解呢？”

“这个问题提得很好”，教授说，“我们到那边去喝杯咖啡，然后再详细地谈一谈”．

1.16　辗转相除法与裴蜀恒等式



“我想，你一定听说过欧几里得的大名吧．”教授一边说一边用匙子在茶杯里搅了几下．

“那是一位几何学家．”

“不仅仅是几何学家，他是一位伟大的数学家，”教授说，“他研究过数论，特别讨论了最大公约数的求法．”

这个方法称为欧几里得算法或辗转相除法．例如，在求27与15的最大公约数（27，15）时，我们先用15去除27，用第11节的写法
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显然27与15的（最大）公约数也就是15与12的（最大）公约数，即（27，15）＝（15，12）．于是问题化为求（15，12）．再由带余除法
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同样（15，12）＝（12，3）．但
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即（12，3）＝3．所以，
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我们还可以把上面的演算写成较为紧凑的竖式，即
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每次的商写在两道竖线之间．

“你问的上节（1）那个等式2×15－27＝3是从欧几里得算法推出的一个很重要的结论．它可以由1×（1）减去（2），消去中间过程里出现的余数12得出．”

“一般地，如果两个自然数a、b的最大公约数是d，那么我们不但可以用欧氏算法求出d，而且还可以通过各次带余除法的相应等式来消去在中间过程里出现的余数，得到一个恒等式
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这里的A、B是整数．”

“这个等式称为裴蜀（1730—1783）恒等式，在初等数论中极为重要．”

“可是在2×15－27＝3里有个减号，”华生说．

“请注意，（4）中的A、B是整数．它们不一定是正
 整数，比如说A＝2，B＝-1．”

“不过，”教授接着说，“我们总可以假定0≤A＜b，因为由（4）可以得出
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只要适当选择整数n，[image: alt]
 就可以使0≤A＋nb＜b，所以（在必要时用A＋nb代替A）总可以认为（4）中a的系数A满足0≤A＜b．”

“我明白了，”华生说，“今天学了不少数学，咖啡也凉了！”

1.17　货物的单价



大夏公司经售某种货物，去年总收入为36963元，今年每件货物的售价（单价）不变，总收入为59570元．如果单价（以元为单位）是大于1的整数，问单价是多少元？

解　这种货物的单价是36963与59570的公约数．由欧氏算法
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可以求出（36963，59570）＝37．因为37是质数，所以36963与59570的公约数只有37与1，从而货物的单价是37元．

1.18　能变成均等吗？



有m个盒子，每个盒子里各有一些球，球数不全相等．允许你施行这样的“运算”：从中挑选n个盒子（n＜m），在这n个盒子中各增加一个球．你能否经过有限多次运算，使得m个盒子中的球数全都相等？

这要分为两种情况来讨论．

第一种情况是m与n互素（互质），也就是
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在这种情况，裴蜀恒等式极为有用．根据第16节，有正整数A、B，使得
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（2）表明施行A次运算后可以使m－1个盒子中增加B个球，另一个盒子中增加B＋1个球，即比其他盒子多增加1个球．于是，我们总可以“特别照顾”那球数最少的盒子，使得它们经过A次运算后比其他盒子多增加1个球．从而经过有限多次运算后，所有盒子中的球数全都相等．

第二种情况是（m，n）＞1，这时不一定能使盒子中的球全都相等．

我们举一个简单的例子：m个盒子中共有m＋1个球．经过A次运算后，共有球

An＋m＋1

个．这个数不能被（m，n）整除（因为（m，n）不整除1），所以更不能被m整除．既然球的总数不被m整除，m个盒子中的球数不可能是均等的．

“挟泰山以超北海，是不能也，非不为也．”现在的情况就是这样．

1.19　素数的一个特征



什么是素数（质数）？除了本章开始的定义外，也可以采用下面的说法：

素数就是这样的数，如果它整除两个数的积，那么它一定整除其中的一个数．

我们要证实这两种说法是等价的．

我们用m｜n表示m整除n，也就是n被m整除，用m∤n表示m不整除n，也就是n不被m整除．如果素数p｜ab，而p∤a，我们可以证明p｜b．证法如下：

由于p是素数，它的因数只有1与p，所以
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由裴蜀恒等式（请注意，我们一再用到这个恒等式），存在整数A、B，使得
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从而
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左边第一项被p整除，第二项也被p整除（已知p｜ab），于是左边被p整除，从而p｜b．

另一方面，容易知道只有素数才具有上述性质．因为每个合数n可以分解为
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其中a、b都是小于n的自然数．所以n｜ab，但n∤a、n∤b．

采用和前面完全同样的推理（利用裴蜀恒等式）可以知道：

如果c｜ab，并且（c，a）＝1，那么c｜b．更一般地，如果c｜a1
 a2
 …an
 ，并且
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那么c｜a1
 ．

1.20　最大公约数的性质



设a、b是自然数，（a，b）为a、b的最大公约数．容易知道下列性质成立：

（1）（a±b，b）＝（a，b），于是有更一般的
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（2）（a，1）＝1．

（3）如果d是a的约（因）数，那么
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（4）[image: alt]


请读者自己举例验证（例如取a＝33
 ，b＝3×5），或予以证明（并不困难）．

上述性质有很多应用．例如证明在n为自然数时，[image: alt]
 是既约分数．

解　既约分数就是分子与分母互素的分数．我们有
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因此[image: alt]
 是既约分数．

1.21　唯一分解定理的证明



唯一分解定理是数论中的一根红线，也称为算术基本定理．人们经常（或明或暗地）用到它，以至不少人把它作为当然成立的结论或不证自明的公理，其实它是一条需要证明的定理．

这一节证明唯一分解定理．这个证明基本上是属于欧几里得的．确切些说，欧几里得只讨论了质因数的个数≤4的情形．1801年，高斯首次给出这个定理的明确的叙述与证明．

我们先来证明每一个自然数n可以表为质数的连乘积．事实上，如果n是质数，结论已经成立．如果n是合数，那么有
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其中n1
 、n2
 都是比n小的自然数．再对n1
 、n2
 进行同样的讨论，这样继续分解下去．由于小于n的自然数有限，上述分解过程一定到某一步停止，这时
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其中p1
 ，…，pm
 都是质数（如果某一个pi
 不是质数，还可以继续分解）．当然，p1
 ，p2
 ，…，pm
 中可能有相同的．

其次，我们来证明分解的唯一性．大家都坚信像444＝2×2×3×37这样的素因数分解只有唯一的一种，但是如何证明呢？

这是一个困难的问题，幸而所需要的工具已经在19节准备好了．

我们假定n有两个分解式
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其中p1
 ，…，pm
 ，[image: alt]
 都是素数，那么由（1）
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如果[image: alt]
 都与p1
 不同，那么由于它们都是素数，
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从而根据第19节，[image: alt]
 但[image: alt]
 也是素数，所以[image: alt]
 因此（1）式右边总有一个因数等于p1
 ，不妨就设[image: alt]
 在（1）的两边约去[image: alt]
 后得
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仿照上面的讨论同样可得（适当调整编号）
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并且m＝l．

这就表明（1）式两边除了因数的顺序外，是完全相同的，即唯一性正确．





注：请注意第19节的结论是从裴蜀恒等式推出的，裴蜀恒等式是由欧氏带余除法推出的，我们并没有利用唯一分解定理，因此也没有犯循环论证的错误．

注释


〔1〕
 编辑注：本书所述自然数是正整数，不包括数字0．


〔2〕
 英尺是英制长度单位，1英尺＝0.3048米．


2　多角数、完全数及其他

希腊数学家普罗克鲁斯（410—485）说得好：

“哪里有数，

哪里就有美．”

古代的毕达哥拉斯（约前580—前500）学派认为数是万物的本原．他们把正三角形、正方形、正五边形等图形与数联系起来，并把相应的数称为三角数、平方数、五角数．

如果一个自然数恰好等于除去自身以外的所有因数的和，那么这个数称为完全数．例如
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就是一个完全数．

古希腊人认为完全数是完美的象征．

2.1　三角形与三角数



首先取一个点
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然后在这个点的下面添两个点，构成一个三角形
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再在下面添三个点
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这样继续下去，放到10层，形成的三角形一共有多少个点？即
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据说大数学家高斯小时候就发现了计算这个和的简便方法．如果借助图形来求和更为直观．我们把另一个完全同样的三角形颠倒过来与原来的三角形拼在一起，组成一个平行四边形，如图2.1所示．
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图2.1

这个平行四边形的每一行有
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个点，共有10行，因此共有
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个点．于是，十层的三角形应当有
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个点．

一般地，如果三角形有n层，那么一共有
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个点．数

[image: alt]


称为三角数．

2.2　等差数列的求和



数列

a，a＋d，a＋2d，…

称为等差数列．自第二项起，每一项比前一项大d，d称为公差．

用上节的方法不难求出它的前n项的和

a＋（a＋d）＋（a＋2d）＋…＋（a＋（n－1）d）．

为了达到这个目的，只要考虑一个梯形的图．如图2.2，它由n条线组成，最上面一条线的长为a，从上往下每条线比上一条线长d，最下面一条线的长为a（n－1）d．把另一个完全同样的梯形倒过来，与它拼在一起，组成一个平行四边形，这个平行四边形由n条线组成，每一条线的长为a＋（a＋（n－1）d），所以这些线的总长为n（a＋a＋（n－1）d），从而

[image: alt]
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图2.2

2.3　正方形与平方数



和第1节类似，首先取1个点
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再添3个点，与这个点组成一个正方形
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再添5个点，组成一个更大的正方形
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这样继续下去，到第n次构成每边有n个点的正方形，所以这次应添的点为
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个，组成一个n×n的正方形．

[image: alt]


另一方面，这个每边有n个点的正方形，一共有n2
 个点．所以根据图形我们得到
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当然这个公式也可以从上节的求和公式得出（a＝1，d＝2）．
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称为正方数或平方数（后一个名称是我们熟悉的）．

2.4　平方数与平方式



下面的问题，初中同学能够解决．

问题1
 　证明四个连续的自然数的乘积加上1，一定是平方数．

解　我们设这个数为n、n＋1、n＋2、n＋3，那么
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这当然是一个平方数．

问题2
 　n是自然数，证明n（n＋1）不是平方数．

解　这个问题的解是意想不到的简单．我们有明显的不等式

n2
 ＜n（n＋1）＜（n＋1）2
 ，

n2
 与（n＋1）2
 是两个连续的平方数，所以n（n＋1）不是平方数．

可能有些同学企图用二次三项式的判别式来处理，这样做不仅麻烦而且是错误的．因为一个不是平方式的多项式，它的值也可能是平方数．

例如

n2
 ＋16，

在n＝3的时候它的值就是平方数25．

另一方面，系数全是整数的平方式，在整数n处的值一定是平方数．

2.5　五边形与五角数



还是和第1节类似，首先取一个点
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添上四个点，形成一个正五边形
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再添上七个点，形成一个更大的正五边形
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这样继续下去，到第n次，构成每边有n个点的正五边形，所以这次应当添的点是（3n－2）个．由第2节的求和公式（a＝1，d＝3）可知这时点数的总和是
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称为五角数．

一般地，与正m边（角）形相对应的m角数是首项为1，公差为m－2的等差数列的和，即

1＋（1＋（m－2））＋（1＋2（m－2））＋…

＋（1＋（n－1）（m－2）），

应用第二节的公式可得这和为
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公元3世纪的丢番图已经得到多角数的公式，只不过他把结果写成比较笨拙的形式：
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读者不难把它化简为（1）．

2.6　立体图形



前面考虑的是平面图形，还可以推广到空间，考虑立体图形．例如，先放一个球
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在它下面添三个球，形成一个正三棱锥
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图2.3
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如此继续下去，第n次形成一个每条棱由n个球组成的三棱锥，应当添的第n层是一个三角形，它由[image: alt]
 （第n个三角数）个球组成．
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图2.4

这时球的总数是

[image: alt]


这个和可以利用几何图形（图2.5）把它求出来（当然也可以用其他方法求和）：首先注意用另外两个完全相同的正三棱锥可以和上面的正三棱锥拼成一个“楔形”（请读者用三块棕子糖或者用三块橡皮泥做成的正三棱锥拼拼看），它的侧棱有n＋1个球，底面是一个平行四边形，一边有n个球，另一个边有n＋1个球．两个这样的“楔形”可以拼成一个平行六面体，这平行六面体的自一个顶点引出的三条棱分别由n、n＋1、n＋2个球组成，所以平行六面体中球的总数为

（n＋2）（n＋1）n．

从而三棱锥由[image: alt]
 个球组成，即
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图2.5

[image: alt]


除了三棱锥，还可以考虑与正四棱锥、正五棱锥等图形相对应的数．不过，我们不想在这个问题上走得太远了．

2.7　一些不难证明的公式



如果把第n个三角数记为Tn
 ，第n个平方数记为Sn
 ，第n个五角数记为Pn
 ，那么由前面几节可得
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熟悉初中数学的读者不难证明以下结论：

Tn
 ＋Tn－1
 ＝Sn
 ，（两个连续的三角数的和是一个平方数）
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等等，这些留作练习（读数学书时请随身携带铅笔和纸）．在这些公式之外，读者自己再发现一些公式，也不是不可能的．

2.8　一个不平凡的结论



关于多角数，有许多不平凡的结论，这里举一个例子．

首先，由五角数的值可以列成下表
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把第二、三两行交错地排列起来得到一个数列
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其次，用σ（n）表示n的所有因数的和，不难算出
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及
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σ（n）的计算公式将在第10节介绍．

结论　对于任意一个自然数N，有欧拉（1701—1783）公式
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成立．其中等式左边一直计算到（1）中≤N的最大的那个数，并且约定σ（0）＝N．例如在N＝15时有
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在N＝27时，有

[image: alt]


欧拉公式的证明要用到深刻的理论，本书不予讨论．

2.9　什么数恰好有60
 个因数？



什么数恰好有60个因数？（这里所说的数当然是指自然数）

这个问题不难回答，但要答得完全也不容易．与其就题论题地回答，不如先去考虑一个更一般的问题：

自然数[image: alt]
 （p1
 ，…，pk
 是不同的质数，α1
 ，…，αk
 是自然数）有多少个因数？

为了回答这个问题，请考虑乘积

[image: alt]


如果把这个积按照普通的多项式乘法展开，写成多项式，那么它的每一项的形状是

[image: alt]


其中βi
 是不大于αi
 的自然数或零．从而（1）展开后所得的每一项都是n的因数．另一方面，n的每个因数的形状是（2），恰好在（1）的展开式中出现一次．于是n的因数个数等于（1）展开后的项数．

（1）展开后有（α1
 ＋1）（α2
 ＋1）…（αk
 ＋1）项，因此n的因数也就是这么多个．换句话说，如果用d（n）表示n的因数的个数，那么

[image: alt]


现在回到本节开始的问题．已知

[image: alt]


把60分解为因数（不一定是质因数）之积：

[image: alt]


为了避免遗漏，我们先考虑两个因数之积，再考虑三个、四个因数之积．注意αi
 ＋1≥2，所以不考虑1×60等含有因数1的分解．

如果（α1
 ＋1）（α2
 ＋1）＝2×30，那么

α1
 ＝1，α2
 ＝29，

（不考虑α1
 、α2
 的顺序），这时．

[image: alt]


其中p1
 、p2
 是两个不同的质数．

其他情况依此类推．综合起来，有以下答案：

[image: alt]


其中pi
 为不同质数．

最后，如果要问在因数个数为60的数中，哪一个最小？答案是

[image: alt]


2.10　因数的和



在上节，已经说过那里的（1）展开后，得到一个多项式，它的项是n的因数并且n的每个因数恰好在它的项中出现一次．因此，（1）就是n的因数的和σ（n），即

[image: alt]


或者写成（因为[image: alt]
 ）

[image: alt]


例如n＝28＝22
 ×7时，

[image: alt]


又如

[image: alt]


从上面的公式，容易看出，在a、b互素时，

σ（ab）＝σ（a）σ（b）．

具有这种性质的函数称为积性函数．上节的d（n）和σ（n）一样，也是积性函数．

2.11　完全数——人们对它的认识并不完全



在本章开头已经说过，完全数等于除去本身外的所有因数的和，也就是满足

σ（n）＝2n

的数．

从上节可以知道28、496与6都是完全数．由于

[image: alt]


因此可以猜测在2n＋1
 －1为质数时，2n
 （2n＋1
 －1）是完全数．

这个猜测是正确的，因为

[image: alt]


所以2n
 （2n＋1
 －1）是完全数．

反过来，每个偶完全数也一定是

2n
 （2n＋1
 －1）

的形式，其中2n＋1
 －1是质数．理由如下：

设偶完全数为2n
 ·b，b是奇数，那么

[image: alt]


从而

[image: alt]


这说明b只有两个因数即b与[image: alt]
 所以[image: alt]
 并且b＝2n＋1
 －1是质数．

我们把形如2n＋1
 －1的质数称为梅森素数（关于梅森数，请参看第三章第7节）．从上面的结果可知偶完全数与梅森素数关系密切，有多少个梅森素数就有多少个偶完全数．目前知道的梅森素数有43个，因此目前知道的偶完全数也是43个．

偶完全数一定是三角数．事实上，它等于

[image: alt]


即[image: alt]


偶完全数的末位数一定是6或8（为什么？请参看第四章第12节）．中世纪曾有人断言第m个完全数是m位数并且把完全数依从小到大排列时，末位数字是6与8交错地出现．这个断言是错误的．事实上，第五个完全数是33550336，第六个是8589869056．

关于完全数，有两个著名的猜测：

（1）有无穷多个偶完全数．

（2）没有奇完全数．

这两个猜测至今未能证明．借助电子计算机，人们证明了如果有奇完全数存在，它一定大于10200
 ，并且它的质因数的个数大于15．

2.12　亲和数



亲和数是一对富有人情味的自然数，它们相亲相爱，如兄弟，似手足，每一个的所有因数的和等于另一个的两倍．

如果用S（n）表示n的除本身外的所有因数的和，即S（n）＝σ（n）－n，那么在

S（n）＝m并且S（m）＝n

时，m、n为一对亲和数（完全数就是满足S（n）＝n，即自身亲和的数n），例如

[image: alt]


所以220与284是一对亲和数．

1210与1184也是一对亲和数：

[image: alt]


再如2620与2924，5020与5564，6232与6368，10744与10856，12285与14595，17296与18416，9363584与9437056，111448537712与118853793424都是亲和数．

有许多种构造亲和数的方法，欧拉曾列出64对亲和数（其中有两对是错的——大数学家也难免有错）．

两个亲和数的奇偶性似乎是相同的，至少在≤3000000000的数中没有一对亲和数具有不同的奇偶性．

2.13　高阶亲和数



我们把[image: alt]
 简记为[image: alt]
 那么

[image: alt]


如果[image: alt]
 我们称n为k阶亲和数．例如12496＝24
 ×11×71是五阶亲和数．事实上，

[image: alt]


14316是28阶亲和数，这真是数的奇迹！事实上（为简便起见，我们用→表示S的值，例如

[image: alt]


在电子计算机技术迅猛发展的今天，将有更多的数的奇迹被人们发现．


3　素数——是永恒的谜吗？

套一句马雅柯夫斯基的诗：

“是时候了，

让我们来谈谈素数！”

顾名思义，素数（即质数）是组成自然数的“要素”、“原子”，每个（大于1的）自然数都可以唯一地表示成素数的乘积．从乘法运算来看，素数应当是最简单的、最基本的．然而，直到现在人们对于素数分布的规律仍然知之甚少，在这个领域里充满着问题与猜测．岁月流逝，问题依然，素数似乎是永恒的谜．

3.1　是合数还是素数？



下面的数是合数还是素数？

[image: alt]


解　（1）[image: alt]
 是合数．因为

[image: alt]


有因数10667
 ＋1．

另一种解法是根据被11整除的判别法（参看第四章第5节），可以得出11是[image: alt]
 的真因子．

（2）21986
 ＋1是合数．因为在n为奇数时

[image: alt]


所以

[image: alt]


有真因数5．

由此可见，如果2m
 ＋1是素数，那么m的素因数分解中一定不含奇素数，换句话说m＝2n
 ．但是，22n
 ＋1不一定是素数（参看第8节）．

（3）21986
 －1是合数．因为有

[image: alt]


所以

[image: alt]


有真因数3．

由此可见，如果2m
 －1是素数，那么m一定是素数．但是，在m为素数时，2m
 －1不一定是素数（参见第7节）．

3.2　乘法公式大显身手



上一节我们利用乘法公式证明了几个数是合数．这一节再考虑两个问题，所用的工具仍然是乘法公式．

（1）在m＞1时，证明：n4
 ＋4m4
 是合数．

证明

[image: alt]


[image: alt]


所以n2
 ＋2m2
 －2mn、n2
 ＋2m2
 ＋2mn都是n4
 ＋4m4
 的真因数，n4
 ＋4m4
 是合数．

（2）令Nm
 ＝8m
 ＋9m2
 ，已知N1
 ＝7，N3
 ＝539，及N5
 ＝32993都是素数，问：是否对所有的奇数m，Nm
 都是素数？有多少个奇数m使Nm
 为合数？

解　有无穷多个奇数m＝9n3
 （n＝1，2，…）使Nm
 为合数．事实上

[image: alt]


有真因数[image: alt]


3.3　爱拉托斯散的筛子



为了把素数从自然数中筛选出来，古希腊的数学家爱拉托斯散（约前276—前195）设计了一种筛法．例如，为了列出100以内的素数，我们可以先把自然数2至100全部写出

然后，取所有[image: alt]
 的素数，也就是2、3、5、7作为“筛子”，把上面列出的数中能被2整除的合数全部划去，再把能被3整除的、能被5整除的、能被7整除的合数也逐一划去，最后留下的数就是100以内的全部素数．理由如下：

如果n不是素数，那么n有真因数a、b，

n＝ab

不妨设a≤b，这时

a2
 ≤ab＝n

[image: alt]


从而[image: alt]
 即n一定有真因数a不超过[image: alt]
 换句话说，如果n没有[image: alt]
 的真因数，那么n一定是素数．

在上面的表中，留下的数2、3、5、7当然是素数，其余的数n不被[image: alt]
 的素数整除，当然更没有[image: alt]
 （因为n≤100）的真因数，所以也都是素数．

根据同样的道理，要判明一个数n是素数，只要验证它不被[image: alt]
 的所有素数整除就可以了．例如上节的N3
 ＝539，它不被[image: alt]
 的素数2、3、5、7、11、13、17、19、23整除，所以是一个素数．

下面的表给出了1000以内的素数．

2，3，5，7，11，13，17，19，23，29，31，37，41，43，47，53，59，61，67，71，73，79，83，89，97，

101，103，107，109，113，127，131，137，139，149，151，157，163，167，173，179，181，191，193，197，199，

211，223，227，229，233，239，241，251，257，263，269，271，277，281，283，293，

307，311，313，317，331，337，347，349，353，359，367，373，379，383，389，397，

401，409，419，421，431，433，439，443，449，457，461，463，467，479，487，491，499，

503，509，521，523，541，547，557，563，569，571，577，587，593，599，

601，607，613，617，619，631，641，643，647，653，659，661，673，677，683，691，

701，709，719，727，733，739，743，751，757，761，769，773，787，797，

809，811，821，823，827，829，839，853，857，859，863，877，881，883，887，

907，911，919，929，937，941，947，953，967，971，977，983，991，997．

3.4　殆素数与1＋2
 的2




“殆”，差不多的意思．殆素数，顾名思义，与素数差别不大，也就是说它的因数个数不太多．换句话说，在殆素数的素因数分解式中，素因数的个数很少，如果只有一个素因数，那么它就是素数；如果至多有两个素因数，我们把它记为P2
 ，即P2
 ＝p或p1
 p2
 ，这里p、p1
 、p2
 为素数；类似地，如果至多有n个素因数，我们把它记为Pn
 ．

数论中有不少结果是关于素数与殆素数的．例如哥德巴赫猜测（参见第20节），目前最好的结果是“1＋2”，也就是每个充分大的偶数可以表示为p＋P2
 ，即一个素数与一个（分解式中至多有两个素因数的）殆素数之和．

问题　如果对于所有的[image: alt]
 的素数p，p∤n（p不整除n），证明：n＝p或P2
 ：

解　如果有n＝abc，其中a、b、c都大于1，那么不妨使a≤b≤c，从而

a3
 ≤abc＝n，

于是

[image: alt]


a的素因数[image: alt]
 并且p｜n，与已知矛盾，所以n＝abc不成立，从而n＝p或P2
 ．

于是不难看出，如果“筛子”精细一点，用所有[image: alt]
 的素数p来筛（像第3节那样），留下的就是≤n的素数．如果筛子粗糙一点，用所有[image: alt]
 的素数p来筛，留下的数就是≤n的素数或殆素数P2
 ．

3.5　辛勤劳动的结晶——素数表



在本章第3节，我们列出了1000以内的素数，这在应用上是远为不够的（例如，我们无法从表上知道第2节的32993是素数）．

19世纪有一位奥地利天文学家库利克造出108
 以内的素数表，断断续续共用了20年时间，可惜当时并未受到应有的重视，他的手稿也被图书馆遗失了一部分，其中包括从12642600—22852800间的素数．

1914年莱默（他的儿子与媳妇也都是编造数表的专家）造出从2—10006721的全部素数，共664999个．这张表共用了133页，每一页上有5000个素数．后来贝克与格伦伯格又把这表扩充至108
 ．

借助于电子计算机，现在≤104395301的素数已经有表可查，并且在1960年代，美国已将前6百万个素数放进电子计算机的存储系统．

假如您有兴趣去编造一张≤1000的素数表，您就会发现这并非一件轻而易举的事，并且也就可以推想到编造≤108
 的素数表，需要付出多么辛勤的劳动！

3.6　最大的素数



素数的个数是无限的（参见本章第10节至第12节），因此没有最大的素数．这里所说的最大的素数是指已知素数中最大的数．

1979年，美国一位中学生诺尔发现一个6987位的素数223209
 －1，这是当时最大的素数．同一年，美国计算机系统分析专家斯洛温斯基发现更大的素数244497
 －1，这数有13395位．1983年1月得到25962位的素数286243
 －1，创造了新的纪录．但这个世界纪录很快又被打破．目前的最大素数是915万2千多位的230402457
 －1．

由于1980年发明了新的判别素数的算法，一个100位的数，过去需要100多万年，现在只要15秒钟就能断定它是不是素数．上面所说的25962位的素数286243
 －1只用了5782秒（约1小时37分钟）就确定了它是素数．可以预料，在“最大的素数”这一问题上，将有新的“世界记录”出现．

3.7　修道士的工作——梅森数



在本章第1节，我们已经知道如果2n
 －1是素数，那么n一定是素数，这时2n
 －1称为梅森数，记为Mn
 ．但是，在p为素数时，Mp
 不一定是素数．因此需要判明对于哪些素数p，Mp
 是素数（这时Mp
 称为梅森素数）？对于哪些素数p，Mp
 是合数？

梅森（1588—1648）是法国的修道士，喜爱数学，常与科学家讨论问题．1644年，他宣布对于满足31≤p≤257的素数p，Mp
 中只有M31
 ，M67
 ，M127
 ，M257
 四个是素数，从而他得到在

p＝2，3，5，7，13，17，31，67，127，257

时，Mp
 是梅森素数．

但是，智者千虑，必有一失．梅森漏掉了四个素数：M19
 ，M61
 ，M89
 ，M107
 ，同时又把合数M67
 与M257
 误列为素数．

到目前为止，已知的梅森素数共43个，即在p＝2，3，5，7，13，17，19，31，61，89，107，127，521，607，1279，2203，2281，3217，4253，4423，9689，9941，11213，19937，21701，23209，44497，86243，110503，132049，216091，756839，859433，1257787，1398269，2976221，3021377，6972593，13466917，20996011，24036583，25964951，30402457时Mp
 为素数．其中从p＝521开始的30个素数Mp
 是1952年以后用电子计算机陆续发现的．

目前知道的5000位以上的素数共20个，这20个全是梅森素数，即M19937
 ，M21701
 ，M23209
 ，M44497
 ，M86243
 ，M110503
 ，M132049
 ，M216091
 ，M756839
 ，M859433
 ，M1257787
 ，M1398269
 ，M2976221
 ，M3021377
 ，M6972593
 ，M13466917
 ，M20996011
 ，M24036583
 ，M25964951
 ，M30402457
 ．

第一章第5节所说的难分解的大合数是梅森数2251
 －1的因数．

为了判明一个梅森数是不是素数、它的素因数分解式是什么，人们设计了很多判别法．例如费尔马发明了判别法：

如果Mp
 是合数并且q是它的素因数，那么2p｜q－1，所以q＝2kp＋1，k是某个自然数，并且从这判别法产生了著名的费尔马小定理（参见第五章第15节）．

作为这个判别法的应用，他在1640年得到

[image: alt]


另一位数学家欧拉在1732年得到

[image: alt]


到目前为止，对于p≤257，梅森数Mp
 中的所有合数的素因数分解式都已经知道，例如

[image: alt]


梅森数与数论中很多问题（例如完全数）密切相关，有极重要的应用，因此研究者不乏其人，它的历史可以写一部书，如果要包含全部有关的工作，需要几大卷著作．

3.8　费尔马说错了



由本章第1节，我们知道2m
 ＋1如果是素数，那么m＝2n
 ．形如22n

 ＋1的数称为费尔马数，记为Fn
 ．例如

[image: alt]


由于在n＝1，2，3，4时，Fn
 都是素数，费尔马断言对所有的n，Fn
 都是素数．他说错了！因为

[image: alt]


都是合数，并且当n＝

[image: alt]


时Fn
 都是合数．在n＞4时，尚未发现任何一个费尔马数是素数．因此，有人甚至提出一个与费尔马的断言相反的猜测：

除了有限个n外，Fn
 都是合数．

上述合数Fn
 的因数也很难求，1970年才知道

[image: alt]


虽然1909年就知道F8
 是合数，但直到1980年才把它分解为素因数的积．F14
 是一个合数，但它的素因数至今尚未求出一个．目前已经知道83个费尔马数的素因数分解，最大的一个是F9448
 ．

3.9　正十七边形的尺规作图



古代的数学家对尺规作图很感兴趣．在欧几里得时代，人们就知道用圆规和直尺来作正三角形与正五边形（现在的中学生也都会作正五边形与正五角星）．但是，在后来的两千多年中没有人发现其他可以用尺规作图的、边数为素数p的正多边形．取得突破的是伟大的数学家高斯，当时他才19岁．高斯发现了正十七边形的尺规作图，并指出正多边形的尺规作图与费尔马数有密切的联系，即有以下定理．

定理　当且仅当n＝2l
 p1
 p2
 …pk
 ，其中l为非负整数，素数p1
 ，p2
 ，…，pk
 是费尔马数时，正n边形可以用圆规直尺作图．

下面就是正十七边形的尺规作图：

[image: alt]


图3.1

设OA与OB为⊙O的互相垂直的半径，不妨设OA＝1，要作出⊙O的内接正十七边形，也就是把⊙O十七等分．

OB上取[image: alt]
 作[image: alt]
 又作∠EIF＝45°．然后以AF为直径作圆交OB于K．以E为圆心，EK为半径作弧交直线OA于N4
 、N6
 （如图）．过N4
 、N6
 作直线OA的垂线交⊙O于P4
 、P6
 ，则A、P4
 、P6
 即为⊙O的内接正十七边形的第1、4、6三个顶点．再在⊙O上截取[image: alt]
 则[image: alt]
 就是⊙O的十七分之一．

要证明上面作出的[image: alt]
 确实是⊙O的[image: alt]
 并不是一件轻而易举的事，这里略去不证．

高斯对这一发现极为自豪，希望能把正十七边形刻在他的墓碑上．由于某种原因，这一愿望未能实现．后来人们在他的出生地（德国的不伦瑞克）立了一块纪念碑，把正十七边形刻在这块纪念碑上．在他任教的哥廷根也立了一块碑，碑的基座是一个正十七棱柱．

在17以后的费尔马数是F3
 ＝257，F4
 ＝65537．按照高斯指出的办法，力西罗作出正257边形，用去80页纸；赫尔美斯作出正65537边形，他的手稿占据整整一只手提箱．

3.10　欧几里得的巧妙证明



自然数是无限的，因为每一个自然数n都有一个后继n＋1．素数的个数也是无限的，这一点不是很显然的，需要加以证明．

在欧几里得的《原本》里有一个极巧妙的证明（《原本》第Ⅸ卷命题20）：

采用反证法．设只有有限多个素数

p1
 ，p2
 ，…，pn
 ．

我们设法找出一个新的与p1
 ，p2
 ，…，pn
 都不同的素数来．素数是不容易找的，但是我们可以找一个合数，它不被p1
 ，p2
 ，…，pn
 整除．比如说，我们取这个合数为p1
 p2
 …pn
 ＋1，这个数的素因数p与p1
 ，p2
 ，…，pn
 都不相同，因而与假设只有有限多个素数p1
 ，p2
 ，…，pn
 矛盾．这一矛盾说明假设素数个数有限是不对的．

素数的无限性是一个重要的命题．本书提供五个不同的证明，下两节介绍第二个与第三个证明．第四个证明在第五章第6节，第五个证明在第九章第3节．通过欣赏这些证明，可以学习到数论中一些常用的方法．

3.11　费尔马数与素数的无限性



我们也可以利用费尔马数来证明素数是无限的．

虽然费尔马数并不全为素数，但费尔马数是无限的，如果我们能够证明每两个费尔马数互素，那么每一个费尔马数的素因数都与其他的费尔马数的素因数不同，因此素数的个数是无限的．

现在我们来证明对每个自然数k，
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为此，首先注意
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所以
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由于
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所以更有（1）式成立．这就完成了素数无限性的第二个证明．

3.12　量与质



这节给出素数无限性的第三个证明，方法是对≤x的素数个数进行估计．这种方法不仅能得到定性定质的结论，而且对于数量的多寡（素数在某个界限下的个数）也有了大概的谱．这也是数论（尤其是解析数论）中常用的方法．

我们设≤x的素数为p1
 ，p2
 ，…，pl
 ．考虑所有≤x的自然数n．

由唯一分解定理，可以把n表示成

[image: alt]


其中α1
 ，α2
 ，…，αl
 是非负整数．从而有自然数n1
 、m满足

[image: alt]


其中m无平方因数（所有的平方因数都归到[image: alt]
 中），即

[image: alt]


其中βi
 ＝0或1（i＝1，2，…，l）．

由于每个βi
 只有两种不同的取法（0或1），所以m的种数≤2l
 ．

另一方面，由n≤x得[image: alt]
 所以n1
 的种数[image: alt]


每一个n由一对n1
 、m确定，所以n的种数[image: alt]
 由于不超过x的自然数n恰有x个，所以

[image: alt]


从而

[image: alt]


所以≤x的素数个数l随x的增加趋于无穷．

（1）是一个很粗糙的估计．下节我们介绍比（1）精确得多的素数定理．

3.13　素数定理



这一节用π（x）表示不超过（正实数）x的素数的个数，例如

π（10.5）＝4

（不超过10.5的素数有4个：2，3，5，7）．

由前几节，我们知道当x趋于无穷时，π（x）也趋于无穷．但是π（x），也就是不超过x的素数个数大概有多大呢？它与x的大小有怎样的关系？这是一个很难的问题，也是一个很重要的问题，是素数分布理论的中心问题．

高斯与勒让德（1752—1833）等人猜测π（x）与[image: alt]
 大致相等（这里logx是x的自然对数，即以e为底的对数，e＝2.718281828459…是一个重要的常数），换句话说
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R称为余项．当x很大时，R与“主项”[image: alt]
 相比是微不足道的．

[image: alt]


勒让德（1752—1833）

（1）称为素数定理，它的证明十分困难．在高斯等人提出上述猜测后，50年内毫无进展．首先打破僵局的是俄国的大数学家切比雪夫（1821—1894），他在1849与1852年发表的两篇文章中得到当x很大时，
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这个结果与（1）已很接近．可惜的是，虽然有不少人仿效他的工作，但切比雪夫所用的方法是不能导致问题的最终解决的．

1881年，英国数学家西尔维斯特（1814—1897）发表了悲观的评论说：

“我们或许要等待世界上产生这样一个人，他的智慧与洞察力像切比雪夫一样，证明自己超人一等．”

当他说这段话时，他并不知道解决这个问题的数学家阿达玛等人已经诞生．他也没有注意到在二十多年以前，也就是1859年，德国卓越的数学家黎曼已经在一篇文章中提供了解决这个问题的钥匙（参见第9.4节）．

1896年，法国数学家阿达玛（1865—1963）与德·拉·瓦利普松（1866—1962）同时、独立地证明了素数定理．他们的证明都利用了黎曼1859的那篇论文中的思想，利用了复变函数的理论．
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阿达玛（1865—1963）

又过了五十多年，挪威数学家塞尔贝格（1917—2007）与匈牙利数学家厄尔多斯（1913—1996）在1948年找到了不利用复变函数理论的“初等证明”．可惜的是，这个“初等证明”也十分艰深，无法在这里予以介绍．

（1）中余项R的估计也是一个很难的问题，有不少人在研究它．

3.14　算术级数中的素数



在第2.2节，我们学习过等差数列
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也有人把它叫做“算术数列”或“算术级数”．

如果自然数a、d不互素，它们的最大公约数（a，d）＞1，那么（1）中每一项都是合数，（a，d）是它们的真因数．

如果a、d互素，这时（1）中的项不一定是合数，例如
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中常常有素数出现．1775年欧拉曾经断言在a、d互素时，（1）中一定有无限多个素数．1837年德国数学家狄利克雷（1805—1859）首先证明了这个结论，即有以下定理．
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狄利克雷（1805—1859）

定理　如果（a，d）＝1，那么算术级数（1）中有无限多个素数．

这个定理称为（算术级数中的）狄利克雷定理．第10节素数的无限性，也就是在自然数数列（公差为1的等差级数）中有无穷多个素数，显然是狄氏定理的特殊情况（a＝1，d＝1）．

狄氏定理的证明十分困难，有兴趣的读者请参看专门的数论书籍．不过，它的一些特殊情况，例如素数的无限性或4n＋1形的素数是无限的（也就是在算术级数（2）中有无穷多个素数）都可以直接证明（比如说用第10节的方法），不很困难．

和上一节类似，也可以进一步估计（1）中不超过x的素数个数．

此外，在（1）中出现的第一个素数的大小与d有什么关系？能否给它一个很好的估计？这就是所谓最小素数问题．

3.15　素数之间的间隙



素数之间的间隙，也就是说相邻素数的差可以任意的大，换句话说，我们可以找到任意多个连续的合数，做法如下：

用n！表示1×2×3×…×n，则

n！＋2，n！＋3，n！＋4，…，n！＋n

是n－1个连续的合数，它们分别有真因数

2，3，4，…，n．

所以在n！＋2前面的素数与在n！＋n后面的素数的差≥n．由于n可以任意选择，所以相邻素数的差可以任意的大．

如果把素数依照从小到大的顺序排列为

2，3，5，7，11，…

设pn
 为第n个素数．一方面，根据上面所证差pn＋1
 －pn
 可以任意地大．另一方面，这差与pn
 相比却不算大．对相邻素数的差进行估计也是解析数论中的一个重要问题．

贝特朗曾猜测在m与2m之间一定有一个素数，也就是说

pn＋1
 ＜2pn
 ，

换句话说，差

pn＋1
 －pn
 ＜pn
 ．

这个猜测后来被俄国数学家切比雪夫证明，因此它称为贝特朗猜测或切比雪夫定理．

有一个著名的猜测：在m2
 与（m＋1）2
 之间一定有一个素数．类似地，猜测在两个三角数之间有一个素数．这两个猜测，已有人对于≤9000000的m进行了验证，但是至今还没有人能够证明它们．

这两个猜测大致相当于在pn
 充分大时，
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现在在这方面（相邻素数差）最好的结果是
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其中c是一个正的常数．这与预期的结果（1）式还有一段距离．

3.16　一个容易的问题



问题　证明在n＞2时，n与n！之间一定有一个素数．

解　首先注意相邻的两个自然数互素：

（a，a－1）＝（a，1）＝1．

特别地，n！－1与n！互素．但≤n的自然数都是n！的因数，所以≤n的自然数都与n！－1互素，从而n！－1的素因数p＞n．

p就是在n与n！之间的素数．

这个证明所用的方法与欧几里得证明素数无限性的方法类似．

3.17　几个无理数



我们知道无理数就是无限不循环小数．例如

0.01001000100001…

就是一个无理数，因为其中连续的0的个数在无限增加（假如它是循环小数，循环节将被0“淹没”，即全由0组成，但又有1不时地在它的表达式中出现，矛盾！）．

下面的小数也是无理数：

[image: alt]


其中小数第n位an
 是0或1，根据n是不是素数来确定．即

[image: alt]


下面的小数也是无理数：

[image: alt]


它是将素数从小到大逐个排在小数点后而得到的．

这两个小数是无限不循环小数的理由如下：

根据第15节，素数之间的间隙可以任意大，即可以有任意多个连续的合数，所以（1）中可以有任意多个连续的0，从而（与本节开始的例子一样）不是循环小数．

根据狄利克雷定理，对于自然数s，在

1＋10s
 ，1＋2×10s
 ，1＋3×10s
 ，…

中存在无穷多个素数，因而有素数，它的数字中有s－1个连续的0．于是，对任意自然数s，（2）中有s－1个连续的0，从而（2）不是循环小数．

3.18　“天造地设”的素数幻方



传说大禹治水时，有一只神龟从洛水中出来，背上有一个图：

[image: alt]


图3.2

这图的每一行、每一列、每一条对角线的和都相等（都等于15）．我国古代称这个图为洛书，用现代话来说，洛书是一个三阶幻方．

有趣的是仅用素数也能组成幻方．例如下面的两个幻方．图3.3是三阶幻方，每一行、每一列、每一条对角线的和都是1077，并且填入的九个数全是素数．图3.4是四阶幻方，每一行、每一列、每一条对角线的和都是798，并且填入的这16个数全是素数．
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图3.3
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图3.4

这种素数幻方真是“天造地设”的奇迹！

3.19　有表示素数的公式吗？



能不能找到一个公式，在n为自然数时，都表示素数？

1772年欧拉构造了一个二次函数n2
 －n＋41，它在n＝0，1，2，…，40时都表示素数，但在n＝41时，它是合数，而且是一个平方数：

[image: alt]


1798年勒让德举出另一个函数n2
 ＋n＋41．有人相信它永远表示素数，实际上它可由n2
 －n＋41将n改成n＋1而得，所以它在n＝1，2，…，39时为素数，而在n＝40、41时就是合数了．不仅如此，我们可以证明有无穷多个n，使n2
 ＋n＋41被43整除，这只要取n＝1＋43m，m是自然数，那么，
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是43的倍数，并且不等于43．因此，有无穷多个n，使n2
 ＋n＋41不是素数．

用同样的方法，可以证明n的整系数多项式不可能永远表示素数．

近代的研究发现上面所举的两个例子有很深刻的内容．1965年，拉比诺维奇证明[image: alt]
 在n＝1，2，…，[image: alt]
 （其中d是除以4余3的自然数）时为素数与二次域[image: alt]
 为唯一分解域（参见第十章）等价．具有这种性质的最大的d＝163，这时[image: alt]
 恰好是欧拉所举的例子．

1967年证明了n2
 ＋n＋A在A＞41时，不能够对n＝0，1，…，A－2全得素数值．看来（对于n＝-40，-39，…，0，1，…，39）能产生80个素数的二次函数只有n2
 ＋n＋41，但在近期内证明这一猜测的希望是很渺茫的．

米尔斯曾证明存在一个实数θ，使［θ3n
 ］对所有自然数n都为素数（这里［x］表示实数x的整数部分，例如[image: alt]
 ），但是θ的值无法具体地计算出来．

看来，没有一个简单
 的公式，在n为自然数时，都表示素数（形状“笨拙”的公式则早就有了，例如哈代等著“Anintroduction to the theory of numbers”第五版第414页或杭斯伯格著“Mathematical germs”第四章）．

3.20　哥德巴赫猜测



哥德巴赫（1690—1764）是德国数学家，他于1742年写信给他的朋友欧拉说他猜测每一个大于7的奇数都可以表示成三个素数的和．欧拉在回信中指出哥德巴赫的猜测可以从下面的猜测推出：

每一个大于4的偶数都是两个素数的和．这就是著名的哥德巴赫猜测，或称为哥德巴赫—欧拉猜测．其实法国数学家笛卡儿（1596—1650）早就提出过这个猜测．

人们已经知道对于3亿以下的偶数哥德巴赫猜测成立．但还没有人能够证明这个猜测对所有的偶数成立．

在这方面的第一个重大进展是苏联数学家什尼列尔曼（1905—1938）在1930年用他创造的密率法证明了每一个自然数可以表示为不超过k个素数的和．这里k是一个固定的自然数．开始定出的k＝2×1010
 ，很快就有人把它降为k＝69．利用密率法得到的最好的结果是k＝18．即每一个自然数可以表示为≤18个素数的和．

请注意，这里说的是每一个
 自然数，而不是充分大的自然数．这是密率法独具的优点．用其他方法（圆法或筛法）只能得出关于充分大的自然数的结论．

1937年，苏联数学家维纳格拉道夫（1891—1983）用圆法证明了每个充分大的奇数等于3个素数的和．随后有人证明这里的“充分大”可用[image: alt]
 来代替．这个数超过四百万位，是一个非常巨大的数．现在这个常数已经大大缩小，但仍然是一个很可观的大数．

我国数学家在哥德巴赫问题上有卓越的贡献．陈景润用筛法证明了每一个充分大的偶数等于一个素数与一个殆素数P2
 的和，即所谓1＋2．这是目前最好的结果．

3.21　两个合数的和



哥德巴赫猜测是一个十分艰深的问题．但下面的问题却很简单：

每一个大于11的自然数都是两个合数的和．

证明如下：设n是大于11的自然数，这时有两种情况．

（1）n是偶数，我们有
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（2）n是奇数，我们有

[image: alt]


因此不论在哪种情况中，n都可以表示为两个合数的和．

3.22　孪生素数



挪威数学家布朗把相差为2的一对素数称为孪生（双生）素数．例如

3，5；5，7；11，13；17，19；29，31；41，43；…；

10016957，10016959；…

都是孪生素数．

阿特金与里彻特用计算机发现1159142982×22304
 ±1是一对孪生素数，它们有723位，是目前已知的最大的孪生素数．

是否有无穷多对孪生素数？这是一个很难的问题，至今尚未解决．

是不是每一个正偶数都能表为两个素数的差？一个正偶数是否可以是无限对素数的差？是否可以是无限对相邻素数的差？这些都是有待解决的猜测．

3.23　又一些猜测与问题



还有许多关于素数的猜测或问题，例如

11，111，1111，11111，111111，…

中是否有无穷多个素数？

101，1001，10001，100001，…

中是否有无穷多个素数？

数字中没有0的素数是有限多个还是无穷多个？

在数列

[image: alt]


与

[image: alt]


中是否有无限多个素数？

这里（1）、（2）两个数列都满足递推关系

an＋2
 ＝an＋1
 ＋an


它们分别称为斐波那契（1170—1250）数列与卢克斯数列．

这些问题至今尚未解决．

还有一个著名的问题：在
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中是否有无穷多个素数？猜测有无穷多个素数，但未能证明．目前最好的结果是（3）中有无穷多个殆素数P2
 ．

1958年吉尔布雷斯提出过一个有趣的猜测，如下图：
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图3.5

首先把前n个素数（表中n＝18）排成一行，然后算出相邻两数的差的绝对值排成第二行，再算出第二行相邻两数的差的绝对值排成第三行．依次类推，经过n步一定得到1．有人对所有＜792722的素数（即前63418个素数）进行验证，结论均成立，但没有人能证明或推翻这个猜测．

3.24　一个被推翻了的猜测



把n个自然数（n≥2）1，2，…，n分为两类，第一类中的数的素因数分解式中有奇数个素因数，第二类则有偶数个素因数．例如在n＝12时，2、3、5、7、8＝2×2×2、11、12＝2×2×3都属于第一类，1、4＝2×2、6＝2×3、9＝3×3、10＝2×5都属于第二类．

把第一类中数的个数记为On
 ，第二类中数的个数记为En
 （例如O12
 ＝7，E12
 ＝5）．波利亚（G. Polya）在1919年猜测
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他的理由是两个素数的积大于其中每一个素数，四个素数的积大于其中每三个素数的积……因此奇数个素因数的积在偶数个素因数的积的前面出现，从而（1）应当成立．作为一位数学家，波利亚当然知道这种推理是不严密的，他希望找到一个严格的证明．

进一步的研究发现由波利亚猜测（即（1））可以导出很多重要的结论，例如从它可以导出著名的黎曼假设（参见第九章第4节），这大大激发了人们的兴趣．

同时，对于n≤250000进行了验证，发现（1）均成立，这就增强了对（1）的信心．

但是1958年，这一猜测被推翻了，哈塞格罗夫证明了有无穷多个n，使得On
 ＜En
 ．1962年莱门给出使（1）不成立的最小的n是n＝906180359，这时On
 ＝En
 －1．

数论中有不少被推翻了的猜测．经过试验，归纳出来的结论必须经过严格的数学证明，否则只能称为猜测．猜测可能被人们证明也可能被推翻．


4　大师的发明——同余

同余的概念与记号都是高斯引进的．

高斯是一位伟大的数学家．他在数学上的贡献无与伦比．在分析、微分几何、非欧几何、代数、天体力学、地学、误差理论等方面都有卓越的成就．他最喜爱的数学分支是数论．他在1801年（24岁）出版的著作《算术研究》远远走在他所处时代的前面，给后代的数学家提供了丰富的研究题材．
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高斯（1777—1855）

“桃李不言，下自成蹊”，在高斯以前德国几乎没有什么重要的数学家，这位数学王子登台后，世界数学的中心逐渐转移到德国，尤其是高斯所在的哥廷根．

4.1　华生的新把戏



“亲爱的华生，你在那儿干什么？”

“歇洛克，你可别打扰我，”华生回答说，“糟了，全搞乱了！”

“你到底在干什么？”

“我想了一个游戏，从大拇指开始数起，大拇指1，食指2，中指3，无名指4，小指5．然后再回数，无名指6，中指7，食指8，拇指9．再往回数，食指10，中指11，……”
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“好了，好了”，福尔摩斯不耐烦地说，“请你简单地告诉我，你到底要干什么？”

“我想看看数到1111时应当停在哪个指头上．已经数到300多了，可惜，被你扰乱了，又得从头数起．”

“哈哈，我看这是一个很简单的问题，用不着一个一个地数．”

“那你怎么知道停在哪个手指上？”

“你会做除法吗？”

“太小看人了！难道我连除法都不会做？”

“好，你别发火．现在请你算一下1111除以8．”

“这是不能整除的，商是138，余数是7．”

“很好，不过商是多少并不重要，我们关心的是余数
 ．现在余数是7，你知道数到7时应该停在中指上，所以数到1111时，也应当停在中指上．”

“这，是什么原因呢？”华生忍不住要问．

“你先别忙说，”华生赶紧补充一句，“让我想一想．哦，我知道了，从大拇指出发，每数过8个数就又回到大拇指了，所以，我们可以把8的倍数全部去掉，只考虑余下的数是多少．这就和今天是星期一，再过1111天后是星期几是完全类似的问题．只不过算星期是考虑除以7后的余数，而现在是考虑除以8以后的余数．”

“OK！”福尔摩斯拿起小提琴，奏起了《小夜曲》．

4.2　同余



在上节，我们已经看到余数的作用．如果a、b除以m所得的余数相同，我们就说a、b同余．更一般地，如果整数a、b的差被m整除，我们说a与b（模m）同余，并记为
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符号“≡”读做“同余于”．例如
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容易知道同余式有许多与等式相类似的性质．例如，如果

[image: alt]


那么
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但是要注意，如果
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那么
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仅在（n，m）＝1时，才能从（1）推出
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以上性质的证明均不困难，所用知识不超过第一章的范围．不过这本小册子不是教科书，没有必要把证明全部罗列出来．而且在我们看来，重要的不是性质的证明，而是如何去应用这些性质．在本章内将提供很多的例子，说明同余的作用，请读者先把以上性质熟记胸中．

注：对于每一个非零整数a，a或-a是自然数，因此除去一个正负号后，我们可以像自然数那样，讨论a的倍数、因数及素因数分解．

我们规定0是任何整数的倍数．

4.3　1＋1＝0




“1＋1＝0？简直是荒谬绝伦！”一位法国将军愤慨地说．

“大概是魔鬼撒旦创造出来的玩意吧？”说这话的是一位主教．

然而，1＋1＝0是一个正确的式子，只不过这是以2为模的“模算术”．如果采用上节的记号写成
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而不是更简略的写法1＋1＝0，那么魔鬼也就不那么吓人了（注意，我们偶尔采用更简略的写法）．

在模为2时，一切整数都可以用0与1来代表：所有的偶数用0代表，奇数用1代表，（1）正好表明两个奇数的和是偶数．

还有一些有趣的式子，如
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这就把许多问题大大简化了．正好下面有一个例题，可以用来试一试“模算术”（也就是“同余”）这个新武器的力量．

例题　把1，2，3，…，64这64个数任意排列为
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计算出

｜a1
 —a2
 ｜，｜a3
 —a4
 ｜，…，｜a63
 —a64
 ｜，

再将这32个数任意排列为
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计算

｜b1
 —b2
 ｜，｜b3
 —b2
 ｜，…，｜b31
 —b32
 ｜．

如此继续下去，最后得到一个数x，问x是奇数还是偶数？

解　我们考虑（4）中各数的和与（5）中各数的和．由（2）、（3），
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即经过一次“运算”，虽然（4）变为（5），但和（奇偶性）并不改变．因此经过多次“运算”依然如此：
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即x是偶数．

4.4　在费尔马失足的地方



同余在计算中极为有用，因为只要考虑除以模m所得的余数，一个大数的加、减、乘和乘方就可以变为小得多的数（除以m所得的余数）的加、减、乘和乘方，所以很快就能导出需要的结论．这一节，我们利用同余，通过简单的计算来纠正法国数学家费尔马（1601—1665）的错误，证明费尔马数[image: alt]
 [image: alt]
 是641的倍数，即
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为此，首先注意26
 ＝64，所以
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从而
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要证（1）只需证
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也就是（约去22
 ，注意（22
 ，641）＝1）
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容易验证
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所以（4）成立，从而（3）成立，结合（2）得（1）．

4.5　整除的判别法



利用同余不难导出各种整除的判别法．例如要判别一个自然数是否被11整除，可以用它的奇数数位的数字和与偶数数位的数字和相减，当且仅当差被11整除时，这个数被11整除．理由是
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将它们分别乘以数字a0
 、a1
 、…、an
 再相加，便得
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所以数a0
 ＋a1
 ×10＋…＋an
 ×10n
 能否被11整除，就决定于差（a0
 ＋a2
 ＋…）－（a1
 ＋a3
 ＋…）能否被11整除．

同样可以导出：

一个自然数能被4整除，当且仅当它的末两位数字所成的数被4整除；

一个自然数能被8整除，当且仅当它的末三位数字所成的数被8整除；

一个自然数能被3或9整除．当且仅当它的数字和能被3或9整除；

……

事实上，我们导出的结论还不仅仅是整除的判别法，例如在一个自然数被3或9除时，我们得到的结论是所得的余数等于它的数字和被3或9除所得的余数．整除只是余数为0的特殊情况．

4.6　一个简单的数字问题



为了简便起见，我们把n＋1位数

an
 ×10n
 ＋an－1
 ×10n－1
 ＋…＋a1
 ×10＋a0


（其中an
 ，an－1
 ，…，a0
 ∈｛0，1，2，3，4，5，6，7，8，9｝，并且an
 ≠0）记为[image: alt]


问题　已知[image: alt]
 求x、y．

解　根据上节的判别法，由于[image: alt]
 所以
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即
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又由于[image: alt]
 所以
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即
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由于0≤x，y≤9，所以由（2）得
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又由0≤x＋y≤18及（1）得
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最后由（3）、（4）得
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4.7　求余数



问题　求[image: alt]
 被7除的余数．

解　我们有
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所以
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于是1010
 ，10100
 ，…，[image: alt]
 的指数10，100，[image: alt]
 可以换成它们除以6以后得到的余数．由于
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所以
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所求余数是5．

4.8　[image: alt]
 的个位数字



问题　求[image: alt]
 的个位数字，这里共有k（＞1）个47．

解　47≡7（mod 10），

所以
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现在考虑[image: alt]
 （k个47）的指数[image: alt]
 （k－1个47）除以4的余数．由于
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所以
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于是由于（1）
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即所求的个位数字是3．

4.9　1×3×5×…×1989
 的末三位数字



问题　求1×3×5×…×1989的末三位数字．

解　这个积显然是5×25＝125的倍数，设它为125m，这里

[image: alt]


除第一行、第四行与最后一行外，每行都是4个数的积，并且

这4个数的积≡1×3×（-3）×（-1）≡1（mod 8），

而
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所以
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从而
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即所求的末三位数字是3、7、5．

4.10　华生难倒了福尔摩斯



华生兴匆匆地从俱乐部回来，他在教授那里学到了一个新把戏．

“歇洛克，今天给你做一道真正的难题．”

“恐怕不是真正的难题吧？”

“你做出来再说．”华生取过一张纸，在上面写下

198619851984…321．

“你看，我从1986，1985，一直写到1，现在你把这串数的第一个数字1乘以2，加上第二个数字9，然后再乘以2，加上第3个数字8，再乘以2，…，这样继续下去直到加上个位数字1为止．再把所得的新数按这个方法办理，就是把第一个数字乘2，加第2个数字，再乘2，…，如此进行下去，直到最后得出一个位数为止．我问你，这个一位数是多少？”

“这个一位数……，”福尔摩斯靠在沙发上，抽起雪茄来．他一支接一支地抽，薰得华生不得不逃到外面去．

华生蹓跶了一个多小时，回到贝克街，门一打开，只见里面烟雾缭绕，在烟雾之中听见一个声音说：

“华生，我认输了，这道数学题我解不了．”

华生首先打开全部窗户，让烟散出一些，然后转过身对福尔摩斯说：

“歇洛克，我想你会做除法吧？”

“别挖苦人，除法谁不会做呢？”

“那么请你将19861985…321这个数除以8，请注意我只要你求出余数是多少．”

“余数是1，我只要看末三位数字就知道了．”

“很好，我要求的那个一位数就是1＋8，也就是9．”

“什么？这么简单！该死，该死，我想到哪儿去了．”

“人们常常把简单的问题想得过于复杂，聪明的人更是常犯这样的错误．”华生揶揄道，“你只不过犯了一个聪明人常犯的错误．”

聪明的读者，你知道这道题的奥妙吗？

奥妙就在于
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其余的步骤请你自己去补充，因为聪明人无需多说．

4.11　整除问题举例



同余是处理整除问题的有力工具．

问题1
 　证明：[image: alt]


解　以3为模，如果n≡0（mod 3），那么
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即[image: alt]
 当然更有[image: alt]


如果[image: alt]
 那么
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同样[image: alt]
 更有[image: alt]


问题2
 　证明：在n为奇数时，1947｜46n
 ＋296×13n
 ．

解　1947＝3×11×59，因此只要证明46n
 ＋296×13n
 能被3、11与59整除．事实上，
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并且由于n是奇数，
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所以46n
 ＋296×13n
 （在n为奇数时）被1947整除．

问题3
 　有没有自然数n，能使1955｜n2
 ＋n＋1？

解　以5为模，仿照问题1的解法可知对于自然数n，[image: alt]
 从而更有[image: alt]
 所以没有自然数n能使1955｜n2
 ＋n＋1．

问题4
 　什么样的自然数n，能使5｜1n
 ＋2n
 ＋3n
 ＋4n
 ？

解　如果n是奇数，那么
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如果n是偶数2m，那么
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从而在m是奇数时，
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在m为偶数时，

[image: alt]


综合起来，在[image: alt]
 时，5｜1n
 ＋2n
 ＋3n
 ＋4n
 ．

4.12　三角数与偶完全数的末位数字



三角数[image: alt]
 的末位数字决不会为2、4、7、9．为了证明这点，考虑以5为模，并设自然数
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其中q为非负整数，r∈｛0，1，2，3，4｝．由于
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所以根据r＝0，1，2，3，4，相应地
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即三角形1＋2＋…＋n除以5后所得余数只能为0、1、3，从而三角数1＋2＋…＋n除以10后所得余数，也就是它的末位数字只能为0、1、3、5、6、8，决不会为2、4、7、9．

偶完全数是三角数，因而它的末位数字只能是0、6或8．末位数字为0的情况不可能出现，因为偶完全数＝2m
 （2m＋1
 －1），并且2m＋1
 －1是素数，如果末位数字为0，那么5—2m＋1
 －1，从而素数2m＋1
 －1＝5，即2m＋1
 ＝6，这是不可能的．所以偶完全数的末位数字只能是6或8．

4.13　11…1
 不是平方数



证明：11，111，1111，11111，…中没有平方数．

这个问题的解法很多，利用同余的知识最为简单．

首先注意
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即平方数除以4余0（如果是偶数的平方）或1（如果是奇数的平方），而
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所以11，111，…中没有平方数．

同样可证

55，555，…

66，666，…

99，999，…

中都没有平方数．

同样的方法可以证明

11552007
 ＋342007


不是平方数，因为
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4.14　平方数的末尾能有几个4
 ？



平方数的末尾能有几个4连续出现？我们知道

122
 ＝144

所以能以两个4为结尾．

有没有以三个4为结尾的平方数呢？请大家先想一想，答案在这节的结尾．

我们先来证明没有一个平方数的末四位数字全是4．假设有
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其中y是两位数，那么
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y必定是偶数（否则（2）的左边是奇数，不可能与偶数4444 mod 10000同余）．设y＝2z，由（2）得
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从而（请回忆第13节的结论）
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矛盾！所以没有一个平方数的末四位数字全是4．

末三位数字全是4的平方数是存在的，例如

382
 ＝1444．

4.15　平方数的末位数字



由于
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所以平方数（10a＋b）2
 的末位数字与b2
 的末位数字相同，这里

b∈｛0，1，2，3，4，5，6，7，8，9｝．

在以10为模时，

12
 ≡1，22
 ≡4，32
 ≡9，42
 ≡6，52
 ≡5，

62
 ≡6，72
 ≡9，82
 ≡4，92
 ≡1，02
 ≡0．

所以平方数的末位数字只能为0、1、4、5、6、9．

由此可知

22，222，2222，…

33，333，3333，…

77，777，7777，…

88，888，8888，…

中没有平方数．结合上节，我们知道没有由相同数字组成的（两位以上的）平方数．

顺便说一下，由相同数字组成的（两位以上的）三角数只有三个，即
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这个结论的证明稍难一点．

4.16　用1、2、3、4、5、6、7
 作成的七位数



用1、2、3、4、5、6、7作七位数，每个七位数无重复数字．证明：

（1）这些七位数中没有一个能被另一个整除；

（2）这些七位数的总和能被9整除．

解　首先注意
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因此由第5节，我们知道用1，2，…，7所作的
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如果所作的七位数中有一个是另一个的倍数，那么它一定等于另一个乘以一个自然数k，2≤k≤7，但这样一来，
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矛盾！所以上述七位数中没有一个能被另一个整除．

容易知道，所说的七位数共有
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个，每个七位数≡1（mod 9），所以
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即这些七位数的总和被9整除．

4.17　无相同项的两个数列



数列｛xn
 ｝为
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满足递推关系

[image: alt]


数列｛yn
 ｝为
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满足递推关系
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证明：这两个数列没有相同的项，即（1）中的项不在（3）中出现，（3）中的项也不在（1）中出现．

解　考虑以8为模．我们有
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如果有
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那么
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因此，由x3
 、x4
 往下推可见
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同样，对于｛yn
 ｝，我们有
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如果有
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那么
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因此，由y1
 、y2
 往下推可见
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因为两个数列x3
 ，x4
 ，x5
 ，…与y1
 ，y2
 ，…除以8所得余数不同，所以这两个数列无相同的项．又由于数列｛yn
 ｝是递增的，所以y1
 ，y2
 …决不会等于x1
 与x2
 ．这就证明了｛xn
 ｝与｛yn
 ｝无相同的项．

4.18　完全剩余系



设m为自然数，任一整数必与0，1，2，…，m－1中的一个mod m同余．因此，全体整数可以分为m个类，这m个类可以称为0类，1类，…，m－1类．j类中的数都与j同余（mod m），所以同一类中的数互相同余（j＝0，1，…，m－1），不同类中的数互不同余．

从每一类中取一个数作为代表，得出的m个整数a1
 ，a2
 ，…，am
 称为模m的完全剩余系，简称完系．例如0，4，2是mod 3的完系．

为了方便，通常选择
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作为模m的完系，或者选择m个绝对值最小的整数，即在m为奇数时，取
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作为模m的完系；在m为偶数时，取
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作为模m的完系．

容易知道，如果m个数a1
 ，a2
 ，…，am
 中每两个数关于模m互不同余，那么它们必定分属模m的m个剩余类，从而这m个数组成一个（模m的）完系（例如上面的（2）或（2′）就是完系）．

假定（n，m）＝1，那么在a1
 ，a2
 ，…，am
 是模m的完系时，
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两两模m不同余（若nai
 ＋k≡naj
 ＋k（mod m），则由第2节，ai
 ≡aj
 （mod m）），因此（3）也是mod m的完系．特别地，

a1
 ＋k，a2
 ＋k，…，am
 ＋k

是mod m的完系．

我们已经看到，在许多问题中只需要考虑（除以m所得的）余数．这时可以用完系来代替整数集或自然数集，从而把一个与无限集有关的问题变为关于有限集（完系）的问题，处理起来方便得多．

4.19　有超韧性数吗？



在第1.13、1.14节中曾经说到十全数和n—韧性数．

如果自然数N乘以任意一个自然数后所得的积都是十全数，称N为超韧性数．

有超韧性数吗？

“上穷碧落下黄泉，两处茫茫皆不见．”超韧性数是不存在的．

为了证明这件事，只要证明任意一个自然数N都有一个倍数仅由数字0与1（当然允许数字重复）组成．为此，考虑无限多个数
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把它们按mod N（也就是按照除以N的余数）来分类时，由于剩余类个数有限（至多N个），所以（1）中必有两个数属于同一个剩余类，它们的差被N整除，而这个差显然是由数字0与1组成的数．

思考题　如果N的个位数字为7，证明：一定有仅由数字9组成的数被N整除．

答案见第5.13节
 ．

4.20　抽屉原则牛刀小试



把一批苹果放入n个抽屉中．如果苹果的个数大于n，那么一定有一个抽屉中苹果的个数≥2，这个简单的结论称为抽屉原则，它有很多应用．在上一节，我们把数
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作为“苹果”，mod N的剩余类作为“抽屉”．抽屉只有N个，苹果却有无数多个，因此必有一个“抽屉”里有两个（或更多个）苹果，也就是（1）中一定有两个数在mod N的同一个剩余系中．

应用抽屉原则，我们可以证明：从任意的n个整数，a1
 ，a2
 ，…，an
 中，可以选出若干个数，它们的和（包括只有一个数的情况），被n整除．

为了证明这点，考虑n个数
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如果（2）中有一个数被n整除，结论已经成立．否则的话，（2）中的n个数都不在mod n的剩余类0中，也就是它们属于mod n的n－1个剩余类1，2，…，n－1．这样，“苹果”（也就是（2）中的数）的个数n大于“抽屉”（n－1个剩余类1，2，…，n－1）的个数n－1，因此（2）中一定有两个数属于mod n的同一个剩余类，即它们mod n同余，从而它们的差被n整除．而（2）中任意两个数的差显然是

ak
 ＋ak＋1
 ＋…＋am


的形式，所以结论成立．

4.21　在不定方程中的应用



利用同余可以证明一些不定方程（关于不定方程请参看第六章）无解．

例题1
 　证明：不定方程
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没有整数解，即没有整数x、y、z使（1）成立．

解　以8为模．对于

x≡0，±1，±2，±3，4（mod 8）

有

x2
 ≡0，1，4，1，0（mod 8），

即对于任一个整数x，

x2
 ≡0，1，4（mod 8）．

这里我们又得到平方数的一个特征．

同样，对任一整数y，

y2
 ≡0，1，4（mod 8），

所以

x2
 ＋y2
 －8z≡0，1，2，4，5≢6（mod 8）．

从而（1）无解．

例题2
 　证明：不定方程
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仅有一组平凡解x＝y＝z＝0．

解　这次考虑以7为模．如果有7α
 —（x，z），α为自然数，那么设

x＝7α
 x1
 ，z＝7α
 z1
 ，

x1
 、z1
 为整数，代入（2）得
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（3）中[image: alt]
 及[image: alt]
 为72α
 整除，所以

72α
 ｜7y2
 ．

从而由素因数之唯一分解定理，7α
 ｜y．设

y＝7α
 y1
 ，

代入（3）并化简得
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除非x＝z＝0（这时y＝0），用上面的方法约去7的幂后，我们总可假定（2′）中[image: alt]
 即
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与
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不同时成立．这时由

x1
 ≡0，±1，±2，±3（mod 7）

得
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同样对任一整数z1
 ，
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于是仅在x1
 ≡z1
 ≡0（mod 7）时才有

[image: alt]


而上面已假定（4）、（5）不同时成立，所以（6）不可能成立．于是（2）只有平凡解x＝y＝z＝0．

请注意例2开头的那段讨论，在解不定方程时常常用到．经过这样处理后，7∤（x，z），因而问题简化了．后面几处提到费尔马爱用的无限递降法（第八章第5节与第十章第1节）实际上已经滥觞于此．

4.22　在堆垒问题中的应用



与上节类似，我们可以利用同余证明：

（1）1983≠两个平方数的和．

（2）三个连续整数的平方和不是立方数．

（3）8n
 ＋7形的数不能表为三个平方数的和．

（4）有无穷多个数不能表成三个立方数的和．

（5）1599≠14个四次幂的和．

把一个自然数表示为若干个某种类型的自然数的和，属于堆垒数论（加法数论）的范畴．利用同余来解这些问题的关键是选择一个适当的数为模．什么样的数是适当的？这只有具体问题具体分析，无法笼统地回答．牛顿曾经说过，“在数学中，例子比法则更重要”．现在我们就来看看上面的五个问题的解法．

（1）以4为模．对于

x≡0，±1，2（mod 4），

有

x2
 ≡0，1（mod 4）．

在第12节，已经得到这一结论．现在利用完全剩余系给出了又一种证法．所以

x2
 ＋y2
 ≡0，1，2（mod 4），

而

1983≡3（mod 4），

所以，1983不能表成平方和x2
 ＋y2
 ．一般地，4n＋3形的数不能表为两个平方数的和．

（2）设三个连续整数为n－1，n，n＋1，则

（n－1）2
 ＋n2
 ＋（n＋1）2
 ＝3n2
 ＋2，

对于

n≡0，±1，±2，±3，±4（mod 9），

有

n2
 ≡0，+1，+4，-2（mod 9），

所以

3n2
 ＋2≡2，-4（mod 9）．

另一方面，对于

m≡0，±1，±2，±3，±4（mod 9），

有

m3
 ≡0，±1（mod 9），

所以

（n－1）2
 ＋n2
 ＋（n＋1）2
 ＝3n2
 ＋2≢m3
 （mod 9）．

因此三个连续整数的平方和不等于立方数．

（3）以8为模．在上一节，我们已经知道

x2
 ≡0，1，4（mod 8），

所以
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因此，8n＋7形的数不能表为三个平方数的和．

（4）以9为模．在问题2中已知

m3
 ≡0，±1（mod 9）．

所以
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因此，形如9n±4的整数不能表成三个立方数的和．

（5）以16为模．对于

x≡0，±1，±2，±3，±4，±5，±6，±7，8（mod 16），

有

x4
 ≡0，1（mod 16），

因此

[image: alt]


而

1599≡15（mod 16），

所以

1599≠14个四次幂的和．


5　欧拉的φ函数

“读读欧拉，他是我们大家的导师．”

[image: alt]


欧拉（1707—1783）

拉普拉斯（1749—1827）的话是十分正确的．欧拉是一位伟大的导师，他的论文和书有860多篇（本），数量多，质量高，内容深刻，涉及面广，有许多是开创性的工作．古往今来，能与欧拉相颉颃的数学家寥若晨星．

学习数论的人会认为欧拉是专攻数论的，学分析的又会以为分析是欧拉的兴趣所在，学微分方程的却觉得方程是欧拉的主攻方向．总之，从初等到高等，从应用数学到数论，拓扑，欧拉的名字到处出现，简直像万能的上帝，无处不在．

欧拉是瑞士人，在彼得堡与柏林工作过很长时间．1735年，他瞎了一只眼睛，1766年，他另一只眼睛也看不见了，但他仍坚持研究工作，直到最后一秒钟．

“他停止了研究工作，

也就结束了自己的生命．”

5.1　放石子



如图5.1，把一个圆盘等分为28份，并标上数0，1，2，…，27．

[image: alt]


图5.1

选一个数a∈｛0，1，2，…，27｝，先在0处放1枚石子．从0出发，每向前（逆时针方向）数a格就放1枚石子．例如a＝6时，依次在

0，6，12，18，24，2，8，14，20，26，4，10，16，22

这14个格子上放上石子．问：a是什么数时，能在每个格子中都放上（至少1枚）石子？

这个问题实质上就是第1.15节的分油问题．

设（a，28）＝d，由裴蜀恒等式，有自然数A、B使
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或者用同余符号写成
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（1）或（2）意味着走A步后到达d格．

既然能到达d格，当然（走A步、2A步、3A步、……）也就能到达

[image: alt]


格（请注意，我们是在做“模算术”！）．

另一方面，对任意的自然数n，na（mod 28）都是d的倍数，即形如na－v·28的数（v是整数）都是d的倍数，所以能到达的格子全在（3）中．

综上所述，恰好能在[image: alt]
 个格子中放上石子，因此，要在每个格子中都放入石子，必须

d＝（a，28）＝1

这样，a应取

[image: alt]


这12个数中的某一个．

在模m的完系中去掉那些与m的公约数大于1的数，剩下的数称为模m的缩系（缩化剩余系）．例如上面的（4）就是mod 28的一个缩系．

如果a属于mod m的缩系，也就是（a，m）＝1，这时
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一定产生出mod m的一个完系（每个格子都放上石子就是产生一个完系！），所以我们称a为mod m的（加法）生成元．

缩系中的数（生成元）的个数，即1，2，…，m中与模m互素的数的个数，记为φ（m）．例如

φ（28）＝12．

φ（m）称为欧拉函数．这个函数是欧拉在1760年证明欧拉定理（第11节）时引入的．但记号φ却是在高斯的名著《算术研究》中首先出现的．

第4节将给出φ（m）的计算公式．

5.2　空格有了石子



如果在上节的圆盘中，有r个格子已经放了石子，r＜28．将每个石子向前移动3步，这时一定有（至少）一个原来空着的格子现在有了石子．你能证明这个结论吗？

我们用两种方法来证明这一结论．

第一种方法　假定结论不成立．于是，如果第k格原来放有石子，那么第（k＋3）格一定不是（原来）空着的格子．

不妨认为原来有石子放在0格上（否则将编号改一下，以一个有石子的格子作为0格），根据上面所说，号码为
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的格子上原来都放有石子．

但（3，28）＝1，所以3是mod 28的生成元，（1）产生mod 28的一个完系，也就是每个格子上原来都放有石子．这与r＜28矛盾！

第二种方法　设原来石子放在号码为
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的格子上，移动后放在号码为

[image: alt]


的格子上．如果原来的空格在石子移动后仍然是空格，那么（2）、（3）实际上是同一组数，至多次序有所不同，所以

[image: alt]


但bi
 ≡ai
 ＋3（mod 28），i＝1，2，…，r．所以由（4）得

3r≡0（mod 28），

由于（3，28）＝1，所以

r≡0（mod 28）．

即28｜r，这与r＜28矛盾．

显然28可以改为任意一个自然数m，3改为任意一个与m互素的自然数．

在第八章第11节还要将上面的结论推广．

5.3　染色问题



第二十六届国际数学奥林匹克有这样一道赛题：

设自然数a＜m，并且a与m互素．把集合M＝｛1，2，…，m－1｝中的数染上红色或黑色，使得

（i）对每个i∈M，i和m－i同色；

（ii）对每个i∈M，i≠a，i和｜a－i｜同色．

求证：集M中所有的数都染了同一种颜色．

这个问题的解法很多．我们的做法是先把0染上与a相同的颜色，这样（ii）中的限制i≠a就可以取消．

然后把每一个整数染上颜色，方法是属于mod m的第i类的染上与i相同的颜色（i＝0，1，2，…，m－1），这也可以说成是把mod m的剩余类染上颜色．

由上面的染色法及（i），我们知道对任一整数j，j与-j是同色的，因而j与｜j｜也是同色的．

再根据（ii），j与j－a是同色的，换句话说相差为a的两个数是同色的，因此
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都与a同色．

另一方面，由于（a，m）＝1，（1）产生mod m的一个完系，从而每一个整数都与a同色．这就证明了集M中所有的数同色．

注：（1）中第m个数为ma≡0（mod m）．以后又重复出现a，a＋a，a＋a＋a，…，0，所以（1）中前m个数构成mod m的完系．

5.4　φ（n）的计算公式



本节的目的是给出φ（n）的计算公式．

在第二章第10节，我们曾指出σ（n）与d（n）都是积性函数，即对于互素的自然数a、b，
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在第8节，我们要证明φ（n）也是积性函数．因此，如果n的素因数分解式是[image: alt]
 那么
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这样求φ（n）的问题就化为简单得多的求φ（pa
 ）的问题，其中p为素数．

对于素数p，我们知道在≤pa
 的自然数中，有[image: alt]
 个数是p的倍数，其余的都不被p整除，因而它们与pa
 互素，所以在≤pa
 的自然数中有

[image: alt]


个数与pa
 互素，即

φ（pa
 ）＝pa－1
 （p－1）．

于是

[image: alt]


这就是φ（n）的计算公式．例如

[image: alt]


此外由欧拉函数的定义，显然有

φ（1）＝1．

5.5　一个求和问题



在第二章第1节，我们知道

[image: alt]


现在要求

[image: alt]


即求所有小于100且与100互素的自然数的和．

当然，一项接一项地相加也可以求出这个和，但太麻烦，花费时间太多，如果把100改为更大的数，例如1000，你就会发现作这样的加法是十分繁重的任务．

有没有简便的方法呢？（1）的求和法或许会给我们一点启发：把（2）中各项的次序颠倒过来写！即写成

[image: alt]


由于在a与100互素时，100－a也与100互素，而a＋（100－a）＝100，所以将（2′）与（2）相加得

[image: alt]


因此

1＋3＋7＋9＋…＋99＝2000．

一般地，小于m且与m互素的自然数的和等于[image: alt]


5.6　副产品



从第4节计算φ（n）的公式还可以得到素数无限性的第4个证明．

仍然采用反证法，假定只有有限多个素数p1
 ，p2
 ，…，pk
 ．

令

n＝p1
 p2
 …pk
 ．

在≤n的数中，1与n互素，其余的数都与n有公共的素因数，因此与n互素的数只有1个，即

φ（n）＝1．

但由第4节公式

φ（n）＝（p1
 －1）（p2
 －1）…（pk
 －1）

显然大于1，这矛盾就说明素数是无限的．

5.7　30
 有惊人的性质



30这个普普通通的数，貌不惊人，却具有一个特殊的性质：不超过它并且与它互素的数中除去1外全为素数（事实上，≤30并与30互素的8个数是1，7，11，13，17，19，23，29）．

比30大的数决不具有这种特性，即30是具有这种性质的最大的数．下面给出一个证明（只想知道结论而不爱读细节的读者不必看）：

设自然数n＞30并且具有上述特性，即除去1外，小于n并与n互素的数全是素数．

设p是[image: alt]
 的素数，则p2
 ＜n．因为p2
 不是素数，所以根据n的特性，p2
 不与n互素，从而

p｜n．

把小于[image: alt]
 的全体素数依大小顺序排列为

p1
 ＜p2
 ＜…＜pk
 ．

根据上面所证p1
 ，p2
 ，…，pk
 都是n的约数，即p1
 p2
 …pk
 ｜n，所以

[image: alt]


另一方面，第k＋1个素数

[image: alt]


由第3.15节的贝特朗假设（即切比雪夫定理），

[image: alt]


于是由（2）、（3）得

[image: alt]


结合（1）得

p1
 p2
 …pk
 ＜8pk
 pk－1
 ，

从而

p1
 p2
 …pk－2
 ＜8，

但

p1
 p2
 p3
 ＝2×3×5＞8，

所以
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从而

[image: alt]


由于[image: alt]
 所以

（2×3×5）｜n．

因而n只可能为60、90、120．但49与60、90、120互素，并且49不是素数，所以60、90、120这三个数均不具有上述特性，矛盾！证毕．

在＜30的数中具有上述特性的还有

1，2，3，4，6，8，12，18，24．

5.8　φ（n）
 是积性函数



这一节证明φ（n）是积性函数，即对于互素的自然数a、b，有
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我们把≤ab的自然数排成一个长方形的表
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表有a列，每一列有b个数．同一列中的数在mod a的同一个剩余类中，不同列的数mod a不同余．由于（a，b）＝1，根据第4.18节第k列的b个数

k，k＋a，k＋2a，…，k＋（b－1）a

构成mod b的一个完系（k＝1，2，…，a）．

删去表中那些与a不互素的数，只剩下φ（a）列．再删去那些与b不互素的数，每一列中留下的数构成mod b的一个缩系，恰有φ（b）个数．因此，一共留下φ（a）φ（b）个数．

另一方面，留下的数既与a互素也与b互素，因此与ab互素，从而这些数的个数是φ（ab），于是

φ（ab）＝φ（a）φ（b）．

5.9　“我正是这样想的！”



不超过1000的自然数恰好有1000个，它们的全体就是集合

M＝｛1，2，3，…，999，1000｝，

其中与1000互素的也就是最大公约数为1的有φ（1000）个（这正是φ（1000）的定义）．我们现在提一个很自然的问题：

M中与1000的最大公约数为2的数有多少个？

假设2x∈M并且（2x，1000）＝2，那么

（x，500）＝1，

并且x属于集合

M′＝｛1，2，…，499，500｝．

反过来，如果x∈M′并且（x，500）＝1，那么2x∈M，并且（2x，1000）＝2．因此M中（与1000的最大公约数为2）的数2x与M′中（与500互素）的数x是一一对应的，从而M中与1000的最大公约数为2的数共φ（500）．

再前进一步，我们用完全同样的推理可以得出更一般的结论：

M中与1000的最大公约数为d的数共[image: alt]
 个．

还可以再前进一大步，如果你注意到M中的数可以按照它们与1000的最大公约数来分类，那么便能发现各类中元素个数的总和是1000，即

φ（1000）＋φ（500）＋…＋φ（1）＝1000．

这里左边是对1000的全部因数求和（当d跑过1000的全部因数时，[image: alt]
 也跑过1000的全部因数）．

更一般地，
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其中左边的和号[image: alt]
 表示对所有的φ（d）求和，d跑遍n的因数．

高斯首先发现了（1），并写在他的名著《算术研究》中（高斯在20岁时写成这本名著，1800年寄给法国科学院，法国科学院拒绝出版，1801年高斯在德国出版了这本书）．高斯是怎样发现这个结论的，我们无法知道，因为他的论文总是十分精练，逻辑严密，无懈可击，读者难以知道他的原始的想法（有位评论家说，高斯像狐狸走过雪地那样，用尾巴扫去了一切痕迹）．如果能有一部时间机器，让我们回到高斯的时代，见到这位大数学家，或许看到上面的推导过程，他会点头微笑：我正是这样想的！

5.10　卡片上的数



设想有无限张卡片，每张卡片上写有1个自然数（可能有些自然数被重复写了多次也可能有些自然数一次也没有写）．如果对每一个自然数m，写有m的约数的卡片恰好有m张，证明：对每一个自然数n，至少有一张卡片上写了这个数．

这个问题的解法颇有技巧．对于自然数n，我们设写有n的卡片有ψ（n）张，要证明的结论是对每一个n，ψ（n）＞0．

实际上，我们可以证明ψ（n）就是欧拉函数φ（n），即ψ（n）＝φ（n）．

事实上，在n＝1时，它只有1个约数即1，根据已知恰有n＝1张卡片写了约数1，所以

ψ（1）＝φ（1）＝1．

假设对于≤k的自然数n，
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由于写有k＋1的约数的恰有k＋1张，其中写有约数d｜k＋1的恰好有φ（d）张，所以
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但由上节
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两式相减，注意在d＜k＋1时φ（d）与φ（d）互相抵消，因此得

0＝φ（k＋1）－φ（k＋1）．

即（1）式对n＝k＋1也成立．于是，由ψ（1）＝φ（1）逐步推得ψ（2）＝φ（2），ψ（3）＝φ（3），…（读过高中数学的读者知道这是数学归纳法），即ψ与φ是同一个函数．

5.11　欧拉定理



在第四章第11节，我们看到

106
 ≡1（mod 7），

一般地，在（a，m）＝1时，

aφ（m）
 ≡1（mod m）．

这称为欧拉定理．

为了证明这个定理，考虑mod m的一个缩系
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用a去乘它们得
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由于（a，m）＝1，所以（2）中的φ（m）个数仍然与m互素，它们是mod m的缩系．（1）、（2）都是mod m的缩系，把顺序适当调整后，（2）中的数与（1）中的数两两同余，因此

ab1
 ·ab2
 …abφ（m）
 ≡b1
 ·b2
 …bφ（m）
 （mod m），

约去b1
 b2
 …bφ（m）
 得

aφ（m）
 ≡1（mod m）．

5.12　7
 的幂结尾能是0000001
 吗？



74
 ＝2401，末位数字是1．

有没有7的（自然数）幂结尾为001？为0000001？

不要犯经验主义的错误，贸然回答没有．

这一次答案是肯定的，有！

欧拉定理是最好的工具．由于（7，10）＝1，所以

7φ（10000000）
 ≡1（mod 10000000），

即7φ（10000000）
 的结尾是0000001．

φ（10000000）
 ＝26
 ×56
 ×（5－1）＝4000000，

所以

7φ（10000000）
 ＝74000000


是个非常巨大的数，没有理论的指导，是很难想到这样的“巨数”的．

5.13　数字全不为0
 的倍数



如果n的末位数字为7，那么n一定有一个倍数，它的数字全不为0．请证明这个结论．

解决这个问题的途径至少有两条．

第一条是依据欧拉定理，由于n的末位数字为7，所以
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从而

10φ（n）
 ≡1（mod n）

即10φ（n）
 －1＝99…9（φ（n）个9）是n的倍数．

第二条是仿照第四章第19节，n有一个形如111…100…0的倍数．由于（1），n有一个形如111…1的倍数（当然更有一个形如999…9的倍数）．

5.14　79999

 的末三位数字



设79999
 ＝x，要求x的末三位数字．

这种问题在上一章已经遇到过，但现在用欧拉定理更为简捷．

我们有φ（1000）＝400，所以

7x＝710000
 ＝7400×25
 ≡125
 ＝1（mod 1000），

即

7x≡1001（mod 1000），

因此
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即79999
 的末三位数字为1、4、3．

5.15　费尔马小定理



在公元前500年左右，也就是孔夫子的时代，我国已经知道素数p｜2p
 －2，即

2p
 ≡2（mod p）

1640年6月左右，费尔马在研究完全数时重新发现了这一性质．10月份，他宣称对于更一般的结论：在p∤a时，

ap－1
 ≡1（mod p）

已经找到了证明．这一结论通常称为费尔马小定理．它是欧拉定理的特殊情况，即在第11节中令m＝素数p（这时φ（m）＝p－1）便得
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（1）也可以写成
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作为费尔马小定理的应用，我们来证明
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首先请注意341是合数：341＝11×31，因此不能对341直接用费尔马小定理，而只能分别考虑11与31，由（2）有
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所以有
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及
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由（4）、（5）即得（3）．

5.16　伪素数



如果自然数n＞1，并且n│2n
 －2，我们称n为伪素数．

根据上一节的费尔马小定理，素数一定是伪素数．但是伪素数不一定是素数，例如
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但341＝11×31是合数（参见上节末）．

如果把不是素数的伪素数依从小到大的顺序排起来，那么341是第1个，561＝3×11×17是第2个．

费尔马数（第3.8节）Fn
 ＝22n

 ＋1都是伪素数，因为
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是[image: alt]
 的倍数．

已经知道偶的伪素数有无穷多个，最小的一个是

161038＝2×73×1103．

易证奇的、不是素数的伪素数有无穷多个．但伪素数是否一定不含平方因子（即它的素因数分解式中，每一个素因数的指数都是1）？还是尚待解决的问题．

5.17　群、环、域



读者或许听到过群、环、域这些名词，它们是近代数学中的重要概念．这一节我们作一点描述性的介绍．

在自然数集中可以进行加法运算，但不一定能进行减法运算，例如2-3就不能在自然数集中进行．

在整数集Z
 中可以进行加法运算，也可以进行减法运算．

同样，在mod m的完系中可以进行加法运算，也可以进行减法运算．

如果在一个集合中可以进行一种运算（例如加法），适合结合律，并且还可以进行这种运算的逆运算，我们就说这个集合（对于这种运算）是一个群．

因此整数集合Z
 、mod m的完系都是（加法）群，自然数集不是（加法）群．

如果在一个加法群中，还有一种适合结合律的运算——乘法运算，并且分配律也成立，即对于这群中任意的三个元a、b、c有

[image: alt]


我们就说这个加法群是一个环．

例如整数集Z
 是环，mod m的完系也是环，有理数集Q
 也是环．

如果在一个环中，可以进行乘法运算的逆运算——除法（当然除数不能为0），我们就称这个环为域．

有理数集Q
 是域，实数集R
 、复数集C
 也都是域．

整数环（整数集合）Z
 不是域．

在m为合数时，mod m的完系也不是域．

在m为素数时，mod m的完系是域．因为1，2，…，m－1中任一个数a与m互素，是m的（加法）生成元，所以对任一个数b，存在n，使得

na＝a＋a＋…＋a（n个a）≡b（mod m）

即可以施行除法运算b÷a（＝n），只要a≠0．

设整数d不含平方因子，集合
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也是域（请读者自己验证）．我们说这个域是由有理数域Q
 “添加”（无理数）[image: alt]
 而得到的，并把它记为[image: alt]
 在第十章中还要提到这个域．


6　一些不定方程的解

不定方程通常是指整系数的方程（组），其中未知数的个数多于方程的个数，需要求出方程（组）的整数解或正整数解．

不定方程又称为丢番图方程，因为古希腊的丢番图曾经写过一本关于不定方程的书《算术》，这本书被英国数学家巴赫特译成英语，给欧洲数学带来很大的影响（著名的费尔马大定理就写在这书的英译本上）．

6.1　百鸡问题



这是我国古代（约公元五世纪中叶南北朝时期）算书《张丘建算经》中的一个问题．大意是：

公鸡一只5元，母鸡一只3元，小鸡一元3只．一百元共买100只鸡．问公鸡、母鸡、小鸡各多少？

设公鸡、母鸡、小鸡的只数分别为x、y、z，则
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这种一次不定方程（组）的解法很多，这里先介绍一种．这种解法的要点是选择一个或几个未知数作为“自由未知数”．将其余的未知数用这些自由未知数表示．例如我们选择z作为自由未知数．由（2）去分母得

[image: alt]


（3）－9·（1）得

6x＝8z－600，

即
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再代入（1）得
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由于x、y、z都是非负整数，所以从（4）、（5）可知3│z并且
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即
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于是得
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表中的每一组x、y、z都是问题的答案．

6.2　另有妙法



从上一节可以看出方程
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的整数解（不要求它是正的）是
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其中t为整数，这个解也可以用下面的方法求出：

首先设x＝0，这时从方程组容易解出y＝25，z＝75．

然后由方程组的系数表（系数矩阵）
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得到三个行列式（定义见下面的（5＇））
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约去它们的公因数得到4、-7、3（或-4、7、-3，这两者无实质差异）．这样就可以写出方程的一般解（3）．

一般地，一个齐次线性方程组
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的解满足
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其中
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称为二阶行列式．

非齐次的线性方程组（系数都是整数）
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的整数解为
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其中t为整数．A、B、C是相应的齐次方程组（4）的三个行列式，即[image: alt]
 D是它们的最大公因数．

x0
 、y0
 、z0
 是（6）的一组特（特定的）解．这组解可以用“尝试法”来求，即在x、y、z中取定一个，比如说x＝0，然后由（6）解出y、z．如果你运气好或者眼力好，你求出的y、z都是整数，那么这组x、y、z就是所要求的特解．如果y或z中至少有一个不是整数，改取x＝1再解方程（6）．这样继续下去总会得到一组满意的、全为整数的x、y、z．

由于计算机的使用，尝试法如虎添翼，很快就可以把特解求出来．不过，在尝试之前应当注意一下：先取定x，至多要代[image: alt]
 次；先取定y，至多要代[image: alt]
 次；先取定z，至多要代[image: alt]
 次．因此，通常应先取定x、y、z中的那个未知数，它对应于│A│、│B│、│C│中值最小的．

6.3　中国剩余定理



“三人同行七十稀，　　

五树梅花廿一枝．　

七子团圆正月半，　

除百零五便得知．”

这首七言诗隐含着解下面一类问题的钥匙：

“一堆棋子三三数余2，五五数余3，七七数余4，求这堆棋子的个数．”

我国古代称这类问题为“韩信点兵”．解法是用三个余数2、3、4分别乘70、21、15（月半），再相加：

2×70＋3×21＋4×15＝140＋63＋60＝263．

263就是问题的一个解．如果要求出最小的正解，还要除去即减去若干个105，直到结果小于105，即

263－105－105＝53．

53是最小的正整数解，53＋105k（k为整数）是一般解．

这里的70、21、15及105是怎样得来的呢？

105是3、5、7的最小公倍数．

70是5、7的公倍数并且除以3余1．要得到这个数，我们可以先算出［5，7］＝35，然后用35，2×35，3×35，…除以3，看哪一个的余数为1（利用同余往往更为简便）．

21是3、7的公倍数并且除以5余1．

15是3、5的公倍数并且除以7余1．

了解了造“钥匙”的秘密后，我们自己可以编造一些问题．例如把3、5、7改为3、5、11，相应的四个数为
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及
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（会写诗的同志请编一首诗来记住这些“钥匙”）

上面的歌诀可以写成一般形式：如果m1
 、m2
 、…、mk
 两两互素，那么同余方程组
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有解，并且解为
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其中Mi
 ＝ki
 m1
 m2
 …mi－1
 mi＋1
 …mk
 除以mi
 余1．

这个结论被世界各国称为中国剩余定理（或孙子定理），是我国古代数学的一项辉煌成果．

6.4　太阳神的牛



古希腊的数学家阿基米德在给朋友的一封信中说到一个有趣的问题；可以扼要叙述如下：

太阳神阿波罗的牛在原野上吃草，牛的颜色有白、黑、蓝、黄四种，如果用W、X、Y、Z分别表示这四种颜色的公牛数，ω、x、y、z分别表示这四种颜色的母牛数，那么有
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问太阳神有多少牛？四种颜色的公牛、母牛各有多少？

这又是一个一次的不定方程组，可以用第1节的方法来解，详细的演算这里略去，答案是

[image: alt]


牛的总数是50339082k，其中k是自然数．即使k＝1，牛的总数也已经超过了五千万．

阿基米德又添上一个要求

W＋X＝平方数．

要满足这个要求，只需注意
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要使它成为平方数，必须

k＝3×11×29×4657n2
 ，n为自然数．

即使n＝1，k也超过四百万，牛的总数超过两百万亿，这个数实在大得惊人，地球上哪里能放下这么多牛！

6.5　勾股数



大家都知道在直角三角形中，两条直角边（勾、股）的平方和等于斜边（弦）的平方．我们把满足方程
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的自然数x、y、z称为勾股数，并把三边都是整数的直角三角形称为勾股三角形．

（1）是一个二次不定方程，它的解法也很多，这节介绍一种解法．

首先注意x、y中至少有一个是偶数，否则的话x、y全为奇数，
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从而
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但是平方数z2
 ≢2（mod 4）（参见第四章第13节）．所以，x、y中必有一个为偶数，不妨设x为偶数．

其次，如果x、y的最大公约数d＞1，那么由于d2
 │（x2
 ＋y2
 ），由（1）得d2
 │z2
 ，从而d│z．设x＝x1
 d，y＝y1
 d，z＝z1
 d在（1）的两边约去d2
 得
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其中（x1
 ，y1
 ）＝1．因此，我们可以假定x、y互素（如果有公约数d＞1即把它约去）．根据同样道理，（x，z）│y，所以，x、y互素时有（x，z）＝1及（y，z）＝1．

把（1）改写成
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由于x是偶数，y、z与x互素，所以y、z都是奇数，y＋z、z－y都是偶数，因此由（2）得
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而
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所以[image: alt]
 的素因数分解式中无相同的因子．由（3）式，[image: alt]
 都必须是平方数，设
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其中（u，v）＝1，则

x＝2uv，

并且由（4）、（5）得

[image: alt]


因此，如果（x，y）＝d，那么（1）的解是

[image: alt]


其中u、v、d都是自然数，并且（u，v）＝1．

6.6　换一换汤



上节方程

[image: alt]


的解法也可以略加修改，不换药，换一换汤．

首先和上一节一样，我们假定x是偶数．然后把（1）改写成

[image: alt]


并且设这些值为既约分数[image: alt]
 ，（u，v）＝1．由

[image: alt]


得

[image: alt]


根据第二节的公式（5）

[image: alt]


上式的三个分母的最大公因数为1（事实上，第一个分母uv的素因数整除u、v中的一个而不整除另一个，所以它一定不整除u2
 －v2
 与u2
 ＋v2
 ），因此这三个分数都是整数（与裴蜀定理类似，有整数A、B、C，Auv＋B（u2
 －v2
 ）＋C（u2
 ＋v2
 ）＝1，所以（3）中比值是整数[image: alt]
 ），即有

[image: alt]


其中u、v、d都是整数，并且（u、v）＝1．

6.7　复数与勾股数



学过高中数学的读者或许会发现复数与勾股数有很密切的关系．所谓复数就是形如a＋bi的数，其中a、b是实数，i称为虚数单位，满足i2
 ＝-1．

如果a、b都是整数，a＋bi称为复整数或者高斯整数（参见第十章第5节），高斯整数的集合是一个环（环的定义在第五章第17节）．

任取一个高斯整数u＋vi，那么

[image: alt]


由它的实部u2
 －v2
 与虚部2uv可以得出一组勾股数，事实上

[image: alt]


例如由

[image: alt]


得到

[image: alt]


这里5是复数（2＋i）2
 的模（u2
 ＋v2
 是（u＋vi）2
 的模）．再如

由

（3＋5i）2
 ＝-25＋30i

得到

252
 ＋302
 ＝342
 ．

这里34是（3＋5i）2
 的模（34＝32
 ＋52
 ）．

每一组勾股数都可以用这个方法得出．

如果将复数（u＋vi）2
 用复平面上的点A表示，那么OA就是（u＋vi）2
 的模│u＋vi│2
 ＝u2
 ＋v2
 ，OA在实轴上的投影OB＝（u＋vi）2
 的实部u2
 －v2
 的绝对值，而AB是（u＋vi）2
 的虚部2uv的绝对值．对直角三角形OAB应用勾股定理，得到的结果恰好是（1）．

6.8　x2
 ＋y2
 ＝（y＋1）2
 的解



一个边长为整数的直角三角形，如果斜边与一条直角边是连续整数，那么设三条边为x、y、y＋1就有

[image: alt]


这个方程的解特别容易求，根据第5或第6节的公式（注意d＝（y，y＋1）＝1）

[image: alt]


而

[image: alt]


或

[image: alt]


所以

[image: alt]


或

[image: alt]


（3＇）即2v2
 ＝1无整数解．由（4＇）得

[image: alt]


因此

[image: alt]


这时

[image: alt]


其中v是自然数．

（5）就是问题的正整数解．

6.9　单位圆上的有理点



在坐标平面内，如果点P（x，y）的横坐标x、纵坐标y都在集K中，称P为K-点．

大家都知道，以原点为圆心，1为半径的单位圆的方程是

[image: alt]


在单位圆上有有理点（即Q-点），例如（±1，0），（0，±1）这四个整点（即Z-点）都在圆上．

问题　在单位圆上有多少个有理点？你能都找出来吗？

这是一个不困难的问题．如果方程

[image: alt]


有一组整数解（x，y，z），并且z≠0，那么

[image: alt]


也就是说有理点[image: alt]
 在单位圆上．反之，如果有理点[image: alt]
 在单位圆上，那么（3）成立，从而（2）成立．

因此在单位圆上有无穷多个有理点，利用第5节或第6节的公式可知

[image: alt]


表示单位圆上的全部有理点．

6.10　距离为整数的整点



问题　在坐标平面内找出2008个不在同一条直线上的整点，每两点之间的距离为整数．

如果取消“不在同一条直线上”的限制，在x轴上取2008个整点就解决了．

现在的问题要困难得多．不过，我们仍然可以在x轴上取2007个整点P1
 ，P2
 ，…，P2007
 ，而在y轴上取1个整点P（P不是原点），设法使距离PPi
 （i＝1，2，…，2007）都是整数．

设P的纵坐标为y，Pi
 的横坐标为xi
 ，距离PPi
 ＝zi
 （i＝1，2，…，2007），则

[image: alt]


因此由第5节或第6节，

[image: alt]


问题在于对i＝1，2，…，2007，2ui
 vi
 要表示同一个值y．

这倒不难办到，只要y的因数足够多就可以了．比如说令

[image: alt]


这里Pi
 表示第i个素数（i＝1，2，…，2007），那么可取

v1
 ＝2，v2
 ＝3，…，vi
 ＝Pi
 ，…，v2007
 ＝P2007


及

[image: alt]


由（3）、（4）算出相应的xi
 、zi
 ，这些xi
 是不相同的，并且每一组xi
 、y、zi
 都满足（1），所以点P及P1
 ，P2
 ，…，P2007
 就是满足要求的整点．

另一种解法是将上节的单位圆放大为圆x2
 ＋y2
 ＝R2
 ，R为自然数．当R有足够多的质因数时，圆上有很多整点，它们之间的距离也都是整数．

6.11　成等差数列的三个平方数



有没有三个平方数组成等差数列？

如果三个平方数x2
 ，y2
 ，z2
 成等差数列，那么

[image: alt]


即

[image: alt]


设（2）中的比为有理数[image: alt]
 其中u、v是互素的自然数，那么由（2）可得

[image: alt]


根据第2节的公式（5）得

[image: alt]


在第6节中我们已经知道（uv，u2
 ＋v2
 ）＝1，而

[image: alt]


所以（4）中三个分母

[image: alt]


的最大公约数c│（4，u2
 ＋v2
 ）＝（4uv，u2
 ＋v2
 ）．由于u、v互素，或者u、v同是奇数，或者一奇一偶，前一种情况u2
 ＋v2
 ≡1＋1＝2（mod 4），后一种情况u2
 ＋v2
 ≡1（mod 4），所以（4，u2
 ＋v2
 ）＝2或1，从而c＝1或2．

和第6节类似，我们可以设（4）中比值为[image: alt]
 其中c＝1或2，不妨设c＝2（必要时，将d与c同时扩大2倍），于是（1）的解应当为

[image: alt]


例如取u＝3，v＝1，则得

x＝d，y＝5d，z＝7d．

这时

x2
 ＝d2
 ，y2
 ＝25d2
 ，z2
 ＝49d2


成等差数列．

可以证明四个平方数不成等差数列．

6.12　弹子的个数



郭芙对杨过说，我的弹子的个数是平方数，如果你给我a个弹子，我的弹子数还是平方数．杨过说，如果你给我a个弹子，你的弹子数还是平方数，为什么你不把弹子给我呢？

如果a是三个不同的素数p、q、r的乘积的4倍，问郭芙有多少个弹子？

设郭芙有y2
 个弹子，根据题意有

[image: alt]


即x2
 、y2
 、z2
 三个平方数成等差数列．

根据上节所说公式（5），

[image: alt]


经过细致但不困难的讨论，得出（1）有两组解

d＝2，u＝3，v＝2，p＝2，q＝3，r＝5

或

d＝1，u＝5，v＝1，p＝2，q＝3，r＝5．

于是郭芙的弹子数[image: alt]


6.13　张冠李戴的沛尔方程



形如x2
 －dy2
 ＝±1的方程称为沛尔（Pell）方程，这里d是不含平方因子的数．其实这种方程与沛尔完全无关．倒是费尔马曾经断言x2
 －ay2
 ＝1有无穷多组解，并且向英国数学家挑战，让他们解这类方程．英国数学家沃利斯（1616—1703）在1657与1658年的信中给出了解法．解的存在性是一百年后拉格朗日（1736—1813）彻底解决的．所以这类方程称为费尔马方程似更确当．大数学家欧拉张冠李戴，误把它归之于费尔马同一时代的沛尔，后来竟以讹传讹，一直沿用了下去．

在第4节，我们讨论过“太阳神的牛”．阿基米德还有一个要求：

Y＋Z＝三角数．

根据第4节的讨论，这就是

[image: alt]


由于k＝3×11×29×4657n2
 及11507447＝7×353×4657，

从而[image: alt]


其中　a＝23
 ×3×7×11×29×353×46572
 ．

（1）即

[image: alt]


其中n1
 ＝2×4657n．

（2）是一个沛尔方程．它的解答是很大的数．即使是最小的解，牛的总数也已经是206545位数，容纳这么多牛．银河系也显得太小了！1965年曾有人用计算机算过，答案足足占了42个印刷页！

6.14　最小解与一般解



如果（x1
 ，y1
 ）是沛尔方程

[image: alt]


的一组解，那么

[image: alt]


所以

[image: alt]


如果令

[image: alt]


那么（利用二项式定理）可以看出xn
 、yn
 都是整数，并且

[image: alt]


即xn
 、yn
 也是沛尔方程（1）的一组解．

因此，如果沛尔方程（1）有一组正整数解，它就有无穷多组解．可以证明（1）一定有正整数解，所以（1）有无穷多组解，这是费尔马在1657年提出的结论．

我们把（1）的正整数解中使[image: alt]
 的值为最小的那一组x1
 、y1
 称为最小解．可以证明，如果x1
 、y1
 是最小解，那么（1）的所有解都可以写成（2）的形式，因此（2）称为沛尔方程（1）的一般解．

类似地，把沛尔方程

[image: alt]


的正整数解中使[image: alt]
 的值为最小的那一组x1
 、y1
 称为最小解．（3）的一般解为

[image: alt]


[image: alt]


因此，要解沛尔方程（1）或（2），关键在于求出它的最小解．

有时最小解可以通过观察与尝试得出．一般情况需要借助连分数或者其他方法去求．

最小解并不一定小，上节提到的太阳神的牛，最小解已经是很大的数．再如沛尔方程

[image: alt]


在y＜1012
 时无正整数解，换句话说，它的最小解大于1012
 ．

6.15　罗马军团问题



某年某月某日，罗马的凯撒大帝检阅部队，61个军团排成61个同样的正方形走进广场，一声令下，以凯撒大帝为中心拼成一个大正方形．问：一共有多少人参加检阅？

设大正方形人数为x2
 ，小正方形为y2
 ，根据题意
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这个沛尔方程的最小解是

[image: alt]


连凯撒在内总人数为

[image: alt]


这个数是现在世界人口的数亿倍．这道题编得太离奇了！如果改为60个军团，则最小解为x1
 ＝31，y1
 ＝4，总兵力为961，太少了些．这时用公式（2）可算出x2
 ＝1921，总兵力约四百万又太大了！如果改为62个军团，则最小解为x1
 ＝63，y1
 ＝8，总兵力为3969，这或许和实际情况比较接近．

6.16　方程x2
 －2y2
 ＝±1



通过试验容易发现方程

[image: alt]


的最小解是x1
 ＝3，y2
 ＝2．

因此，（1）的一般解是

[image: alt]


可以把它的解列成下表：
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实际上数列｛xn
 ｝与｛yn
 ｝有递推公式

[image: alt]


及

[image: alt]


利用（3）或（4）可以较为迅速地算出xn
 与yn
 ．

类似地，方程

[image: alt]


的最小解为x1
 ＝1，y1
 ＝1．一般解为

[image: alt]


也可以列成下表

[image: alt]


它们也满足上面的递推关系（3）与（4）．

如果把x2
 －2y2
 ＝1与x2
 －2y2
 ＝-1的解合并在一起可以列成下表

[image: alt]


这时有以下的递推关系

[image: alt]


还可以找出一些递推关系来．发现递推公式是一种很有趣的事情，它可以培养你的观察能力．

6.17　勾股为连续的自然数



如果一个直角三角形的三条边a、b、c都是自然数，并且勾与股是连续的自然数，那么

[image: alt]


由第5节（注意a与a＋1互素，所以d＝1）

[image: alt]


于是

[image: alt]


即

[image: alt]


改记u－v、v为x、y，则（3）成为上节讨论过的方程

[image: alt]


于是它的解答可以由上节末的表给出．相应的直角三角形的三条边可以用（与上节末的表合在一起的）下面的表表示：

[image: alt]


从表中可以看出cn
 ＝u2n
 .

我们还可以把勾（小的直角边）与弦单独列成一个更便于计算的表

[image: alt]


其中a、c分别满足递推关系

[image: alt]


6.18　小红家的号码



小红住在胜利街，她家的门牌号码在100与1000之间，如果她家左侧的门牌号码的和恰好等于她家右侧的门牌号码的和（假定从左到右时门牌号码逐渐增加），问小红家的号码是多少？

这个问题有三种不同的情况需要考虑．

（1）如果街道的一边是奇数号码，另一边是偶数号码，并且小红家的号码是奇数，我们设她家的号码为2a＋1，她家右侧的最后一个号码为2c－1．根据题意
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即

[image: alt]


由于（第二章第3节）

[image: alt]


所以（1）即

[image: alt]


由于100≤2a＋1≤1000，所以50≤a＜500，由上节末的a与c的表得

a＝119，c＝169．

这时小红家的号码为2×119＋1＝239．

（2）如果街道的一边是奇数号码，另一边是偶数号码，并且小红家的号码是偶数，我们设她家的号码为2a，她家右侧的最后一个号码为2c，则根据题意

[image: alt]


即

[image: alt]


由于（第二章第1节）

[image: alt]


所以（3）即

[image: alt]


化简得

[image: alt]


由于c、c＋1互素，所以有a＝xy，并且

[image: alt]


或

[image: alt]


从而

[image: alt]


由于100≤2a≤1000，所以50≤xy≤500，由（5）显然有y≤x≤2y，所以[image: alt]
 从第16节末的表可查得

x＝17，y＝12．

于是小红家的号码为2xy＝408．

（3）如街道的号码全排在一边，设小红家的号码为a，最后一号为c，那么

[image: alt]


即

[image: alt]


于是

[image: alt]


化简得

[image: alt]


与上一种情况相同，由（6）得小红家号码为

[image: alt]


6.19　方程x2
 －dy2
 ＝n



前面讨论了沛尔方程

[image: alt]


更一般的方程

[image: alt]


可能有解也可能无解（参见第4.21节例2）．在（2）有正整数解时，它一定有无穷多组解．事实上，如果x1
 、y1
 是（2）的正整数解，x＇、y＇是x2
 －dy2
 ＝1的任一组解，那么

[image: alt]


因此

x1
 x＇＋dy1
 y＇，x1
 y＇＋x＇y1


也是（2）的解．由于x2
 －dy2
 ＝1有无数组解，所以这时（2）也有无数组解．

例如，x2
 －3y2
 ＝6有一组解

x1
 ＝3，y1
 ＝1．

而x＇＝2，y＇＝1是x2
 －3y2
 ＝1的最小解，所以

x2
 ＝2x1
 ＋3y1
 ，y2
 ＝x1
 ＋2y1


也是x2
 －3y2
 ＝6的解．由递推公式

[image: alt]


可以得出x2
 －3y2
 ＝6的所有解．


7　机器人与坑

这一章介绍两个定理：狄利克雷定理与克罗内克尔定理，它们都与用有理数逼近无理数的问题有关．这类问题属于数论的一个分支——丢番图逼近．

7.1　罗伯特落入坑里



机器人罗伯特从点a出发，沿着数轴前进，每步步长是d（d＞0），始终保持不变．如果有人在他的前方挖一个坑，坑长大于步长，而这位罗伯特先生既不知道调整步长，也不知道“悬崖勒马”，那么不难预料下面的事情将要发生：

“救命啊！罗伯特落到坑里了！”

假定坑是区间（9×10n
 ，10×10n
 ），那么坑长是10n
 ，只要n足够大（比如说n＞lgd与lg｜a｜中较大的一个），那么

10n
 ＞d．

即坑长大于步长，并且这个坑在机器人的前方（即9×10n
 ＞a），从而机器人罗伯特一定落入这个坑里．

我们已经解决了一个问题：当d＞0时，在等差数列

[image: alt]


中一定有一个数的首位数字是9．

这是因为（如果还要啰嗦几句的话）机器人罗伯特走过数列（1），所以这个数列中必有一项a＋kd在上述坑（区间（9×10n
 ，10×10n
 ））里，它的首位数字当然是9．

不但如此，我们也能够用完全同样的推理证明在等差数列（1）中一定有一个数，它的前几位数字组成一个任意给定的自然数，例如12345．

7.2　重蹈覆辙



有人救起了罗伯特，他养好伤又在数轴上行走．这一次他吸取了教训，不断改变步长，逐步走过数轴上的平方数：

12
 ，22
 ，32
 ，42
 ，…．

“前面有坑！”有人警告他．

“没关系，我的步子越迈越大！”

罗伯特十分自信，不听规劝，好似盲人骑瞎马，夜半临深池，终于在第k步走到一个坑前，这个坑是区间（9×10n
 ，10×10n
 ），因此

[image: alt]


而

[image: alt]


可是，他有把握跨过这个坑吗？

让我们来计算一下．这时，罗伯特迈出的步长是
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如果n足够大，比如说n＞5，那么由（1），
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从而

[image: alt]


即步长小于坑长．因此，尽管罗伯特的步长在增加，但增加的速度不够大，他仍不免重蹈覆辙，再次落入坑里．

7.3　结论与问题



我们已经证明了在平方数

12
 ，22
 ，32
 ，42
 ，…

中必有一个数的首位数字为9，或更一般地，在平方数中必有一个数的前几位数字组成一个任意给定的自然数．

这里的平方数也可以改为立方数、四次幂、……，或者三角数、五角数、……，结论仍然成立．更一般地，采用完全同样的方法，我们得到：如果f（x）是多项式，那么在

f（1），f（2），f（3），…

中一定有一个数，它的前几位数字组成一个任意给定的几位数．

我们还要提出一个新问题：a为自然数，在
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中是否一定有一个数，它的前几位数字组成一个给定的几位数？

显然，如果a是1或者10的正整数幂，那么（1）中的数一定是1或者100…0的形式，它的前几位数字当然不能任意给定．但是在a不是10的整数幂时，（1）中一定有一个数，它的前几位数字组成一个任意给定的几位数．这个结论将在第8节中证明．

7.4　小心地雷！



设想在数轴上每个正整数处埋有一颗地雷．罗伯特从原点出发，沿着数轴前进，步长为实数d＞0，保持不变，问d是什么数时，它永远不会踩上地雷？

答案不难得到，只要多思索一会就会得出：当且仅当d是无理数时，它永远不会踩上地雷．

事实上，如果d是有理数[image: alt]
 那么

md＝n．

也就是说罗伯特在第m步踩上埋在正整数n处的地雷．

反过来，如果罗伯特在第m步踩上埋在正整数n处的地雷，那么

md＝n，

从而d是有理数[image: alt]


7.5　罗伯特家族



现在设d＞0为无理数．罗伯特从原点出发，沿数轴前进，步长为d，保持不变．这时罗伯特永远不会踩到埋在正整数处的地雷．但是，如果在每个正整数n的附近挖一个小坑，坑的半径为ε（即坑长为2ε），这里ε是一个任意给定的小正数，比如说ε＝0.000001，那么罗伯特就免不了要落进某个坑（n－ε，n＋ε）里，换句话说，存在正整数m、n，使得

[image: alt]


为了说明这件事，我们请整个罗伯特家庭——罗伯特Ⅰ世、罗伯特Ⅱ世等一齐出动，从原点开始，沿着数轴前进．

设罗伯特Ⅰ世的步长为d1
 ＝d，那么总可以找到整数l1
 使

l1
 ＜d1
 ＜l1
 ＋1．

设罗伯特Ⅱ世的步长为d2
 ＝d1
 －l1
 ，那么0＜d2
 ＜1．如果罗伯特Ⅱ世将落入某个坑内，即有正整数m1
 、n1
 使
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那么

｜m1
 （d1
 －l1
 ）－n1
 ｜＜ε，

即

[image: alt]


这就是说罗伯特Ⅰ世也将落入某一个坑内．

对于d2
 ，可以找到正整数k，使

[image: alt]


如果罗伯特Ⅱ世不落入坑（1－ε，1＋ε）内，那么有正整数l2
 满足

l2
 d2
 ≤1－ε＜1＋ε≤（l2
 ＋1）d2
 ．

[image: alt]


取d3
 ＝（l2
 ＋1）d2
 －1，那么

[image: alt]


设罗伯特Ⅲ世的步长为d3
 ，那么和前面（从（2）推出（4））完全同样可以得出结论：如果罗伯特Ⅲ世将落进某个坑里，那么罗伯特Ⅱ世也将落进某个坑里．

如果罗伯特Ⅲ世不落入坑（1－ε，1＋ε）内，那么又有正整数l3
 满足

l3
 d3
 ≤1－ε＜1＋ε≤（l3
 ＋1）d3
 ．

取d4
 ＝（l3
 ＋1）d3
 －1，那么

[image: alt]


再设罗伯特Ⅳ世的步长为d4
 ．这样继续下去，直至罗伯特h世，它的步长dh
 ＜ε，（注意（4）、（5）、（6）等式表明罗伯特家族的步长越来越小，每一个比它的上一辈至少小ε）因此，罗伯特h世一定落入坑里，从而根据上面的推理，罗伯特（h－1）世、（h－2）世、……、罗伯特本身都将落入坑里．就像《尼尔斯骑鹅旅行记》中的那群老鼠，随着尼尔斯的笛声，一个接一个地走入水中．

7.6　狄利克雷定理



上节的结论称为狄利克雷定理，即

如果d是无理数，那么对于任意给定的正数ε，存在整数m、n使得
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这里有几点说明：

（1）d可正可负（d＜0意味着罗伯特依负方向沿着数轴前进）．

（2）可以取m为正整数．

（3）满足（1）的m、n有无穷多对．事实上，如果罗伯特从坑里爬出来再继续前进，它在前进的过程中将不断地跌入坑里．

（4）可以证明（本书不证）满足（1）式的最小的正整数[image: alt]


狄氏定理有很多应用．

例题　存在正整数n，使

[image: alt]


为了证明这点，我们取d＝π，ε＝0.00001，根据狄氏定理，有整数m、n使

│mπ－n｜＜0.00001，

于是

｜sin（mπ－n）｜＜sin0.00001＜0.00001．

即（2）式成立．

狄利克雷（1805—1859）是高斯的学生，对数论的贡献很大，除了本节的定理与第三章第14节算术级数中的狄氏定理外，在代数数论中有狄氏单位定理，在解析数论中有狄利克雷L函数等等，这些都是狄利克雷的不可湮没的业绩．

7.7　克罗内克尔定理



如果在第5节中，把坑挖在c、c±1、c±2、…的附近，这里c是任意给定的一个实数，那么从原点出发，沿数轴前进的机器人罗伯特仍将落入坑里，只要它的步长始终为无理数d．为了证明这个结论，我们根据上一节的定理，取整数m1
 、n1
 使

｜m1
 d－n1
 ｜＜ε．

设另一个机器人罗伯特Ⅱ世的步长为d2
 ＝m1
 d－n1
 ，由于｜d2
 ｜＜ε，所以当它从原点出发沿数轴前进时，一定落入某个坑里，即有整数l，l＇使

｜ld2
 －c－l＇｜＜ε，

这也就是
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（1）表明罗伯特落入c＋（l＇＋ln1
 ）附近的坑里．

所证明的结论称为克罗内克尔定理，即

如果d是无理数，c是任意实数，那么对于任给正数ε，有整数m、n存在，使
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和狄利克雷定理一样，我们可以假定m是正整数，并且满足（2）式的m、n有无穷多对．

7.8　幂的前n位数字



现在我们可以解决第3节中提出的问题了．

设自然数a不是10的整数幂，b是一个n位数，要证明在
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中有一个数，它的前n位数字组成b．

我们在上节的定理中，取

d＝lga（d是无理数！），[image: alt]


[image: alt]


于是有正整数m及整数n＇存在，使
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即

n＇＋lgb＜mlga＜n＇＋lg（b＋1），

也就是

[image: alt]


我们可以取m为很大的正整数（因为m的个数是无限的），从而由（2）式左边的不等式看出n＇也是正整数，这时am
 的前n位数字组成b．

7.9　马勒的定理



1981年，联邦德国的著名数学家马勒发现了一个定理：

设a为自然数，大于1，

g＝0.（a1
 ）（a2
 ）（a3
 ）…

其中（ak
 ）表示把ak
 用十进制写出来（例如a＝3时，g＝0.392781…），则g一定是无理数．

马勒原来的证明比较艰难，需要利用一些深刻的理论．我们利用上一节的结论来证甚为简便．

首先，如果a是10的正整数幂，那么在g的小数点后充分远的地方可以找到任意多个零．g如果是循环小数，它的循环节将被零完全“淹没”，但在g的表达式中又有无限多个1出现，所以g不可能是循环小数．换句话说，g是无理数．

如果a不是10的正整数幂，那么根据一上节的结论，有无限多个am
 ，它的前n位数字组成b，这里b＝10n－1
 ．因此，g如果是循环小数，只要n大于它的循环节的长度，那么它的循环节仍被零完全“淹没”，所以g仍然不能是循环小数，即g必然是无理数．

即使（ak
 ）用h进位制表示，结论仍然成立，上面的证明也可以照样搬用．


8　形形色色的初等问题

这一章的问题形式多种多样，解答都是初等的，所用的知识不超过前面的内容（唯一的例外是有几节用了数学归纳法）．但是，初等的问题，初等的解法，并不意味着容易．事实上，这一章的问题难度较大，主要是提供给难题爱好者阅读的．对难题不感兴趣的读者不必细读这一章．

8.1　哥伦布式的问题



“谁能把鸡蛋直立在桌上？”

大家都怔了怔，摇摇头．

“我能”，哥伦布说．他把蛋往桌上一磕，磕破了的蛋直立在桌上．

现在让我们提几个问题，或许会有人怔一怔，但答案都很简单，类似于哥伦布的问题．

（1）请把12表示为自然数的立方和．

这是极容易的问题（我们没有限制加数的个数！），应当在一秒钟内回答出来：

12＝13
 ＋13
 ＋…＋13
 ．　　（共12个13
 ）

（2）请把12表示为4个整数的立方和．

这个问题略难一些，不过稍想一想，也就有了答案：
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关键是注意到这里的整数可以是负整数．

（3）请把6的倍数6n表示为4个整数的立方和．

这个问题又难了一点．不过，请注意（1），受它的启发会得出答案
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（4）请证明每一个有理数可以表示为4个有理数的立方和．

这时我们有

[image: alt]


其中n＝62
 pq2
 ，是4个有理数的立方和．

注：由第4.22节，我们知道并不是每个整数都能表为3个整数的立方和，但是可以证明每个正有理数可以表为三个正有理数的立方和，当然更有每个有理数可以表为三个有理数的立方和，这里三个不能减少为两个，因为有些有理数，例如3，不能表为两个有理数的立方和．

8.2　笛卡儿不敢动手



1621年巴赫特提出：每一个自然数等于四个平方数的和，这里平方数指整数的平方，包括0在内．他对1至325之间的数进行了验证，但未能证明这一结论．

费尔马曾经说过这个命题可以用他的递降法来证，但并未提供任何细节，从他后来关于这一命题的书信来看，他是否有完整的证明值得怀疑．

笛卡儿也说这一命题无疑是正确的，但要找出证明“实在太难了，以至于我不敢动手去找”．

1730年欧拉研究了这个问题．1743年他注意到如果a、b都是四个平方数的和，那么ab也是四个平方数的和．他“差一点”就证明了上面的命题．

第一个给出完整证明的是拉格朗日，因此，这个命题称为拉格朗日（四平方和）定理．
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拉格朗日（1736—1831）

拉格朗日比欧拉小了近30岁，但他的声名与成就早已超过了其他人，所以1766年欧拉离开柏林去彼得堡时，推荐拉格朗日继任柏林科学院数学部主任．当时普鲁士的腓特烈大王在写给拉格朗日的聘书中说：“欧洲最大的王希望欧洲最大的数学家在他的宫廷中．”

在拉格朗日证明了四平方和定理后一年，也就是1773年，欧拉给出了另一个简单的证明．为了弥补这“差一点”，他用了43年的时间！

我们将拉格朗日定理的证明分为三步：

首先，我们证明欧拉所说的如果a、b都是四个平方数的和，那么ab也是四个平方数的和．这样，由于每个自然数n可以分解为素因数的积，我们只要证明每个素数p都能表成四个平方数的和．

把问题简化，是数学中常用的手法．读者或许注意到，本书中已经多次这样做了．

其次，我们证明对于每个素数p，有一个倍数m1
 p可以表示为四个平方数的和，这里m1
 满足1≤m1
 ＜p，即有自然数x1
 、y1
 、z1
 、ω1
 存在，使得

[image: alt]


这离我们的日标：p可以表为四个平方数的和，只有一步之遥了．

最后采用递降法．如果有（1）式成立，那么在m1
 ＝1时结论已经成立．如果m1
 ＞1，即有
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我们证明可以找到自然数x2
 、y2
 、z2
 、ω2
 ，使
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请注意m2
 ＜m1
 ．如果m2
 ＞1，又可以找出一个等式（4），与（3）类似，而其中p的系数m3
 满足1≤m3
 ＜m2
 ．这样继续下去，由于＜p的自然数个数有限，终将得到mk
 ＝1，而
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这种方法是费尔马所喜爱的，他在1640年给梅森的信中称之为无限递降法．

以上三步我们在第3节、第4节、第5节中分别予以证明：

8.3　欧拉的恒等式



如果a、b都是四个平方数的和，即

[image: alt]


那么
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也是四个平方数的和．

（1）是欧拉发现的一个恒等式．这个恒等式是很容易验证的，但想出这个恒等式却不容易，它与哈密顿（1805—1865）四元数及四阶矩阵有密切的联系．

8.4　-1是平方和



-1是平方和．这句话似乎是荒谬的，但在mod p的完系中却是成立的，即有x、y，便得

[image: alt]


为了证明（1），我们注意[image: alt]
 个数
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两两不同余．如果对于[image: alt]
 有

[image: alt]


那么

（j＋i）（j－i）≡0（mod p），

从而p│j＋i或p│j－i．但0＜j－i≤j＋i＜p－1，所以[image: alt]
 从而（3）不成立．同样，[image: alt]
 个数

[image: alt]


也互不同余．（2）、（4）共p＋1个数，而mod p只有p个剩余类，所以根据抽屉原则，（2）中必有一个数x2
 与（4）中一个数-y2
 －1同余，即有
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于是（1）成立，并且可选择x、y满足0≤x、[image: alt]


（1）也就是

[image: alt]


其中m满足[image: alt]


这样，我们已经完成了第2节中所说的第二步．

8.5　递降法



如果有
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我们令
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那么

[image: alt]


设
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则
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如果m2
 ＝m1
 ，则[image: alt]
 从而，[image: alt]
 被[image: alt]
 整除，即m1
 │p，与（1）矛盾，所以m2
 ＜m1
 ．（1）、（3）相乘得（利用第3节的欧拉恒等式）
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由于（2），

[image: alt]


故[image: alt]
 即（4）式右边第二个括号中的数被m1
 整除，同样第三、四个括号中的数也被m1
 整除．又
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故（4）式右边第一个括号中的数也被m1
 整除．于是在（4）两边同除以[image: alt]
 得出整数x2
 、y2
 、z2
 、w2
 满足

[image: alt]


这就完成了拉格朗日定理的证明．

8.6　威尔逊没有证明的威尔逊定理



取一个39位的素数

p＝170141183460469231731687303715884105727（这是电子计算机发明以前得到的最大素数），求（p－1）！＝1×2×3×…×（p－1）除以p所得的余数．

处理这样的问题，当然不必去进行实际计算．有一个威尔逊定理告诉我们，余数是p－1，即有
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这个定理是1770年英国数学家华林（1734—1798）首先公之于众的，并将这一发现归之于他的朋友威尔逊．实际上在莱布尼兹（1646—1716）的手稿中已经有这个定理出现．

威尔逊并没有证明这个定理．第一个证明是拉格朗日在次年（1771年）给出的．后来有人把这个结论告诉高斯，据说高斯只用了5分钟就给出了自己的证明．

现在我们来证明（1）．在第5.17节已经指明mod p的完系是一个域，对于每一个元素a≢0（mod p）有a＇使

aa＇≡1（mod p）．

并且在ba＇≡1（mod p）时，将这式两边同乘a便得b≡a（mod p），所以完系中不同的a对应于不同的a＇，将完系中相乘为1的元素两两配对，这时自身配对的元素x满足

x·x≡1（mod p），

即

（x＋1）（x－1）≡0（mod p），

从而

x≡1或-1（mod p）．

于是在p＞2时，2、3、…、p－2这p－3个元素恰好配为[image: alt]
 对，它们的乘积≡1（mod p），从而

[image: alt]


即（1）式成立．

当p＝2时，（1）显然成立．

8.7　两个完系相乘能是完系吗？



把mod m的两个完系

[image: alt]


与

[image: alt]


对应相乘，它们的积

[image: alt]


是不是mod m的完系呢？

不是的！除非m＝1，2．

首先，设m为素数．如果（3）是完系，那么（3）中有m－1个元素与m互素，它们构成m的缩系，设ai
 bi
 与m互素，那么ai
 、bi
 均与m互素．所以在（3）是完系时，其中的缩系恰好由（1）中缩系a1
 ，a2
 ，…，am－1
 与（2）中缩系b1
 ，b2
 ，…，bm－1
 对应相乘而得．但由上节的威尔逊定理，
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相乘得

[image: alt]


而同样由威尔逊定理，上式左边的积≡-1（mod m），矛盾！

其次，设m为合数，如果（3）是完系，那么（3）中有φ（m）个元素与m互素，它们构成模m的缩系．设ai
 bi
 与m互素，则ai
 、bi
 均与m互素．所以（3）中的缩系恰好由（1）、（2）中的缩系对应相乘而得．以下考虑的剩余类均不与m互素．

设素数p│m，又设（aj
 bj
 ，m）＝p（这样的aj
 bj
 应有[image: alt]
 个）．由于（aj
 ，m）＞1，（bj
 ，m）＞1，所以p│aj
 ，p│bj
 并且[image: alt]
 于是m＝p1
 p2
 …pk
 ，p1
 、p2
 …、pk
 为不同素数．并且，满足（aj
 ，m）＝pi
 的aj
 恰与满足（bj
 ，m）＝pi
 的bj
 相乘（这样的aj
 ，bj
 各有[image: alt]
 个）．

接下去考虑（aj
 bj
 ，m）＝ps
 pt
 （1≤s＜t≤v）的剩余类，同样可得（aj
 ，m）＝ps
 pt
 ，（bj
 ，m）＝ps
 pt
 （因为（aj
 ，m）＝ps
 或pt
 的剩余类aj
 在前面已经用完）．依此类推，对任一d│m，（aj
 bj
 ，m）＝d与（aj
 ，m）＝（bj
 ，m）＝d等价．于是，与m的最大公约数为[image: alt]
 的两组剩余类

[image: alt]


与

[image: alt]


对应相乘（其中l＝φ（p1
 ）＝p1
 －1），产生mod m的l个与m的最大公约数为c的剩余类．但（4）、（5）及a1
 b1
 ，a2
 b2
 ，…，al
 bl
 都是mod p1
 的缩系（显然（4）中的数均与p1
 互质，如果对于1≤s＜t≤l，

[image: alt]


那么由于[image: alt]
 所以（6）导出

[image: alt]


与as
 、at
 是mod m的不同的剩余类矛盾）．这与一开始就证过的（m为素数的）情况矛盾．

8.8　平方和及其他



我们已经证明了每一个自然数n都可以表示成四个（整数的）平方的和，当然更能够说n可以表示成五个、六个乃至更多个平方和（因为0也是平方数！）．

“四”能不能改成“三”呢？不能！

第4.22节已经证明了形如8m＋7的数不能表示成三个平方和．用类似的方法可以进一步证明形如4k
 （8m＋7）的数都不能表示成三个平方和．另一方面，可以证明不是这种形状的数都能表示成三个平方和．

于是，如果用r3（n）
 表示将自然数n表示成s个平方和的种类，那么在s≥4时，

rs（n）
 ＞0，

而

[image: alt]


其中k、m是非负整数．

什么样的n可以表示成两个平方和（即r2（n）
 ＞0）呢？费尔马曾经研究过这个问题．

首先，形如4m＋3的数不能表示成两个平方数的和（第4.22节）．

其次，形如4m＋1的素数p一定能表示成平方和．事实上，由于
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结合第6节威尔逊定理便得

[image: alt]


即有整数x、y满足

[image: alt]


其中[image: alt]
 并且[image: alt]


注意到两个平方和乘以两个平方和，所得的积仍是两个平方和（在第3节中令z、w为0即得），因此与第5节类似（更简单！），由无限递降法可知p可以表示为两个平方数的和．

于是，我们得到这样的命题：

如果n的素因数分解式中，所有4m＋3形的素因数（m非负整数）的幂指数全是偶数，那么n就能表示成两个平方和．

它的逆命题也是正确的，即有

如果n能表示成两个平方和，那么n的素因数分解式中，所有4m＋3形的素因数（m为非负整数）的幂指数全是偶数．

我们将在第10.7节中证明这个逆命题．

用比较深刻的工具不仅可以判别r3（n）
 是否为正，而且能给出它的计算公式．例如

[image: alt]


这里是对n的所有奇因数d来求和，并且将x2
 ＋y2
 与y2
 ＋x2
 作为不同的表示．用这个公式可以算出

[image: alt]


等等．再如
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也是一个很有趣的公式．其他的公式更为复杂，这里不一一列举了．

1636年费尔马还提出一个命题：

每个自然数可以表示成m个m角数的和．

m＝4时即拉格朗日定理．一般情形是柯西（1789—1857）在1815年证明的，他还指出m个数中除去4个外，都可以取0或1．

费尔马还在1654年宣布过诸如：

形如6n＋1的素数可以表示为x2
 ＋3y2
 ，形如8n＋3的素数可以表示为x2
 ＋2y2
 之类的定理，按照他的习惯做法，没有给出证明．欧拉在1761年与1763年最先发表了证明．很多这种类型的问题在18世纪被人们解决．拉格朗日在1773年进一步讨论了用整系数的二元二次形ax2
 ＋bxy＋cy2
 来表示整数，这个问题与高斯的类数问题密切相关，请参看第10.15节．

8.9　华林问题



华林问题是数论中的一个重要命题．

1770年，华林提出下面的命题：

每一个自然数可以表示为4个二次方的和，9个三次方的和，19个四次方的和．

其中第一个论断在后两年被拉格朗日证明，即第2节的拉格朗日定理．

按照华林的想法，应当有更一般的命题：

对每个自然数k＞1，存在一个常数s（k），使每一个自然数可以表示为至多s（k）个（自然数）的k次方的和．

这个问题是非常艰难的，简直无从下手．

1909年，这个世纪的数学巨匠希尔伯特（1862—1943）首先证明了上面的命题，即确实有常数s（k）存在，使每个自然数可以表示为≤s（k）个k次方的和．

这是希尔伯特的得意之作．他的老师和朋友赫维茨（1859—1919）曾经攻过这个问题，但没有成功．希尔伯特从赫维茨停手的地方开始，“用赫维茨自己武器库中的武器，在赫维茨未看出有成功可能的地方”，居然取得了胜利．英国数学家哈代（1877—1947）称这项工作是“现代数论的一座里程碑”．

希尔伯特的证明很复杂，方法也很特殊．1942年，苏联的林尼克（1915—1972）给出了一个优雅的初等证明．

但是，他们的方法只给出了s（k）的存在性，无法定出s（k）的最小值g（k）．要确定g（k），必须采用哈代发明的圆法（参见第9.7节）

按照华林原来的猜测，g（2）＝4，g（3）＝9，g（4）＝19．一般地，猜测
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其中［x］表示x的整数部分．

经过许多数学家的努力，（1）已被证明，其中g（5）＝37是我国数学家陈景润于1964年证明的．

人们还发现，当自然数充分大时，可以将它表为G（k）个k次幂的和，这里G（k）≤g（k）．实际上，G（k）比g（k）小得多（当k大的时候）．目前仅仅知道G（2）＝4，G（4）＝16．对G（k）进行估计是一个很艰难的问题．

请允许我用一句希尔伯特的名言作为本节的结束：

“一个数论问题不会过的，就像一件真正的艺术品不会过时一样．”

8.10　任意的七个整数



任意的三个整数中必有两个数的奇偶性相同，这两个数的和是偶数，即被2整除．

进一步，可以证明任意的七个整数中必有四个数的和被4整除．

事实上，可以先取出两个数a1
 ，a2
 满足
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（因为7＞3），再在剩下的5（＞3）个数中取出a3
 、a4
 满足
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最后，在3个数中取出a5
 、a6
 满足
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在k1
 、k2
 、k3
 这三个数中，取出两个，不妨设为k1
 ，k2
 ，满足
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于是
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被4整除．

依此类推，可以证明在2n＋1
 －1个数中必有2n
 个数的和被2n
 整除．更进一步的推广见第12节．

利用这一方法，还可以解决下列问题：

（1）平面上13个整点（即坐标为整数的点）中可以取出4个整点，它们的重心仍然是整点（重心的坐标等于4个点的坐标的和除以4）．

（2）设M是由1985个不同的正整数组成的集，其中每个元素的素数因子不大于26，证明：从M中至少可以找到一个由四个不同元素（数）组成的子集，使得这四个数的乘积等于某个整数的4次方．

8.11　剩余类相加



如果集A＝｛a1
 ，a2
 ，…，ar
 ｝由mod m的r个不同的剩余类组成，集B＝｛b1
 ，b2
 ，…，bs
 ｝由mod m的s个不同剩余类组成，那么集

[image: alt]


中有mod m的多少个不同的剩余类？

这个问题非常重要．它与华林问题等密切相关．英国著名数学家达文波特在1935年发现了下面的定理：

如果b1
 ＝0，b2
 ，b3
 ，…，bs
 在mod m的缩系中（即与m互素），那么A＋B中不同的剩余类的个数

t≥min（m，r＋s－1）．

同一年，印度的乔纳（Chowla）也发现了这个定理，因此人们把这个定理称为达文波特定理或达文波特—乔纳定理．达文波特是一位实事求是的数学家，他在文献中发现柯西早在1813年就已经得到类似的结论，因此他把这荣誉归于柯西，称这个定理为柯西定理．

下面我们来证明柯西—达文波特—乔纳定理．

先作一点预备工作，“扫清外围”．

不妨设r＋s－1≤m，否则从A、B中去掉若干非0的剩余类，使得r＋s－1＝m．因此，只要证明t≥r＋s－1．

s＝1时结论显然成立，因此我们设s≥2．

暂停一下！让我们利用第5.2节的圆盘和石子来解释这个柯西定理：

把圆盘等分为m个扇形格子并标以号码0，1，2，…，m－1．在标号为a1
 ，a2
 ，…，ar
 的格子里放上石子，然后再在这些格子的前b2
 格放上石子，前b3
 格放上石子，…，前bs
 格放上石子．结论是至少有r＋s－1个格子里放上了石子．

s＝2的情况就是第5.2节的结论．

现在对s进行归纳．假定对s＜k的情况结论成立，考虑集

B＝｛b1
 ＝0，b2
 ，b3
 ，…，bk
 ｝．

其中b2
 ，b3
 ，…，bk
 在mod m的缩系中．

根据第5.2节，bk
 ＋a1
 ，bk
 ＋a2
 ，…，bk
 ＋ar
 中一定有一个不在A中（即不是A中的剩余类），不妨设[image: alt]


把B分为两个子集：
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设B1
 、B2
 中分别含k1
 、k2
 个元，则
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由于bk
 ∈B2
 ，b1
 ＝0∈B1
 ，所以B1
 、B2
 都不是空集，

0＜k1
 ，k2
 ＜k．

令集

A1
 ＝A∪（｛a1
 ｝＋B2
 ）（｛a1
 ｝＋B2
 ＝｛a1
 ＋b│b∈B2
 ｝），则集A1
 中有r＋k2
 个元．

由于集B1
 中的元素个数k1
 ＜k，根据归纳假设，A1
 ＋B1
 中不同剩余类的个数

≥r＋k2
 ＋k1
 －1＝r＋k－1．

但

（｛a1
 ｝＋B2
 ）＋B1
 ＝（｛a1
 ｝＋B1
 ）＋B2
 ⊂A＋B2
 ，

所以
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于是更有

t≥r＋k－1．

即结论对s＝k成立．证毕．

柯西定理有各种推广，例如有下面的

定理　如果A＝｛a1
 ＝0，a2
 ，…，ar
 ｝由mod m的r个不同剩余类组成，B＝｛b1
 ＝0，b2
 ，…，bs
 ｝由mod m的s个不同剩余类组成，并且

ai
 ＋bj
 ≡0（mod m），

仅在i＝j＝1时成立，那么A＋B中的不同的剩余类的个数

≥min（m，r＋s－1）．

8.12　从7到2n－1



第10节说过从任意的七个整数中可以选出四个数，这四个数的和被4整除．这节我们要证明一般的结论：

任意的2n－1个整数中可以选出n个数，这n个数的和被n整除．

用第10节中的方法容易知道，如果上面的结论在n＝a＞1与n＝b＞1时成立，那么这个结论在n＝ab时也成立．因此，我们只需要证明在n为素数p时成立（当然也可以直接对一般的n证明）．

证明需要一个引理．

引理　设p为素数．任意的p个整数，按照mod p的剩余类分类，如果每一类中至多有k个数，那么一定可以从这p个数中选出若干个数，它们的和被p整除，而个数≤k．

我们利用上节的柯西定理来证明引理．首先将这p个数，列成下表
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其中每一列表示一个剩余类，并且同一类中的数（至多k个）用同一字母表示．表中l1
 ≥l2
 ≥…≥lk
 ，并且

l1
 ＋l2
 ＋…＋lk
 ＝p．

如果x1
 ，x2
 ，…，xl1

 中有数属于零类，结论显然，故可设x1
 ，x2
 ，…，xl1

 均不属于零类，也就是它们都在mod p的缩系中．

因为x1
 ，x2
 ，…，xl1

 中剩余类个数为l1
 ，而0，x1
 ，x2
 ，…，Xl2

 中剩余类个数为l2
 ＋1，所以根据柯西定理，xi1

 ，xi1

 ＋xi2

 （1≤i1
 ≤l1
 ，1≤i2
 ≤l2
 ）中至少有l1
 ＋l2
 个不同的剩余类．同样，xi1

 ，xi1

 ＋xi2

 ，xi1

 ＋xi2

 ＋xi3

 （ij
 ≤lj
 ，j＝1、2、3）中至少有l1
 ＋l2
 ＋l3
 个不同的剩余类．依此类推，xi1

 ，xi1

 ＋xi2

 ，…，xi1

 ＋xi2

 ＋…＋xik

 （jj
 ≤lj
 ，j＝1，2…，k）中至少有l1
 ＋l2
 ＋…＋lk
 ＝p个剩余类．这就是说引理成立．

现在来证明本节的主要结论．

首先把2p－1个数，按p的剩余类分类，设其中最多的一类含k0
 个数，不妨设这类为零类（如果这类为a，把每一个数减去a即化为这种情形）．如果k0
 ≥p，结论显然，设k0
 ＜p．

考虑其余的（2p－1）－k0
 ≥p个数，由引理或第4.20节，其中可以取出个数≤p的若干个数，它们的和被p整除．设在这样的和中，加数最多的为x1
 ＋x2
 ＋…＋xk1

 （k1
 ≤p）．如果有
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那么结论显然成立．

我们证明（1）的确成立．假设（1）不成立，那么

p－k1
 ＞k0
 ．

考虑剩下的2p－1－k0
 －k1
 ≥p个数．由引理，其中可以选出y1
 ，y2
 ，…，yk2

 ，它们的和y1
 ＋y2
 ＋…＋yk2

 被p整除，并且k2
 ≤k0
 ，于是

x1
 ＋x2
 ＋…＋xk1

 ＋y1
 ＋y2
 ＋…＋yk2



被p整除，并且k1
 ＋k2
 ≤k1
 ＋k0
 ＜p，这与k1
 的定义矛盾，因此（1）成立，从而前面的结论也成立．

从2n－2个整数中，不一定能取出n个整数使它们的和被n整除，例如从n的两个剩余类中各取n－1个数，则这2n－2个数中任意的n个数的和不被n整除（再具体一点，0，0，…，0，1，…1，其中0、1各n－1个中任n个的和不被n整除）．

有趣的是，如果从2n－2个数中不能取出n个数使它们的和被n整除，那么这2n－2个数一定是上面所说的、n－1个数在一个剩余类，其余的在另一个剩余类中，这只要利用上节末尾所说的定理，将本节的证明略加修改就可以推导出．

8.13　美国竞赛题



设x是实数，通常用［x］表示不超过x的最大整数，例如［8.5］＝8，［π］＝3，［[image: alt]
 ］＝1．在x为正数时，［x］就是x的整数部分．

关于这种方框函数，有不少问题．下面是一道美国中学生的竞赛题：

设x为正实数，证明
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解　采用数学归纳法．n＝1时（1）式显然成立．假设在n＜k时，（1）式成立．要证明（1）式在n＝k时成立．

令
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则有
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把以上各式相加得
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由归纳假设
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所以由（2）及（3）得
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由于

［ix］＋［（k－i）x］≤［ix＋（k－i）x］＝［kx］．

所以由（4）得

kAk
 ≤［kx］＋［kx］＋…＋［kx］＝k［kx］．

从而

Ak
 ≤［kx］，

即（1）式在n＝k时也成立，于是（1）式对一切自然数n成立．

8.14　n！中p的次数



问题　设p为≤n的素数，问n！＝1×2×…×n的素因数分解式中，p的次数是多少？

首先在1，2，…，n中有
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这[image: alt]
 个数是p的倍数，其中有
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这[image: alt]
 个数是p2
 的倍数，（2）中又有
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这[image: alt]
 个数是p3
 的倍数，…，依此类推．n！的素因数分解式中p的次数应当是

[image: alt]


由于pl
 ＞n时，[image: alt]
 所以（4）中的和实际上只有有限项．

例如，在315！中3的次数是

[image: alt]


如果采用p进制，（4）还可以表示成另一种形式（即下面的（5））．为此，我们先简单地介绍一下p进制．

在通常的十进制中，每一个数都可以表示成

al
 ×10l
 ＋al－1
 ×10l－1
 ＋…＋a1
 ×10＋a0


其中ai
 ∈｛0，1，2，…，9｝，i＝0，1，…，l．例如

315＝3×102
 ＋1×10＋5．

同样地，在p进制中每一个数都可以写成

al
 ×pl
 ＋al－1
 ×pl－1
 ＋…＋a1
 ×p＋a0


我们把它简记成（al
 ，al－1
 ，…，a1
 ，a0
 ）p
 或（al
 ，al－1
 ，…，a1
 ，a0
 ），这l＋1维向量（即有序的数组）的分量ai
 ∈｛0，1，…，p－1｝，i＝0，1，…，l．例如

[image: alt]


从十进制化p进制可以用下面的算式进行（以p＝3为例）：

[image: alt]


最后的商1与各次的余数0，2，2，0，0就是al
 ，al－1
 ，…，a1
 ，a0
 ．

现在回到本节开始所提的问题．设在p进制中，n＝（al
 ，al－1
 ，…，a1
 ，a0
 ），那么n！中p的次数
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其中S（n）＝al
 ＋al－1
 ＋…＋a1
 ＋a0
 是n在p进制中的数字和．

例如，在315！中3的次数应当为
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8.15　二项式系数中哪些是奇数



二项式定理（见高中数学课本）指出
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其中系数
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称为二项式系数．

二项式系数一定是正整数，用上节的（4）或（5）可以算出任一素数p是否在[image: alt]
 的分解式中出现，出现的次数是多少．

事实上，如果用S（n）表示在p进制中n的数字和，那么p在[image: alt]
 （的分解式）中的次数为

[image: alt]


在p进制中，数k与数n－k相加也和十进制一样是逐位相加的，如果每一位上数字的和都不超过p－1（不进位），那么S（k）＋S（n－k）＝S（n）．只要有某一位数字的和超过p－1（进位），就有S（k）＋S（n－k）＞S（n），所以每一个素数p在[image: alt]
 中的次数是非负的，从而[image: alt]
 是整数．并且

当且仅当在p进制中，k与n－k相加时各位数字的和都不超过p－1（不进位），这时[image: alt]
 不是p的倍数．

或者换一个说法：

当且仅当在p进制中，k的各位数字不超过n的相应数字时，[image: alt]


如果在p进制中，

k＝（bl
 ，bl－1
 ，…，b1
 ，b0
 ）

的各位数字不大于

n＝（al
 ，al－1
 ，…，a1
 ，a0
 ）

的相应数字，即bi
 ≤ai
 （i＝0，1，…，l），称k是n的螟蛉，因此有以下的命题成立：

当且仅当在p进制中k是（不是）n的螟蛉时，[image: alt]
 不被（被）p整除．

特别地，对于p＝2，有

当且仅当k是n的螟蛉时，[image: alt]
 是奇数．

由于在2进制，al
 ，al－1
 ，…，a1
 ，a0
 中有S（n）（＝al
 ＋al－1
 ＋…＋a1
 ＋a0
 ）个为1，其余为0．对于n的螟蛉（bl
 ，bl－1
 ，…，b1
 ，b0
 ），在ai
 ＝1时，bi
 ＝0或1；在ai
 ＝0时，bi
 ＝0．所以n的螟蛉有2S（n）
 个，即

（a＋b）n
 的展开式中有2S（n）
 个系数为奇数．

例如在n＝6时，n＝（1，1，0），S（n）＝2．二项式系数

[image: alt]


中有22
 ＝4个奇数，即在

k＝（1，0，0），（1，1，0），（0，1，0），（0，0，0）

也就是k＝4，6，2，0时[image: alt]
 为奇数．

如果（1）中n＋1项的系数全是奇数，那么

[image: alt]


因此n是2m
 －1＝（1，1，…，1）的形式．反过来，如果n＝2m
 －1＝（1，1，…，1），那么（1）中系数有2m
 ＝n＋1个是奇数，即全部是奇数，所以

当且仅当n＝2m
 －1时，（1）中系数全部为奇数．

类似地可以证明：

当且仅当n＝2m
 时，（1）中系数只有首末两项是奇数．

最后，我们介绍一个有趣的结论：

（1）中奇、偶系数的个数决不相等．

证明很巧妙．如果奇、偶系数的个数相等，那么

[image: alt]


于是n是2m
 －1的形式，从而（1）中系数全是奇数，矛盾！

8.16　一道国际数学竞赛题



设0≤i1
 ＜i2
 ＜…＜in
 为整数，由上一节，我们知道（1＋x）i1

 中奇系数的个数为[image: alt]
 试证明

[image: alt]


中奇系数的个数[image: alt]


这是1985年国际数学奥林匹克的一道赛题，解出这道题的选手寥寥无几．

我们设k是i1
 的一个螟蛉，如果i1
 ，i2
 ，…，in
 中有奇数个以k为螟蛉，那么（1）中xk
 的系数[image: alt]
 是奇数个奇数与若干个偶数的和，当然是奇数．

如果i1
 ，i2
 ，…，in
 中有偶数个以k为螟蛉，考虑这偶数个数，并将它们用二进制表示出来．不妨设它们都是有l＋1个分量的向量（如果某个向量的分量不足l＋1个，就在前面添若干个零，凑足l＋1个分量）：

[image: alt]


又设

k＝（kl
 ，kl－1
 ，…，k1
 ，k0
 ）．

如果aj
 ＝1（0≤j≤l），就将bj
 ，…，sj
 全部换为kj
 （0≤j≤l）．ib
 、…、is
 经过这番“手术”后变为各自的螟蛉

[image: alt]


显然（3）中的每一个数以k为螟蛉．并且，由于

i1
 ＜i2
 ＜i3
 ＜…＜in
 ，

所以ib
 ，…，is
 都各有一个分量大于i1
 的相应分量，从而（3）中每一个数都不是i1
 的螟蛉．

在（3）中这奇数个向量中取一个极大的向量，也就是不是其他（与它不等的）向量螟蛉的向量．如果（3）中有奇数个向量与这极大向量相同，记它为k＇，则k＇是（2）中奇数个向量的螟蛉．由于k是k＇的螟蛉，所以i1
 ，i2
 ，…，in
 中只有奇数个向量（全在（2）中）以k＇为螟蛉，因而（1）中[image: alt]
 的系数是奇数，如果（3）中有偶数个与这极大向量相同，把它们全部删去，再从剩下的向量中选一个极大的向量，由于（3）中向量个数为奇数，所以经过几次删减，最后总能得到奇数个相同的极大向量k＇，（1）中[image: alt]
 的系数是奇数．

于是，对于i1
 的每个螟蛉k，有一个k＇与它对应，在（1）中[image: alt]
 的系数为奇数，并且由于上面采用的“手术”，不同的k对应于不同的k＇，所以（1）中奇系数的个数不小于k的个数[image: alt]


巧妙地运用数学归纳法也可以解决这个问题，异曲同工．限于篇幅，只好割爱了．

8.17　[image: alt]
 不是整数



设n为自然数，则

[image: alt]


不是整数，更一般地，设a、d、n都是自然数，则等差数列

[image: alt]


的倒数和

[image: alt]


不是整数．

这个结论是内格尔在1923年得到的．这里给出一个完全初等的证明．

首先假定（a，d）＝1．这一节我们考虑两个特殊情况：

①d为奇数．

考虑（1）中各数的素因数分解式中2的最高次幂，设为2k
 （由于a，a＋d中至少有一个为偶数，所以k＞0），并且

[image: alt]


如果（1）中只有这一项是2k
 的倍数，那么令

[image: alt]


为a，a＋d，…，a＋nd的最小公倍数，则

[image: alt]


因而S不是整数．

现在证明（1）中确实只有一项是2k
 的倍数，不然的话，设又有

a＋jd＝c×2k
 ，0≤j≤n并且j≠i

不妨设j＞i，将上式与（3）相减得

（j－i）d＝（c－b）×2k
 ．

由于d是奇数，所以2k
 │（j－i）．

于是i＋2k
 ≤j≤n．而由于b＋d是偶数，

a＋（i＋2k
 ）d＝（a＋id）＋2k
 ×d＝（b＋d）×2k


中2的次数高于k，矛盾！

②d＝2．这时a是奇数，（1）中各数都是奇数．

如果a＞n，那么

[image: alt]


所以S不是整数．

设a≤n．考虑（1）中各数的素因数分解中3的最高次幂3k
 ．和上一种情况一样，只要证明（1）中只有一项是3k
 的倍数．如果有

[image: alt]


及

[image: alt]


那么相减得

[image: alt]


从而2│（c－b）．

如果c－b≥4，那么j≥i＋2×3k
 ，三个数

[image: alt]


都在（1）中，其中有一个被3k＋1
 整除（因为b，b＋2，b＋4中有一个被3整除），矛盾！于是，必须有c－b＝2，即（1）中只有两项被3k
 整除，从而

（b－2）×3k
 ＜a，（b＋4）×3k
 ＞a＋2n，

结合a≤n得

3（b－2）×3k
 ＜3a≤a＋2n＜（b＋4）×3k


从而b＜5，这与[image: alt]
 矛盾！

一般的情况将在第19节证明，下一节先做点准备工作，求出［1，2，…，n］的一个上界．

8.18　最小公倍数的上界



设Mn
 是1，2，…，n的最小公倍数，我们要找一个数作为Mn
 的上界，显然n！或nn
 都是Mn
 的上界，但太粗糙．本节的目的是证明

[image: alt]


为了证明（1），我们先建立一个引理．

引理[image: alt]


这两个式子的证法相同，所以我们只证第一个．

设p为一个素数．比较一下p在M2m
 （的素因数分解）中与p在[image: alt]
 中的次数，如果后者≥前者，结论就成立了．

设

pk
 ≤m＜pk＋1
 ，

则p在Mm
 中的次数为k．

如果2m＜pk＋1
 ，那么p在M2m
 中的次数也为k，≤p在[image: alt]
 中的次数．

如果2m≥pk＋1
 ，那么由于2m＜2pk＋1
 ≤pk＋2
 ，所以p在M2m
 中的次数为k＋1．这时，在p进制中，m＝ak
 pk
 ＋…与m＝ak
 pk
 ＋…相加时最高位一定发生进位（因为和2m＝pk＋1
 ＋…），所以p在[image: alt]
 中次数至少为1．仍有p在M2m
 中的次数≤p在[image: alt]
 中的次数．引理证毕．

现在采用归纳法来证明（1）．在n＝1，2时，（1）显然成立．假设命题对于n＜2k成立，那么由引理及归纳假设，

[image: alt]


[image: alt]


即命题对于n＜2（k＋1）成立．从而对一切自然数n，（1）均成立．

当然还有比（1）更精确的估计，但（1）已经够用了，而且它的证明是初等的．

另一方面，可以证明n≥7时，

2n
 ＜Mn
 ．

不过我们并不需要这个结论．

8.19　证明的完成



本节将完成17节中的命题的证明．暂且假定（a，d）＝1仍然成立．

设素数p│a＋id，则[image: alt]
 （否则p│（a，d））．如果

M＝［a，a＋d，…，a＋nd］

中p的最高幂次为pk
 并且pk
 仅在

[image: alt]


中一个数的分解式中出现，那么和17节同样，可以证明[image: alt]
 不是整数．所以，我们假定pk
 至少在（1）中两个数的分解式中出现，

pk
 │a＋id，pk
 │a＋jd，0≤i＜j≤n

因此pk
 │（j－i）d，从而pk
 │（j－i），更有

[image: alt]


现在我们来考虑一下，p在乘积

[image: alt]


中的次数．首先注意在自然数c与d互素时，如果将n个连续的自然数

[image: alt]


按照mod c来分类，每一类中至多含[image: alt]
 个数．将（4）中各数乘以d后，不同类的数仍然不同类（mod c），所以1·d，2·d，…，n·d中至多有[image: alt]
 个在同一类中．这就导出除去a外（1）中至多有[image: alt]
 个被c整除．按照第14节的推导（取c＝p，p2
 ，…，pk
 ），p在（3）中的次数

[image: alt]


于是，

[image: alt]


这里连乘积[image: alt]
 表示对一切满足p│M的素数p将相应的[image: alt]
 相乘．

我们知道在n！中p的次数[image: alt]
 所以由（5）、（2），

[image: alt]


由上节，

［1，2，…，n］＜4n
 ．

所以

[image: alt]


从而

d＜4．

但我们已经证明（第17节）d＝1，2，3时，S均不是整数，所以在（a，d）＝1时，

[image: alt]


不是整数．

最后，如果（a，d）＝b，那么a＝a＇b，d＝d＇b，（a＇，d＇）＝1．

根据上面所证

[image: alt]


不是整数，所以S不是整数．

8.20　解题能手的问题



当代有一位十分活跃的匈牙利数学家厄尔迪什（1913—1996），人们公认他为解题能手．他不但善于解题，更善于出题，常常提出一大批质量很高、难度很大的问题．这本书中如果没有一个厄尔迪什的问题似乎有点遗憾．所以本节举一个他在美国数学月刊上提的问题（编号A6431），厄尔迪什问题的风格可以由此略见一斑．

问题　把自然数集分成两个不相交的集合A与B，使得（A＋A）∪（B＋B）中至多有有限多个素数．证明这时只有一种唯一的分法．

显然在A＝｛1，3，5，7，…｝，B＝｛2，4，6，…｝时，A＋A＝｛a＋a＇│a，a＇∈A｝与B＋B中每个数都是偶数，因而（A＋A）∪（B＋B）中只有一个素数，即2．

我们要证明只有这一种分法，即奇数同属一类，偶数同属另一类．

如果用a～b表示a与b属同一类，那么只要证明，对所有自然数a，a～a＋2就可以了．或者，由于证题技术上的考虑，我们证明一个完全等价的命题：对于任意的自然数n，a～a＋2对所有a＋2≤n成立．

首先做一些准备工作．

设＞n的素数依从小到大的顺序排列成

[image: alt]


又记

[image: alt]


[image: alt]


（这里（di
 ，di＋1
 ，…，di＋j
 ）表示di
 ，di＋1
 ，…，di＋j
 的最大公约数）．

引理1
 　在j足够大时，[image: alt]


证明　显然[image: alt]
 因此，在j足够大时，[image: alt]
 从而d1
 ，d2
 ，…都是d的倍数，p1
 ，p2
 ，…都在等差数列

[image: alt]


中出现．

另一方面，由第三章第14节的狄利克雷定理，有素数

p＝kd＋1，p＇＝k＇d－1，

并且p＞n，p＇＞n．于是，有i及i＇使

kd＋1＝p1
 ＋id，k＇d－1＝p1
 ＋i＇d，

两式相减得

（i－i＇－k＋k＇）d＝2．

所以d＝2．引理1证毕．

不妨设n足够大，使得它大于（A＋A）∪（B＋B）中的每一个素数，并且由第3.15节的切比雪夫定理的一个稍许精细的形式：在pi
 充分大时

[image: alt]


我们可以假定

[image: alt]


引理2
 　若a＋di
 ＜pi＋1
 ，则a～a＋di
 ．

证明　a与pi
 －a（＝pi＋1
 －di
 －a＞0）不在同一个集中，否则它们的和为素数pi
 ＞n．同理，pi＋1
 －（pi
 －a）＝a＋di
 与pi－a
 不在同一个集中，所以a～a＋di
 ．

引理3
 　设自然数x、y、p满足x＋y＜p，并且在a＋x＜p时，a～a＋x；在a＋y＜p时，a～a＋y，则在a＋（x，y）＜p时，a～a＋（x，y）．

证明　由裴蜀恒等式，有自然数u，v使

（x，y）＝ux－vy．

设a＋（x，y）＜p，并且a∈A．首先将a加x，再加x，直到和∈［p－x，p），这时和≥p－x＞y，从和中减y，再减y，直到差≤y，然后再加x．这样继续下去，得到数a＋ux－v＇y，再加上或减去若干个y便得到a＋ux－vy＝a＋（x，y）．由于上述过程中所有的数都＜p，因而都在A中．特别地，a＋（x，y）～a∈A．引理3证毕．

取p＝pi＋1
 ，x＝di
 ，y＝di＋1
 ，则[image: alt]
 由（1）式及引理2、引理3得到[image: alt]
 在[image: alt]
 时成立．重复这一推理，我们得到[image: alt]
 在[image: alt]
 时成立．特别地，[image: alt]
 在[image: alt]
 时成立．于是由引理1，a～a＋2在a＋2＜n时成立．

8.21　数论中的三颗明珠



20世纪初，德国的哥廷根进入了它的全盛时期，这里不仅有著名的数学家克莱因（1849—1925）、希尔伯特和闵可夫斯基（1864—1909）在执教，而且世界各地的年轻人像朝圣一样涌来，有很多人后来成了第一流的数学家．那时在哥廷根留学的高木贞治（1875—1960）说得十分正确，“这里集合着来自世界各国的少壮派，这里是数学世界的中心”．

1928年，在哥廷根流传着一个问题：设l为自然数，那么无论将全体自然数以怎样的方式分为两个集合，总可以在一个集合中找出l个数组成等差数列．大家都相信这个结论是正确的，但无法证明它．荷兰的范德瓦尔登（1903—1996）首先解决了这个问题，因此上面的结论称为范德瓦尔登定理．这就是苏联数学家辛钦（1894—1959）的名著《数论中的三颗明珠》中的第一颗明珠．

第二颗明珠与集合的密率有关．设A是自然数集的一个子集，用A（n）
 表示A中≤n的元素的个数，那么比值[image: alt]
 可以用来表示A在自然数集中所占的比例．集合

[image: alt]


的最大的下界称为集合A的密率，记为d（A）．密率是前苏联的天才数学家什尼列尔曼所引进的，是一个十分重要的概念（参见第3.20节）．如果两个集合A、B的密率分别为d（A）与d（B），集合A＋B＝｛a＋b│a∈A，b∈B｝的密率为d（A＋B），那么有不等式

[image: alt]


成立．这是1931年什尼列尔曼在哥廷根时与德国数学家兰道（1877—1938）讨论时所提出的一个猜测．这个兰道—什尼列尔曼猜测吸引了很多数学家的注意，据说当时英国有一半以上的数学家放下其他工作，集中全力试图解决它．直到1942年，这个猜测才被美国的曼恩（1934—　）攻克．

第三颗明珠是华林问题的初等证明，这是前苏联数学家林尼克于1942年获得的．

解决上述问题的数学家当时都很年轻，刚刚崭露头角．他们所用的方法都是初等的，极为优雅．限于篇幅这里不可能详细介绍，有兴趣的读者请看辛钦的《数论中的三颗明珠》．


9　分析与数论缔结姻缘

数论研究的对象是自然数．自然数是离散
 的，每两个自然数之间的距离至少为1．分析，也就是人们常说的微积分，处理的是连续
 ．这两者似乎是风马牛不相及，然而，它们却缔结了美满的姻缘，产生了解析数论，也就是采用分析的方法（包括极限、微积分、无穷级数、无穷乘积以及复变函数论）来研究数论．这是数论中一个庞大的分支，也是硕果累累的一个分支．这一章，我们从中拍摄几个有趣的镜头，企图使读者对分析的方法留下一点印象．

9.1　张教授堆砖



在一块砖头（我们假定砖头是均匀的长方体，长为两个单位）上可以放一块砖头，这块砖头向前伸出一些而不致塌下（如图9.1），在第二块砖头上还可以放第三块砖头．又向前伸出一些而不塌下，这样继续下去，每次堆在上面的砖头都伸出一些而不塌下，问能伸到离第一块砖多远的地方？

[image: alt]


图9.1

张教授的答案或许使你感到意外：砖头能伸到离第一块砖无限远的地方．请你仔细听他的讲解．

“要证实这一点，我们先看一看堆两块砖的情况．要使上面一块砖不塌下来，它的重心G1
 一定不超出下一块砖，因此至多伸出1个单位（图9.2），两块砖合在一起的重心[image: alt]
 离[image: alt]
 个单位．”

[image: alt]


图9.2

[image: alt]


图9.3

“再添一块砖”，张教授微笑着说，“不过，不是在上面添一块，而是在下面添一块．这和人们的常识有点违反，然而却便于我们进行数学推理．”

“换句话说，我们是把先已堆好的两块砖放在第三块砖上．这时[image: alt]
 不能超出第三块砖，所以第二块砖（在第三块之上）伸出[image: alt]
 个单位．三块砖的合重心[image: alt]
 离[image: alt]
 个单位（因为上面两块的重量和是第三块重量的两倍）．

按照这个方法继续在下面添第四块、第五块……第n＋1块．如果从上往下数，第k块砖在第k＋1块砖上面伸出了[image: alt]
 个单位，于是最上面一块砖比第n＋1块多伸出了

[image: alt]


个单位．

这个过程可以无限制地继续下去，因而堆的砖数n趋于无穷．

下一节，我们将要证明在n趋于无穷时，（1）中的和也趋于无穷，所以说砖堆能伸到离最下面那块砖无限远的地方.”

9.2　收敛与发散



上节的和

[image: alt]


随着n的增加趋向无穷，这个结论需要证明，不能认为n趋向无穷（1）就随之趋于无穷.例如和

[image: alt]


当n趋于无穷时，[image: alt]
 并不趋于无穷，一般地，我们知道在│q│＜1时，

[image: alt]


如果数列

a1
 ，a2
 ，a3
 ，…

的和

a1
 ＋a2
 ＋a3
 ＋…＋an


在n无限增加时，趋向于一个确定的常数C，我们就说级数a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ＋…收敛于C，并记为

a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ＋…＝C．

如果在n无限增加时，上述的和不趋于任一个常数，我们就说a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ＋…发散．特别地，如果上述的和趋于无穷（无穷不是确定的常数），就说a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ＋…发散于无穷．

现在我们证明级数

[image: alt]


发散于无穷．注意

[image: alt]


因此当n＞2m
 时，

[image: alt]


所以和（1）随着n无限增加趋向于无穷，即级数（4）发散于无穷．

（4）发散于无穷可以说是由于n增加时，通项[image: alt]
 的值减少得不够快．级数

[image: alt]


的通项[image: alt]
 的值减少得很快，所以（5）不发散于无穷，事实上

[image: alt]


所以级数（5）是有界的，可以证明（5）收敛于[image: alt]
 即

[image: alt]


这一点我们在第4节中还要说到．

9.3　这里又出现了欧拉



素数无限性的证明很多，前面已经介绍了四个．这里介绍的第五个证明属于欧拉，他采用了解析的手段．

假设只有有限多个素数p1
 、p2
 、…、pm
 ，那么乘积

[image: alt]


是一个确定的有限数．

但由上节（3），（1）式也就是

[image: alt]


根据唯一分解定理（请注意这个算术基本定理发挥的重要作用），每一个自然数n都可以唯一地表示为素数的乘积，所以把（2）式展开后，每一个自然数n恰好作为分母出现一次，即（2）等于

[image: alt]


由上节，这个和发散于无穷，从而（1）不是一个确定的有限数．矛盾！这就说明素数的个数是无限的．

这是用解析方法来处理数论问题的第一个例子，值得仔细玩味．

9.4　黎曼ζ函数

[image: alt]


黎曼（1826—1866）

黎曼（1826—1866）是一位雄才大略的数学家．他寿命不长（数学家通常都是寿星，黎曼是少数例外中的一个），文章也不太多，但质量极高，几乎每篇文章都开创了一个新的研究领域．他在1851年的博士论文中引进了黎曼曲面，创立了函数论的几何理论．1853年申请讲师职位的报告中建立了黎曼几何（这是广义相对论的理论基础）．他还研究过物理，对三角级数—偏微分方程都有重要的贡献．

数学界公认黎曼是一位才华横溢的旷世奇才．可是他的一生历尽坎坷．他的家庭人口众多，全靠他赡养．长期以来，收入微薄，不敷支出，甚至免不了忍饥挨饿，但他仍然坚持不懈，从事数学研究（他曾企图在天文台担任一个收入较高的职位，高斯劝阻了他）．1866年死于肺结核，终年不足40岁．

黎曼生前只发表过一篇数论方向的论文，但这足以使他的英名彪炳于数论的史册之中．这是他在1859年准备继任狄利克雷的教授职位时写的．这篇题为《论小于给定数的素数个数》的八页论文，有极深刻的思想，开辟了证明素数定理的道路（参见第三章）．在这个报告中，黎曼考虑了一个函数
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这个函数称为黎曼ζ函数．其中自变量s取复数值，可以证明（1）在s＝σ＋it的实部σ＞1时收敛．

黎曼采用函数论的方法将（1）开拓到除去s＝1这点外的整个复平面（在s＝1处，ζ（s）
 的“值”为∞，这在第2节中我们已经注意到了），他对ζ函数进行了研究并且预见到函数的零点（即使ζ（s）
 ＝0的s值）与很多数论问题密切相关．他猜测除去负整数外ζ（s）
 的零点全在直线[image: alt]
 上（即零点s＝σ＋it的实部为[image: alt]
 ），这就是著名的黎曼假设．

第2节所说的级数

[image: alt]


就是ζ（2）
 ．一般地，有公式

[image: alt]


其中B2n
 是第10.13节所说的伯努利数．例如由（2）可以算出

[image: alt]


但是对ζ（2n＋1）
 没有这样简单的公式．直到1978年才有一位法国数学家阿佩尔证明了ζ（3）
 是个无理数．

9.5　“我证明了黎曼假设！”



上节所说的黎曼假设是数论中最重要的假设，如果黎曼假设成立，数论中很多重要结果都能得到改进．1927年，德国杰出的数论专家朗道在他的名著《数论讲义》中专门用了一章《在黎曼假设下》讲述从黎曼假设可以推出的结论．

英国的著名数学家哈代（1877—1947）毕生念念不忘的事就是证明黎曼假设．他常常到欧洲大陆讲学，需要乘船横渡英吉利海峡，有时风狂浪恶，哈代却泰然自若，他每次渡海之前就作好了准备，在一张纸条上写了这样一句话：

“我证明了黎曼假设！”
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哈代（1877—1947）

哈代说，如果不幸遇难，人们就会认为他证明了黎曼假设，从而哈代的名字就会载入史册，永远被后世称颂．“但是”，哈代说，“我相信上帝不会将证明黎曼假设的桂冠给我，我不可能享有这样的殊荣，因而我乘的船也不可能在海中颠覆．所以每次写好纸条后，我就放心大胆地去渡海了．”

黎曼假设至今未能证明，哈代曾经证明ζ（s）
 有无限多个零点在直线[image: alt]
 上．1974年美国麻省理工学院的一位老数学家、身患癌症的利维森经过不懈的努力，在逝世之前证明了ζ（s）
 在关键线[image: alt]
 上的零点占全部零点的[image: alt]
 以上．近年，美国威斯康辛大学的罗塞、舍恩菲尔德与约埃，三位利用计算机进行检验，发现前3,502,500（三百多万）个零点确实在[image: alt]
 上（现在已经知道前300,000,001个零点都在直线[image: alt]
 上），可见黎曼的眼力是何等的敏锐！

黎曼的ζ函数有各种各样的推广，因而也就有各种各样的“黎曼假设”．1948年，韦伊（1906—1998）证明了有限域上代数曲线的黎曼假设．1973年，德利涅（1944—　）证明了更一般的有限域上代数簇的黎曼假设．这都是意义重大的结果．然而，原来的黎曼假设仍然是个谜．

9.6　几乎所有



虽然哥德巴赫问题至今未能解决，却早已有人证明了几乎所有的正偶数可以表示成两个素数的和．几乎所有是解析数论中常常出现的词．我们说集合A中几乎所有的数具有性质P，意义如下：

设集合A中≤x的数有A（x）个，其中具有性质P的有P（x）个．考虑比值[image: alt]
 如果在x趋于无穷时

[image: alt]


我们就说集合A中几乎所有的数具有性质P．

（1）式也可以用（x趋于无穷时）

[image: alt]


来代替．这里E（x）表示A中≤x并且不具有性质P的数的个数．

让我们举一个极为初等的例子来说明“几乎所有”的意义与作用．

这个例子是关于十全数的．回忆一下，我们曾在第1.13节说过含有0、1、2、3、4、5、6、7、8、9这十个数字的自然数称为十全数．我们要证明几乎所有的自然数都是十全数（这个结论也许有人感到困惑不解，似乎有很多数，例如十亿以下的数都不是十全数．但是，请注意这十亿个数在整个自然数集中只不过是沧海一粟，微乎其微）．

我们先来证明几乎所有的自然数含有数字9．事实上，对于正实数x，我们设

10k－1
 ≤x＜10k


不超过x的数至多有k位，其中不含数字9的至多有9k
 个，而

[image: alt]


当x趋于无穷时，[image: alt]
 因此几乎所有的自然数含有数字9．

上面的数字9也可以换为其他的九个数字．于是，在≤x的自然数中，不是十全数的至多有

[image: alt]


个，当x趋于无穷时，

[image: alt]


这就是说几乎所有的自然数是十全数．

在第1.14节，我们构造了n韧性数．现在我们采取另一种迥然不同的做法，利用与上面类似的估计来证明n韧性数是存在的，并且几乎所有的自然数都是n韧性数（如果读者理解了上面的解法，对这结论当不再感到突然）．

事实上，设l≤x，并且l不是n韧性数，那么1·l，2·l，…，n·l这n个数中必有一个不是十全数．如果ml（1≤m≤n）不是十全数，设

10k－1
 ≤nx＜10k
 ，

那么由于ml≤nx，（根据上面所说）这种ml的个数

≤10×9k
 ，

因而l的个数

≤n×10×9k
 ．

由于

[image: alt]


所以几乎所有的自然数都是n韧性数．

9.7　圆法



哈代虽然没有能证明黎曼假设，他对数论有很大的贡献，他和立特伍德（1885—1977）创立了解析数论中的圆法，也就是哈代—立特伍德方法．

圆法是从一个简单的定积分[image: alt]
 出发，这个定积分的值是很容易计算的：

[image: alt]


于是

[image: alt]


设N是自然数，p1
 、p2
 、p3
 都是素数并且小于N，那么和

[image: alt]


如果是正的，就说明其中有一项为1，也就是（根据（2））有一组素数p1
 、p2
 、p3
 使

[image: alt]


即N可以表示成三个素数的和．类似地，如果和

[image: alt]


是正的，那么就有

[image: alt]


即N可以表示成两个素数的和（1＋1）．

由高中数学知道e2πix
 表示单位圆上幅角为2πx的复数．当x跑过区间［0，1］时，e2πix
 恰好跑过单位圆，所以哈代把他们的方法称为圆法．

为了证明（3）或（5）之类的和在一定条件下是正的，哈代把［0，1］分成两部分，一部分是形如

[image: alt]


的区间，其中既约分数[image: alt]
 的分母q不太大，τ是一个适当的正数．这种区间哈代称之为优弧．圆周上（或说区间［0，1］中）剩下的部分称为劣弧．

如果能够用适当的估计证明劣弧上的积分远小于优弧上的积分，并且优弧上的积分是正的，那么就可以证明积分（3）或（5）是正的．

维诺格拉多夫（1891—1983）采用圆法，并利用他自己独创的对某种和的估计法，成功地证明了在N为充分大的奇数时，（3）是正的，从而（4）成立，这就是第3.20节说过的三素数定理．

除了圆法外，密率法与筛法也是解析数论中常用的方法．


10　固若金汤的城堡——费尔马大定理

[image: alt]


费尔马（1601—1665）

费尔马，法国人．他从事法律工作，数学只是他的业余爱好，但整个欧洲都公认他是最卓越的数学家．

他在数学上的贡献极多，独立发明了解析几何，研究过微积分……随着时间的推移，费尔马在数论上的工作更显得光彩夺目，人们公认他是现代数论的创始人．

费尔马对不定方程极感兴趣，他在丢番图的《算术》这本书上写了不少注记．在第二卷问题8“给出一个平方数，把它表示为两个平方数的和”的那一页的空白处，他写道：

“另一方面，一个立方不可能写成两个立方的和，一个四方不可能写成两个四方的和．一般地，每个大于2的幂不可能写成两个同次幂的和．”

换句话说，在n＞2时，

[image: alt]


没有正整数解．这就是举世闻名的费尔马大定理．

“关于这个命题，”费尔马接着说，“我有一个极为奇妙的证明，但这里的空白太小了，写不下．”

没有能找到费尔马的“证明”．很多数学家攻击这座城堡，久久未能攻克，所以费尔马大定理实际上是费尔马大猜测．

10.1　x4
 ＋y4
 ＝z4
 无解



人们在费尔马的书信与手稿中只找到关于方程

[image: alt]


无正整数解的证明，恐怕他真正证明了的“大定理”也就是这n＝4的特殊情况．

费尔马的证明使用了他所喜爱的递降法．

实际上，可以得到稍强一点的结论：方程

[image: alt]


无正整数解（显然，如果（2）无正整数解，那么（1）也无正整数解）．证明如下：

假如（2）有一组正整数解x、y、z，和第6.5节类似，不妨假定x、y、z两两互素并且x是偶数，y是奇数，由第6.5节的结论得（请读者先看一下那节的结论）．

[image: alt]


其中（u，v）＝1．

（4）即

y2
 ＋v2
 ＝u2
 ．

仍由第6.5节，得到

[image: alt]


其中（s，t）＝1．由（6）知v是偶数，因而u是奇数，并且由（3）我们知道
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由（10）及（6）得st＝n2
 ．因为（s，t）＝1，所以

[image: alt]


把（9）、（11）、（12）代入（8）得

[image: alt]


这样，由方程（2）的任一组正整数解x、y、z，可以导出另一组正整数解c、d、m，并且m＜z．同理，由正整数解c、d、m，又可以导出正整数解c＇、d＇、m＇，并且m＇＜m．这个过程可以无限地继续下去（因此费尔马称这种方法为无限递降法）．但另一方面，小于z的正整数却只有有限多个，所以上述过程不可能无限制地继续下去．这一矛盾就说明（2）没有正整数解．

10.2　欧拉迈出了第一步



上节我们证明了不定方程

[image: alt]


无（正整数）解．于是，我们可以断言方程
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无解（如果（2）有解，即有正整数x0
 ，y0
 ，z0
 使

[image: alt]


那么

[image: alt]


这与（1）无解矛盾！）

根据同样的道理，我们只要证明对于奇素数p，不定方程

[image: alt]


无（正整数）解，那么费尔马大定理就成立了（因为每个整数n＞2，或者被4整除，或者有一个奇素数p是它的因数）．

（3）的证明十分困难．在费尔马逝世后九十多年，欧拉迈出了第一步．他在1753年8月4日写给好朋友哥德巴赫（就是以哥德巴赫猜想而著称的那位数学家）的信中宣称他证明了在p＝3时，（3）无解，但直到1770年才把证明发表在他的著作《代数》中．这一结论，后来勒让德与高斯也都证明过．

欧拉发现对p＝3的证明与对n＝4的证明截然不同．他认为一般的证明（即证明（3）对所有的奇素数p无正整数解）是十分遥远的．

10.3　化名的女数学家



在哥廷根的大数学家高斯常常收到巴黎的来信，寄信人自称勒布朗先生，他与高斯讨论数学问题，高斯对他的学识与能力极为赞赏．

在赢得高斯的尊重与信任之后，这位“先生”才告诉高斯，“他”是索菲·吉尔曼（1776—1831）的化名．这位女士酷爱数学，自学成材．由于当时的习俗与偏见，女性被排斥在数学研究之外，吉尔曼担心高斯不会严肃认真地与她通信，所以采用了一个男性的化名．

高斯发现自己受骗后，非常高兴．他称赞吉尔曼具有“高贵的勇气”，“敢于深入”数学这个“充满荆棘的领域”，称赞她具有“十分卓越的才能”，是一个“超等天才”．

吉尔曼与巴黎的数学家勒让德也很熟悉（后者也是高斯的好朋友）．勒让德在自己的书中专门讲到了吉尔曼的定理：

“如果不定方程x5
 ＋y5
 ＝z5
 有解，那么5｜xyz．”

根据习惯，人们把上节方程（3）的讨论分为两种情况．即：

如果方程xp
 ＋yp
 ＝zp
 无满足p｜xyz的解，就说对于p，第一种情况的费尔马大定理成立．

如果方程xp
 ＋yp
 ＝zp
 无满足p∤xyz的解，就说对于p，第二种情况的费尔马大定理成立．

因此，吉尔曼证明了对于p＝5，第一种情况的费尔马大定理成立．

更一般地，她还证明了：

如果p与2p＋1都是奇素数，那么第一种情况的费尔马大定理成立．

例如对于p＝5，11，…，第一种情况的费尔马大定理成立（遗憾的是人们至今还不知道p与2p＋1同为素数的p是否有无穷多个）．

吉尔曼经过更进一步的研究，证明了对于≤100的奇素数p，第一种情况的费尔马大定理成立．

10.4　从欧拉到库麦尔



在欧拉解决p＝3以后的九十余年里，尽管许多数学家企图证明“大定理”，但成绩甚微．除了上节吉尔曼的结果外，只解决了p＝5与p＝7的情况．
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库麦尔（1810—1893）

攻克p＝5的荣誉由两位数学家分享，一位是刚满20岁、初出茅庐的狄利克雷，另一位是年逾七十、已享盛名的勒让德．狄利克雷在1825年7月提交给巴黎科学院的报告中，证明了如果x5
 ＋y5
 ＝z5
 有正整数解，那么x、y、z中被5整除的数（由上节吉尔曼定理，x、y、z中一定有一个被5整除）一定是奇数，从而部分地解决了p＝5的情形．9月份，勒让德在一篇文章中介绍了狄利克雷的工作，改进了他的叙述，并用精巧的方法证明了x、y、z中被5整除的数不可能是奇数，这就完成了p＝5时大定理的证明．11月份，狄利克雷也用另一种方法证明了上述结论．

当p＝7时费尔马大定理成立，这一结论是法国数学家拉梅（1795—1870）在1839年证明的．

这样对每个奇素数p逐一进行处理，难度越来越大，而且不能对所有的p解决费尔马大定理．有没有一种方法可以对所有的p或者至少对一批p，证明费尔马大定理成立呢？德国数学家库麦尔（1810—1893）创立了一种新的方法，用新的深刻的观点来看费尔马大定理，给一般情况的解决带来了希望．

为了说明库麦尔的工作，在下面几节里先引入一些新的概念．

10.5　什么是整数



什么是整数？这个问题太简单了．整数不就是正整数、负整数和零吗？不就是
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吗？

是的，但又不完全是．

我们知道，数的概念在不断扩张．小学里，学过自然数和零，又学过（正）分数．进入中学后，学了正数和负数，有理数和无理数，实数和复数．同样，整数的概念也是发展的，不是一成不变的．为明确起见我们把（1）中的数称为有理整数，全体有理整数的集合记为Z
 ．每个有理整数n显然适合一个一次的方程，即方程x－n＝0，这个方程的系数是有理整数，并且首项系数为1．

一般地，我们把首项系数为1、系数为有理整数的方程
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的根称为代数整数，或简称为整数．

这样一来，[image: alt]
 等等都是（代数）整数，因为它们分别是x2
 －2＝0与x3
 －5＝0的根．

把一个（代数）整数a添加到有理数域Q
 中，也就是把a与有理数进行加减乘除，得到的数域称为代数数域，例如第5.17节所说的[image: alt]
 就是代数数域．

每一个代数数域中的整数构成一个环，这样就有无限多个整数环，它们是代数数论研究的对象．到目前为止，我们所谈的内容绝大部分是关于（有理数域中的）有理整数环的，这只是众多的整数环中的一种．由此可见，代数数论是一个十分广阔的研究领域，有着十分深邃的内容．

第一个把数论的对象从有理整数扩大到代数整数的数学家是高斯．下一节我们就来游览一下他发现的“新大陆”——高斯整数（环）．

10.6　高斯整数



复平面是高斯首先引入的．取一个直角坐标系，横轴上的单位为1，纵轴上的单位称为虚单位，记为i．平面上的坐标为（x，y）的点就表示一个复数x＋yi．复数的运算是这样定义的：

[image: alt]


（特别地，i2
 ＝-1）容易验证复数的全体构成一个域．它的子集

｛x＋yi｜x∈Q，y∈Q｝

也构成域，记为Q
 （i），Q
 （i）中的整数就是形如x＋yi，x∈Z
 ，y∈Z
 的数，也就是平面上的整点（格点），称为高斯整数．高斯整数构成一个环，记为Z
 ［i］．

和有理整数环Z
 类似，Z
 ［i］中的不等于0的数可以分为三类：

第一类是单位，即±1、±i这四个数．它们的倒数仍然属于Z
 ［i］（在Z
 中只有两个单位即±1）．

如果定义N（x＋yi）＝x2
 ＋y2
 为复数a＝x＋yi的范数（它表示点（x，y）与原点的距离的平方），那么a是单位的充分必要条件是N（a）＝1．

第二类是素数．素数a的特点是它的因数只有单位或a的相伴数．

这里我们把a与单位的乘积（±a、±ia）称为a的相伴数．在因数分解中，我们认为a与它的相伴数没有实质的差别．

第三类是合数．合数a的特点是除了单位与相伴数外还有其他因数．

注意：Z
 中的素数不一定是Z
 ［i］中的素数．例如
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都不是Z
 ［i］中的素数．

一般地，Z
 中每个形如4n＋1的正素数p可以表示为x2
 ＋y2
 （第8.8节）．因而p＝（x＋yi）（x－yi）不是素数．另一方面，Z
 中每个形如4n＋3的正素数p是Z
 ［i］中的素数．例如，我们证明7是Z
 ［i］中的素数：如果7不是Z
 ［i］中素数，就有
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其中a＋bi、c＋di都不是Z［i］中的单位．由于对复数α、β有
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所以由（1）得
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由Z中唯一分解定理得
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但由第4.2节可知7≠a2
 ＋b2
 ，所以（1）不成立，从而7是Z
 ［i］中的素数．

10.7　Z［i］中的唯一分解定理



在Z
 ［i］中唯一分解定理成立．即


Z
 ［i］中的每一个数都可以表示成素因数的乘积，如果不考虑因数的顺序，不考虑一个数与它的相伴元之间的差别，这种分解是唯一的．

这个定理并不是显然成立的，需要加以证明．

我们先来证明在Z
 ［i］中，欧几里得带余除法成立，即对于α、β∈Z
 ［i］，β≠0，存在q、r∈Z
 ［i］，满足
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事实上[image: alt]
 是Q
 ［i］中的一个数，（1）式等价于
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即
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这就是说存在一个整点q与[image: alt]
 之间的距离小于1（这里把复数q、[image: alt]
 都看成复平面上的点）．

由于以整点为中心，1为边长的正方形覆盖整个复平面（如图），所以以整点为中心，1为半径的圆更覆盖整个平面，从而复数[image: alt]
 一定落在以某个整点q为中心、半径为1的圆内，即一定有整点q使（3）成立．令r＝α－qβ，就得到（1）．
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和第一章类似，由欧氏带余除法可以导出裴蜀恒等式，进而导出唯一分解定理．

10.8　再谈勾股数



现在，我们再来讨论一下勾股数，也就是方程
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的解．

和第6.5节一样，我们假定x、y、z两两互素，并且y是偶数（x当然是奇数）．

我们在Z
 ［i］中进行讨论．由（1）得
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x＋yi与x－yi是互素的，也就是说它们的公因数d一定是单位．事实上，d是（x＋yi）＋（x－yi）＝2x与（x＋yi）－（x－yi）＝2yi的公因数，而x、yi互素所以d│2，从而N（d）│4．但另一方面，
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所以N（d）是奇数，因此N（d）＝1，d是单位．

根据Z
 ［i］中的唯一分解定理，由（2）得
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其中ε是Z
 ［i］中单位，u、v∈Z
 ．

如果ε＝1，那么由（3）得
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分开虚实部得

[image: alt]


从而z＝u2
 ＋v2
 ．这就是第6.5节中的结果．

对于ε＝-1、±i，结果与上面类似．

顺便说一下，什么样的正整数n可以表示为两个平方数的和：
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如果上式成立，那么[image: alt]


将x＋yi、x－yi在Z
 ［i］中分解为素因数的乘积，若
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那么
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从而
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如果bj
 ＝0（1≤j≤k），那么[image: alt]
 是Z
 中平方数．如果bj
 ≠0（1≤j≤k），那么[image: alt]
 一定是Z
 中的素数（不然的话，[image: alt]
 c∈Z
 ，d∈Z
 并且c、d都不是±1．将c、d在Z
 ［i］中分解，便得到[image: alt]
 的一个在Z
 ［i］中的分解式，它是两个有理整数c、d的积或者是三个以上的素因数的积．但[image: alt]
 已有另一种不同的分解式，即（aj
 ＋bj
 i）（aj
 －bj
 i）．这与Z
 ［i］的唯一分解定理矛盾）．前面已经说过[image: alt]
 决不是Z
 中4m＋3形的数，所以，在n能表示为两个平方数的和时，n（在Z
 中）的分解式中形如4m＋3的素数的幂指数一定是偶数，这就是第八章第8节中曾提到的一个结论．

10.9　1847年发生的事



1847年3月1日，在巴黎科学院的会议上，拉梅兴奋地宣布：他解决了费尔马大定理．拉梅对他的证明作了简单的描绘，大意是xn
 ＋yn
 可以分解为
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其中ζj
 （j＝1，2，…，2n）是方程un
 ＋1＝0的n个根，即
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如果有
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那么

[image: alt]


上式右边是整数的n次幂，因此左边的每一个因数都是n次幂乘以一个单位，从而可以导出矛盾（这与上节方程（1）的解法类似）．

拉梅谦虚地说他的想法是受到他的好朋友列维尔（1809—1882）的启发．但列维尔，作为一位严谨的数学家，却认为拉梅的证明中有个很大的漏洞，拉梅运用了形如x＋ζi
 y的（代数）整数，却没有证明在域Q
 （ζ1
 ）的整数环中唯一分解定理成立（请注意在上一节中我们利用了Q
 （i）中的唯一分解定理），因此没有理由认为从（2）式可以导出（2）的左边每一个因数都可以表示为n次幂乘上一个单位．

拉梅承认列维尔的批评言之有理，但却很有信心地说，唯一分解定理是成立的，它的证明很快就可以补出来，并不是一个严重的障碍．

这时，另一位素负盛名的大数学家柯西也迫不及待地宣称，他早在1846年就曾经研究过费尔马大定理，并已在该年10月把若干结果写在一份备忘录里提交给巴黎科学院．柯西认为他差不多解决了费尔马大定理，只是缺少时间，没有来得及进一步发展他在这方面的工作．

在3月15日的会议上，万茨尔宣布他证明了唯一分解定理，可是他的证明只适用于n≤4的情况．其他的情况，他认为是“容易看出”，实际上却远非那样简单．这一点柯西也已发现，并在3月22日的发言中指出．可是在以后几周的会议上，柯西本人及拉梅发表了许多关于费尔马大定理的注记，这些注记没有得出任何确定的东西，而且写得十分混乱，恼人的混乱！

直到5月24日，列维尔在会上宣读了德国数学家库麦尔写给他的一封信，库麦尔注意到法国同行的争论，告诉列维尔，列维尔强调唯一分解定理需要证明是非常正确的，是整个问题的症结．库麦尔在这封信中附有他三年前发表的一篇文章．在这篇文章中，他已证明在某些拉梅认为唯一分解定理成立的域中，唯一分解定理并不成立．

库麦尔在信中还说他引进了理想数来“挽救”唯一分解定理．一年前就已发表了研究摘要，全文很快就会在杂志上刊出．库麦尔用他的新理论对费尔马大定理进行了长时间的深入的研究，他告诉列维尔，研究的结果已经披露在4月15日柏林科学院的通报上．

显然，德国同行在这个问题上远远走在前面．读了库麦尔的信后，拉梅沉默了．作为一位保王党人，柯西的头脑比任何数学家都要固执，他继续发表那些含混不清的文章．又过了几周，到了这年的夏末，柯西才沉默了．不过柯西决不是甘于沉默的人，他只是停止攻击费尔马大定理，转而去写天文数学方面的大块文章去了．

注：库麦尔是高斯与狄利克雷的学生．1843年，他曾把他关于代数数论的工作（手稿）给狄利克雷看，狄利克雷指出他错误地假定了唯一分解定理成立．库麦尔后来认识到这一批评的正确性，并创立了理想的理论，成为代数数论的奠基人．

10.10　唯一分解定理不一定成立



柯西等人曾经认为唯一分解定理一定成立．其实不然，有很多域，（在它的整数环中）唯一分解定理不成立．例如域
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的整数环是
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不难证明，2、3、[image: alt]
 都是[image: alt]
 中的素数并且互不相伴（即每一个都不等于另一个乘以单位±1——[image: alt]
 中只有这两个单位），可是
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即6有两种不同的素因数分解．所以在[image: alt]
 中唯一分解定理不成立．

我们知道在欧氏带余除法成立的域中（这样的域称为欧氏域）唯一分解定理一定成立．可是在二次域[image: alt]
 （这里d是一个无平方因数的整数）中只有21个欧氏域、即在d为

-11、-7、-3、-2、-1、2、3、5、6、7、11、13、17、19、21、29、33、37、41、57、73

时，[image: alt]
 是欧氏域（d＝-1时，即第6节所说的域．）

当然，在非欧氏域中唯一分解定理也可能成立，现在已经知道在虚二次域[image: alt]
 （d为负数时，[image: alt]
 ）称为虚二次域）中只有9个域唯一分解定理成立（见第15节），而在实二次域中有多少个唯一分解定理成立，至今仍未解决，高斯曾猜测有无穷多个实二次域使唯一分解定理成立．

10.11　更通俗的例子



希尔伯特举了一个更为通俗的例子：设

H＝｛1，5，9，13，…｝

由所有≡1（mod 4）的自然数组成．在H中，1是单位（它的倒数仍在H中）．5、9、13、17、21、29、33、37、41、53、57、61、69、73、77、89、…是素数（因为它们在H中除去1和本身外没有其他因数），25、45、49、65、81、85、…是合数．

唯一分解定理在H中不成立．例如
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所以693有两种不同的素因数分解（21、33、9、77都是素数）．由此，我们也可以看出第1.18节素数的另一个特征在H中并不成立，因为素数9│21×33，但9∤21、9∤33．

为了“挽救”唯一分解定理，需要在H中补充一些新数，例如3、7与11，这时9、21、33、77都不再是素数了，而693只有一种分解：
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这里补充进来的3、7、11满足
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它们都是H中某两个数的最大公约数．

10.12　理想与青春之梦



数学中也谈理想，似乎有点奇怪．其实数学中不但有理想，还有主理想、素理想、极大理想、分式理想等等，不一而足．理想是近代数学中的一个极重要的概念．它来源于数论，最初被称为“理想数”，后来被应用于代数、拓扑等数学分支，“理想数”也逐步被更理想的词“理想”所代替．

前面已经说过库麦尔引进理想是为了挽救唯一分解定理．在第11节的集合H中唯一分解定理不成立，但添加一些不在H中的新数，如3＝（9，21），7＝（21，77），11＝（33，77）等等，唯一分解定理就可以成立，这些数可以说就是“理想（数）”．

我们不想在这里叙述理想的严格定义（这样的定义在任何一本抽象代数或代数数论的书中都可以找到），只准备介绍一下理想理论中的几个重要结论．

首先，在任一个代数数域（的整数环）中，对于理想的唯一分解定理成立：每一个理想都可以表为素理想（与素数相对应的一个概念）的积，并且除去因子的顺序外，这种表示是唯一的．

一个代数数域中的理想可以按某种标准分类．能够证明类的个数是有限的，并且类数等于1（即只有一类）是这代数数域中（整数的）唯一分解定理成立的充分必要条件．

理想类组成一个群，这个群称为（这个代数数域的）类群．类群的性质与域的构造有很密切的关系，例如上面已经说过类群仅由一个元素组成时，唯一分解定理成立．

库麦尔利用理想理论，证明了对于p＜100费尔马大定理成立．巴黎科学院为了表彰他的功绩，在1857年给他奖金三千法郎．当然金钱的价值有限，库麦尔给后人带来的精神财富是无法估量的．

很多数学工作者沿着库麦尔指引的道路前进．例如前面曾数次提到的克罗内克尔就是库麦尔的学生和亲密的合作者．克罗内克尔1849年获得博士学位后，继承伯父的遗产从事银行业与农业，成为企业家．但他年轻求学时关于代数数域的一个猜想却一直萦绕于怀，数学比金钱对他更有吸引力，于是在1857年重返数学界．后来，克罗内克尔成为柏林学派的领袖．

克罗内克尔的猜想通常被称为克罗内克尔青春之梦，他本人终生未能解决．直到后来高木贞治等人建立类域论时，这个猜测才获得证明．

10.13　伯努利数与正规素数



下面的数称为伯努利数：

[image: alt]


伯努利数满足　Bk
 ＝0（k奇数且k≠1）及“伞形法则”

[image: alt]


其中（2）的右边是

[image: alt]


的缩写，它好像二项式定理，只不过把幂指数改成了足标．

运用（2）可以推出（1）中B11
 后面的伯努利数是

[image: alt]


伯努利数有很大的用处，例如对于前n个自然数的k次方的和Sk
 ＝1k
 ＋2k
 ＋…＋nk
 ，有公式

[image: alt]


（4）也可以用求和记号缩记为

[image: alt]


在k＝1，2，3时得出

[image: alt]


[image: alt]


库麦尔发现伯努利数与费尔马大定理有重要的联系，他引进了正规素数的概念：

如果素数p不整除B2
 ，B4
 ，…，Bp－3
 的分母，p就称为正规素数，如果p整除B2
 ，B4
 ，…，Bp－3
 中某一个的分母就称为非正规素数．例如5是正规素数，因为B2
 的分母是6而5∤6.7也是正规素数，因为B2
 的分母是6，B4
 的分母是30，而7∤6，7∤30．

1850年库麦尔证明了费尔马大定理对于正规素数成立，这是一个很大的成就，一下子证明了对一大批素数p，费尔马大定理成立．库麦尔发现在100以内只有37、59、67是非正规素数，在对这三个数进行特别处理后，库麦尔证明了对于p＜100，费尔马大定理成立．

正规素数到底有多少？库麦尔猜测正规素数的个数是无限的，但这个猜测一直未能证明．有趣的是，1953年卡利茨证明了非正规素数的个数是无限的．

10.14　二次域



设d是一个无平方因数的整数（可正可负），域[image: alt]
 是把一个二次方程x2
 －d＝0的根[image: alt]
 添加到Q
 中而得到的域，这样的域称为二次域．例如Q
 （i）就是二次域，它是把[image: alt]
 添加到Q
 中得出的域．


Q
 （i）中的整数即高斯整数，我们已经在前面说过（第6节）．一般地，[image: alt]
 中的整数形如

　[image: alt]
 a、b∈Z，若d≡2，3（mod 4）

或[image: alt]
 a、b∈Z并且a≡b（mod 2），若d≡1（mod 4）．

这是因为[image: alt]
 是方程

[image: alt]


的根，在d≡1（mod 4）、a≡b（mod 2）时，（1）的系数都是有理整数，所以这时[image: alt]
 也是代数整数．

我们定义范数为

[image: alt]


[image: alt]
 中的单位就是满足

[image: alt]


或

[image: alt]


的整数[image: alt]
 （若d≡1（mod 4），a与b都是奇数）．于是在d＜0时，（虚二次域）[image: alt]
 只有有限多个单位：d＝-1时，由（2）得Q
 （i）的单位为±1、±i四个，这在第7节已经说过．d＝-3时，由（3）得[image: alt]
 的单位有六个，即±1，[image: alt]
 其余的虚二次域只有±1这两个单位．在d＞0时，由第六章对沛尔方程的讨论可知这时（实二次域）[image: alt]
 有无穷多个单位．

由此可见二次域比有理数域复杂得多．

10.15　证实高斯猜测的历程



费尔马研究过把自然数表示为x2
 ＋y2
 、x2
 ＋3y2
 等形式的问题，更一般地，拉格朗日研究了用整系数的（二元）二次形

[image: alt]


表示整数的问题．如果作一个变换

[image: alt]


其中α、β、γ、δ∈Z并且αδ－βγ＝±1，那么（1）变成另一个二次形

[image: alt]


其中A、B、C都不难用a、b、c及α、β、γ、δ表示，并且通过计算易知

[image: alt]


拉格朗日把（1）、（3）称为等价的二次形，又把d＝b2
 －4ac，称为二次形（1）的判别式，因此（4）式表明：等价的二次形有相同的判别式．

反过来，有相同判别式d的二次形是不是一定等价呢？也就是说如果（4）式成立，是不是一定有一个形如（2）的变换把（1）变为（3）呢？并非如此！如果把等价的二次形归于一类，类数，也就是（判别式同为d的）两两不等价的二次形的个数，是一个十分重要的数，记之为h（d）．

后来发现，二次形的类数h（d）恰好是二次域[image: alt]
 （中理想类）的类数，真是殊途同归！

高斯对类数进行了深入的研究，在1801年出版的《算术研究》中提出了一些猜测，其中关于虚二次域[image: alt]
 （d＜0）的猜测可以归结为以下两条：

（1）在d→-∞时，[image: alt]
 的类数h（d）→＋∞．从而给出h（d）的值后，只有有限多个虚二次域，它的类数为h（d）．

（2）高斯列出了h（d）＝1，2，3，4，5时的虚二次域，其中h（d）＝1的，也就是唯一分解定理成立的虚二次域有九个，即d为

[image: alt]


他认为他的表是没有遗漏的．

经过一百八十多年的努力，这两条猜测终于被人们证实，这是一个艰巨漫长的历程．

赫克首先打破沉寂，在1918年证明了第一条猜测，即

[image: alt]


但他的证明是有条件的：需要假定著名的广义黎曼假设成立（黎曼假设见第9.4节）．

1933年，德林证明了一个出乎预料的结果：如果广义黎曼假设（以下简称为GRH）不成立，那么在-d充分大时，h（d）≥2．

1934年，海尔布伦又前进一步，证明了在GRH不成立时，（6）成立．于是与赫克的结果合在一起就完成了第1个猜测的证明．

这是数学中前所未有的一个证明，先假定GRH成立，再假定GRH不成立，两种情况都导出所需要的结论（6）．

第2个猜测更难．仅仅h＝1的情况就耗费了许多数学家的心血．

1933年证明了在-1≥d≥-5×109
 中仅有（5）中所列的九个虚二次域[image: alt]
 类数为1．

1934年海尔布伦证明了至多还有一个虚二次域[image: alt]
 （当然d＜-5×109
 ）类数为1．

1952年，有一位中学教师希格纳发表文章宣称解决了类数为1的问题，即证明了只有前面所说的九个虚二次域类数为1．他的文章中有一些疏漏，当时没有人相信他已经解决了这个问题，希格纳本人不久也就溘然长逝．

1966年，菲尔兹奖获得者贝克证明：如果还有第十个虚二次域[image: alt]
 的类数为1，那么d＜-109000000
 ．

这年年底，贝克与斯塔克独立地证明了只有以上九个虚二次域的类数为1．两人的证明路线完全不同，贝克利用了n个对数的“线性无关性”，而斯塔克的证法类似于希格纳的工作．

1968—1969年，西格尔、斯塔克、伯奇、迪尤林斯、乔拉等人重新研究了希格纳的文章，一致认为他在1952年发表的证明是正确的，虽然有点缺陷．遗憾的是希格纳早已长眠地下了．

解决h＝1的问题后，1971年贝克与斯塔克又证明了h（d）＝2的虚二次域确实仅有高斯所列的18个．但是，由于缺少“有实效的算法”，他们的方法很难再进一步推广．

1976年，戈德菲尔德发明了新的方法，用这个方法可以解决整个猜测2，但这一方法需要假定有一条满足某些条件的椭圆曲线（椭圆曲线是三次曲线，不是椭圆！）存在，这种曲线是否存在尚未肯定．

直到1983年，格罗斯与扎吉尔找到了一条椭圆曲线

[image: alt]


它具有某种性质，虽然比戈德菲尔德所要求的要弱一些，但足以用它去解决整个猜测2．这个结果一宣布，立即成为轰动一时的大新闻．

1984年，奥斯特尔赛雷，门斯特等人用上面的方法经过细致的计算确认高斯所列的、关于h＝1、2、3、4、5的表是完整的、没有遗漏．

于是，高斯的两条猜测都已被证实．

回顾这一历程，我们的心中对那些筚路蓝缕的前驱者充满了深深的敬意．

10.16　近年来的两大进展



固若金汤的城堡——费尔马大定理，在众多数学家采用各种现代武器的猛攻之下，也开始出现了一些破绽．尤其是近年来，取得了两个重大进展．

第一个重大进展是1983年西德的伐尔廷斯证明了莫德尔猜测，即证明了“代数数域K上的（非退化的）曲线F（x，y）
 ＝0，在亏格g＞1时，至多有有限多个K点．”

作为它的特殊情况，有理数域Q上的曲线

[image: alt]


在亏格g＞1时，至多有有限多个有理点．

这里亏格g是一个几何量，对于曲线（1），g可用

[image: alt]


来计算，由（2）易知在n＞3时，（1）的亏格大于1，因而至多有有限多个有理点（x，y）满足（1）．

和第6.9节相似，方程

[image: alt]


可以化成

[image: alt]


改记[image: alt]
 为（x，y），则（4）就变成（1）．因此由（1）只有有限多个有理数解x、y，立即得出（3）只有有限多个正整数解x、y、z，但这里把x、y、z与kx、ky、kz（k为正整数）算作同一组解．

因此，即使费尔马大定理对某个n不成立
 ，方程（4）有正整数解，但解
 也至多有有限组
 ．

第二个重大进展是1985年，艾德勒曼与希思布朗证明了第一种情况的费尔马大定理对无限多个p成立
 ．他们的工作利用了福夫雷的一个重要的结果：有无穷多对素数p与q，满足q｜p－1及[image: alt]
 而福夫雷的结果又建立在对克路斯特曼和的一个新的估计上，后者引起了不少数论问题的突破．接着，1985年，希思布朗证明对几乎所有的n，费尔马大定理成立．

10.17　猜测与反例



1769年，欧拉在研究费尔马大定理时，提出两个猜测：

（1）存在正整数x、y、z、n、v，满足

[image: alt]


（2）对于k＞2，方程[image: alt]
 在s＜k时无正整数解．

前一个猜测是正确的，因为

[image: alt]


后一个猜测是不正确的，因为1966年发现

[image: alt]


当然这样的例子不太容易找到．

1988年艾耳斯利用椭圆曲线证明

[image: alt]


有无穷多组正整数解．他所找到的第一组是

[image: alt]


尽管经过几个世纪的努力，瓦格斯塔夫在1977年证明了对于p＜125000，大定理成立．后来，罗塞进一步证明了对于p＜4100万，大定理成立．但是，费尔马大定理仍然是一个大猜测．如果谁能举出一个反例，“大定理”就被推翻了．不过，反例是很难举的．如果有正整数x、y、z满足

[image: alt]


那么x、y、z一定是很大的数．事实上，我们不妨设x≤y，这时，y＜z，

[image: alt]


所以x＞n．由于在n＜4100万时大定理成立，所以满足（1）的正整数x、y、z必须大于4100万．

用深刻的工具业已证明要举出第一种情况不成立的反例，x至少是18×105
 位数，而要举出第二种情况不成立的反例，x至少是8×1011
 位数．

10.18　城堡终于被攻克了



费尔马大定理“是一只生金蛋的鸡”．为了证明它，人们花费了300多年时间，引进了许多新概念，采用了许多新方法，大大推动了数学的发展．但费尔马大定理本身却始终未能证明．

或许，只有少数的专业数学家，察觉到解决大定理的时刻已经越来越逼近了．

1955年，两位日本数学家谷山豊与志村五郎对椭圆曲线（椭圆曲线不是椭圆，而是三次曲线，它的方程可以写成y2
 ＝x3
 ＋ax2
 ＋bx＋c）进行研究，发现了一个猜想，后来称为谷山—志村猜想．这个猜想可以表述成：

一切椭圆曲线都是具有某种性质的曲线——模曲线．

1984年，弗雷发现从谷山—志村猜想有可能推出费尔马大定理，他的思路如下：如果大定理不成立，那么就有一组互质的正整数A，B，C，使

[image: alt]


作出相应的椭圆曲线

[image: alt]


如果能够证明这条曲线不是模曲线，那么就与谷山—志村猜想发生矛盾．

1986年，里贝证明了（2）不是模曲线．因而要证明费尔马大定理，只要证明谷山—志村猜想；甚至不需要一般的谷山—志村猜想，只要证明对半稳定的椭圆曲线，这一猜想成立也就可以了，然而谁能证明这特殊的谷山—志村猜想呢？

英国数学家安德鲁·怀尔斯，了解到里贝的证明之后，决心来做这件事．他放弃了所有与证明费尔马大定理无直接关系的工作，不再参加没完没了的学术会议，每天尽可能地躲进顶楼的书房中潜心研究，整整面壁七年，终于发现了可以证明谷山—志村猜想对半稳定的椭圆曲线成立，而这就足以导出费尔马大定理．

于是在1993年6月21日至23日，怀尔斯在剑桥牛顿研究所向数学家们作了连续三天报告，介绍自己所作的工作，报告带有一点神秘的气氛，虽然大家猜到怀尔斯的报告与谷山—志村猜想有关，却不知道他会把大家引到什么地方．直到最后一刻，怀尔斯才宣布他证明了费尔马大定理，“我想我就在这里结束”．

大定理被解决的消息立即传遍全世界，但怀尔斯的论文还必须经过严格的审查，在学术刊物上正式发表，才能得到数学界的公认．

在审稿的过程中，发现了一处缺陷．怀尔斯起初以为这个缺陷很快可以弥补，但后来发现这是一个严重的缺陷，它能弥补起来吗？

多数人相信怀尔斯的路子是正确的，遇到的困难是可以克服的，但也有不少人持否定的态度，刻薄的人甚至说“怀尔斯的证明只正确了一会儿（英文怀尔斯与一会儿读音相同）”．

怀尔斯再次进入隐居状态，又经过两年紧张的研究，终于绕过了上面所说的缺陷．

1995年5月，国际权威学术刊物《数学年刊》141卷第3期，同时发表两篇文章：

《模椭圆曲线与费尔马大定理》，

《某些赫克代数环的性质》．

前一篇的作者是怀尔斯．在这篇论文中，他给出了费尔马大定理的证明，其中只有一个关键需要依靠于第二篇——作者是怀尔斯与他的学生泰勒．

费尔马大定理，这座固若金汤的城堡终于被攻克了．

这是20世纪最伟大的数学成就．
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