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大学物理通用教程

第二版说明

这套教程自本世纪初陆续面世以来，至今已重印七次．这第二版的主要变化是，将原《光学·近代物理》一本书改版为《光学》和《近代物理》两本书，均以两学分即30学时的体量来扩充内容，以适应不同专业或不同教学模块的需求．

这第二版大学物理通用教程全套包括《力学》、《热学》、《电磁学》、《光学》、《近代物理》、《习题指导》等六本书．在每本书的第二版说明中作者将给出各自修订、改动和变化之处，以便于查对．

这第二版大学物理通用教程系普通高等教育“十一五”国家级规划教材．作者感谢广大师生多年来对本套教材赐予的许多宝贵意见和建议，感谢北京大学教材建设委员会给予本套教材建设立项的支持，感谢北京大学出版社及其编辑出色而辛勤的工作．





钟锡华　陈熙谋

2009年7月22日日全食之日

于北京大学物理学院


《力学》第二版说明

本书第一版自2001年面世以来，至今已重印七次．这第二版在篇幅上增长了约5％，其主要变化在以下三个方面．

其一，考虑到原书文句精炼，而不免有时显得简略，这次再版对全书通篇文句作了润色，并在解说上多处作了稀释．

其二，在章节安排上唯一的变动是，将9.7节“拍与李萨茹图形”提前到第8章，单独开列8.9节“振动的合成”予以介绍．原先那样安排是基于一种考虑，即振动合成的内容过于数学化，若将其作为振动运动学的内容在开篇介绍，势必推迟振动动力学问题作为主角的登场，而将振动合成的出现场合置于两列波的叠加区域显得更为物理．现在我们尊重传统习惯，置其于振动一章的最后一节，还是恰当的．

其三，添加了若干节段包括例题．将它们开列如下以备查考：天文单位，科里奥利力公式的另一种推导，子弹冲击木棒一例，动滑轮加速度一例，用准静态能量法求出弹簧有效质量，流体内部压强具有各向同性的说明，旋转流体自由表面弯曲一例．





钟锡华　周岳明

2009年7月于北京大学物理学院


大学物理通用教程

第一版序

概况与适用对象　这套大学物理通用教程分四册出版，即《力学》、《热学》、《电磁学》和《光学·近代物理》，共计约130万字．原本是为化学系、生命科学系、力学系、数学系、地学系和计算机科学系等非物理专业的系科，所开设的物理学课程而编写的，其内容和份量大体上与一学年课程140学时数相匹配．这套教程具有较大的通用性，也适用于工科、农医科和师范院校同类课程．编写此书是希望非物理类专业的学生熟悉物理学、应用物理学，并对物理学原理是如何形成的有个较深入的理解，从而使他们意识到，物理学的学习在帮助他们提出和解决他们各自领域中的问题时所具有的价值．为此，首先让我们大略地认识一下物理学．

物理学概述　物理学成为一门自然科学，这起始于伽利略-牛顿时代，经350多年的光辉历程发展到今天，物理学已经是一门宏大的有众多分支的基础科学．这些分支是，经典力学、热学、热力学与经典统计力学、经典电磁学与经典电动力学、光学、狭义相对论与相对论力学、广义相对论与万有引力的基本理论、量子力学、量子电动力学、量子统计力学．其中的每个分支均有自己的理论结构、概念体系和独特的数理方法．将这些理论应用于研究不同层次的物质结构，又形成了原子物理学、原子核物理学、粒子物理学、凝聚态物理学和等离子体物理学，等等．

从而，我们可以概括地说，物理学研究物质存在的各种主要的基本形式，它们的性质、运动和转化，以及内部结构；从而认识这些结构的组元及其相互作用、运动和转化的基本规律．与自然科学的其他门类相比较，物理学既是一门实验科学，一门定量科学，又是一门崇尚理性、注重抽象思维和逻辑推理的科学，一门富有想象力的科学．正是具有了这些综合品质，物理学在诸多自然科学门类中成为一门伟大的处于先导地位的科学．

在物理学基础性研究的过程中所形成和发展起来的基本概念、基本理论、基本实验方法和精密测试技术，越来越广泛地应用于其他学科，从而产生了一系列交叉学科，诸如化学物理、生物物理、大气物理、海洋物理、地球物理和天体物理，以及电子信息科学，等等．总之，物理学以及与其他学科的互动，极大地丰富了人类对物质世界的认识，极大地推动了科学技术的创新和革命，极大地促进了社会物质生产的繁荣昌盛和人类文明的进步．

编写方针　一本教材，在内容选取、知识结构和阐述方式上与作者的学识——科学观、知识观和教学思想，是密切相关的．我们在编写这套以非物理专业的学生为对象的大学物理通用教程时，着重地明确了以下几个认识，拟作编写方针．

1．确定了以基本概念和规律、典型现象和应用为教程的主体内容；对主体内容的阐述应当是系统的，以合乎认识逻辑或科学逻辑的理论结构铺陈主体内容．知识结构，如同人体的筋骨和脉络，是知识更好地被接受、被传承和被应用的保证，是知识生命力之本源，是知识再创新之基础．知识的力量不仅取决于其本身价值的大小，更取决于它是否被传播，以及被传播的深度和广度．而决定知识被传播的深度和广度的首要因素，乃是知识的结构和表述．

2．然而，本课程学时总数毕竟仅有物理专业普通物理课程的40％，故降低教学要求是必然的出路．我们认为，降低要求主要体现在习题训练上，即习题的数量和难度要降低，对解题的熟练程度和技巧性要求要降低．降低教学要求也体现在简化或省略某些定理证明、理论推导和数学处理上．

3．重点选择物理专业后继理论课程和近代物理课程中某些篇章于这套通用教程中，以使非物理专业的学生在将来应用物理学于本专业领域时，具有更强的理论背景，也使他们对物理学有更为全面和深刻的认识．《力学》中的哈密顿原理；《热学》中的经典统计和量子统计原理；《电磁学》中的电磁场理论应用于超导介质；《光学·近代物理》中的变换光学原理、相对论和量子力学，均系这一选择的结果．

4．积极吸收现代物理学进展和学科发展前沿成果于这套通用教程中，以使它更具活力和现代气息．这在每册书中均有不少节段给予反映，在此恕不一一列举，留待每册书之作者前言中明细．值得提出的是，本教程对那些新进展新成果的介绍或论述是认真的，是充分尊重初学者的可接受性而恰当地引入和展开的．





应当写一套新的外系用的物理学教材，这在我们教研室已闲散地议论多年，终于在室主任舒幼生和王稼军的积极策划和热心推动下，得以启动并实现．北大出版社编辑周月梅和瞿定，多次同我们研讨编写方针和诸多事宜，使这套教材得以新面貌而适时面世．北大出版社曾于1989年前后，出版了一套非物理专业用普通物理学教材共四册，系我教研室包科达、胡望雨、励子伟和吴伟文等编著，它们在近十年的教学过程中发挥了很好的作用．现今这套通用教程，在编撰过程中作者充分重视并汲取前套教材的成功经验和学识．本套教材的总冠名，经多次议论最终赞赏陈秉乾教授的提议——大学物理通用教程．

一本教材，宛如一个人．初次见面，观其外表和容貌；接触多了，知其作风和性格；深入打交道，方能度其气质和品格．我们衷心期望使用这套教程的广大师生给予评论和批判．愿这套通用教程，迎着新世纪的曙光，伴你同行于科技创新的大道上，助年轻的朋友茁壮成长．





钟锡华　陈熙谋

2000年8月8日于北京大学物理系


作者前言

这本力学分册内容共十一章．质点运动学为首章，篇幅占全书10％．后续四章占全书25％，论述牛顿运动定律和万有引力定律，以及动量变化定理、机械能变化定理和角动量变化定理，它们构成了牛顿力学的基础框架和严整的理论体系．无疑，在这一体系中牛顿运动定律，即质点运动的动力学方程是根基，三个变化定理合成为一个主干．而有关质点组质心的五个力学定理，专辟第6章予以集中论述，占全书4％，这出于作者对质心的偏爱，不乐意将其力学全貌分散于多处介绍．接着的四章为刚体力学、振动、波动和流体力学，占全书51％，它们可以被看作牛顿力学的发展；其中波动一章占有较大篇幅，从波动理论到波动应用和最新发展，均有了明显的加强，这与波动作为物质运动两种最基本形式之一的地位是相称的，教师可根据专业特点和个人兴趣选用．最后一章为哈密顿原理，篇幅占全书10％．将原本属于分析力学的理论要点，吸收到这本通用教程中来，是基于以下两点考虑：其一，非物理专业系科的学生无后继的理论力学课程，现在有了这一章垫底，使他们在今后学习量子化学或分子生物学这类课程中，接触到哈密顿原理和哈密顿量时，不至于感到突然和陌生．其二，哈密顿力学独树一帜，以与牛顿力学完全不同的方式表达力学规律。牛顿力学以微分方程形式即逐点渐变的方式表达运动规律，哈密顿力学以变分方程即路径积分为极值的方式表达运动规律，两者却是等价的．因此，通过这一章的学习，将有助于学生开阔理论视野，增长科学世界观，这原本也是开设物理课程的初衷之一——让学生欣赏一种思维方式，就是物理学家看待世界、说明自然界如何运行时所采取的思维方式．

我们注意到了，20世纪90年代以来国内出版的若干力学教程中，突出地强调了对称性与守恒律，试图努力以动量、能量和角动量三个守恒律为核心来展开力学．我们没有采纳这一思想，因为我们认为守恒并不永恒，守恒是有条件的．对称性可爱，非对称可亲，动力学方程才是根本．尤其是在经典力学范畴，动力学方程已经被确立，由此自然地导出了守恒律．力学系统的一种对称性联系着一个守恒量，这个概念无疑是重要的．在开始讲授本书的两个月后，在最后一章哈密顿原理中，对此将顺乎其然地给出明确的论证．我们在北京大学的生物学系用了4个学时讲授这一章，学生可以接受，可供其他院校参考．

本书以力学基本规律和概念、典型现象和应用为主体内容，同时注重知识的扩展和适度的深化，这包括某些历史背景和注记，学科发展前沿评介，以及有关学习的指导．对于诸如非线性振动、混沌、非线性波动、孤波、激波、超流、湍流，哈勃定律、失重态的适应和太空站微重力科学、通信和气象卫星、傅里叶分析和频谱、波包群速和波包展宽、双原子分子和三原子分子的简正模和生理流动等内容，本书均有认真的描述．本书力求语言平实明净，论述方式快切快入．

综上所述，崇尚结构、力求平实、承袭传统、注重扩展，是本书的编写方针和倾向．

本书由钟锡华撰写第1章、第2章2.2，2.6节、第3～10章；由周岳明撰写第2章2.1，2.3，2.4，2.5节和第11章，并编配全书习题．两位作者从1985年开始至今，先后为化学系、生物学系、力学系、地学系和计算机科学系讲授力学课程．此课程系物理学B类课程，约36学时．本书内容份量大体上与这个学时数匹配．

力学是整个物理学的基础，是学生进入物理科学宏伟大厦的第一馆，它一如既往地起着基石和入门的作用．作者愿以此书献给新世纪的大学生们，希望本书能对他们的成长和事业有所裨益和帮助．本书若有不妥和错误之处，欢迎读者批评指正．





钟锡华　周岳明

2000年5月于北京大学物理系


力学引言

物质世界存在多种多样的运动形态，其中机械运动是最基本最直观的运动形态．简单地说，机械运动是指物体位置的变动，也包括物体内部各部分的相对运动即形变．力学是研究机械运动基本规律的一门学科．其主要内容可概括为以下几个方面．

·研究物体的运动轨道，研究决定运动轨道的动力学因素，建立动力学方程．

·研究物体与物体之间属于机械运动范畴的相互作用，诸如，推动、冲击、碰撞、支持、摩擦、吸引和排斥，等等；研究这类相互作用过程中物体运动量的交换和变化的规律．

·寻求物体运动过程中或相互作用过程中的守恒量及相应的守恒条件．

它们构成了牛顿力学的基本内容，它们至今依然是研究复杂运动的基础和入门．本书第1章至第6章论述牛顿力学的理论体系及其典型现象与重要应用，随后的第7章至第10章为刚体力学、振动、波动和流体力学，它们可以被看作牛顿力学的推广和发展．特别是关于波动与流体力学，其研究对象已经由先前的离散物体发展为连续介质，研究重点已经由先前的物体运动规律发展为介质元的运动和运动在介质中的传播规律，以及整个流速场的基本规律．

力学按研究内容划分为运动学和动力学．经典力学按研究方法或研究路线划分为牛顿力学和分析力学．哈密顿原理是分析力学中最重要的一个基本原理，在本书最后一章给予简明而系统的阐述，旨在为今后学习分子生物学、量子化学等高级课程提供理论基础，也使我们欣赏到关于物理学规律的一种新颖的表述方式．


1　质点运动学

1.1　时间与空间

1.2　物体的点模型

1.3　位置矢量与轨道方程

1.4　速度矢量

1.5　加速度矢量

1.6　运动学中的逆问题

1.7　角速度

1.8　极坐标系与自然坐标系

1.1　时间与空间

·时空概念起源于运动

·时间单位与基准

·自然界中的时间量级

·长度单位与基准

·自然界中的长度量级

·天文单位





●时空概念起源于运动

日月经天，江河行地，飞禽走兽，车水马龙，春夏秋冬，草木枯荣，宇宙万物无不在运动变化之中．先哲们正是在对自然现象和天体运动的观察和感悟中，逐渐形成时间与空间概念．随时间而在空间中变化的现象，概被言之谓运动．常言道，流水年华，光阴似箭，斗转星移，一晃五十年，如白驹过隙．由此可见，与运动图像相比，空间概念对于人们较为抽象，而时间概念就更为抽象了．人们好用具体形象的运动的空间图景来刻画时间．时空概念起源于运动，起源于人们对运动的观察和感悟．一旦形成了概念，时间与空间便超脱于运动，而成为两个独立的物理量，被用以描述运动，将人们对物体运动的认识从最初的直观的唯象的水平，提高到定量的清晰的可分析的境界．因此，时空概念被首选为本章质点运动学之开篇．

上下四方，谓之宇．往古来今，谓之宙．

如果用极简炼的语言定义时间与空间，那可采取如下的一种表述：时间与空间表示事物之间的次序——时间描述事件的先后顺序，而空间描述物体的位形，表示物体分布的秩序．

●时间单位与基准

在国际单位制中，时间的单位为秒，记作s．最早，人们是利用地球自转运动来计量时间的，其基本单位是平太阳日．19世纪末，将一个平太阳日的1/86400作为1秒，被称为世界时秒．由于地球的自转运动存在着不规则变化，并有长期减慢的趋势，使得世界时秒逐年变化，不能保持恒定．按此定义复现秒的准确度只能达到1×10-8
 ．随着科学技术的不断发展及其对计时准确度要求的日益提高，关于秒的定义曾有过两次重大的修改．

第一次是在1960年，国际计量大会决定采用以地球公转运动为基础的历书时秒，作为时间单位，其措词是“将1900年初附近，太阳的几何平黄经为279°41′48.04″的瞬间作为1900年1月0日12时整，从该时刻起算的回归年的1/31556925.9747作为1秒”．换句话说，一回归年等于31556925.9747秒．按此定义复现秒的准确度提高到1×10-9
 ．

第二次是在1967年，国际计量大会决定采用原子秒定义取代历书时秒定义，其措词是“秒是铯-133原子基态的两个超精细能级之间跃迁相对应的辐射的9192631770个周期所持续的时间”．按此定义复现秒的准确度已优于1×10-13
 ．原子在发生能级间跃迁时以电磁波形式辐射或吸收能量，该电磁波的频率或周期精确地与原子微观结构相对应，因而极为稳定．人们利用这一特性制成了各种各样性能优异的原子钟．其中实验室型铯束原子钟，具有最高的准确度和长期稳定度，是复现原子秒定义的时间频率基准器．

用选定的某一特定时刻作为原点，用选定的时间单位“秒”进行连续不断的积累，就构成一个时间参照坐标系——时标．原子时标是由连续不断工作着的原子钟得到的．以各国有关研究所运转的原子钟的读数为依据，进行加权平均而建立的时标被称作国际原子时（TAI），它的起点是1958年1月1日0时0分0秒．

●自然界中的时间量级

▲　人体心律周期约0.8s．

▲　太阳光传播到地球的时间约5×102
 s．

▲　地球上出现猿人的时间距今约4×102
 万年．

▲　侏罗纪（亦称恐龙世纪）距今约0.5～1.5亿年．

▲　地球上出现生物的时间距今约3.5亿年．

▲　地球年龄约46亿年．

▲　太阳年龄约50亿年．

▲　宇宙年龄约150亿年．

▲　电子寿命大于1022
 年．





▲　人眼视觉弛豫时间约0.1s．

▲　人体感觉神经脉冲间隔约1ms（毫秒），1ms＝10-3
 s．

▲　普通气体光源原子发光持续时间约1ns（纳秒），1ns＝10-9
 s．

▲　当今超短激光脉冲宽度已达5fs（飞秒），1fs＝10-15
 s．

▲　顶夸克寿命约10-24
 s．

●长度的单位与基准

在现行国际单位制中，长度的单位为米，记作m，其实物基准是一根铂铱米尺，亦称国际米原器．它是一根横截面近似为H形的尺子，保存在1标准大气压下，水平地置放于相距571毫米的两个圆柱上，圆柱直径约1厘米．这是1889年第1届国际计量大会上批准建立的．在1927年第7届国际计量大会上对米定义作了严格的规定，其措词是“国际计量局保存的铂铱米尺上所刻两条中间刻线的轴线在0℃时的距离”．按此定义的米，其不确定度为1×10-7
 ．长度的实物基准在稳定性和安全性方面有着诸多潜在的弊端．随着科学技术的不断发展及其对长度计量精度要求的日益提高，关于米的定义曾有过两次重大更改．

第一次是在1960年，第11届国际计量大会对米的定义作了更改，其措词是“米的长度等于氪-86原子的2p10
 和5d5
 能级之间跃迁的辐射在真空中波长的1650763.73倍”．这一更改意味着以这一特定的光波波长作为尺度而标定长度单位米，这标志着人类将米定义的实物基准转化为自然基准——具有前者无可比拟的优越性．按此定义的米，其不确定度为±4×10-9
 ．这是因为氪-86的这一特定谱线虽然单色性极好，毕竟还是有个谱线宽度．米定义被更改后，国际米原器仍按原规定的条件保存在巴黎的国际计量局．此后又出现了多种激光，它们具有很高的频率稳定度和复现性，与氪-86波长相比，它们的波长更易复现，精度有望进一步提高．于是，在1973年和1979年两次国际米定义咨询委员会会议上，先后推荐了4种稳定激光的波长值，同氪-86的波长值并列使用，具有同等的准确度．

第二次是在1983年，第17次国际计量大会上通过了米的新定义．鉴于在这之前的10年间，光学测量技术领域的一个突出进展是精确地测量了从红外波段直至可见光波段的各种谱线的频率值．根据甲烷谱线的频率值和波长值，获得真空中的光速值c＝299792458m/s，这个值是非常精确的．因此，人们又决定将此光速值取为定义值，而长度的定义则由时间与c值的乘积来导出．这是一个十分明智的方案．于是，当年的那个大会上正式通过了长度单位“米”的新定义，其措词是“米是1/299792458秒的时间间隔内光在真空中行程的长度”．上述氪-86等5种稳定辐射波长，便成为米新定义的最好复现者．又及，真空光速值从今以后就是一个规定值了，再也不会随测速方法和技术的改进而不断修正，这为天文学家和大地测绘专家解除了长期以来的烦恼．

●自然界中的长度量级

▲　成人身高1～2m．

▲　珠穆朗玛峰海拔高度约9km（千米）．

▲　地球半径6371km．

▲　月球直径3477km．

▲　太阳直径1.4×106
 km．

▲　日地距离1.5×108
 km．

▲　1光年约9.5×1012
 km．

▲　现代宇宙视界约150亿光年≈1023
 km．





▲　人眼瞳孔直径2～6mm（毫米），1mm＝10-3
 m．

▲　可见光波长0.4～0.7μm（微米），1μm＝10-6
 m．

▲　人体神经纤维直径1～20μm．

▲　原子半径约0.1nm（纳米），1nm＝10-9
 m．

▲　原子核半径约1fm（飞米），1fm＝10-15
 m．

●天文单位

在天文学中，日地平均距离1.5×108
 km被规定为一个天文单位．表1-1列出了以此天文单位计量的太阳系8颗行星的离日平均距离．历史上一件有意思的事值得在此注记．约在1770年，德国天文学家提丢斯和波德提出了一个定则，用以反映这些行星至太阳的距离所呈现的规律性．他们提出的定量规则如下，
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式中D为以天文单位表示的行星轨道平均半径，即日星平均距离．当n＝0，3，6，12，（24），48，96，192，384等数值时，D值依次给出水星、金星、地球、火星、木星、土星、天王星和海王星的离日距离．这里只有n＝24是个例外，似乎在那里火星与木星之间应有一颗行星．当时人们不大相信他们的预言，直到1801年终于找到了一颗小行星位于这一区间．原来在这一区间运行着大量的小行星，被称为小行星带，如图所示．至今已经发现了10万多颗小行星，其中包括我国天文学家发现的约3000颗小行星．有人估计在这小行星带中直径超过1km的小行星约有100万颗之多．然而，我们可以估算出在火木之间运行着的小行星个数的面密度，约为一颗小行星占据1012
 km2
 ．以地球人的眼光看，这数值所表明的小行星的分布还是相当稀疏的．
①



表1-1　提丢斯-波德定则与观测的比较
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小行星带
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最大的几颗小行星

（背景是青海省地图）

1.2　物体的点模型

·质点概念

·质点力学的普遍意义

·质点运动学概要

●质点概念

将有形有状的实际物体抽象为一个点——无表观形貌，无内部结构，仅占据空间位置，且含有质量，这便是物体的点模型，简言之为质点．一个点，不论从哪个方向去观察均是一样的；如果赋予它一个物性，那也必定具有空间各向同性．这就是说，基于点模型而建立的物理学理论，从头开始就已经隐含着对空间各向同性的认识．

●质点力学的普遍意义

基于质点模型而建立起来的质点力学，其普遍性价值在于：

（1）相对于远距离的观察者，物体很小，其形状与大小对力学性质的影响可以忽略．

（2）虽然物体不是很小，其形状与大小的因素在特定的力学问题中却不起作用．例如刚体的平动问题．

（3）即便，在物体的形状与大小因素有影响的情形下，质点力学仍不失其价值．那时，将物体看作点集或质点组，将质点力学规律予以推广，而发展成为质点组力学、刚体力学、弹性力学，乃至流体力学．这一演绎方法形成了经典力学理论体系的基本面貌，又借助于几乎同时出现的笛卡儿几何学和微积分学，而得以成功地实现．

涉猎物理学诸多领域，其基本理论常以点模型为基础而推演发展起来，这与数学理论中的分析数学微积分方法是相似的．两者同出一源，源于文艺复兴时期以来主导于西方社会的世界观与方法论——注重个体，崇尚个性．正是在17世纪这一时期，产生了经典牛顿力学，体现了注重分析的思想方法——分解整体为众多个体，从解析个体以及个体之间的相互作用入手，而把握整体．

●质点运动学概要

（1）先后引入若干运动学量，用以描写质点位置的变动及其各种情态．

（2）确立这些运动学量之间的关系．

（3）研究质点运动轨道——描述运动轨道，分析轨道特征．

（4）给出一个运动学量或一条轨道的若干表达方式或解析表示．

由此可见，质点运动学本质上系几何学．凭借笛卡儿几何学和微积分学，便形成了一个定量的解析的质点运动学．

1.3　位置矢量与轨道方程

·参照系与坐标系

·位置矢量

·轨道方程

·例题——直线轨道，平面轨道，椭圆轨道

●参照系与坐标系

物体位置的变动被称为机械运动．物体位置的相对性，决定了人们在考察物体运动时，必须首先选定一个参照物，一般称其为参照系或参考系．凡是与机械运动相关的力学现象和力学定理，只有在明确参照系前提下才有意义．事实证明，凡是与参照系选择无关的力学量或力学定理，格外引起人们的关注和兴趣．关于坐标系，它是建立在参照系上的，旨在量化物体运动，以便实现对物体运动作定量化的解析描述．这里还有两点值得注意：

（1）在一个参照系中，可以选取不同的坐标系，诸如直角坐标系、极坐标系和自然坐标系，视情形而定以有利于求解问题．

（2）同样地，参照系的选择也有一定的任意性，视实际问题的情况而定，以方便于求解问题．

●位置矢量

取一参照系并在其中确定一个参考点O，以考察质点的运动，见图1-1．位置矢量r被定义为，由参考点O指向质点瞬时位置P所确定的矢量．显然，质点位置随时间的变动由r（t）函数描述，它给出了任意时刻t该质点所在的位置，从而也给出了在宏观时间中该质点运动的轨道即运动径迹．
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图1-1　位置矢量

●轨道方程

质点运动的位置矢量所遵循的方程，称作轨道方程，表示为
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也可以选取一个坐标系，将轨道方程进一步表示为坐标分量形式．比如，在直角坐标系中，轨道方程的解析表示式为
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无论从运动学意义上或是从动力学意义上看，物体的运动轨道问题都应当是一个首要的基本问题．牛顿最初正是凭借他自己提出的运动定律和引力定律，而成功地说明了行星运动轨道，从而最终创建了完整的经典力学体系．

●例题

例1　已知某质点的轨道方程为

r（t）＝aA＋（bt＋ct2
 ）B，

其中a，b，c，A和B均为常量，求其轨道形态及特征．

经分析得到结论，这轨道是一条直线，与参考点O的距离是r0
 ＝aAsinθ，角θ是两个常矢量A与B之夹角，参见图1-2．
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图1-2　例1

例2　在三维空间中，已知质点运动位置矢量满足方程
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试求其运动轨道及其特征．

经分析得到结论，该质点运动于一个平面内，该轨道平面是以常矢量k为其法线方向，与参考点之距离r0
 ＝1/k．至于，质点在轨道平面内作何种形态的曲线运动，仅据以上一条方程是不得而知的，如图1-3所示．

例3　已知，在（xy）平面内质点轨道方程为

[image: alt]


试求其轨道形态及特征．

[image: alt]


图1-3　例2

[image: alt]


图1-4　例3

解　将以上方程作如下转变，

[image: alt]


两者各自平方再相加，得

[image: alt]


这恰是直角坐标系中椭圆曲线的标准形式．这表明该质点运动轨道为椭圆，其长短轴分别为a，b．进一步可以断定质点运动沿逆时针方向——左旋椭圆运动，见图1-4．

1.4　速度矢量

·位移矢量

·速度矢量

·位移矢量三角形

·横向速度与径向速度

·速度与参照系选择有关——牵连速度

·哈勃定律

●位移矢量

设t时刻质点位置矢量r（t），下一时刻（t＋∆t）质点位置矢量为r（t＋∆t），如图1-5．则由A点指向B点的矢量∆r，被称作位移矢量，简称作“位矢”，它反映了质点位置的变动．由矢量运算规则表明

∆r＝r（t＋∆t）－r（t）．

注意，质点运动的实际径迹是[image: alt]
 弧线．如果∆t是实际宏观观测的时间间隔，一般情形下｜∆r｜≠∆s．只有当∆t→0极限时，才有｜dr｜＝ds，两者数值相等．

●速度矢量

它被定义为位移矢量的时间变化率的极限，

[image: alt]


[image: alt]


图1-5　位移矢量

因此，在质点运动的每个时空点上，均有一个速度矢量v（t）．详称之为瞬时速度矢量，如图1-6．它与运动轨道的关系是，v的方向沿轨道上该点的切线方向，v的数值即速率v＝ds/dt，式中ds表示轨道上该点的弧元．速度单位为m/s．

[image: alt]


图1-6　瞬时速度矢量

●位移矢量三角形

其实，质点位置的变动，既含距离远近的变化，又含方向的变化．图1.7清楚地显示了这一点．图中沿rB
 方向取一段[image: alt]
 于是构成了一个小矢量三角形ACB，位移矢量被分解为两部分

∆r＝∆rθ
 ＋∆rr
 ，

其中，∆rθ
 反映了质点位矢方向的改变，称其为横向位移；∆rr
 反映了质点位矢距离的改变，称其为径向位移．

[image: alt]


图1-7　位移矢量三角形

[image: alt]


图1-8　径向速度与横向速度

●横向速度与径向速度

相应地速度矢量也被分解为两部分，如图1-8，

v＝vθ
 ＋vr
 ，

其中

[image: alt]


在不同场合，人们关心其中的哪个速度分量，也往往不同．比如，质点作圆周运动，就只有横向速度，当选定圆心为参考点，或参考点位于通过圆心且垂直轨道平面的轴上．若参考点在轴外，即使对于圆周运动，其径向速度也是存在的．又比如，宇宙在不断膨胀，遥远的群星存在一个远离我们而去的退行速度，这自然是径向速度了．

●速度与参照系选择有关——牵连速度

位置的相对性决定了速度的相对性，从两个不同的参照系观察同一质点的运动，将得到不同的速度．如图1-9所示，t时刻质点在A点，两个位矢（位置矢量）分别为rA
 ，[image: alt]
 （t＋∆t）时刻质点在B点，其位矢分别为rB
 ，[image: alt]
 注意到图中含有两个矢量三角形AOO′与BOO′．写出以下两个关系式

[image: alt]


其中r0
 是K′系O′参考点相对于K系O参考点的位矢．两式相减有

∆r＝∆r′＋∆r0
 ，

再取其时间变化率之极限，得到

[image: alt]


即

[image: alt]


这里，u为K′系O′点相对于K系的瞬时速度，简称之为牵连速度．以上公式被称作经典力学的速度合成公式．最后，有两点值得说明：

（1）在上述推演过程中，人们无意间默认了∆t′＝∆t，认为同一事件的始末，比如眼前的质点运动从A点至B点，其时间间隔是相等的，与参照系无关．这是经验．这一观念在爱因斯坦的狭义相对论中被否定了．于是，人们便将这一观念称之为经典力学的绝对时空观——时间的绝对性，空间的绝对性，存在着超脱于运动的独立的时空性质．在相对论中将得到更为普遍的速度合成公式．在低速运动（相对于真空光速）时，相对论速度合成公式将过渡到这里的经典速度合成公式．

[image: alt]


图1-9　导出经典速度合成公式

（2）如果K′系相对于K系有转动，则牵连速度u与参考点位置O′的选择有关，就不能笼统地认为u是K′系相对于K系的瞬时速度了．当然，上述速度合成公式依然正确．

●哈勃定律

1929年，美国天文学家哈勃（E. P. Hubble，1889—1953）用了24个已知距离的星系观测资料，作出了谱线红移速度与星系距离的关系图，从中发现了一个正比关系vr
 ∝r，写成

[image: alt]


它被称为哈勃定律，系数H0
 被称为哈勃常数．哈勃定律表明，距离我们越远的星系，则其远离我们的退行速度vr
 也越大．这意味着，宇宙在膨胀，处于不断膨胀的状态之中．在此之前，1922年苏联科学家弗里德曼（Friedman）已经提出宇宙膨胀模型，认为宇宙从一个奇点开始，一直在不断膨胀．哈勃定律无疑是对这一学说的强力支持．哈勃常数的意义，在于其倒数值1/H0
 ，它被用以估算宇宙的上限年龄，即

[image: alt]


鉴于H0
 的重要意义，天文学家在长达半个多世纪里，根据更为丰富的观测资料对它作了多次修正．最近的结果是于1989年公布的，其数据为

H0
 ＝（67±8）km/（s·Mpc），

其单位中pc为秒差距，1pc＝3.0857×1016
 m，故

1km/（s·Mpc）≈（1012
 年）-1
 ，

于是

若H0
 ＝100，有t0
 ＝1010
 年＝100亿年；

若H0
 ＝50，有t0
 ＝2×1010
 年≈200亿年．

目前通常取150亿年作为宇宙年龄的上限，这比由陨石的同位素年代测量而获得的恒星系年龄大一些，显然是合理的．进而，将t0
 值乘以真空光速值c，作为现今宇宙大小的视界即哈勃半径

R0
 ＝ct0
 ≈150亿光年≈1023
 km．

1.5　加速度矢量

·速度空间与加速度矢量

·速度矢量三角形——法向加速度与切向加速度

·关于法向加速度的一个公式

·加速度与参照系选择有关——牵连加速度

●速度空间与加速度矢量

匀速直线运动是个特例，变速运动是更为一般的实际情况．借助速度空间以分析速度变化是方便的．见图1-10，在∆t时间，速度改变量为

∆v＝v（t＋∆t）－v（t）．

加速度矢量被定义为，速度的时间变化率之极限，写成

[image: alt]


详称之为瞬时加速度矢量，其量值单位是米／秒2
 ，记为m/s2
 ．

●速度矢量三角形——法向加速度与切向加速度

[image: alt]


图1-10　速度空间

[image: alt]


图1-11　法向加速度与切向加速度

速度的改变，既含速度方向的改变，又含速率大小的改变．这在速度空间中表现得十分明白，在图1-10中[image: alt]
 表示v（t），[image: alt]
 表示v（t＋∆t），沿v（t＋∆t）方向取一段长度[image: alt]
 等于速率v（t），于是形成了一个小矢量三角形MPN．它表明，速度改变量可以被分解为两种成分：

∆v＝∆vn
 ＋∆vτ
 ，

第一项表示速度矢量方向的改变，第二项表示速率大小的改变．相应地，加速度矢量也可被分解为两种成分，如图1-11，

[image: alt]


其中

[image: alt]


注意到，dvn
 与v正交，而v在现实空间中是沿轨道切线方向的，所以dvn
 沿运动轨道法线方向，因而，dvτ
 方向沿轨道切线．故，an
 为法向加速度，它反映了速度方向的时间改变率．而aτ
 为切向加速度，它反映了速率的时间改变率，其量值可直接表达为

[image: alt]


在物理学中有很多物理量为矢量，在很多场合涉及这类物理量的合成或分解的问题．诚如我们所知，两个矢量的合成结果是唯一的；而一个矢量的分解方式却不唯一，在纯数学意义上其分解有各种可能性．在物理上究竟采取哪种分解方式，就看其是否具有明确的物理意义，或能否带来简捷的计算方法．目前，我们将加速度矢量分解为法向加速度和切向加速度，这首先是着眼于两者的物理意义．比如，质点运动，若法向加速度an
 ＝0，则其为直线运动，但可能是变速率运动；若切向加速度aτ
 ＝0，则其为匀速率运动，但可能是一种曲线运动．

●关于法向加速度的一个公式

[image: alt]


图1-12　导出法向加速度公式

质点作曲线运动，在拐弯处必定有法向加速度，其数值与运动速率和拐弯处曲率半径有关，兹推演如下．见图1-12，在∆t时间中质点运动经历弧元[image: alt]
 相应的内密切圆的半径为ρ，圆心为C，所张的圆心角为∆α，也正是两个速度v（t）与v（t＋∆t）之夹角，它可表示为

∆α＝∆s/ρ．

再看图1-10，速度空间中显示

∆vn
 ＝v∆α，

于是，取∆t→0极限，有

[image: alt]


即，法向加速度

[image: alt]


它表明，在同样速率下，轨道曲率半径越小处则法向加速度an
 越大；在曲率半径相同处，速率越大时则法向加速度an
 越大．该公式适用于任意曲线运动．其中，圆周运动是个特例，其曲率中心始终固定于一点．椭圆运动是个平面运动，其曲率中心及相应的曲率半径随轨道的不同部位而变动，不过它们总在这个轨道平面内，任何平面运动均为如此．

●加速度与参照系选择有关——牵连加速度

基于速度合成公式，可得到

[image: alt]


即

[image: alt]


其中，牵连加速度ar
 是K′系相对于K系的瞬时加速度．若两个参照系，彼此相对作匀速运动，则牵连加速度ar
 为零．

1.6　运动学中的逆问题

·概述

·位置公式与速度公式

·匀加速运动

·两体相遇——空中打靶

●概述

以上几节关于质点运动的描述，是从轨道方程r（t）出发，依次导出速度矢量与加速度矢量：

[image: alt]


而实际力学问题，倒可能是已知加速度函数，去寻求速度函数和运动轨道：

a（t）→v（t）→r（t）．

可以预料这类运动学中的逆问题，表现在数学方法上将是一个积分．顺便提及，对于非匀加速运动，比如天体运动，人们也可以考察加速度a的时间变化率da/dt，但在物理上并未由此引入一个正式的特定物理量，这是基于下一章动力学方面的考虑——至今尚未发现一种基本相互作用力是直接决定了da/dt的．

●位置公式与速度公式

在图1-13显示的弓形矢量图中，每个小箭头表示一次微分位移dr＝vdt，而宏观位移∆r正是其合成矢量，

[image: alt]


从矢量△OAB看，

∆r＝r（t）－r0
 ．

于是，任意时刻质点位矢表示为

[image: alt]


其中r0
 为质点初始位矢．一个特例——匀速运动，v为一个常矢量，则质点位矢公式被简化为

[image: alt]
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图1-13　导出位置公式

[image: alt]


图1-14　导出速度公式

在速度空间中作类似的考察，见图1-14．其弓形矢量图中的每个小箭头表示一次微分速度改变量dv＝adt，宏观上的速度变化量∆v正是它们的合成矢量，

[image: alt]


于是，任一时刻质点运动速度被表示为

[image: alt]


其中v0
 为质点运动初速度．

以上关于r（t），v（t），a（t）三者彼此关系的明确表达，得益于微积分和矢量代数的运用．牛顿在构建经典力学的几乎同时期，于1665～1666年完成了微积分与微分方程的发明．在探究牛顿的研究思想时，有物理学史学者认为，牛顿将当时的原子论观点和伽利略动力学以及笛卡儿几何学三者综合地应用于对物体运动的考察，微积分是这三者结合的产物．示意如下：

●匀加速运动

在地面上低空区域，重力加速度近似为一常矢量g，于是，得速度矢量公式为

[image: alt]


进而得位矢公式为

[image: alt]


图　1-15

[image: alt]


相应的分量表示为

[image: alt]


其中，初始位矢为r0
 （x0
 ，y0
 ），初速v0
 与水平夹角为α．

●两体相遇——空中打靶

泛泛而论，两体相遇必须满足：轨道相交且同时到达交点．其数学描写如下．

设：质点1的运动轨道为r1
 （t），分量表示为（x1
 （t），y1
 （t），z1
 （t））；质点2的运动轨道为r2
 （t），分量表示为（x2
 （t），y2
 （t），z2
 （t））．则两质点相遇的一般条件是

r1
 （t）＝r2
 （t），

或

x1
 （t）＝x2
 （t），y1
 （t）＝y2
 （t），z1
 （t）＝z2
 （t）．

以上方程若是有解，则其解给出了相遇的具体条件．

让我们讨论一个实际问题，空中打靶——设子弹和靶同时发落，为了击中靶，试求子弹初速v0
 （v0
 ，α）应当满足什么条件？考虑到，靶的出发点为O′，靶的轨道沿铅直方向，其垂足为S，子弹出发点为O，则OO′S三点形成一个平面．显然，子弹初速v0
 应当被限制在此平面（xy）内，如图1-16．于是本题被简化为二维平面问题，以下分别采取分量解法和矢量解法．
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图1-16　空中打靶

（1）分量解法

设子弹初速（v0
 ，α），初位置（0，0）；靶初速为0，初位置（s，h）；两者加速度均为g（0，-g）．据式（1.21），写出子弹轨道方程：

[image: alt]


靶轨道方程：

[image: alt]


令x1
 （t）＝x2
 （t），且y1
 （t）＝y2
 （t），即

[image: alt]


由两式之比，获得tanα＝h/s，该式右端的几何意义正是靶点O′相对O点的仰角之正切值．故该式表明，只要出膛时刻子弹对准目标，就有可能击中．这是一个必要条件．为使碰撞发生于地面上空，对子弹初速率v0
 提出下限要求．为此，令y2
 （t）＝0，得[image: alt]
 它是靶落到地面所需的时间．再令v0
 tM
 cosα≥s，其含义是子弹运动的最大水平距离必须大于s，这表明子弹确实在目标落地前与之相交，由此导出

[image: alt]


即子弹初速下限为vm
 ．实际的v0
 值越大，则越早击中目标，且击中点的位置也越高．总之，为了击中自由落体的靶，子弹的初速和仰角（v0
 ，α）要分别满足上述两点要求，前者靠枪支性能，后者由射手的眼力和经验予以保证．至于击中目标的时刻和高度可由（v0
 ，α）值算出，留给读者自己推导．

（2）矢量解法

设子弹与目标的轨道方程分别为r1
 （t）与r2
 （t），两者相交的条件为

r1
 （t）＝r2
 （t）．

应用匀加速时的位矢公式（1.20），并考虑到子弹初位矢为零，而目标初速度为零，其初位矢为r20
 （s，h），有

[image: alt]


令两者相等，其中与g有关的那两项恰好抵消，使得

v0
 ＝r20
 /t．

该式包含诸多内容．其一，它表明子弹初速方向v0
 [image: alt]
 r20
 ，即子弹一开始当瞄准目标方有可能击中．其二，它表明子弹初速率v0
 ＝｜r20
 ｜/t0
 ，这里t0
 为要求击中目标的时刻，即

[image: alt]


其三，击中时刻t0
 可以人为设定，但不能晚于目标落地时刻[image: alt]
 [image: alt]
 即t0
 ≤tM
 ，由此给定子弹初速下限

[image: alt]


实际速率应为v0
 ≥vm
 ．

对比以上两种解法，本题矢量解法显得简捷．若再引伸一步，若子弹对准动态目标，目标有初速v20
 ，则由矢量方程可得以下结果，

[image: alt]


其关系显示于图1-17．其中[image: alt]
 为击中目标所要求的子弹初速度，其仰角α′当小于几何仰角．

以上关于空中打靶的分析，并未计及空气阻力和地球自转的影响，在短程射击中这一忽略是允许的．但在中远程大炮发射中必须考量两者的作用．计算表明，（1）设弹丸初速850m/s，发射角43°，其在真空中的射程约73km，而在空气阻力作用下其实际射程只有约8km．（2）在北纬45°处，向正东方向发射一炮弹，设初速850m/s，仰角43°，在真空中其落地点距离约73.54km，考虑地球自转因素后，落地点将向南偏移约454m，同时向东偏移338m．
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图1-17　目标有初速度

1.7　角　速　度

在某些特定场合，引入角速度一量可以更鲜明地反映物体运动的特征．比如，质点作圆周运动，如图1-18，选圆心C作参考点，则质点位矢大小R不变，而其方向在不断改变．我们不妨在轨道平面内，引出一条直线从C点出发，作为标定质点位置的方向角的参考轴．在时刻t—t＋∆t间隔内，方向角改变（角位移）了∆φ．定义角速度
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角速度单位是弧度／秒，记为rad/s．比如，一质点在一秒钟内匀速旋转50周，则其角速度ω＝100πrad/s．
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图1-18　引入角速度

下面考察角速度与线速度矢量的关系．线速度的速率v＝ds/dt，而弧元ds＝Rdφ，故速率
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通过圆心且垂直于轨道平面的这条直线有着特殊性，称其为圆心轴或旋转轴．选择圆心轴上任意点作为参考点，考察上述的圆周运动，其特点依然是位矢r大小不变，而仅改变方向．在图1-18中，注意到圆周半径R＝rsinθ，于是
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再考察位矢、速度和角速度三者方向的关系．为此，首先定义角速度的方向——按右手螺旋定则，大拇指方向为ω方向．据此约定，当质点作逆时针旋转时，则ω向上；作顺时针旋转时，则ω向下．图1-18表明
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上述三者的数值关系和方向关系，被缩并为一个公式
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该式可以作为角速度这个物理量的普遍定义式，其中隐含着旋转轴这一背景．如果，质点在一平面上作任意曲线运动，比如椭圆运动，那就不存在一个固定的圆心轴，其轨道上的不同弧元，对应地有一个内密切圆及其圆心轴（瞬时轴），不同时刻的这些瞬时轴均与轨道平面正交．如果，质点作非平面运动，那这些瞬时轴的方向也随时变动．

最后，说明两点：

（1）以上关于角速度一量的引入和阐述过程中，我们有意避开使用“转动”一词，而将它留待刚体力学中，以与“平动”相区别而提出．对于质点运动，无所谓转动和平动．如果选择参考点于直线轨道之外，即使质点作直线运动，其位矢方向也在改变．

（2）角速度ω的物理意义在刚体力学中得以充分体现．其所以在此引入，是因为下一章讨论转动参考系时用它来表达某些关系更为明确．

1.8　极坐标系与自然坐标系

·极坐标系

·自然坐标系

●极坐标系

我们已经知道，在一个参照系中，可以选取不同的坐标系，以便对物体运动作出简明的定量分析．泛泛而论，在三维空间中，通常被采用的坐标系有直角坐标系（x，y，z）、球坐标系（r，θ，φ）和柱坐标系（r，z，φ）．若运动被约束在一个曲面上，则坐标系被简化为二维．比如，质点运动限定在一个球面上，便取坐标（θ，φ）来标定位置，这相当于地球上的经纬度．又比如，质点限定在一个柱面上作螺旋曲线运动，便取坐标（z，φ）来标定位置．
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图1-19　极坐标系（r，θ）

若质点作平面运动，通常选取直角坐标系（x，y），或极坐标系（r，θ）．极坐标系对于描述如地球绕太阳作椭圆运动这类有心力场中的运动，是相当直观与简便的．如图1-19，极坐标系的原点可以设定在椭圆轨道的一个焦点，选长轴作为参考轴以标定方向角．于是，椭圆轨道的极坐标形式为
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其中常数e＜1，为椭圆的偏心率，e＝c/a；另一个常数p＝（1－e2
 ）a/e．这里[image: alt]
 它给出了左右两个焦点位置的直角坐标，而a，b分别是椭圆的长半轴与短半轴．当然，实际的天文观测是以太阳为原点，选取太阳与一遥远星体的连线为参考轴，而建立起一极坐标系来考察地球的公转，经推算和换算，以检验与理论公式（1.27）的一致性．

在极坐标系中，如果已知质点运动轨道方程r＝r（t），θ＝θ（t），便可以对先前定义的径向速度vr
 和横向速度vθ
 给出明确的定量表示．兹说明如下，见图1-20．设er
 和eθ
 分别表示径向和横向的单位矢量，应注意到er
 和eθ
 是随时间变化的，表示为er
 （t），eθ
 （t）．让我们展开瞬时速度矢量，
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注意到图（b）显示了der
 ＝dθ·eθ
 ，于是
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显然，第一项表示径向速度vr
 ，第二项表示横向速度vθ
 ，其量值分别为
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（a）
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（b）

图1-20　极坐标系（r，θ）
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从中也可以看出角速度的一个物理意义，它与横向线速度vθ
 相对应．这也说明，角速度的描述适用于质点作任意曲线运动的场合，且用以标定角间隔dθ的参考点O可自由选择，而vθ
 ＝ωr关系总是成立的．

●自然坐标系

若质点运动的轨道是已知曲线，我们可以在轨迹上任选一点O为原点，把轨迹看作一有向曲线，以原点到质点的路径长度s作为质点位置的坐标，这种坐标被称作自然坐标，或曲线坐标，如图1-21（a）．在自然坐标表示下，轨道方程被表达为s＝s（t）．取自然坐标对考察质点运动的速度或加速度的变化有方便之处，有时显得更为直截了当．这是因为，瞬时速度矢量或瞬时加速度矢量取决于此时刻质点邻近微路径的性质，与质点位置的坐标表示方式无关，也与远处的轨迹形态无关．
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（a）
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（b）

图1-21　自然坐标系

在自然坐标基础上，再跟随质点取两个特征方向构成一个局域坐标架．自然坐标和局域坐标架一起构成自然坐标系．一般取轨迹在该点的切线方向和法线方向为两个特征方向，这对分析瞬时加速度显得直观自然．对此说明如下．见图（a），设eτ
 ，en
 分别表示切向和法向的单位矢量，应注意到它俩随时在变化，即eτ
 （t）和en
 （t）．让我们展开瞬时加速度矢量，
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注意到图（b）显示deτ
 ＝dαen
 ，这里dα是eτ
 （t）与eτ
 （t＋∆t）之间的夹角，也正是微路径ds对其内切圆所张的圆心角，其数值可表示为dα＝ds/ρ，其中ρ为密切圆的曲率半径，当然一般情况下ρ随时在变．于是，
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显然，第一项表示切向加速度，第二项表示法向加速度．前者反映速率的改变率，后者反映速度方向的改变率．注意到微路径（弧元）ds＝vdt，故dα/dt＝v/ρ，于是，切向加速度和法向加速度的量值分别为
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其实，以上结果在这之前均已获得，眼下借助自然坐标系导出它们，显得更为理论化而已．不过，意识到可以沿轨道曲线建立坐标系而描述运动和表达力学规律，这一点是重要的．自然坐标系的运用及其优越性将在理论力学中得以展现，本课程仅限于简单介绍．

习　题

1.1　已知质点位矢随时间变化的函数形式为

r＝R（ei
 cosωt＋ej
 sinωt），

其中ω为常量．求（1）质点的轨道；（2）速度和速率．

1.2　已知质点位矢随时间变化的函数形式为

r＝4t2
 ei
 ＋（3＋2t）ej
 ．

求（1）质点的轨道；（2）从t＝0到t＝1的位移；（3）t＝0和t＝1两时刻的速度．

1.3　站台上一观察者，在火车开动时站在第一节车厢的最前端，第一节车厢在∆t1
 ＝4.0s内从他身旁驶过．设火车作匀加速直线运动，问第n节车厢从他身旁驶过所需的时间间隔∆tn
 为多少？令n＝7，求∆tn
 ．

1.4　半径为R的轮子沿y＝0的直线作无滑动滚动时，轮边缘一质点的轨迹为旋轮线（见图），其方程为
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求该质点的速度；设当dθ/dt＝ω为常量时，找出速度为0的点．
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习题　1.4

1.5　路灯距地面的高度为h1
 ，一身高为h2
 的人在路灯下以匀速v1
 沿直线行走．试证明人影的顶端作匀速运动，并求其速度v2
 ．

1.6　如图所示，一人站在河岸上（岸高h），手握绳之一端，绳的另端系一小船．那人站着不动，以手收绳．设收绳速率v0
 恒定，求当绳与水面的夹角为θ时，船向岸靠拢的速度v．
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习题　1.6

1.7　试从哈勃定律计算星系距离或退行速度．

（1）已知室女星系团中央附近的M87星系的退行速度为1180km/s，求它离我们多远．

（2）后发星系团距离为113Mpc，求其退行速度．

（3）类星射电源OQ172有巨大红移．如果红移是由多普勒效应引起的（参见第9章），则它的退行速度为0.91c，c是光速．该射电源离我们多远？

1.8　一杂技演员能把5个球一个接一个地上抛到高3.0m处，使这5个球都保持在空中运动．（1）试确定相继两次抛球的时间间隔；（2）试求当一个球即将落到手上时，另外几个球的高度，设球在手中停留时间可忽略．

1.9　设α为由炮位所在处观看靶子的仰角，β为炮弹的发射角．试证明：若炮弹命中靶点恰为弹道的最高点，则有tanβ＝2tanα．

1.10　如图，大炮向小山上开火，此山的山坡与地平线的夹角为α，试求发射角β为多大时炮弹沿山坡射得最远．
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习题　1.10

1.11　一弹性球直落在一斜面上，下落高度h＝20cm，斜面对水平的倾角θ＝30°，问它第二次碰到斜面的位置距原来的下落点多远（假设小球碰斜面前后速度数值相等，碰撞时入射角等于反射角）？

1.12　质点在半径为10m的圆轨道上运动，其切向加速度大小为0.20m/s2
 ．t＝0时，质点从某点出发，初速为零，求t＝10s时的法向加速度和总加速度．

1.13　地球的自转角速度最大增加到若干倍时，赤道上的物体仍能保持在地球上而不致离开地球？已知现在赤道上物体的向心加速度约为3.4cm/s2
 ，设赤道上重力加速度为9.80×102
 cm/s2
 ．

1.14　已知子弹的轨迹为抛物线，初速为v0
 ，并且v0
 与水平面的夹角为θ．试分别求出抛物线顶点及落地点处的曲率半径．

1.15　飞机以v0
 ＝100m/s的速度沿水平直线飞行，在离地面高h＝98m时，驾驶员要把物品投到前方某一地面目标上，问：投放物品时，驾驶员看目标的视线和竖直线应成什么角度？此时目标距飞机在下方地点多远？

1.16　设将两物体A和B分别以初速vA
 和vB
 抛掷出去．vA
 与水平面的夹角为α，vB
 与水平面的夹角为β．试证明：在任何时刻物体B相对物体A的速度是常矢量．

1.17　一物体和探测气球从同一高度竖直向上运动，物体初速为v0
 ＝49.0m/s，而气球以速度v＝19.6m/s匀速上升，问气球中的观察者分别在第二秒末、第三秒末、第四秒末测得物体的速度各多少？

1.18　质点沿x轴正向运动，加速度a＝-kv，k为常数．设从原点出发时速度为v0
 ，求运动方程x＝x（t）．

1.19　跳水运动员自10m跳台自由下落，入水后因受水的阻碍而减速，设加速度a＝-kv2
 ，k＝0.4m-1
 ．求运动员速度减为入水速度的1/10时的入水深度．

注释


①
 　这一段的主要内容和图引自《物理学与人类文明十六讲》一书第237页，赵峥著，北京：高等教育出版社，2008年．


2　牛顿力学的基本定律

2.1　牛顿以前的力学

2.2　牛顿运动定律

2.3　几种常见的力

2.4　万有引力定律

2.5　力学相对性原理与伽利略变换

2.6　惯性系与非惯性系　惯性力

2.1　牛顿以前的力学

·概述

·开普勒——天体立法者

·伽利略——近代科学之父

●概述

物理学及其他自然科学均经历了缓慢而漫长的发展阶段，特别是欧洲经历了中世纪的黑夜之后，随着生产的发展和文艺复兴运动带来的思想解放，科学以不可阻挡的力量蓬勃兴起，并以神奇的速度发展，形成了科学革命的崭新形势．1543年，哥白尼《天体运行论》的印刷出版，标志着一个新世界观的问世，开始了向近代科学的真正过渡，并促进科学大踏步向前迈进．这一进程到牛顿之前，很多人对力学的发展作出了贡献，代表性的成就是，开普勒奠定了经典天文学的基础，伽利略奠定了经典力学的基础．

●开普勒——天体立法者

开普勒（1571—1630）家境贫寒，一生艰辛，凭借勇于创新、执着探索的可贵精神，在天体运动研究上取得了辉煌成就，这就是著名的行星运动三定律．

第一定律：所有行星分别在大小不同的椭圆轨道上围绕太阳运动，太阳位于椭圆的一个焦点上．这称为轨道定律．

第二定律：每一行星的矢径（行星中心到太阳中心的连线）在相等的时间内扫过相等的面积．这称为面积定律．

第三定律：行星绕太阳运动的周期T的二次方与该行星的椭圆半长轴r的三次方成正比，即T2
 ∝r3
 ．这称为周期定律．

开普勒发现这些定律，经历了艰苦的探索历程．其间，1600年他成为“星学之王”第谷的助手，是一个转折点．第谷有一双明亮的眼睛，为了编制包括一千个天体的星表，二十余年如一日持续观测，积累了大量可靠资料，测量误差不超过2弧分．第谷1601年去世，这笔宝贵的科学财富就留交给了开普勒．而他和第谷犹如天文学中一对互补的双星．靠丰富的想象和出色的理论概括，开普勒从第谷的资料中发现了真理．但在当时的条件下，发现真理决非易事．首先，计算正确的轨道需要两个定点作为参考．第一个当然是太阳．第二个定点在哪里？开普勒巧妙地用“动中取静”的办法，将火星每隔687天经过的同一点选为定点．其次，计算结果发现存在8弧分误差，而第谷数据的误差不允许大于2弧分．这8弧分误差如果放过，就等于放过了行星运动定律．顽强的探索使开普勒突破了匀速运动和圆轨道两个传统观念的束缚，于是误差消除，第一、第二定律随之诞生．想象和直觉第三次引导开普勒，使他感到还有秘密：杂散的数据中应该有统一，不协调中应该有和谐．又经过九年的辛勤思索和反复计算，终于又发现：如果将地球的周期和轨道半长轴都设为1个单位，则所有行星的T2
 都等于r3
 （见表2.1），这就是第三定律．

表2.1　行星轨道参数
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开普勒的最后一次探索，是猜想行星运动定律只是某一个更普遍定律的表现，并着手从物理原因，即太阳的作用去寻找这个定律．开普勒没有完成这次探索，但方向无疑是正确的．他不愧为天体力学的奠基人．

●伽利略——近代科学之父

伽利略（1564—1642）是科学史上一位特别的人物，他因捍卫和宣传哥白尼学说，于1633年被罗马教廷判为终身监禁，三百多年后的1979年宣布平反昭雪．他开创新科学、追求真理的精神和对人类文明的贡献，永远为后人所景仰．

伽利略对科学最重要的贡献，是倡导新的科学思想和科学研究方法．他认为自然界是一个有秩序的服从简单规律的整体，要了解大自然，就必须进行系统的、定量的实验观测，找出精确的数量关系．为此，他倡导了数学与实验相结合的研究方法．这种方法的一般步骤是：先从现象中提取主要的直观认识，并用数学公式表示出来，以建立量的概念；再从公式出发根据数学导出另一易于为实验证实的数量关系；然后通过实验证实这种数量关系．显然，基于这种方法论，进行科学实验以检验科学假设的正确与否，这是伽利略及他以后的科学不断取得重大成就的源泉．

伽利略在他的新思想和新方法的指引下，为研究落体运动而设计斜面实验，获得了惯性原理及力与加速度的新概念．他得出的结论是：“一个运动的物体，假如有了某种速度以后，只要没有增加或减小速度的外部原因，便会始终保持这种速度．”这样，伽利略第一次提出惯性概念，破除了力是运动原因的旧概念．他通过匀加速运动实验，第一次把外力和“引起加速或减速的外部原因”联系起来，确认物体速度包括其大小或方向的改变是由于力的作用，确立了落体作匀加速运动的规律．这些重要结论，为牛顿力学理论体系的建立奠定了基础．完整的惯性原理是伽利略逝世两年后由笛卡儿表述的．牛顿在《自然哲学的数学原理》一书中高度评价了伽利略对牛顿第一、第二定律所作的开创性工作．

伽利略还提出了惯性参考系概念，这一原理后来由爱因斯坦确定为伽利略相对性原理．伽里略在天文学等方面也做了很多工作．他为人类思想的解放和文明的发展作出了划时代的贡献．

伽利略和开普勒是朋友，两人长期书信来往而从未谋面．这两位科学伟人从来没有真正合作过，开普勒不知道伽利略的惯性定律，还保持着要维持运动就必须有力的不断作用这种旧观念；而伽利略仍然保留着行星沿圆轨道匀速运动的传统概念，并不理解开普勒定律．当开普勒的行星运动定律与伽利略的力学相结合时，历史便产生了牛顿．

2.2　牛顿运动定律

·概述

·牛顿第一定律——惯性定律

·牛顿第二定律——力和质量的定义与量度

·牛顿第三定律——作用力与反作用力

·物理定律中的抽象与定义

●概述

在前人研究成果的基础上，牛顿创造性地以严整的理论体系，建立了关于物体运动的三个定律和万有引力定律．两者，如同互相支撑的两大基石，构成了经典力学和天文学．牛顿的旷世名著《自然哲学的数学原理》第一版于1687年7月问世，时距1664年牛顿开始思考天体运动并进行草算已23年．我们从中学开始已经熟悉牛顿定律，并且演算了相当数量的习题．这里着重从科学思想和逻辑推理的层面，扼要地阐释牛顿运动定律．

●牛顿第一定律——惯性定律

其经典表述是，物体将保持自己的运动状态，直至受到他物的作用．此表述虽然简短，而内涵却相当丰富，从中可引发出三个问题．其一，采用什么物理量来描述物体的运动状态，以使运动状态的改变具有明确意义？其二，采用什么物理量来体现他物的作用，以使这种作用与运动状态的改变之关系有个明确的定量表达？其三，物体具有保持自己运动状态不变的内在属性——惯性，是否可以用一个物理量给予度量？这三点，在随后的牛顿第二定律中得以完满地解决．牛顿第一定律，亦被称为惯性定律．在惯性定律的表述中，还涉及一个更为基本的问题即参照系问题．按惯性定律，自由物体不受他物作用，则静者恒静，动者恒作匀速直线运动，那么这是对哪个参照系而言？众所周知，一个匀速直线运动，在某一个参照系看来可能就是变速曲线运动．可见，惯性定律的表述本身就连系着一个特殊的参照系——惯性定律成立的参照系，简称为惯性系．不论现实宇宙中是否存在这样一个惯性系，以上论述业已表明，由惯性定律作为奠基的牛顿运动理论，是在惯性系这一框架中被确立的．

●牛顿第二定律——力和惯性质量的定义和量度

物体间相互作用的方式是多种多样的，其内部机制也是复杂微妙的，诸如碰撞、冲击、锻压、推动、拉拽、摩擦、吸引和排斥，等等．受到他物作用的物体将改变自己的运动速率或运动方向，即获得一个加速度．牛顿在理论上的高明之处在于，将物体间复杂多样的相互作用，抽象为一个力F．即力被定义为物体间的一种相互作用．他物的作用被体现为一个力，导致受力物体获得一个加速度a．这一点，是有许多日常力学现象作为实验基础的．至于两者的定量关系，a正比于F，即
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这在实验上是无法表明的．

让我们作一个审核实验，如图2-1，审视
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是否成立．显然，左端加速度一量的度量问题在运动学中已经解决；而右端两力的比值却是未知的，因为力F的度量问题在此之前从未论及．这很自然，力F作为物体间相互作用的抽象和体现，它刚被引进，其度量问题正待解决——那就以所产生的加速度的量值来度量力．这里许可有各种选择的自由．其中，选择线性关系F∝a，是合理的，也是最明智的．唯有这样，力的叠加原理才成立，以与加速度的叠加原理相匹配，从而许可人们在解决实际力学问题时对F或a实行合成与分解．如果选择非线性关系，则力的叠加原理不再成立，力学理论的推进将艰难颇多，其理论形式也将是另外一种面貌了．还有一个方向问题，定义力的方向F[image: alt]
 a是合理的，这满足空间的轴对称性．总之，F∝a关系的建立，既有一定的实验基础，又包含定义成分．
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图2-1　定义a∝F
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图2-2　定义a∝[image: alt]


同样，对于物体惯性也有一个定义与量度问题．在图2-2所示的审核实验中，取两个不同质点，先后受到同一个力作用，分别测得两个数值不等的加速度a1
 与a2
 ．加速度大者惯性小，加速度小者惯性大．引入惯性质量m，以定量地表示物体的惯性．至于m与a是一个什么定量关系，那是一个自由选择的问题，只要不违背a大m小之定性关系．这是因为质量m是第一次出现的物理量，此前其量度问题尚未涉及，故并无限定．选择一次方反比关系：
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是合理的，也是明智的．

综合（2.1）与（2.2）式，在国际单位制中，牛顿第二定律的表达式为
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质量单位为“千克”，记作kg，系基本单位．力的单位系导出单位，其量纲为kg·m/s2
 ，称为“牛顿”，简称牛，记作N．质量单位的实物基准是一个铂铱“千克原器”，按1889年第1届国际计量大会规定的条件，被保存在国际计量局（巴黎）．为了避免与“重量”一词在通常使用时意义上的混淆，1901年第3届国际计量大会规定：千克是质量（而非重量）的单位，它等于国际千克原器的质量．

●牛顿第三定律——作用力与反作用力

其表述为：两物体的相互作用力F1
 与F2
 ，彼此方向相反且数值相等．该定律可以由两体碰撞的实验结果来确立，也可以由对称性分析导出．见图2-3，设碰撞前后两体速度改变量，分别为∆v1
 ，∆v2
 ，实验上发现以下关系，

m1
 ∆v1
 ＋m2
 ∆v2
 ＝0，

两边除以∆t，于是有
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 　即　m1
 a1
 ＋m2
 a2
 ＝0．

应用牛顿第二定律，得
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实验总是有误差的，而由对称性分析导出的结论是纯净的．我们知道，点模型与空间各向同性相联系．一旦存在两个质点，则相联系的物理性质便具有轴对称性，对称轴为两点之连线．结论是，一对力F1
 与F2
 方向必然沿轴线．再分析“左右对称性”，如图，从前面看（下方空心箭头示意），左右两侧力矢量F1
 与F2
 的状态，当与后面看（上方空心箭头示意），左右两侧力矢量F1
 与F2
 的状态相同．结论是，只有当F1
 ＝—F2
 ，才符合这一对称性要求．若F1
 与F2
 或方向相同，或数值不等，均违背对称性要求．
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图2-3　对称性导出F2
 ＝—F1


●物理定律中的抽象与定义

从以上对牛顿运动定律的诠释中，我们看到了抽象与定义在物理学理论的建立与发展中起着多么巨大的作用．对惯性系的假设，对力作为物体间相互作用的一个抽象，以及对力和惯性质量的度量的定义，构成了牛顿力学逻辑严谨的理论体系，因而被公认为物理学理论首创的典范．不要一见“定律”一词，就以为其内容完全地由实验表明．自然科学岂止不排斥抽象与定义！伟大的科学理论及其理论形式的构建，常常起始于卓绝的抽象与精当的定义，它们源于科学家对未知的复杂事物，包括实验现象，一番深邃的缜密的反复的思考和分析．牛顿运动理论及其展示的理论形式，三百多年来对物理学和自然科学乃至人类文明，一直有着深刻的影响．

2.3　几种常见的力

·重力

·弹性力

·摩擦力

·力的分类

●重力

根据牛顿运动定律去研究各种各样的运动，方法是通常所说的隔离法，其要点是分析力．常见的力中，为人们所熟悉的一种力是重力．在地球表面附近，质量为m的物体受到的重力方向垂直水平面向下，大小为
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其中g是重力加速度．重力是地球引力的表现，根据后面述及的万有引力定律，可以求得
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其中M是地球质量，R是地球半径，G是引力常量．

●弹性力

在力学问题中经常接触到的另一类具体的力是弹性力．两弹性固体相互接触时施加的作用力是弹性力，绳中的张力也是一种弹性力．弹性力常用线性弹簧的弹性力来代表．一劲度系数为k、自由长为ι0
 的弹簧和物体相连，当弹簧处于自然长度时，物体不受弹性力作用，这一点称为平衡位置．以平衡位置为坐标原点，则当弹簧伸长量或压缩量为x时，物体受弹簧作用力的大小为
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其中负号表示力的方向与位移x反向，即始终指向平衡位置．这一公式称为胡克定律．它反映了弹簧力是一种线性恢复力，这只是在弹簧形变于一定限度内才成立．

●摩擦力
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图2-4　摩擦力

摩擦力是日常生活离不开的一种力．它的规律比重力和弹性力要复杂．图2-4中，A，B两物体互相接触，则在接触面上沿切线方向可能存在摩擦力f．f的大小与材料、表面粗糙程度、A，B之间正压力的大小及相对运动情况等多种因素有关．简单情况下，将摩擦力区分为滑动摩擦和静摩擦．当A与B有相对运动趋势但还没有发生相对运动时，f取决于A物体所受的力F，此时根据牛顿第二定律可知f＝F，称其为静摩擦力，它是对外力作用作出响应的一个较为隐蔽的力．然而，这静摩擦力存在一个最大值f0
 ．当正压力为N，则f的最大值f0
 ＝μ0
 N．μ0
 称为静摩擦因数．当A与B有相对运动，A所受摩擦力方向与它的速度方向相反，大小为
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μ称为滑动摩擦因数，一般情况下它是一常数，且μ＜μ0
 ．不同材料之间的μ及μ0
 值参见表2.2．

表2.2　材料的摩擦因数
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●力的分类

实际力学问题中存在各种性质的力．除了上述几种常见的力，还有电磁力，分子力，流体中的浮力、黏性力，以及原子核内部的核力，等等．同时为了研究方便，人们常从不同角度将力分为各种类型，例如保守力、非保守力、耗散力；主动力、被动力；冲击力、持续力；约束力，等等．摩擦力的大小方向取决于物体所受其他力作用的情况，因而称为被动力．重力、弹性力则是主动力．不同的分类将在以后的讨论中接触到．从根本上讲，目前自然界各种形式的力都归结为四种基本的相互作用力，它们是：引力，电磁力，强相互作用力（核力），弱相互作用力．这四种基本相互作用也按相对作用强度分类：核力最强，电磁力次之，引力最弱；或者按作用力程分类：引力和电磁力是长程力，其余两种是短程力．

力是牛顿力学的核心概念．不论是解决具体的力学问题，还是揭示自然界的根本规律，都从认识力开始．所以人们说，物理学的开始是力学．

2.4　万有引力定律

·从运动现象研究力——万有引力定律的建立

·定律的表述与引力常数的测定

·万有引力的可加性和几何性

●从运动现象研究力——万有引力定律的建立

牛顿在《自然哲学的数学原理》的前言中说：“我奉献这一作品，作为哲学的数学原理，因为哲学的全部责任似乎在于——从运动的现象去研究自然界中的力，然后从这些力去说明其他现象．”万有引力定律的建立，体现了牛顿“从运动现象研究力，从力去说明其他现象”这一研究方法的完整过程．

当时已知的六大行星，其偏心率e除水星外都不大（见表2.1），可把行星轨道近似看作圆形．根据面积定律，行星应作匀速率圆周运动，其向心加速度据（1.14）式应为
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对圆轨道，周期为T＝2πr/v；再根据周期定律，r3
 /T2
 ＝K，K为与行星无关而与太阳有关的常量．代入上式得
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根据牛顿第二定律，即得行星受到的向心力为
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这说明，开普勒第三定律实际上向人们提示这样的结论：一个行星所受到的向心力与其质量成正比，与它到太阳距离的二次方成反比．但如果没有力、质量、加速度及其相互关系的确切概念，这一结论很难被揭示出来．

进一步看，应当遵循伽利略的研究方法，从这一结论导出可供定量检验的结果．牛顿认为这种吸引力是“万有”的，即普适的、统一的．因此地球对月亮、对地面重物的吸引也应遵从上述结论．于是月球绕地球沿圆轨道运动的向心加速度，按（2.9）式应是
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其中ρ是地月距离，KE
 是与地球有关的常量．类推地面物体，如果物体以足够大的水平速度射出，它就能不落地而绕地球作圆周运动，g就是它的向心加速度．设地球半径为R，则
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从这两式消去KE
 ，再将v＝2πρ/T代入，就得
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其中T＝27.3天是月球绕地球运动周期．早在公元前2世纪，古希腊天文学家已测得ρ＝60R．据此推算，月球的向心加速度应是g值的1/3600，（2.10）式中4π2
 ρ/T2
 就是月球的向心加速度．只要测得地球半径，就可以检验（2.10）式是否正确．现代的数据R≈6400km，ρ＝3.84×105
 km，g＝9.8m/s2
 ，代入这些数据显然符合（2.10）式．牛顿获得了地球半径的准确数据之后，肯定了这一结果，证明了万有引力的假设是正确的．牛顿在这一过程中使用的方法，一直沿用到今天．而他追求自然界的统一、相信宇宙万物存在最基本的统一规律这种信念，始终引导着物理学前进的方向．

●定律的表述与引力常数的测定

万有引力定律表述如下：任何两物体1和2间都存在相互作用的引力，力的方向沿两物体的连线，力的大小f与物体的质量m1
 和m2
 的乘积成正比，与两者之间的距离r12
 的二次方成反比，即
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其中G是与物质无关的普适常量，称为引力常量．现代（2006年）国际科技数据委员会推荐的数值为

G＝6.67428（67）×10-11
 m3
 /（kg·s2
 ）．

基本物理常数的精确测定非常重要．牛顿发表万有引力定律之后的一百多年，卡文迪许于1798年用扭秤实验第一个精确测定了G值，当时的结果为6.754×10-11
 N·m2
 /kg2
 ．几个世纪以来人们一直在努力用各种方法提高测量精度，但由于引力太弱，又不能屏蔽其他物体的干扰，因此万有引力常量到目前为止仍是测得最不精确的一个基本物理常量．

●万有引力的可加性和几何性

万有引力定律（2.11）式含有引力的两个重要性质，其中之一是引力的线性叠加性或称可加性，即引力满足线性叠加原理．它的意思是说，质点M受到多个质点mi
 （i＝1，2，…）的引力作用时，M受到的总的引力是各质点单独存在时M所受引力的矢量和
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其中F1
 是M受到的m1
 的吸引力，余依次类推．

根据这一性质，可以得出两个有用的结论：（1）密度均匀的球体对球外质点的引力，等效于球体质量全部集中于球心时施予球外质点的引力．这一结论可根据万有引力定律和（2.12）式用积分法证明．在计算地球对地面物体的引力时，就是用这一结论计算的．这一结论还可以推广到密度均匀的球壳以及球体密度是分壳层均匀的情形．（2）密度均匀的球壳对它内部任一质点的引力为零．这个结论仍然可以用积分法证明．

万有引力的另一个重要性质是它的几何性．

考察在地面附近下落的质量为m的物体．根据万有引力定律，它受到地球的引力即重力为
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而根据牛顿第二定律，该物体的加速度满足

f＝ma．

比较这两式，通常认为a＝g．这个认识隐含了一个概念，即把这两式中的质量m看作一回事．仔细分析发现，万有引力定律中的m表示物体互相施加吸引作用的性质，称为引力质量；而牛顿第二定律中的质量表示物体的惯性，称为惯性质量．认为a＝g意味着对任何物体，它的引力质量与惯性质量相等，即
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牛顿注意到了这个结论，并设计了实验加以检验．后人不断设计更精确的实验验证这两种质量的等价性．到目前为止，发现在10-11
 的精度范围内，这两种质量没有差别，因而可以不加区别地使用统一的质量概念．

惯性质量与引力质量相等的意义是引力具有几何性．任何物体仅在引力作用下运动时，它的加速度与物体本身的性质比如质量无关，反映的是引力本身的性质．开普勒定律中，所有行星的运动，仅涉及周期、轨道、半长轴等时空参量，而与行星本身的质量、化学组成等物性无关；伽利略的落体实验证明不同重物在相同高度无初速下落同时到达地面，也不涉及物性而仅与时空参量有关．这都是引力几何性的反映．引力的几何性是爱因斯坦广义相对论的生长点之一．

2.5　力学相对性原理与伽利略变换

·力学相对性原理

·伽利略变换

·时空观

●力学相对性原理

牛顿第一定律定义了一类特殊参照系——惯性系，即惯性定律成立的参照系，因而规定了第二定律只在惯性系中成立．通常人们说，牛顿运动定律成立的参照系是惯性系．凡是相对于一个惯性系作匀速直线运动的参照系必定也是惯性系；凡是相对于一个惯性系作加速运动的参照系必定是一个非惯性系．由此可见，一旦确认了一个惯性系，就可将其作为参照，以判定其他参照系是否为惯性系．牛顿运动定律对所有的惯性系都成立．在一个封闭的惯性系内部，不可能用力学实验来判定该系统作等速直线运动的速度，这一特性最早由伽利略提出，称为力学相对性原理，它可表述如下：

力学规律对一切惯性系都是等价的．

这里说的“等价”，不是指不同惯性系看到的力学现象都相同，而是指力学现象服从的规律相同，即不同惯性系的力学规律都有相同的数学形式．

力学相对性原理后来由爱因斯坦推广为相对性原理：物理规律对一切惯性系都是等价的．它是狭义相对论的两个基本原理之一．

●伽利略变换

在第一章研究的运动学问题中，有两个经常使用的结论：速度与参照系选择有关，绝对速度等于相对速度与牵连速度之和；两个参照系彼此相对作匀速运动，则牵连加速度为零，质点在这两个惯性系中的加速度相同．这两个结论都可以从伽利略变换得出．

设惯性系K′相对惯性系K以恒定速度u运动，如图2-5．P点在K系中的位矢是r，在K′系中的位矢是r′．为简单起见，假定t＝0时刻两参考系原点重合，则[image: alt]
 从而得到如下关系式：
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这些公式，我们在运动学中已经使用．其中的第二式也称为（经典）速度合成定理，u就是以前所说的牵连速度．

设K，K′都是直角坐标系，为（x，y，z）和（x′，y′，z′），由于坐标轴取向可以任取，我们就取x，x′轴都沿u方向，将上式写成分量式是
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图2-5　K′系质点加速度

这组关系式被称为伽利略坐标变换式，简称伽利略变换．其中t＝t′是认为两参照系时间是相同的，这一概念前面已经使用．如果假定物体质量在两个参照系也相同，即m＝m′，则牛顿定律在伽利略变换下保持形式不变，符合力学相对性原理．

●时空观

伽利略变换蕴含的时空观就是通常所说的经典力学绝对时空观．这可以从以下三个方面加以说明．

（1）“同时”具有绝对性．两个物理事件，在K系中是同时发生的，则在K′系也是同时发生的．据此类推，在所有惯性系看都是同时发生的．

（2）时间间隔的绝对性．如果一个物理事件在K系中看其时间间隔是∆t，在K′系看其时间间隔是∆t′，则∆t＝∆t′．

（3）杆长的绝对性．如果一杆或尺在K系中的长度是∆x，则在K′系测得的长度∆x′＝∆x．

这些结论，可以根据伽利略变换证明．概括地说，绝对时空观认为时间、空间都是绝对的，它们彼此无关，也与参照系的运动状态无关．

在牛顿的时代，选择绝对时空观，既与经验事实相符，也与牛顿的力学体系相容，因而是一种明智的选择．时空是物理现象演出的舞台，也是表述物理规律最基本的要素，它们当然要成为物理学深入研究的对象．牛顿堪称那个时代具有最高思维能力和最强创造力的人，他并没有忽略这一点．牛顿曾做实验，试图以水桶旋转带动桶内的水逐步转动来证明绝对运动的存在，因而间接证明绝对空间的存在．这就是著名的水桶实验．

在绝对时空观上打开第一个缺口的是马赫，他在几乎传遍世界的名著《力学史评》中，深入考察分析了运动、惯性、时间、空间等力学基本概念，严肃地批判了绝对时空观，指出水桶实验根本不能证明绝对空间的存在．马赫的研究富有启发性，爱因斯坦认为马赫是相对论的先驱．爱因斯坦建立的狭义和广义相对论使人们认识到了绝对时空观的正确程度和局限性：绝对时空是狭义相对论时空在低速时的近似，伽利略变换也是洛伦兹变换在低速条件下的近似．在新的时空观中，时间空间彼此联系，不仅与参照系的运动有关，也与物质的存在及运动有关．爱因斯坦改变了人们的世界观．

2.6　惯性系与非惯性系　惯性力

·现实宇宙中的准惯性系

·平动非惯性系中的惯性力

·转动非惯性系中的惯性力——惯性离心力与科里奥利力

·地球上的科氏力学现象

·太空站——失重态的适应与微重力科学实验

·惯性力是真是假——升降机实验与等效原理

·科里奥利力公式的另一种导出

●现实宇宙中的准惯性系

上节中已经说明，一旦人们确认了一个惯性系，就可以将其作为参照，以判定其他参照系是否为惯性系．那么，在现实宇宙中是否存在这样一个可以作为惯性系的实际参照物呢？这等价于问，宇宙中是否有一个完全不受力的物体？如有，则选择这个实体为参照系，那牛顿定律肯定成立，它就是一个惯性系．遗憾的是，万有引力定律表明，宇宙中不存在完全不受力的物体，换言之，宇宙中不存在严格意义下的理想的惯性系．这恐怕是，以逻辑严整为骨架的牛顿运动理论回到现实世界中所付出的一个代价．

相对而言，人们可以设法找到一个牛顿定律近似成立的准惯性系，其近似程度，取决于人们能以多大的精度观测到该参照系的微小的加速度效应．以地心系看，地球赤道圈上的加速度值为3.4×10-2
 m/s2
 ；以日心系看，地球公转轨道上的加速度值为6×10-3
 m/s2
 ；而以银河系中心看，太阳向心加速度值约为3×10-10
 m/s2
 ．由此可见，固连于地球的参照系，即通常说的地面参照系，可以作为一个初级准惯性系，适用于大部分同工程实际有关的动力学问题．但是，对于许多问题尤其是天文学问题和宇宙飞船问题，选择地球参照系就不适宜了．这时可以选择恒星参照系——以太阳中心作为坐标原点、三个坐标轴分别指向三个指定的恒星而构成的参照系，它是一个相当精确的准惯性系，亦称其为日星系，如图2-6．
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图2-6　日星参照系示意图
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图2-7　平动非惯性系

●平动非惯性系中的惯性力

某些场合，立足于非惯性系考察力学现象，可能更贴近观测结果，或更能简捷地求解问题．若将牛顿定律的原始的数学形式作适当的改换，非惯性系中力学问题的分析就能被纳入到一理论程式中．先看平动非惯性系K′，它相对于惯性系K有一加速度a0
 ．考虑一个质点，受到一个作用力F，如图2-7．显然，对K系牛顿定律成立，F＝ma；而相对K′系质点加速度为a′＝a－a0
 ，牛顿定律不成立，

ma′＝ma－ma0
 ＝F－ma0
 ．

如果将右端第二项（-ma0
 ）虚拟为一个力，记作
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被称为惯性力，它与真实的作用力F合成，产生加速度a′，于是
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这表明，引入惯性力使非惯性系中的运动规律，依然保持了牛顿定律的形式表示，它直接地决定着质点在非惯性系中的运动状况．比如，当汽车突然起动，车里的人们一时后仰，似乎感到一个向后的推力，其方向与汽车加速方向相反，它便是此时的惯性力Fi
 ．又比如，空中打靶问题——靶相对地面惯性系的加速度为g，若选择靶为参照系考察子弹的运动，则子弹受到一个重力mg，同时受到一个惯性力（-mg），合力F＋Fi
 ＝0，于是，在目标靶看来子弹作匀速直线运动；为了击中目标，子弹初速一开始就应瞄准靶（若子弹与靶同时发落），这与1.6节相同题目的计算结果一致．

最后对惯性力再说明两点：

（1）惯性力是一种虚拟力，它无相应的反作用力．在引入惯性力的推演过程中，隐含着一种观念，认为来自相互作用的真实力F与参照系无关，这在经典力学现象中是正确的．

（2）平动非惯性系中的惯性力公式（2.17）是简单的，Fi
 仅与物体质量和非惯性系的加速度有关，而与物体的位置和速度无关．可以认为，似乎有一个惯性力场，它存在于非惯性系所联系的整个空间．

●转动非惯性系中的惯性力——离心力与科里奥利力
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图2-8　导出转动系中的科氏力

在转动参照系中，惯性力的表现形式较为复杂．见图2-8，（xyz）为惯性系，固定不动，而大圆弧示意一匀角速转盘，其角速度为ω，转轴为z轴，在转动系中有一质量为m的质点，此时其位矢为R且有径向瞬时速度vr
 ．经分析推导，该质点受到的惯性力公式为
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第一项为径向力，习惯上称其为惯性离心力，记作
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第二项为横向力，通常称其为科里奥利（Coriolis）力，简称之“科氏力”，记作
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比如，按图上具体情况，此时FC
 ⊥R，且方向朝下．

兹对以上公式推导如下．

导出质性力的一般思路是，设质点在非惯性系中作匀速直线运动，再转移到惯性系中看其加速度，以求得真实作用力F，再由方程F＋Fi
 ＝0，得到惯性力为
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一旦获得Fi
 公式，便超脱于原先设定的匀速直线运动的限制，可用来分析质点在非惯性系中的任意运动．下面分别按两种典型情况证明（2.18）式．

（1）质点静止于转动系．从惯性系看来，该质点作半径为R的匀速圆周运动，它必定受到一个向心力

F＝-mω2
 R．

于是相应的惯性力为

Fr
 ＝-F＝mω2
 R，

它与向心力平衡，合力为零，因而该质点静止于转动系．

（2）质点沿径向匀速直线运动于转动系．参见图2-8，在惯性系看来，质点在∆t时间中由A点经一曲线轨道到达B点，转角∆θ＝ω∆t，这过程可以被看作两步，A→A′→B．还要注意到，在静止的惯性系看来开始时刻该质点速度就有两种成分，径向vr
 （A）与横向vθ
 （A）．于是，速度改变量由以下几部分构成：
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将沿横向的两个速度改变量相加

∆v1
 ＋∆v3
 ＝2vr
 ω∆t，

再除以∆t，乘以质量m，便求得横向真实力F2
 ＝2mvr
 ω，考虑到方向之关系，写成

F2
 ＝-2mvr
 ×ω，

故得沿横向惯性力，即科氏力为

FC
 ＝—F2
 ＝2mvr
 ×ω．

类似的分析应用于径向，得径向力即向心力为
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故得径向惯性力，即惯性离心力为

Fr
 ＝—F1
 ＝mω2
 R．

最后尚有两点值得说明：

（1）公式（2.19）表明惯性离心力与质点位置有关，其位矢R是在质点运动轨道平面上，由转轴到质点的距离矢量；而公式（2.20）表明科氏力与质点运动速度有关．当然，两者均与转动系的角速度有关．

（2）若质点在转动系中的瞬时速度方向是斜的，即它同时具有径向速度与横向速度，v＝vr
 ＋vθ
 ，则惯性力公式（2.18）依然有效，其中第二项被展开为
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这里的第一项就是横向科氏力，而第二项是径向科氏力，它与固有的惯性离心力mω2
 R叠加，成为目前在转动系中质点受到的总的离心力．

（3）若转动系作非匀角速度运动，则相应的横向科氏力还须添加一项[image: alt]
 其中[image: alt]
 为转动系的角加速度．

●科里奥利力公式的另一种导出

上一段我们采取较为直观形象的方式，导出存在于转动系中的横向惯性力即科氏力，我们也可以选择更为理论化的方式导出它，对此介绍如下．在匀角速度转动系中，依然设定一质点的位矢为R，瞬时径向速度为vr
 ＝vr
 er
 ，但是，在静止的惯性系看来，该质点还有一个瞬时横向速度分量vθ
 ＝ωReθ
 ．这里，er
 ，eθ
 分别为径向和横向的单位矢量，它俩均随转动系以匀角速度ω而旋转，故在dt时间中其微分量为
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于是，该质点在静止惯性系中的加速度被展开为
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再乘以质量m，便得到该质点所受到的真实力，其径向分力和横向分力分别为
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根据惯性力与真实力相抵消关系，最终求得在转动系中存在的径向惯性离心力Fr
 ＝—F1
 ＝mω2
 Rer
 ＝mω2
 R，和横向科里奥利力

FC
 ＝—F2
 ＝-2mvr
 ωeθ
 ＝2mvr
 ×ω，

这结果与公式（2.19）、（2.20）完全一致．读者不妨对以上两种推导方式作出自己的评价．

●地球上的科氏力学现象

地球在自转，固连于地球的参照系是一转动非惯性系．我们立足于地球，可以观测到科氏力导致的许多重要的或有趣的力学现象．

（1）河床被冲刷

北半球，沿经线南流的河流，受到的科氏力的方向指向西，作用于河床，故河床西侧被冲刷．反之，北流的河流，其河床东侧被冲刷．在中国黄河流域河套地段，这一现象十分明显．而在南半球，结论与上述相反，参见图2-9．

（2）落体偏东与火箭轨道的偏向

高空自由落体，其轨道偏向东．远程火箭，发射升空，向上轨道偏西；向东水平飞行时其轨道偏向上；向西水平飞行时其轨道偏向下．

（3）大气环流与信风

由于地球自转，形成大气环流．其典型现象之一是出现于低纬副热带区域的信风．赤道热气上升，到副热带区高空下沉，在低层又回到赤道区．这就是说，在北半球低纬低层有一向南的气流，这回没有“河床”，在科氏力作用下这股向南气流偏西，形成东北信风．同样地，在南半球低纬低层存在东南信风．古代阿拉伯商人，就凭借信风推动帆船，出海通商，故亦称信风为贸易风．
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图2-9　河床被冲刷——北半球沿河流方向靠右侧，南半球沿河流方向靠左侧
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图2-10　北半球水漏旋汇，呈现逆时针转

（4）水漏流场的旋汇

人们可能注意到这样一个现象，浴缸中一缸水被放走时，在漏孔四周出现流场，一边旋转一边汇合，在北半球为逆时针旋汇，如图2-10所示，如果在南半球当为顺时针旋汇．水漏周围流场的旋汇现象是由横向科氏力与径向压强梯度力同时作用的结果．水漏处是个低压中心，其附近流场主要地由径向压强梯度力所决定，而决定远处流场的主要因素是横向科氏力．这导致流线先是右偏尔后是左旋，其中存在一拐点．类似现象也出现于大气环流中，低压气旋中心四周的流场与这里的相同（旋汇），而高压气旋中心四周的流场方向与这里的相反（旋散）．
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图2-11　用于分析地球上的科氏现象

在应用科氏力公式说明上述各种力学现象时，有一个恰当的构图是相当必要的，图2-11值得推荐．图中G轴垂直于该地点的水平面，也是由地心指向该地点的矢径方向；角速度ω方向平行地球自转轴，它与G轴夹角α＝90°－φ，φ是纬度角，比如，北京在北纬40°，则α≈90°－40°＝50°．试借用此图对上述关于地球上的科氏力学现象作出明白的说明．

●太空站——失重态的适应与微重力科学实验

环绕地球运行的宇宙飞船，其内部的太空舱是个特殊空间．在那里惯性离心力几乎与向心力即重力平衡，所有物体和宇航员均处于失重状态．地球上人们日常动作中的某些感觉，诸如行走、爬梯、跳跃、仰卧、倒立等的感觉在太空中消失殆尽．如果宇航员不被束缚在器械上的话，他将成为漂浮游动于太空舱中的一个自由人．他握住一个东西毫不费力，要转身向后拿一个东西却十分困难．传真图像中呈现的宇航员，在那里手舞足蹈，就是为了自己前进或转体．总之，在失重态下生活和工作，人们需要一个适应过程．无论从行为动作、生理机能乃至心理上，均需要预先的训练和实际的重新体验．

太空站里的微重力仅有地面上的百万分之一．一枚硬币落下1.8m，在太空站里需要600s，而在地面上仅需0.6s．太空站为微重力科学研究提供了一个十分理想的实验室．在那里，胡萝卜能翻转着长，蜡烛火焰变成一个蓝色的球，胰岛素蛋白质晶体长得更大．总之，微重力环境将对晶体生长、化学反应、种子发育、植物生长、药物疗效、伤口愈合、动物生理和心理等，产生显著或微妙的影响，这是一个令人好奇而正待开拓的新的研究领域．2005年建成的国际太空站，在未来的微重力科学研究方面，有可能取得重大突破．国际太空站，由十六国合作建造，其覆盖面积108.5m×88.4m，约两个足球场大，内部太空舱空间1300m3
 ．环行高度350km，速度2.816×104
 km/h，绕地球一圈只用90分钟，从站上可看到地球总面积的85％．国际太空站将是迄今为止环绕地球飞行物中最大最复杂的结构，将成为一个巨大实验室，可供人们学习如何适应失重态而在太空中生活与工作，为将来载人月球飞行、载人火星飞行和更遥远的载人宇宙航行做准备．当然它也是一个巨大的微重力科学实验室．

●惯性力是真是假——升降机实验与等效原理

在导出非惯性系中运动定律的形式表示的过程中，不时冠以虚拟力或假想力之定语于惯性力，以与真实作用力相区别，那是为了免除初学时概念上的混淆．其实，惯性力所产生的物理后果是真实的，惯性力也可以由测力器测出．过分强调惯性力的假想性，这在物理思想上是要被质疑的．让我们作一个升降机实验，如图2-12所示，在一自由落体的升降机中，一人从手中释放一小球，他观察到小球自由不落，始终悬浮于眼前．对此现象的说明，可有两种观点．试听以下两人对话，其中甲谙熟经典力学，乙从出生开始就一直生活在类似升降机的环境中——
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图2-12　升降机实验

甲：若立足于地面看，升降机与小球均受到地球引力，作自由落体运动，两者加速度相等，相对加速度为零，故小球相对那人而不动．当然，你也可以在升降机中应用牛顿定律，那你应该额外引入一个假想的惯性力（-mg），它恰好与真实引力（mg）相抵消，合力为零，加速度为零，小球不动，静者恒静么！

乙：听你的说明好累喔，我的很干脆，无须这么曲里拐弯．我看到小球加速度为零，那它就是不受力．如果你一定认为小球真实地受到一个重力向下，那么它也真实地受到一个与重力相平衡的力向上，你称这个力为惯性力也罢．

甲：这可不允许混淆真实力与惯性力的真假性，前者有反作用力于地球，后者是单身．

乙：我不知道升降机世界外还有个什么地球，我在我思么．如果你已认定升降机中的力学现象是真实的，又认为引力是真实的，那你又何必将一个与真实引力相平衡，而最终产生了真实力学现象的力看为一个假的虚拟中的力呢？！

细想起来，惯性力与真实力包括引力，在人们观念上的不平等，根源于在经典力学的理论框架中，惯性参照系处于一种特殊优越的地位——牛顿运动定律只在惯性系中成立．如果人们突破这个框架，试图建立一个让力学规律适用于一切参照系的理论体系，那么区别什么真实力与假想力，就无观念上的必要了，也无实验上的可能．比如，在一个封闭的可加速的升降机中，一弹簧系一质量为m的物体．当弹簧伸长且指示3mg时，新观点认为，此时物体受到一个向下的引力3mg，以与弹簧恢复力相平衡，再不必区分其中地球引力1mg，惯性力2mg．这实质上表明，惯性力与引力是等效的．爱因斯坦正是沿着这样一条思想路线，于1915年创立了广义相对论的理论基础，它含三个原理——等效原理、广义协变性原理和马赫原理．三者中等效原理是广义相对论中最重要的基本原理．爱因斯坦对等效原理的最初表述是，引力和惯性力实际上是等效的．

习　题

2.1　均质杆AB放在光滑桌面上，两端分别受到力f1
 与f2
 作用．求C处截面两方的相互作用力，设[image: alt]
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习题　2.1
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习题　2.2

2.2　一质量为M的木块A放在光滑水平面上，A上放置另一质量为m的木块B，已知A与B间摩擦因数为μ，现施力沿水平方向推A，问推力至少为多大时才能使A，B之间发生相对运动．

2.3　水平桌面上有一质量M＝1.0kg的板，板上放一质量m＝2.0kg的物体．物体与板之间、板与桌面之间的摩擦因数均为μ＝0.25．

（1）今以水平力F1
 拉板，使物体和板一起以a＝1.0m/s2
 的加速度运动，求物体与板及板与桌面之间的作用力．

（2）拉力至少为多大，才能把板从物体下面抽出？

2.4　图中物体B与物体A之间无摩擦，而A与水平面间的摩擦因数为μ．当B沿斜面下滑时，求μ等于多大才能使A相对地面不动（设mA
 ，mB
 与α为已知）？
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习题　2.4

2.5　用定滑轮将质量为m的重物拉往高处，人的质量为M．求在下述两种情况下人对地面的压力：（1）物体匀速上升；（2）物体以加速度a上升．设绳与滑轮的质量以及两者间的摩擦力均可忽略不计．
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习题　2.5
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习题　2.6

2.6　质量为m、长为ι的单摆固定在车上．若车从斜面上无摩擦地自由滑下，求摆线与铅直方向OO′的夹角θ及线中的张力（设斜面与水平方向的夹角为α）．

2.7　一质量为M的三角形木块放在光滑水平面上，斜边与水平方向夹角为α．在斜边上放一质量为m的木块，设M与m间无摩擦．求：

（1）两木块运动的加速度．

（2）若使两木块相对静止，需在M上施加水平方向的恒力F，问F应为多大？
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习题　2.7

2.8　图中A为定滑轮，B为动滑轮，三个物体的质量分别为m1
 ，m2
 ，m3
 ，求：

（1）每个物体运动的加速度；

（2）绳中的张力T1
 和T20
 ．

设m1
 ＞m2
 ＞m3
 ，绳轻且不可伸长，绳与滑轮间无摩擦．
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习题　2.8

2.9　质点在空气中无初速自由下落时，在速度不大的情况下，阻力F的大小和速度成正比，即F＝-kv，k为常数．试用积分法求质点速度随时间的变化关系，设质点质量为m．

2.10　以初速v0
 竖直上抛一质量为m的物体，设空气阻力正比于速度，即F＝-kv，k为常数．试求物体上升的最大高度．

2.11　如图，火车在拐弯时，如果地面没有坡度，要维持火车作曲线运动，铁轨必须对车轮施加作用力（即所谓旁压力）．
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习题　2.11

设火车以速率v作半径为R的圆周运动，求地面的坡度θ0
 应为多少才能使车轮不受旁压力，并分析θ＞θ0
 及θ＜θ0
 时铁轨的受力情况．

2.12　如图所示，一根长ι的细棒，可绕其端点在竖直平面内运动，棒的一端有质量为m的质点固定于其上．

（1）试分析，在顶点A处质点速率取何值，才能使棒对它的作用力为0？

（2）假定m＝500g，ι＝50.0cm，质点以均匀速度v＝40cm/s运动，求它在B点时棒对它的切向和法向的作用力．
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习题　2.12
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习题　2.13

2.13　图示为一个半径为R的半圆形桥，质量分别为m1
 和m2
 的两物体连在一起共同运动．已知R＝30.0m，m1
 ＝100kg，m2
 ＝200kg，在顶点处的共同速率v＝3.00m/s．求m2
 压m1
 的力及m1
 压桥的力．

2.14　一条均匀的绳子，质量为m，长度为ι，将它一头拴在转轴上，以角速度ω旋转．试证明：略去重力时，绳中的张力分布为
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式中r为绳元到转轴的距离．

2.15　地球中心与月球中心相距s＝3.84×105
 km，地球质量M与月球质量m之比为81∶1．有一星际飞船从地球飞向月球，在通过地球引力区和月球引力区的分界线时，宇航员没有测到重力，试求该处距地球多远．

2.16　地球绕太阳公转周期T≈365天，日地距离R≈1.49×108
 km．设地球轨道为圆形，求太阳质量．

2.17　设某一星系中的星体为均匀球状分布，该星系半径为R0
 ，总质量为M．距星系中心为r＜R0
 处有一质量为m的星体，它在引力作用下作圆周运动．试求m所受的引力及它作圆周运动的速率．

2.18　哈勃望远镜发现，习题1.7提到的M87星系中心附近存在高速旋转的气体．据推测，星系中心可能存在令人吃惊的巨大黑洞，其质量约为太阳质量的30亿倍．求：

（1）将气体看作质点，试按万有引力定律估算气体在15光年的圆周上匀速运动的速率．

（2）运动速率为光速时的旋转范围可以看作黑洞大小的一种量度，称为视界．试估算该黑洞的视界半径．

2.19　中子星是主要由中子组成的致密天体，脉冲星就是中子星的一种．求：

（1）设中子星是密度均匀的球体，以角速度ω绕自身的几何对称轴旋转．如果维持其表面物质不因快速旋转被甩掉的力只有引力，这球体的密度至少要多大？

（2）蟹状星云是我国北宋至和元年（即公元1054年）观测到的一次超新星爆发的遗迹，其中有一颗脉冲星，它自转30周／秒．试估算这颗脉冲星的最小密度．

（3）如果该脉冲星的质量约为一个太阳的质量（2×1030
 kg），试求其最大可能半径．

2.20　升降机中水平桌上有一质量为m的物体A，它被细线所系，细线跨过滑轮与质量也为m的物体B相连．当升降机以加速度a＝g/2上升时，机内的人和地面上的人将观察到A，B两物体的加速度分别是多少？（略去各种摩擦，线轻且不可伸长．）

[image: alt]


习题　2.20
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习题　2.21

2.21　质量为m的环套在绳上，m相对绳以加速度a′下落．求环与绳间的摩擦力（图中M及m已知，绳轻且不可伸长，绳与滑轮间无摩擦）．

2.22　如图，水平光滑圆盘以大小为ω的角速度作匀速转动．圆盘上有一质量为m的质点在半径为R的光滑圆槽里以相对地面为v的速率作匀速圆周运动，设Rω
 ＞v0
 ．以圆盘为参照系，写出质点m所受的真实力及惯性力．
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习题　2.22

2.23　列车在北纬30°自南向北沿直线行驶，速率为90km/h，其中一车厢质量为50t．问哪一边铁轨将受到车轮的旁压力．该车厢作用于铁轨的旁压力等于多少？


3　动量变化定理与动量守恒

3.0　概述

3.1　质点动量变化定理

3.2　质点组动量变化定理

3.3　动量守恒律

3.4　火箭推进速度

3.0　概　　述

牛顿定律表明，力的瞬时效应是受力物体获得加速度，而任何运动必定经历时间与空间．因此，应用牛顿定律于质点组，研究力作用的时间累积效应与空间累积效应，从中寻求某些规律，便成为动力学理论进一步向前发展的一个方向．这体现于本书从这一章开始的随后四章，依次研究质点组的动量变化定理，机械能变化定理，角动量变化定理和质心力学定理．

3.1　质点动量变化定理

·力的冲量与运动物体的动量

·质点动量变化定理

·动量变化定理的分量表示

·例题——落体提物

●力的冲量与运动物体的动量

考察力的时间累积效应
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定义Fdt为力的冲量，mv为运动质点的动量，有时记作

p＝mv．

两者的物理意义体现于关系式（3.1）之中，它表明力的冲量导致受力物体动量的改变．从物理量之间的关系式，或从物理量所表现的规律性，来揭示物理量的意义，这将是本书始终倡导的一种认识路线．人们对于一个物理量的物理意义的认识，不应当囿于它的最初定义式．

●质点动量变化定理

其微分形式为
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经历宏观时间t1
 —t2
 ，其动量改变为
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这是动量变化定理的积分形式．在此还要说明两点：

（1）动量是一个瞬时量，而力的冲量表征力的时间累积效应，它与宏观时间中力函数有关．若是恒力，则冲量为F（t2
 －t1
 ）；若是变力，按（3.3）积分式计算冲量，这时要注意力F的矢量性．

（2）由（3.2）式可以得到第二定律的又一个表达式
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即，力等于动量的时间改变率．值得指出的是，上式比F＝mdv/dt具有更为广泛的普遍性，它在相对论力学变质量情形依然适用．运动过程中物体质量不变时，两者等价．牛顿最初描述物体运动状态的物理量就是mv，即物体动量是其速度与惯性质量的乘积，因而最初表达的运动定律采用（3.4）形式．

●动量变化定理的分量表示
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实际问题中将矢量方程转化为若干分量方程，有时将带来方便．

●例题——落体提物

如图3-1，小球自由落体h距离，能将右侧重物M提升到多少高度？设绳子是柔软钢丝绳．其全过程可分三段来分析．

（1）软绳由松到紧，M不动，小球自由落体，获得末速度
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图3-1　落体提物

（2）软绳被绷紧，在此瞬间m，M均受到绳张力T的作用，达到同一末速度V．应用（3.3）式，分别有

mV－mv＝（-T）∆t，

MV－0＝T∆t，

解出
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（3）m，M一起运动，位移H．应用匀加速直线运动公式v2
 ＝2as，以及第二定律，有
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解出

[image: alt]


若质量比M/m为10，则H≈10-2
 h．

最后强调一点，上述过程中最微妙的是第（2）小段，其作用时间短而力量大，以致“位移可以忽略，而末速不可忽略”，这是因为位移正比于（∆t）2
 ，而末速度正比于∆t．在短暂的冲击过程结束以后，物体凭借获得的速度才表现出宏观位移来．须知这是一切冲击力造成冲击过程的共同特点．

3.2　质点组动量变化定理

·一对内力冲量之和为零

·质点组动量变化定理

●一对内力冲量之和为零

质点组内部每个质点的受力可能来自两方面，一是组内另一质点施予它的力f，称其为内力；二是来自外部的力F，称其为外力．内力总是成对出现的，且服从牛顿第三定律：

fij
 ＋fji
 ＝0，

式中下角标第一个字母表示施力质点，第二个字母表示受力质点．在dt时间中，彼此施予对方的冲量分别为fij
 dt与fji
 dt，显然，两者之和为零，即

fij
 dt＋fji
 dt＝0．

它表明一对内力冲量之和为零，这是牛顿第三定律的一个推论．

●质点组动量变化定理

质点组总动量等于各质点动量之和，

p＝∑（mi
 vi
 ），

在dt时间中，总动量之变化为

dp＝∑d（mi
 vi
 ），

其中d（mi
 vi
 ）为第i个质点的动量变化．根据单质点动量变化定理，它等于外力冲量Fi
 dt与内力冲量fi
 dt之和，而后者总是成对出现，彼此抵消，对质点组总动量的变化无贡献，仅仅影响单个质点的动量变化．故上式被简化为
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这被称为质点组动量变化定理——质点组总动量的改变量等于合外力的冲量．其积分形式为
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3.3　动量守恒律

·动量守恒及其条件

·关于动量守恒律的说明

·例题——地面光滑时的斜面运动

●动量守恒及其条件

当合外力为零时，质点组动量守恒，即
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若质点组在某方向不受外力，则沿该方向动量守恒，即
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●关于动量守恒律的说明

（1）不论内力是否存在，也不论存在的内力是什么性质，是引力或是摩擦力或是弹性力，只要合外力矢量和为零，则体系总动量守恒．内力的存在仅改变总动量在各质点上的分配．

（2）对于孤立体系，大至宇宙，小至微观世界，人们自然地认为不存在外力，故体系总动量守恒．这就是说，由牛顿定律导出的动量守恒律，在更为广泛的超越经典力学的范畴中也是成立的．至少发展至今的物理学是这样认定的．不过，这并非意味着动量守恒是无条件成立的．

（3）动量守恒律被用以处理碰撞、打击、反冲、冲压、爆炸这类问题，显得特别有效．在这种场合起作用的是一个既短暂又变化的冲击力，其冲量不可忽略，而外力的冲量一般地可以忽略，故作用前后体系动量守恒，这就避开了对冲击力的具体剖析．

●例题——地面光滑时的斜面运动

如图3-2所示，斜面和地面均光滑，物体沿底座而自由下滑，下落高度h时，底座后退速度为V，试求V-h关系．
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图3-2　地面光滑时的斜面运动

选底座为参照系考察物体m的运动，它受到三个力：重力mg，支持力N和惯性力（-mdV/dt）．三者在斜面方向的分力之和为
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它决定了m下滑的加速度du/dt，即
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再回到地面惯性系，（m，M）系统在水平方向不受外力，故水平方向动量守恒．注意到m相对地面的水平速度分量为（V－ucosα），故水平动量守恒式应当写成

MV＋m（V－ucosα）＝0，

得

（m＋M）V＝（mcosα）·u，

进一步得到
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联立（1*
 ）、（2*
 ）两式，容易地解出，
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由此可见，物体相对斜面作匀加速直线运动，底座相对地面亦作匀加速运动．再由匀加速直线运动的路径s公式和几何关系，
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h＝ssinα，

得
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看一数值例子，设倾角α＝π/3，质量比M/m＝10，则
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这物体沿斜面下滑速度u是底座后退速度V的22倍．

3.4　火箭推进速度

·导出水平推进速度公式

·变质量物体的运动方程

·例题——柔体的提升或下落

●导出水平推进速度公式
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图3-3　火箭推进速度

如图3-3所示，设火箭初始总质量为M0
 ，它包括外壳、负载物和燃料．燃烧物的质量为M′，它包括燃料和助燃剂．燃料物质的喷射速率为dm′/dt，喷射物相对火箭的速度为u，这两个数据取决于燃料性能、燃烧室结构等诸多因素，此系航天技术中的燃烧动力学问题，涉及热力学、空气动力学和化学．我们选择地面惯性系，并选火箭主体与喷射物为对象，因在水平方向不受外力，故水平动量守恒．考察任意时刻t—t＋∆t间隔，主体质量由m变为（m－dm′），速度由v变为（v＋dv），且有一束喷射物dm′，其相对地面速度为（v－u）．于是，动量守恒式应当写成

mv＝（m－dm′）（v＋dv）＋（v－u）dm′，

展开后，忽略其中的二级小量dm′dv，并注意到dm＝-dm′，得

mdv＝-udm，

即
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积分求解，得到水平推进过程中火箭瞬时速度公式
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其中质量
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当某级燃料烧尽，则获得末速度
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其中M＝M0
 －M′，M′是这一级燃烧物的总质量．

举个数字例子，设质量比M0
 /M≈9，喷射速率u≈2.5km/s，则（V－v0
 ）≈5.5km/s，还小于第一宇宙速度7.9km/s．一般火箭喷射物速率dm/dt达103
 kg/s量级．
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图3-4　三级火箭发射

火箭将卫星发送到几百公里的预定高度，这通常采用三级火箭发射来完成，见图3-4．第一级火箭开始是垂直上升的，当冲出稠密的大气层后，便自动地逐渐改变方向，当燃料耗尽，空壳自动脱落．同时，第二级火箭点火发动，使主体继续加速并偏离垂直方向．第二级火箭外壳脱落后，第三级发动，使卫星达到预定高度，并获得水平环绕速度，将卫星发射出去．

●变质量运动方程

普遍地说，上述火箭推进速度问题属于变质量力学，其一般描述如图3-5．在t—t＋dt时间中，主体m受外力冲量Fdt，一添加物dm相对惯性系以速度v′附着在主体上，若喷射，则dm＜0．附着瞬间，施予主体一冲量fdt，同时有一反冲量（-fdt）作用于添加物．兹分别对m和dm应用动量变化定理，
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两式相加并忽略二级小量dmdv，有

mdv＝Fdt＋（v′－v）dm．

上式除以dt，便得变质量运动方程
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图3-5　变质量运动

其中（v′－v）正是添加物相对于主体的速度，记作u，于是上式被改写为
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注意到主体质量随时间变化m（t），d（mv）＝mdv＋vdm，故（3.12）式也可改写为
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（3.11），（3.12），（3．13）三个式子是等价的，可根据变质量运动的具体情况而选用．火箭推进、雨滴凝结等均属变质量运动．比如，多级火箭，开始阶段垂直冲天，受重力（-mg）作用，应当根据（3.12）式求得上升速度公式
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最后值得指出的是，物理学中的变质量问题出现于两种场合，一类是目前经典力学范畴的，主体的物质的量在变化；另一类是相对论效应下的惯性质量随运动速度而改变，但对象所含的物质的量并无改变．相对论效应下的运动方程应当是d（mv）/dt＝F．

●例题——柔体的提升或下落

如图3-6，桌面上有一段柔软绳子，被匀速地提升，试求提升力．设绳质量线密度为η（kg/m），上升速度为v0
 ．

这是一个变质量系统，其动量改变率
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垂直线段y所受外力有两个，提升力F′与重力（-ηyg）．
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图3-6　提升柔体

应用变质量运动方程（3.13）式，并注意到目前处于y段下端且垂落在桌面上的添加物dm的初速v′＝0，有
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得提升力
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它比重力多了一项η[image: alt]
 ，它正是添加物的反冲力，作用于垂直线段底部，方向朝下．外力F′向上且克服了重力和反冲力，使柔性体匀速上升．

习　题

3.1　求每分钟射出240发子弹的机枪平均反冲力，假定每颗子弹的质量为10g，出射速度为900m/s．

3.2　棒球质量为0.14kg．棒球沿水平方向以速率50m/s投来，经棒击球后，球沿水平成30°飞出（见图），速率为80m/s．球与棒接触时间为0.02s，求棒击球的平均力．
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习题　3.2
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习题　3.3

3.3　质量为M的滑块与水平台面间的静摩擦系数为μ0
 ，质量为m的木块与M均处于静止．绳不可伸长，绳与滑轮质量可不计，不计滑轮轴摩擦．问将m托起多高（见图），松手后可利用绳对M冲力的平均力拖动M？设当m下落h后经过极短的时间∆t后与绳的铅直部分相对静止．

3.4　质量为M的木块静止在光滑的水平桌面上．质量为m，速率为v0
 的子弹水平地入射到木块内（见图）并与它一起运动．求

（1）子弹相对于木块静止后，木块的速率和动量，以及子弹的动量；

（2）在此过程中子弹施于木块的冲量．
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习题　3.4

3.5　如图，已知绳的最大强度T0
 ＝9.8N，m＝500g，ι＝30.0cm．开始时m静止．水平冲量等于多大才能把绳子打断？
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习题　3.5
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习题　3.6

3.6　一炮弹以v0
 速率和θ0
 的夹角发射，到达弹道最高点时爆炸（见图），成为质量相等的两块，其中一块以v1
 的速率垂直下落，求另一块的速率及其与水平方向的夹角（忽略空气阻力）．

3.7　一子弹水平地穿过两个前后并排在光滑水平桌面上的静止木块（如图）．木块的质量分别为m1
 和m2
 ，设子弹透过两木块的时间间隔为t1
 和t2
 ．设子弹在木块中所受阻力为恒力f，求子弹穿过后两木块各以多大的速度运动．
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习题　3.7

3.8　一个原来静止的原子核，经放射性衰变，放出一个动量为9.22×10-16
 g·cm/s的电子，同时该核在垂直方向上又放出一个动量为5.33×10-16
 g·cm/s的中微子．求蜕变后原子核的动量的大小和方向．

3.9　一质量为M的铁路平底车沿着直的水平轨道无摩擦地运动．起初，一质量为m的人站在这车上，而车以速率v0
 向右运动．现在，此人相对于车以速率u向左跑．试问他在左端跳离平底车前，车的速率为多大？

3.10　三只质量均为M的小船，一只跟着一只鱼贯而行，速率均为v0
 ，由中间那只船上同时以水平速率u（相对于船）把两个质量均为m（设m不包括在M内）的物体抛到前后两只船上，当投入物体后三只船的速度如何？

3.11　一个三级火箭，各级质量如下表所示，不考虑重力，火箭的初速为0．
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（1）若燃料相对于火箭喷出速率为u＝2500m/s，每级燃料外壳在燃料用完时将脱离火箭主体．设外壳脱离主体时相对于主体的速度为0，只有当下一级火箭发动后，才将上一级的外壳甩在后边．求第三级火箭的最终速率．

（2）若把48t燃料放在12t的外壳里组成一级火箭，问火箭最终速率是多少．

3.12　一宇宙飞船以恒速v在空间飞行，飞行过程中遇到一股微尘粒子流，后者以dm/dt的速率沉积在飞船上．尘粒在落到飞船之前的速度为u，在时刻t飞船的总质量为M（t），试问：要保持飞船匀速飞行，需要多大的力F？


4　动能与势能——机械能变化定理与机械能守恒

4.1　质点动能变化定理

4.2　保守力的功

4.3　保守力场中的势能

4.4　机械能变化定理与机械能守恒

4.5　三种宇宙速度

4.6　两体碰撞

4.1　质点动能变化定理

·力做功与运动物体的动能

·动能变化定理

·瞬时功率

·一对力做功的代数和与参照系无关

●力做功与运动物体的动能

考察力作用的空间累积效应，见图4-1，
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图4-1　力做功
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考虑到
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于是得
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定义F·dr为力的元功，记作dA＝F·dr．质点从a处运动到b处，沿路径（ι）力做出的总功
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定义mv2
 /2为运动物体的动能，常记作Ek
 ，
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力做的功和运动物体的动能的物理意义体现于（4.1）关系式之中．

●动能变化定理

动能变化定理其微分形式为

[image: alt]


进而得到经历宏观过程后，质点动能的改变量（增量），
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或简写为
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它被称为动能变化定理——质点动能的改变量等于力的功．对此再说明两点：

（1）动能是一个瞬时量，且恒为正值．功是个过程量，表征力的空间累积效应，其值可正可负或为零．若A＞0，则物体动能增加；若A＜0，则物体动能减少；若A＝0，则物体动能不变．法线力不做功，法线力不会引起物体动能的变化．

（2）在国际单位制中，功和动能的单位为焦耳，它系导出单位，焦＝牛·米，记作J．

●瞬时功率

瞬时功率定义为单位时间中力所做的功，dA/dt．注意到dA＝F·dr，dr＝vdt，故瞬时功率被表达为
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它等于瞬时力矢量与瞬时速度矢量的标积．瞬时功率的单位是瓦特，它系导出单位，瓦＝焦／秒，记作W．

●一对力做功的代数和与参照系无关

一对力即作用力与反作用力f1
 与f2
 ，分别作用于质点1与质点2，见图4-2．各自产生的瞬时功率通常是不能互相抵消的，其代数和为

（f1
 ·v1
 ＋f2
 ·v2
 ），
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图4-2　一对力做功分析

式中两项均涉及速度矢量，单独看各自均与参照系有关．然而，考虑到f2
 ＝—F1
 ，上式则合并为
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这仅涉及两者的相对速度v12
 ，显然它与参照系的选择无关．瞬时功率既然如此，其对时间积分得到的做功关系也是这样，

A1
 ＋A2
 ＝A，

与参照系选择无关．一对力做功的代数和与参照系无关，这一结论在分析物体系的能量变化，比如一对摩擦力做功的问题时是有用的．

4.2　保守力的功

·重力的功

·引力的功

·弹性力的功

·保守力场——沿环路力的做功为零

●重力的功

地面附近的重力场是个均匀场，质点受恒力mg．考察质点从a处开始作任意曲线运动到b处，重力做功为
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其中α角是dr与g之夹角．注意到cosα·dr＝-dh，参见图4-3，于是有
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由此可见，重力做功与路径具体形迹无关，仅与初终两处的高度差（ha
 －hb
 ）有关．下降运动，ha
 ＞hb
 ，重力做正功；上升运动，ha
 ＜hb
 ，重力做负功．
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图4-3　重力做功
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图4-4　引力做功

●引力的功

引力场是一个有心力场，见图4-4．考察质点沿任意曲线从a处至b处，引力做功

[image: alt]


注意到dr·er
 ＝dr，上式变为
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由此可见，引力做功与路径具体形迹无关，仅与初终两处的位置到力心的距离ra
 ，rb
 有关．以力心为原点，若质点运动由近至远，则引力做负功；由远至近，则引力做正功．

●弹性力的功

弹簧是个一维弹性力场，其弹性力被表示为f＝-kx，这里原点设定于弹簧自然端点．见图4-5，设质点从xa
 处运动到xb
 处，考量此过程中弹性力做功
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由此可见，弹性力做功与路径的反复往返无关，仅与初终两处位置xa
 和xb
 有关．当｜xb
 ｜＞｜xa
 ｜，即弹簧形变程度加强，则弹性力做负功；反之，｜xb
 ｜＜｜xa
 ｜，意味着弹簧形变程度减弱，则弹性力做正功．
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图4-5　弹力做功

●保守力场——沿环路力的做功为零

以上论及的三种力，重力、引力和弹性力是常见的力，三者做功有一个共同点——其力做功与路径无关．如图4-6（a）所示，
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（a）
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（b）

图4-6　保守力场
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通称这类力为保守力（conservative force），记作Fc
 ．摩擦力也是常见力，它是非保守力，其做功数值是与路径有关的．对于保守力场，还有一个更为简洁的数学描写为

∮Fc
 ·dr＝0，

即沿任意闭合环路保守力做功为零，见图4-6（b）．这不难证明：
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在物理学中，库仑场也是一个保守力场，因为它也是一个有心力场．

4.3　保守力场中的势能

·动能变化定理应用于保守力场

·势能概念

·重力势能、弹性势能与引力势能公式

·势能曲线

·由势函数导出保守力的一般公式

●动能变化定理应用于保守力场

将动能变化定理应用于保守力场，分别得到以下关系式：
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再将等式两边同一时空点、同一下角标的量合并一起，出现了令人兴奋的一组方程：
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这表明，在保守力场中质点的运动存在一个“不变量”，它是已有定义的动能一量与一个尚未命名的新量之和．

●势能概念

这个新量源于保守力做功，而目前与动能项处于平等地位，两者之和在运动过程中保持不变．鉴于它的空间特性仅由质点位置决定，而与质点运动的径迹无关，故称其为势能或位能（本书采用“势能”），记作Ep
 ．

保守力场中势能的普遍定义式是
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即，保守力场中，某处的势能等于将质点由该处迁移到（0）处，保守力所做的功．当然，不必限定积分路径，选取任意路径皆可，积分结果无异．其中（0）表示势能零点位置，这也有一个选择自由，见图4-7．于是，任意两处的势能差为
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它与势能零点位置的选择无关．

[image: alt]


[image: alt]


图4-7　势能与势能差

●重力势能、弹性势能与引力势能公式

由于这三种保守力做功的公式先前已被得到，现在就不必从势能定义式出发再重复推导了，可直接由（4.9）（4.10）（4.11）式确认：

[image: alt]


一个处于保守力场中的静止质点，若无其他力的作用，它将在保守力作用下开始加速，速度越来越大．这一现象，若按动能变化定理的语言说，该质点动能的增加是因为保守力做正功．若按势能的语言说，质点动能增加了，而势能在减少；开始时刻质点势能最大，蓄势待发，随后将转化为动能．potential energy一词的中文译名为势能，十分贴切．

注意到以上三个势能公式中，弹性势能有一个令人醒目的特点，即它与弹簧端点是否系着振子无关，即便振子质量m＝0，只要弹簧端点有个伸缩量为x，则该弹簧整体就具有kx2
 /2的势能值．然而，对重力势能和引力势能而言则不然，当m＝0，这两种势能值均等于零．

●势能曲线

根据势能公式可以画出势能曲线，以形象地反映势能的空间特性．图4-8（a）（b）（c）（d），分别为三种保守力场和某一特殊保守力场的势能曲线．
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（a）重力势能
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（b）弹性势能
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（c）引力势能
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（d）某一势能

图4-8　势能曲线

值得指出的是，在某些场合人们可能首先从理论上或实验上获得势能曲线．如是，相应的保守力则可由势能函数求得．其关系是，势能函数的负微商值等于保守力．比如，
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又比如，图（d）势能曲线显示，a，b，c三处势能为极值，是平衡位置．b是非稳定平衡点，a和c是稳定平衡位置．在a点或c点邻近区域质点将受到一个弹性恢复力的作用而作小振动．质点若从a处进入bc区段，必须具有足够的动能，以克服势垒∆E＝Ep
 （b）－Ep
 （a）．学会用能量语言分析物理问题，有时显得更为直截了当．

●由势函数导出保守力的一般公式

[image: alt]


图4-9　由势能函数求出保守力

上述三种典型的势能均为一元函数．普遍说，势函数可表示为Ep
 （x，y，z）或Ep
 （r）．图4-9表示两个无限靠近的等势面Ep
 和Ep
 ＋∆Ep
 ．沿任意方向ι考察保守力在这小段∆ι做功，
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再应用势能差公式（4.15），有

Ep
 －（Ep
 ＋∆Ep
 ）＝Fι
 ∆ι，

即-∆Ep
 ＝Fι
 ∆ι，写成
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这表明，保守力在某方向的分量，等于势能函数方向微商的负值．故保守力的三个分量分别为
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引入倒三角算符
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可将以上三个分量式合并为一个表达式
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用分析数学中的矢量场论语言表述——保守力等于势能函数梯度的负值．其中负号表明，保守力指向势能减少方向．

4.4　机械能变化定理与机械能守恒

·机械能变化定理

·机械能守恒及其条件

·例题1　计及空气阻力时物体上抛与下落时间比较

·例题2　光滑球面上物体下滑的临界点

●机械能变化定理

在保守力场中运动的物体，可能还受到非保守力的作用，比如摩擦力、推拉力、支持力，等等，记作Fd
 ．于是物体受力可分为两部分，F＝Fc
 ＋Fd
 ．应用动能变化定理，从a点到b点物体动能变化为
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右边第一项为保守力做功，转化为势能差，Ep
 （a）－Ep
 （b）；第二项为非保守力做功，简写为Ad
 ．于是上式变成
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据此定义出一个机械能：动能与势能之和，记作E，即

E＝Ek
 ＋Ep
 ．

式（4.18）表明
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这被称为机械能变化定理——运动物体机械能的改变量等于非保守力做的功．

●机械能守恒及其条件

当物体在运动过程中，不存在非保守力或存在的非保守力不做功，即Ad
 ＝0，则机械能守恒，
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对于机械能守恒再作几点说明：

（1）有时考察的对象是质点组或物体系，机械能守恒的条件也常被表述为，内部无耗散力且外力做功为零．所谓耗散力（dissipative force），是指通过其做功将机械能转换为非机械能，比如热能．常见的耗散力有摩擦力．当然，摩擦力并不总是表现为耗散力．日常生活中有很多例子可以说明，摩擦力也可能是一种动力，即使摩擦力成为阻力，也可能转移机械能，并不耗散机械能．只有当接触的两个物体之间有相对速度时，这一对摩擦力必定表现为耗散力，其瞬时耗散功率为f1
 ·v12
 ＜0，其中v12
 是物体1对物体2的相对速度．

（2）机械能守恒，意味着运动过程中动能与势能的相互转换，两者之和在任一时刻保持不变．比如，物体上抛，动能减少了而重力势能在增加．又比如，已被拉伸了的弹簧一旦释放，则振子的动能在增加，而弹簧的弹性势能减少了．

（3）可以说，机械能守恒及其条件的确立，在物理学中开创了关于不同形式能量之间的转换与守恒这一片新天地，虽则目前只触及机械能范畴中关于动能与势能之间的转换与守恒．一旦机械能变化了，人们又发现了一种新的能量形式热能，在更大的范畴中确立了能量的转换与守恒规律．这被概括为热力学第一定律，它是在19世纪中叶建立的．这本身也意味着在特定范畴中，能量是可以变化的，重要的是要掌握这种能量变化的具体规律．这正是我们强调机械能变化定理及机械能守恒条件的意义之所在．





回顾以上四节内容，先后引导出功、保守力、动能、势能、机械能、动能变化定理、机械能变化定理和机械能守恒等若干概念和定理，看得出这种快切快入的阐述方式，着力于概念的演绎和理论的舒展．只有在分析和解决力学问题中，才能显示出这些概念和定理的真正价值和物理意义．以下两节，关于三种宇宙速度和两体碰撞的研究，正是这些概念和定理的实际应用．让我们先看两个简单的例子．

●例题1　计及空气阻力时物体上抛与下落时间的比较

如图4-10，针对沿途任意一对等高点a与b，将机械能变化定理应用于路径acb，有
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其中，非保守力的功Ad
 目前是空气黏性阻力f做的功，

[image: alt]


[image: alt]


图4-10　例题1

不论空气阻力是速率的多么复杂的函数f（v），它总是时时做负功，故不论物体上升或下降，总是Ad
 ＜0．注意到hb
 ＝ha
 ，所以

va
 ＞vb
 ，

即沿途各对应点上升速率v1
 总是大于下降速率v2
 ．可是上升与下降的总路程s是相同的，即
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或者说，每经过相同路程元ds时，因为v1
 ＞v2
 ，故dt1
 ＜dt2
 ，累加结果，上升总时间τ1
 必小于下降总时间τ2
 ．这是一个机械能减少的运动过程．减少的机械能到哪里去了？！其实在力学范畴中不必提出这种问题，正如我们习惯地不提出诸如“速度减小了、速度到哪里去了”这类问题．虽然，目前我们可以回答，摩擦生热而转换了一部分机械能，但就理论的严整性而言，机械能减少这件事，并不违背什么物理规律．

●例题2　光滑球面上物体下滑的临界点
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图4-11　例题2

如图4-11，物体在顶端非稳定平衡点，稍被微扰便从顶端沿球面滑动向下，势能减少而动能增加，这是一个机械能守恒的过程，因为球面的支持力是法线力而不做功．当物体速率增加到某一数值时，重力提供的向心力便不足以约束物体在球面上作圆周运动，于是物体飞离球面．设临界速率为v0
 ，相应的临界角度θ0
 ，落差h0
 ．据以上分析，列出一组方程如下：
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解出
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 θ0
 ≈48°．

4.5　三种宇宙速度

·第一宇宙速度——人造卫星

·第二宇宙速度——人造行星

·第三宇宙速度

·估算“黑洞地球”的半径

●第一宇宙速度——人造卫星

在地球上空发送卫星，当卫星有足够的速度，就可以在地球引力作用下作有心运动，形成稳定轨道，周而复始地环绕地球运行．设卫星发射高度为h，即r＝R＋h．满足稳定圆周轨道的条件是，水平环绕速度v1
 所需要的向心力恰等于地球引力，

[image: alt]


求得第一宇宙速度
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考虑到地球半径R≈6.37×103
 km，设卫星轨道高度h～5×102
 km，作近似（R＋h）≈R是合适的，又考虑到地面低空区重力加速度g＝GM/R2
 ≈9.8m/s2
 ，于是上式被改写为
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当然，这是卫星由三级火箭推进到预定高度后，改变方向进入环行轨道时应具有的水平速度．当实际速度比第一宇宙速度大一些或小一些，那么卫星将绕地球作椭圆轨道运行．1957年4月10日苏联发射了世界上第一颗人造地球卫星，从此人类开始了探索太空世界的新时代．中国于1970年4月24日成功地发射了第一颗人造地球卫星．

出于气象考察或资源探测的目的而发射的卫星，其轨道可有三种形态，即赤道轨道、极地轨道和其他倾斜轨道，如图4-12所示．这三种轨道均与地心共面，这是轨道稳定性所要求的．
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赤道轨道
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极地轨道
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其他轨道

图4-12　卫星运行的三种轨道

●第二宇宙速度——人造行星

当飞行物发射的速度足够大时，以致冲出地球引力范围而围绕太阳运动，成为一颗人造行星，或飞向太阳系的其他行星上去．这个脱离地球引力的最低水平速度被称为第二宇宙速度或脱离速度，记作v2
 ．进行星际航行的探测器或飞船都必须达到第二宇宙速度．应用机械能守恒律可以求出这个速度．设发射高度为h，即r＝R＋h，分别考量r处和无穷远的机械能：
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两者满足机械能守恒，即E（r）＝E（∞），于是
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取其等于零，得第二宇宙速度
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进一步的理论表明，当飞行物在预定高度的水平速度v，满足v1
 ＜v＜v2
 时，轨道为椭圆；当v＝v2
 时，轨道为抛物线；当v＞v2
 时，轨道为双曲线．如图4-13所示．
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图4-13　有心力场中飞行物的三种轨道形态

●第三宇宙速度

当飞行物的发射速度进一步增加，它将可能冲出太阳的引力范围而成为银河系中的一个人造星体．其最低发射速度被称为第三宇宙速度v3
 ．首先直接借用（4.22）式，得到以太阳为参照系的第三宇宙速度
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其中太阳质量MS
 ≈332×103
 M（地球质量），日地平均距离[image: alt]
 [image: alt]
 （地球半径），故
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这是从日心系看飞行器冲出的速度，自然其中包含了地球绕太阳的公转速度[image: alt]
 两者相减，
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这是从地球参照系来看飞行器冲出地球引力范围时应有的速度．再追回到地面附近h高度，发射速度v3
 应当满足机械能守恒，即
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注意到[image: alt]
 故得
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最后给出在地球上空发射的第三宇宙速度公式
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上述三种宇宙速度均为立足于地球上空预定高度，物体在水平方向的三个特征速度．当v1
 ＜v＜v2
 ，则发射体环绕地球按椭圆轨道运行；当v2
 ＜v＜v3
 ，则发射体可以围绕太阳按椭圆轨道运行；当v＞v3
 ，则发射体将沿双曲线轨道，离开太阳系而远行．

●估算“黑洞地球”的半径

宇宙中存在着超致密星体，其质量很大而体积很小，有很强的引力作用，以致任何有质量物体包括电磁波和光波，均无力逃逸它的吸引，成为一个“黑洞”．那么，从理论上看，一个质量为M的星体，占据的半径R为多少时可成为一个黑洞？这可从第二宇宙速度v2
 ＝（2GM/R）1/2
 公式中得到估算值．考虑到真空中光速c＝3×108
 m/s，是现实宇宙中实际物体的极限速度，若R减少到使v2
 值达到c值，这等效于任何物体都不可能逃逸该星体的引力控制．令v2
 ＝c，得质量为M的物体成为黑洞的临界半径
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比如，对于地球，借用已知的重力加速度g≈9.8m/s2
 ，而将上式改写为

R0
 ＝2gR2
 /c2
 ≈9mm．

当然，这只是一个由黑洞经典理论作出的估算，其数值倒与现代宇宙学引力理论的结果相近．对宇宙中确实存在黑洞的证认，正是当前相对论天体物理学研究中的前沿．

4.6　两体碰撞

·概述

·一维弹性碰撞及其两种典型

·一维非弹性碰撞及其能量损失

·恢复系数的定义及其意义

·约化质量概念

·二维弹性碰撞的守恒方程与共面性质

●概述

两体碰撞是力学中一个经典问题，这里既有动量交换又有动能交换．碰撞也是物理学中一个基本的物理现象和物理模型．诸如，热现象中，作无规热运动的大量分子间的频繁碰撞，是热平衡态的建立和维持的基本机制；光散射现象中，以光子与自由电子或其他粒子的碰撞作为散射的基本模型；在电现象中，以自由电子与金属原子实的频繁碰撞作为金属导电的经典微观机制．无论这些现象如何复杂奥妙，在这里开始学习的有关两体碰撞的内容，为理解它们提供了一个基本的图像和概念．

碰撞问题的特点是，碰撞瞬间外力冲量可被忽略，碰撞前后体系动量守恒，尽管碰撞过程中相互作用的内力是个复杂的变力．利用动量守恒律和动能变化性质，就可以成功地解决两体碰撞问题，而无需具体分析瞬间过程的细节．可以说，在牛顿力学发展的早期，碰撞问题的研究和解决是其最成功的应用之一．按碰撞前后体系动能变化的性质划分，有弹性碰撞与非弹性碰撞；按碰撞前后体系动量的空间特性划分，有一维碰撞与二维碰撞．

●一维弹性碰撞及其两种典型

碰撞前后两质点的速度方向均在一条直线上，被称为一维碰撞；碰撞前后，两体动能之和不变，被称为弹性碰撞．两个光滑钢球，若碰撞前速度方向与球心连线三者在一条直线上，就是一个弹性碰撞的好实例，如图4-14．设碰前速度分别为v10
 ，v20
 ，碰后速度分别为v1
 ，v2
 ．由动量守恒与动能守恒，列出方程
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图4-14　一维弹性碰撞
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由（1*
 ）得
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由（2*
 ）得
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将（3*
 ）代入（4*
 ），得到一个有意义的关系式
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左端表示碰后两体相对速度，两体必分离；右端表示碰前两体相对速度，碰前两者必靠近．上式的物理意义是，碰后两体相对分离速度等于碰前两体相对靠近速度．惟弹性碰撞才是如此．联立（1*
 ），（5*
 ），最终得到速度分配公式为
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现将其应用于两种典型情况：

（1）两体质量相近，m1
 ≈m2
 ，则

v1
 ＝v20
 ，　v2
 ＝v10
 ，

这表明碰后物体1的动量与动能正是物体2碰前具有的动量与动能．反之亦然．这种情况下，两体的动量与动能的交换是最充分的．尤其当v20
 ＝0，即m2
 静止，有v1
 ＝0，v2＝v10
 ，即m1
 将自己全部动量与动能奉献于m2
 ，而自己却静止了．这一现象在玩弹子游戏或在康乐球台上时有出现．

（2）两体质量相差悬殊，m1
 /m2
 ＝m/M≪1，则

v1
 ≈2v20
 －v10
 ，　v2
 ＝v20
 ．

尤其当v20
 ＝0，有v1
 ≈-v10
 ，v2
 ≈0．这表明大物岿然不动，而小物动能不变、动量等值反向，被大物弹回去了．这种情况下，两体的动能交换是最不充分的．一弹性球自由落体而碰撞地球，就是一例．

总之，碰撞过程是一个动量和动能在两体间的交换与转移的过程，其充分程度取决于质量比．这一概念在热物理中也有用．比如，高温等离子系统，充满电子与离子，频繁地发生着电子-电子碰撞、离子-离子碰撞和电子-离子碰撞．显然前两者均为等质量的碰撞，动能交换最为充分．而后者是大质量比的碰撞，动能交换最不充分，需要较长时间达到热平衡．故在高温等离子体开始产生后，一段可观测时间中有电子温度与离子温度之区别．

●一维非弹性碰撞及其能量损失

这时两体动能之和将有损失，而动量守恒依然成立．究竟损失多少能量，这与两体材料性质有关．先看一个极端情况，碰撞后两体粘贴一起运动，即v1
 ＝v2
 ＝v．于是，由动量守恒方程求出碰后两体速度

[image: alt]


进而求出动能改变量
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这种情况被称为塑性碰撞或完全非弹性碰撞．所谓塑性，是指在外力作用下极易形变，在外力取消后依然保持形变而无反弹恢复之势．相互靠近的两体碰撞瞬间，总有某一时刻达到同一速度即相对静止．若两体为塑性材料制成，这相对静止状态便不再改变，表现为两体粘贴一起而运动．

●恢复系数的定义及其意义

引入恢复系数e，用以统一描述碰撞时的能量损失．它被定义为

[image: alt]


即定义为，碰后相对分离速度与碰前相对靠近速度之比．理论上还可以导出一个关于碰撞的动能亏损公式，这留待第6章质心力学中推导，结果为
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其中μ是一个具有质量量纲的物理量，其值为
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被称为两体的约化质量（reduced mass）．从动能亏损公式可以看出恢复系数的物理意义：

（1）当e＝1，∆Ek
 ＝0，系弹性碰撞；e＝0，∆Ek
 ＝∆Ek，M
 ，动能损失最大，系塑性碰撞；一般非弹性碰撞，1＞e＞0，动能损失居中．这是从理论上看，恢复系数的大小影响着动能的亏损．

（2）恢复系数是可观测量，因为相对速度是可以由实验直接测定的，其数值仅由材料物性来决定．因此，恢复系数可用以度量材料的弹性．比如，e＝0.8的材料比e＝0.6的弹性强．

●约化质量概念

出现于动能亏损公式中的约化质量μ，与两体质量的关系式（4.29）也可被改写为
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这表明约化质量μ值比两体中的小质量还要小．约化质量一量将多次出现于有关两体问题的公式中，值得人们重视．

●二维弹性碰撞的守恒方程与共面性质

速度方向不同的两个质点的碰撞，或两个弹性球的非对心碰撞，将显示出散射图像，被统称为二维碰撞，见图4-15．设碰前两粒子的动量分别为p10
 和p20
 ＝0（静止），碰后的散射动量分别为p1
 和p2
 ，相应的散射角为α，θ．根据动量守恒和动能守恒方程：

[image: alt]


[image: alt]


图4-15　二维弹性碰撞
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矢量方程（1*
 ）表明，p1
 ，p2
 和p10
 三个矢量必定共面，故使求解成为一个二维问题．一般可将矢量方程改写为两个标量方程
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注意到散射角θ或α有各种可能的取值，这决定于碰撞机制的进一步细节．但是（θ，α）是成对出现的，设其中之一θ角已知．于是本问题的提法是，已知p10
 ，θ，求（p1
 ，p2
 ，α）或（p1x
 ，p1y
 ，p2
 ）．三个未知量服从三个方程（2*
 ）、（3*
 ）、（4*
 ），可唯一定解．结果是
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习　题

4.1　有一列火车，总质量为M，最后一节车厢质量为m．若m从匀速前进的列车中脱离出来，并走了长度为s的路程之后停下来．若机车的牵引力不变，且每节车厢所受的摩擦力正比于其重量而与速度无关．问脱开的那节车厢停止时，它距列车后端多远．

4.2　一物体由粗糙斜面底部以初速v0
 冲上去后又沿斜面滑下来，回到底部时的速度减为v1
 ，求此物体达到的最大高度．

4.3　质量为M＝980g的木块静止在光滑水平面上，一质量为m＝20g的子弹以v＝800m/s的速率水平地射入木块后与木块一起运动，求：

（1）子弹克服阻力所作的功；

（2）子弹施于木块的力对木块所作的功；

（3）耗散的机械能．

4.4　一质量为m的质点沿x轴运动，质点受到指向原点的拉力作用，拉力的大小与质点离原点的距离x的平方成反比，即f＝-k/x2
 ，k为比例常数．已知质点在x＝l时速度为零，求x＝l/4处的速率．

4.5　如图，质量m＝4.0kg的球自由下落一段高度h＝3.0m后与一劲度系数k＝500N／m的弹簧相碰，求弹簧被压缩的距离x．
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习题　4.5
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习题　4.6

4.6　如图，劲度系数为k的弹簧悬挂质量为m1
 和m2
 的两个物体，开始时处于静止．若突然把m1
 与m2
 间的连线割断，求m1
 的最大速度．

4.7　把一根长为l、劲度系数为k的弹簧竖直悬挂起来，在其下端系一质量为m的物体，使它在弹簧未伸长时由静止开始下降．此后，物体将上下摆动．求摆动过程中弹簧的最大长度和最小长度．设空气阻力可以忽略不计．

4.8　如图，劲度系数为k的弹簧一端固定在墙上，另一端连接一质量为m的物体，放在光滑水平面上，弹簧原来没有伸长．现将一质量为M的物体轻轻地挂在绳端的钩A上，试求物体M的最大速度（设绳子不可伸长、质量可以忽略，滑轮与绳间无摩擦）．
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习题　4.8

4.9　如图，把弹簧的一端固定在墙上，另一端系一物体A．当把弹簧压缩x0
 后，在它的右边再放一物体B，求除去外力后，（1）A，B分离时，B以多大速度运动？（2）A最大能移动多少距离？设A，B放在光滑水平面上，质量分别为mA
 和mB
 ，弹簧的劲度系数为k．
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习题　4.9

4.10　如图，用一质量可忽略的弹簧把质量各为m1
 和m2
 的木板连起来．问必须加多大的压力到上面的板上，以便当该力撤去后，上面的板跳起来恰能使下面的板稍能提起（提示：注意分析弹簧对木板在什么状态下是拉力，什么状态下是推力）．
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习题　4.10

[image: alt]


习题　4.11

4.11　如图，一重物从高度为h处沿光滑轨道滑下后，在环内作圆周运动．设圆环的半径为R，若要重物转至圆环顶点刚好不脱离，高度h至少要多少？

4.12　如图，在一铅直面内有一光滑的轨道，轨道左边是光滑弧线，右边是足够长的水平直线．现有质量分别为mA
 和mB
 的两个质点，B在水平轨道上静止，A在高h处自静止滑下，与B发生完全弹性碰撞．碰后A仍可返回到弧线的某一高度上，并再度滑下．求A和B至少发生两次碰撞的条件．
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习题　1.12

4.13　求证地球表面上高度为h处的逃逸速度为
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式中R是地球半径；v2
 是地球表面上的逃逸速度．

4.14　在一半径为R0
 的无空气的小行星表面上，若以速率v0
 水平地抛出一物体，则该物体恰好环绕该行星的表面作匀速圆周运动．问：

（1）这小行星的逃逸速度是多少？

（2）在这星体表面竖直上抛一物体，要使它达到R0
 的最大高度，上抛速率是多少？

4.15　如图，两球有相同的质量和半径，悬挂于同一高度，静止时两球恰能接触且悬线平行．已知两球碰撞的恢复系数为e．若球A自高度h1
 释放，求该球碰撞弹回后能达到的高度．
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习题　4.15
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习题　4.16

4.16　两球A，B质相等（mA
 ＝mB
 ＝m），在光滑的水平面上相碰，碰前速度分别为vA0
 ＝80m／s，vB0
 ＝0；碰撞后分别沿与原A球运动方向成30°和45°角前进，如图所示．试求：

（1）碰撞后两球的速度vA
 和vB
 ．

（2）因碰撞损失原有动能的百分之几？


5　角动量变化定理与角动量守恒

5.1　角动量与力矩

5.2　质点组角动量变化定理

5.3　有心运动

5.1　角动量与力矩

·质点运动的角动量

·角动量的分量表示

·力矩

·力矩的分量表示

·质点角动量变化定理

·角动量守恒条件

●质点运动的角动量

角动量被定义为位矢r与动量mv的矢积（叉乘），记作L，
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如图5-1．按矢积运算规则，角动量数值L＝rmvsinθ，其方向按右手螺旋沿大拇指指向．先看两个简单例子，以熟悉角动量对运动的描述．见图5-2，一质点作匀速直线运动，选参考点O于直线之外，则（r×mv）方向不变，垂直纸面向里，数值为（r0
 mv），也是不变的．故匀速直线运动是一个角动量不变的运动．若选O′为参考点，则其角动量为零．图5-3显示一个圆锥摆，摆锤作半径为R的匀速圆周运动．显然其动量mv不是守恒量，其方向在不断变更．让我们考察其角动量，若选圆心O为参考点，则其角动量L0
 ＝R×mv是个恒矢量，其方向始终垂直轨道平面向上．若取悬挂点O′为参考点，则其角动量L＝r×mv不是恒矢量，其方向时时变更．由此可见，用角动量描述运动必须注意其是对哪一个参考点而言的．角动量定义式中包含位矢，故角动量（angular momentum）一词也曾被称为动量矩（moment of momentum）．
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图5-1　定义角动量与力矩
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图5-2　匀速直线运动的角动量
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图5-3　圆锥摆的角动量

（以O为参考点）

●角动量的分量表示

按定义式（5.1），角动量在直角坐标系中的三个分量为
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记作行列式
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 　　其中p＝mv．

●力矩

考察一作用力F，其作用点的位矢为r，它对O点的力矩被定义为
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如图5-1所示．可见，力矩矢量也是对“点”而言的．同一个力F，对不同参考点，将有不同的力矩．存在力F而力矩M＝0的条件，可以是（1）r＝0；或（2）α＝0，即作用力方向与位矢方向平行一致；或（3）α＝π，即作用力方向与位矢方向反平行，有心引力场就是如此，当选择力心为参考点．

●力矩的分量表示

按矢积的运算规则，在直角坐标系中力矩的三个分量为
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也可以被概括为一行列式表示

[image: alt]


可见，力矩Mx
 分量与F，r的非x分量相联系，即与（Fy
 ，Fz
 ），（y，z）相联系．其他两个分量也是如此．

●质点角动量变化定理

角动量和力矩的物理意义体现于两者所遵从的物理规律上．为此让我们考察角动量的时间变化率
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第一项为v×mv＝0，第二项应用牛顿定律被转化为r×F＝M．于是
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这是角动量变化定理的微分形式．力矩与作用时间的乘积Mdt称为角冲量（angular impulse），也曾被称作冲量矩，以与力的冲量Fdt相呼应．经历宏观过程t1
 －t2
 ，角动量增量
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这表明角动量的增量等于角冲量的积分．

●角动量守恒条件

当力矩等于零，则质点角动量守恒，即
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联系圆锥摆图5-3，摆锤受到重力和摆线张力作用，合力为向心力，指向O点，若选O点为参考点，则其力矩M＝0，故其角动量守恒．若取O′点计算力矩，则力矩M≠0，故其角动量不守恒．这些结论均正确，均与角动量变化定理一致．这也提醒人们，在运用角动量变化定理时，角动量与力矩必须是针对同一参考点而言．角动量变化定理的分量表示为

dLi
 ／dt＝Mi
 ，　i＝x，y，z．

因此，若i方向的力矩分量为零，则该方向的角动量分量守恒．

5.2　质点组角动量变化定理

·一对内力角冲量之和为零

·质点组角动量变化定理

·质点组角动量守恒条件

·合外力为零时合外力矩与参考点无关

●一对内力角冲量之和为零

如图5-4，两质点相互作用力为f1
 ，f2
 ，彼此距离为l．这一对内力的角冲量之和为

M1
 dt＋M2
 dt＝（r1
 ×f1
 ）dt＋（r2
 ×f2
 ）dt

　　　　　　　　　　　 ＝（r1
 －r2
 ）×f1
 dt

　　　　　　　　　　　 ＝l×f1
 dt，
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图5-4　一对内力的冲量矩

考虑到两质点相互作用力总是沿连线方向，即f1
 [image: alt]
 l，故上式右端为零．这就证明了命题，

M1
 dt＋M2
 dt＝0．

●质点组角动量变化定理

质点组的总角动量L等于各质点的角动量Li
 之和．让我们考察其总角动量的变化

dL＝d（∑Li
 ）＝∑（dLi
 ），

其中dLi
 为单质点的角动量变化，dLi
 ＝Mi
 dt，代入上式，得
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细看总力矩∑Mi
 含两部分，内力矩与外力矩．但内力矩总是成对出现，其角冲量之和为零．故求和后保留下来的有效贡献，是体系外力Fi
 产生的总力矩，即
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式（5.9）简称为质点组的合外力矩．式（5.8）是质点组角动量变化定理的微分形式，它表明质点组角动量的改变量等于合外力矩的角冲量．其积分形式为
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●质点组角动量守恒条件

显然，当∑Mi
 ＝0时，有L＝恒矢量．就是说，质点组角动量守恒条件是合外力矩为零．

曾记得，质点组动量守恒条件是合外力等于零．∑Fi
 ＝0，它与∑（ri
 ×Fi
 ）＝0两者彼此独立．换句话说，合外力等于零时合外力矩可能不为零；合外力矩等于零时，合外力亦可以不为零．这里，力偶矩便是一个简朴的实例．

●合外力为零时合外力矩与参考点无关
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图5-5　合外力为零时的合外力矩

曾经强调指出，力矩与参考点选择有关．因此，合外力矩一般说来也是与参考点选择有关．不过，这里有个特例，见图5-5．试看以下分析．对参考点O，合外力矩为

M＝∑（ri
 ×Fi
 ），

对参考点O′，合外力矩为
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两者之差为
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其中[image: alt]
 与i无关．上式表明，当∑Fi
 ＝0时，则M＝M′，即合外力为零时，合外力矩与参考点无关．

5.3　有心运动

·机械能守恒与角动量守恒

·平面轨道与掠面速度不变

·太阳在焦点位置

·地球同步卫星

·α粒子散射实验与有核模型

●机械能守恒与角动量守恒

有心运动是两体运动的一重要类型．如图5-6所示，当两体质量m，M相比悬殊，M参照系便是一个很好的准惯性系；m受力方向沿两体连线方向，或逆矢径，即为有心引力场，或顺矢径，即为有心斥力场．故有心力场是个保守力场，运动物体的机械能守恒．同时，有心力与矢径r平行或反平行，其力矩均为零，故运动物体的角动量守恒．这两个守恒量或守恒方程是解析一切有心运动的理论出发点．太阳系中的行星运动，原子核对正电荷粒子的散射，是有心运动的两个典型．前者是有心引力场，后者是有心斥力场，两者均为平方反比律力场，F∝r-2
 ．广义上说，凡两体相互作用力具有F∝rn
 er
 形式，皆系有心力场，其中物体的运动均满足机械能守恒与角动量守恒．

●平面轨道与掠面速度不变

这是角动量守恒的两个推论．角动量L＝r×mv是一个矢量，其方向不变则要求曲线轨道必须限定在一平面内，且轨道平面包含力心M；其数值不变则导致掠面速度保持不变．见图5-6，掠面速度被定义为vs＝∆S／∆t，∆S为掠射三角形面积，其底长vdt，高rsinθ，故面积
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于是，掠面速度
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图5-6　有心运动的平面轨道与掠面速度

●太阳在焦点位置
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图5-7　太阳在焦点位置

深入的理论分析表明，在平方反比律力场中的有心运动，只有三种可能的轨道形态，取决于机械能E．当E＜0，椭圆轨道；当E＝0，抛物线轨道；当E＞0，双曲线轨道．也可以说，椭圆轨道运动是一种束缚态或定态，物体被约束于力场中绕力心作周期运动．双曲线轨道运动是一种散射态，物体飘然远行不回复．这三种轨道形态与第4章4.5节曾研究过的三种宇宙速度相对应．在日地平均距离处，物体脱离太阳引力场的最小速度为42km／s，此时E＝0．而地球绕太阳作公转椭圆轨道运动，其速度约为30km／s，此时E＜0；而且，太阳位于行星椭圆轨道的焦点位置．对此证明如下．如图5-7，由解析几何学获知，椭圆方程为（x／a）2
 ＋（y／b）2
 ＝1，两个焦点在长轴上的位置坐标为±c，[image: alt]
 [image: alt]
 长轴端点弧元的曲率半径为ρ0
 ＝b2
 ／a。这些都是椭圆的几何参数．设行星远日点和近日点的距离分别为r1
 和r2
 ，试看它俩的分割应当满足什么关系．对应的速度设为v1
 和v2
 ，由机械能守恒，有
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得　　　　　　[image: alt]


由角动量守恒，有r1
 mv1
 ＝r2
 mv2
 ，得
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再根据向心力公式和曲率半径公式
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解出

r1
 r2
 ＝aρ0
 ＝b2


考虑到（r1
 ＋r2
 ）＝2a，最后求得

[image: alt]


这表明太阳位置坐标为（-c），这正是几何上的椭圆焦点位置．这一结果与天文观测资料的一致，证认了牛顿力学理论的正确性，最为重要的是，一举同时证认了引力二次方反比律和运动定律两者的正确性．

●地球同步卫星

用于通信的卫星一般均采用“地球静止轨道”，或称“地球同步轨道”．它相当于太空中的一个微波中继站，由它接收并转发电磁波信号，以实现全球通信，比如电视直播．从力学理论分析，这种地球同步卫星的轨道必须满足以下三个条件：（1）卫星轨道平面与赤道平面重合，即环行于赤道上空，这既满足了角动量守恒，又保证了角速度方向与地球自转轴一致．（2）卫星角速度不快不慢，恰等于地球自转角速度ω＝2π／T，T＝24×60×60s．（3）卫星环行高度h不低不高，恰满足“引力等于向心力”要求．即

[image: alt]


由此关系式解出
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即

h≈42000km－6370km≈35630km．

这就是说，不论出于什么动机，发射多少颗地球同步卫星，它们均必须在赤道上空35630km的轨道上运行，见图5-8．从纯几何的角度考虑，等间距安置三颗这样的卫星，其辐射区域几乎覆盖全球，除个别角落外．中国于1984年4月8日发射了第一颗实验通信卫星，至今已为国内和国外客户发射了多颗静止轨道通信卫星．
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图5-8　地球同步卫星

●α粒子散射实验与有核模型

[image: alt]


图5-9　粒子散射实验

如图5-9，一质量很大的正电核心，带电量Q．有一正电荷粒子束以初速v0
 入射，在库仑斥力场中沿双曲线轨道运动，先是逐渐靠近正电核心，至最近距离r0
 ，尔后又逐渐远离而去，呈现一幅散射图像．库仑力与万有引力均为二次方反比律的有心力场，故系保守力场．库仑势能的表达式为kQq／r，其中比例系数k由单位制决定，在国际单位制中k＝1／4πε0
 ．与行星运动类似，正电荷粒子在库仑斥力有心力场中的运动，必定满足角动量守恒与机械能守恒．目前，粒子势能总大于零，故总能量E＞0，轨道必为双曲线．这里有三个几何量值得重视．（1）瞄准距离b，它是粒子出发点与基轴的垂直距离．所谓基轴是指通过核心且平行于初速v0
 的那条直线．（2）散射角φ，它是双曲线轨道出射渐近线与基轴的夹角，可由散射粒子的角分布测量而予以确定．（3）最近距离r0
 ．由两个守恒方程，并借助关于双曲线的解析几何知识，可求得散射角公式和最近距离公式如下：
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公式（5.13）联系着一位伟大的物理学家，诺贝尔化学奖得主卢瑟福（E. Rutherford, 1871—1937）．卢瑟福在放射性研究方面成就卓著．他于1898年发现了放射性现象中的α射线与β射线，10年以后他证认了α射线是一束氦离子He2＋
 ．随后他致力于α粒子的散射实验研究，用能量巨大的α粒子束轰击极薄的金箔，由闪锌屏记录散射粒子的角分布．令人惊奇地发现了大角度散射，也就是在散射角φ＞π/2的入射一方竟观测到了散射粒子．这种亦称作背向散射的大角度散射的存在，意味着瞄准距离b非常小．按当时最大散射角的测量数据，由（5.13）式估算出b≈10-14
 m，这远远小于原子线度10-10
 m．经缜密的思考和核算，卢瑟福于1911年提出了行星式结构的原子模型——原子中的全部正电荷和绝大部分质量集中于一小球，其直径要比原子直径小得多．这被后人称之为卢瑟福的有核模型．原子有核模型的证认，一举将原子结构的研究引上了一条正确轨道，卢瑟福也因此被誉为原子物理学之父．由于在放射性研究方面的杰出贡献，卢瑟福获得1908年诺贝尔化学奖．

习　题

5.1　一质量为m的粒子位于（x，y）处，速度v＝vx
 ei
 ＋vy
 ej
 ，并受到一个沿-x方向的力f．求它相对于坐标原点的角动量和作用在其上的力矩．

5.2　电子的质量为9.1×10-31
 kg，设其在半径为5.3×10-11
 m的圆周上绕氢核作匀速率运动．已知电子的角动量为h/2π（h为普朗克常量，h＝6.63×10-34
 J·s），求其角速度．

5.3　一质量为m、长为l的均匀细棒，在光滑水平面上以v匀速运动（如图），求某时刻棒对端点O的角动量．
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习题　5.3

5.4　在光滑的水平桌面上，用一根长为l的绳子把一质量为m的质点联结到一固定点O．起初，绳子是松弛的，质点以恒定速率v0
 沿一直线运动．质点与O最接近的距离为b，当此质点与O的距离达到l时，绳子就绷紧了，进入一个以O为中心的圆形轨道．

（1）求此质点的最终动能与初始动能之比．能量到哪里去了？

（2）当质点作匀速圆周运动以后的某个时刻，绳子突然断了，它将如何运动？绳断后质点对O的角动量如何变化？

5.5　一质量为m的物体，绕一穿过光滑桌面上极小的圆孔的细绳旋转（见图）．开始时物体到中心的距离为r0
 ，旋转角速度为ω0
 ．若在t＝0时，开始以固定的速度v拉绳子，于是物体到中心的距离不断减小．求（1）ω（t）；（2）拉绳子的力F．
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习题　5.5
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习题　5.6

5.6　如图所示，两个质量很小的小球m与M，位于一很大的无摩擦的半径为R的水平圆周轨道上，它们可在这轨道上自由运动．现在将一弹簧压缩在两球之间，但弹簧两端并不固定在m与M上，再用一根线将两个小球紧缚起来．

（1）如果这根线断了，则被压缩的弹簧（假设无质量）就将两球沿相反方向射出去，而弹簧本身仍留在原处．问这两个球将在轨道上何处发生碰撞（用M所经过的角度θ表示）？

（2）假设原先储藏在被压缩的弹簧中的势能为U0
 ，问线断后经过多长时间发生碰撞？

5.7　质量都是m的两个质点，中间用长为l的绳子连在一起，以角速度ω绕绳子的中点转动（设绳的质量可以略去不计）．

（1）求它们对质心的角动量；

（2）绳突然断了，求绳断后它们对中点的角动量；

（3）绳断前后它们的角动量是否相等？

5.8　两个滑冰运动员，体重都是60kg，在两条相距10m的平直跑道上以6.5m／s的速率相向地匀速滑行．当他们之间的距离恰好等于10m时，他们分别抓住一根10m长的绳子的两端．若将每个运动员看成一个质点，绳子质量略去不计．

（1）求他们抓住绳子前后相对于绳子中点的角动量．

（2）他们每人都用力往自己一边拉绳子，当他们之间距离为5.0m时，各自的速率是多少？

（3）计算每个运动员在减小他们之间距离时所做的功，并证明这个功恰好等于他们动能的变化．

（4）求两人相距为5.0m时，绳中之张力T．

5.9　某人造卫星在近地点的速度为v1
 ＝8km／s（速度方向垂直于矢径），近地点离地面高为h1
 ＝320km，远地点离地面高为h2
 ＝1397km．已知地球的半径为RE
 ＝6378km．求在远地点时卫星的速度．

5.10　图中O为有心力场的力心，排斥力与距离平方成反比：f＝k／r2
 （k为一常量）．

（1）求此力场的势能；

（2）一质量为m的粒子以速度v0
 、瞄准距离b从远处入射，求它能达到的最近距离和此时刻的速度．
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习题　5.10


6　质心力学定理

6.0　概述

6.1　质心动量定理

6.2　质心动能定理

6.3　质心角动量定理

6.4　有心运动方程与约化质量

6.0　概　　述

无疑，质点组的运动总是比较复杂的．人们可以采取两种眼光看待质点组的运动．其一是着眼于每个质点，平等地看待每个质点，而将相互作用区分为内部的和外部的，在分析了内部相互作用的若干特点后，确立了质点组的动量变化定理及其守恒条件，机械能的变化定理及其守恒条件，和质点组的角动量变化定理及其守恒条件，成功地解决了一批典型的力学问题，诸如，两体碰撞、火箭推进速度、变质量运动、三种宇宙速度、地球同步卫星和有心运动．这标志着牛顿力学理论的发展达到了一个新阶段．这也正是本章之前的三章中所述的．其二是首先着眼于把握质点组的总体运动，再分析各质点之间的相对运动，即我们将质点组的复杂运动分解为两种运动的叠加．这是一种新眼光，可能将力学理论推向一个新境界．问题在于是否存在这样一种运动，它反映了质点组总体运动的宏观特点．本章要表明的是，质点组的质心及其运动可以作为质点组总体运动的代表，这是因为质心运动具有若干独特的规律，包括质心动量定理、质心动能定理和质心角动量定理．本书将它们集于一章给予论证，以保持有关质心运动理论的完整性．两种眼光两种方法，相辅相成，大大增强了人们分析解决质点组力学问题的能力和灵活性．

6.1　质心动量定理

·质心

·两体质心与杠杆关系

·质心动量等于质点组总动量

·质心动量变化定理

·质心参照系

●质心

设质点组的质量分布为（m1
 ，r1
 ），（m2
 ，r2
 ），…，（mn
 ，rn
 ），如图6-1．质点组质心的位置矢量被定义为
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由此可见，质心位矢不是简单的各质点位矢的几何平均，而是考量了质点的质量权重以后的平均．简言之，质心位矢决定于质点组的质量分布．对于一个质量连续分布的物体，其质心位矢的表达式为
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图6-1　质点组的质心

其中，ρ（r）为r处的质量体密度，dτ为体积元．

●两体质心与杠杆关系

若无特殊限制，人们自然地选择两质点的连线方向为坐标轴，如图6-2（a）．于是，质点质量及其坐标分别为（m1
 ，x0
 ），（m2
 ，x0
 ＋l），则两体的质心坐标为
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可见，质心位于两质点连线之间某一处，与m1
 ，m2
 距离分别为

[image: alt]


[image: alt]


（a）
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（b）

图6-2　两体质心

进而有

m1
 l1
 ＝m2
 l2
 ．

这关系式被称作杠杆关系．

若选轴外点为参考点，如图6-2（b），试求质心位矢rC
 ．设m1
 相对C的位矢为l1
 ，m2
 相对C的位矢为l2
 ，则

r1
 ＝rC
 ＋l1
 ，　r2
 ＝rC
 ＋l2
 ，

于是，质心位矢又被表示为
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该方程表明，
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这说明l1
 ，l2
 沿同一直线且方向相反，即质心位于连线之间某一处，与两质点距离l1
 ，l2
 满足m1
 l1
 ＝m2
 l2
 杠杆关系．以上讨论表明，对参考点的两种选择并不会改变质心的实际位置，仅是数学形式不同而已．

●质心动量等于质点组总动量

考量到各质点在运动，t时刻为r1
 （t），r2
 （t），…，rn
 （t），因而质心也在运动，t时刻为rC
 （t），质心具有速度
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则
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这里将质点组的总质量∑mi
 缩写为M，即

M＝∑mi
 ，

于是公式（6.4）被改写为
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左端被定义为质心动量，即假想在质心位置有一个质量等于质点组全部质量的质点，即（∑mi
 ，rC
 ），尽管质心所在处不一定真的有质点存在．式（6.4*
 ）表明，质心动量等于质点组的总动量．这也许是质心可以作为质点组总体运动的代表的一个首要缘由．

●质心动量变化定理
①



对于惯性系，由质点组动量变化定理d（∑mi
 vi
 ）／dt＝∑Fi
 ，代入（6.4*
 ）式，有
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这表明质心动量的改变量等于合外力的冲量，如同将全部外力合为一个力，作用于一质量等于∑mi
 且位矢为rC
 的质点上．质心动量变化定理与单质点的牛顿第二定律在规律形式上完全相同．虽然质点组内部各质点相对于质心的运动可能很复杂，但质心的运动是容易被掌握的，至少其运动规律的形式表示是简明的．这也许是质心可以作为质点组整体运动的代表的又一缘由．凡是由牛顿第二定律直接导出的定理，诸如质点动能变化定理、机械能变化定理和质点角动量变化定理，均适用于质心，只要将质点的质量改换为质点组的总质量，而力改换为合外力．

●质心参照系

以质心为参考点而建立起一个参照系，特称为质心参照系，简称为质心系．也可以这样定义质心系，它是随质心一起平动的参照系，一般选质心为参考点．不少场合，选择质心系分析问题显得格外简明．

对于质心系再作以下几点说明：

（1）质心系可能是惯性系，也可能是非惯性系，视质点组合外力∑Fi
 是否为零．当合外力为零时，质心加速度为零，则质心系是惯性系．我们曾经讨论过，选太阳为准惯性系的精度优于地球准惯性系．现在明白，若无第三个天体的作用，仅就日地两体而言，选其质心系才是一个惯性系．当然，从实际观测的角度审视，质心系不是实物参照系．人们寻求的是，在现实宇宙中能有一个作为理想惯性系的物体或物体系．

（2）在质心系中，质心速度当然为零，根据（6.4*
 ）式，质点组的总动量为零，即∑mi
 vi
 ＝0．这表明质点组的任意运动，在质心看来，其总动量恒为零．似乎出现这样一幅运动图景，各质点离质心四面散开，或向质心八方汇聚．质心成为一个运动中心，在它看来“运动”时时刻刻都是各向同性的．

6.2　质心动能定理

·质点组总动能等于质心动能与相对质心动能之和

·两体相对于质心的动能公式

·导出碰撞动能亏损公式

·重力势能与质心势能

●质点组总动能等于质心动能与相对质心动能之和

见图6-3，让我们考察质点组总动能与质心动能的关系．设质点mi
 的位矢为ri
 ，相对质心的位矢为riC
 ，显然

ri
 ＝rC
 ＋riC
 ，　vi
 ＝vC
 ＋viC
 ．

这是运动相对性的通常表示，仅此还看不出质心的特殊性，任取一个中介点均有此表达．质点组总动能为
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展开[image: alt]
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注意，其中第三项是一交叉项，在进入总动能求和公式后它成为
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图6-3　导出质心动能定理

于是，动能展开式中保留了两项，

[image: alt]


其中第一项为质心动能，记作EC
 ；第二项为质点组相对质心的动能，记作ErC
 ．上式被简写为
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这被称作质心动能定理，亦称作科尼希（König）定理．证明过程中清楚地显示了质心的特殊性．对质心以外的点，展开式中的交叉项就不等于零了．当然，在质心系中，EC
 ＝0，质点组总动能Ek
 ＝ErC
 ．

●两体相对于质心的动能公式
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图6-4　两体相对于质心的动能

对于两体运动，其相对质心的动能项将演化为更为简明的形式．见图6-4，两质点相对质心的位矢为l1
 ，l2
 ，m1
 相对m2
 的位矢为l＝l1
 －l2
 ．各自相对质心的速度为
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于是，相对质心的动能
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注意到杠杆关系（6.3）式，有
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则相对动能公式被简化为
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又注意到dl／dt＝v1
 －v2
 ＝vr
 ，为两体的相对速度；而两体约化质量[image: alt]
 最终得到两体相对质心的动能公式为

[image: alt]


值得强调的是，出现于公式中的vr
 是相对速率，它是与参照系选择无关的，故这里ErC
 也与参照系无关．

●导出碰撞动能亏损公式

设两体动能碰前为Ek
 ＝EC
 ＋ErC
 ，碰后为[image: alt]
 选质心系考察其变化，则[image: alt]
 故动能改变量

[image: alt]


其中，碰前两体相对速度为vr
 ＝v20
 －v10
 ，碰后为[image: alt]
 引入恢复系数[image: alt]
 上式被改写为

[image: alt]


这个碰撞动能亏损公式及其物理意义曾在第4章4.6节作过介绍，现在应用质心动能定理给出其由来．也许有个疑问，由质心系导出的（6.8）式是否适用于实验室参照系．回答是肯定的．在实验室系看来，质心动能虽然不为零，但碰撞前后的质心动能相等，因为碰撞瞬间无外力作用，故[image: alt]
 从另一角度分析，动能亏损是由一对内力做功所致，而一对内力做功之和与参照系无关．事实上，出现于（6.8）式中的恢复系数和相对速度就是在实验室中测定的．

●重力势能与质心势能

在应用质点组或物体系的机械能定理时，必定涉及势能．在保守力场中，质点组内各质点均有势能，不妨也引入势能中心概念．一般说来，势能中心与质心并不重合．只在重力场这种恒定力场中，两者重合，此时质心重力势能代表了质点组的总势能．对此说明如下．质点组的重力势能为
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即质心重力势能等于质点组总势能，
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而对于一般的引力场，质心引力势能却不相等于质点组的总引力势能，即
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这里M0
 是指引力中心的质量．

6.3　质心角动量定理

·质点组总角动量等于质心角动量与相对质心角动量之和

·质心角动量变化定理

·相对质心的角动量变化定理





这里与质心相关的角动量定理有三个重要的关系式值得明确，兹分述如下．

●质点组总角动量等于质心角动量与相对质心角动量之和

见图6-5，质点mi
 相对质心的位矢为riC
 ，相对质心的速度为viC
 ．显然，

ri
 ＝rC
 ＋riC
 ，　vi
 ＝vC
 ＋viC
 ，

考量质点组的总角动量

L＝∑（ri
 ×mi
 vi
 ），

展开（ri
 ×vi
 ），有

（rC
 ＋riC
 ）×（vC
 ＋viC
 ）＝rC
 ×vC
 ＋riC
 ×viC
 ＋rC
 ×viC
 ＋riC
 ×vC
 ．
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图6-5　导出质心角动量定理

注意其中的交叉项，即第三项和第四项，进入求和公式后，

∑（rC
 ×mi
 viC
 ）＝rC
 ×∑mi
 viC
 ＝rC
 ×0＝0，

∑（mi
 riC
 ×vC
 ）＝（∑mi
 riC
 ）×vC
 ＝0×vC
 ＝0，

于是总角动量展开式中仅保留了两项，
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这里第一项为质心角动量（对参考点O），记作LC
 ；第二项为质点组相对质心的角动量，记作LrC
 ．故质点组的总角动量被分解为

[image: alt]


它表明，质点组总角动量等于质心角动量与相对质心角动量之和．推演过程中清楚地显示了质心的特殊性，惟有质心才使总角动量展开式中的后两项为零．

●质心角动量变化定理

由于质心动量变化定理与单质点的完全相同，于是质心角动量变化定理就可直接地采取单质点时的形式，为

[image: alt]


其中MC
 表示合外力集中作用于质心而产生的力矩，其参考点为O点．

●相对质心的角动量变化定理

考量到质点组总角动量变化定理的一般形式（5.8）式，有

[image: alt]


并注意到ri
 ＝rC
 ＋riC
 ，右端合外力矩被展开为两项，

∑（ri
 ×Fi
 ）＝rC
 ×∑Fi
 ＋∑（riC
 ×Fi
 ），

第一项为合外力作用于质心的力矩MC
 ，第二项为诸多外力相对质心的总力矩，记作MrC
 ．于是，总角动量变化定理被展开为
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公式（6.11）业已表明上式左右两边第一项相等，故可证认左右两边第二项相等，即
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这便是相对质心的角动量变化定理——该角动量的时间变化率等于外力相对于质心的总力矩．这竟与单质点或质点组的角动量变化定理一样，具有完全相同的规律形式，虽然不同之处是后者总被强调是在惯性系中成立．换句话说，即使质心相对惯性系有加速度，质心系为非惯性系，公式（6.12）依然成立．这一点是耐人寻味的，也是始料不到的．在下一章刚体力学中，不少场合宜选质心系来应用角动量变化定理，此时不必担心质心加速度是否为零．最后值得一提的是，对于（6.11），（6.12）两式，各有自己独立的角动量守恒条件．

6.4　有心运动方程与约化质量

在第5章5.3节研究有心运动，比如行星运动和粒子散射时，总是首先说明作为力心的那个物体质量很大，其理由是，在此条件下力心系才是较好的准惯性系．其实，对于任意质点组，当无外力存在时，质心系才是一个理想的惯性系，两体运动也是如此．本节从质心系出发考察日-地运动，进而明确日心系作为一个准惯性系的精度．见图6-6，m，M相对其质心的位矢分别为r，R；从M看m，其位矢为r′＝r－R，两体相互作用力为f，f′＝-f，不考虑第三者天体的影响．因为质心系是个惯性系，两体在质心系中满足牛顿运动方程：
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两式相减，有
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即
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图6-6　导出两体有心运动方程

引入两体约化质量μ，

[image: alt]


于是得行星运动方程为

[image: alt]


由此可见，虽然日心系是个非惯性系，行星运动方程却具有与牛顿运动定律一样的表达式，但此时必须以约化质量μ替代真实质量．当M≫m时，有μ≈m，该运动方程被近似为
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由此看来，μ≈m近似程度可用以表征日心系作为准惯性系的精度．考量其相对偏差
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即它等于两体的质量比．对于日地两体，M＝3.3×105
 m，有∆≈10-6
 ．而在粒子散射实验中，靶核质量与粒子质量比最多不过102
 倍，即∆≈10-2
 ．故靶核作为准惯性系的精度远不如日心系那么好．总之，当M≫m，则重质点M确实可以作为一个参考点并建立起一很好的准惯性系，来考察轻质点的运动．

如果从理论上证认了m绕质心C作椭圆运动，试问M绕质心C是否也作椭圆运动？m绕M是否也作椭圆运动？回答是肯定的．根据两体杠杆关系，MR＋mr＝0，以及r′＝r－R，不难得到
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由此可见，R（t）与r（t）、r′（t）与r（t）的关系，均是简单的正比例关系，那些比例常数仅仅表示一种尺度变换或一种几何缩放，这并不改变轨道形态．

两体运动中引入约化质量，便将两体问题进化为一体问题．其实，约化质量的出现在这里替代了“惯性力”的贡献．对此以日地关系为例，说明如下．日心系相对于质心惯性系而言，它的平动加速度a0
 ＝f′／M，因此，在选择日心系考察地球运动时，应计及惯性力Fi
 ＝-ma0
 ．于是，据式（2.17）写出地球的动力学方程为
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代入a0
 式，并注意到f′＝-f，就得到

[image: alt]


它与式（6.13）一致．

习　题

6.1　质量m1
 ＝1kg，m2
 ＝2kg，m3
 ＝3kg，m4
 ＝4kg；m1
 ，m2
 和m4
 三质点坐标顺次为（x，y）＝（-1，1）、（-2，0）和（3，-2）．质心位于（x，y）＝（1，-1）．求m3
 的位置．

6.2　一长为l的细杆，其密度ρ依关系式ρ＝ρ0
 x／l随x而变化，x是杆的一端算起的距离，ρ0
 为常量．求其质心的位置．

6.3　气球质量为M，下悬质量可忽略的软梯，软梯上站一质量为m的人，共同在气球所受浮力F作用下加速上升．设人以相对于软梯的加速度am
 上攀，求系统质心的加速度和气球的加速度．

6.4　如图，在光滑水平面上，用劲度系数为k的弹簧连接物体m1
 和m2
 ．m1
 紧靠墙，在m2
 上施力将弹簧压缩x0
 ，以m1
 ，m2
 和弹簧为系统，当外力撤去后，求系统质心加速度的最大值和系统质心速度的最大值．

6.5　习题4.10中，设所加外力为（m1
 ＋m2
 ）g，求该外力撤去后，系统质心速度和质心加速度的最大值．

6.6　证明两质点组成的系统的总角动量等于rC
 ×MvC
 ＋r21
 ×μv21
 ，其中rC
 和vC
 是质心位矢和速度，r21
 和v21
 是质点2相对质点1的位矢和速度，M是总质量，μ是两质点的约化质量．
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习题　6.4

6.7　两质点质量分别为m1
 和m2
 ，它们由长为l的轻质刚绳相连并放在光滑水平面上．设原来绳伸直，两质点静止．突然打击m1
 ，使它具有垂直于绳子方向的初速v0
 ．（1）求系统质心的速度．（2）设质心原来处于C0
 点，求打击结束后系统对C0
 点的角动量．（3）说明系统以后的运动．

注释


①
 　这里的质心动量变化定理，在一些书中称为质心运动定理或质心定理或质心动量定理．而另一方面，有关质心若干具有定理意义的关系式却未被命名．为了改善这一状况，本书采取明确的命名方式，而不惜多加个别定语．


7　刚体力学

7.1　刚体运动学

7.2　定轴转动惯量

7.3　定轴转动定理与动能定理

7.4　一组刚体力学的典型题目

7.5　快速重陀螺的旋进

7.1　刚体运动学

·刚体的特殊性与刚性三角形

·刚体的平动与转动

·刚体运动的自由度

·定轴转动

·平面运动

·刚体角速度矢量的唯一性

●刚体的特殊性与刚性三角形

[image: alt]


图7-1　刚性连结l长度不变

刚体是一特殊质点组，它在运动过程中或与他物相互作用过程中，不会发生任何形变．对这一特殊性的定量描述是，刚体上任意两点之间的距离始终不变（见图7-1），

[image: alt]


当然，刚体模型是劲度系数很大的一类物体的抽象，与通常条件下的弹性体、流体、塑性体、柔性体相比较而存在．从（7.1）式可以得到两个推论：（1）任意两点的速度矢量，在其连线方向的投影分量总是相等的，即vPl
 ＝vQl
 ．否则，两点之距离将有伸缩，这与刚性矛盾．（2）刚体内部一对内力做功之和恒为零．这是因为一对内力fP
 和fQ
 ，总是沿[image: alt]
 连线方向，且彼此方向相反而数值相等，导致两者功率的代数和：

fP
 ·vP
 ＋fQ
 ·vQ
 ＝fP
 vPl
 －fQ
 vQl
 ＝（fP
 －fQ
 ）vPl
 ＝0．

因此，在考量整个刚体动能变化时，就不必计及内力功的贡献．

在刚体上任意不共线的三个点，就能完全确定整个刚体的空间方位——刚性三角形概念，见图7-2．比如，一旦确定了点A的位置，那点B只能在以A为中心的特定半径的球面上活动；一旦点B位置被确定，那点C只能在以AB为轴的特定半径的圆周上活动；一旦点C的位置被确定下来，那整个刚体的位形就被固定了．因此为了简化图像和分析，常采用刚性三角形代表一个刚体．
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图7-2　刚性三角形

●刚体的平动与转动

凡保持了刚体上任意两点之间连线方向不变的运动，被称为平动，如图7-3，A′B′[image: alt]
 AB，B′C′[image: alt]
 BC．不难说明，刚性三角形中三个顶点的位移矢量∆r是一致的．换句话说，对于刚体的平动，各点的瞬时速度矢量v（t）相等，因此各点的瞬时加速度矢量a（t）亦相等．故可选刚体中任意一点的运动代表整体平动．一般选择质心为代表，因为质心运动规律MaC
 ＝∑Fi
 最为简明．
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图7-3　刚体的平动

如果两点间位矢方向在改变，则刚体的运动就不是单纯的平动了．图7-4表示刚体的一种任意运动．这种任意运动，可以被分解为平动加转动——随刚体上任一点的平动位移，接着绕该点的转动位移，而完成∆t时间中的位形变换．图7-4（a）、（b）分别选A点或B点作平动操作，再绕A点或B点作转动操作，均能实现同一位形变换．看出来，选择不同点，平移矢量有别，但角位移无异．当然，这种对刚体任意运动的分解或先后不同的两种操作，系概念上的分析，便于理论处理．比如地球的运动，可被视为随地轴的平动（公转）与绕地轴的转动（自转）两种运动的合成．唯象地看，转动可分为定点转动与定轴转动．在观测时间中，刚体上仅有一点不动的，被称为定点转动，比如陀螺运动；刚体上有两点不动的，被称为定轴转动，比如车床运动．当然，对于定轴转动，那两点连线上的各点亦均不动，而成为一转轴．
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（a）

[image: alt]


（b）

图7-4　刚体任意运动被分解为平动与转动

●刚体运动的自由度

泛泛而论，用以确定对象运动位置的独立坐标的数目，被简称为对象运动的自由度．比如，一个自由质点有3个自由度；一个质点被约束于一曲面上运动，有2个自由度；一个质点被约束于一曲线上运动，有1个自由度；N个自由质点的质点组，有3N个自由度．一个自由质点的3个自由度，可以表现为直角坐标系（x，y，z），也可以表现为球坐标系（r，θ，φ）．可见，“方向”（θ，φ）占有2个自由度．

虽然刚体是由无穷多个质量元凝聚而成，自由刚体的自由度却只有6个，因为这无穷多质量元，彼此固连，相互约束而并不独立．用刚性三角形说明之，A点的运动占了3个自由度，AB取向占了2个自由度，C点绕AB轴转角占了1个自由度．换句话说，自由刚体的6个自由度，可被分解为3个平动自由度和3个转动自由度．若刚体运动被约束为定点转动，则有3个自由度；若进一步被约束为定轴转动，就只有1个自由度．

物体系运动自由度m，决定了其独立的动力学微分方程组的数目，有m个，其中每个方程均为二阶微分方程．若运动被限制或被约束，其自由度将减少．多一个约束条件，就减少一个自由度，可以大大减少求解方程的难度和工作量．

●定轴转动
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图7-5　定轴转动与角速度

刚体平动最简单，而定轴转动最重要．见图7-5，z轴为转轴．定轴转动的特点是，刚体上每一点均作圆周运动，它们的轨道平面或者重合或者彼此平行，皆以z轴为圆心轴．第1章1.7节引入的角速度ω一量，完全适用于描述定轴转动．若参考点O选在z轴上，线速度与角速度的关系由（1.26）式给出

v＝ω×r，

则线加速度表示为
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第一项表示切向加速度aτ
 ，其中dω/dt被称作角加速度；第二项表示法线加速度an
 ．定轴转动在任一时刻只有一个角速度，而且其方向或沿z轴向上即逆时针旋转，或沿z轴向下即顺时针旋转．

●平面运动

刚体平面运动也是一种常见的运动，诸如直道上行驶的车轮，斜面上滚动的圆柱，空竹旋转起落，高台跳水向前翻滚．平面运动定义为，在观测时间中，刚体上任意点的运动轨道限定于一平面内；所有这些轨道平面或者重合或者彼此平行，如图7-6所示．这类运动也常被称作刚体的平面平行运动．其实，其平行性是平面性的一个推论，若那些轨道平面不平行，则必然违背刚性．平面运动有若干重要性质，兹分述如下．
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图7-6　刚体平面运动

（1）基面、基点与基轴．选定任一轨道平面为参考平面，简称为基面，其他轨道平面均平行于基面，与基面垂直的任意直线上的各点，运动状态相同，有相同的速度和相同的加速度．于是，三维刚体的平面运动被简化为基面上各点的二维运动．选定基面上一点作为参考的基点，于是基面上各点的运动被分解为，基点的运动加上绕基点的转动．基点运动有2个自由度，绕基点的转动有1个自由度，故刚体平面运动有3个自由度．通过基点且垂直基面的直线被称为基轴．回归到三维空间看，刚体平面运动被分解为基轴的平动加上绕基轴的转动．一般选基轴通过质心，这在动力学分析中有好处：应用质心力学定理考量质心轴的运动，再应用本章随后给出的定轴转动定理考量绕质心轴的转动．

（2）速度表示式．　设基点为C，其线速度为vC
 ，则基面上各点的线速度被表示为
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这里R是考察点相对于基点C的位矢．比如，见图7-7，对A点和B点，其线速度分别为

vA
 ＝vC
 ＋ω×RA
 ，　vB
 ＝vC
 ＋ω×RB
 ．
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图7-7　基面上各点线速度
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图7-8　证明ω与基点无关

（3）角速度与基点选择无关．

一个旋转的车轮，人们习惯地将它看作轮轴的平动以及轮圈绕轮轴的转动，这是正确的．然而，若有人说，轮轴相对轮圈某一点也以同一角速度在旋转，不免令人难以置信．其实，这也是正确的，试看以下证明．如图7-8，选C为基点，考察P点的速度，

vP
 ＝vC
 ＋ω×R；

若选C′为基点，设P点绕C′点有一角速度，以ω′表示，则
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注意到
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代入前一式有

vC
 ＋ω×R＝vC
 ＋ω×（R－R′）＋ω′×R′，

于是得到

ω′×R′－ω×R′＝0，　即（ω′－ω）R′＝0．

有　　　　　　　　　　ω′＝ω．

这表明，角速度与基点选择无关．换句话说，对任意基点而言，基面上各点均以相同角速度在旋转．

（4）瞬心．　基面上必定存在一个特殊点，其瞬时速度为零，该点被称作瞬心．瞬心位矢R0
 决定于方程
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这一方程总是有解的．有几种方法可以求得瞬心位置．值得注意的是，瞬心位置可以落在实体之外，如同质心位置可能在实体之外．须知，基面无边界，是实体截面的无限的刚性延伸．式（7.3）表明，当存在加速度，即vC
 ＝vC
 （t）、或ω＝ω（t）时，自然有R0
 ＝R0
 （t），瞬心位置一般说也在变化．选瞬心为基点，在分析运动学问题时有方便之处．

●刚体角速度矢量的唯一性

通过对刚体定轴转动和平面运动的分析，我们已经证认了，刚体瞬时角速度矢量的唯一性．其唯一性的具体含义是：刚体在一个时刻只有一个角速度，角速度一量属于整个刚体；从刚体上任意一点看，周围所有质点均以同一角速度在旋转．角速度的唯一性对刚体任意运动也有效．定轴运动是平面运动一个特例，平面运动角速度的特点是其数值可能改变．但其方向总垂直基面，而对于任意运动，其角速度方向可能多变．角速度一量在刚体力学中的重要性源于它具有上述的唯一性．角速度唯一性的根源来自物体的刚性．若一个油筒盛满油在路面上滚动，就不具有唯一的角速度；若仅装半筒油在滚动，那情况就更复杂了，绝不是一个角速度物理量就能完全描述其转动了．

7.2　定轴转动惯量

·角动量的轴分量

·转动惯量

·转动惯量的计算公式

·几个转动惯量公式

·平行轴定理

·薄板正交轴定理

·关于惯量张量的说明

●角动量的轴分量

对于定轴转动，显然其角速度沿轴方向，然而其角动量却可能有非轴向分量，虽然被关注的是角动量的轴分量．让我们考量其总角动量的各个分量．见图7-9，定轴转动时刚体总角动量为

L＝∑（ri
 ×∆mi
 vi
 ）＝∑∆mi
 ri
 ×（ω×ri
 ），

注意到质量元∆mi
 的位矢和角速度的分量表示分别为ri
 （xi
 ，yi
 ，zi
 ）和ω（0，0，ω），并按矢积运算规则分两步展开，
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于是，得其总角动量的三个分量为
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值得注意的是，出现于其中的运动量仅有角速度，余下求和号内的量均决定于刚体的质量分布．
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图7-9　定轴转动

●转动惯量

转动惯量定义为
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这里Ri
 为质量元∆mi
 位置与轴的距离（轴距）．

于是（7.4）式中的角动量沿z轴分量被表达为
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这表明，定轴转动角动量的轴分量与角速度成正比，其比例系数为转动惯量，即在同样角速度情形下，惯量越大则角动量Lz
 亦越大．可见，转动惯量对角动量Lz
 的影响，如同惯性质量对动量的影响．或者说，转动惯量是对刚体在定轴转动时表现出来的惯性的一种量度．

●转动惯量的计算公式

从转动惯量的定义式（7.5）看出，其数值决定于刚体或刚性质点组的质量分布和转轴位置．同样的质量分布，对于不同位置的转轴，将有不同的转动惯量；同样的质量，离轴越远，则转动惯量越大．考量到质量连续分布的刚体情形，应当采用积分式计量转动惯量，兹分列如下：
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这里，η，σ，ρ分别表示质量线密度、面密度和体密度．

例题　质量均匀分布的细杆，总质量为m，长度为l，而转轴过中点且垂直杆，其转动惯量为
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当转轴移至细杆端点，则

[image: alt]


由此可见，总质量m和特征长度l总以ml2
 这一组合因子在转动惯量式中扮演主角，而前面的系数则决定于转轴的位置．以下众多不同形状刚体的转动惯量计算公式，一概体现出这一性质．

●几个转动惯量公式

图7-10给出几个常见的形状规则的刚体及其转动惯量公式，其中m为总质量，且均匀分布，这些结果均可由积分式（7.7）求得，其转轴位置已在图中标出．
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图7-10　几个典型的转动惯量公式

●平行轴定理

关于转动惯量的平行轴定理表述为：与质心轴平行的转轴，其相应的转动惯量I与质心轴的转动惯量IC
 之间有一简单关系，
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这里d是两轴之垂直距离．现以薄板为特例给以证明．如图7-11所示，质量元对O点位矢为Ri
 ，对质心C的位矢为riC
 ．注意到矢量三角形，有Ri
 ＝riC
 ＋d，于是
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代入转动惯量公式
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其中第一项为对质心轴zC
 的转动惯量IC
 ；第二项表示为md2
 ，如同全部质量m集中于质心的质点对z轴的转动惯量；而第三项可以证明为零，因为它与质心位矢直接对应，在质心参考点看来，质心位矢显然为零．于是（7.8）式得证．对于三维刚体或质点组，该关系式也是正确的，其证明思路类似上述．这平行轴定理表明，在彼此平行的众多转轴中，那个通过质心轴的转动惯量IC
 是最小的．
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图7-11　证明平行轴定理

●薄板正交轴定理

这是针对质量呈面分布而言的一个关于转动惯量的定理．设薄板平面为（xy），绕x轴转动惯量为Ix
 ，绕y轴转动惯量为Iy
 ，而绕垂直薄板的z轴转动惯量为Iz
 ，三者关系为
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这称为薄板正交轴定理，也有助于简化转动惯量的计算．对此证明从略．

例题　一圆环，转轴通过直径时的转动惯量．

应用正交轴定理，得
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再比如图7-12，圆环质量m1
 ，半径R，短棒质量m2
 ，长度d，则对z轴的转动惯量为
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其中第三项来自平行轴定理的贡献．
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图7-12　求转动惯量一例

●关于惯量张量的说明

即使对于定轴转动，角动量的其他两个分量一般不为零，Lx
 ≠0，Ly
 ≠0，这从（7.4）式关于Lx
 ，Ly
 的表达式中已经看出，这表明L与ω两者方向并非总是一致的．图7-13显示了几个简朴的例子，注意其中参考点O的位置．普遍地说，刚体作任意运动时，任意时刻它有一个角速度ω（ωx
 ，ωy
 ，ωz
 ），同时有一个角动量L（Lx
 ，Ly
 ，Lz
 ），而且存在一个瞬时轴，将参考点选在瞬时轴上．经推导，发现Lx
 与（ωx
 ，ωy
 ，ωz
 ）有线性关系，Ly
 或Lz
 也是如此．这三个线性方程组可用一个含矩阵的方程给以表示．
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图7-13　显示均质棒定轴转动时角动量方向与角速度方向之关系
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其中矩阵三个对角元Ixx
 ，Iyy
 和Izz
 称为转动惯量或惯量矩，其余三对矩阵元被称作惯量积．整个矩阵全称为惯量张量，记作I．先前我们熟悉的定轴转动时的转动惯量I就是这里的第3个对角元Izz
 ．上式进一步的简化表示为
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凡是两个物理量系矢量，而其关系由一个张量联系着，则表明两者是线性关系，且两者方向并不一致．今后我们还将遇到类似的情形，比如，弹性力学中的应力张量，电磁学中的介电张量．惯量张量的矩阵元均与刚体的质量分布有关，可由若干积分式表达，本课程不予细究．

7.3　定轴转动定理与动能定理

·定轴转动定理

·力矩的轴分量

·轴承约束力

·角动量Lz
 守恒

·例题

·定轴转动的动能公式

·定轴转动的动能定理

●定轴转动定理

现在研究定轴转动的动力学规律．首先让我们将质点组角动量变化定理（5.8）式，应用于刚体定轴转动，得到轴向分量的角动量Lz
 的变化率为dLz
 ／dt＝Mz
 ，考量到（7.6）式Lz
 ＝Iω，得
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这被称为定轴转动定理，它表明定轴转动的角加速度正比于外力矩的轴向分Mz
 ，反比于刚体的转动惯量I．在同等力矩Mz
 作用下，转动惯量越大者，其角加速度则越小．在这动力学关系式中，才充分显露出转动惯量的本性，即它作为定轴转动体的惯性的一个量度．

●力矩的轴分量

让我们具体分析一下力矩的轴向分量Mz
 ．参考图7-9，外力F被分解为沿轴分量Fz
 与垂直轴分量Fxy
 ，对Mz
 有贡献的是Fxy
 ．设力的作用点的位矢为r（x，y，z），相应的轴距矢量为R（x，y，0），按力矩M＝r×F展开并取其z分量，便得
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右边矢积的方向只有两种可能，或者朝上，Mz
 ＞0；或者朝下，Mz
 ＜0．其数值Mz
 ＝RFxy
 sinα，其中α为R与Fxy
 之夹角．于是，（Rsinα）可以被看作Fxy
 施力方向至轴的垂直距离（力臂）．人们常说，力矩Mz
 等于力乘以力臂，就是这个意思．其实，按（7.13）式表达Mz
 最为简明，不易引起误会或歧义．当Fxy
 [image: alt]
 R，则Mz
 ＝0．

●轴承约束力

其实，转动体受到的外力，既有外在的主动力F，又有被动的隐蔽的轴承给予的力——约束力，只是约束力对力矩Mz
 没有贡献，这是因为其方向总是与轴距R反平行．值得指出的是，约束力的存在是要表现出实际力学效果的．刚体即使作匀角速转动，其质心作圆周运动所需的向心力就是由轴承约束力提供的，此乃“约束”定语之由来．因此，不难想到当刚体受到外力矩作用而有角加速度时，轴承约束力也随之改变．可见，约束力不是一个定常力，它是对刚体运动状态的一种响应．高速旋转的偏心轮，其轴承要承受巨大的约束力之反作用力．这是机床车轮、发电机涡轮这类工程中，必须精心考虑的力学问题，涉及材料、设计和安装等一系列工程技术．杂技演员倚竿旋转时，弹性长竿将会弯曲，便是反约束力作用的后果．另外，实际轴承总有粗细并非一根几何线，这就存在轴承与转动体之间的摩擦力，嵌置滚珠旨在减少这种摩擦力．这摩擦力矩不为零，应按（7.13）式计算．力矩公式中的轴矩R均应从轴承的中轴线起算．

●角动量Lz
 守恒

当外力矩Mz
 ＝0条件得以满足，则角动量Lz
 守恒，即
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若转动体内部具备伸缩机制以改变质量分布，从而改变了转动惯量，则由以上守恒式可知，当I增加，角速度ω值随之减少，当I减少，角速度随之增加，以保持两者乘积为一常数．这在花样滑冰和高台跳水这类竞技运动中，表现得＋分明显．观众均能注意到，当滑冰者放慢滑动速度，一边回环一边伸展手臂和单腿时，预示着他将要作腾空多周转了；刹那间收缩手臂并紧双腿以减少I，同时起跳腾空，快速旋转三周；落地瞬间，即刻伸展双臂单腿，以增加I，从而降低转速，保持平稳而完成了高难动作．

在太空站失重态下，人们要侧身转体显得相当别扭和困难，这是角动量守恒律所致．如何适应失重态，而顺利地完成各种姿态和动作，这要讲究点技巧，却也需要利用角动量守恒律．如图7-14（a）所示，一人站在无摩擦的转台上，当他举起手臂在头顶作逆时针划动时，其身躯将作顺时针转动；当手臂动作停止，身躯转动亦即刻停止．用这种技巧可使身躯绕纵轴转过任意角度．为了提高转体效率，也为了减少举手之劳累，也可以用双手在体侧同时画圈如图（b），或用双腿同时画圈如图（c），以完成转体．双腿动作可拟如下，前后叉开，然后右腿向右、左腿向左同时作半个圆锥运动，再将双腿收回成直立态．因腿脚的转动惯量比手臂的要大得多，故其转体效率是最高的．据计算，双腿这样动作一周，身躯转体可达70°．以上这些技巧动作，一方面是利用了失重态下的角动量守恒规律，另一方面是有赖于肢体结构和活动关节．这些正是当今兴起的运动生物学和柔体力学的研究内容．
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（a）
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（b）
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（c）

图7-14　角动量守恒与失重态下的转体

例题1　如图所示一根均质木棒被置于一光滑水平面上，其一端可绕固定点A转动．现有一颗子弹以初速v0
 垂直棒入射于木棒另一端，且很快地嵌于木棒中．试求含子弹的木棒的转动角速度ω．
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例1　子弹冲击木棒

子弹和木棒合起来看为一个系统．在子弹嵌入的瞬间∆t，该系统的机械能不守恒，这是因为穿入的子弹与木棒洞壁之间有滑动摩擦力，而耗散了动能；该系统的动量也不守恒，这是因为该系统受到了一个来自固定轴的约束力f，正是f使系统只能作定轴转动．不过，这约束力相对A点的力矩为零，故该系统的角动量守恒．一个角动量守恒方程对应一个未知量即系统角速度，故其解存在且唯一．选择垂直纸面向上方向为角动量和角速度方向，于是冲击前角动量mv0
 l与冲击后角动量Iω相等，

mv0
 l＝Iω，

其中，对固定轴的转动惯量I等于子弹惯量I1
 与木棒惯量I2
 之和：
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由以上两式解得木棒含子弹系统的角速度，
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进而，我们还可以求出冲击前、后，该系统的动量及其改变量：

冲击前动量　p0
 ＝mv0
 ，

冲击后动量　[image: alt]


可见，该系统的动量增加了，其增量正是那约束力f的冲量所贡献的．即约束力施加的冲量为
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可见其方向与子弹初始动量mv0
 方向相同（向上），这与定性分析图像一致．

●定轴转动的动能公式

对于刚体，角速度是唯一的，不同质量元∆mi
 的线速度vi
 ＝ωRi
 ，其中Ri
 为质量元位置离轴的距离（轴距）．故定轴转动的总动能
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其中求和因子正是转动惯量I，于是得到定轴转动动能公式
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●定轴转动的动能定理

让我们考察转动能的变化，
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结合转动定理

Idω＝Mz
 dt，

于是

[image: alt]


这被称作转动动能定理，其中dφ为力的作用点在dt时间中的角位移．上式与普遍的动能变化定理是一致的，其中Mz
 dφ就等于力做功Fxy
 ·dr．转动动能定理的积分形式为
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例题2　如图，一滑轮被绕上细绳，而绳端固系于一点．从静止开始释放滑轮，求该动滑轮的平动加速度亦即其质心C的加速度．设绳轻质柔软且不可伸缩，滑轮质量为M，半径为R．

解　在重力Mg和张力T作用下，该动滑轮随质心平动且绕质心轴转动，其转动角加速度dω/dt是由张力T的力矩导致的．应当注意到，滑轮上与绳子相切的那个b点，其相对质心C有一个向上的速度vbC
 ＝ωR，在数值上等于质心速度vC
 （向下）．换句话说，该点相对地面速度为零，故动滑轮运动属于纯滚．据以上初步分析，列出相关的运动方程如下：
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解出
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当滑轮为实心圆盘，其绕C轴转动惯量[image: alt]
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 于是，求得

滑轮平动加速度　[image: alt]


转动角加速度　[image: alt]


张力　[image: alt]
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例题2　动滑轮的质心加速度

本题也可以采取能量法求解．滑轮质心高度下降h时的势能降落，转化为质心的平动动能和绕质心的转动动能，即
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考虑到ω＝vC
 ／R，有
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对时间求导，并注意到dh／dt＝vC
 ，有
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遂得滑轮平动加速度
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7.4　一组刚体力学的典型题目

·概述

·两人抬杠一方撒手

·滑轮运动

·铅直面内转动杆

·打击中心

·从纯转到纯滚

·圆锥棒

·斜面上圆筒的滚动

·水平面内球杆碰撞

·光滑面上细杆倾倒

·碗面上小球纯滚周期

·两轮磨合

·小结

●概述

回顾以上三节内容，先后研究了刚体运动学和定轴转动动力学，引导出一系列概念和定理．看得出这种快切快入的阐述方式，着力于概念的推演和理论的系统性，而将它们的实际应用留待这一节集中地予以介绍．试问，在那些概念和理论中，最重要的或最值得注意的是什么？则当认为，是定轴转动和平面运动这两种运动类型，转动惯量和角速度这两个物理量，以及有关定轴转动的三个公式：

Lz
 ＝Iω，　[image: alt]


当然，有关质点组的力学定理，尤其是质心力学定理，均适用于刚体，它们在随后的题目中也将不时地被引用．比如，对于平面运动，它被分解为随质心轴的平动与绕质心轴的转动，可以分别应用质心定理与定轴转动定理求解．

●两人抬杠一方撒手

两人抬杠，B方撒手时刻，棒以A端为瞬时轴作定轴转动，如图7-15所示．水平横杠受两个外力，重力mg与支持力N，决定了质心加速度；相应的力矩决定了横杠的角加速度；而质心线加速度与刚体角加速度之间有一个确定的运动学关系．于是列出三个方程如下：
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图7-15　两人抬杠一方撒手

注意到若横杠质量分布均匀，其转动惯量I＝ml2
 ／3，解出
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此结果蛮有意思，两人抬1000N重杠各人承受500N压力，在对方撒手瞬间，自己承受压力却减半为250N——A方突感轻松，似有瞬间失重感．

●滑轮运动
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图7-16　滑轮运动

见图7-16，滑轮质量m不可忽略，绳与轮间无相对滑动．滑轮随绳子加速所需的力矩，是由两侧绳的张力之差（T2
 －T1
 ）提供的，实际上这隐含着绳与轮槽之间的摩擦力．设线加速度为a，滑轮角加速度则为dω／dt＝a／R，分别对m1
 ，m2
 和滑轮列出运动方程（忽略绳的质量），
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并考量到滑轮转动惯量I＝mR2
 ／2，解出
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吊绳的张力为T＝T1
 ＋T2
 ＋mg．本题值得注意的是，绳与轮槽之间无相对滑动是靠静摩擦力来维持的，而静摩擦力存在一个最大值，相应地滑轮有个最大角加速度和边缘点的最大线加速度．当两体重力差别太大以致物体有过大的加速度时，将产生绳与轮槽的相对滑动．有关这些条件的定量考核，这里不予细究．

●铅直面内转动杆
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图7-17　铅直面内转动杆

见图7-17，一质量均匀分布的杆，绕左端点在铅直面内作定轴转动．试求（1）角速度函数ω（θ）和角加速度函数dω/dt；（2）质心加速度aC
 （θ）及其法向、切向分量aCn

 ，aCτ

 ；（3）约束力f（θ）．

在重力和约束力作用下，杆作定轴转动．由于约束力矩为零，故转动杆的机械能守恒．针对提出的问题分别求解如下．

（1）设杆初始方位水平且静止，根据机械能守恒，有
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于是
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注意到转动惯量I＝ml2
 ／3，得
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也可以应用转动动能定理和力矩做功计算求解，获得同样结果．欲求角加速度，可直接应用ω（θ）对时间微商，
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也可以应用转动定理和力矩公式，
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得到同样结果．

（2）质心加速度的法向分量和切线分量可以由运动学关系得到
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可见，法向加速度随θ角而增加，切向加速度随θ角而减少．加速度值
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（3）有了质心加速度，就可根据质心运动定理求得外力．设约束力的沿杆分量为f[image: alt]

 ，垂直杆分量为f⊥
 ，于是，
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得到
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约束力数值为
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显然，当杆转动至铅直方向时，θ＝π/2，此时的约束力最大，

fM
 ＝2.5mg．

●打击中心
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图7-18　打击中心

玩过棒球运动者，均有这样一种感觉，在击球瞬间手掌感受到一个冲击力，有时感到轻松，有时却受到重重一击，震得手掌几乎发麻，而球却打哑了．这一切皆有赖于击球点的位置是否合适．下面的理论分析表明，存在这样一个击球点，使手握的约束力为零．这个最佳位置被称作打击中心．见图7-18，手握处为参考点O，棒质心位置为rC
 ，>击球点位置为r．击球瞬间反弹的球给棒一反冲力f，手给棒一约束力f0
 ．列出运动方程如下：
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解出约束力
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可见，手提供的约束力是个被动的响应力，与球反冲力f与击球点位置r有关．试令f0
 ＝0，得到打击中心位置为
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这里，引入比例系数k，它被定义为球棒的实际惯量与其质心惯量之比，其数值取决于棒的形状，其意义是表征了打击中心与质心的位置之比，即以质心位置rC
 为尺度去表示打击中心的位置r0
 ，而球棒的质心位置可以实地由手指点测其重心来确定．

让我们来看两个极端棒形：

（1）粗细均匀棒，经计算得k＝4/3，则打击中心r0
 ≈1.3rC
 ．

（2）细长三角形平板，经计算得k＝9/8，则打击中心r0
 ≈1.1rC
 ．总之，k约在1.1～1.3范围．当然，全面考察手握的约束力，还有维持质心运动的向心力和对重力的支持力，它们是持续力，在击球之前就已存在．击球瞬间使手突感震动的是上述约束力f0
 的反作用力．在列上述方程中并未计及重力，这是因为击球瞬间棒基本上运动于一水平面．

●圆锥棒——质心、转动惯量和打击中心
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图7-19　圆锥棒

见图7-19，一圆锥棒的质量体密度为ρ．由对称性分析，可知其质心位于中轴线上，将质量压缩于中轴上，形成一质量线分布，其线密度η（x）可以导出如下：

x－x＋∆x段圆片体积

∆V＝（πr2
 ）∆x＝π（xtanθ）2
 ∆x，

质量

∆m＝ρ∆V＝πρtan2
 θx2
 ∆x，

故得
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于是，得出质心位置为
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过端点O的垂直轴的转动惯量为
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这里，被积量dI含两部分．距离转轴x处的薄圆片其半径为xtanθ，它绕自身直径的转动惯量[image: alt]
 而平行轴定理又提供了dI2
 ＝ηx2
 dx．这里还注意到圆锥体总质量可表示为
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圆锥棒更接近棒球棒之实际形状，其打击中心位置由r0
 ＝krC
 决定，此时
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设θ≈15°，得k≈1.09，即
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●从纯转到纯滚

见图7-20，一半径为R的圆盘具有初始角速度ω0
 ，被轻轻地置于非光滑的水平面上．于是，在摩擦力的驱动下，质心获得了向右加速度，越来越快，同时在摩擦力矩的阻碍下，圆盘的角速度逐渐减少，出现了圆盘又滑又转的中间过程，而vC
 ＜ωR．这时摩擦力依然存在且方向指右，继续使vC
 增加而使ω减少．一旦达到了vC
 ＝ωR，则，圆盘与地面接触点的速度为零，现这被称作纯滚．此后是否存在静摩擦力？这一问题不难用反证法确认，对于水平运动状态，达到纯滚以后的静摩擦力为零．现设滑动摩擦系数为μ，圆盘初角速度ω0
 ，质量m．试求：达到纯滚所经历的时间t，路程l，纯滚角速度ωp
 ，以及动能亏损．
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图7-20　从纯转到纯滚

这是一个平面运动，可分解为随质心轴的平动与绕质心轴的转动．质心受恒力μmg，作匀加速运动，速度逐渐增加；圆盘受恒定阻尼力矩μmgR，也作匀减角速运动．列出相关方程如下：
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解出
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对于圆盘或圆柱，I＝mR2
 ／2，于是
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对于圆环或圆筒，I＝mR2
 ，于是
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动能改变量为
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最后说明两点．（1）认为摩擦力做功数值为（-μmgl），且认为它等于动能损失值，这是不正确的．其实，摩擦力所做功的一部分是用于将转动能转换为质心动能（平动能）．（2）达到纯滚以后，目前既无静摩擦力，又无其他力，那圆盘是否永远纯滚下去？事实上并非如此，这是因为地面受压变形而对物体产生一滚动摩擦力，使圆盘逐渐减速，以致停止．

若改变初条件，先让圆盘有个平动速度，从纯滑开始，通过摩擦力作用，最终也将达到纯滚．以同样方式提出问题，已知v0
 ，μ，m和R，求达到纯滚所经历的t，l，纯滚态的ωp
 ，vC
 ，以及动能损失∆Ek
 ．此题留给读者自己讨论．

●斜面上圆筒的滚动
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图7-21　斜面上圆筒纯滚

见图7-21，在非光滑斜面上一圆筒或圆柱，从静止开始纯滚而下．试求下落h高度时，物体的质心速度、角速度和静摩擦力．

这是一个平面运动．物体受到三个力．对质心而言，斜面支持力为法线力故而不做功，重力做功由质心重力势能替代，静摩擦力对质心是要做负功的，它将质心的部分平动动能转换为绕质心轴的转动能，这是通过摩擦力矩对物体做正功来实现的．总之，存在的静摩擦力是维持纯滚的前提，但不耗散机械能．根据纯滚过程的机械能守恒和纯滚条件，列出两个方程如下：
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解出
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对于圆环或圆筒，转动惯量IC
 ＝mR2
 ，于是
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对于圆盘或圆柱，转动惯量IC
 ＝mR2
 ／2，于是
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这结果表明，圆柱比圆筒滚得快，最先到达底部；质心速度vC
 与质量m无关，即铁筒和木筒将同时到达底部；质心速度也与半径R无关，即粗筒与细筒也将同时到达底部．试想圆筒中充满水或油，它在斜面上纯滚而下，若与圆柱体和空圆筒比较快慢，它将获得第几名？此题留给读者思考．

再考量维持纯滚的静摩擦力f．应用质心运动定理和匀加速直线运动学关系式，列出以下方程：

[image: alt]


得
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这是纯滚所要求的摩擦力．实际上非光滑斜面是否能提供这么多的静摩擦力，取决于最大静摩擦系数μ0
 ，相应的最大静摩擦力

fM
 ＝μ0
 N＝μmgcosθ，

满足纯滚的条件是

fm
 ≥f，　即　[image: alt]


于是得到μ0
 应满足的条件是
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换句话说，当上述条件被满足，则实现了纯滚；若此条件不被满足，虽然摩擦力还是存在，但vC
 ＞ωR，又滑又滚，与斜面接触点的速度不为零且方向向下，滑动占优势．联系上一题水平纯滚时静摩擦力为零，本题斜面纯滚时静摩擦力不为零，这是因为前者无其他外力，而后者存在外力——重力在斜面方向的分量．存在的静摩力矩产生一角加速度，以与质心加速度相匹配而维持纯滚，为了看清这一点，下面应用转动定理求解f，
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解出

[image: alt]


这结果与上述一致．

●水平面内球杆碰撞

见图7-22，两体m1
 ，m2
 刚性连结，连杆长l，其质量可被忽略，第三者m3
 以速度v0
 射向连杆中点O，发生弹性碰撞．试求碰后两体质心速度vC
 ，角速度ω和反弹速度v3
 ．
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图7-22　水平面内球杆碰撞

这是一个平面运动，碰撞瞬间无外力，故三体系统动量守恒，角动量守恒，且动能守恒．有三个未知量，恰有三个独立的守恒方程，故其解存在且唯一．值得提出的是，关于角动量的表达式既可选杆中点O为参考点，也可选两体质心C为参考点．兹列出方程组如下：

（1）动能守恒　[image: alt]


（2）动量守恒　（m1
 ＋m2
 ）vC
 －m3
 v3
 ＝m3
 v0
 ，

（3）角动量守恒

IC
 ω－（m1
 ＋m2
 ）vC
 r0
 ＝0，　O点为参考点，

IC
 ω－m3
 v3
 r0
 ＝m3
 v0
 r0
 ，　C点为参考点．

这里，r0
 为两体质心到杆中点的距离，IC
 为两体对质心的转动惯量，它们可借用两体杠杆关系予以确定，
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本题还可以采取另一方式提出问题，即求碰撞后三者的速度v1
 ，v2
 ，v3
 ，再由（m1
 v1
 ＋m2
 v2
 ）＝（m1
 ＋m2
 ）vC
 得质心速度，由（v2
 －v1
 ）＝ωl得角速度．针对（v1
 ，v2
 ，v3
 ）的三个守恒方程为

（1）　[image: alt]


（2）m1
 v1
 ＋m2
 v2
 －m3
 v3
 ＝m3
 v0
 ，

（3）　[image: alt]


比较而言，这一组方程比上一组简明，求解较省事．具体求解过程在此从略，其结果如下：
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进而得
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可见，当m1
 ＝m2
 时，角速度为零，碰撞点正是两体质心位置，碰后两体连杆仅有平动．当m1
 ≠m2
 时，有角速度，碰后两体连杆既平动又转动．这角速度，既可以看为绕质心轴的转动角速度，也可以看为m2
 绕m1
 或m1
 绕m2
 的转动角速度，反正都一样，因为刚体角速度具有唯一性．

●光滑面上细杆倾倒

见图7-23（a），光滑面上有一细杆，其质量m均匀分布，长度为2r，初始倾角为θ0
 ，试分析其倾倒过程中相关的力学量：质心速度vC
 （θ），质心加速度aC
 （θ），转动角速度ω（θ）以及接触处的速度vA
 （θ）和支持力N（θ）．

兹分别讨论如下：

（1）质心运动轨迹．细杆仅受两个力，重力mg向下，支持力N向上，合力方向垂直向下．故质心运动轨迹沿铅直方向作加速运动．
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图7-23　光滑面上细杆倾倒

（2）端点速度vA
 与vC
 之关系．因刚性约束，[image: alt]
 长度r不变，故vA
 与vC
 之间必有确定关系．由约束条件

x2
 （t）＋y2
 （t）＝r2
 ，

有

[image: alt]
 　即　[image: alt]


注意到质心向下运动速率vC
 ＝-dy／dt．倾角正切值tanθ＝y／x，得
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可见，vA
 ≥vC
 或vA
 ＜vC
 均有可能，由倾角θ≥或＜π/4而定．

（3）角速度ω与vC
 之关系．细杆运动系平面运动，可被分解为随质心的平动和绕质心的转动，后者由角速度ω描述．如图7-23（b）所示，vA
 ＝vC
 ＋ω×r，由矢量三角形可得
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（4）求出质心速度vC
 ．在细杆倾倒过程中，支持力N虽然变化，却始终垂直端点速度，即其瞬时功率N·vA
 ＝0，故细杆运动机械能守恒，
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考量到

ω＝vC
 ／rcosθ，　I＝mr2
 ／3，　（y0
 －y）＝r（sinθ0
 －sinθ），

解出
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比如，令θ0
 ＝π/2，即起始时细杆直立，而令θ＝0，即细杆倒地，有
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（5）求出质心加速度aC
 ．速度函数vC
 （θ）以角度θ为变量倒也具有直接的观测意义，由它不难导出
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注意到[image: alt]
 于是
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（6）最后求出变化着的支持力N．应用质心运动定理，maC
 ＝（mg－N），得支持力
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比如，令θ0
 ＝π/2，若θ＝π/2，即刚起始时N＝mg；若θ＝0，即倒地时，N＝mg/4，这数值与“两人抬杠一方撒手”的结果相同．

●碗面上小球纯滚周期

见图7-24，设碗面半径为R，小球半径为r．小球纯滚动于碗面，在小角度θ范围内，小球以铅直底端A为中心作简谐振动，并且有自转．接触点O瞬时速度为零，即是瞬心．选O为参考点考量力矩，此时支持力矩和静摩擦力矩均为零，只有重力矩mgrsinθ．对瞬时轴应用转动定理，
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注意到纯滚条件
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图7-24　碗面上小球纯滚

以及质心运动于半径为（R－r）的圆弧上，其线速度与公转角速度dθ/dt的关系为
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即
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联立上面（7.37a）～（7.37c）三个方程，并注意到自转角速度ω与公转角速度dθ/dt方向相反，于是有微分方程，
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这是简谐振动方程的标准形式，方程右边系数给出了振动的角频率[image: alt]
 这些结论在第8章将有系统的描述，其所涉及的动力学方程源于这里的刚体力学．于是，在小角θ≤0.4rad条件下，小球公转摆动角频率为
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相应的周期为
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对于球面槽中的小球振动，相对瞬时轴的转动惯量I＝7mr2
 ／5，故其周期为
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例如，R＝10cm，r＝1cm，算出小振动周期T≈0.71s．推广到柱面槽中的小柱体，则其纯滚的小振动周期（I＝3mr2
 ／2）为
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最后说明，本题也是一种平面运动．在处理方法上与前面几个题目的不同之处是，选择瞬时轴为基轴，将小球纯滚分解为随瞬时轴的平动和绕瞬时轴的转动．这样选择对于本题的好处是，静摩擦力矩为零，故在应用转动定理时只需考量重力矩的贡献．说到底是因为本题欲求纯滚摆动周期，它是关于整体运动的一个特征量，故要导出其动力学微分方程的具体形式．在本题若应用机械能守恒定理，无助于解决摆动周期问题．

●两轮磨合
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图7-25　两轮磨合

见图7-25，两个轮子各自绕z1
 轴、z2
 轴作定轴转动，其初始角速度、转动惯量和半径分别为（ω10
 ，I1
 ，R1
 ）和（ω20
 ，I2
 ，R2
 ）．让两者逐渐靠近而相接触．由于摩擦力矩的作用，各自的角速度将发生变化．经历一磨合过程，最终达到一稳定的角速度[image: alt]
 和[image: alt]
 此时两轮在接触点的相对速度为零，摩擦力消失．因此，角速度[image: alt]
 与[image: alt]
 的方向必定相反．试求出最终角速度[image: alt]
 和[image: alt]


分别应用各自的定轴转动定理，

I1
 dω1
 ＝f1
 R1
 dt，　　I2
 dω2
 ＝f2
 R2
 dt，

注意到f1
 ＝f2
 ，于是

I1
 R2
 dω1
 ＝I2
 R1
 dω2
 ，

两边积分从初态到终态，得
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再根据终态稳定条件v1
 ＝v2
 ，即
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解出
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由此可见

如果R1
 ＝R2
 ，则[image: alt]


如果R1
 ＝R2
 ，I1
 ＝I2
 ，则[image: alt]


如果R1
 ＝R2
 ，I1
 ＝I2
 ，ω10
 ＝ω20
 ，则[image: alt]


本题值得注意的是，若将两轮子看为一个系统，相应地将一对摩擦力看作内力，系统的角动量也是不守恒的，因为轴约束合力矩不为零．须知一个系统只能选定一个参考轴来考量轴力矩．如果选z1
 轴为参考轴，则轴约束力矩M1z
 ＝0，然而M2z
 ≠0．

●小结

以上11个题目及其求解，篇幅颇长，属于定轴转动或平面运动的，约各占一半．其中所应用到的主要定理及其频数，计有：

刚体定轴转动定理（10次），质心运动定理（9次），动量守恒（2次），机械能守恒（5次），角动量守恒（2次），运动学公式（18次）．从中不难看出，在解决实际力学问题中，守恒定理的应用只是一个方面的重要贡献．“守恒”是有条件的，而动力学方程则更基本更普遍．

7.5　快速重陀螺的旋进

·现象描述

·理论说明——近似条件与旋进角速度公式

·陀螺的定轴性——陀螺罗盘与回转效应

●现象描述

见图7-26，一重陀螺，质量对称分布，对称轴[image: alt]
 若陀螺不转，无自转角动量，在重力矩作用下，它将倾倒．若陀螺高速自转，具有很大的初始的自转角动量Ls
 ，在重力矩作用下它将倾而不倒，其对称轴[image: alt]
 将绕铅直方向的Z轴缓慢旋转，添加了一个角速度ωp
 ．这种运动被称为旋进或进动（precession）．旋进是刚体一种特殊的定点运动．与刚体旋进相联系，陀螺的质心将作圆周运动，其向心力只可能由支点接触处的摩擦力来提供．摩擦力的存在也将耗散动能，使自转角速度减慢．玩过陀螺者均有一个感觉，地面太光滑比如冰面，或太粗糙比如麻砂面，都不利于陀螺作持续长时间的旋进，这便是摩擦力的功过所致．
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图7-26　陀螺的进动

●理论说明——近似条件与旋进角速度公式

（1）对于对称刚体，若选择对称轴上一点O为参考点，考量其自转角动量Ls
 ，则Ls
 ＝Iωs
 是严格成立的，请参考图7-26．这表明对称轴[image: alt]
 自转角速度ωs
 、自转角动量Ls
 和质心位矢rC
 四者方向一致，这是理论分析的第一个要点，
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（2）快速重陀螺，其自转角速度值ωs
 很大，远大于进动角速度ωp
 ，在ωs
 ⨠ωp
 近似条件下，总角速度ω和总角动量L可表示为

ω＝ωs
 ＋ωp
 ≈ωs
 ，　L＝Ls
 ＋Lp
 ≈Ls
 ＝Iωs
 ，

（3）应用转动定理．注意到定点支持力矩为零，忽略摩擦力矩，主要的是重力矩M＝rC
 ×mg，于是，该角动量改变量

dL＝Mdt＝（rC
 ×mg）dt，

而L≈Ls
 [image: alt]
 rC
 ，故dL⊥L，dL⊥mg．这表明，在重力矩作用下，高速自转的重陀螺，其角动量L大小不变，仅改变方向，由此递推，便形成绕Z轴的旋进，如图7-26所示．

（4）基于以上分析结果就不难导出旋进角速度，
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其中　　　　dL＝rC
 ·mgsinθ0
 dt，　L≈Ls
 ＝Iωs
 ，

结果为
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由此可见，陀螺固有的自转角动量Iωs
 越大，则旋进角速度ωp
 越小，进动越慢，因此上述近似处理的精度越好．以玩具陀螺为例，设陀螺形状为圆锥体，底面半径R≈2.5cm，高l≈5cm，绕轴转动惯量I＝3mR2
 ／10，质心距离由（7.22）式给出，rC
 ＝3l／4，于是得
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设ωs
 ≈2π×4rad／s，则ωp
 ≈0.8rad／s，即当自转4Hz时，旋进频率0.12Hz．

（5）若高速自转的刚体，其质量分布偏离轴对称性，或上述近似条件不被满足，则自转轴[image: alt]
 角速度ω和角动量L三者方向并不一致．严格的理论表明，此时陀螺运动表现为其自转轴既有φ角的变化——旋进（即进动），也有θ角的变化——章动（nutation），如图7-27所示，陀螺一面绕z轴旋转，一面上下“点头”摆动．图中所示球面为一参考球面，其半径矢量表示自转角速度方向．
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图7-27　进动与章动示意图

地球是个自转体，由于其质量分布并不均匀，形貌亦非球体，且通过地心的地轴并不垂直地心公转平面，即赤道面与黄道面不一致，有23°27′之夹角，这等等因素致使太阳和月球对地球的引力矩不为零，造成地轴的进动和章动．地轴的进动，在二千多年前就已被天文学家观测到，其精确值现为50.2″（角秒）／年．这一现象在中国被称为“岁差”，因为它导致回归年与恒星年并不严格相等．地轴的章动于二百五十多年前被天文学家发现，地轴章动周期为18.6年．在中国古代历法中把19年称为“一章”，“章动”一词由此而来．

●陀螺的定轴性——陀螺罗盘与回转效应
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图7-28　三自由度陀螺
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图7-29　说明自转角动量大者定轴性好

泛言之，绕支点作高速旋转的刚体，被统称为陀螺（top）．由于支承方式、刚体形状和质量分布的不同而有各种形式的陀螺．以其支点与质心是否重合而分为平衡陀螺和重力陀螺；以质量分布而分为对称陀螺和非对称陀螺．上面描述过的陀螺就是一个对称重力陀螺及其进动性和章动性．图7-28显示的是一个对称平衡陀螺，其转子、内环、外环三者的转轴两两正交，且相交于一点，该交点与整个陀螺的质心重合．转子的高速旋转可以由电动机或气动来驱动．如果不考虑轴承的摩擦和转动时空气的阻力，而重力矩为零，则陀螺角动量守恒，转子的转轴将保持它的指向永远不变，不论支架如何翻滚．这被称作陀螺的定轴性或定向性．利用对称平衡陀螺的定轴性，可以进一步研制成为一个陀螺罗盘，用于航空航海的导航．边缘厚重高速自转的陀螺所具有的高稳定度的空间定向性，也可由图7-29得以直观地说明．在角动量空间中，按转动定理，dL＝Mdt，这力矩相当于L矢量端点的速度，改变L方向的是横向dL，它等于角冲量Mdt．图中显示，在同样Mdt作用下，固有角动量小者，其方向改变∆θ大；固有角动量大者，其∆θ小．在一短时间内可能出现的来自外部干扰的角冲量，是一种微扰且随机，只在瞬间使陀螺稍有回转摆动，过后陀螺转轴仍系原来指向．但是，如果这是来自轴承的强迫力矩，则有一反作用力矩作用于轴承，这一效应被称为陀螺效应或回转效应．凡是高速旋转的物体，其自转轴发生变向，就必然伴随有回转效应．比如，轮船上汽轮机的转子，或飞机上涡轮发动机的转子，当轮船或飞机航行的方向改变时，其轴承就要承受由回转效应引起的巨大的动压力，它不但可能破坏轴承，而且会影响航行的稳定性．不过，也可以利用回转效应制成稳定仪，当海浪使船体发生侧向滚动时，该装置响应一个回转力矩以减弱船体的侧滚．

自18世纪欧拉（L. Euler, 1707—1783）建立了动力学方程和欧拉运动学方程以后，陀螺运动的理论才得以发展．上述论及的陀螺进动和章动，陀螺的定轴性和回转效应，正是陀螺运动理论的主要内容．关于陀螺的应用研究也经历了一个长时间的探索．首先在19世纪中叶，随着钢制外壳船舶的出现，磁罗盘导航失效，人们对用陀螺导航的要求日益迫切．在第一次大战中美国海军制成了陀螺导航仪，并很快被其他国家采用．随着航海航空事业的发展，陀螺仪已成为不可缺少的精密导航仪器．20世纪初出现了飞机的陀螺稳定器和自动驾驶仪．直到1940年后，陀螺罗盘才完全替代了磁罗盘．1950年出现了陀螺惯性导航系统．为了消除难以避免的轴承摩擦力和支点与质心的偏差所引起的进动漂移，人们着手研制电陀螺和磁陀螺——用电力或磁力托起球形转子以实现无支承悬浮．当然磁陀螺转子必须是个超导体．

习　题

7.1　一圆盘绕固定轴由静止出发作匀加速转动，加速度为0.50rad／s2
 ，求经过10s后盘上离轴r＝1.0cm处一点的切向加速度和法向加速度．在刚刚开始时，该点的切向加速度和法向加速度各等于多少？

7.2　有一圆盘绕定轴O转动，试证圆盘上任意两点A，B的速度vA
 ，vB
 与加速度aA
 ，aB
 有下列关系：vA
 与aA
 间的夹角θA
 等于vB
 与aB
 间的夹角θB
 ．

7.3　一半径为R的轮子在水平面上作纯滚动如图所示．

（1）若已知轴心O的速度vo
 ＝常数．求轮边上任一点A的速度和加速度的大小及方向，并在图上标出．

（2）若已知轮心O作匀加速运动，加速度为a，求最高点B的加速度的大小和方向（t＝0，vo
 ＝0）．
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习题　7.3
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习题　7.4

7.4　半径为R的轮子在水平面上作纯滚动，轮中部绕线轴的半径为r，线端点A以不变的速度u沿水平方向运动（见图），求

（1）轮心的速度及轮子的转动角速度；

（2）轮子与平面接触点B的加速度．

7.5　试从（7.3）式出发证明，若已知刚体的角速度ω及任一点A的速度vA
 ，则瞬心P点与A点的距离为RAP
 ＝vA
 ／ω，它提供了寻找瞬心位置的一种方法．

7.6　寻找瞬心位置的几何方法是，在平面平行运动刚体上找出速度方向不同的两点A，B，分别作vA
 ，vB
 方向的垂线，两垂线的交点即为瞬心．试据此求图示均匀直杆在墙和地面均光滑情况下滑倒时的瞬心．
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习题　7.6

7.7　由三根长l、质量为m的均匀细杆组成一个三角架，求它对通过其中一个顶点且与架平面垂直的轴的转动惯量．

7.8　求图7-19所示的圆锥棒对它的对称轴Ox的转动惯量．

7.9　如图，钟摆可绕O轴转动．设细杆长l，质量为m，圆盘半径为R，质量为．求

（1）对O轴的转动惯量；

（2）质心C的位置和对它的转动惯量．

7.10　在质量为M、半径为R的匀质圆盘上挖出半径为两个圆孔，孔心在半径的中点．求剩余部分对大圆盘中心且与盘面垂直的轴线的转动惯量．
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习题　7.9
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习题　7.10

7.11　一大电机在达到20r／s（转／秒）的转速时关闭电源，若令其在仅有摩擦力矩的情况下逐渐停止，需时240s；若加上阻尼力矩500N·m，则在40s即可停止．试计算该电机的转动惯量．

7.12　飞轮的质量为100kg，直径为1m，转速为100r／min，现要求在5s内使其制动，求制动力F．设闸瓦与飞轮之间的摩擦因数μ＝0.50，飞轮的质量全部分布在轮的外周上，尺寸如图所示．
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习题　7.12

7.13　图中的均匀圆盘半径为R，质量为M，可绕O轴无摩擦转动．盘边缘绕一轻绳，绳上挂一质量为m的物体．求圆盘的角加速度及圆盘边缘各点的切向加速度；这系统的机械能是否守恒？
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习题　7.13

7.14　图示为固定在一起的两个同轴圆柱刚体，可绕OO′轴转动．设大柱体与小柱体的半径分别为R1
 和R2
 ，长分别为l1
 和l2
 ，整个刚体的质量为M，两柱体上的绳子分别与m1
 ，m2
 相连，求转动时刚体的角加速度．

7.15　质量为M、半径为R的圆盘可绕O轴在铅垂面内转动．若盘开始时自静止下落，求到达铅垂位置（图中虚线）时盘的质心及A点的速度．
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习题　7.14
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习题　7.15

7.16　太阳绕其自转轴的旋转周期平均为22天．已知太阳平均半径为6.96×108
 m，平均密度为1.41×103
 kg／m3
 ．若太阳由于某种原因塌缩成密度为1.18×1017
 kg／m3
 的中子星，试估算它的自转角速度和周期．

7.17　图中AB为一静止的细长棒．长为l、质量为M，可绕O轴在水平面内转动．若以质量为m、速率为v的子弹在水平面内沿与棒垂直的方向射入棒的一端，设击穿后，子弹的速率减为v/2．求棒的角速度．
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习题　7.17

7.18　质量为M的人站在可绕中心垂直轴转动的静止圆盘的边缘处．圆盘的质量为10M，半径为R．圆盘与轴的摩擦可略去不计．此人沿圆盘边缘切线方向抛出质量为m的石头，石头相对于地面的速率为v．求

（1）圆盘的角速率；

（2）此人扔掉石头后的线速率．

7.19　一质量为M、半径为R的水平圆盘，可绕通过其中心且与盘面垂直的光滑铅直轴转动．圆盘原来是静止的，盘上站着一质量为m的人，当这个人沿着距圆盘中心为r（r＜R）的圆周匀速走动、相对于圆盘的速率为v时，圆盘将以多大的角速度旋转？

7.20　参见习题5.3，如果突然将棒端O点固定，使棒变为绕过O点的轴的转动，求棒的角速度．

7.21　求习题7.6所示直杆从角度φ0
 以无初速开始滑倒，但A端未离开墙时的质心速度和转动角速度（表为φ的函数），设杆长l．

7.22　一质量为m、半径为R的均匀圆柱，以初速v0
 沿45°斜面自底部向上运动．已知摩擦因数μ＝1/3，求圆柱开始纯滚的时间t，及此时质心加速度、圆柱的转动角速度．

7.23　一长为l、质量为M的均匀细棒，静止于光滑水平桌面上，一质量为m的小球以初速v0
 与棒的端点垂直地作弹性碰撞．求碰后小球与棒的运动情况．

7.24　如图所示，质量为m，半径为r的小球从半径为R的固定圆柱面顶端自静止开始滚动．为保证在θ≤45°的范围内小球作纯滚动，试求静摩擦因数μ的最小值．
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习题　7.24
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习题　7.25

7.25　圆柱体重6kg，用两条轻软的绳子对称地绕在这圆柱体两端附近，两绳的另一端分别拴在天花板上．现将圆柱体水平地托着，且使两绳铅直地拉紧，然后将它释放．试求此圆柱体向下运动的加速度及向下加速运动时绳中的张力．

7.26　地面上有一线轴，今用一力拉线，线与地面成θ角．假定线轴与地面之间无滑动，试证明：

（1）θ＜arccos（r/R）时，线轴向前滚动；

（2）θ＞arccos（r/R）时，线轴向后滚动．
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习题　7.26


8　振　　动

8.1　振动的描述

8.2　弹性系统的自由振动

8.3　多自由度弹性系统

8.4　弹性系统的阻尼运动

8.5　简谐量的保守性与对应表示

8.6　弹性系统的受迫振动与共振

8.7　自激振动

8.8　非线性振动与混沌

8.9　振动的合成

8.1　振动的描述

·概述

·简谐振动及其特征量——振幅，周期或频率，相位与初相位

·任意周期运动的分解——周期函数的傅里叶分析

●概述

周而复始而循环往复的运动，被统称为振动．比如，弹簧振子的运动，挂钟的摆动，心脏的跳动，肺部的呼吸；声波场中介质元的振动，地震波场中地壳的振动，大风冲击下桥梁的振动；弦乐器中弦的振动，管乐器中空气的振动，打击乐器中鼓面锣面的振动；汽轮机、涡轮机、发电机、电动机和车床中，高速旋转的转子引起的支架的振动，底座的振动乃至厂房的振动；固体物理中晶格的热振动，多原子分子中原子的振动，等等．总之，振动是自然界和物理世界中广泛存在且十分重要的一种运动形态．可以说，人类生活在振动和波动的环境中．如果联系到电磁现象——交变的电压和电流，交变的电场和磁场，那振动的物理量或周期性变化的物理量，就不限于力学范畴中的机械位移了．这些不同范围的周期运动或周期变化，在描述方式和处理方法乃至某些结果的数学形式上，均具有极大的相似性和可类比性．对较为直观的机械振动的研究，无疑地为我们直接掌握振动这一类的运动形态提供坚实的基础．本章先是对振动作简要的描述，随后几节着重分析振动的动力学机制，内在的和外激的因素，以及相应的各种振动的主要特征和相关的若干应用．

●简谐振动及其特征量——振幅，周期或频率，相位与初相位
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图8-1　（a）一维弹簧振子，（b）位移函数

见图8-1，设一维弹簧振子有一初位移，然后被释放而自由运动，将出现周而复始的简谐振动，其位移函数一般可采取以下三种表达式中之一种．
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理论上常用第一表达式．兹对包含于振动函数中的几个特征量分述如下．

（1）振幅A，表示振动的最大位移量±A．

（2）周期T，表示完成一次振动的时间；或频率f表示一秒钟有几次振动；或角频率ω表示一秒钟变化的相角弧度值．三者一一对应，均用以表示振动的快慢程度，
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频率f的单位为次／秒，称为赫兹，记作Hz，1Hz＝1s-1
 ，角频率ω的单位为弧度／秒，记作rad／s．例如，男中音频率约为f≈300Hz，其角频率ω≈1.88×103
 rad／s．不过要注意，理论上常常与角频率ω打交道，为省事有时也说频率ω．

（3）初相位φ0
 与相位φ（t）＝ωt＋φ0
 ．它被用以刻画一周期内振动的不同状态．例如图8-1（b）显示的8个不同时刻的运动状态，其相位值分别为初相位φ0
 ＝0，φ1
 ＝π/2，φ2
 ＝π，φ3
 ＝3π/2，φ4
 ＝2π，完成一个周期，过后φ5
 ＝5π/2，φ6
 ＝3π，φ7
 ＝7π/2，φ8
 ＝4π，恰巧完成了两个周期．若问相位值φ＝π/4，该是对应哪一个点的运动状态，请读者自己练习．值得注意的是，时刻t1
 与t3
 振子的位移量相同，但振子的速度不同，相位值φ1
 与φ3
 反映了这一区别．再看t0
 与t2
 两个时刻，振子的速度均为零，但位移量不同，相位值φ0
 与φ2
 反映了这一区别．故中译名相位（phase）是双义词，同时反映了位置和速度（变化趋势）两个特征．总之，一周期内各点的运动状态皆不同，由相位值一一给予细致地刻画．相位值相差2π整数倍的两个状态完全相同．初相位φ0
 在两个同频简谐振动的合成中显得特别重要，这将在8.9节中详加说明．

最后尚需说明一点，（8.1）式表达的简谐振动，在时间上是无限持续的．这实际上是不可能存在的理想模式．即使对于一维弹簧振子，由于空气的阻尼和伴随弹簧反复伸缩而产生的材料内耗，使振子不可能永远保持等幅振动．但是，在持续振动时间∆t远远大于振动周期T的情形，就可以用简谐振动作近似地描写．换言之，理想的简谐振动是那种∆t≫T实际振动的抽象．在各种类型的振动中，简谐振动是最基本最典型的一种振动．或者说，简谐振动是各式周期运动的基元成分．

●任意周期运动的分解——周期函数的傅里叶分析

简谐振动被证认为各式周期运动的基元成分，这有两个根据．一是数学上的傅里叶分析，二是物理上线性动力学系统的广泛存在．

在数学上，一个周期为T的函数x（t），可以被展开为一系列不同频率的简谐函数的叠加——傅里叶级数展开：
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其中，频率fn
 ＝nf1
 ，而f1
 ＝1/T，被称为基频亦即原周期函数的频率，其他频率皆为基频的整数倍，二倍频、三倍频，等等．频率为fn
 的那个简谐成分的振幅为cn
 ，被称作傅里叶系数（Fourier coefficients），它决定于原函数x（t）的线形，
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图8-2显示一矩形周期函数及其前5个傅里叶分量．经积分运算可知：

c0
 ＝0，[image: alt]
 c2
 ＝0，[image: alt]
 c4
 ＝0，[image: alt]


各种内容和机制的动力学系统，总可以被抽象为一方框图——一个初态经系统而响应了一个终态，或一端输入经系统而响应了一个输出．一个复杂的激励（输入），可以被分解为若干简单的激励，比如上述的傅里叶级数展开，对应地有若干简单的分响应．若总激励经动力学系统导致的总响应等于若干分响应之叠加，则该系统称为线性动力学系统；反之，总响应不等于分响应之叠加，则该系统称为非线性系统．由此可见，对于线性系统而言，对激励的分解和对响应的合成才有意义，或者说才被允许．以上概述过于抽象，随后几节将在适当场合联系具体情形给予具体说明．在此无非表明一点，如果没有系统线性的保证，那数学上的傅里叶分析只是纸上谈兵，并无物理上的实际效应．一旦两者得以结合，那将如虎添翼，使人们对系统诸如力学的、热学的、电磁学的和光学的系统的分析能力，大为增强，提高到了一个新水平和新境界．

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


图8-2　方波及其傅里叶分量（前5个）

8.2　弹性系统的自由振动

·一维弹簧振子及其运动方程

·本征频率

·初条件决定振幅和初相位

·复摆、单摆和等时摆

·自由谐振子的能量

·求本征频率的其他方法——等效劲度系数

●一维弹簧振子及其运动方程

如图8-1所示，一劲度系数为k的水平弹簧与质量为m的质点，组成一个一维弹性系统，根据胡克定律和牛顿定律，

f＝-kx，[image: alt]


得振子的运动方程
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它表明待求的位移函数x（t）具有这样的特征，其对t二次求导以后再现自身且添加一负号．注意到k单位为N／m，m单位为kg，故系数k／m的量纲为1／s2
 ，引入缩写符号ω0
 ，令
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于是（8.4）式被改写为
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其通解形式为
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这表明振子作简谐振动．简谐函数就是这样，经两次微商后再现自身且添负号．可见，微分方程（8.4）式或（8.6）式中的负号是至关重要的，它是那系统存在线性恢复力的一个标志．

●本征频率

首先我们注意到谐振子的（角）频率ω0
 由（8.5）式给出，它决定于k和m，与初条件无关．无论什么初条件，一旦振动起来，就是这个确定的频率，它是弹性系统特征的集中体现，故称ω0
 或f0
 ＝ω0
 ／2π为本征频率（eigenfrequency），也曾被称为固有频率．值得强调的是，一旦得到了物体运动微分方程具有如下形式
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便可断定物体作简谐振动，其本征角频率由函数项x（t）的系数给出应是ω0
 ．

●初条件决定振幅和初相位

通解形式中有两个待定常数，振幅A和初相位φ0
 ，它们决定于初条件（x0
 ，v0
 ），这里x0
 为初位移，v0
 为初速度．其具体关系式是
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可见，当x0
 相同而v0
 不同，或x0
 不同而v0
 相同，将出现不同的初相位φ0
 值与不同的振幅值．以上结果由联立方程

x0
 ＝Acosφ0
 ，[image: alt]


解出．

●复摆、单摆和等时摆

见图8-3，一刚体可绕O轴在铅直面内作定轴转动，忽略轴承的摩擦力矩，刚体仅在重力矩作用下摆动，称其为复摆（compound pendulum），又称物理摆．由定轴转动定理和力矩公式：
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图8-3　复摆与单摆
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 Mz
 ＝-rC
 mgsinθ，

得到复摆的运动方程
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当摆角较小，θ＜0.4rad，可作小角近似sinθ≈θ，于是
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这与（8.8）式类似，便可作出如下结论：
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单摆可以被看作复摆的特例．即可令I＝ml2
 ，rC
 ＝l，这里忽略摆线的质量．于是得到小角度条件下，单摆作简谐振动的角频率为
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以上推导表明，致使复摆或单摆作简谐振动θ（t）的动因是重力矩；在小角条件下，重力矩近似为一线性恢复力矩．以上复摆和单摆的ω0
 也系本征频率，与振幅θ0
 （最大摆角）无关，显然这也只是在小角度条件下如此．若摆角过大，摆动周期就与振幅θ0
 有关了，这便是摆的等时性问题的研究．下面列出单摆周期T/T0
 随摆幅θ0
 变化的一组观测数据：
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可见，在摆角小于25°即0.4rad范围内，实际周期与小角近似结果的偏离不大于1％．

人类对于摆的研究，历史久远，这与摆运动的周期性可用于对时间的计量有关．公元前4世纪，亚历斯多芬在喜剧《蛙》中写道，音乐应该用摆动衡量．公元前214年，摆被用于拾振放大器——敌人用铁器挖地道时的撞击，可使一个悬挂的花瓶摆动．不过，对于摆的较为系统的研究，从理论上和实验上给予分析和阐述的，却直到17世纪由伽利略、惠更斯和牛顿等人相继完成．17岁的伽利略还是个医学院的学生，他在教堂作弥撒时，注意到了被点蜡人晃动了的灯架的摆动，他用数自己脉搏的办法，测量了每次摆动的时间，意外地发现尽管摆幅越来越小，但每次摆动的时间却相同．回家后，他又进一步作了不同的摆幅和不同质料的摆锤的实验，认定了摆动的等时性．他利用摆动的周期性，设计了一种脉搏仪，用标准长度的单摆来测量患者的脉搏．1614年，晚年的伽利略用单摆调整时钟，设计并制造了摆钟．

惠更斯于1656年利用摆的等时性制成了摆时钟．他把摆锤的运动视为圆周运动的一部分而给予细致的分析，并用几何方法得到了摆动周期公式[image: alt]
 他发明了等时摆，如图8-4所示，其摆动周期与摆幅无关，这是巧妙地用两条旋轮线OA和OA′来控制摆线的有效长度而得以实现的．惠更斯也是一位非线性振动研究的先驱者，他发现当摆幅较大时，摆动周期与摆幅有关．惠更斯关于摆运动方面的研究成果总结于《摆动时钟》一书中，出版于1674年．关于摆的动力学研究，直到1687年牛顿的《自然哲学的数学原理》一书问世后才进入主题，其中也专门论述了摆锤在真空和阻力介质中的运动．
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图8-4　惠更斯的等时摆

●自由谐振子的能量

它含动能mv2
 /2和弹性势能kx2
 /2两部分：
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对于自由谐振子，其本征频率ω[image: alt]
 ＝k/m，可见上述两项的系数相等，于是，在任意时刻自由谐振子的机械能
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与t无关．这表明自由谐振子运动过程中，动能与弹性势能互相转换而保持机械能守恒．这是自然的，所谓“自由”，就是指振子仅受系统内部保守力的作用，无其他外力存在．以后，我们将会遇到强迫谐振子的运动，那里虽然也有类似的Ek
 （t），Ep
 （t）表达式，但那系数不相等，这将导致E（t）与t有关，即其机械能并不守恒．

●求本征频率的其他方法——等效劲度系数

无论从运动学或动力学角度看，本征频率无疑是一弹性系统的一个最重要的物理量．可以通过建立动力学方程来确定ω0
 ，也可以由此演化出更直接的方法求出ω0
 ．具体做法可有两种．

（1）考察力．令振子作一小位移x，考察力f＝-ke
 x是否成立．如是，则它为线性恢复力，于是这系统的本征频率[image: alt]
 这里ke
 为等效劲度系数．例如图8-5所示弹簧组合的四种情况，不难求得其等效劲度系数分别为

（a）ke
 ＝k1
 ＋k2
 ，[image: alt]
 （c）ke
 ＝k1
 ＋k2
 ，（d）ke
 ＝k．

可见，并联弹簧振子ω0
 将增加，串联弹簧振子ω0
 将减少，铅直与水平的弹簧振子的ω0
 相等．
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（ａ）弹簧并联
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（ｂ）弹簧串联
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（c）又一种弹簧并联
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（d）铅直弹簧

图8-5　求等效劲度系数

（2）考察能量E，再根据（8.14）式直接导出本征频率公式
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这里E既可以是这系统的最大势能，也可以是这系统的最大动能，当然也可以是任一时刻这系统的机械能．
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图8-6　液柱振荡

现举一个用能量方法求本征频率ω0
 的例子．如图8-6所示，一U形管装有密度为ρ的液体，液柱总长度为L．先在左端吹气加压，使两端液面高度差h，然后放气，便出现液柱振荡现象，试求其振荡频率．在振荡过程中，a面为最高位置，b面为平衡位置，c面为最低位置，故液柱振荡的振幅[image: alt]
 设平衡位置bb′时这系统的重力势能为零，高度差h时液柱重力势能增加为E＝∆mgh／2，这是ab段液块∆m与b′c′段的势能差，这里∆m＝ρSh／2，而液体总质量m＝ρSL．代入（8.15）式，求出液柱振荡角频率
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它与h无关，这是预料中的，因为h表示的是一种初条件；它与液体密度ρ也无关，这倒是事先未料及的．不过，在这里并未考量液体振荡时与管壁的黏性阻力．设L≈30cm，算出ω0
 ≈8.1rad／s，即f0
 ≈1.3Hz．

8.3　多自由度弹性系统

·双振子——双原子分子振动模式

·耦合双振子

·三振子——CO2
 2简正振动模式

·弹簧的有效质量

·讨论——试用准静态能量法求出弹簧有效质量





上一节研究的是单自由度弹性系统及其本征频率，这是振动物理的基础．这一节讨论几个典型的多自由度弹性系统及其本征频率，不过本课程仍限于一维情形．

●双振子——双原子分子振动模式

见图8-7，一劲度系数为k的弹簧，其两个自由端系有两个质量块m1
 和m2
 ．这是双原子分子的力学模型，比如H2
 ，N2
 ，O2
 ，这类分子中的双原子，可近似地看为由一弹性力维系而作小振动．兹介绍两种方法求其本征频率．

[image: alt]
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图8-7　双振子及其振动模式

（1）图像分析．该系统不受外力，质心不动，故可以断定双振子同频逆向运动，且振幅比A1
 ／A2
 ＝m2
 ／m1
 ，满足杠杆关系．于是，双振子的振动函数被表示为

x1
 （t）＝A1
 cosω0
 t，

x2
 （t）＝A2
 cos（ω0
 t＋π）．

为了求得本征频率ω0
 ，可以将弹簧以质心为界分为左右两段，其相应的劲度系数为k1
 和k2
 ．对于同品种弹簧，长度l越短则其k越大，故列出关于k1
 ，k2
 的两个关系式
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求得
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进而得本征频率
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可见，出现了约化质量μ，凡是将两体问题转化为一体问题则约化质量这一角色必定登场主演．如果采用能量语言描述之，谐振子处于弹性势能谷，在其邻近区域作小振动，劲度系统k便是弹性势能在谷点的二次微商值，即k＝（d2
 E／dx2
 ）0
 ，于是（8.17）式被转换为
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（2）标准理论方法．设坐标轴为x轴，m1
 位移量x1
 由平衡点O1
 起算，m2
 位移x2
 由平衡点O2
 起算．列出运动方程
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设稳定振动模式为

x1
 （t）＝A1
 cosωt，　x2
 （t）＝A2
 cosωt．

代入运动方程，得

-m1
 A1
 ω2
 ＝-k（A1
 －A2
 ），　-m2
 A2
 ω2
 ＝-k（A2
 －A1
 ），

经整理得振幅代数方程，

[image: alt]


这是一个齐次方程，其振幅非零解的条件是其系数行列式为零，即
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展开为

（k－m1
 ω2
 ）（k－m2
 ω2
 ）－k2
 ＝0，

此乃频率方程．求得

[image: alt]


零频表示系统整体刚性平动，非零频成分才是实际振动．再将ωb
 代入振幅方程，求得振幅关系为
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这表明双振子实际振动时反向，相位差π，且振幅比满足杠杆关系．这些定量结果均与图像分析方法所得的一致．这一标准理论方法可用于处理复杂系统．

●耦合双振子

见图8-8．弹簧k1
 联系的振子m1
 与k2
 联系的振子m2
 之间，由弹簧k牵连，形成一耦合双振子系统．设两振子的位移量分别为x1
 （t）和x2
 （t），其运动方程为
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（a）
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（b）
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（c）
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（d）

图8-8　耦合双振子的振动模式

须知，系统的稳定振动模式应当是同频同相位或反相位的，故设

x1
 （t）＝A1
 cosωt，　x2
 （t）＝A2
 cosωt．

代入运动方程，经整理得振幅联立代数方程，
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这是一个齐次方程，其振幅非零解的条件是其系数行列式为零，
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展开为一频率方程，
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解出本征频率ωa
 ，ωb
 ，再代入振幅方程确定振幅比A1
 ／A2
 ，最后得到耦合双振子系统的振动模式．

为了突出物理图像，试讨论一特例，k1
 ＝k2
 ＝k，m1
 ＝m2
 ＝m，于是（8.22）式被简化为

（2k－mω2
 ）2
 －k2
 ＝0，

有

mω2
 ＝2k[image: alt]
 k＝k或3k，

得本征频率
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相应的振幅比为
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由此可见，这个耦合双振子系统存在两个振动模式，
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或

[image: alt]


如图8-8（c）（d）所示．至于初相位φa
 或φb
 ，以及振幅值A或B的具体取值，那决定于初条件．重要的是，本征频率及相应的振幅比被系统本性（k，m）决定．图8-8（c）表明双振子同相位同振幅，这意味着中间耦合弹簧无伸缩而不起作用，故m1
 或m2
 如同在一个弹簧作用下振动，自然其频率应当为[image: alt]
 图8-8（d）表明双振子反相位同振幅，这意味着中间耦合弹簧的形变量加倍，对每个振子来说等效于ke
 变为（k＋2k）＝3k，这便是[image: alt]
 的由来．

●三振子——CO2
 简正振动模式
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图8-9　CO2
 振动模式

见图8-9，三振子弹性系统，可以作为像CO2
 这类三原子分子的力学模型，碳原子居中，两侧对称地由弹性力维系着氧原子．求其本征频率和振幅比的理论程序，与耦合双振子的完全类同．这就是：设位移函数x1
 （x），x2
 （t），x3
 （t）→列出动力学微分方程组→设稳定解为同频同相位的简谐型→振幅方程组→频率方程组→解出本征频率ωa
 ，ωb
 ，ωc
 →代入振幅方程组求得振幅比．不过，注意到与耦合双振子不同之处是，三振子不受外力，其质心不动或匀速运动．因此，可根据对称性分析，由直观图像得到以下结果：
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三原子分子有9个自由度，减去3个平动自由度，再减去2个转动自由度（对于线型分子），还有4个振动自由度．由图8-9（b）和（c）显示沿分子轴向的两个对称和反对称的振动模式，图8-9（d）显示轴外一振动模式，其本征频率为ωd
 ，式中k′是与分子横向形变相对应的弯曲力常数，如同k是与分子轴向形变相对应的伸缩力常数，这两个特征常数反映了C—O化学键的性质．其实轴外振动有两个自由度（正交坐标轴），由于线型分子的轴对称性，这两个振动本征频率是完全相同的，系频率简并振动．多自由度弹性系统振动模式的研究，为多原子分子理论提供了必要的力学模型．可观测的分子振动光谱与这些振动模式息息相关，理论与实验的对证，为人们认识分子结构与化学键性质提供了有效途径．

最后尚需说明一点．上述关于双振子、耦合振子和三振子系统的研究，着眼于系统的本征频率和振幅比．它们均属系统的本性，因而通常将其相关的振动模式称为简正振动模式（normal mode of vibration）．中译名“简正”含简谐公正之双义，一简正模属于系统公有，全部振子均按相同频率作简谐振动．由于涉及的动力学微分方程均为线性方程，其解满足叠加原理．就是说，所有简正模的线性组合依然满足运动方程，其线性系数由初条件决定，从而决定了那些简正模各自被激发的程度，最终确定了每个振子的实际振动态．比如，对于三振子系统，若最初按图8-9（b）方式将两端振子压缩，然后放手，那系统只有简正频率为ωb
 的简正模被激发，其他简正模潜伏之．若首先给一质点以冲击，然后释放开这个系统，则将产生复杂的运动，它是若干这样的简正振动的叠加，而简正振动的数目总是等于振动自由度的数目．

●弹簧的有效质量

求解多自由度系统本征频率的那个标准理论方法，可用来求出弹簧的有效质量，而将一维弹簧振子的本征频率公式修正为
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图8-10（a）　离散质元法分析弹簧有效质量

这里，m*
 便是弹簧实际惯性质量m0
 反映到基频ω0
 公式中的有效质量．可用几种方法求得m*
 ，其中之一是将连续分布的弹簧质量离散化——离散质元法，如图8-10（a）所示，将弹簧等分为N段小弹簧，等间隔地分布着等质量的质点，最后再接上振子m于端点．于是，m1
 ＝m2
 ＝…＝mN
 ＝m0
 ／N，k1
 ＝k2
 ＝…kN
 ＝Nk．仿照分析双振子耦合系统的理论程序，求出一组本征频率值．可以预料其理论推算的工作量是很大的，尤其为了精确而选N为较大数目时．结果表明，有效质量m*
 在m0
 /3～m0
 /2之间．较精确的数值为
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●讨论——试用准静态能量法求出弹簧有效质量

如图8-10（b）所示，一端固定的水平均质弹簧，其自然长度为l0
 ，自身质量为m0
 ，其另一端系有一质量为m的振子．若让该振子有个初位移A，然后释放之，则这振子以一定角频率ω0
 作自由振动．设其位移函数为
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图8-10（b）　能量法导出弹簧有效质量

在这自由振动过程中，弹簧系统的机械能是守恒的．若不计及弹簧的质量m0
 ，则这机械能守恒式可写成
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代入式（1*
 ），有
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即　　　　　　[image: alt]


可以判定　　　　　　　[image: alt]


于是得弹簧振子作自由振动的本征角频率为
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这个从能量法得到的ω0
 公式与由动力学方程所得结果是一致的．

若计及弹簧质量m0
 的影响，则必须对上述（2*
 ）式左端第二项即动能项作出相应的修正．因为端点振子的位移x0
 （t）必然导致弹簧各段质量元响应一个位移x（t），而第一项即弹性势能项[image: alt]
 它表示的正是整段弹簧的弹性势能，故对它无须修正．在这里我们采用准静态近似来处理x（t）与x0
 （t）的关系，兹具体分析如下．

沿弹簧自然长度l0
 取一自然坐标u，在（u，u＋du）段的质量元其质量为

dm＝ηdu，　质量线密度　[image: alt]


当端点即u＝l0
 处位移x0
 时，该质量元响应的位移量x满足线性关系，
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这就是准静态近似，而在静态弹簧拉伸实验中上式是严格成立的．于是，当端点振子有一个速度v0
 时，该质量元就有一个相应速度和动能，分别为
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由此可见，弹簧沿途各点的速度是不同的，与其自然坐标u成正比．那么，这根弹簧的总动能便可由一积分式而得到，
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至此，完成了对弹簧质量不可忽略时系统之动能项的修正，即
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相应的系统本征角频率的修正为
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换言之，自身质量为m0
 的弹簧对系统本征频率的影响由其有效质量m*
 来体现，且
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让我们进一步考量上述准静态近似所要求的实际条件．我们知道，端点振子的振动必将引起弹簧上各质量元先后振动起来，而形成一个弹性波，且各点振动的步调并不一致，即存在相位差．只有当弹簧长度l0
 远远地小于这弹性波的波长λ时，才可近似地认为“步调一致”，即满足准静态近似（3*
 ）式．据此写下

l0
 ≪λ，　且[image: alt]


换言之，准静态近似所要求的频率条件为
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查有关波速的数据表，获知合金固体中的波速V在103
 m／s量级．若设该弹簧长度l0
 ≈30cm，得

fM
 ≈3×103
 Hz．

这表明此种场合只要振子频率被限定于几百赫兹范围内，其准静态近似条件能很好地得以满足．

8.4　弹性系统的阻尼运动

·运动方程含阻尼项

·阻尼因数

·弱阻尼时的衰减振动

·强阻尼时的衰减运动

·临界阻尼

●运动方程含阻尼项
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图8-11　阻尼振动

见图8-11，一弹簧连系一质量块．当介质是液体或气体时，质量块的运动将受到来自流体黏性力的作用，而不能维持等幅的自由振动．由牛顿运动定律，写出
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其中，弹性力f1
 ＝-kx，黏性力f2
 与物体运动速度有关，一般被表示为
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这里，γ被称为阻力系数或力阻，其单位为牛·秒／米，记为N·s／m．于是得运动方程，

[image: alt]


可见，运动微分方程中的一次微商项与阻力相联系，被称为阻尼项；零次微商项即所求函数项代表弹性力．

●阻尼因数

为了规范此时的微分方程形式，引入阻尼因数β，它被定义为
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其单位为1／秒，记为1／s，与频率单位相同．注意到k／m＝ω[image: alt]
 ，最后得弹性系统振子的阻尼运动方程为
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求解该微分方程的难度取决于阻尼因数β的性质．只有在低速运动情形下，β为常数，即黏性阻力f∝v，这时（8.30）式才成为常系数二阶线性齐次方程．高速运动时，将出现f∝v2
 情形，那方程就成为一个非线性微分方程．本课程针对β为常数的情形．在数学上对于常系数二阶线性齐次方程有标准的解法，其通解形式按阻尼因数的大小，呈现三种不同状态，现分述如下．

●弱阻尼时的衰减振动

当[image: alt]
 方程（8.30）的解为
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其中

[image: alt]


如图8-12所示，振子运动虽也往返，但并不复始，振幅递减，这是因为黏性阻力时时做负功，耗散了系统的机械能．
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图8-12　阻尼振动
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图8-13　强阻尼和临界阻尼运动

●强阻尼时的衰减运动

当[image: alt]
 方程（8.30）的解为
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其中

[image: alt]


位移函数的变化如图8-13所示，不呈现振荡．

●临界阻尼

当[image: alt]
 方程（8.30）的解为

[image: alt]


如图8-12所示，其运动开始有较大的恢复趋势，似有冲过平衡点向负方向运动而欲振动之态，但终究没有冲过去，表现为比过阻尼更快地趋向平衡点．这一临界态的特性颇引人兴趣．

注意到以上三种情况的通解中，均含两个待定常数（A，φ0
 ）或（c1
 ，c2
 ），它们由初条件（x0
 ，v0
 ）确定．这里显示的三条函数曲线均为有初位移而v0
 ＝0的情形．若系统有初速度而x0
 ＝0，则三条位移函数曲线的形貌在初始阶段将不一样，读者自己试画之．

最后，值得一提的是，上述关于弹性系统线性阻尼运动的三种可能的状态，是按阻尼因数β与本征频率ω0
 值之比值与1相比较而分别的．可见，ω0
 作为弹性系统的一个最重要参数，虽然现在不显现频率特性，但仍在深层次上继续起作用．上述三种运动的共同特点是衰减，虽然过程有所不同．凡是按e-αt
 指数而衰减的过程，其快慢程度取决于负指数的系数α值的大小，通常引入时间常数
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被用以定量描述衰减过程的快慢．当t＝τ时，运动衰减为起初的37％；当t＝3τ时，仅保持有5％．

8.5　简谐量的保守性与对应表示

·简谐量微商仍为同频简谐量

·简谐量积分仍为同频简谐量

·两个同频简谐量的合成仍为同频简谐量

·简谐量与矢量的对应

·简谐量与复数的对应

·简谐量的微商算符与积分算





物理学对于简谐振动情有独钟，这缘于简谐量具有若干独特的性质．现将这些独特性质在本节予以集中地介绍，而其应用几乎遍及物理学的各个领域．下一节对于弹性系统的强迫振动的处理方法，就是其应用的一个典型．

●简谐量微商仍为同频简谐量

比如，一维弹簧振子的位移函数是一简谐量，

x（t）＝Acos（ωt＋φ0
 ），

相应的速度函数为
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这里

B＝ωA，[image: alt]


这表明，速度依然是一同频简谐量，且幅值乘以ω倍，而相位添加π/2，如图8-14所示．速度与位移的相位差为π/2，表明两者变化步调并不一致．比如，位移最大时刻，速度为零；位移为零时刻，速度恰值正极大或负极大，这正是通过平衡点时的状态．接着再作一次微商运算以求得其加速度，
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其中
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图8-14　简谐运动的位移、速度、加速度

C＝ωB＝ω2
 A，[image: alt]


这正是所预料的，加速度函数依然是一同频简谐量，且幅值再乘以ω，相位又添加π/2．于是加速度与位移的相位差为π，这表明两者变化步调恰好相反．比如，位移为正极大时，加速度达到负极大；位移为零时，加速度也为零，而速度却最大．

●简谐量积分仍为同频简谐量

位移是速度的积分，而积分是微商的逆运算．可以预料，一简谐量的积分依然是一同频简谐量，
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且其幅值除以ω，其相位减去π/2．

这有一点值得注意，原本表示简谐变化快慢的角频率ω，经微商或积分运算后，不仅依然保留在相角中起着角频率的作用，而且影响着简谐量的幅值变化ω倍或1/ω倍．

●两个同频简谐量的合成仍为同频简谐量

在很多场合将出现两个同频简谐振动的叠加．设

x1
 （t）＝A1
 cos（ωt＋φ10
 ），　x2
 （t）＝A2
 cos（ωt＋φ20
 ），

则两者的合成运动为

x（t）＝x1
 （t）＋x2
 （t）＝A1
 cos（ωt＋φ10
 ）＋A2
 cos（ωt＋φ20
 ）．

可以用三角函数的直接运算方法且利用三角函数的有关公式，求得合成运动为

x（t）＝Acos（ωt＋φ0
 ），

且　　[image: alt]


这个公式十分有用，在力学中的振动与波，在电磁学中的交流电路，在光学中的光波叠加与干涉，等等场合都将应用到这一公式．当然，两个同频简谐量的合成依然为一同频简谐量这一性质的物理意义，并不限于此，它将在求解线性动力学微分方程中进一步发挥作用．

●简谐量与矢量的对应

矢量有长度与方向，而简谐量有幅值与相位．基于此而建立了两者的对应关系——取矢量的长度表示简谐量幅值A，取矢量的方向角表示简谐量的相位（ωt＋φ0
 ），如图8-15（a）所示．泛言之，“对应关系”不是“相等关系”，量的对应服务于运算的对应，只有在对应的运算操作和结果中才能显示当初建立对应关系的合理性和优越性．比如，在目前矢量与简谐量的对应，则服务于处理两个同频简谐量的合成，如图8-15（b）所示：
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（a）

[image: alt]


（b）

图8-15　（a）简谐量与矢量的对应，（b）矢量图解两个同频简谐量的叠加
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按矢量运算规则，容易地求得合成矢量x的长度A与方向角（ωt＋φ0
 ）．其结果与（8.40）式给出的完全一致，读者可以审核之．由此便不难想到，若用矢量图解法处理多个同频简谐量的合成问题，可能十分简便．

●简谐量与复数的对应

复平面上一点代表一个复数，也对应一个矢量．由矢量对应简谐量，进一步发展为简谐量与复数的对应，这在对应概念上想来倒很自然．复数有模与辐角两个特征，而简谐量有幅值与相位．两者的对应关系是，取复数[image: alt]
 之模表示简谐量的幅值A，取复数之辐角表示简谐量的相位，即
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于是，两个同频简谐量之合成便对应于两个复数之和，
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按复数运算规则求得合成复数之模及其辐角，再“翻译”回去，它代表了一个合成的简谐量，结果与（8.40）式给出的完全一致．建立复数与简谐量对应的优越性，不仅体现在多个同频简谐量叠加的复数解法中，也体现在简谐量的微商运算和积分运算的对应算符中．

●简谐量的微商算符与积分算符

由简谐量的复数对应，进一步导出简谐量微商dx/dt的复数对应，
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即
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这表明，简谐量经微商运算带来的幅值ω倍、相位添加π/2的两点变化，在复函数域中由一个量iω予以反映，其中虚数单位[image: alt]
 体现了＋π/2的相移量．上式说明，在实函数域中简谐函数的微商算符d/dt对应复函数域中iω，即
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有了这种算符对应，便将线性动力学微分方程转换为复数代数方程，以致求解起来自然十分简洁．

8.6　弹性系统的受迫振动与共振

·运动方程含周期性驱动力

·复数法求其定态解——受迫振动

·受迫振动的重要特征

·位移幅值和相位的频应曲线——位移共振

·速度幅值和相位的频应曲线——速度共振

·受迫弹性系统的能量分析

·共振系统的品质因数——Q值

·能量的共振转移与共振吸收

●运动方程含周期性驱动力

见图8-16，一维弹簧振子除了受到弹性力f1
 和阻尼力f2
 作用外，还受到一个外来的周期性驱动力（driving force），

f（t）＝Fcosωt，
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图8-16　周期性驱动力f（t）

这里F为驱动力之幅值，简称力幅，ω为驱动力之角频率．荡秋千的外推力，隆隆马达对机房的作用力，或者队伍行进的步伐对桥梁的作用力，均系这类周期性驱动力的日常例子．于是，振子的运动方程为

[image: alt]


即
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其中，β为阻尼因数，ω0
 为本征角频率，C为单位质量受到的驱动力之幅值．即

2β＝γ／m，[image: alt]
 　C＝F／m．

方程（8.44）与弹性振子阻尼运动方程（8.30）的区别是其右端不为零，这是一个二阶常系数线性非齐次的微分方程．微分方程理论表明，非齐次微分方程的通解等于“齐次方程的通解”加上“非齐次方程的特解”．而目前齐次方程的通解正是弹性系统的阻尼运动，其三种可能的过程均系衰减运动，在此称其为暂态（transient state），它在稍长时间后便不复存在．非齐次方程的特解是长时间能维持下来的定态（steady state）．我们关注并寻求的正是这个定态解．

●复数法求其定态解——受迫振动

设方程（8.44）特解形式设定为同频简谐型，
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这一设定是合理的，因为（8.44）方程是线性微分方程，故方程左边三项由于简谐量的保守性而成为三个同频简谐函数，其和仍为同频简谐型，而与右边同频简谐型驱动力相一致，这是完全可能的．这里我们采用复数法，将该微分方程转变为复数的代数方程如下，
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解出
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即
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这里A和φ0
 确定了周期性驱动力作用下振子的运动特征，故这种振动称为受迫振动（forced vibration）．

●受迫振动的重要特征

与自由振动和阻尼振动相比较，弹性系统的受迫振动具有以下几个重要特征．

（1）受迫振动的频率与外来驱动力的频率相同，振子按外来驱动力即外激励的频率而作受迫振动．

（2）受迫振动的振幅A与相位φ0
 是确定的，与初条件即初位移和初速度无关，它们由力幅F、质量m、外驱动力频率ω、阻尼因数β和弹性系统本征频率值ω0
 等诸多因素决定．初条件仅影响最初的暂态过程，并不影响其定态解．

（3）尤其引人注目的是出现了A（ω），φ0
 （ω）函数，这就是说，外驱动力的频率将影响着受迫振动的振幅和相位，在其他参量相同情形下，不同ω值将产生不同的振幅和相位．正是如此，在振幅或相位的频率响应曲线（频应曲线）中出现了“共振”（resonance）．

●位移幅值和相位的频应曲线——位移共振

图8-17（a）显示了位移幅值对频率的响应函数A（ω）曲线，出现了共振峰（resonant peak）．出现共振峰的频率条件ωr
 及相应的共振峰高度AM
 为
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由此可见，共振频率ωr
 并不等于本征频率ω0
 值，而是稍小一些．阻尼因数越小，则ωr
 值越靠近ω0
 ，峰值AM
 也越大，且共振峰越加尖锐．在弱阻尼条件下，[image: alt]
 有

ωr
 ≈ω0
 ，[image: alt]


由于此时共振峰非常尖锐，当外来激励频率在ωr
 附近稍有改变，将导致振幅响应有显著变化．

位移函数的初相位φ0
 反映了位移x（t）与驱动力f（t）之间的相位差．图8-17（b）显示了该相位差对频率的响应函数φ0
 （ω）曲线，φ0
 取值范围为（-π，0），说明位移变化总是落后于驱动力的变化．当ω＝ω0
 时，恰巧有φ0
 ＝-π/2．
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图8-17　位移共振与速度共振

●速度幅值和相位的频应曲线——速度共振

由位移函数得到速度函数[image: alt]
 其中

B（ω）＝ωA（ω），[image: alt]


这两条频应曲线分别显示于图8-17（c）和（d）．有意思的是，速度幅值B（ω）的共振频率正好严格地等于本征频率ω0
 值，这时速度函数与激励函数的相位差也恰巧为零，即φ′0
 （ω0
 ）＝0，这表明v（t）与f（t）完全同步．乘积f（t）v（t）表示瞬时功率，那φ′0
 ＝0意味着驱动力对系统时时做正功，向系统输送或转移能量的效率最高，从而出现了速度共振峰．

●受迫弹性系统的能量分析

定性地看，一个系统内部存在阻尼力这种耗散因素，却又能维持等幅振动这一稳定态，那必定是从外部输入能量以补偿内部耗散．下面对此定量考察之．

先考察阻尼力f2
 ＝-γv，其瞬时功率为
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相应的平均功率
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再考量外来驱动力f（t）＝Fcosωt，其瞬时功率为
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这相位差[image: alt]
 的存在，表明外来驱动力并非时时做正功，一周期内它有时做正功有时做负功，或者说与外界驱动力相联系的那个系统即激励能源，有时输出能量有时又回收能量，但总量是前者多于后者．于是，驱动力的平均功率为
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正如所期望的那样，

P＋P2
 ＝0．

这表明，为了维持定态，外界在一周期（2π）内向系统输入的能量值为
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这也正是一周内系统耗散的能量值．

●共振系统的品质因素——Q值

综上所述，受迫振动系统的显著特点是存在一共振态，故人们简称其为共振系统．可以引入一个物理量——品质因数（quality factor），用以集中地反映共振系统的性能，它被简称为Q值．可以有几种不同的方式引入Q值，这里从能量的角度定义品质因数
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其中分子∆E0
 表示系统的储能，[image: alt]
 分母∆E表示一周期内系统的耗能值．∆E由（8.51）式给出．这定义式表明Q值越高，系统储能本领越大，而所付出的能量代价越小．代入∆E0
 ，∆E公式，得
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通常总是在共振态及其邻近考量Q值，此时ω≈ω0
 ，并注意到[image: alt]
 [image: alt]
 最后得
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它指出为了提高共振系统的Q值，该怎样调整系统参数．进一步的推导表明，Q值越高，则系统达到共振的峰值越大且越尖锐，即系统对外部激励有着更高的选择性．

●能量的共振转移和共振吸收

图8-17显示的一组频应曲线，其横坐标为频率变量ω，这里有两种情形值得注意．

（1）当外部激励频率ω为单一时，为了达到共振态，必须调控系统的本征频率ω0
 ，使之接近ω，即ω0
 ＝ω．这一操作被称为调谐．

（2）当外部激励频率并非单一，或者有一频带宽度（ω1
 －ω2
 ），那么其中频率ω＝ω0
 的激励将被系统强烈地吸收，实现了能量的共振转移．共振系统具有选频性能．总之，在本征频率及其邻近，受迫系统出现共振态，此时系统对外界激励源的能量吸收得最充分．这一机理被称为能量的共振转移或能量的共振吸收．对于收音机或电视机，人们通过调频而选台的机理也是如此，只不过它们是接收回路中的受迫谐振电路．

图8-18装置直观地显示了能量共振转移和吸收现象．用一根被绷紧的弦线作为横梁，其上系挂四个单摆，其中1号、2号和3号的摆长依次加长，而4号摆长与2号的相等．

演示一，只让4号有个初位移或初速度摆动起来，稍后便看到2号振子有了响应，也开始摆动起来，且摆幅越来越大，而1号和3号却无动于衷．这里那根横弦线起着耦合作用．4号摆动通过横弦耦合而产生一个周期性驱动力，作用于1号、2号和3号．由于它们本征频率的差别，唯有2号达到共振，实现了能量的共振转移和吸收．进一步还将观察到，2号摆幅达到了一个极大值，而此时4号几乎不动．过后又重复出现4号摆幅变大，2号摆幅变小．2号与4号通过横弦组合成为一个耦合摆．
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图8-18　演示能量共振吸收

演示二，将1号、2号和3号同时摆动起来，让4号不动．在较长时间中，1号和3号始终维持等幅摆动，而2号摆幅变小，4号有了响应，开始摆动且摆幅逐渐变大．这种情景相当于上述第（2）种情形．对4号系统来说，这时外来激励含三种频率成分，唯有其中与自己本征频率相近的激励能量被它强烈地吸收．
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图8-19　人体各部分的本征频率

受迫振动及其共振现象，广泛地存在于建筑物、桥梁、机床、机房乃至人体等场合，有利有害．当共振可能带来破坏性后果时，就要设法避免它的出现，那有效措施就是让外界激励频率远离系统本征频率．从力学观点看，人体是一个由肌肉、骨骼、关节和器官组成的复杂的弹性系统，图8-19为一人体机械模型．图中所标数据为各子系统经测试所得的本征频率值．比如，人的胃部本征频率在4～8Hz，而拖拉机在土路上跑长途运输时，测得其座椅的垂直加速度相对应的功率谱在4～8Hz段有较大的值，这正是人胃的共振敏感区，因而对胃器官损伤较大而导致疾病．我们也注意到百米短跑名星，其步频恰巧亦处在这一频段，幸好这毕竟是10秒钟光景的短暂时间．当今国际科技界十分重视乘座舒适性的研究，其衡量指标中有能量、加速度，还有加加速度．

8.7　自激振动

泛论之，一个弹性系统受到外界激励便产生振动．若激励是短暂的冲击，则系统作阻尼振动；若激励是持续的脉动，则系统作受迫振动．有意思的是，有一类弹性系统，即使外界激励为定常，也能产生振动——自激振动（self-excited vibration），简称为自振．各种管乐器、机械钟表和心脏等均为自振系统．如果联系电子线路和电磁现象，那晶体管振荡器、能输出各种电压波形的信号发生器和电磁断续器也是自振系统．北风呼啸，旷野中输电线在大风中尖叫，自来水管有时出现颤振或嗡嗡长鸣，车床在切削过程中有时也会出现颤动，等等，这些现象均系自振．深入分析自振产生的机制以后，发现自振系统必定由三个部分组成：（1）振动系统；（2）能源，用以供给自振过程中的能量耗损；（3）具有正反馈特性的控制和调节系统，正是这一反馈性能将定常能量转变为交变的振动能量，这种反馈过程体现了振动系统对外界激励的控制和调节．自振系统的工作原理方框图如图8-20所示．
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图8-20　自振系统工作原理

风对桥梁的作用，不仅表现在风压上，更表现在风致振动上．后者又可以分为两类，平均风作用下产生的自激振动；脉动风作用下的受迫振动．对于柔性结构的悬索桥，风致自激振动导致的破坏作用尤其显著．1940年美国西海岸华盛顿州建成了中央跨径为853m的悬索桥塔科马桥（Tacoma Bridge），跨度居当时世界第三，其设计抗风速为60m／s．不料四个月后，却在19m／s的风速下，产生强烈扭曲而遭坍塌．塔科马桥事故再次令桥梁工程界震惊．经广泛深入的研究，终于提出了风致振动问题，由此开辟了桥梁与风场相互作用动力学研究新领域，逐渐形成了一门新兴学科——结构风工程学．塔科马桥事故是一个自激振动的典型．风致桥梁振动问题的定量研究十分复杂，其大略图像是，风场给予桥梁一个气动力，引起桥梁变形和振动，反过来这又改变了桥梁四周的风场，产生了一附加气动力作用于桥梁；如此反馈、循环和放大，最终造成桥梁大幅度剧烈的自振，相应地将风的动能转换为桥梁的振动能．而风场中的脉动成分或湍流成分将导致桥梁作受迫振动（抖振），从桥梁的实际情况看，抖振倒不会造成桥梁在短暂时间内的破坏性后果，不过它会引起结构的局部疲劳，也影响着行车的安全．

8.8　非线性振动与混沌

·单摆——从线性到非线性动力学微分方程

·从非线性走向混沌

·非线性振动的物理特性

●单摆——从线性到非线性动力学微分方程

在这之前，我们考量的弹性振子的运动，包括自由的、阻尼的和受迫的振动，其遵从的动力学微分方程均为线性方程，这源于存在线性弹性恢复力和线性阻尼力．显然，这种线性关系只在一定限度内被满足．其实，对于单摆运动如果不作小角近似，其运动方程为
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即
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它是一个非线性微分方程．可以想见对它作精确求解是个难题．现今对它作数值计算可得近似解，给出单摆在大摆角θ0
 范围内的摆动角频率为
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可见，单摆的本征频率已经与摆幅θ0
 有关了，摆幅大而频率低．这是非线性振动的一个特点．单摆运动的复杂性远不止于此．若考虑阻尼力和周期性外激励，其运动方程为
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它是更为复杂的非线性微分方程．此时单摆运动不再是单纯的周而复始的往返摆动，出现了若干奇特有趣的运动图景．比如，保持阻尼不变，驱动力频率不变而逐渐加大其力幅，则单摆运动含有倍周期成分；单摆作单向旋转且同时有小摆动；甚至出现无规貌似随机的行径——混沌（chaos）．尽管直接求解非线性微分方程至今仍是个难题，人们还是可以采取特殊的眼光和方式来揭示相关运动的某些特征．目前常用的是相空间（θ，dθ/dt）中相轨迹的描述方式和庞加莱截面法．对此本课程不予细究．

●从非线性走向混沌

见图8-21（a），一质量块系于一非线性弹簧与一线性阻尼器．设弹簧非线性恢复力设为f1
 ＝-k1
 x3
 ，线性阻尼力为f2
 ＝-0.05k2
 v，周期性驱动力为f3
 （t）＝7.5k3
 cost，于是，质量块的运动方程为
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（a）非线性振动
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（b）时间历程

图8-21　非线性振动及其时间历程

其中k1
 ，k2
 ，k3
 是三个单位不同的比例常数．对于给定的初条件（x0
 ，v0
 ），借助计算机进行数值解法，获得位移函数x（t）曲线（时间历程），如图8-21（b）所示，由图可见，该非线性振子时间历程的形貌已明显地有别于简谐型，虽然驱动力是简谐型．尤其值得注意的是，两条曲线的初值相差甚微，分别为（3.00cm，4.00cm／s）与（3.01cm，4.01cm／s），仅差10-2
 ；而经过不足50秒钟后，两者位移之差达100
 量级．其实，在后半程，两者已显露出明显的差别．真是差之毫厘，失之千里．这种对初值依赖的敏感性是非线性系统演化行为的重要特征，称其为混沌．众所周知，无论从观测数据的获得或理论上的设定，初值不可能是绝对准确的，总存在由有效数字所体现的误差．混沌行为对初值依赖的敏感性，使得这种初值的微小差别，导致未来的显著的几乎不可预测的后果．尽管系统演化过程遵从确定的动力学规律．确定的规律导致不确定的后果——这确实令人耳目一新，心眼一亮．物理学历来将对象或系统的变化规律性分野为两类．一类是由牛顿力学开创的决定性或因果律，即一旦确定了初值，便确定了系统未来任何时刻的状态，因为系统遵循着一个确定的动力学规律．另一类是由无规热运动体现出来的随机性或统计规律性，它不定量描述过程，只注重结果，而结果是以概率语言来表述的．这两类规律性是物理学家认识世界表达自然的两种截然不同的眼光或思维方式．现在，居然出现了混沌——理论上的因果律与事实上的随机性并存于非线性系统的演化过程中，使得上述关于两种规律性的分野界限似乎变得模糊了．也许，从一开始便以随机性和统计规律性表述的那些场合，原本就蕴含着内在的复杂的非线性效应．

●非线性振动的物理特性

除混沌特性外，非线性振动还具有若干物理特性，其重要性并不亚于混沌，它们均与频率有关．兹简述如下．

（1）本征频率与振幅有关．线性弹性系统的本征频率与振幅无关，而非线性弹性系统的本征频率ω0
 随振幅A大小而变化．这有两种表现，对于硬特性系统，ω0
 随A增大而提高；对于软特性系统，ω0
 随A增大而降低，单摆属此情形．

（2）倍频和分数频响应．非线性弹性系统在单一频率ω的简谐驱动力作用下，其受迫振动并非同频简谐振动，一般情形下含有倍频nω成分，在一定条件下还含有分数频率ω/n成分——倍周期响应．这里n为正整数．由于倍频和分数频的出现，非线性弹性系统共振频率的个数将多于系统自由度的数目．

（3）组合频率响应．若有两个频率ω1
 和ω2
 的驱动力激励非线性弹性系统，将出现组合频率（mω1
 ±nω2
 ）的受迫振动，这里m，n为整数．一定条件下某个组合频率（和频或差频）成分要比其他成分大得多．组合频率的出现，表明各激励之间有着相互影响．换言之，非线性弹性系统在多个激励同时作用下的总响应，不等于各激励单独作用下的响应的简单叠加．叠加原理不适用于非线性系统．这也是求解非线性动力学微分方程的困难之根源．

（4）频率俘获现象．一自激振动系统以频率ω0
 自振时，输入一频率为ω的激励，当ω与ω0
 接近到一定范围，拍振便消失，出现单频简谐运动．此现象被称为频率俘获，产生俘获的频带被称为俘获带域．

（5）跳跃和滞后的频应现象．如图8-22所示为一非线性弹性系统的频应曲线，横坐标ω表示外激励的频率．在ab段，振幅A随ω提高而增大，到达b处突跳向下到c点，尔后沿cd缓减；从此开始降低ω，则沿defa走向，在e点突跳向上到f点．可见，频率ω增加或减少过程中，发生振幅跳跃的频率是不同的，来回bcefb形成一闭合回线，这被称为滞后现象．
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（a）辐频响应
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（b）相频响应

图8-22　非线性系统的跳跃和滞后

8.9　振动的合成

·概述

·一维同频两个振动的合成——相干项

·一维差频两个振动的合成——拍与拍频

·正交同频两个振动的合成——椭圆轨迹系列

·正交非同频两个振动的合——李萨茹图形

●概述

实际上有不少场合，存在两个或多个振源，比如，在教室中有多个置放于不同地点的扩音器．于是，处于这种场合的质点或质量元，就随之同时作多种成分的振动，其最终运动状态便是这多种振动的线性叠加，即所谓满足运动叠加原理．如果联系物理学的其他场合，比如，电学中的交流电路，光学中的偏振系统，就更能看到本节讨论的振动合成问题的普遍性价值．以下分别几种典型情况，讨论振动的合成及其合成结果的主要特征．

●一维同频两个振动的合成——相干项

设一质点的运动同时含有两种相同频率的简谐振动，且两者均沿一维x轴方向，即

　x1
 （t）＝A1
 cos（ωt＋φ10
 ），

　x2
 （t）＝A2
 cos（ωt＋φ20
 ），

于是，该质点的合成运动为

x（t）＝x1
 （t）＋x2
 （t）．

根据本章8.5节曾述及的简谐量的保守性，获知两个同频简谐量之和依然为一个同频简谐量，故上式可进一步明确地写成
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眼下的问题是如何确定这合成振动的（A，φ0
 ）与两个分振动的（A，φ10
 ），（A2
 ，φ20
 ）的关系．可以有三种方法求得这种关系，即三角函数的代数运算法、矢量图解法和复数解法．自然这三种解法均得同一结果如下，
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特别值得我们关注的是（8.58）式中的那个交叉项
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它表明，在分振幅A1
 ，A2
 给定的条件下，那两个振动之间的相位差δ对合成振动的振幅有着决定性的影响：

当　　　　　δ＝2nπ，　n＝0，±1，±2，…，

则　　∆I＝2A1
 A2
 ，　A2
 ＝（A1
 ＋A2
 ）2
 ，　AM
 ＝A1
 ＋A2
 ；

当　　　　δ＝（2n＋1）π，　n＝0，±1，±2，…，

则　　∆I＝-2A1
 A2
 ，　A2
 ＝（A1
 －A2
 ）2
 ，　Am
 ＝｜A1
 －A2
 ｜．

换言之，合成振动的振幅，可能达到的极大值为AM
 ，可能达到的极小值为Am
 ，究竟A为何值，还取决于两个分振动之间的相位差δ．下一章波动学将告诉我们，波的强度比如声强或光强，正比于振幅平方即A2
 ，故人们常称上述那个交叉项∆I为强度相干项（coherence term）．

●一维差频两个振动的合成——拍与拍频

让我们先感受一个演示实验，选择好两个音叉，让其两个频率稍有差别，比如一个音叉的基频f1
 ＝500Hz，另一个基频f2
 ＝505Hz，两者差频∆f＝5Hz≪f1
 ，f2
 ．尔后，敲击这两个音叉，这时教室中的人们便听到“嗡—嗡—嗡”声，这表明此种场合下的声强出现了周期性的慢变，如图8-23（a）所示．这一现象被称为拍（beat）．下面对拍现象作定量考察．
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图8-23　拍与拍频

设一质点的运动沿一维x轴方向，同时含有两种不同频率的简谐振动成分．为了突出其频率差别带来的影响，我们不妨假定那两个分振动的振幅相等，且初相位均为零．于是，写出两个分振动为

x1
 （t）＝A1
 cos（ω1
 t＋φ10
 ）＝Acosω1
 t，

x2
 （t）＝A2
 cos（ω2
 t＋φ20
 ）＝Acosω2
 t，

则其合成振动为
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注意到频差∆ω≪ω1
 ，ω2
 ，故（8.61）式表明，这合成振动是一个振幅作低频变化的高频振动．人们常称此处[image: alt]
 为低频包络因子，或称其为低频调幅因子，正是它的作用导致高频振动的振幅时而最大时而为零，作周期性的低频变化．从图8-23（a）可以看出，这波包重复的周期Tb
 是那调幅因子的周期的一半，换言之，这拍频fb
 是那调幅因子频率的两倍，即
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这表明上述演示实验中人们听到的嗡嗡声的拍频fb
 就等于差频∆f．图8.23（b）显示这拍振动通过声谱仪所出现的频谱．

拍现象有许多重要应用．人耳对频率近乎在零到大约20Hz的拍十分敏感，并且不要求产生拍的两个振动的振幅完全相等．据此可应用于调音．

例题　当拨动小提琴琴弦的同时，一个频率已知为520Hz的音叉也发出声音，这时听到频率为6Hz的拍，那么小提琴此时发音的频率为多少？

根据（8.62）式，将会有两个答案，因小提琴琴弦频率与音叉频率之差为6Hz，故应为526Hz，或为514Hz．再调整小提琴琴弦的张力，如果张力增加时那拍频降低，便可断定其中稍低频率514Hz是起初小提琴琴弦的实际频率，这是因为琴弦频率随张力增加而提高．

拍也被用来调整钢琴．大多数钢琴的琴键同时敲击三根琴弦，这就要求三根琴弦产生同样的音调．近代钢琴调节器，先使其中两根琴弦停止振动，并且调节第三根琴弦的张力，直至它与电子振荡器同步为止，这个电子振荡器事先已调整在所希望的频率．然后逐一使另外两根琴弦振动起来并加以调节，直到听不到拍为止．没有调好的钢琴其演奏出来的单音中包含着拍，虽然它可能快得难以一个个听出来，但是这种声音不和谐，可能是不悦耳的．

近代激光技术中，巧妙地产生了一种光拍以研究大分子的振动或转动能级．先把一束激光分为两束，其中一束通过样品．由于与样品中分子相互作用而使其频率发生变化，其差频在红外或远红外波段，这远小于光频；再将这一束光与另一束直达的光汇合而产生拍．测定此时光拍的频率，便获得有关大分子的能级结构的信息．这一测量原理与下一章介绍的多普勒测速仪原理十分相似．

●正交同频两个振动的合成——椭圆轨迹系列

在大地震重灾区的现场，可见到那里的桥梁、铁轨和电线杆均呈麻花状的景象．这是因为地震波既含纵波又含横波，其所到之处的物体同时作受迫纵振动和横振动，合成运动的轨迹为各种弯曲的图形．设一质点同时在两个正交方向作同频简谐运动，其位移函数分别为
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通过三角函数的运算，可以将质点位移的两个分量表示式，合成为该质点位移（x，y）所遵循的一个轨迹方程，

[image: alt]


泛泛而论，其运动轨迹为椭圆，它总是内切于由（2A1
 ×2A2
 ）划定的那个矩形框，而椭圆的具体形态及其特征则取决于那相位差δ．比如，当δ＝0，π时，其轨迹退化为直线；当δ＝＋π／2时，其轨迹为右旋正椭圆（顺时针）；当δ＝－π／2时，其轨迹为左旋正椭圆（逆时针）；当δ为其他取值时，其轨迹为斜椭圆，或右旋或左旋．由此可见，两个正交振动的相位差δ对合成轨迹的形态有着重要影响，如图8-24所示．
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图8-24　两个同频正交振动的合成

●正交非同频两个振动的合成——李萨茹图形

设一质点在两个正交方向的位移函数分别为
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其合成运动的轨迹形态明显地依赖于那两个频率之比值和初相位．

当频率比值ω1
 ／ω2
 ＝m／n为最简整数比时，合成运动的轨道是稳定的闭合曲线或稳定的开口曲线，质点可长时间地在这曲线上作周而复始的运动，如图8-25所示．有意思的是，这稳定轨道的形状，不仅取决于频率比与相位差，还与初相位φ1
 ，φ2
 的取值有关．这些轨迹曲线通称为李萨茹图形（Lissajous figures）．

[image: alt]


[image: alt]


图8-25　李萨茹图形及其演示（沙漏摆）
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图8-26　准周期运动轨迹

当频率比为无理数时，比如[image: alt]
 [image: alt]
 等，轨道是不闭合且非重复的，在长时间内质点运动所经历的路径，将密布于（2A1
 ×2A2
 ）矩形面内．这被称作准周期运动，如图8-26．这种景象出现于非线性运动中，这是一个极不稳定的运动状态，稍有参量变化，比如正交振动之间稍有耦合，便转移到频率比为有理数的状态，出现稳定的李萨茹图形．

习　题

8.1　一物体沿x轴作简谐振动．振幅为12.0cm，周期为2.0s，在t＝0时物体位于6.0cm处且向正x方向运动．求

（1）初相位；

（2）t＝0.50s时，物体的位置、速度和加速度；

（3）当物体在x＝－6.0cm处且向负x方向运动时，物体的速度和加速度．

8.2　一简谐振动为x＝cos（πt＋φ），试作出初相位φ分别为0，π／3，π／2，－π／3时的x-t图．

8.3　三个频率和振幅都相同的简谐振动x1
 （t），x2
 （t），x3
 （t），设x1
 的图形如图所示，已知x2
 与x1
 的相位差φ2
 －φ1
 ＝2π／3，x3
 与x1
 的相位差φ3
 －φ1
 ＝－2π／3．试在图中作出x2
 （t）和x3
 （t）的图形．
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习题　8.3

8.4　一个质量为0.25g的质点作简谐振动，其表达式为x＝6sin（5t－π／2），式中x的单位为cm，t的单位为s．求

（1）振幅和周期；（2）质点在t＝0时所受的作用力；

8.5　求半径为5.00cm的金属球与长为25.0cm的细棒组成的复摆的振动周期，设金属球质量为m，细棒质量可忽略．

8.6　如图，一细棒两端装有质量均为m的小球A，B，可绕水平轴O自由转动，且OA＝ι1
 ，OB＝ι2
 ．若细棒的质量可忽略不计，求细棒作角度很小的摆动时的周期．

8.7　图示两个弹簧系统，劲度系数为k1
 和k2
 ，分别求出两种情形的振动频率．
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习题　8.6
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习题　8.7

8.8　如图，一单摆的摆长ι＝100cm，摆球质量m＝10.0g，开始时处在平衡位置．

（1）若给小球一个向右的水平冲量F∆t＝10.0g·cm/s，以打击时刻为t＝0时刻，求振动的初相位及振幅；

（2）若F∆t是向左的，则初相位为多少？
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习题　8.8
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习题　8.9

8.9　在劲度系数为k的弹簧下悬挂一盘，一质量为m的重物自高度h处落到盘中作完全非弹性碰撞．已知盘子原来静止，质量为M．求盘子振动的振幅和初相位（以碰后为t＝0时刻）．

8.10　一竖直弹簧下挂一物体，最初用手将物体在弹簧原长处托住，然后撒手，此系统便上下振动起来．已知物体最低位置在初始位置下方10.0cm处．求

（1）振动频率；

（2）物体在初始位置下方8.0cm处的速度大小；

（3）若将一个300g的砝码系在该物体上，系统振动频率就变为原来频率的一半，则原物体的质量为多少？

（4）原物体与砝码系在一起时，其新的平衡位置在何处？

8.11　两个劲度系数为k，自然长度为ι0
 的弹簧，两端分别如图固定于沿铅直方向的A，B两点（AB＝3ι0
 ／2），中间连一质量为m的质点，设开始时m静止于AB的中点，求以后m的运动规律x＝x（t）．
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习题　8.11

8.12　图中的弹簧振子水平放置，弹簧的劲度系数为k，振子质量为m．从弹簧原长处开始，对振子施加恒力f，经一段距离s0
 后撤去外力，试讨论外力撤去后振子的运动情况．

（1）振子将作何种运动？（2）确定振子运动的特征量；（3）写出振子位移函数的表达式（设从s0
 处开始计时）；（4）求出系统的总能量．
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习题　8.12

8.13　光滑水平的桌面上放置一个劲度系数为k的弹簧，弹簧一端系着一质量为M的木块，这个系统的运动为[image: alt]
 [image: alt]
 一团质量为m的油灰落在木块上与木块完全粘合在一起，在下列两种情况下，求系统新的周期、新的振幅：

（1）油灰在M速度为零的瞬时落在木块上；

（2）油灰在M速度最大的瞬时落在木块上．

8.14　三个质量为m的质点和三个劲度系数为k的弹簧串联在一起，紧套在光滑的水平圆周上（见图）．求此系统简正模即简正频率和运动方式．
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习题　8.14

8.15　阻尼振动起始振幅为3.0cm，经过10s后振幅变为1.0cm．经过多长时间振幅将变为0.30cm？

8.16　弱阻尼时的衰减振动中，相隔一个周期T的两振幅之比的自然对数称为对数减缩，记为λ．

（1）证明对数减缩λ＝βT；

（2）设振子质量m＝5.0kg，振动频率为0.50Hz，λ＝0.02，求弹簧的劲度系数k和阻尼因数β．

8.17　弹簧振子的固有频率为2.0Hz，现施以振幅为100×10-5
 N的谐变力，使发生共振．已知共振时的振幅为5.0cm，求

（1）阻力系数γ（设[image: alt]
 ）；

（2）当振子质量m为500g时系统的Q值．

8.18　两个同方向同频率的简谐振动x1
 ＝Acos（ωt＋π／4），[image: alt]
 求合成振动的振幅和初相位．

8.19　说明下面两种情形下的垂直振动合成各代表什么运动，试画出轨迹图来，并在图上标明旋转方向．
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8.20　两支C调音叉，其一是标准的256Hz，另一是待校正的．同时轻敲这两支音叉，在20s内听到10拍．问待校音叉的频率可能是多少？


9　波　　动

9.1　波与波函数

9.2　波动方程

9.3　弹性体的应变与应力

9.4　介质中的波速

9.5　波场中的能量与能流

9.6　波的叠加和驻波

9.7　多普勒效应与激波

9.8　介质色散　波包群速与波包展宽

9.9　孤立波与非线性波动

9.1　波与波函数

·波动图像——横波与纵波

·定态波与脉冲波

·波的传播速度——相速

·平面简谐波函数

·波面与波线　平面波，球面波和柱面波

●波动图像——横波与纵波

固体、液体和气体均有弹性，它们被统称为连续弹性介质．在连续弹性介质中，局域质量元的扰动将导致周围质量元随之先后运动起来，由近及远而形成波——扰动在介质中的传播．振源与弹性介质是形成机械波的两个基本条件．在振动研究中，人们直接关注的是离散质量块即振子的运动，那么在波动研究中，人们直接关注的是运动的传播或运动状态的传播．图9-1显示一维弹簧介质中出现的波动图像，其中图9-1（a）为横波，其质量元振动方向与波传播方向正交；而图9-1（b）为纵波，其质量元振动方向与波传播方向平行．在气体或液体介质中纵波成分是主要的，而在固体介质中横波和纵波两种成分同时并存，地震波在地壳中的传播就是这样．

[image: alt]


横波
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纵波

图9-1　弹簧中的横波与纵波

●定态波与脉冲波

当振源在长时间中作持续稳定振动时，则波场中各点也将作持续稳定的振动．这种波被称为定态波，其基元成分是平面简谐波．沿x方向传播的平面简谐波的表达式为
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其中，振幅A与时刻t无关，保持稳定，且与场点位置无关．角频率ω与场点位置无关，表明波场中各点随振源作同频振动．相位函数φ0
 （x）为x处振动的初相位，显然φ0
 （x）与场点位置有关，正是它体现了振动在空间的传播而形成波动．需要强调的是，这里符号u表示位移量，它是质量元瞬时位置与其无波动时平衡位置的偏离，它可能是横偏离，也可能是纵偏离，均以u轴示之．与定态波相比较而存在的是一种脉冲波．歼击机俯冲或炮弹爆炸瞬间都将激发出这种短时间的脉冲波，其波形局限于一小区域，谓之为波包（wave packet），波包随时间在空间推移，形成脉冲波的传播图像．脉冲波的存在，并不影响平面简谐波作为各种复杂波动的基元成分的地位，只要这波赖以传播的介质是线性介质．

●波的传播速度——相速

见图9-2，一列定态波向x方向传播，即t时刻x处的运动状态，在（t＋∆t）时刻出现于（x＋∆x）处，由此定义波的传播速度
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图9-2　波的传播——相速

常称它为相速（phase velocity），意在表明它反映的是运动状态的传播速度．我们知道，运动状态被相位精确地刻画，故有了相速便可显示（9.1）式中的相位函数φ0
 （x）．设原点振动的初相位为φ0
 ，其t时刻的运动状态对应相位（ωt＋φ0
 ），经历∆t时间，该状态传播到x＝v∆t处，由相位ω（t＋∆t）＋φ0
 （x）刻画，即

ω（t＋∆t）＋φ0
 （x）＝ωt＋φ0
 ，

得相位函数
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●平面简谐波函数

将以上相位函数代入（9.1）式，便得到平面简谐波函数的表达式为
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由此可见，平面简谐波具有时空双重周期性——其波场中各点随时间作简谐振动；同一时刻位移函数随空间有周期性分布．其空间周期称为波长，记为λ．波长λ也可以理解为一次振动在空间展开的一段波列的长度．因此，波相速就该等于振动频率f与波长λ的乘积，即v＝fλ．仿照对振动时间特征的描述，我们可以对应地引入空间频率[image: alt]
 空间角频率k，它们与空间周期λ的关系为
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人们也时常称k或[image: alt]
 为波数．

于是，平面简谐波函数又有了以下两种表达式
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相应的波相速公式为
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关于平面简谐波函数的三个表达式，各有特点，任人选用．其中（9.5）式含（ω，k）最简洁，（9.6）式含（T，λ）显示了定态波的时空双重周期性，（9.3）式含宗量（t－x／v）显示了波形以速度v在空间传播的波动图像．

●波面与波线　平面波，球面波和柱面波

在三维连续介质中传播的波，其等相点的空间轨迹称作波面．波面上各点处于同一振动状态．一列波有一系列波面，分别对应不同的相位值．与波面正交的一族线称作波线．在各向同性介质中，波线表示振动的传播方向，即波相速的方向．波场中的波面与波线是对波动的一种几何描述．

图9-3显示了三种典型形态的波面与波线．这之前多次论及的平面简谐波函数，其表达的是一列沿x方向的平面波，其波面是一系列无限大的平面，均平行于（yz）平面．球面简谐波函数的表达式为
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柱面简谐波函数的表达式为
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可见这两者与平面简谐波的区别在于振幅系数A（r），它不再是一常数，与场点的位置有关．至于球面波A（r）∝r-1
 ，柱面波[image: alt]
 的根据，留待9.5节研究波场能流问题以后便得以理解．
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平面波
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柱面波
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球面波

图9-3　三种典型波面

9.2　波动方程

·一维波动方程及其通解形式

·传播因子

·三维波动方程及其基元波

●一维波动方程及其通解形式

波函数包含时空变量．波函数所满足的方程被称为波动方程．或者更有意义的提法是，什么样的方程其解具有波动形式．在线性介质中，经典波动方程为二阶线性偏微分方程
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该方程具有波动形式的解，其通解形式为
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或
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由于方程的线性，两者的线性叠加依然满足方程，即更为普遍的通解

形式为
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其中c1
 ，c2
 为任意常系数．值得强调的是，这里对波形F或G并无限制，它们既可以是全域的简谐波形，也可以是局域的脉冲波包，如图9-4所示．读者不妨对公式（9.11）和公式（9.12）函数形式满足波动方程（9.10）这一点予以审核．
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图9-4　波包在传播

●传播因子

宗量（t∓x／v）包含了时空变量，称它为传播因子．凡是以传播因子为宗量的函数均表示一种波动，它表明了某一波形随时间以速度±v在空间传播．对此说明如下．设t0
 时刻，波形由函数F（t0
 －x／v）描述，在下一时刻（t0
 ＋∆t），该波形传播到（x＋∆x）处，即
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有　　　　　　[image: alt]


得传播速度为
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总之，函数F（t－x／v）或G（t＋x／v）分别表示速度为v或－v的行波．实际存在的行波，比如声波、水波或固体中存在的各种弹性波，其波形态总是确定的，包括其振幅、频率和波长也是确定的．这是一个根据初条件和边条件，求出波动方程的特解问题，本课程不予介绍．不论特解是怎样一种具体形式，其波相速却是确定的，可由波动方程（9.10）式中∂2
 u／∂t2
 项的系数获得．在后面9.4节我们将从动力学角度建立波动方程，并从中获得波速公式．

●三维波动方程及其基元波

设波函数为ψ（r，t）或ψ（x，y，z，t），在机械波中它代表位移函数u（r，t）．在三维空间中，经典力学线性波动方程的一般形式为
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引入拉普拉斯算符∇2
 ＝∂2
 ／∂x2
 ＋∂2
 ／∂y2
 ＋∂2
 ／∂z2
 ，得到波动方程的简化形式为
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这方程表明，函数ψ的空间变化率与其时间变化率之间有着一种内在联系，正是这种联系呈现出一种波动．方程（9.13）式的通解形式为
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它表示传播速度为v的一个任意波包．这里，波包传播速度方向可以是任意的，只要其速率v与∂2
 ψ／∂t2
 项的系数一致，这一波包便满足波动方程．9.1节论及的三种定态波，即平面简谐波、球面简谐波和柱面简谐波，也是满足这三维波动方程的，读者不妨予以审核．波动方程解的基元形式，一般选为沿任意方向传播的平面简谐波
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其中k为该平面波的特征矢量，称作波矢．其数值k＝2π／λ，称为波数，这之前也曾称它为空间角频率．波矢k的方向表示波相速方向，即波面是一系列与k正交的平面．如图9-5所示，这是因为k·r＝常数的点的空间轨迹，就是这样的平面．
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图9-5　平面简谐波及其波矢k

可以看出，为满足波动方程，对平面简谐波的振幅A，角频率ω和波矢k并无特定限制，但对ω／k值有要求，它必定是波动方程中表明的波相速v值．这就是说，若干不同振幅或不同频率或不同传播方向的平面波的线性组合，仍满足波动方程，这是就波动方程的通解而言．为满足实际上特定的初条件和边界条件，就有特定的平面波线性组合方式，这就是求波动方程的特解问题．将复杂的波分解为一系列基元波即平面简谐波的叠加，这种分析方法的有效性是基于波动方程的线性．这种分析方法不仅适用于对任意波包的分解，也适用于对球面波和柱面波的分解．这就是说，一列球面波或柱面波，也可以看作一系列平面波的特定组合．这便是关于波场分析的平面波理论的基本思想．

9.3　弹性体的应变与应力

·拉伸应变与杨氏弹性模量

·杆内各处应变与应力的细致关系

·剪切应变与切变模量

·体变与体积（弹性）模量

·一些材料的弹性（杨氏）模量、切变模量和泊松比

·弯曲与扭转





在弹性体内一处的扰动之所以能被传播而形成波，是因为体内各质量元之间的相互作用．这里研究的弹性体的应变及相应的弹性恢复力，就是这种相互作用的物理机制．静态弹性力学实验表明，在外力作用下，弹性体将发生形变，体内各点处于一种新的紧张状态，产生了一种弹性恢复力，以与外力抗衡，使弹性体处于一种静态平衡．因此，平衡态下可观测的外力就成为体内应变而产生的应力的一种量度．习惯上人们称这种存在于体内的形变与弹性恢复力为应变与应力（strain and stress）．下面介绍应变与应力的基本类型．

●拉伸应变与杨氏弹性模量

见图9-6（a），一个条形介质棒，长ι，正截面积S，一端被固定，另一端施一外力F，则棒被拉伸，增长∆ι而达到平衡．这表明此时介质棒内部任一正截面（两侧），存在内应力F．实验表明，伸长量在一定限度内，有线性关系
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引入一比例常数E而将上式写成一等式
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图9-6　拉伸应变实验

其中，F／S为介质内单位面积上沿法向的弹性力，被称为正应力或法向应力（normal stress）；∆ι／ι为相对伸长率，被称作延伸率（extensibility）；比例常数E系材料弹性参数，与该材料制成何种工件无关，被称作杨氏弹性模量（Young elastic modulus）．以下列出几种固体材料杨氏模量的量级：
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●杆内各处应变与应力的细致关系

值得注意的是，上述拉杆实验中的应变和应力并不限于那端面，介质棒内部处处有应变，处处有应力，如图9-6所示．设介质棒内的位移函数为u（x），对应x－x＋∆x段质量元，其位移量为u－u＋∆u，故这一段的相对伸长率即应变量为∆u／∆x，相应的弹性力为
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若du／dx＝常数，与x无关，称之为均匀应变，目前静态拉伸实验就是如此．若du／dx与x有关，称之为非均匀应变，随后即将看到的介质中的弹性波，就是这种情形．总之，（9.17）式所刻画的应变与应力的细致关系是普遍适用的．

●剪切应变与切变模量
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图9-7　剪切应变实验

见图9-7，一立柱高度为b，截面积为S，下端被固定，外力F沿端面切线方向施于立柱上端面，则立柱将沿切向而有一形变，其位移量为∆b，达到平衡．这表明此时在介质柱内部任一正截面的两侧，存在切向弹性恢复力F．实验表明，在切向位移量一定限度内，有线性关系F／S∝∆b／b，写成一等式
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其中，F／S为介质内单位面积上沿切向的弹性力，被称为切向应力或剪应力（shear stress）；相对切向位移率∆b／b被称为剪切应变（shearing strain）；比例常数G系材料弹性的另一参数，与该材料制成何种工件无关，被称作切变模量（shear modulus）．

泊松（S. D. Poisson）发现，纵向被伸长的杆必定伴有横向的收缩，其收缩率与延伸率∆ι／ι之比为一常数σ，被称为泊松比，它联系着固体材料的杨氏模量E与切变模量G，
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可见，E总是大G于2倍以上．固体材料的泊松比σ一般在0.3～0.4．下面列出某些材料的切变模量．
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●体变与体积（弹性）模量

液体和气体易流动，易变形，随器而容．这表明流体几乎无切向弹性恢复力，即流体的切变模量G＝0．一静态流块或固体块，体积为V，当其表面四周压强增加∆p，其体积将被压缩∆V，而得以平衡．两者∆p与∆V／V存在线性关系，
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这里，K被称为体积模量（bulk modulus），式中的负号表明，压强增加则体积减少，∆V＜0；相应有密度增加，∆ρ＞0．下面列出几种介质的体积模量，K值越大，则介质越难以压缩，其体积变化或密度变化越小．
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例题　海面以下2km处的压强是大气压强的200倍，此深度海水密度相对于表面处的密度ρ0
 的变化率为
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可见，其密度或体积变化率不足1％．这表明，液体在中等压强变化范围，其体积变化是很小的，对固体来说更是这样，而对气体则不然．

●一些材料的弹性（杨氏）模量、切变模量和泊松比
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●弯曲与扭转

在自然界中，物体的形变除伸缩形变和剪切形变外，还有弯曲与扭转两种常见的形变，像出现于横梁、树干或骨骼那里的情况．虽然弯曲与扭转形变与本章主题波动的关系不大，它们的效应更多地是表现于静力平衡问题中，但由于它们的力学机制与伸缩应变和剪切应变密切相关，故在本节一并予以介绍．

见图9-8（a），一介质板长度为ι，矩形截面积为（a×b），被置于两个支承物上．在自重w作用下，板将弯曲．以板为整体看，两个支持力均为w／2向上，而自重力w向下，合力为零，合力矩亦为零，故板整体得以平衡，如图9-8（b）．若将板一分为二来分析，比如左半部，有自重力w／2向下，与支持力w／2向上，合力为零，但两者的合力矩不为零．介质板借助自身的弯曲形变，产生了一个内力矩，才得以平衡，如图9-8（c）．对此细致说明如下．
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（a）
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（b）
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（c）
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（d）

图9-8　分析横梁的弯曲形变及其内力矩

板向下弯曲，其下半层被拉伸，有个横向拉力向右；上半层被压缩，有个横向压力向左．这两个伸缩力对支点的合力矩方向与自重力矩相反，彼此抵消．当然，离中立面较远的层面应变大，应力亦大，如图9-8（d）．总之，横梁的弯曲产生了一个内力矩或称为应力矩，以抗衡外力矩，使自身处于一种紧张而平衡的状态．略微深入的数学分析证明，当梁被弯曲成曲率半径为R时，梁中的内力矩公式为
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这里，E是板材的杨氏模量，IS
 被称为截面二次矩，其值取决于截面形状，比如
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这表明，同样的矩形截面（a×b），若弯曲半径R一定，短边平放时的内力矩要大．或者说，在同样外力矩作用下，厚板的弯曲半径R大，即弯曲程度小，抗弯本领大．比如，设a＝3b，同样材料、同样尺寸和相同自重力矩，当长边a为高度时的弯曲半径为R1
 ，当短边b为高度时的弯曲半径为R2
 ，则
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可见，前者抗弯本领是后者的9倍．对于圆柱横梁，若半径加倍，则其抗弯本领将增强24
 ＝16倍（见（9.23）式）．空心结构比同样截面积的实心体更为坚固，这是因为空心结构有较大的面转动惯量，其抗弯本领大．这一原理在自然界中得到了广泛的应用．比如，一般骨头均是空心的．修长挺拔的竹子，中空多节，具有很强的抗弯能力．竹子具有优异的抗弯、抗拉和抗裂性能的机理，当今已成为材料科学中的一个研究课题．

再看扭转形变，见图9-9，一端被固定的圆柱体，在自由端施加一力偶，产生一个沿轴向的扭转力矩．如果形变不太大，可以发现，任一通过轴线的平面将被扭转，扭转角度随着与固定端距离的增大而正比例增加，如图9-9（b）．这是一个剪切应变问题．相邻圆柱层，有不同的扭转角引起的切应变，从而产生剪切应力以及相应的剪切内力矩，与外力矩反向，彼此抵消而维持平衡．计算结果表明，由扭转形变产生的内力矩公式为

[image: alt]


这里，G为材料的切变模量，α为离固定端的距离为ι的正截面的扭转角，如图9-9（c）．Ip
 为有极转动惯量，其值取决于截面形状，对于实心圆柱体，Ip
 ＝πr4
 ／2．可见，若圆柱体半径加倍，则其抗扭转本领增强24
 ＝16倍．

当外扭转力矩不断增加，物体最终将断裂．以下列出人体中一些肢体骨骼出现这种情况的力矩和相应角度．
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（a）
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（b）
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（c）

图9-9　圆柱体的扭转形变与扭转角
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9.4　介质中的波速

·波速问题

·导出波动方程

·纵波相速公式

·横波相速公式

·弦横波相速公式

·气体中的声速公式

·说明

·声速数据表

●波速问题

在不同介质中传播的弹性波将有不同的传播速度，即使其频率是一定的．比如，声波相速：

标准状态下在空气中，　v＝331m/s；

常温条件下在水中，　　v≈1450m/s；

在木材中，　　　　　　v≈3000～5000m/s；

在钢铁中，　　　　　　v≈4000～5000m/s．

这是为什么？波相速公式v＝fλ＝ω／k解答不了这个问题，它是一个关于波速的运动学公式，适用于任何性质和形态的波．它不涉及波传播的动力学机制，它不回答为什么在不同介质中，波传播将有不同的波长值，虽然其频率相同．

中国唐山市于1976年发生大地震．来自当地幸存者对最初震感的描述，有说“先是上下颠簸，接着横向筛摇”；又有说“先是横向摇晃，接着又来上下颠颤”．两种感受均为实情．原来震源同时激发纵波和横波，记作p波和s波，两者传播速度不同，纵波相速大于横波相速，vp
 ＞vs
 ．如图9-10所示，在震中距近区域，直达纵波震动方向几乎垂直地面，而在震中距远区域，首先到达的纵震动其主要成分沿水平方向．地震台根据最初到达的纵波与横波的时差来确定震源位置．这需要有四个以上地震台记录到的时差数据，才能比较精确地测定震源位置．当然，地震波在地壳中的传播速度按层次深浅而有所不同．地壳厚度平均约为33公里，其底面是地震波速的一个突变面．地壳本身一般又分为上层与下层．上层为花岗岩层亦称硅铝层，下层为玄武岩层亦称硅镁层．在这两个区域中，地震p波或s波的速度也不同．
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图9-10　地震纵波与横波

总之，波在不同介质中的传播速度问题系动力学问题，需要从弹性体的应变与应力入手，去建立波动方程而求得解决．

●导出波动方程
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图9-11　导出纵波方程

见图9-11，一根介质棒的一端被敲击，便激发一纵波沿棒传播．设纵向位移函数为u（x，t）．则应力分布函数由（9.17）式给出，
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隔离其中任一质量元在x－x＋dx段，其含质量

∆m＝ρ∆V＝ρS∆x，

应用牛顿定律于此质量元：
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这里∂2
 u／∂t2
 表示质量元运动的加速度，而这时质量元的速度表达式为∂u／∂t，注意它有别于波相速v＝dx／dt．上式左端的净应力即合外力，由（1*
 ）式它可进一步表达为
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代入（2*
 ），有
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这是一个标准的波动方程，其解具有波动形式．从以上纵波方程的建立中，可以看出波函数u（x，t）对空间的一级导数∂u／∂x，表示弹性体内相对形变率（应变）；它对空间的二级导数∂2
 u／∂x2
 ，导致体内这一质量元所受的净应力．这一点以往鲜有印象．由此可以说，波动是与位移函数对空间二级求导相联系的效应．

●纵波相速公式

由纵波方程（9.25）式中∂2
 u／∂t2
 的系数，并对照波动方程标准形式（9.10）式可得纵波相速公式
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这里E为介质杨氏模量，ρ为介质的质量体密度．

●横波相速公式

仿照纵波方程的导出程序，不难建立传播于介质中的横波方程，从而获得横波相速公式
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这里G为介质的切变模量．

例题　对于铸铁ρ≈7.60×103
 kg/m3
 ，E≈1011
 N/m2
 ，并且G≈5×1010
 N/m2
 ，求得铸铁中纵波和横波相速度分别为
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若设一振动频率f＝3200Hz，则相应的在铸铁中的纵波与横波波长为
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●弦横波相速公式
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图9-12　导出弦横波方程

见图9-12，一根弹性弦，张力为T，质量线密度为η．当其局域有横向扰动时，便产生一横波u（x，t）沿弦传播．隔离一小段弧元[image: alt]
 其两端分别受到两个方向略有不同的张力T1
 与T2
 ，其在横向即垂直轴方向的分力分别为
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故弦横向净恢复力为
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再应用牛顿定律于这段质量元∆m＝η∆x，有
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即
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这是一个标准的波动方程，从中获得弦横波的相速公式为
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可见，当一根弦被绷得越紧，其横波速度越大，因为这时张力T大了，而质量线密度η近乎不变．二胡、小提琴调音时，随弦绷紧程度的加大，其基频（音调）越来越高，就是这个道理．最后，尚需说明一点，上述弦横波的线性波动方程的建立，有赖于小角近似和小位移近似，否则将导致非线性波动方程．不过，在弦乐器中，这一近似条件是被很好地满足的．

●气体中的声速公式

对于气体，其切变模量G＝0，故不存在横波．气体中纵波即声波的速度公式，可由（9.26）式演化而来．问题在于如何求得气体等效杨氏模量Ee
 ，这涉及声场中的气体处于什么状态，经历怎样的热力学过程．考虑到实际气体在通常条件下，比较稀薄，其性质接近理想气体，且具有很好的绝热性能，一气团按声频快速振荡，它来不及与周边气团交换热量，被近似地看作一个绝热振荡，或者说，气团按声频作周期性胀缩而疏密的过程是个绝热过程．基于此，导出理想气体声速公式为
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其中，p0
 ，T，ρ0
 分别为无波动时该气体的压强、温度和密度，γ为气体绝热指数，即定压比热容与定容比热容之比值，μ为气体摩尔质量，摩尔气体常数R＝8.314J/（mol·K）．

例题　对于空气，标准状态下的压强p0
 ＝1.013×105
 N/m2
 ，温度T＝273.16K，空气密度ρ0
 ＝1.293kg/m3
 ，绝热指数γ＝1.40，代入（9.27）式，得
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这与实测值v0
 ＝331.45m/s十分接近，偏差在0.1％．可见，用理想气体绝热过程看待气体中的声场是相当正确的．

●说明

本节从动力学观点导出介质中的波动方程，给出波相速公式．我们不禁要问，出现于波速公式中的介质性能参数如杨氏模量E和切变模量G，是否就是静态弹性实验中所得的数值；当介质元处于频率ω振动状态时，这些性能参数是否会改变．这是一个更为深刻的问题，虽然在很宽的低频范围内，弹性参数几乎不变．当出现波速与振动频率有关即v＝v（ω）情形时，将产生“色散”，波包在色散介质中传播时将要变形．这个问题留待9.8节介绍．

●声速数据表

（1）气体中的声速v（标准状态时的值0℃）
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（2）液体中的声速v（20℃）
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（3）固体中的声速
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9.5　波场中的能量与能流

·介质元的振动动能与弹性势能

·能量传输因子

·平均能量密度

·平均能流密度

·一组声强的量级

·声压与声压级　声强级

●介质元的振动动能与弹性势能

见图9-13，考察波场中任一介质元∆m＝ρ∆V，它在振动时，具有振动动能∆Ek
 ，它被反复形变时，具有弹性势能∆Ep
 ．设位移函数即波函数为u（x，t），则
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然而对于连续介质中弹性势能的表达，我们尚不熟悉，现以纵波为例，采取与一维线性弹簧类比的方式分析之，参考图9-14．
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图9-13　波场中介质元的机械能
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图9-14　介质棒与弹簧类比
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再将右端关于介质棒弹性势能表达式，应用于波场中的介质元，须作如下相应转换：V→∆V，∆ι／ι→∂u／∂x．最后得纵波场中介质元的弹性势能表达式为
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对于横波，介质元的弹性势能公式为
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值得注意的是，上述关于波场中介质元的振动动能与弹性势能的表达式是普适的，并不限于平面简谐波．

●能量传输因子

以沿x方向传播的平面简谐波u（x，t）＝Acos（ωt－kx）为例，进一步揭示波场中能量∆Ek
 （x，t），∆Ep
 （x，t）的时空特性．由（9.32），（9.33）式，得

[image: alt]


于是，包含于∆V中的机械能为

[image: alt]


再应用波相速公式[image: alt]
 确认ρω2
 ＝Ek2
 ，故体积元∆V所含机械能为
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这里有两点值得强调：

（1）三个能量表达式（9.35），（9.36）和（9.37）中均含宗量（ωt－kx），这表明能量值如∆Ek
 ，∆Ep
 ，∆E，像个团块随时间在空间传输，其传输因子正是先前行波的相位传播因子（ωt－kx）．因此，能量传输速度vE
 等于波相速v，即
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这是预料中的事．相位传播——运动状态传播——能量传输，三者本该一致．伴随着波动必有能量的传输，正缘于此．

（2）出乎意料的是，∆Ek
 （x，t）与∆Ep
 （x，t）两者相位一致．动能与势能同时达到最大或最小，同处达到最大或最小．这与一弹簧振子的动能与势能之间相互转换和守恒情形是截然不同的．这并不违背能量守恒律，因为处于连续介质中的体积元∆V，并非孤立系，它是一个开放站，能量有进有出．图9-15有助于理解∆Ek
 与∆Ep
 变化步调的一致性．比如，我们注意a点或c点邻近，其左右两侧的形变是反对称的，以致形变最强故势能最大，而这两处随时间的位移的改变量也最大，以致速度最大、动能最大．对于b点或d点邻近，左右两侧形变对称，应变∂u／∂x＝0，且位移的改变量最小，∂u／∂t＝0，即振动动能和弹性势能均取零值．

●平均能量密度

波场中单位体积内蕴含的能量被称作能量密度
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图9-15　说明波场中动能与势能相位的一致性
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对于交变振动场合，人们总是关注能量密度的时间平均值，它被称作平均能量密度，即
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其单位为焦／米3
 ，记为J/m3
 ．

●平均能流密度

伴随着波动有能量的传输而形成能流．瞬时能流密度定义为单位时间内通过单位正截面的能量．在实际问题中人们更注重平均能流密度．考量到能量传输速度为v，故平均能流密度为

[image: alt]


其单位为瓦／米2
 ，记为W/m2
 ．平均能流密度I在声学中称作声强，在光学中称作光强，统而简称为波强度．说到底，研究能量密度[image: alt]
 的目的是为了导出平均能流密度I，至少从实际意义上是这样，因为对于一列行波，其作用于观测者和传感器的正是它的平均能流密度，或者与波强度直接相关的物理量．比如，人耳感受的是声压强波的幅值，如图9-16所示．
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图9-16　声波是疏密波也是压强波

●一组声强的量级
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让我们据此数据，估算一位上大课的教师在两节课时间里的讲话，共输出多少声能．设讲课声强为中等强度I≈10-3
 W/m2
 ，时间∆t≈100min≈6×103
 s，声波波前面积∆S≈50m2
 ，得输出声能

E＝I∆t∆S＝10-3
 ×6×103
 ×50J≈300J．

真是出乎意料地少，还不足40W日光灯10秒钟内消耗的电能．当然，这里考量的仅仅是纯粹的声能，并未计及教师在讲课过程中大脑思维和语言表述所付出的能量，也未计及发声系统声带口腔等器官的转换效率．不过，这一点是清楚的，纯声波的功率是很小的．比如，大课教员发声的平均功率约50mW．

●声压与声压级　声强级

空气中的纵波即声波，可以用气体分子宏观位移函数u（x，t）予以描述，也可以用压强波函数p（x，t）或密度波函数ρ（x，t）予以描述．现以沿x方向传播的平面简谐波为对象，即

u（x，t）＝Acos（ωt－kx），

通过以下类比方式，简捷地导出相应的压强波函数：设气团体积元S∆x，
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于是得到－∂p／∂x＝Ee
 ∂2
 u／∂x2
 ，即
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其中，Ap
 为空气压强波的振幅，它与位移波振幅A的关系为
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借此，并利用气体声速公式[image: alt]
 可以将以A表达的声强公式（9.40）改写为以Ap
 表达之，
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其中，ρ0
 v称为声阻，其意义是在声压波幅值一定的条件下，声强I反比于声阻，声阻越大则声强越小．如果联系电阻R元件，在交流电压峰值U一定条件下其电功率公式为P＝U2
 ／2R，就更能理解将ρ0
 v谓之声阻的合理性了．

经过几个世纪的探讨，人们终于搞清楚，人耳感受到的是耳膜上空气压强的变化．在声学中，将感受压强与静止压强之差称作声压．明确地说，声压就是声压强波的振幅Ap
 ．人耳对声压的感觉极为敏感，可听声压的范围亦很宽，从刚能听到的声压约为20µPa（微帕），至震耳噪声的声压达200Pa，竟相差107
 倍．另一方面，人耳所感觉的响度并不与声压成正比，而是与声压对数值成正比，这正体现了生物适应自然的一种本性．基于此，声学中引入声压级Lp
 ，它被定义为实际声压值p与基准声压值pb
 之比的常用对数乘以20，即
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其单位为分贝（dB）．中国标准的基准声压pb
 ，在空气中为20µPa，在水中为1µPa．

例题　声波“分贝数”与实际声压“帕”数的换算．人耳可感最低声压为20µPa，其声压级为零分贝（0dB）；震耳欲聋的声压为200Pa，其声压级为140dB；声压级为100dB时，其声压为2Pa．以上两者数值的换算均基于（9.44）式，读者可自行练习之．





理论上也可以引入声强级LI
 ，它被定义为
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其单位为dB．其实，按此定义的声强级分贝数与声压级分贝数是相同的，因为（9.43）式已经表明，声强正比于声压平方．这里的基准声强Ib
 为10-12
 W/m2
 ，这与基准声压20µPa相当．图9-17曲线显示可闻声强随频率变化的对数曲线．下面那条曲线表示听阈，即在给定的频率下，刚好能被听到的声强；上面那条曲线表示痛阈，在这样高的声强下，听骨受迫振动强烈，以致敲击中耳的耳壁，产生痛感．正常的听觉声强范围处在这两条曲线之间．
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图9-17　人耳听觉的听阈与痛阈曲线

最后说明一点，以上论述的声压强波、声压和声压级，之所以被强调，是基于声测量学这一背景．有多种类型和性能的声压计用以直接测定声压级．考量到任何声传感器总有自己的频应特性，声压计上指示的声压级大多数是以1000Hz的纯音为基准而刻度．以往长期以来没有对声强或声功率直接测量的仪器，有关声强的实际数据均是通过对声压的测量而换算得来的．20世纪70年代以来，由于数字技术和微处理机应用的发展，一些能直接测量声强的实用仪器，如声强计、实时声强分析仪等，已陆续问世．

9.6　波的叠加和驻波

·波的叠加原理

·驻波的形成

·驻波区别于行波的若干特点

·两端固定弦的振动模式

·空气柱的共振频率

·反射波的相位突变问题

·调幅波

●波的叠加原理

前面几节研究的对象均为一列行波，而几列行波的叠加将出现许多有趣的现象，并导致许多重要的应用．比如，两个振子以同一频率同时拍打水面，或校园中两个扩音器播放的声波，就能产生波的叠加，如图9-18所示，其中P点表示两列波交叠区域中的任一场点．设波1单独存在时的扰动为u1
 （p，t），波2单独存在时的扰动为u2
 （p，t）．那么，当波1和波2同时存在时，场点P的扰动u（p，t）怎么样？这要分别两种情况表述之．一种常见的情况是，
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图9-18　波的叠加
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这表明，一列波的传播行为与另一列波是否存在无关，吾行吾素，这与两质点相遇而发生碰撞的物理图像迥然不同．这种现象，在实验上被总结为波的独立传播定律，在理论上被认为波传播满足叠加原理．换言之，波叠加原理的表达式（9.46）是波独立传播定律的数学描写．另一种罕见情况是，
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表明这种场合波叠加原理不再成立，一列波的传播行为已经受到另一列波的影响．不过，在通常介质和通常波强度的条件下，波叠加原理是适用的，从而形成线性波动力学体系．反之，波叠加原理不适用的场合，属于非线性波动力学的研究领域．若无特别声明，本课程均在线性波动范畴中研究波叠加问题，即从（9.46）式出发研究各种具体的波叠加及相应的主要特点．

●驻波的形成

设有两列行波，频率相同，振动方向亦相同，而传播方向正相反，如图9-19所示．比如，一端固定的橡皮绳子，当另一端被强迫做周期性振动时，就存在一端入射的横波与固定端反射的横波同时传播于绳中，其叠加结果，行波的特性消失了，出现了崭新的波场特性，称其为驻波（standing wave）．兹作具体分析如下．

[image: alt]


图9-19　驻波的形成

设向右传播的行波为u1
 波，向左传播的行波为u2
 波，其波函数分别为

u1
 （x，t）＝A0
 cos（ωt－kx），

u2
 （x，t）＝A0
 cos（ωt＋kx），

这里，我们设定这两列对头碰的行波，振幅相等，原点初相位均为零，这不影响下述关于驻波特点的那些结论的正确性．于是，这两列波的叠加场为

u（x，t）＝u1
 （x，t）＋u2
 （x，t）＝2A0
 coskx·cosωt，

或者写成
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这表明，这合成波函数u（x，t）不再含有行波传播因子（ωt±kx），出现了空间变量与时间变量的分居状态，这一结果包含着新的丰富的物理图像．

●驻波区别于行波的若干特点

这可以被概括为以下几点．

（1）驻波场中各质点虽然仍作简谐振动，其振幅却出现了空间分布，形成了一系列等间距的波腹和波节（wave loop and node）．在我们设定的φ10
 ＝φ20
 ＝0条件下，当位置
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则出现波腹，此处振幅最大AM
 ＝2A0
 ；当位置满足[image: alt]
 n＝0，±1，±2，…，则出现波节，此处振幅最小，Am
 ＝0．波振幅或波强度出现了一个新的空间分布，这称为波的干涉．

（2）相邻波腹或相邻波节之间隔为
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此值是普适的，与初条件和边条件无关．这提供了测定行波波长λ的实验依据，从而测定了行波相速v＝fλ，当频率f已知时．

（3）驻波场中各点谐振动之间的相位关系也表现出特殊性．若将相邻两个波节之间的区域视为一个单元，则同一单元内部各点振动相位一致而同步起伏，而相邻单元的振动相位差π，步调相反．图9-20显示了驻波的瞬时波形．由此可见驻波运动失掉了行波的传播特性．
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图9-20　驻波瞬时波形系列

（4）驻波场亦失掉了行波的能流特性，即驻波场的平均能流密度为零，I＝0．但各点平均能量密度不为零，且等于两列行波的能量密度之和，即
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下面对驻波场的能量问题稍作深入的分析．根据连续介质中动能和势能的一般表达式（9.32）和（9.33），写出驻波场中任一处的瞬时能量密度，
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由此可见，wk
 ≠wp
 ，各处内部瞬时动能与势能是不相等的．这一点在波腹处或波节处表现得尤其突出，试将波腹位置xn
 ，波节位置[image: alt]
 代入，结果是
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就是说，波腹处只有动能，其势能始终为零．定性看，波腹处两侧位移函数值对称，故无形变；而波节处两侧位移函数反对称，故始终存在形变势能，且比别处的势能要大．对上面两式求时间平均值便得到（9.50）式．总之，驻波场在波形起伏运动过程中，是以单元为孤立系，发生着动能与势能的转换和守恒．相邻两个单元之间不存在能量交换，不出现能量有进有出的图景．驻波函数u（x，t）是否满足波动方程？回答是肯定的．因为其包含的两个行波函数均满足波动方程，而波动方程是线性的，两者的合成函数必定满足波动方程．驻波就是这么一个特质的波，既无能流又满足波动方程，称其为驻波甚为合适．

●两端固定弦的振动模式

弦乐器比如二胡、提琴，其弦线两端是被固定的．当弦线被琴弓激励时，就产生方向相反的两列行波，反复地传播于弦线上而产生驻波．这是一个满足特定边界条件的驻波场，即其两端必定是波节，而相邻波节之距离为λ／2是普适的．这样一来，长度为ι的一段琴弦，可能存在的行波波长是一系列被限定的离散值，
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在波速v一定的条件下（它决定于弦之张力与质量线密度），波长的离散值对应着频率的离散值，
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其中最低频率为f1
 ＝v／2ι，称其为基频，依次为f2
 ，f3
 等，被称为二倍频、三倍频等．弦被拉得越紧，张力大，波速高，提高了基频．或者，演奏者重压手指于琴弦，缩短了弦长，这也提高了基频．

例1　钢琴中最长的琴弦的长度为1.98m，这根琴弦中的波速为v＝130m/s，那么，这根弦激发的基频为
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其二次、三次谐波的频率为f2
 ＝65.6Hz，f3
 ＝98.4Hz．

例2　小提琴中频率最高的那根琴弦中的波速为435m/s，其长度为0.33m，那么，这根弦激发的基频为
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其二次、三次谐波的频率为1318Hz，1977Hz．

这里，尚有一个较为深入的概念值得提出．琴弓的推拉或琴键的敲击，产生了对琴弦的短暂的激振，其所含的频率范围很宽，是所谓的连续频谱．而形成稳定驻波的频率取值却是离散的．这表明，在外界激励信号中，只有这一系列特定的频率值fn
 被选中而保留下来．从这个意义上说，两端固定弦具有选频功能，这是通过弦上必然存在的两列对头碰的波的叠加和干涉机制来实现的．另外，表达一个振动模式，不仅要明确其频率，还要明确其振幅．那么，存在于弦驻波中的各种频率成分的谐波，其振幅比值又是怎样的？这不能一概而论．它取决于由演奏动作所激励的频谱形状．而人们听到的乐音，又是这些驻波振动模式，再通过琴盒的共鸣所发出的行波的和声．
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图9-21　两端固定的弦的振动模式

●空气柱的共振频率

管乐器中存在声驻波．声驻波与弦驻波的一般性质是相同的，虽然前者为纵波，后者为横波．两者的差别在于边条件．弦振动可能有强迫性边条件，比如其两端被固定．而管中空气柱两端是自由的．具体地说，像单簧管这类乐器，其中空气柱一端与管壁粘合，而管壁是静止的，故这一端是空气柱驻波场的波节；在开口的另一端，声波一部分被发射出去，一部分被反射回来，开口端空气分子能够自由振动，故开口端是声驻波的波腹．若空气柱两端均开口，则两端均为波腹．当然，也可以将空气封装在一管中，在外激振条件下，造成两端皆为波节的声驻波．图9-22显示空气柱驻波场的振动模式．设空气柱长度为ι，当两端开口时，其共振波长与相应的共振频率为
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（a）两端开口
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（b）一端开口

图9-22　空气柱驻波场
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当一端开口时，
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例题　单簧管的基频f1
 为147Hz，那么其有效长度为
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●反射波的相位突变问题

波在介质体内传播将伴有吸收现象，而波在介质界面将出现反射和透射．这里不讨论界面波反射率和透射率问题，只关心反射波的相位变更，因为这直接关系着入射波和反射波合成的驻波场，在界面入射点亦即反射点是波腹还是波节的问题．图9-23（a），表示一列行波自左向右传播，遇到介质界面，左侧入射方的介质波阻为ρv，右侧透射方的介质波阻为ρ′v′，图中界面右侧一小段波形表示若无界面存在时，波自由传播的波形，用作参考．此时反射波形究竟怎样，这取决于波阻ρv与ρ′v′的数值大小．有关波动方程和相应的边值关系的理论表明，当ρv＞ρ′v′，若借用光学语言即波从波密介质到波疏介质时，反射点振动相位与入射点振动相位一致；当ρv＜ρ′v′时，即波从波疏介质到波密介质时，反射点振动相位有了突变，与入射点振动相位差π．于是，对于第一种情况，界面处系驻波场的波腹；对于第二种情况，界面处系驻波场的波节——这是自由边界条件而非人为强迫造成的波节．由此可见，空气中传播的声波，凡遇液体表面或固体表面的反射，此表面即界面处必定是波节．然而，精细的实验显示，这时界面处并非严格意义下的波节；这是因为此界面并非全反射，其反射波振幅要小于入射波振幅，虽然两者相位差π，故其合成振幅不等于零．
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图9-23　反射波的波形

（a）入射波，（b）反射波相位无突变，（c）反射波相位突变π

因此，在表达反射波与入射波相位关系时，要考量到上述两种情况的区别．设O点与界面入射点的波程为L，据（9.2）式，入射波导致O点振动的初相位为φ0
 ，反射波导致O点振动的初相位为[image: alt]
 ，那么，这两个振动的相位差为
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●调幅波

以上重点论述的驻波是一种既重要又特殊的波叠加．其实，波叠加的情态是多种多样的．比如，图9.24（a）所示，有两列行波均沿x方向传播，而两者的波长λ1
 ，λ2
 稍有不同．其合成波形便如图9-24（b）所示，生成了一串串波包，而随时间在空间推移．可见原本各自等振幅的两波列，其复合波变成了振幅随空间作周期性慢变的波形．这类波被称为调幅波（amplitude modulated wave）．其实前一章8.9节述及的拍（振动）就是调幅声波送到耳朵所产生的，那两个频率稍有不同的音叉发出的两列声波，在空间叠加结果形成了调幅声波．故人们亦称调幅波为波拍（wave beat），以区别仅存在于局域的波包（wave packet）．还有，广播电台发射的电磁波，一般也是一种调幅波，它是一列振幅被声频调制的高频载波，进入收音机而被解调，再现了声音．关于调幅波或波拍的数学描写，及其在空间推移的速度，留待9.8节讨论介质色散时给出．
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图9-24　调幅波（b）及其形成（a）

9.7　多普勒效应与激波

·纵向多普勒频移

·雷达测速仪

·多普勒流速计

·多普勒频移的普遍公式

·激波与马赫锥

●纵向多普勒频移

波接收器所感受的讯号频率与波源的发射频率之间可能存在差别，当它们并不静止时．这种现象被称作多普勒效应（Doppler effect）．比如，一列特快火车，通过站台，汽笛长鸣，其音调听起来由高转低，呼啸而过．这便是一个多普勒频移现象．先让我们做一个抛接球游戏，如图9-25（a），甲抛球而乙接球．假如甲每分钟抛出66个球，试问乙接收66个球是否需要1分钟？不难想象，这与甲或乙是否运动有关．设想，若甲一边抛球一边迎着乙跑动，那乙从接到第一个球开始计时，不足1分钟就可以拿到66个球．换言之，乙接球频率高于甲抛球频率．现在回到波列行进图像，见图9-25（b）（c），S为波源，S′为接收器，S0
 为介质空间参照系．设波源发射频率为f，波源运动速度为u，波在介质中传播速度为v，接收器运动速度为u′．注意，这里规定S指向S′方向为速度的正方向．在∆t时间中，波源发射的振动次数为∆N＝f∆t，其在空间中展开的波列长度为
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而波列以相对速度（v－u′）进入接收器，那么它被全部接收所需时间为∆t′＝L′／（v－u′），其中包含∆N次振动．于是接收频率应当是
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即
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图9-25　说明多普勒效应
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这正是纵向多普勒频移公式（Doppler shift）．以下说明几点：

（1）当两者相向运动彼此靠近时，u＞0，u′≤0，得f′＞f，接收频率高于发射频率．反之，当两者背向运动彼此远离时，u＜0，u′≥0，得f′＜f，接收频率低于发射频率．举一例，设火车速度40m/s，这相当于时速为144km/h，其汽笛声频f＝2000Hz，而声速约为344m/s，则当火车迎面而来时你收听到的频率为f′≈1.13f＝2263Hz，提高了263Hz．而当火车飞快离开时，你所接收的频率为f′＝0.90f＝1800Hz，降低了200Hz．立在过境站台上的人们，听到汽笛声呼啸而过，就是这个道理．

（2）当波速远大于振源速度，即v≫u时，有近似公式
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两者差频公式为
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（3）虽然波源运动或接收器运动都将引起频移，但具体缘由却不相同．前者导致波长的伸长或缩短，如图9-26所示；后者导致接收一段波列所需时间的增加或减少．
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图9-26　水波盘中一振子自左向右运动

（4）在非相对论情形下，真空中光波的纵向多普勒频移公式为
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其中c为真空光速，ur
 ＝u－u′，是光源与接收器之间的相对速度．故人们常说，光波多普勒频移与声波的区别是，前者仅决定于两体的相对速度，而与两体各自相对介质参照系的速度无直接关系．不过，这个结论并非普适．

（5）由于真空光速恒为c值，与光源或观测者是否运动无关．故试图通过光速的测量以确定两个参考系之间的相对速度的努力无效．幸好，（9.61）式提供了一种途径——通过对接收光频f′的测量及其与源光频f的差别，由该式求得恒星相对地球的速度ur
 ．美国天文学家哈勃，就是由恒星谱线的红移即f′减少，推断出遥远恒星背离地球的退行速度，确立了天文学领域中的一个重要定律——哈勃定律，详见第1章1.4节．

●雷达测速仪

在通往首都机场的高速公路上，设置有若干个雷达测速仪以监测车速，见图9-27．静止的测速仪发射一束频率为f的雷达波即电磁波，经运动目标反射而回波频率变为f″，其间发生两次多普勒频移．第一次，运动目标作为接收者，其靠近速度为V，据（9.61）式其接收频率为f′＝（1＋V／c）f．第二次，运动目标成为波源，其发射频率为f′，故测速仪接收的回波频率为

f″＝（1＋V／c）f′＝（1＋V／c）2
 f≈（1＋2V／c）f，
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图9-27　雷达测速仪

这里合理地略去二级小量（V／c）2
 ．最终产生的差频为
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测速器内部含有混频器，它将源生频率信号与回波两者合成而产生拍．拍频fb
 ＝∆f，它属于低频因而容易被测量．于是，目标速度为
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例题　试估算拍频数值．设发射频率f≈20MHz，车速V≈30m/s～108km/h，雷达波速c≈3×108
 m/s，则2V／c≈2×10-7
 ，得拍频fb
 ＝∆f＝4Hz．

●多普勒流速计

利用多普勒频移可以测量血液流动的速度，其原理如图9-28所示．在脉管的一侧放一个高频声源，在另一侧放一个晶体探测器，以接收被红血球所散射的声波信号．如果倾角很小，那么可以用纵向多普勒频移公式（9.58）分析之．在此场合，运动中的红血球同时充当两个角色，对静止的声源而言它是运动目标，对静止的探测器而言它是运动声源．经两次多普勒频移，探测器接收到的声频为
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即
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这里，f为声源的发射频率，v是声波在血液中的波速，u是红血球的运动速度绝对值．实侧f″或拍频fb
 ＝f″－f，就可求得u值。
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图9-28　多普勒流速计原理

典型的红血球细胞的半径为5×10-6
 m．这个数据在目前场合是重要的．如果声波长与散射颗粒大小相比太长的话，波束将被大量运动颗粒的散射而使这种测量失效．为了入射波束的定向性更好，也为了提高测量灵敏度，用于多普勒测速计中的声源是超声源，其频率可取10MHz．

●多普勒频移的普遍公式

当波源运动方向、接收器运动方向及其连线方向三者不一致时，接收频率与发射频率的关系式可按以下方式被导出．

先看波源运动而接收者静止的情形，见图9-29（a）．现以相位语言考量频移．设源S发射的角频率为ω，在dt时间中其相位增量为ωdt，在此时间中源沿α方向位移udt，相应地改变了它与接收者的距离，波程差（r′－r）＝－ucosαdt，这导致S′接收dφ＝ωdt所需要的时间dt′不等于dt，而应当是
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这等价于接收角频率ω′不等于发射角频率ω，因为

ω′dt′＝ωdt，

故

[image: alt]


或接收频率
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（a）
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（b）

图9-29　普遍多普勒效应

普遍情形如图9-29（b）所示，源与接收者同时运动．仿照上述相位分析，得多普勒频移公式为
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其中v为波速．当α＝β＝0时，上式就简化为纵向频移公式．该式看起来倒亦简朴．不过，注意到其中标志运动方向的α角度和β角度是随时变化的，即使u和u′保持不变．因此，接收频率f′是时间的函数，也许它是个慢变函数．

●激波与马赫锥

在流体中当物体运动速度大于波速时，将激发出一种特殊波形的脉冲波在介质中传播．这类波被称作激波或冲击波（shock wave）．图9-30显示一颗子弹呼啸而过时产生的空气激波波前形态，其波前呈现锥面状．其实，在日常生活中用一根筷子在水面上一划，也能产生激波，因为波长为几厘米的水面波（涟波），其波速约为20cm/s，小于筷子划动速度．图9-31以质点运动为例说明激波锥状波前的生成．在∆t时间中运动质点掠过的距离为u∆t，起始时被激励的球面波前的传播半径为v∆t，它小于u∆t．沿途先后被激励的球面波前，其半径依次按比例缩短．此时刻这大量的微观波面的公切面即包络面，形成了一个宏观波面，它是以运动质点为顶点的圆锥面，被称作马赫锥．观测者感受的就是这个脉冲的锥状波前．定义马赫数（Mach number）
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这里u是物体运动速度，v是介质中的波速．不难从图中求得马赫锥的角度（马赫角），
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图9-30　超声速飞行的子弹引起激波
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图9-31　激波的马赫锥状波前

例如，子弹飞行速度为700m/s，其马赫数Ma≈2，则马赫角θMa
 ≈30°．水面快艇的马赫数是很大的，在102
 以上．然而当它乘风破浪于水面时产生的激波的锥角却不小，且维持于常数值．这是因为激波的波阵面非常薄，这相当于其空间波函数是一个非常尖锐的脉冲，它在水面传播时有着严重的色散．理论计算表明，快艇尾迹的马赫角维持为一常数θMa
 ≈19.5°，全角约为39°，这与观测结果一致．

伴随着激波的到达，一股巨大气浪冲击而来．激波的波阵面极薄，仅有10nm量级，其前后两侧气压有个突跃．前方近乎正常气压p1
 ，后方因气体被压缩而有较高气压p2
 ．压强比值p2
 ／p1
 用以定量地表示激波的强弱．比如，瓦斯爆炸，p2
 ／p1
 ≈10；炮弹爆炸，p2
 ／p1
 ≈102
 ；核弹爆炸，p2
 ／p1
 高达104
 以上．与此相联系，激波的波阵面后方高气压区域中的气流也有较大的速度．理论计算表明，当激波p2
 ／p1
 达到约5.3时，该气流速度为波前声速的[image: alt]
 倍，近500m/s，这相当于一般子弹的初速度值；当激波p2
 ／p1
 值达到21.4时，该气流速度为波前声速的3.4倍，同时该区域的热力学温度是前方的4.5倍，即高达1050℃．激波的冲击力或破坏力，主要来自它携带的高速高温气流．当p2
 ／p1
 ≈1.5～2.0时，激波的冲击力就足以使动物的肝肺受到致命的伤害，或打碎窗玻璃，甚至推倒砖木结构的房屋．

9.8　介质色散　波包群速与波包展宽

·介质色散

·波包群速与波包展宽

●介质色散

色散（dispersion）一词源于光学——一束白光通过玻璃棱镜被散开而形成一彩色光谱，这缘于材料光学折射率因波长而异．此后，凡是不同波长或不同频率的波在同一介质中具有不同的传播速度的现象，在物理学中被统称为色散．注意到波相速v＝ω／k，进而将波扰动角频率ω与波数k的关系式ω（k）称作色散关系或色散公式．若ω（k）＝ck，c为常数，则相速v＝c，与k无关，此时介质无色散．光在真空中的传播就是这种情况．否则，若v＝ω（k）／k与k有关，则介质存在色散．任何介质多少均有色散．对于声波的具体色散公式ω（k）要从深入分析弹性模量E或G的微观机制中求得．比如，深水表面重力波的色散关系式为[image: alt]
 即[image: alt]
 这表明波长越短，波相速越小，属正常色散．

●波包群速与波包展宽

介质的色散对波包的传播行为带来重要的影响．一波包可以被分解为一系列不同波长的平面简谐波的合成，其中每个波长成分各有自己的传播速度，这使得波包传播速度具有新的含义．先看本章9.7节描述的调幅波情形，它是波长稍有差别的两列等幅简谐波的合成波，设

u1
 （x，t）＝Acos（ω1
 t－k1
 x），　u2
 （x，t）＝Acos（ω2
 t－k2
 x），

则调幅波函数为
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这里，
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其空间波形是一串波包如图9-24（b）所示，其中每个波包内含许多高频振荡．我们关注前面那个低频包络因子中的传播因子（∆ωt／2－∆kx／2），它给出波包随时间在空间的推移速度
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称其为群速（group velocity），它代表了波包的能量传输速度．

例题　设两列简谐波的频率为f1
 ＝500Hz，f2
 ＝505Hz，波长为λ1
 ＝10cm，λ2
 ＝9.6cm．由此可知，相速分别为v1
 ＝50m/s，v2
 ＝48.5m/s；k1
 ＝2π×10m-1
 ，k2
 ＝2π×10.4m-1
 ，得出群速
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可见，波包群速不等于相速平均值．此例是个大色散情形，且[image: alt]
 这是正常色散．

典型的波包形状是局域的，见图9-32，并不像调幅波那样的一串波包；其包含的波长成分是连续分布于某一范围（λ0
 －∆λ／2）～（λ0
 ＋∆λ／2），中心波长为λ0
 ，谱线宽度为∆λ，且∆λ≪λ0
 ．经傅里叶变换的理论分析，得到的主要结论如下．

（1）波包的群速公式为
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这里k0
 是谱函数的中心波数值，它与中心波长λ0
 对应．波包在传播过程中不变形，见图9-32（a）．比如，对于深水表面重力波，其色散关系式为[image: alt]
 故其中出现的波包的群速为
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它是相速值的一半．

（2）若色散的二级效应d2
 ω／dk2
 不可忽略，则波包在传播过程中将要变形，变得矮胖，见图9-32（b）．此时，波包中心的速度v0
 与波包前沿速度vf
 有所区别．显然，vf
 ＞v0
 ．波包中心速度反映能量传播速度，仍以（9.70）式表达．波包前沿速度反映信号传播速度，其中含（d2
 ω／dk2
 ）2
 的贡献．深水表面重力波存在二级色散效应，[image: alt]
 [image: alt]
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图9-32　波包群速与波包展宽

（3）当波包展宽到初始宽度的二倍时，所需的时间τ被称作特征时间．理论分析表明，二级色散效应越强，或原谱宽度∆k越宽，则特征时间越短．特征时间τ具有波包寿命的意义．特征时间τ越长，表明波包的稳定性越好．

9.9　孤立波与非线性波动

·孤立波与孤子

·非线性波动

·小结

●孤立波与孤子

英国科学家、造船工程师S. 罗素于1834年观察到在运河上出现一光滑巨峰，竟以恒定速度、不变波形稳稳地向前推移，目送着它直至在视野中消失．这一奇特现象的成因，在当时引起了广泛的关注和争论．这一巨峰凭借什么力量抵御了色散展宽坍塌，使自己变得如此孤傲挺立？60年后，两位年轻的荷兰科学家Korteweg和de Vreis建立了单向运动浅水波的数学模型，即著名的KdV方程，得到了形状不变的孤立波解．直到1965年，美国科学家Zabusky等人用数值模拟法，考察了等离子体中孤立波相互间的碰撞过程，才证认了一个重要结论——孤立波相互作用后各自保持速度不变、波形不变而传播．如果将局域的单个脉冲波包视为一个波子，那么上述特性的孤立波就是一种特殊的波子，它们在相互碰撞后竟保持速度不变、形貌不变．科学家们因而把这类孤立波称为孤子（soliton）．

●非线性波动

实际上，我们在之前所建立的线性波动方程均是在小振幅条件下得到的．在高功率大振幅时，推导波动方程过程中出现的非线性项必须保留，从而得到了一个非线性波动方程．非线性波动方程其行波解的显著特点是，波速与质点振幅不再彼此独立，两者之间存在相互联系．具体说，波速随振幅而变，大振幅有高速度．图9-33显示KdV方程双孤子作用的过程，看得出大振幅的孤波后来居上，经历一段时间t跑到了小振幅孤波的前头．回过来理解S. 罗素所观察到的单一孤波的现象．其中原来存在两种相反的效应．色散效应使波包展宽坍塌；而非线性效应，使波包中心大振幅的传播速度大于前沿速度，而压缩了波包宽度．两者并存得以稳定平衡，使水面巨峰孤傲挺进而不变形．
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图9-33　双孤子传播图像
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图9-34　波形随传播距离而变

在色散介质中孤子独特的传播性能对于通信显得尤为优越．1980年美国贝尔实验室，在石英光纤材料中首次观察到光孤子的传播，从而极大地推进了光孤子通信的可行性研究．我国也已将光纤孤子通信列入重大攻关项目．

在小色散介质中，大振幅波的传播由于速度-振幅的非线性效应，使其波形随传播距离而变，如图9-34所示，初始的简谐波形逐渐演化为锯齿波形，原本单频的波在传播过程中逐渐地滋生出高次谐波，其能量也随之向高频转变．这个过程持续进行，最终形成激波．

通常情况下成立的波叠加原理，不再适用于非线性波动．满足非线性波动方程的两个解，其线性组合不再满足方程．两列不同频率的声波，向前传播交叠一起，由于非线性效应而产生相互作用，滋生出差频、和频以及其他频率组合的声波．

随着强声和强光技术的发展，以研究大振幅波的传播规律为基本内容的非线性波动学，已成为当前非线性科学领域的重大课题．新的理论方法和计算技术、奇异的物理图景和潜在的应用前景，正吸引着科学家们去创造、开掘和展现．

●小结

在这里，从学习的意义上不禁使人回忆起，对描述振动和波动的那几个特征量之关系的进一步认识．当它们——振幅A，频率ω和波数k，作为运动学量予以介绍时是各自独立的．一旦进入动力学场合，它们之间就有了某种关系．比如，在受迫振动中，出现了振幅对频率的依赖A（ω）．在单摆大振幅的非线性振动中，出现了本征频率对振幅的依赖ω（A）．在线性波动中，出现了比值ω／k即波速v对物性E，G或ρ的依赖．在色散介质中，出现了波速对频率或波长的依赖v（ω）或v（k）．现在，在非线性波动中，出现了波速对振幅的依赖v（A）．看来，随着非线性波动理论和实验的进展，将有更错综的关于这些量之关系被揭示出来，那将会出现更为丰富的物理图像，向人们展现出更为奇异的波动世界．

习　题

9.1　人眼所能见到的光（即可见光）的波长范围是[image: alt]
 （相当于紫光）至[image: alt]
 （相当于红光），[image: alt]
 求可见光的频率范围．人眼最敏感的光是黄绿色光，波长是[image: alt]
 求黄绿光波的频率（光速c＝3×108
 m/s）．

9.2　收音机的中波频率范围是535kHz至1605kHz，求中波的波长范围．电磁波的传播速度等于光速，光即是一定波长范围内的电磁波．

9.3　频率在20～20×103
 Hz的弹性波能触发人耳的听觉．设空气中的声速为330m/s，求这两个频率声波的波长．

9.4　设有一维简谐波
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式中x和u的单位为cm，t的单位为s．求振幅、波长、频率、波速，以及x＝10cm处振动的初相位．

9.5　本题图为t＝0时刻平面简谐波的波形，波朝负x方向传播，波速为v＝330m/s．试写出波函数u（x，t）的表达式．

9.6　已知平面简谐波在t＝0时刻的波形如本题图所示，波朝正x方向传播．
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习题　9.5
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习题　9.6

（1）试分别画出t＝T／4，T／2，3T／4三时刻的u-x曲线；

（2）分别画出x＝0，x1
 ，x2
 ，x3
 四处的u-t曲线．

9.7　有一横截面为圆形的铜丝，横截面积为1.0mm2
 ，受张力为1.0N．求其中传播的横波和纵波的波速．已知铜的密度为8.9×103
 kg/m3
 ．

9.8　水中声波的速度[image: alt]
 其中K为体积模量．已知某温度下水中声速为1.45×103
 m/s，求水的体积模量．

9.9　设波传播时介质不吸收能量，因而通过波面的总能流守恒．试据此证明9.1节的结论：球面波振幅A（r）∝r-1
 ，柱面波振幅A（r）∝r-1/2
 ．

9.10　在正常生活环境中，声强（声波的波强）应该在10-8
 J/（m2
 ·s）以下．试按频率f＝1000Hz估计一下，这个声强所对应的声振动的振幅多大（空气的密度ρ约为1.29×10-3
 g/cm3
 ，空气中声速v约为340m/s）．

9.11　面向街道的窗口面积约4.0m2
 ，街道上的噪声在窗口的声强级约为60dB，求传入室内的声功率．

9.12　试证明（9.44）式定义的声压级与（9.45）式定义的声强级分贝数相同．

9.13　图中O处为波源，向左右两边发射振幅为A、角频率为ω的简谐波，波速为c．BB′为波密介质反射面，它到O的距离为5λ／4，λ为波长，试讨论O点两边合成波的性质．

9.14　本题图中所示为某一瞬时入射波的波形，在固定端全反射．试画出此时刻反射波的波形．

[image: alt]


习题　9.13

[image: alt]


习题　9.14

9.15　入射简谐波的表达式为
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在x＝0处的自由端反射，该振幅无损失，求反射波的表达式．

9.16　在同一直线上相向传播的两列同频同幅的波，甲波在A点是波峰时乙波在B点的相位为－π／2，AB两点相距20.0m．已知两波的频率为25Hz，波速为200m/s，求AB连线上静止不动点的位置．

9.17　（1）沿一平面简谐波传播的方向看去，相距2cm的和B两点，其中B点相位落后π／6．已知振动的频率为10Hz，求波长与波速．

（2）若波源以40cm/s的速度向着A运动，B点的相位将比A点落后多少？

9.18　两个观察者A和B携带频率均为1000Hz的声源．如果A静止，B以10m/s的速率向A运动，A和B听到的拍频是多少？设声速为340m/s．

9.19　一音叉以2.5m/s的速率接近墙壁，观察者在音叉后面听到拍音的频率为3Hz，求音叉振动的频率．已知声速340m/s．

9.20　装于海底的超声波探测器发出一束频率为30000Hz的超声波，被迎面驶来的潜水艇反射回来．反射波与原来的波合成后，得到频率为241Hz的拍．求潜水艇的速率．设超声波在海水中的传播速度为1500m/s．

9.21　按相对论，电磁波（包括光波）的纵向多普勒效应公式为[image: alt]
 式中[image: alt]
 当v＞0表示光源离观察者而去，f′＜f，称为红移．天文上定义红移量为[image: alt]
 λ0
 为实验室中某一谱线波长，λ为此谱线观测到的波长．

（1）试导出红移量Z和星体退行速度v的关系式．

（2）已知某正常星系红移量Z＝0.75，求其退行速度，并进一步由哈勃定律求其距离．

（3）目前对类星体的大数值红移一直有争议．习题1.7提到的射电源退行速度为0.91c，是据观测所得红移量按多普勒效应求得的．试算出它的红移量．

9.22　深水表面波的色散关系为ω2
 ＝gk＋k3
 σ／ρ，其中g，σ，ρ分别为重力加速度、水表面张力系数和密度．

（1）试求出相速vp
 公式．

（2）试在同一张图上分别画出三种情形下的vp
 （k）曲线：重力起主要作用，表面张力起主要作用，二者都起作用．

（3）试求出满足重力波相速等于表面张力波相速时的波数值k0
 ，以及相应的波长值λ0
 ．已知，20℃时水表面张力系数σ＝7.28×10-2
 N/m．

（4）试据色散关系求出群速vg
 公式．

（5）证明相速等于群速时相速最小．


10　流　体　力　学

10.1　流体的宏观物性

10.2　理想流体的定常流动　伯努利方程

10.3　黏性流体的运动

10.4　物体在黏性流体中的运动

10.5　湍流与雷诺数

10.1　流体的宏观物性

·流动性与压强概念

·可压缩性

·黏性与黏度

·超流动性

·例题——旋转液体自由表面的弯曲

●流动性与压强概念

常言道，如山之坚毅，似水之灵动．人们将液体和气体统称为流体，以与固体介质区别之．首先由于它们具有易流动、易变形、随器而容的性质．用物性语言表达，即流体的切变模量G＝0，其内部不存在切向应力，无切向弹性恢复力，只存在法向应力．在流体中通常用压强一量反映这种法向弹性力．所谓流体中某一点的压强p是指，含该点的一个面元∆S，其两侧流体相互作用的弹性力f，总是沿面元的内法线方向，表现出彼此间的一种压迫性，如图10-1所示；单位面积上的这种压力f／∆S，定义为该点的压强p．流体的各向同性表现为压强与面元取向无关．压强的单位为N/m2
 （牛／米2
 ），称为帕斯卡，记作Pa，它与应力单位相同．
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图10-1　流体中的压强概念

流体内部压强的各向同性表现为，其压强数值与面元取向无关．这就是说，围绕流体内部某一点，拟出各种取向的面元，比如∆S1
 ，∆S2
 ，∆S3
 ，可以证明其相应的压强是相等的，即p1
 ＝p2
 ＝p3
 ．在静止流体中，通常取一个直角三棱镜那样的小流块，而证明上述结论．这里值得提出的一点是，即使对于运动流体，其压强各向同性的结论也有可能成立．这是因为那小流块的惯性质量∆m＝ρ∆V∝∆x∆y∆z，它是三阶小量，而压力差∆F＝∆p·∆S＝∆p（∆x∆y），它是二阶小量，接着应用牛顿运动定律∆F＝∆m·a，便可知∆p∝∆z→0，即压强差∆p→0，维持了压强的各向同性．当然，对于实际流体，那个小流块的几个表面可能还受到横向的黏性力，情况变得稍复杂些，则应另当别论．换言之，运动流体在其黏性可忽略的场合，其内部压强仍具有各向同性．

在地球表面附近，静止流体内部的压强公式为
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这个公式在中学物理课本中已经介绍过．这里，p0
 是流体表面处的压强，对于自由液面其p0
 一般为大气压强；ρ是流体质量体密度，g是重力加速度；h是该处距流体表面沿铅直方向的深度．

●可压缩性

静态力学实验表明，液体比固体有较大的可压缩性，而气体比液体有更大的可压缩性．应用第9章9.3节介绍的体积模量K，我们对可压缩性作出定量描述．那里列出，对于钢，K＝1.6×1011
 N/m2
 ；水，K＝2.2×109
 N/m2
 ；空气，K＝1.24×105
 N/m2
 ．换句话说，水的可压缩性几乎比钢大102
 倍，而空气的可压缩性比水高出104
 倍．可压缩性直接联系着流体质量密度的变化率
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据此，可估算出海面以下2km深度（此处p＝200atm，1atm＝101325Pa），海水密度比海表面的密度增加了约1％．由此可见，在中等压强变化范围，液体的密度变化率是很小的，而对气体则不然．比如，对于地球的大气层，海拔100m处的压强，就比地面大气压减少1％，即∆p≈－1.2×103
 Pa，代入（10.1）式并取K＝1.2×105
 ，得到∆ρ／ρ0
 ≈－1％．可见，静态气体的可压缩性十分显著，这与人们的经验是一致的．

然而，对于流动气体，其压缩性却是很小的．流体动态压缩性指的是，在流速场中考察一流团，其体积为∆V，含质量∆m，它随流场在不同时刻出现于不同位置；若其体积有所胀缩，则导致流体密度发生变化，表现出一种可压缩性．实际气体在流动过程中虽然容易变形，而体积却变化很小，尤其在低速气流中．理论上，从理想气体绝热过程定常运动出发，导出密度ρ与流速v的关系式，在马赫数Ma＝v／c＜1条件下其表达式为
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其中，ρ0
 为静态气体密度，γ为气体绝热指数，马赫数Ma中的c为气体声速．据此作出估算，当Ma＝0.2，则ρ／ρ0
 ≈0.98，即密度变化率仅为2％．按常温条件下空气声速c≈344m/s计算，与Ma＝0.2对应的流速已达v＝cMa≈70m/s．将气体视为不可压缩的流速范围一般定于
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当流速接近声速或超过声速时，气体密度变化率就十分明显了．

●黏性与黏度
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图10-2　流体黏性实验

运动中的实际流体总要显示出一种类似于摩擦力的黏性效应．图10-2所示的实验说明了这一点．在两块平行板之间充满液体或气体，让下面一块固定不动，施加一定恒力F于上面一块平板，在经历一段初始的加速距离后，它却保持于一恒定速度，虽然外力依然存在．这说明平板与流体接触的那边界层，存在一黏力与外力平衡．与此相联系，两平板之间出现了一个流速场v（z），存在速度梯度dv／dz于其间每个流层．任一面元∆S，其上下流层间的黏力与该处速度梯度成正比，下面慢层受到的黏力f向右，上面快层受到的黏力向左．若不计较方向，则黏力大小为
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这里，比例常数η被称为黏度（viscosity），它是反映流体黏性的宏观量．比如，糖浆的η值大于水的η值；液体的η值大于气体的η值．黏度的实用单位是牛·秒／米2
 ，写作N·s/m2
 或Pa·s．在历史文献或手册中，经常出现“泊”作为黏度单位，记作P．注意1泊＝0.1帕·秒，即1P＝0.1Pa·s．下面列出几种流体的黏度值（表3.1）．

表3.1　几种流体的黏度值
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血黏度偏高，则血流不畅，增加了心肺负担，且加重了血流过程中的沉积，这对健康均为不利．从表中所列数据看出，液体黏度随温度增加而减少，这与人们的经验一致．食用油或蜂蜜在低温条件下，其黏度明显增加，欲倒出瓶口却黏滞难流．值得注意的是气体的黏度随温度提高而增加，热气比冷气有更大的黏度．

最后说明一点．图10-2所示的黏性实验，看起来与固体剪切弹性实验相类似，两者显示的力均沿面元的切线方向．然而，黏性力与剪应力无论从产生机制或性质上看，存在着重要差别．剪应力与切应变相联系，系弹性恢复力；黏性力与速度梯度相联系，并非弹性恢复力．

例题　试估算黏性阻力．一列悬浮式列车，其每节车厢底部与轨道之间保留有一层厚度2mm的气隙，面积为0.05×20m2
 ．若保持车速为90m/s，即时速324公里．求需要多大的力以克服这黏性阻力？

解　按（10.4）式，这黏性阻力为
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这个力非常小．即使这列车有10节车厢，其所受的黏性阻力也不足10N．当然，列车行驶过程中，还要克服迎面的空气阻力和车体四周的黏性力．

●超流动性

若将液态氦4
 He沿饱和蒸气压曲线下降到温度为2.172K，液氦的性质立即发生很大的变化．当温度稍低于这个值，液氦可以在低速下，毫无阻尼地流过极细的管子或极窄的狭缝，这毛细管的孔径可以小至10-8
 m，仅为可见光波长的1/50．这么细小的孔径就连氦气也无法通过．这种没有黏度的无阻尼流动，被称为超流动性（superfluidity）．伴随着超流态的产生，还出现许多其他奇异现象．超流动性是苏联科学家П. Л. 卡皮察于1938年发现的．他发现当液氦在上述极低温度下，流经间隙小于10-6
 m的狭缝时，其黏度小于10-11
 P．超流动性是一种量子效应，当今的量子力学已能对它给出解释．
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例题　旋转液体自由表面的弯曲

●例题——旋转液体自由表面的弯曲

在我国浙江省东南地区，从前居民中流行一种用明矾清洁饮用水的方法，人们手握一块明矾在水缸中不停地搅动，随之缸中水面弯曲，外高内低，位置最低处的轴心是一个涡旋中心，同时出现水中的污泥杂质向轴心聚集，并很快下沉．现在让我们考察如图所示的情况，某种液体以一定角速度ω绕铅直z方向作稳定旋转，试求其自由液面弯曲的线型．

这里我们采用隔离质量元的方法求解该题．考虑到流场的轴对称性，取轴心O为原点，沿横向r方向在（r，r＋dr）段隔离出一小流块，其长度为dr，其两端面的面积元为∆S，而距离液面的深度分别为z和z＋dz．正是这液面的高度差∆z导致小流块两端面的压强差∆p，从而提供了这小流块作稳定圆周运动所需要的向心力．由于该流体目前达到稳定态以后，在铅直方向无速度，故可应用静止流体的压强公式，给出

p（r）＝p0
 ＋ρgz，　p（r＋dr）＝p0
 ＋ρg（z＋dz），

于是，小流块左右两个端面之间的压强差∆p和压力差∆F分别为

　　　　∆p＝p（r＋dr）－p（r）＝ρgdz，

∆F＝∆p·∆S＝ρgdz·∆S，

然后，应用牛顿运动定律于这小流块，即这合力∆F满足向心力的要求，

∆F＝∆m·ω2
 r，　且　∆m＝ρdr·∆S，

从而得到dz与dr之微分关系式，

gdz＝ω2
 rdr，

进而获得相应的积分表达式
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最终给出
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该函数表明，此种场合下其自由液面呈现旋转抛物面，其中积分常数C由边条件z0
 （r＝0）值给出．若如图所示，z0
 ＝0，则C＝0．不妨在此举一个数字例题，设

水桶半径R＝20cm，　角速度ω＝2×2πrad/s，

则这木桶外缘水面相对轴心的高度差为
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本题还有一点尚须说明，即在分析该小流块受力时，是否应当考量黏性力的贡献．显然，那木桶的转动能够带动其内部液体也随之旋转，所凭借的就是黏性力，而最终达到稳定态以后，沿r方向是存在速度梯度的．不过，与此速度梯度相联系的黏性力其方向是垂直于r方向，即它对小流块端面而言是横向力，因而它对小流块的向心力并无贡献．

以上题解着眼于求得那自由液面弯曲的线型，其实从中还可以获得体内压强分布公式，
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这里，h0
 为观测点到r轴的垂直距离．在r轴之下，h0
 ＞0；在r轴之上．h0
 ＜0．

由本题引伸出两个有意义的问题可供进一步讨论．其一，若旋转液体充满且被密封在一木桶内，试求体内压强分布p（h，r），这是一个非自由液面的情形．其二，若旋转流场的角速度并非一常数，这是流场达到稳态之前必然出现的情形，或ω值随r增大而下降，或ω值随r增大而加快．试讨论当ω（r）＝αr，该旋转流场自由液面弯曲的线型．

10.2　理想流体的定常流动　伯努利方程

·概述

·理想流体概念

·流速场　定常流动

·层流　流线与流管

·质量守恒与连续性方程

·伯努利方程

·小孔流速

·虹吸现象

·文丘里流量计

·伯努利方程应用于静止流体

●概述

实际流体的流动性、可压缩性和黏性，构成了流体力学的物理基础，也预示着流体动力学问题的复杂性．自然科学理论的推进总是从简单到复杂，从低级到高级．流体力学的发展过程也是这样．从流体静力学到流体运动力学；从无黏性不可压缩流体的运动到黏性不可压缩流体的运动，再到黏性可压缩流体的运动．本课程只研究不可压缩流体的运动，且限于某些简单而典型的流场．

●理想流体概念

无黏性且不可压缩的流体被称为理想流体．上一节比较充分地论述了液体和气体的可压缩性，其主要结论是，液体在压强中等变化范围约102
 倍、气体运动在低速范围约102
 m/s以下，它们的可压缩性很小，可以视为不可压缩流体，其近似程度是很好的．另一方面，关于实际流体的黏性在什么条件下可被忽略呢？这倒难以概而论之．大体上说，凡是不求解流速的具体分布，或不计较机械能的损耗，运动流体的黏性效应则无关紧要．无黏性在流体静力学中总是适用的．在运动流体与容器的边界层里黏性总是明显的，因为这里的速度梯度很大．换句话说，远离边界层且速度变化不大的区域，无黏性假设是一个很好的近似．总之，理想流体概念是在一定条件一定场合下对实际流体的一种抽象，由此出发去建立流体力学的初级理论．

●流速场　定常流动

将牛顿力学规律和分析方法运用于流体力学的研究，可以采取两种眼光或两种方法．一种是着眼于流体中的一流块或流元，追踪它，研究它的运动轨迹和规律，这是拉格朗日运用的方法．另一种是着眼于整个流场，研究流场中速度随空间分布、随时间变化的规律，这是欧拉运用的方法．欧拉法是更为先进的场论方法，已成为流体力学理论的主流方法，而在一些特定问题中拉格朗日法辅助之．当流速场v（r，t）与时间无关，仅是空间分布的函数v（r）时，这种流场被称为定常流动（steady flow）．

●层流　流线与流管

流场有两种形态，即层流和湍流．缕缕青烟，涓涓溪水，均系层流（laminar flow）．浓烟滚滚，激流汹涌，乃属湍流（turbulent flow）．层流与湍流是两种性质绝然不同的运动形态．图10-2黏性实验中出现的流场是一种典型的层流．层流运动的特征是流体运动有规则，各层流动互不掺混，质点运动轨线是光滑的，而且流场稳定．基于这些特点，在层流场中引入流线，用以形象地描绘流场．这如同用电力线形象地描绘电场．流线上某一点的切线方向反映该处的流速方向．一条流线四周的无穷多条流线，形成一个流管，见图10-3．不论定常流动或非定常流动，只要是层流，那流线流管的描绘都是适用的．对于定常流动，其中相邻流管之间的流体不会交错掺混，显示出一种彼此独立而顺行不悖的运动图像．对于湍流场，流线流管的描绘已经失效．对湍流的详细论述留待10.5节给出．
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图10-3　流线与流管

●质量守恒与连续性方程

见图10-3，在层流场中考察一段细流管ab，两处的正截面积和流速分别为（∆S1
 ，v1
 ）和（∆S2
 ，v2
 ）．在∆t时间中，通过面元进出这段流管的质量分别为

∆m1
 ＝ρ1
 ∆V1
 ＝ρ1
 （∆S1
 v1
 ∆t），

∆m2
 ＝ρ2
 ∆V2
 ＝ρ2
 （∆S2
 v2
 ∆t）．

考量到质量守恒律与理想流体的不可压缩性，应有

∆m1
 ＝∆m2
 ，　　ρ1
 ＝ρ2
 ，

于是
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这一关系式被称作连续性方程，亦有称其为连续性定理或连续性原理．这几个命名均突出连续性，即流管入口端的流量等于出口端的流量，流管周壁的流量为零．连续性方程表明，一流管的扩张处流速小，收缩处流速大，而保持速率与面积的乘积——流量为一常数．流量符号用Q，即
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流量单位为m3
 /s．实际管道或动脉血管总是有一定管径的，并非严格意义的细流管．不过，各截面流量相等的结论依然正确，而连续性定理有助于对平均速度之比作出估算，[image: alt]


以上推导表明，层流场中的关于流量的连续性方程，是普遍的质量守恒定律在不可压缩流体中的一个推论，与流体黏性无关．黏性将影响粗流管横截面上速度的具体分布，并不影响沿细流管纵向的速度比值．

●伯努利方程

它是一个关于理想流体定常流动的动力学方程．见图10-4，在重力场中存在一定常流场．任选其中一根流线经由A点到达B点，用两点的压强、速度和距地面高度描述，分别为

A（p1
 ，v1
 ，h1
 ），　B（p2
 ，v2
 ，h2
 ）．
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图10-4　推导伯努利方程

这两组量的关系可运用牛顿力学中的机械能变化定理而求得．以流线AB为轴形成的一个细流管ab段作为研究对象，经历∆t时间它成为a′b′段．这两段在a′b段是重叠的，重叠段有相同的动能和重力势能．故机械能改变量∆E等于流块aa′迁移到bb′流块所引起的机械能变化，虽然实际上并不存在这种超距迁移．据此有
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再分析外力对这段流管ab→a′b′的功．施于四周管壁的流体压力始终是法向力，它不做功；而理想流体的假设意味着无切向黏力．故必须考量的是两端面的压力做的功，其代数和为

∆A＝（f1
 v1
 －f2
 v2
 ）∆t

　　　　　　　　　　　 ＝（p1
 ∆S1
 v1
 －p2
 ∆S2
 v2
 ）∆t．

连续性方程表明

∆S1
 v1
 ＝∆S2
 v2
 ＝∆m／ρ∆t，

于是
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最后，根据机械能变化定理∆E＝∆A，联立（1*
 ）和（2*
 ），得
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或写成不变量形式
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这是由伯努利（Bernoulli）于1738年首先推导出来的，被称为伯努利方程，它表明压强、动能体密度、势能体密度三项之和在同一流线上各点处处相同，保持为一恒量．对此再作两点说明．

（1）伯努利方程是机械能变化定理在理想流体定常流场中的体现，因该方程具有简洁的不变量形式而受人喜爱．若计及实际流体的黏性以及与其相联系的机械能损耗，则动力学方程应当是在伯努利方程中添加一修正项．

（2）在应用伯努利方程时要注意到，它是对同一根流线而言的，该方程中各项各量（p，v，h）均是“点”函数．虽然，上述证明过程中采取了“细流管”图景，但取细流管的极限，便是流线．同时，伯努利方程仅在惯性系中成立．

●小孔流速

见图10-5，一大容器下部有一小孔，液面与小孔高度差为h．试求出小孔处的流速．视为理想流体定常流动，应用伯努利方程于流线ab，有
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考量到

pa
 ＝p0
 ，即为大气压；

va
 ≈0，这是因为容器大而孔小；

ha
 －hb
 ＝h；

pb
 ≈p0
 ，对此稍后再交代，

于是得小孔流速公式为
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图10-5　小孔流速

这结果如同一质点从a处自由落体至b处的末速度，虽然目前并非液面流团直接超越流场从小孔流出．随着小孔处流出液体，液面高度h将缓慢降低，故小孔流速缓慢减少．此种情形被称为似稳流动．对于似稳流场，伯努利方程也是适用的．

现在说明小孔处流线上b点的压强pb
 ≈p0
 （大气压）．在小孔处考察一微流块，其一底面包含b点，另一底面露于大气．这两个底面分别受到方向相反的两个力，合力为（pb
 ∆S－p0
 ∆S），但是，此流块无法向速度和加速度，故（pb
 ∆S－p0
 ∆S）＝0，即pb
 ＝p0
 ．这一结论与小孔喷嘴取向无关，即喷嘴水平或垂直或倾斜，均有此结论．

●虹吸现象

图10-6，一大容器中插入一弯管，其底端e点与液面a点的高度差为H．当弯管最初充满液体，则随后液体从e端源源流出，这一现象被称为虹吸（syphon）．反过来想，如果流体静止，e处流速为零，而压强pe
 ＝p0
 ＝pa
 ，则这一状态是违反伯努利方程的．换句话说，虹吸现象是伯努利方程所要求的．试求管口流体速度ve
 ，并比较b，c，d三点的压强大小．
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图10-6　虹吸

应用伯努利方程于流线abcde，并考量到pa
 ＝pe
 ＝p0
 ，va
 ≈0，遂得到以下结论：

（1）[image: alt]


（2）若虹吸管粗细均匀，有vb
 ＝vc
 ＝vd
 ＝ve
 ．

（3）若虹吸管粗细均匀，有

pb
 ＝pe
 －ρgH，　pc
 ＝pd
 ＝pe
 －ρg（h＋H）．

因此，pa
 ＞pb
 ＞pc
 ＝pd
 ＜pe
 ．不要误以为因液体由c→d→e，就有c点压强高于d点，d点压强高于e点．若cd段粗细不均匀，则压强pc
 ＞pd
 ，或pc
 ＜pd
 都是可能的，但这两点的压强总小于大气压强．

●文丘里流量计
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图10-7　文丘里流量计

文丘里流量计的结构如图10-7所示，一段两端开口的粗管子，其中间有小段被收缩而成为管颈，再引出两根垂直且开口的支管．将它顺向置于一个定常流场中，由两支管液面的高度差h得到定常流场的流速和流量．其定量关系推导如下：取流经支管底部的一条水平流线，应用伯努利方程，并注意到h1
 ＝h2
 ；面积S1
 和S2
 分别为管筒和管颈的截面积，满足连续性方程S1
 v1
 ＝S2
 v2
 ，于是由
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解得压强差
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或
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对于上插支管型，压强差∆p≈ρgh；对于下接U形管型，压强差∆p＝（ρ′－ρ）gh′，这里ρ′是另一种液体的密度，ρ是流场中液体的密度．具体说明如下：同一流体ρ′中的等高两点a，b，其压强相等，即pa
 ＝pb
 ，且

pa
 ＝p1
 ＋ρgh′，　pb
 ＝p2
 ＋ρ′gh′．

两式相减，遂得

p1
 －p2
 ＝（ρ′－ρ）gh′．

例题　将犬的一根大动脉中流动的血液接到一支文丘里流量计上．流量计宽段面积S1
 ＝0.08cm2
 ，它等于这根动脉的横截面积；颈段面积为S2
 ＝0.04cm2
 ．流量计中显示的压强降落为25Pa．求动脉中血流速度，已知血液密度ρ＝1060kg/m3
 ．根据（10.9）式，得血流速度
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相应的血流量为Q＝v1
 S1
 ＝1cm3
 /s．

●伯努利方程应用于静止流体

流体静止是流体运动的一个特例．伯努利方程当然成立，而且更为精确，因为实际流体的黏性在静止流体中不起作用．应用伯努利方程于a和b两点，得到压强差公式
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这个公式的成立只要求流体静止条件，与容器形状无关，与液面高度无关，也与连通管两边液面高度是否一致无关．
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图10-8　静止流体内部压强差

在上一小节流量计原理中，已经提前应用了这个关系式．由这压强差公式，不难证认阿基米德原理：物体在流体中所受的浮力等于这物体所排开的流体的重量．由压强差公式也不难证认帕斯卡原理：施加于密闭流体任一部分的压强，必然按其原数值由流体向各个方向传递．

10.3　黏性流体的运动

·水平圆管道中的定常流动——泊肃叶公式

·例题——犬的大动脉血流

·有黏性时的伯努利方程

●水平圆管道中的定常流动——泊肃叶公式

如果关心流场的速度分布，那么流体的黏性是不可以被忽略的．流体与固体黏附的边界层给出了流速分布的边条件，这才最终地确定了流速场．这里讨论一个典型情形，如图10-9所示，在一水平均匀圆管道中，流体作定常流动．定性看，流速场具有轴对性，由v（r）函数给以描述；而且，贴近管壁流速为零，管道轴线上的流速最大．兹定量推导如下．
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图10-9　推导泊肃叶公式

取一个圆筒状流层作为研究对象，其宏观长度为ι，端面细环内径r，外径（r＋dr），故端面圆环面积为2πrdr，圆筒侧面积为2πrι．它受到两个力，即端面的压力dF与侧面的黏力df．注意到左端面压力向右为正，右端面的压力向左为负，故合压力为

dF＝（p1
 －p2
 ）·2πrdr，

而外侧面的黏力向左，内侧面的黏力向右．若用黏力微分增量df表达合黏力则更为直截了当，
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对于定常流动，瞬时加速度为零，故dF＋df＝0，于是，
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两边积分，得
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 即　　[image: alt]


此一阶微分方程的解为
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这里，C为待定常数，由管壁处流层速度为零这个边条件给以确定，即由v（R）＝0，得C＝（p1
 －p2
 ）R2
 ／4ηι．最后得流场的速度分布为
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由此可见，若无压强差是不能产生流场的，这是因为流体有黏性，η≠0．知道了圆形管道横截面的速度分布，就可以求得流量公式，
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这个流量公式被称为泊肃叶公式．先是德国人哈根（Hagen）于1839年从实验上发现流量Q∝（p1
 －p2
 ）R4
 规律．泊肃叶（Poiseuille）是一位法国人，医生兼物理学家，他是在研究血管中血液的流动时，于1840年发现了上述流量公式．泊肃叶的这一贡献在流体力学理论发展史上有着不可磨灭的功绩．这一流速场的准确解的被导出，及其与实验结果的高度一致，才肯定了推广牛顿力学应用于流体的正确性，也肯定了固液黏附边界条件的正确性．

由以上两个公式（10.11），（10.12），可进一步得到几个有用的结果，兹分列如下．

（1）管轴上流速最大，
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（2）圆管道横截面上平均流速为
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（3）切向黏应力为
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可见，管壁处黏应力最大，其数值为
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管轴处黏应力为零．长度ι这段管壁产生的总黏性阻力为
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（4）定义管道阻力系数
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其分子是管壁处的黏应力，而分母是管道中流体的平均动能体密度，而两者的计量单位是相同的，均为牛顿／米2
 ．

于是，水平圆管道的阻力系数为
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其中
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d＝2R是管道直径，Re是个量纲一的量，被称为雷诺数．关于雷诺数Re在后面还将作进一步讨论．从（10.19）式看出，雷诺数越大，管道阻力系数则越小．

●例题——犬的大动脉血流

犬的一根大动脉的内半径是4mm，流过这动脉的血流量Q＝1cm3
 /s．求：（1）血流的平均速度和最大速度；（2）长为0.1m的一段动脉中的压强降落；（3）维持这段血管中血液流动所需要的功率．

解　（1）根据（10.14）式，得平均速度和最大速度分别为
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（2）根据（10.13）式得压强降落
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（3）所需要的功率等于作用在这段流体的净力∆p·S与平均速度[image: alt]
 的乘积，即
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犬的新陈代谢率约为10W或更大些，所以经过大动脉抽运血液所消耗的功率是很小的一部分，可以被忽略．倒是小的动脉分支和许许多多毛细血管中的血液流动，为克服黏性阻力而消耗着大部分的能量．

●有黏性时的伯努利方程

在应用机械能变化定理于黏性流体的定常流动时，应当计及细流管管壁所受到的切向黏应力的功，虽然明确地给出这份功的定量表达式是个很不简单的问题．然而，可以在无黏性时的伯努利方程中添加一修正项，用以笼统地反映黏力的影响，即
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这修正项w12
 体现了由黏力做功导致的机械能的耗散，其单位为焦／米3
 ，记为J/m3
 ．对于某些特定流场，可以进一步揭示w12
 的面貌．比如，对于上段分析的水平圆管道中的泊肃叶流场，因v1
 ＝v2
 ，h1
 ＝h2
 ，故
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再由（10.12）式进一步得到
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值得指出的是，出现于这两式中的压强降落∆p和流量Q是能被直接测量的，从而能量损耗体密度w12
 可予以量化．比如，上面例题，关于犬的大动脉血流，R＝4mm，Q＝1cm3
 /s，ι＝10cm，η＝2.084×10-3
 Pa·s，得w12
 ＝2.07J/m3
 ．式（10.23）还表明，w12
 ∝[image: alt]
 ，即黏性能量损耗体密度与管道中流体平均速度成正比，这只在低流速以使层流得以维持的条件下成立．当流速过高，管道中将出现湍流，此时w12
 将与[image: alt]
 成正比．

对于露天的水渠（明渠），其流层与大气接触，故p1
 ＝p2
 ；若明渠等宽，则v1
 ＝v2
 ．应用方程（10.21），得
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右端的含义是单位体积的流体经过这段落差所减少的重力势能，它并不转换为流体动能的增加，而是用以补偿黏性损耗w12
 ．或者说，重力克服黏力以维持匀速定常流动．

10.4　物体在黏性流体中的运动

·黏性阻力——斯托克斯公式

·涡旋与压差阻力

·香蕉球

·机翼升力





静止流体中的物体将受到一个浮力，而流体中的运动物体将受到阻力．由流体黏性导致的这种阻力，表现为直接的黏性阻力和间接的压差阻力．对于物体与流体之间的相对运动，实际上从地面参照系看可能是物体静止而流体运动，或物体运动而流体静止．基于运动的相对性原理，可以采用物体静止而流体运动的图景一概代表上述两种情况，这样看待的优越性是便于借助流线流管图像来分析问题．

●黏性阻力——斯托克斯公式

当物体速度不大或个体较小时，它受到的黏性阻力与速度成正比，即

f＝kv，

比例常数k取决于黏度（系数）η以及与物体形状有关的几何量．对于半径为r的小球，如图10-10（a）所示，k＝6πηr，即小球所受的黏性阻力为
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它被称为斯托克斯公式，是英国物理学家和数学家G. G. 斯托克斯于1851年导出的．据此公式，可以确定小球在流体中受重力作自由降落而最终保持的恒定速度（收尾速度）．这在后来密立根油滴实验和气象学等领域中获得重要应用．黏性阻力的起因是，运动流体与静止物体接触的黏附层速度为零，黏附层邻近的速度梯度最大，由此产生的黏性力方向与流速方向相同，对物体来说，它就与物体运动方向相反而成为一个阻力．黏附层零速度的边界条件，使得物体形状与大小对流场的重新分布有着决定性的影响．这宛如进入电场的导体，其形状及大小对电场的重新分布将产生决定性的影响．
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（a）低速时
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（b）高速时

图10-10　球体周围的流场

●涡旋与压差阻力

随着运动速度的增加，在物体后部将出现涡旋．定性看，后部稍远离黏附层的流体向前运动，借助黏性带走物体后方局域中的流体；由于物体的障碍，得不到来自前方流体的及时补充，这导致后方流线的回转而形成涡旋，如图10-10（b）所示．一些涡旋被带走向前运动，新的涡旋又继续滋生，而呈现涡旋系列，如图10-11所示，它被称作卡门涡街，是流体经圆柱体后的流场，它随流速的增加，竟表现出如此多姿婀娜的图景．大水流经桥墩，大风经过高耸的烟囟或架空的电线，均要出现这种卡门涡街．存在涡旋的流场不一定是湍流场，但肯定是非定常流动．涡旋区通常是低压区．涡旋的产生和运动将耗散更多的机械能．

伴随着涡旋的出现，将在物体前端与尾端之间产生压强差．前端流速几乎为零，压强高，而尾端涡旋区压强低．相应的压力差的方向朝后，与物体运动方向相反，表现为一种阻力，它被称为压差阻力．压差阻力f∝ηvn
 ，n＞1．对于圆柱体，n＝2．因此，对于高速运动，一旦出现涡旋，则压差阻力是主要的，虽然上述的直接的黏性阻力依旧存在．高速运动的物体，诸如飞机、舰艇和列车，均尽可能地被设计为流线型——尽量收缩物体尾部可能产生涡旋的区间，以使物体表面线型与低速运动时的层流流线符合，旨在有效地减少压差阻力．
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图10-11　卡门涡街（Re表示雷诺数）

●香蕉球

如果说，黏性阻力和压差阻力的方向大体上是与物体运动方向相反，那么，当物体四周的流线分布不对称时，物体将受到一个与运动方向大体上正交的力，如机翼的升力，香蕉球的法线力．图10-12用以说明足球轨线拐弯（香蕉球）的流体力学原理．当足球既有平动（向右），又有转动（逆时针）时，其周围流线分布显得不对称了．在上部，由于平动气流速度与转动气流速度方向大体一致，其合成流速得以加强，流线分布变得更密了；在球体下部，两种气流方向大体相反，其合成流速被削弱，流线也变得稀疏了．而在远处，这两股流线将彼此靠近，成为一族几乎平行的均匀分布的流线．就在这里选定两个彼此靠近的参考点，压强均为p0
 ，流速为v0
 ，其中一点处于上部流线上，另一点处于下部流线上．近似地应用伯努利方程于每条流线．由于v上
 ＞v0
 ，故p上
 ＜p0
 ；由于v下
 ＜v0
 ，故p下
 ＞p0
 ．于是，p下
 ＞p上
 ．因此，从图上看足球受到一个向上的压差升力．明确地说，这足球受到一个与平动方向大体正交的法线力，导致足球拐弯．同时，与平动相联系的黏性阻力依旧存在，在这里它被称作曳引力．辅助的曳引力使足球有更大程度的拐弯，使香蕉球更显魔力．
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（a）
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（b）

图10-12　香蕉球原理

（a）球转动引致周围空气环流　（b）球转动且平动引致升力和曳引力

●机翼升力

香蕉球周围流线分布的不对称，是由足球转动造成的；而机翼上下流线分布的不对称，是由其截面形状的不对称造成的，其上弦弯凸，下弦平坦，如图10-13所示．机翼升力的原理与香蕉球的类似，虽然其情况要复杂得多．在单单考虑升力的问题时，我们可以把伯努利方程应用于一个相对于飞机为静止的坐标系中，尽管起飞初始阶段飞机有加速度，周围的气流也非定常．考量一个平稳的机翼周围，初始速度为v0
 、密度为ρ的空气的流动．上部流速为va
 ，下部流速为vb
 ，远处流速为v0
 ，且va
 ＞v0
 ＞vb
 ，这是因为上弦流线密集而下弦流线稀疏．在伯努利方程中，忽略由机翼厚度引起的重力势能项ρgh，于是
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图10-13　说明机翼升力的产生

得机翼受到的压差升力为
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其中，A是机翼面积．这个表达式是一个形式表示，因为我们不知道速度va
 和vb
 ，并且也没有简单的办法去预测它们的数值．但是，我们可以认为两者均正比于空气的初始速度亦即远处的流速v0
 ，于是，[image: alt]
 升力表达式被改写为
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其中，比例系数CL
 被称为升力系数，通常是由实验来测定它．升力系数与机翼形状和它的冲角α有着复杂的关系．冲角（angle of attack）是指机翼与初始气流方向之间的夹角．当冲角α较小时，升力系数CL
 ∝α．然而，当α角增加到足够大时，就开始出现湍流，使升力反而减少，并使机身前进速度降低（失速）．图10-14显示了机翼冲角对其四周流场的影响．

[image: alt]


图10-14　机翼冲角对四周流场的影响

上图为小冲角情形，下图冲角增大，出现了湍流

10.5　湍流与雷诺数

·从层流到湍流

·雷诺数

·雷诺相似准则

·生理流动

●从层流到湍流

本章至此已经多次提到湍流一词，以与层流概念相对而立．湍流的特征是，流体运动极不规则，各部分激烈掺混，质点的轨线杂乱无章，而且流场极不稳定．图10-15显示了水流和纸烟烟雾的流场特征．雷诺（Reynold）最早对湍流现象进行系统研究．1876年开始他对圆管内的黏性流体运动进行了实验．为了识别管内流体的流动状态，他用滴管在流体内注入有色颜料，如图10-16所示．当流体的速度不大时，管内呈现一条条与管壁平行、清晰可见的有色细丝，管内流体分层流动、互不掺混，质点的轨线是与管壁平行的直线．这些特征说明此时流体的运动处于层流状态，如图10-16（a）．随着流体速度的不断增加，有色细丝变粗，开始出现波纹；进而，波纹的数目和振幅逐渐增加，显示为波浪；当速度达到某一数值时，有色细丝突然分裂成许多小涡旋，向外扩散，倏而消失，随之整个流体蒙上一层淡薄的颜色．这时，管内流体各部分相互剧烈掺混，轨线紊乱．表明此时流体的运动已处于湍流状态，如图10-16（b）．
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（a）
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（b）
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（c）

图10-15　（a）水的层流　（b）水的湍流

（c）纸烟的烟雾自下而上，先是层流，后是湍流
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（a）
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（b）

图10-16　显示从层流到湍流的雷诺实验

●雷诺数

流动是层流还是湍流，决定于一个量纲一的数即所谓雷诺数Re，它被定义为
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其中，ρ，η是流体密度和黏度，有时用ν＝η／ρ概括流体物性，称为运动黏度；v，ι是由流场特点决定的特征速度和特征长度．比如，对于管道中的流动，其特征速度为管道截面上的平均流速，管道直径为特征长度．对于飞机，出现于雷诺数定义式中的特征长度为机翼弦长，飞行速度可作为特征速度．

让我们列出几个典型的Re值．雾滴运动或胶液上悬浮小颗粒的沉淀，Re＜1；风吹过电线，Re≈102
 ～104
 ；对于飞机，选v≈100m/s，机翼弦长ι≈1.5m，选地面空气的运动黏度ν≈1.46×10-5
 m2
 /s，则Re≈107
 ．一般作如下划分：Re＜1为低雷诺数；Re＞5×105
 为高雷诺数；Re＞1010
 时，黏性作用就非常微弱了．雷诺数大时，惯性力起主要作用，雷诺数小时，则黏性效应起主要作用．

雷诺数超过某一临界值时，层流将转变成湍流，即存在一个所谓临界雷诺数Re*
 ．值得注意的是，临界雷诺数决定于流场的边界形状和边界的粗糙程度．对于圆管道中的流场，

Re＜2000，流动是层流；

Re＞3000，流动是湍流；

2000＜Re＜3000，流动是不稳定的，一旦有个小扰动，扰动将继续增长而转变为湍流．

这是就一般实验条件而言的．大量实验表明，即使对于特定的流场，其临界雷诺数也不是一个固定的常数．就以上述圆管道为例，若入口处扰动大，或外界扰动大，则Re*
 较小；反之，若圆管入口处扰动小，外界扰动亦小，则Re*
 较大．但临界雷诺数有个下限，约Re*
 ≈2000，即当Re＜2000时，不管外部的扰动有多大，管内流动保持稳定的层流状态．临界雷诺数没有上界．改善实验条件，摆脱一切振动的影响，则Re*
 可以不断提高．现在已经达到的最高Re*
 约为50000．当然，这时的层流状态是极不稳定的，稍有扰动便即刻转变为湍流．

●雷诺相似准则

雷诺数是一个量纲为一的特征参数，能用以反映流场的性质．雷诺数蕴含着一个缩放定理——临界雷诺数与流场边界形状有关，却与此形状的边界的大小即空间尺度的缩放无关．这并不限于临界雷诺数．普遍而言，雷诺数相等的流场具有相同的流动状态和性质．通常称为雷诺相似准则．比如，对于圆管道中的流动，若管径缩小一半而流速增加一倍，则由（10.20）式得其雷诺数不变，于是管中流动性质也不变；原为层流（或湍流），现在依然为层流（或湍流）．

雷诺相似准则，在流体力学工程的模拟实验中有着重要的应用．将一个缩小了的飞机模型或船舶模型，置于巨大的风洞或水洞中；制造一股特定速度的气流或水流，冲向模型；测定或显示模型周围的流场和模型体上的应力分布．以此模拟实际飞行或航行条件下的真实流场，只要实验中的雷诺数与实际条件下的雷诺数相等．可见，风洞、水洞实验依据的原理就是雷诺相似准则．鉴于风洞、水洞实验对于航空航海事业和军事的重要性，建有一个高性能的风洞、水洞实验室，已经成为一个国家科技发展水平的重要标志之一．

凡论及流体运动，言必雷诺数．多么奇妙的雷诺数．可以说，雷诺由实验研究中提升出来的特征参数Re＝ρvι／η，集中地体现了流体黏性与运动之间的那微妙复杂的相互作用．后来，从流体力学基本方程组的无量纲化形式中，看出雷诺数Re，正是流体微元的惯性力与黏性力之比．这可以作为对雷诺数的实质的一种表述．

●生理流动

人体中时时刻刻存在着各种生理流动，其中对于生命和健康最为重要的当推血液循环系统和呼吸系统．人体的血管和气管有着良好的弹性，管壁可以吸收扰动能量，起着稳定流场的作用．因而，生理流动的临界雷诺数远远超过刚性管流的Re*
 值．比如，人体主动脉，Re值达3400时血流仍保持为层流状态．人体中一般动脉的实际Re值平均为500，峰值为1000．可见，人体血液循环系统中的流动几乎时时保持着层流．呼吸系统中的气体流动也是保持在层流状态．只有当深呼吸，或咳嗽或哮喘时出现湍流，其Re值竟可达到5×104
 之高．

循环系统和呼吸系统的老化表现为管道弹性减弱，内壁变得粗糙和管径变狭，这些因素均有助于激发湍流．还有，由于某种病变，引起血液中红血球细胞的减少，而导致血黏度的降低，这也容易引发湍流，因为在同样的流量需求下这时的Re值变大了．湍流要比层流损耗更多的有用能量，而转变为声能和热．

湍流发声的强度远大于层流，且其音调声谱与层流的有着显著的差别．内科医生凭借一对训练有素的耳朵和一只结构简单的听诊器，监听人体生理流动的声谱，以对正常流动或异常流动作出诊断．生理流动的发声效应，尤其是湍流发声的特性，在医学诊断学中竟有着这么重要的作用，这是出乎人们意料的．

习　题

10.1　理想流体在上部截面很大的容器中作定常流动（如图示），其出口速度vC
 ，截面积SB
 ，SA
 及高度H为已知，试讨论：

（1）在什么条件下A，B两处的压强分别满足pA
 ＝pB
 ，pA
 ＜pB
 ，pA
 ＞pB
 ．

（2）B，C两点压强之间有什么关系．
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习题　10.1

10.2　匀速地将水注入大水盆内，注入的流量Q＝150cm3
 /s，盆底有一小孔，其面积为0.50cm2
 ，问稳定时水面将在盆中保持多高？

10.3　油箱内盛有水和石油，石油的密度为0.9g/cm3
 ，水的厚度为3m，油的厚度为2m．求水自箱底小孔流出的速度．

10.4　在一高度为H的量筒侧壁上开一系列高度h不同的小孔．试证明：当h＝H／2时水的射程最大．

10.5　在盛水圆筒侧壁上有高低两个小孔，它们分别在水面之下25cm和50cm处，自它们射出的两股水流在哪里相交？

10.6　一截面为5.0cm2
 的均匀虹吸管从容积很大的容器中把水吸出．虹吸管最高点高于水面1.0m，出口在水下0.60m处，求水在虹吸管内作定常流动时管内最高点的压强和虹吸管的体积流量．

10.7　如图，A是一个很宽阔的容器，B是一根较细的管子，C是压力计．

（1）若拔去B管下的木塞，压力计的水位将处在什么地方？

（2）若B管是向下渐细的，答案有何改变？
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习题　10.7
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习题　10.8

10.8　为了避免火车停下来加水，可在铁轨旁装长水槽，自火车上垂挂一水管于水槽中，使水沿管上升流入火车的水箱（见图）．如果水箱与水槽的高度差为h＝3.5m，则火车的速度至少为多大才能使水流入水箱中？若火车走了L＝1.00km的路程要使水箱得到体积为V＝3.00m3
 的水，则火车速度应为多大？设管的直径为d＝10cm．

10.9　在重力作用下，某液体在半径为R的竖直圆管中向下作定常层流，已知液体密度为ρ，测得从管口流出的体积流量为Q，求

（1）液体的黏度η；（2）管轴处的流速v．

10.10　密度为2.56g/cm3
 、直径为6.0mm的玻璃球在一盛甘油的筒中自静止下落．若测得小球的恒定速度为3.1cm/s，试计算甘油的黏度系数．甘油的密度为1.26g/cm3
 ．

10.11　试分别计算半径为1.0×10-3
 mm和5.0×10-2
 mm的雨滴的终极速度．已知空气的黏度为1.81×10-5
 Pa·s，密度为1.3×10-3
 g/cm3
 ．

10.12　一直径为0.02mm的水滴在速度为2cm/s的上升气流中，它是否回落向地面（不必考虑浮力）？空气的黏度可取1.8×10-5
 Pa·s．

10.13　在直径为305mm的输油管内，安装了一个开口面积为原来面积1/5的隔片．管中的石油流量为70L/s，其运动黏度ν≡η／ρ＝0.0001m2
 /s．石油经过隔片时是否变为湍流？


11　哈密顿原理

11.0　概述

11.1　力学系统的约束与广义坐标

11.2　哈密顿原理

11.3　哈密顿原理与拉格朗日方程

11.4　哈密顿原理与哈密顿正则方程

11.0　概　　述

经典力学以牛顿定律为核心的理论体系通常称为矢量力学，因为这种体系是以力、加速度、动量这些矢量为基本量来说明力学系统的运动的．经典力学的另一种理论体系，是拉格朗日和哈密顿等人建立的分析力学．这种理论体系以变分原理为基础，以动能、势能这些标量组成的系统特性函数来说明力学系统的运动，所采用的数学手段是数学分析中的微分、积分和变分等，因而被称为分析力学．

物理学变分原理的基本思想起源于亚里士多德和欧几里得．早期的观点认为真实的物理过程总是要使某物理量取极小值．1662年，数学家费马首先成功地用这一思想表述几何光学的基本规律，认为实际光线总是沿时间最短的路径传播．经后人改造，成为著名的费马原理．牛顿之后，莫培督将这一思想发展到力学，明确地将动量和位移的乘积称为作用量，从而提出最小作用原理．随后经过一系列发展，这一思想被科学地表示成变分原理，分析力学也形成了完整的体系．分析力学一般包括达朗伯原理、拉格朗日方程、哈密顿正则方程、变换理论和变分原理等内容．它们以不同方式表述经典力学的基本规律，彼此之间互相等价．

力学变分原理主要分为微分形式的变分原理（如达朗伯原理）和积分形式的变分原理两类．而积分形式的变分原理则发展出了多种表述形式，其中最有代表性、应用最广泛的是哈密顿原理．本章重点介绍哈密顿原理，并以它为基础讨论拉格朗日方程和哈密顿正则方程．

11.1　力学系统的约束与广义坐标

·自由度与约束

·完整稳定约束

·理想约束与虚功原理

·广义坐标与广义力

●自由度与约束

自由度的概念在前面已经提到，我们把完全描述力学系统的运动所必须的独立坐标的数目，称为该系统的自由度．一个质点在三维空间自由运动，用3个独立的坐标变量如（x，y，z）就足以描述该质点的运动，因此该质点的自由度是3个．对于n个自由质点组成的力学系统，它的自由度是3n个．

如果力学系统质点的位置和速度受到限制，这种限制就称为约束，相应的系统就是约束系统．例如单摆在运动中摆长保持不变，“摆长不变”就是约束，它限制小球必须在以悬点为圆心、摆长为半径的圆弧上运动．如果悬点以速度v匀速向上运动，这也是一种约束．但系统受力情况受到的限制则不是这里定义的约束．

系统的约束条件由约束方程表示，它一般性地写为
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其中xi
 是简化写法，意思是i＝1，2，3表示第1个质点m1
 的位置，其余类推．符号[image: alt]
 专指xi
 对时间的微商，即速度．约束的存在会使系统的自由度减少．

●完整稳定约束

为了研究的方便，通常将约束区分成不同的类型．如果约束方程中只含有位置而不含速度，这样的约束称为完整约束或几何约束．如果约束方程既含有位置，又含速度，这样的约束称为非完整约束．有的约束方程虽然含有速度项，但经过微积分等的运算可以化成只含坐标的方程，这样的约束是完整约束．

约束还可以按约束方程中是否显含时间变量t来分类．凡是约束方程中不显含时间t的称为平稳约束或定常约束，如果显含时间t，则属于不定常约束．

归纳起来，完整定常约束是指约束方程中只含坐标，不含速度，也不显含时间t的一类约束．以下只讨论这类约束问题．

●理想约束与虚功原理

力学系统各质点按力学规律而运动，在无限小时间间隔内发生的实际位移称为真实位移，简称实位移，用dr表示．前面各章提到的位移都是实位移．当系统受到约束时，约束所允许的位移称为虚位移，用δr表示．质点在某一时刻的实位移是唯一的，但约束允许的位移却有很多个．例如，质点沿光滑斜面下滑，按力学规律它必定沿斜面上某一直线运动，该直线上任一微元都是实位移；而斜面上沿该直线及偏离该直线的任意无穷小位移都是约束允许的位移，这种位移就是虚位移．在定常约束的情况下，实位移是虚位移中的一个．上面说的斜面是固定的，因此虚位移包含了实位移．不定常约束时，实位移和虚位移无关．

质点作虚位移δr时，作用于质点的力F所做的功

δW＝F·δr

称为虚功．由于约束实际上是使质点受到力的作用，这种力限制了质点的运动．我们称与约束相联系的力为约束力，记为N，约束力以外的力则称为主动力，记为F（α）
 ．于是虚功也写为两部分之和：

δW＝F（α）
 ·δr＋N·δr．

当系统包含n个质点，作用于每个质点的力所做虚功之和为（i＝1，2，…，n）
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约束力所做虚功之和等于零的系统称为理想约束系统，即理想约束条件为
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根据牛顿定律，系统平衡时每一个质点所受合力为零．因此，在理想约束情形下，系统平衡的条件为主动力所做虚功之和等于零，即
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这一结论称为虚功原理．

●广义坐标与广义力

约束的存在会使系统自由度减少．对于n个质点组成的完整约束系统，由于每个约束方程给定了质点坐标之间的一个关系式，因而必有一个坐标不独立，这将使系统独立坐标数减少一个．对于有k个完整约束的系统，它的自由度等于3n－k＝s个．

对于有s个自由度的完整约束系统，选取s个独立坐标就足以描述它的运动．这s个独立坐标称为广义坐标，用q1
 ，q2
 ，…，qs
 表示，写成qα
 （α＝1，2，…，s）．广义坐标的意思是，它们可以是像笛卡儿坐标那样具有长度量纲的坐标，也可以是具有角度量纲的曲线坐标，或者是具有角动量或能量量纲的广泛意义上的坐标．对于非完整约束情形，广义坐标数不等于自由度数．

广义坐标与以往常用的笛卡儿坐标（x，y，z）不同．以往的坐标通常是描述某个质点位置的，而广义坐标是描述整个系统的．广义坐标一般不组成矢量，也不需要坐标架，只需规定零点和正方向．在自由度较少的情形下，也常取笛卡儿坐标为广义坐标．广义坐标对时间的微商[image: alt]
 α
 （＝dqα
 ／dt）称为广义速度．广义坐标组成的抽象空间称为位形空间，它不同于通常的三维空间．对于有n个质点s个自由度的完整约束系统，质点的笛卡儿坐标xi
 （i＝1，2，…，3n）与系统的广义坐标qα
 （α＝1，2，…，s）之间的关系为
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上式称为变换方程．系统所受约束的情形不同，变换方程的具体形式也不同．

广义坐标和虚位移的引入为力学规律的表述开辟了新的途径．从变换方程（11.4）出发，可以求得虚位移δri
 或δxi
 与广义坐标的虚位移δqα
 之间的关系：
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而时间变量的虚位移δt＝0，因此

[image: alt]


将它代入虚功原理（11.3）式，就得到广义坐标表示的虚功原理，
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其中
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称为广义力的α分量（对于非理想约束系统，广义力Qα
 中还应包括约束力的贡献）．

在（11.6）式中，所有虚位移δqα
 都是独立变量，因此每一个δqα
 的系数都应该等于零．也就是说，体系的平衡方程为

Qα
 ＝0，

所以虚功原理可以表述为：在理想约束情形下，系统的平衡条件为作用于系统的所有广义力都等于零．

约束系统的广义力一般不从属于某个质点，也不直接对应于主动力的某个分量．当qα
 不具有长度量纲时，Qα
 也不具有力的量纲，但Qα
 δqα
 总具有功的量纲．

如果系统中作用于所有质点的主动力都具有无旋有势的性质，即∇i
 ×Fi
 ＝0（i＝1，2，…，n），该系统称为有势力系．这时，所有主动力都能表示成某个势函数V（r1
 ，r2
 ，…，rn
 ，t）对相应坐标的负梯度，即
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或
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如果势函数中不显含t，相应的力就是保守力．对于有势力系，广义力用势函数表示为
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其中V（q，t）＝V［x（q，t），t］，意思是势函数已经用广义坐标表示，q是（q1
 ，q2
 ，…，qs
 ）的缩写．

11.2　哈密顿原理

·哈密顿作用量和拉格朗日函数

·哈密顿原理及其数学形式

·哈密顿原理与牛顿定律的等价性

·例题

●哈密顿作用量与拉格朗日函数

考察完整、理想约束的有势力系，设它有s个自由度，用s个广义坐标q1
 ，q2
 ，…，qs
 来描述并缩写为q．系统的运动可以看成是位形空间中的一个“代表点”的运动．随着时间的推移，代表点在位形空间中沿某条轨迹运动，这种以时间为参量的轨迹称为系统的运动路径．变分原理考察问题的思路是，从相同的起点q（t1
 ）到相同的终点q（t2
 ）之间，力学规律决定的真实运动路径只有一条，而约束允许的可能运动路径有无数条，怎样从众多可能路径中挑选出真实运动路径？哈密顿原理给出了挑选真实路径的原则．

引入依赖于系统运动路径的函数S，该函数称为哈密顿作用量，它定义为
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S量定义式的意思是，对不同的运动路径，q（t）的函数形式不同，积分所得S量的值也就不同．

S量的定义式中的被积函数L（q，[image: alt]
 ，t）称为拉格朗日函数，简称拉氏函数，它定义为
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其中T表示系统的动能函数，V表示系统的势能函数．拉氏函数L是表征系统特性的重要函数，后面还要讨论．

●哈密顿原理及其数学形式

哈密顿原理表述如下：有势力系在位形空间两点之间所能作的各种邻近运动中，真实运动使哈密顿作用量取极值．

哈密顿原理的数学表述为：当δq（t1
 ）＝0，δq（t2
 ）＝0时，真实运动使哈密顿作用量的一阶变分等于零，
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哈密顿原理可用示意图11-1说明．从P到Q的真实运动路径为q（t），相应的哈密顿作用量为S；而P，Q两点间任意相邻运动路径为[image: alt]
 相应的作用量为[image: alt]
 则[image: alt]
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图　11-1

哈密顿原理将寻求真实运动路径的力学问题归结为求泛函极值的数学问题．泛函是以函数为自变量的函数．q（t）是以t为自变量的函数，而S又是以q（t）为自变量（称为自变函数）的函数，所以S是泛函．泛函及自变函数的无穷小变化用符号δS，δq表示，称为变分（或变更），以便与函数的微分dq，dt相区别．但δS，δq，dq，dt都是无穷小量，服从无穷小量的运算规则，因而从变分求泛函的极值类似于从微分求函数的极值．在位形空间中（参见图11-1），A，B，C各点纵坐标是

[image: alt]
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这表明dq与δq不同．再从C点出发求D的纵坐标，它应等于从B点出发求得的D点的纵坐标，从而可推得函数的微分（包括积分）运算与变分运算的先后次序可以交换：
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这一结论的条件是等时变分（即δt＝0），以后常常要使用．

●哈密顿原理与牛顿定律的等价性

原理的正确性原则上要靠实践检验．现在以一维运动做理论上印证，如果从哈密顿原理能导出牛顿定律，就说明二者之间是等价的．

第一步设单个质点在保守力作用下作一维运动，广义坐标取为x，则其动能和势能分别为
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 　　V＝V（x）；

拉氏函数为
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于是哈密顿作用量为
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设真实运动为x（t），对应S，而假设的可能运动为
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它与真实运动有一小偏离η（t），该小偏离在初态和终态为零，

η（t1
 ）＝η（t2
 ）＝0．

据（11.13）式，相应的[image: alt]
 为（略去x，[image: alt]
 η的标记t）
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第二步是利用数学分析方法求δS．（11.14）式的被积函数动能项为
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势能项展成泰勒级数，也略去高级小量（平方项），
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V′是V对x的一阶微商．代入（11.14）式，得
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移项即可求得[image: alt]
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第三步是用分部积分方法化简并求出（11.15）式．根据函数的分部微商公式，可得
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即
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将它乘上m并两边积分，就可将（11.15）式右端第一部分求出：
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上式被积出的部分等于零是因为η（t1
 ）＝η（t2
 ）＝0．

最后将分部积分的结果代入（11.15）式，得出
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对于任意的η（t），该积分保证为零的条件是η（t）的系数恒为零，
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显然，它就是牛顿定律的一维形式，
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以上的论证方法具有普遍意义，结果也可以推广到三维．因此可以得出结论：作为经典力学基本规律的牛顿定律，完全可以等价地表述成哈密顿原理的形式．

●例题

试用哈密顿原理求重力场中竖直下落的自由落体的运动微分方程．

解　取y轴竖直向上，质量为m的质点的动能、势能和拉氏函数分别为

[image: alt]


根据哈密顿原理（11.12）式，得
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化简时使用了等时变分条件．对上式右端第一项分部积分，就得到
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其第一项（积分结果）应为零，代入原式就得到
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由于被积函数中的δy是任意的，要保证积分恒为零，就必须[image: alt]
 [image: alt]
 最后得到的运动微分方程为

[image: alt]
 或　[image: alt]


它与牛顿定律的结果完全一致．这是一个简朴的例题，意在熟悉哈密顿原理的运用．

11.3　哈密顿原理与拉格朗日方程

·从哈密顿原理导出标准形式的拉格朗日方程

·拉格朗日方程的应用

·哈密顿原理和第二类拉格朗日方程

●从哈密顿原理导出标准形式的拉格朗日方程

从上节的讨论可以看出，从哈密顿原理可以导出运动方程．现在我们进一步作普遍研究，符合哈密顿原理的拉氏函数应满足什么条件．

设[image: alt]
 是广义速度．在等时变分（δt＝0）条件下，
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因此，哈密顿原理化为
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将积分号中的第二项分部积分，因为
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所以
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因为在t＝t1
 和t＝t2
 两端点δq不能变化，即δq（t1
 ）＝δq（t2
 ）＝0，所以上式右端被积出的部分为零．将结果代入（11.16）式，得
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由于δq任意，保证积分为零的必要条件是δq的系数部分应为零，
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数学上通常称这个方程为泛函极值问题的欧拉方程．对于有s个自由度的力学系统，可类推得（按习惯写法）
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这是一组用广义坐标表示的运动方程，称为有势力系的拉格朗日方程，或标准形式的拉格朗日方程．方程的个数与自由度数相同，都是s个．它适用于完整、理想约束、有势力系的情形．

上述拉格朗日方程（简称拉氏方程）是从哈密顿原理导出的，显然它与哈密顿原理互相等价．拉氏方程也可以从牛顿定律导出，多数分析力学著作都是以牛顿定律作为基本出发点推得拉氏方程的．这表明在相同的适用范围内，哈密顿原理、拉氏方程、牛顿定律互相等价，它们是经典力学规律不同的表述形式．

●拉格朗日方程的应用

应用拉格朗日方程求解力学问题的一般步骤是：确定力学系统的自由度，适当选取广义坐标；写出力学系统以广义坐标表示的动能T及势能V，进而写出拉氏函数L；将L代入拉氏方程，得出系统的运动微分方程；最后解方程并适当讨论．

例1　试用拉格朗日方程分析耦合振子的振动频率，如图11-2，已知两质点质量均为m，弹簧的弹性系数分别为k1
 和k2
 ．
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图　11-2

解　两质点限在一直线上运动时，系统有两个自由度．选取以平衡点起算的广义坐标x1
 和x2
 ，系统的动能和势能分别为
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系统的拉氏函数为L＝T－V，中间计算结果为
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代入拉氏方程（11.17），得
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这就与第8章8.3节耦合双振子所得方程一样．如果令q1
 ＝x2
 ＋x1
 ，q2
 ＝x2
 －x1
 ，方程可以化为
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显然q1
 ，q2
 是简正坐标，相应的频率为
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例2　半径为R，质量为m的均匀圆柱体从倾角为φ的斜面顶端从静止开始纯滚而下，试用拉格朗日方程求柱体到达底部时的质心加速度和角加速度．
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图　11-3

解　从第7章的讨论可知，斜面给柱体的支持力及二者之间的静摩擦力均不做功，因此系统是理想约束系统．纯滚条件vC
 ＝ωR从形式上看不是完整约束，但经过积分可得xC
 ＝θR，因此纯滚条件是完整约束条件，系统只有一个自由度．选最高点起算的广义坐标x，如图11-3，系统的动能是
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其中IC
 是对质心的转动惯量，IC
 ＝mR2
 ／2．考虑到纯滚条件[image: alt]
 整理后的动能、势能及拉氏函数为
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代入拉氏方程，得
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由此解得质心加速度[image: alt]
 及角加速度为
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这两个例子说明，拉格朗日方程处理力学问题的角度和牛顿定律很不相同．用隔离法解力学问题，重点是在分析力的基础上写出力和加速度的矢量表示式．拉氏方程的着眼点在于写出体系的两个标量函数T和V，因为动能T反映了系统在约束允许下的可能运动状态，势能V反映了体系的受力情况．因此用广义坐标和广义速度表示的拉氏函数集中反映了系统的力学性质，由它会同拉氏方程将完全确定系统的运动状态，所以拉氏函数是一种特性函数．拉氏函数中的动能应是惯性参考系的动能，这一点从拉氏方程与牛顿定律的等价性不难理解，因此在选择运动坐标为广义坐标或讨论含有相对运动的力学系统时尤应注意．

●哈密顿原理和第二类拉格朗日方程

哈密顿原理（11.12）式适用于完整理想约束系统的主动力都是有势力的情形．如果主动力不是有势力，即不能用势函数V表示，那么拉氏函数中含V的项应该用广义力表示．将L＝T－V代入（11.12）式，考虑到等时变分条件下变分和积分可交换次序，得
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对于非有势力系，－δV应用广义力Qα
 表示．根据广义力的定义式（11.7）及势函数表示式（11.8），
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可得
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上式两边乘以δqα
 ，得
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因为V不含[image: alt]
 等时变分δt＝0，所以上式右端正是－δV．于是推得两者的置换关系为
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将它代入（11.18）式，得到完整理想约束系统的哈密顿原理为
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上式称为一般体系的哈密顿原理．

从上式出发可导出完整理想约束系统的拉氏方程．将上式的δT具体化为
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代入（11.20）式，用分部积分法即可求得
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这是基本形式的拉氏方程，也称为第二类拉格朗日方程，适用于完整、理想约束系统．

11.4　哈密顿原理与哈密顿正则方程

·相空间的哈密顿原理与哈密顿量

·从相空间的哈密顿原理导出哈密顿正则方程

·哈密顿量的物理意义与守恒条件

·循环坐标与广义动量守恒

·对称性与守恒量

●相空间的哈密顿原理与哈密顿量

以上的讨论是将系统的s个广义坐标看作确定系统状态的独立变量，它们是时间的函数，可以通过拉格朗日方程求得．这种方法称为拉格朗日方法或拉氏表象．s个广义坐标（加上时间是s＋1个）构成的空间称为位形空间，该空间中代表点的轨迹给出系统的运动，代表真实运动的轨迹符合哈密顿原理．

由于拉氏方程是二阶常微分方程，完全确定系统的运动需要2s个初值，例如s个初位置加上s个初速度．而位形空间的一个点只给定系统的s个初值，还不足以确定轨道．对此，哈密顿从另一个角度考虑问题：除了s个广义坐标之外，再引入一组新的独立变量，由这2s个独立变量一起描述系统的运动．由此导致经典力学的哈密顿表象或哈密顿方法．

哈密顿引入的新独立变量是广义动量，它定义为
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其中的[image: alt]
 是拉氏函数．pα
 是与qα
 共轭的或对应的广义动量，它可能是通常笛卡儿坐标系中的动量，也可能是角动量，总之乘积[image: alt]
 应与L保持相同的量纲．

广义坐标和广义动量合起来统称为正则变量．正则变量构成的抽象空间称为相空间．系统的运动对应于相空间中代表点的运动，并形成相应的轨迹．位形空间中描述系统的特性函数是拉氏函数L，而在相空间中，相应的特性函数应是用广义坐标和广义动量描述的哈密顿函数或哈密顿量H，它定义为

[image: alt]


定义式中的[image: alt]
 应根据p的定义（11.22）用pα
 表出．

将（11.23）式表示的L代入哈密顿原理（11.12），就得到相空间的哈密顿原理：
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上式也称为修正的哈密顿原理，表述为：有势力系在相空间两点之间所能作的真实运动使哈密顿作用量S（q，p）取极值．

相空间的哈密顿原理与位形空间的哈密顿原理有相同的适用条件，都是等时变分，所求的都是端点固定条件下的极值．

●从相空间的哈密顿原理导出哈密顿正则方程

从哈密顿原理（11.12）式导出的运动方程是有势力系的拉氏方程（11.17）．用同样的方法，从相空间的哈密顿原理（11.24）出发可以导出新的运动方程——哈密顿正则方程，推导如下．

对（11.24）式进行变分运算，注意到等时变分条件，得
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分部积分积出上式右端第一项为
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因变分（11.24）式两端点是固定的，即在t＝t1
 和t＝t2
 ，qα
 （包括pα
 ）都不能变，所以在端点上δqα
 ＝0．上式积分结果右端第一项为零，并化为
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将它代入（11.25）式，整理可得
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因pα
 ，qα
 互相独立，而且δqα
 ，δpα
 在积分范围内可以任意变化，要保证上式对任意的δqα
 ，δpα
 都成立，它们的系数应分别等于零，所以得
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这就是哈密顿正则方程，简称为正则方程或哈密顿方程．它形式简单而对称，有利于作普遍的讨论．其中处于支配地位的系统特性函数是哈密顿量H，它必须以广义坐标和广义动量表示．哈密顿量H是一个重要物理量，在物理学其他领域特别是量子力学中被广泛使用．由经典物理过渡到近代物理，正则方程常被认为是最方便的形式．

用正则方程求解力学问题的一般步骤是，先写出系统的动能T和势能V，得到拉氏函数L后按（11.22）式求得广义动量p，由它解出用广义坐标q和广义动量p表示的广义速度[image: alt]
 ，然后按哈密顿量的定义式（11.23）写出H，代入（11.26）式即得到正则方程．

例题　试用正则方程分析一维弹簧振子的运动，并给出其相空间的轨道．

解　设弹簧弹性系数为k，物体质量为m．因系统只有一个自由度，选弹簧自由长处为x轴零点（图11-4），动能和势能分别为

[image: alt]
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图　11-4

于是拉氏函数为
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按定义，广义动量为
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用广义动量表出广义速度为
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于是一维谐振子的哈密顿量为
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将H代入正则方程，得到振子的运动方程为
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进一步解方程，就可得熟知的谐振子运动方程为
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最后的解为
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其中E是谐振子的总机械能，φ0
 是待定的初相位．

[image: alt]


图　11-5

根据（11.28）式，谐振子某一时刻的状态用该时刻的x值和p值表示，即用（xp）平面上的一个点表示，该点即谐振子运动状态的代表点．随着时间的推移，代表点描出的曲线是椭圆（图11-5），这从（11.27）式即可看出．xp平面称为相平面，代表点描出的曲线称为相轨．

谐振子哈密顿量（11.27）式中，第一项p2
 ／2m是系统动能，kx2
 ／2是势能，因此H代表系统机械能，而且是一个守恒量．但这是有条件的．

●哈密顿量的物理意义与守恒条件

哈密顿量是一个重要物理量，需要研究清楚它的物理意义及守恒条件．

求函数H（q，p，t）对时间的微商，得

[image: alt]


将正则方程代入上式右端，头两项相消，
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即
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因此，如果H不显含t，则∂H／∂t＝0，从而有
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进一步可得初积分为
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这就是说，如果哈密顿量H不显含时间t，H就是守恒量．这可以称为哈密顿量守恒原理，也称为正则方程的广义能量积分．

另外，如果对拉氏函数L（q，[image: alt]
 ，t）求全微分，利用拉氏方程并联系p，H的定义式，可求得
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这表明，如果拉氏函数不显含t，则H就不显含t，H就是守恒量．

为了揭示哈密顿量H的物理意义，需要研究动能函数T的表示式．如果势能V与广义速度[image: alt]
 无关，则p的定义式（11.22）中的[image: alt]
 可以用[image: alt]
 代替．当变换方程（11.4）式即xi
 ＝xi
 （q，t）中不显含t，则可推得动能是广义速度的二次齐次式，再根据欧拉齐次函数定理，可得
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于是H可从定义式化为
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即

[image: alt]


这就是说，如果变换方程（11.4）式不显含t，则哈密顿量H代表系统的机械能．这就是哈密顿量的物理意义．

在H代表系统机械能的情形下，如果势能V不显含t，即有势力为保守力时，H守恒表示系统机械能守恒．

这些结论的不同条件归纳起来是：

（1）当∂H／∂t＝0，H是守恒量，但不一定等于（T＋V）；

（2）当变换方程不显含t，H等于系统总机械能（T＋V），但不一定是守恒量；

（3）当变换方程不显含t，V不显含t，H等于总机械能，同时是守恒量．

●循环坐标与广义动量守恒

从正则方程（11.26）式的第二式可以看出，如果H中不含某一坐标qα
 ，则∂H／∂qα
 ＝0，从而[image: alt]
 α
 ＝0，积分可得pα
 ＝常量．这就是说，当H中不含某一坐标qα
 ，则与该坐标相对应的广义动量pα
 守恒．这一结论通常称为正则方程的广义动量积分，而称H中不含有的广义坐标为循环坐标．显然，H函数中循环坐标越多，相应的广义动量积分即守恒量就越多，正则方程的求解就越容易．当然，H中循环坐标的多少，从根本上来说与系统的力学性质有关，但也与广义坐标的选择有关．

哈密顿量H的循环坐标与拉氏函数L的循环坐标是一致的．从H的定义式（11.23）求偏微商，再将广义动量的定义式代入，即可证明
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这表明，如果∂L／∂qα
 ＝0，则∂H／∂qα
 ＝0．即L中不出现的坐标H中也不出现，所以H和L的循环坐标是一致的．事实上，拉氏方程（11.17）也有类似的能量积分和动量积分，也存在相应的守恒量．

●对称性与守恒量

对称性是人们在研究自然现象的过程中凝聚出来的一种观念，它是自然界基本规律的反映．几何对称性是人们最为熟悉的概念，物理学上所说的对称性是几何对称概念的深化与推广．系统从一个状态变到另一个状态的过程称为变换，或者说给系统一个操作．对称性的普遍定义是说，如果系统状态在某种操作下不变，就说系统对于该操作是对称的，这个操作就称为该系统的一个对称操作．

研究对称性的意义在于对称性与守恒律密切相关：如果运动规律在某种变换或操作下具有不变性，一定存在一个与之相应的守恒律．这首先是在经典物理特别是力学中认识到的．力学中最常见的对称性是力学系统的时空对称性．它和守恒律的联系在哈密顿正则方程中得到了较完美的体现．

如果整个系统沿空间某一方向平移一个任意大小的距离后它的力学性质不变，则称这个系统对该方向具有平移不变性或平移对称性．这种情况下，哈密顿量H中必定不出现该方向的坐标变量，该坐标就是循环坐标，与之相应的动量一定是个守恒量．

如果系统在绕某轴转动一个任意角度后，它的力学性质不变，则称这个系统对该轴有转动不变性．这时H中将不出现转动角度变量，与之相应的守恒量是角动量．例如行星在太阳的万有引力作用下沿平面轨道运动，如以太阳为坐标原点取极坐标，它的力学性质显然不依赖于轨道平面内极轴方向的选取，系统的哈密顿量为

[image: alt]


可见θ是循环坐标，相应的pθ
 （角动量分量）是守恒量．这个例子中，如果选用平面直角坐标（x，y）描述，则不能直接反映系统的转动不变性，因而也没有与（x，y）相应的守恒量．这说明系统的对称性需要选择适当的坐标才能充分反映．

同样，H守恒反映了时间均匀性．如果系统的力学性质与计时起点无关，那么T，V，L，H中都不会显含时间t，H就是与时间t相应的守恒量．

值得注意的是，哈密顿原理（11.12）式在不同的广义坐标下形式是相同的，这种不变性属于物理规律的对称性．牛顿定律在伽利略变换下形式不变也属于物理规律的对称性．但哈密顿原理的不变性属于任意坐标变换的协变性，在狭义相对论诞生之后人们才认识到协变性的重要意义．

对称性及其与守恒律之间的关系，在物理学的广泛领域得到了充分的发展，成为认识自然表述物理规律的一个重要途径．善于从分析系统的对称性去寻找守恒量，是科学研究的重要方法．





通过本章的叙述可以看到，经典力学的基本规律完全可以等价地用哈密顿原理来表述．哈密顿原理是一种变分原理，力学中还有其他一些变分原理，如最小作用量原理等，各有短长．以原理方式表述基本规律有显著的优点，它概括性强，局限性小，不依赖于具体坐标的选取．变分形式的基本原理还具有很强的普适性．不论是质点组还是连续分布的场，在力学领域还是在物理学其他领域，它们的基本规律一般都可等价地用哈密顿原理的形式表示，只是其中的拉氏函数包括独立变量都要适合研究对象的特点．甚至一些已有的方程，例如波动方程，也可考察它们是否符合某种形式的变分原理．而在变分原理的研究中，人们早就注意到了力学变分原理也可以表述成与几何光学的费马原理相同的形式．这种启人心智的类比为后来认识实物粒子的波动性准备了思想要素．

“科学的真正光荣在于我们能够找到一种思想方法，从中可以看到基本定律是明显的．”（费曼《费曼物理学讲义》）哈密顿原理提供给我们的正是这样一种思想方法．由于变分原理能导出作为基本定律的运动方程，因此有理由把变分原理看作物理学中最普遍的根本原理，并从它出发去创建新的理论．当科学研究遇到新情况时，可以把新的实验结果或新的理论假设构建成新的拉氏函数，然后由变分原理去演绎出新的运动方程．历史上，量子力学的薛定谔方程、量子场论中的费曼路径积分法、热力学的最小熵产生原理等，这些理论的建立，它们的思想方法是一脉相承的．因此我们可以认为，哈密顿原理代表了一种富有创新精神的思想方法，它在描述自然基本规律方面具有令人神往的永恒魅力．

习　题

11.1　试用哈密顿原理求解一维弹簧振子的运动，设弹簧劲度系数为k，质点质量为m．

11.2　试用拉格朗日方法求抛射体的运动微分方程．

11.3　试写出阿特武德机（图7-16）的拉氏函数及拉氏方程，设滑轮质量可以忽略．

11.4　试写出单摆的拉氏函数及拉氏方程，设摆长为ι、摆球质量为m．

11.5　试用拉格朗日方法求复摆（参见图8-3）的运动微分方程．

11.6　试用拉格朗日方法求串联弹簧振子（参见图8-5（c））的运动微分方程及本征频率．

11.7　图中所示为耦合摆，设两个单摆的摆长都为ι，所系小球质量均为m；弹簧的劲度系数为k，自然长度d0
 ＝OO′，体系限于铅直平面内平衡位置附近作小振动．试用拉氏方程求简正频率．

[image: alt]


习题　11.7

11.8　试用拉格朗日方法求弹簧双振子（参见图8-7）的本征频率．

11.9　试写出抛体运动的广义动量和哈密顿量H，并进一步写出正则方程．

11.10　试写出单摆的哈密顿量和正则方程．

11.11　试写出复摆的哈密顿量和正则方程．

11.12　试写出串联弹簧振子（习题11.6）的哈密顿量和正则方程．


附　　录

附表1　基本物理常量2006年推荐值
*
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附表2　保留单位和标准值
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注释


*
 　国际科联所属的科技数据委员会（The Committee on Data for Science and Technology，简作CODATA）2006年推荐值．材料取自美国国家标准与技术研究院（National Institute of Standard and Technology，简称NIST）网站（www.nist.gov）．


习题答案

第　1　章

1.1　（1）x2
 ＋y2
 ＝R2
 ；（2）v＝ωR，v＝－Rω（ei
 sinωt－ej
 cosωt）．

1.2　（1）x＝（y－3）2
 ；（2）∆r＝4ei
 ＋2ej
 ；

　　（3）v（0）＝2ej
 ，v（1）＝8ei
 ＋2ej
 ．

1.3　∆t7
 ≈0.8s．

1.4　vx
 ＝Rω（1－cosθ），vy
 ＝Rωsinθ；x＝2nπR，n＝0，1，2，…；

　　y＝0时v＝0．

1.5　[image: alt]


1.6　v＝v0
 ／cosθ．

1.7　（1）17.6Mpc（2）7571km/s；（3）136亿光年．

1.8　（1）∆t＝0.31s；（2）h2
 ＝h5
 ＝1.92m，h3
 ＝h4
 ＝2.88m．

1.10　π／4－α／2．

1.11　0.80m．

1.12　an
 ＝0.4m/s2
 ，a≈0.45m/s2
 ．

1.13　17倍．

1.14　[image: alt]
 cos2
 θ／g，[image: alt]
 ／（gcosθ）．

1.15　α≈77.5°，s≈447m．

1.17　9.8m/s，0，－9.8m/s．

1.18　[image: alt]


1.19　5.76m．

第　2　章

2.1　f1
 ＋（f2
 －f1
 ）／n．

2.2　μ（M＋m）g．

2.3　（1）物体与板：f′＝2.0N，N′＝19.6N；

　　板与桌面：f＝7.4N，N＝29.4N．（2）14.7N．

2.4　[image: alt]


2.5　（1）（M－m）g；（2）（M－m）g－ma．

2.6　θ＝α，T＝mgcosα．

2.7　（1）[image: alt]


　　（2）F＝（M＋m）gtanα．

2.8　（1）[image: alt]


　　（2）[image: alt]


2.9　[image: alt]


2.10　[image: alt]


2.11　[image: alt]
 内轨受力；θ＜θ0
 ，外轨受力．

2.12　[image: alt]
 （2）ft
 ＝4.9N，fn
 ＝0.16N．

2.13　f21
 ＝1.90×103
 N，f10
 ＝2.85×103
 N．

2.15　3.46×105
 km．

2.16　MSun
 ＝1.97×1030
 kg．

2.17　（1）[image: alt]
 （2）[image: alt]


2.18　（1）1.67×106
 m/s；（2）4.4×1012
 m．

2.19　（1）[image: alt]
 （2）ρmin
 ≈1.3×1014
 kg/m3
 ；（3）Rmin
 ≈150km．

2.20　aA
 ＝aB
 ＝0.75g；

　　　[image: alt]
 与水平面夹角θ＝arctan（2/3），aB
 ＝0.25g．

2.21　[image: alt]


2.22　真实力：重力、支持力、槽外壁所施弹力mv2
 ／R．

　　　惯性力：惯性离心力mω2
 R，科氏力2m（ωR－v）ω．

2.23　东侧，91N．

第　3　章

3.1　36N．

3.2　水平方向fx
 ＝835N，fy
 ＝280N．

3.3　[image: alt]


3.4　（1）[image: alt]


　　（2）[image: alt]


3.5　I≥0.86N·s．

3.6　[image: alt]


3.7　[image: alt]


3.8　1.06×10-15
 g·cm/s，与中微子反方向夹角59°58′．

3.9　[image: alt]


3.10　[image: alt]


3.11　（1）8.24×103
 m/s；（2）4.02×103
 m/s．

3.12　F＝（v－u）dm／dt．

第　4　章

4.1　[image: alt]


4.2　[image: alt]


4.3　（1）－6.4×103
 J；（2）1.25×102
 J；（3）－6.27×103
 J．

4.4　[image: alt]


4.5　x＝0.77m．

4.6　[image: alt]


4.7　[image: alt]
 ιm
 ＝ι．

4.8　[image: alt]


4.9　[image: alt]


4.10　F＝（m1
 ＋m2
 ）g．

4.11　h＝5R／2．

4.12　mB
 ＞3mA
 ．

4.14　（1）[image: alt]
 （2）v＝v0
 ．

4.15　[image: alt]


4.16　（1）vA
 ＝58.6m/s，vB
 ＝41.4m/s；（2）20％．

第　5　章

5.1　L＝m（xvy
 －yvx
 ）ek
 ，M＝yfek
 ．

5.2　ω＝4.1×1016
 rad/s．

5.3　[image: alt]


5.4　（1）b2
 ／ι2
 ，绳的张力做了负功；（2）角动量不变．

5.5　[image: alt]


5.6　[image: alt]


5.7　[image: alt]


5.8　（1）3.9×103
 kg·m2
 /s；（2）13m/s；（3）3.98×103
 N．

5.9　6.89×103
 m/s．

5.10　（1）k／r；（2）[image: alt]


第　6　章

6.1　（1，－1）．

6.2　2ι／3．

6.3　[image: alt]


6.4　[image: alt]


6.5　aCM
 ＝g，[image: alt]


6.7　（1）[image: alt]
 （2）μιv0
 ；

　　（3）m1
 和m2
 相对质心以ω＝v0
 ／ι作圆周运动．

第　7　章

7.1　t＝10s，at
 ＝5×10-3
 m/s2
 ，an
 ＝0.25m/s2
 ．

　　t＝0，an
 ＝0，at
 ＝5×10-3
 m/s2
 ．

7.3　[image: alt]


7.4　（1）[image: alt]


　　（2）aB
 ＝ω2
 R（方向垂直向上）．

7.6　瞬心P与A，O，B成一矩形．

7.7　I＝3mι2
 ／2．

7.8　[image: alt]


7.9　[image: alt]


7.10　[image: alt]


7.11　1.9×102
 kg·m2
 ．

7.12　F＝84N．

7.13　[image: alt]
 守恒．

7.14　[image: alt]


7.15　[image: alt]


7.16　ω≈6.32×103
 rad/s，T≈9.93×10-4
 s．

7.17　[image: alt]


7.18　[image: alt]


7.19　[image: alt]


7.20　[image: alt]


7.21　[image: alt]


　　　vCx
 ＝（ωι／2）sinφ，vCy
 ＝－（ωι／2）cosφ．

7.22　[image: alt]


7.23　[image: alt]


7.24　[image: alt]


7.25　aC
 ＝6.5m/s2
 ，T＝9.8N．

第　8　章

8.1　（1）φ0
 ＝5π／3；

　　（2）x＝10.4cm，v＝－18.8cm/s，a＝－103cm/s．

　　（3）v＝－32.6cm/s，a＝59.2cm/s2
 ．

8.4　（1）A＝6.0cm，T＝1.2s；（2）f＝3.8×10-4
 N．

8.5　T＝1.1s．

8.6　[image: alt]


8.7　[image: alt]


8.8　（1）φ0
 ＝3π／2，θ0
 ＝3.19×10-3
 rad．（2）φ0
 ＝π／2．

8.9　[image: alt]


8.10　（1）f＝2.23Hz；（2）v＝56cm/s；

　　（3）m＝100g；（4）20.0cm处．

8.11　以A为坐标原点，[image: alt]


8.12　（3）[image: alt]
 （4）fS0

 ．

8.13　（1）新频率[image: alt]
 振幅不变．

　　（2）新频率[image: alt]
 新振幅[image: alt]


8.14　[image: alt]
 ω2
 ＝ω1
 ，ω3
 ＝0．

8.15　∆t＝20.96s．

8.16　（2）k≈49.3N/m，β＝0.01s-1
 ．

8.17　（1）γ＝1.59×10-3
 N·s/m；（2）Q＝39．

8.18　振幅为2A，初相位[image: alt]


8.19　（1）右旋正椭圆；（2）左旋正椭圆．

8.20　255.5Hz或256.5Hz．

第　9　章

9.1　（7.5～3.9）×1014
 Hz，5.5×1014
 Hz．

9.2　560～190m．

9.3　16.5m，16.5×10-3
 m．

9.4　A＝2×10-2
 m，λ＝0.3m，f＝100Hz，v＝30m/s；φ（10）＝－2π／3．

9.5　[image: alt]


9.7　横波约10.6m/s，纵波约11.6m/s．

9.8　K＝2.1×109
 Pa．

9.10　1.07×10-9
 m．

9.11　4.0×10-6
 W．

9.13　[image: alt]


　　　u＝2Acosωt　（x＝0），

　　　[image: alt]


9.15　[image: alt]


9.16　距A点1m，5m，9m，13m，17m为波节．

9.17　（1）λ＝24cm，v＝240cm/s；（2）落后π／5．

9.18　A：30Hz；B：29Hz．

9.19　约204Hz．

9.20　约6m/s．

9.21　（1）[image: alt]


　　（2）v＝0.51c，R≈76亿光年；

　　（3）Z＝3.6．

9.22　（1）[image: alt]


　　（3）k0
 ＝3.67×102
 /m，λ0
 ＝1.71cm；

　　（4）[image: alt]


第　10　章

10.1　[image: alt]


10.2　46cm．

10.3　9.7m/s．

10.5　水面下0.75m，距侧壁[image: alt]


10.6　p＝8.56×104
 Pa，QV
 ＝1.71×10-3
 m3
 /s．

10.7　（1）与B管管口等高．

10.8　v1
 ＝8.3m/s，v2
 ＝9.0m/s．

10.9　[image: alt]


10.10　η＝0.82Pa·s．

10.11　1.2×10-2
 cm/s，30cm/s．

10.12　黏性力f＞mg，不回落．

10.13　R≈105
 ≫2300，是．
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11.2　[image: alt]


11.3　[image: alt]


　　[image: alt]


11.4　[image: alt]


11.5　[image: alt]
 ι是转轴到质心C的距离，[image: alt]


11.6　[image: alt]


11.7　[image: alt]


11.8　[image: alt]
 r为m1
 和m2
 间距，r0
 为弹簧自然长，[image: alt]
 为质心速度，μ为约化质量．

11.9　[image: alt]


11.10　[image: alt]


11.11　[image: alt]


11.12　[image: alt]
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由享有盛名的北京大学物理学院普通物理教学中心组织著名教授编写的本套教程，总结了多年来为数学系、化学系、生物系、力学系、地学系和计算机系开设普通物理课程所积淀的经验和学识。

崇尚结构、承袭传统、力求平实和注重扩展，是本套教程的一个基本特色。本套教程具有系统性、通用性和现代性，适用于理、工、农、医和师范各类院校开设的大学物理基础课程。



主编　钟锡华　陈熙谋









大学物理通用教程

●力学／钟锡华　周岳明

●热学／刘玉鑫

●电磁学／陈秉乾　王稼军

●光学／陈熙谋

●近代物理／陈熙谋

●习题指导／题解编写组
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