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内容简介
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在当前大众创业、万众创新的新形势下，依托互联网和大数据的工业4.0时代已经到来。要实现智慧工厂的智能化生产，需要利用广域分布的探测设备，通过宽带移动的互联网络，执行智能融合的服务机制，进行专家知识的会诊判决，才可能具备智慧的特征。在对获取的信息进行数字处理和数据融合时，数字信号处理（DSP）技术是必不可缺的手段，而且随着各种应用的快速发展，要求处理的速率和达到的性能不断提高，这需要通过硬件和软件两个方面来实现。

目前半导体工艺已达到28nm甚至更小的尺寸，Xilinx公司在推出堆叠的3D封装全可编程FPGA和嵌入双核ARM CortexA9的全可编程SOC之后，又推出具有ASIC级别优势的UltraSCALE FPGA和UltraSCALE MPSOC等器件，这些器件内的逻辑单元可达到4万个，DSP模块的数量最多达到11904个，最高的性能达到21213 GMAC，这极大地提高了DSP的处理能力，所以FPG A是名副其实的并行处理引擎。而另一方面，FPGA又具备现场可编程的特性，可以节省产品投资的成本，缩短了产品的上市时间，加快了适应不同用户需求的步伐，使之成为ASIC的有力竞争对手。

在设计工具方面，Xilinx公司也推出了新一代的开发工具Vivado。为了使FPGA成为开发数字信号处理系统的设计平台，针对以DSP算法为主的设计，推出高层次综合工具Vivado HLS以及System Generator（SysGen）等工具。前者可以实现从C语言描述的算法到RTL级网表文件的转换，后者可以通过基于模型的设计方法仿真和优化系统模型并自动生成RTL网表文件，应用这些生成的网表文件可以直接进行FPGA的硬件实现，不仅加快了设计的过程，而且还能保证设计的正确性，同时减少设计的迭代过程。

高亚军编写的《基于FPGA的数字信号处理》（第2版）一书在第1版的基础上增加了许多内容，充实了更多的设计范例。全书简要介绍了最新的Xilinx 7系列FPGA架构、Vivado最新设计工具的开发流程以及新的集成逻辑分析仪（ILA）和虚拟输入/输出（VIO）调试工具，分析了数字信号处理系统的架构、性能和数据格式等。在此基础上深入分析了基于FPGA实现各种数字信号处理算法的工程实例，包括基本的加减乘除、累加、开方和CORDIC等DSP算法，以及经典的FIR滤波器、数字频率合成器、多相滤波器、CIC滤波器和基2/基4 FFT等DSP算法，作者对算法作了详尽的理论分析，给出映射到FPGA架构的设计方案以及对应到SysGen的设计模型或Matlab程序代码。对于读者，无论是利用Matlab和Simulink的基于模型的设计方法获得网表文件，或者利用IP库中的DSP核进行参数设置，这些内容都是进行DSP系统设计详尽的设计指导和参考，进一步可以方便地完成FPGA的硬件实现。属于Xilinx的UltraFast的设计准则和编码风格在最后一章也作了详尽的分析，包括从系统的角度对同步和异步时钟信号、复位信号的设计考虑，以及从硬件资源的角度使编码风格和算法映射能够与FPGA的架构相适应，读者可以遵从这些保证设计成功的关键要求，利用本书中提供的基本算法和经典算法为参考，创新地构建实际应用所要求的各类不同DSP系统。

软件、硬件和I/O均可编程的全可编程FPGA已经越来越广泛地在DSP设计中得到应用。本书对读者利用FPGA实现数字信号处理系统是一本很好的设计指导和参考书籍。

孟宪元

2015年4月10日于清华园



推荐序

随着FPGA器件规模及性能的不断提升，它已经越来越广泛地应用于各类行业应用中，尤其是在一些高性能计算的应用中，FPGA扮演了十分重要的作用。不同于通用的DSP处理器结构，FPGA内部集成了丰富的DSP功能单元以实现高速并行运算，而作为一名FPGA的设计人员，如何充分利用这些DSP功能单元就成为实现最终性能的关键所在。高亚军先生的这本书就完美地解决了这一问题，他利用其个人多年从事FPGA设计研发、技术支持的宝贵经验，将一些看似复杂的问题深入浅出地表述出来。在这本书中，作者不仅介绍了器件底层硬件结构的特点及软件开发工具的使用技巧，也花了大量篇幅介绍如何有效地利用FPGA来实现常用的一些数字信号处理运算功能，同时，本书中所提供的大量范例及一些实用技巧相信也会给读者带来很多直接的帮助。

本书非常适用于FPGA研发工程师及硬件算法工程师，同时对其他相关的工程技术人员及研究人员也会有所帮助。

张宁

赛灵思电子科技（上海）有限公司

亚太区应用拓展经理



前言

从20世纪80年代第一颗FPGA产生到目前为止，FPGA就从未停止其快速发展的步伐。而就在刚刚过去的三年里，半导体业界发生了三次具有里程碑意义的事件：Xilinx公司推出了第一代3D芯片，使得FPGA内部逻辑规模达到了2M；Xilinx公司推出了嵌入双核ARM Cortex-A9的全新一代片上可编程（SoC）FPGA，进一步提升了FPGA的功能和集成度，有助于PCB的小型化；Xilinx公司推出了新一代开发工具Vivado，有力支持7系列FPGA，提高了生产效率。此外，Xilinx公司还推出了高层次综合工具Vivado HLS，实现了从C/C++到RTL的转换，有利于复杂算法的FPGA实现。无论是FPGA的工艺水平还是其开发工具，都有了长足的发展，这为以FPGA为平台的数字信号处理系统的开发提供了强大的支持，也加速了数字信号处理系统架构的变革，同时也使得FPGA在更多的领域获得应用。

本书以数字信号处理理论为基础，结合Xilinx 7系列FPGA架构，深入探讨了基于FPGA实现各种数字信号处理算法的工程方法，这些算法既包括传统的基本算法（如FIR数字滤波器、数字频率合成器等），也包括较为复杂的FFT算法；既涉及单速率系统也涉及多速率系统；既有宏观上的理论讲解，也有微观上的工程实现细节和技巧的说明，同时将FPGA设计思想有机地贯穿其中。全书共八章内容。其中，第1章从内部结构、设计流程、调试方法三个方面介绍了FPGA技术现状；第2章介绍了以FPGA为平台的数字信号处理系统的设计方法和注意事项；第3章介绍了数字信号处理中的基本算法在FPGA上的实现方法，从简单的加法运算到较为复杂的CORDIC算法都涵盖其中；第4章至第7章结合大量实例重点介绍了数字信号处理的经典算法在FPGA上的实现方法，包括FIR滤波器、直接数字频率合成器、多相滤波器、CIC滤波器、半带滤波器和FFT算法等。第8章讲述了采用Xilinx FPGA实现数字信号处理的一些细节问题，使读者能够深入理解FPGA的底层架构，灵活运用FPGA内部各种资源，从而使算法结构可以很好地映射到FPGA底层架构中。

感谢清华大学电子工程系孟宪元教授为本书撰序，感谢赛灵思电子科技（上海）有限公司亚太区应用拓展经理张宁先生为本书题写推荐语。

此外，作者还要感谢赛灵思电子科技（上海）有限公司北中国区渠道销售经理王庆海先生、亚太区市场传播经理张俊伟女士、大学计划亚太区经理陆佳华先生、科通数字技术（香港）有限公司高级总监谢章立先生和电子工业出版社电子信息出版分社社长王敬栋先生，感谢你们的大力支持和帮助！

与第1版相比，第2版的整体框架并没有变化，但每章都增加了新的内容。这些新的内容使得本书更加丰盈，但即便如此，也难免有不足之处。如果您在阅读过程中发现任何错误或对再版有任何建议，请发送邮件至gao_xilinx@126.com。

编著者
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第1章　现场可编程门阵列技术分析

产生于20世纪80年代的现场可编程门阵列（Field Programmable Gate Array，FPGA），近年来得到了长足发展，FPGA已不只是单纯的一种器件的代名词，它已经发展成为一门与数字信号处理密切相关的技术。FPGA的出现和应用，不仅大大地推动了微电子技术的发展，全面地提高了数字系统的性能，而且对电路系统的构成与设计方法也产生了越来越大的影响。


 1.1　FPGA内部结构分析


 1.1.1　FPGA在大规模集成电路中的定位

专用集成电路（Application Specific Integrated Circuit，ASIC）可分为数字ASIC和模拟ASIC。对于数字ASIC，按其掩模是否重新制造可将其分为三类：全定制（Full-custom）ASIC、半定制（Semi-custom）ASIC和可编程（Programmable）ASIC。可编程ASIC是ASIC的一个重要分支，它是一种已制造好的、可直接从市场上买到的芯片，用户只要对它编程就可实现所需要的电路功能。FPGA就是可编程ASIC的典型代表之一，如图1.1所示。

[image: ]
图1.1　数字ASIC的分类



FPGA是20世纪80年代中期出现的一种新概念，是备受现代数字系统设计工程师欢迎的最新一代系统设计积木块，工程师可以通过传统的原理图输入法或是硬件描述语言（VHDL、Verilog或者System Verilog）按照需要自由地在一块芯片内设计一个数字系统。由于半导体技术的飞跃发展，数字系统的应用经历了分立元件、小规模集成SSI（Small Scale Integration）电路、中规模集成MSI（Medium Scale Integration）电路、大规模集成LSI（Large Scale Integration）电路和超大规模集成VLSI（Very Large Scale Integration）电路的发展历程，数字系统应用的基本特征也由中小规模集成度的标准通用集成电路向设计师定制的专用集成电路过渡。

传统的数字电路设计采用各类不同规模的分立器件搭接而成，其设计过程是先设计出电路原理图，再绘制印刷电路板，然后进行安装调试，整个过程既容易出错，又费时费力，而且设计出的电路规模庞大，可靠性很低。半定制的ASIC的集成度很高，它可以使电路设计中的硬件规模缩小，可靠性提高，功耗降低，但是它的设计周期长，费用高，风险也很大。对于现代较复杂的数字系统，若采用SSI或MSI器件来设计某个特定的应用，不仅要占用很大的物理空间，而且功耗较大，可靠性差；而采用专用电路设计，则具有较大的投资风险性。20世纪80年代出现的可编程逻辑器件（Programmable Logic Device，PLD）在一定程度上为数字系统设计工程师进行快捷、灵活的设计提供了可能性。PLD的应用使一系列功能强、速度高、灵活性大的系统设计得以成功。但是，随着现代数字系统设计的发展，PLD无论在集成容量、功耗、速度还是逻辑设计的灵活性上，均不能满足现代数字系统的大容量、高速度、现场灵活可编程设计的要求。这类器件集成度还是达不到非常高，内部资源和I/O管脚也不够多，在进行大型系统设计时，使用此类器件就显得捉襟见肘了。FPGA器件的产生将半定制的门阵列电路的优点和可编程逻辑器件的设计师可编程特性结合在一起，使设计的数字系统达到小型化、集成化和高可靠性，这样大大缩短了设计周期，减少了设计费用，同时为设计更改提供了便利的手段，降低了设计风险。

特征尺寸（Feature Size）是ASIC中一个重要的概念，也是ASIC技术水平的重要标志。它是指器件中的最小线条宽度，对MOS器件而言，通常指器件栅极所决定的沟道几何长度，是一条工艺线中所能加工的最小尺寸，也是设计中采用的最小设计尺寸单位（设计规则）。缩小特征尺寸是提高ASIC集成度的有效手段之一。当今CMOS集成电路的特征尺寸已进入了纳米时代。Xilinx公司于1985年首次推出商业化FPGA。随着工艺水平的发展，特征尺寸不断减小。图1.2显示了Xilinx高端产品Virtex系列芯片特征尺寸的变化情况。2010年，Xilinx发布了7系列FPGA，该系列FPGA采用了更为先进的28nm工艺。Xilinx的28nm工艺具有高性能、低功耗的特性，且7系列FPGA采用了统一的面向应用的ASMBL（Advanced Silicon Modular Block）架构。此外，在7系列部分芯片中，Xilinx采用了堆叠硅片互联（Stacked Silicon Interconnect，SSI）技术，进一步提升了FPGA的容量和集成度。
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图1.2　Xilinx Virtex系列芯片特征尺寸




 1.1.2　传统的FPGA内部结构分析

传统的FPGA内部通常由三大功能单元构成：逻辑单元、布线资源和I/O单元，如图1.3所示。随着微电子工艺水平的发展，FPGA内部被嵌入了更多的功能单元，以Xilinx 7系列FPGA为例，除了逻辑单元（Configurable Logic Block，CLB）外，还有存储单元Block RAM、乘加运算单元DSP48E1、时钟发生器MMCM、高速收发器GTX和I/O逻辑单元等，如图1.4所示。这些单元使得FPGA的功能更加强大，能够在更多的领域得以应用。
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图1.3　传统的FPGA内部结构



[image: ]
图1.4　Xilinx 7系列FPGA内部结构



图1.4中，每个CLB由两个Slice构成，每个Slice的结构如图1.5所示，包含4个6输入查找表（LUT）、数据选择器（MUX）和进位链（Carry Chain）。
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图1.5　Xilinx 7系列FPGA内部Slice结构



Xilinx 7系列FPGA Artix-7、Kintex-7和Virtex-7性能对比如表1.1所示。表中逻辑单元规模以Logic Cells来衡量。Logic Cells并不是FPGA内部存在的物理实体，而是指Slice中的查找表、数据选择器和进位链的逻辑运算能力与4输入查找表的等效个数。对于Virtex-4及之前的Virtex芯片，FPGA内部为4输入查找表，Logic Cells与4输入查找表个数

NUMLUT4
 的关系可表示为
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Virtex-5、Virtex-6和7系列FPGA内部为6输入查找表，Logic Cells与4输入查找表个数NUMLUT4
 的关系可表示为
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以XC7A15T为例，其内部有2600个Slice，每个Slice包含4个6输入查找表，因此Logic Cells为
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表1.1中DSP的性能以GMACS（Giga Multiply-Accumulates per Second）来表示。GMACS表征了DSP48每秒执行的乘加次数。若DSP48中没有预加器，则
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式中，Fmax
 表示DSP48的峰值频率，即全流水模式下所能达到的最大频率；NUMDSP
 表示DSP48的个数。若DSP48中包含预加器，那么对于系数对称的FIR滤波器，则
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以XC7A200T为例，其内部包含740个DSP48E1，Fmax
 为628MHz，因此

[image: ]


表1.1　7系列FPGA性能对比



	最大性能
	Artix-7
	Kintex-7
	Virtex-7



	逻辑单元规模
	16K～215K
	70K～480K
	330K～2000K



	Block RAM容量
	13Mb
	34Mb
	68Mb



	DSP个数
	740
	1920
	3600



	DSP性能（系数对称的FIR滤波器）
	929 GMACS
	2845 GMACS
	5335 GMACS



	高速收发器个数
	16
	32
	96



	高速收发器性能
	6.6 Gb/s
	12.5 Gb/s
	12.5 Gb/s，13.1 Gb/s，28.05 Gb/s



	外部存储器性能
	1066 Mb/s
	1866 Mb/s
	1866 Mb/s



	PCIe接口（硬核）
	Gen2×4
	Gen2×8
	Gen3×8



	I/O管脚个数
	500
	500
	1200



	I/O电压
	1.2V，1.35V，1.5V，1.8V，2.5V，3.3V
	1.2V，1.35V，1.5V，1.8V，2.5V，3.3V
	1.2V，1.35V，1.5V，1.8V，2.5V，3.3V




与前两代Virtex系列芯片Virtex-5和Virtex-6对比，7系列FPGA在规模和性能上都有显著提升。逻辑容量对比如图1.6所示，Block RAM容量对比如图1.7所示，DSP48性能对比如图1.8所示，外部存储器接口性能对比（其中Virtex-5的外部存储器是指DDR2 SDRAM，Virtex-6和7系列的外部存储器是指DDR3 SDRAM）如图1.9所示，DDR LVDS接口性能对比如图1.10所示，高速收发器性能对比如图1.11所示。
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图1.6　Virtex系列芯片逻辑容量对比
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图1.7　Virtex系列芯片Block RAM容量对比



[image: ]
图1.8　Virtex系列芯片DSP48性能对比
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图1.9　Virtex系列芯片外部存储器接口性能对比



[image: ]
图1.10　Virtex系列芯片DDR LVDS接口性能对比



[image: ]
图1.11　Virtex系列芯片高速收发器性能对比



FPGA在容量和性能上的提升使得其功能不断增强，已经从最初的胶合逻辑角色演变为数字系统中面向不同应用领域的可优化的处理平台。


 1.1.3　SoC FPGA内部结构分析

Xilinx在28nm平台上推出了全新一代的SoC FPGA（System on Chip）即Zynq。与传统的FPGA相比，Zynq结构有了很大的变化，其内部嵌入了双核ARM Cortex-A9。这样FPGA就可分割为两部分：处理器部分（Processing System，PS）和可编程逻辑部分（Programmable Logic，PL），其中PL即为传统的FPGA，包含CLB、DSP48E1、Block RAM、高速收发器等。处理器的植入使得FPGA实现了全面可编程即软件可编程、硬件可编程和I/O可编程。

Zynq的内部结构
[1]

 如图1.12所示。整体而言，由PS和PL两部分构成。PS部分，处理器为双核ARM Cortex A9，主频最高可达1GHz。同时，提供了丰富的外部设备接口，包括2个SPI接口、2个I2C接口、2个CAN 2.0接口、2个USB 2.0接口、2个UART接口（最高可达1Mb/s）、1个GPIO接口、2个SD/SDIO 2.0接口和2个10/100/1000以太网MAC接口。这些接口可通过MIO和EMIO选择性地输出，其中MIO为54个固定管脚。

[image: ]
图1.12　Zynq内部结构

注：图片来源于Xilinx公司DS190（V1.7）“Zynq-7000 All Programmable SoC Overview”P5



存储器性能对整个系统的性能有着很大的影响。Zynq平台PS部分既有片内256KB的SRAM，又提供了丰富的硬核外部存储器接口控制器，包括动态RAM接口控制器，可支持16/32位DDR3、DDR3L、DDR2和LPDDR2 SDRAM，其中DDR3接口速率为1066Mb/s，最高可达1333Mb/s；DDR2最高速率可达800Mb/s；静态RAM接口控制器，可支持8位SRAM、NOR/NAND Flash和SPI Flash。除此之外，PL部分可生成软核外部存储器接口控制器，同样可支持DDR3、DDR3L、DDR2和LPDDR2 SDRAM，最高速率可达1866Mb/s。

PS和PL两者不是孤立的，而是通过AXI互联实现数据通信，共有9个通信接口。其中包括4个32/64位高性能AXI从接口、2个通用32位AXI主接口、2个通用32位AXI从接口和1个64位AXI ACP（Accelerator Coherency Port）接口。除此之外，PS还可以通过EMIO将数据传送给PL部分进行处理。

PL部分，Z-7010、Z-7015和Z-7020的性能与Artix-7一致；Z-7030、Z-7035、Z-7045和Z-7100的性能与Kintex-7一致。此处不再赘述。

Zynq作为新一代SoC FPGA，与之前的嵌入PowerPC的FPGA以及可生成软核MicroBlaze的FPGA相比，性能有了很大的提升，功能有了很大的扩展。从系统角度看，Zynq的PL部分可看作是PS的外部设备，起到协处理器或者预处理器的作用，用于处理高速的数据密集型算法，以实现算法的硬件加速；PS部分可看作是系统的核心，用于对系统进行管理和调度。SoC FPGA将硬件与软件整合在一起，提供了一种单芯片系统解决方案。


 1.2　FPGA设计流程分析


 1.2.1　传统的FPGA设计流程

Xilinx针对7系列FPGA、Zynq-7000 SoC FPGA和UltraScale芯片，为了提升设计、集成和实现的效率，推出了全新的开发工具Vivado。作为一个集成的开发套件，Vivado取代了之前的ISE
[2]

 ，所有ISE套件功能如工程向导（Project Navigator）、综合（XST）、实现（Implementation）、IP管理（Core Generator Tool）、时序约束编辑器（Timing Constraints Editor）、仿真（ISim，ISE Simulator）、嵌入式逻辑分析仪（ChipScope Analyzer）、功耗分析（Xilinx Power Analyzer）、FPGA Editor、PlanAhead和SmartXplore都被取代，所有这些功能都被植入Vivado中。尽管如此，在Vivado和ISE下的FPGA设计流程总体而言是一致的，如图1.13所示。

[image: ]
图1.13　Vivado下的FPGA设计流程



在设计输入阶段，除了传统的HDL代码之外，Vivado还可接受Vivado HLS生成的HDL代码、System Generator模型输出文件、IP Integrator模型以及IP。在Vivado下，可以利用IP Packager把用户的HDL代码封装成IP并添加到IP Catalog中，实现IP的高效管理和复用，这是ISE所不具备的功能。图1.13中设计输入部分也体现了Vivado以IP为核心的设计开发理念。在Vivado下，约束（时序约束和物理约束）采用XDC（Xilinx Design Constraints），它是SDC（Synopsys Design Constraints）的扩展，相比于ISE下的UCF更易使用，效率也更高。同时，XDC需要在综合时读入（ISE下的UCF则是在Translate时读入），便于综合后查看时序报告。与ISE不同，Vivado下综合后的时序报告非常重要。因此，在设计输入阶段，完整的设计文件应包括RTL（Register-Transfer Level）代码、测试文件和约束文件。对于约束文件，Vivado支持多个约束文件并存于工程中，如图1.14所示，而且每个约束文件可以指定其约束对象和作用域，例如在综合时有效还是在实现时有效，如图1.15所示。
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图1.14　约束文件形式
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图1.15　约束文件属性设置



仿真贯穿于设计的整个过程，尤其是综合前的行为级仿真尤为重要，用于验证设计的功能是否正确、完备。Vivado除了自带的仿真工具Vivado Simulator之外，还支持第三方仿真工具，如图1.16所示。
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图1.16　Vivado支持的仿真工具



在Vivado下，综合和实现都会产生统一格式的文件设计检查点DCP（Design Check Point）文件，如图1.17所示。DCP与ISE中的NGC文件不同，NGC是网表文件，而DCP不仅包含网表（EDIF），还包含约束（XDC）和物理数据（XDEF）。

[image: ]
图1.17　Vivado产生的DCP文件



Vivado支持设定多个综合和实现，只需在Vivado Design Runs窗口中创建，如图1.18所示。每个综合和实现可以有自己独立的约束文件、芯片型号和策略，但实现是基于综合的，这意味着创建一个新的实现时，必须选定相应的综合，如图1.19所示。

[image: ]
图1.18　不同的Design Runs类型
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图1.19　综合和实现可设定的参数类型



Vivado针对综合和实现提供了不同的策略，如图1.20所示。综合的策略除默认值之外，还有面向运行时间、资源优化和性能优化三类。实现的策略除默认值之外还有五类，分别为面向性能、资源、功耗、流程和布线拥塞。这些策略可根据设计的需求进行选取。
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图1.20　综合和实现的策略



对综合和实现后的设计进行分析是非常重要的一步，Vivado除了在图形界面下提供了如图1.21所示的操作外，还提供了丰富的Tcl命令用于定制各种报告，如表1.2所示。

[image: ]
图1.21　Vivado图形界面下用于设计分析的操作



表1.2　Vivado下用于定制各种报告的Tcl命令



	Tcl命令
	功能描述



	report_clocks
	时钟报告，包括生成时钟和虚拟时钟



	report_clock_utilization
	时钟资源报告



	report_timing
	时序报告



	report_high_fanout_nets
	高扇出网线报告



	report_control_sets
	控制集报告



	report_ip_status
	IP状态报告



	report_power_opt
	功耗优化报告



	report_design_analysis
	设计分析（时序和复杂度）报告



	report_cdc
	跨时钟域路径报告




Vivado支持增量实现
[3]

 ，具体流程图1.22所示。首先对原始的RTL代码创建synth_1和impl_1执行综合和实现。若RTL代码有较小的改动，则创建synth_2和impl_2，再次执行综合和实现，其中执行impl_2时以impl_1生成的DCP作为参考，如图1.23所示，从而实现增量实现。

[image: ]
图1.22　Vivado增量实现流程



[image: ]
图1.23　Vivado增量实现选项




 1.2.2　SoC FPGA设计流程

针对SoC FPGA的开发，Xilinx在Vivado中专门设置了一个工具IP Integrator
[4]

 ，该工具直接集成于Vivado中，如图1.24所示，取代了原有的ISE下的XPS（Xilinx Platform Studio），但IP Integrator的功能不止于此。

[image: ]
图1.24　Vivado IP Integrator工具



IP Integrator作为IP集成工具，以图形化、模块化的方式在设计中添加IP、连接端口，如图1.25所示，这种方式更为直观和便捷。Zynq中的PS以IP的方式存在于IP Catalog下，可以快捷地添加到IP Integrator的图形设计窗口中。

[image: ]
图1.25　Vivado IP Integrator示例



根据Zynq芯片结构的特征，将其分为PL和PS两部分，相应地需要硬件编程和软件编程。硬件编程可采用Vivado完成，软件编程可采用SDK完成，具体流程图1.26所示。

[image: ]
图1.26　Xilinx SoC FPGA设计流程



整个设计流程并不难理解，软件编程需要依托硬件平台，在硬件平台上实现应用，因此硬件编程的目的就是完成处理器和外围设备的配置。硬件编程在Vivado中完成，首先需要利用IP Integrator完成PS的配置，可理解为对IP进行参数配置，如图1.27所示，需要设置PS和PL之间的接口、外围设备接口（MIO和EMIO）、PS和PL的时钟、DDR控制器、静态存储控制器（Static Memory Controller，SMC）和中断；然后生成相应的HDL文件，从而使PS部分成为一个实体（Entity/Module），可以在顶层文件中例化。至此，就可以执行传统的FPGA设计流程如综合、实现。

[image: ]
图1.27　IP Integrator中完成处理器和外围设备的配置



生成.bit文件后，就可以导出硬件平台（Export Hardware）并在Vivado下调用SDK开始软件编程，最终生成可执行文件（.elf）。

此外，也可借助Matlab完成Zynq开发，其流程如图1.28所示，在Matlab下即可完成算法建模到C代码和RTL代码的生成。

[image: ]
图1.28　利用Matlab开发Zynq流程




 1.3　FPGA调试方法分析


 1.3.1　ILA使用方法

调试是FPGA设计必不可少的环节，目的是定位问题、解决问题，一般要经历图1.29所示的设计、调试迭代过程，有效的调试方法可以缩短这个迭代周期。无论是RTL行为级仿真还是布局布线后的时序仿真都是重要的调试方法。行为级仿真可以观察整个设计的波形，时序仿真可以提供精确的时序模型，但两者的不足之处是运行时间较长、系统模型不够精确，使得迭代周期加长，片上逻辑分析仪解决了这一弊端。

[image: ]
图1.29　FPGA设计调试迭代周期



Xilinx FPGA调试工具VLA（Vivado Logic Analyzer）是新一代片上逻辑分析仪
[5]

 。这种工具可以通过FPGA本身的JTAG口将需要观察的信号，回传到计算机上加以显示。在FPGA调试阶段，传统的信号分析手段是用逻辑分析仪分析信号和时序，设计时要求FPGA和PCB设计人员保留一定数量的FPGA管脚作为测试管脚，编写FPGA代码时需要将观察的信号作为模块的输出信号，在综合实现时再把这些输出信号锁定到测试管脚上，然后连接逻辑分析仪的探头到这些测试管脚，设定触发条件，进行观测。这个过程比较复杂、灵活性差，PCB布线后测试管脚的数量就固定了，不能灵活增加，当测试管脚不够用时影响测试，如果测试管脚太多又影响PCB布局布线，使用VLA能较好地解决这些问题。VLA是FPGA的在线片内信号分析工具，其主要功能是通过JTAG口，在线、实时地读出FPGA的内部信号。其基本原理是利用FPGA中未使用的Block RAM，根据用户设定的触发条件将信号实时地保存到这些Block RAM中，然后通过JTAG口传送到计算机并在计算机屏幕上显示出时序波形，如图1.30所示。
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图1.30　VLA调试原理



VLA中一个重要的调试核（Debug Core）是集成逻辑分析仪ILA（Integrated Logic Analyzer）。与ChipScope不同，VLA中不再有集成控制器ICON（Integrated Controller），取而代之的是dbg_hub。但dbg_hub由Vivado自动生成，无须人工干预。dbg_hub与ILA的连接关系如图1.31所示。图中椭圆线框标记的即为dbg_hub，圆角矩形线框标记的即为ILA。ILA会引出探针（Probe）与待测信号连接，探针的位宽与待测信号一致。每个ILA有唯一独立的时钟。

[image: ]
图1.31　ILA与dbg_hub连接关系



在FPGA设计中，有两种方法调用ILA。

（1）在综合后的网表中插入ILA。

➢　将Vivado切换至Debug模式，通过“Set Up Debug Wizard”插入ILA。

➢　利用XDC命令插入ILA。

（2）在HDL代码中例化ILA。

第一种方法更为普遍、更为灵活。但存在的问题是如何在综合后的网表中快速地找到待测信号。首先需要将综合属性中的-flatten_hierarchy设置为rebuilt，如图1.32所示，这保证了综合后的网表文件依然保持原有HDL代码层次，便于根据设计层次寻找待测信号；其次，打开综合后的设计后，可以在网表（Netlist）窗口、原理图（Schematic）窗口或者IP Integrator窗口中寻找待测信号并将其标记为“mark_debug”；再次，可以利用Tcl命令如get_nets、get_pins、get_cells等寻找待测信号；最后，如果发现待测信号确实被优化，那么可以通过在HDL代码中添加mark_debug综合属性阻止其被优化，如图1.33所示。

[image: ]
图1.32　-flatten_hierarchy属性设置



[image: ]
图1.33　在VHDL代码中设置mark_debug属性




 1.3.2　VIO使用方法

虚拟输入/输出VIO（Virtual Input/Output）是VLA中另外一个非常有用的调试核。它可以在线实时监测或驱动FPGA内部信号。该IP核只能通过HDL代码例化这种方式使用。VIO有三类管脚：时钟管脚（clk）、探针输入管脚（probe_in）和探针输出管脚（probe_out），如图1.34所示。probe_in用于监测FPGA内部信号，类似于LED灯，以亮灭表示信号状态；probe_out将VIO产生的激励作用于FPGA内部信号，类似于电路板上的开关按键。VIO与FPGA内部信号的连接关系如图1.35所示，与dbg_hub的连接关系如图1.36所示。

[image: ]
图1.34　VIO管脚



[image: ]
图1.35　VIO与内部信号的连接关系



[image: ]
图1.36　VIO与dbg_hub的连接关系
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第2章　跨越鸿沟：从算法到硬件实现

在2000年之后，Xilinx FPGA的工艺水平从180nm发展到150nm以及具有里程碑意义的90nm，直至2010年的28nm，其集成度大幅提升，内嵌硬核的种类显著增加，数量也越来越大，以至于越来越多的数字系统都出现了FPGA的身影。FPGA的功能已经不仅仅是完成复杂的逻辑控制，而是更多地实现各种复杂的算法，成为数字系统的主芯片。本章将重点阐述采用FPGA进行数字信号处理的相关问题。


 2.1　数字信号处理系统架构分析

信号处理关注的是信号及其所包含信息的表示、变换和运算。例如，希望分开两个或多个混叠在一起的信号，或者增强某些信号分量或一个信号模型中的某些参量。在20世纪60年代之前，信号处理的手段几乎无一例外地采用连续时间的模拟技术。数字计算机和微处理器的飞速发展，连同诸如快速傅里叶变换等这样一些重要理论成果的形成一起引发了由模拟技术向数字技术的转移，从而导致了数字信号处理学科的出现。国际上，一般把1965年快速傅里叶变换（Fast Fourier Transform，FFT）的问世，作为数字信号处理这一新学科的开端。简言之，数字信号处理是利用计算机或专用处理设备，以数值计算的方法对信号进行采集、变换、综合、估值与识别等加工处理，借以达到提取信息和便于应用的目的
[1]

 。这表明，在数字信号处理中，信号是用有限精度的数的序列来表示的，而后用数字运算方式来处理。因此，数字信号处理的基本对象是样本序列。

数字信号处理所研究的内容涉及采样、滤波、变换、检测、谱分析、估计、压缩以及识别等。其中采样定理（低通采样定理和带通采样定理）是基础，它提供了如何使模拟信号转换为数字信号而不失真的依据。数字滤波和离散傅里叶变换（Discrete Fourier Transform，DFT）是数字信号处理领域最为普遍、最为重要的两种处理方式
[2]

 。DFT实现了信号在频域的离散化，使得人们可以在频域观测信号，从而可以用通用计算机处理离散信号。而使数字信号处理从理论走向实用的是FFT，FFT的出现大大减少了DFT的运算量，使实时的数字信号处理成为可能，极大地促进了该学科的发展。

数字信号处理的理论和算法是密不可分的。各种算法的不断出现丰富了数字信号处理的理论，同时也使相应的理论转变为工程实现成为可能。本质上而言，数字信号处理系统就是实现各种数字信号处理算法。

相对于模拟信号处理系统而言，数字信号处理系统具有体积小、功耗低、精度高、可靠性高、灵活性大、易于大规模集成以及可进行二维与多维处理等优势。一个典型的数字信号处理系统如图2.1所示。在这种情况下，先要把一个连续时间的模拟信号经过抗混叠滤波器输出带限信号，以保证A/D转换器采样率满足采样定理的要求。A/D转换器输出的数字信号传送给DSP（Digital Signal Processing）芯片处理并将处理结果传送给D/A转换器，以模拟形式输出。对于这一类系统，往往希望它们能够实时工作，这就意味着数字信号处理系统要以对模拟信号采样的同一速率来完成处理。显然，在这个数字系统中，DSP芯片是核心器件。随着A/D转换器工艺水平和技术的发展，所能提供的采样率越来越高，这也使得数字信号处理越来越靠近前端，由常规的基带处理跨越到直接中频处理，对DSP芯片的实时处理能力提出了越来越高的要求。

[image: ]
图2.1　典型的数字信号处理系统



数字信号处理系统的性能取决于三个因素：采样频率（Sample Frequency）、架构（Architecture）和字长（Word length，也称位宽）。这三个因素对系统性能如系统速度、系统带宽、系统功耗以及系统资源等起着决定性的作用。

数字信号处理单元是数字信号处理系统的核心部件。目前，主流的处理单元可分为三类：指令集处理单元、硬连线结构处理单元和可重构处理单元。

指令集处理单元的典型代表是微处理器（Micro-Processor Unit，MPU）和通用或专用DSP处理器。以通用DSP处理器为例，它基于CPU架构，采用顺序的工作模式，通过软件指令的方式完成数字信号处理算法，属于软件可编程。由于它具有适用于各种数字信号处理算法实现的通用硬件架构，因此在通用性和灵活性上有很大的优势。但是，该类处理器也有自身的不足之处：ALU（Arith Logic Unit，算术逻辑单元）数量上的缺陷导致其并行处理能力大打折扣。显然，随着采样速率的增加，每个采样周期所能完成的指令数目是递减的。另外，ALU并非独立的乘法器，而是根据算法的需要扮演着不同的角色，执行不同的功能，如乘法运算、除法运算以及开方运算等。

硬连线结构处理单元的典型代表是ASIC。它是针对完成某种特定数字信号处理算法的集成电路器件，因此在性能指标、工作速度、可靠性和应用成本上优于DSP处理器。但是，由于它的硬连线模式，导致它在功能重构以及应用修正方面缺乏灵活性，且开发周期长、风险大、成本高。

可重构处理单元的典型代表是FPGA。它具有规则的可编程结构，可实现各种逻辑功能，属于硬件可编程，因此也被称为“液体硬件”。以FPGA实现数字信号处理具有如下优势：

第一，FPGA具有很强的运算能力。这是因为FPGA内部有大量的硬线MAC（Multiply-Accumulator），同时，这些MAC在全流水模式下可高速运行。如图2.2显示了Xilinx 7系列FPGA中DSP48E1的最大个数和可运行的最高时钟频率。
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图2.2　Xilinx 7系列DSP48E1性能对比



第二，FPGA具有极大的灵活性。例如，实现一个式（2.1）所确定的乘累加运算：

[image: ]


在FPGA内部可采用全并行、半并行和串行三种架构，如图2.3所示。这三种架构各有优势：全并行方式可提供最高的数据吞吐率，适用于高的采样率的场合；串行方式占用资源最少，适用于低的采样率的场合；半并行方式则实现了资源与速度的折中。

[image: ]
图2.3　FPGA中实现乘累加运算的三种架构



第三，通过集成可降低系统成本。这是因为FPGA容量的进一步增大，功能的进一步增强，尤其是Xilinx Zynq系列FPGA嵌入了双核ARM Cortex-A9，使得原来需要ASIC器件或通用DSP处理器所执行的功能可由FPGA完成，从而缩小了PCB尺寸。

对通用DSP处理器、FPGA和ASIC做以比较，如图2.4所示。通用DSP处理器灵活，但实时性欠佳；ASIC具有很高的性能，但灵活性欠佳；FPGA则在灵活性和高性能上取得了兼顾。
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图2.4　通用DSP处理器、FPGA和ASIC的比较



数字信号处理系统经历了单片DSP处理器、多片DSP处理器并行工作的架构模式。而目前，主流的数字信号处理系统架构采用的是FPGA＋DSPs处理器（Digital Signal Processor，DSPs）的模式或者FPGA＋DSPs＋ARM处理器的模式。FPGA＋DSPs处理器的模式如图2.5所示，FPGA在系统中扮演着预处理器或协处理器的角色。作为预处理器，FPGA对高速数据流进行处理，将处理后的低速数据流交给DSPs处理器完成后续处理；作为协处理器，FPGA受DSPs处理器的控制，实现不同工作模式的切换。FPGA＋DSPs＋ARM处理器的模式如图2.6所示。此外，Xilinx新一代SoC FPGA Zynq系列内部嵌入了两个ARM核，同时Zynq内部还有大量的MAC（最多可达2020个）和Block RAM（最多可达755块，每块36Kb），可提供最大可达2622 GMACS的运算能力，这对ARM核的DSPs处理能力是一个强有力的补充，因此，Zynq可成为一种单芯片数字系统解决方案。
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图2.5　FPGA＋DSPs的数字信号处理系统



[image: ]
图2.6　FPGA＋DSPs＋ARM的数字信号处理系统



综上所述，对于性能要求极高的应用，可将复杂算法划分为底层部分和顶层部分，结合DSP处理器和FPGA各自的结构和功能特点，将算法的各部分映射到不同的硬件模块上，在系统功能上实现互补。底层部分用于数据处理量大、速度要求高、但是算法结构相对比较简单的算法，适宜于用FPGA硬件的高度并行性实现，可同时兼顾速度及灵活性，如一定长度的FFT/IFFT、FIR滤波等算法。顶层部分处理的特点是所处理的数据量较底层部分少，但算法的控制结构复杂，适宜于运算速度高、寻址方式灵活、通信机制强大的DSP处理器或ARM处理器。FPGA＋DSPs处理器、FPGA＋ARM处理器以及SoC FPGA的架构是目前高性能数字信号处理系统的主流方式。这种结构非常灵活，有较强的通用性，适于模块化设计，有利于提高算法效率，缩短开发周期，并易于维护和扩展。


 2.2　数字信号处理系统设计方法


 2.2.1　传统的RTL设计方法

数字系统设计经历了计算机辅助设计（Computer Aided Design，CAD）、计算机辅助工程（Computer Aided Engineering，CAE）和电子设计自动化（Electronic Design Automation，EDA）三个阶段。EDA阶段最显著的特征是丰富的EDA软件平台和硬件描述语言VHDL/Verilog的支持。这样，可以由计算机自动完成仿真、综合、优化和布局布线，直至对目标芯片的编程下载，从而极大地提高了电路设计的效率和可操作性。

EDA阶段提出的设计方法是自顶向下（Top-down）的设计方法，这与传统的自底向上（Bottom-up）的设计方法有很大的不同。自底向上的设计方法是以固定功能元件为基础的基于电路板的设计方法。这种方法很大程度上依赖于设计师的经验和现有的通用元器件，因此，设计周期长，灵活性差，效率低下。自顶向下的设计方法是基于对系统的整体理解和把握，进而将系统分解为不同的子系统和模块，其设计流程如图2.7所示。第一，对系统进行需求分析，明确系统需要实现的功能和达到的性能如系统采样率、系统带宽和系统功耗等，同时指出系统的集成度要求，这样便于芯片选型以及PCB制作。第二，创建算法的浮点模型并进行系统算法级的仿真，确定算法的正确性和功能的完备性，此时需要借助Matlab/Simulink等高级软件。算法级仿真可以完全以浮点数的方式完成或者仅对核心算法以定点数的方式完成。硬件实现时，如果某些芯片不支持浮点数则可根据系统性能要求和浮点数的仿真结果确定数据的位宽。第三，软硬件划分即系统算法的分解。算法分解的依据主要有两点：算法结构的特点和算法实现时的性能需求。对于算法结构较为规则、实现时需高速处理的，FPGA较为合适；对于算法结构较为复杂、对处理速度要求不高的，DSP处理器较为合适。至此，整个系统的算法级设计结束。第四，算法实现。对于需要FPGA实现的算法，根据FPGA设计开发流程，完成RTL电路建模、功能验证和FPGA的调试；对于需要DSP处理器实现的算法，根据需求决定是否创建定点模型，然后根据DSP处理器设计开发流程，使用C语言或者汇编语言完成算法描述、功能验证和DSP处理器的调试。第五，将系统集成，进行系统验证和调试。这里并不建议算法全部设计完毕之后再进行验证，而是采用设计与验证并行的方式进行，这样可提高验证效率，简化验证的烦琐度，尽快发现问题，从而缩短验证时间，同时这对于从系统开环验证到闭环验证的过渡非常有利。
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图2.7　自顶向下的数字系统设计流程



FPGA部分的设计依然采用自顶向下的设计方法，需将FPGA子系统进一步分解为更小的子系统和模块，层层分解，直至整个系统中各个子系统关系合理，并便于寄存器传输级RTL的设计和实现为止。这种方法可逐层描述，逐层仿真，最大程度地保证了系统指标的满足。这也正是目前FPGA设计中层次化设计方法（Hierarchy Design）的由来。FPGA的层次化设计流程如图2.8所示。Xilinx非常重视层次化设计方法。它是团队设计（Team Design）、部分可重配置（Partial Reconfiguration）和IP复用（IP Reuse）等技术所必需满足的条件。从图中可以看出，层次化设计可逐层仿真，以验证每个子系统的功能，进而保证整个系统功能的正确性，并可最快地定位系统所出现的问题。

[image: ]
图2.8　基于FPGA的层次化设计流程



采用传统的RTL设计方法，需要通过硬件描述语言对图2.8中的每个子模块建模，并进行仿真，如图2.9所示。图中测试激励也是由硬件描述语言建模，RTL代码为待测模块，参考结果可由Matlab生成。

[image: ]
图2.9　RTL硬件模型



为便于系统调试，可将测试数据存储在ROM中（对于Xilinx FPGA，会占用内部的Block RAM），这样，一方面有利于行为级仿真时验证平台（Testbench）的描述；另一方面，将程序下载至FPGA后，可方便地进行开环测试即数据来自于ROM而非外部ADC，此时输出数据有了明确的参考结果，便于问题的定位。加入调试代码的RTL硬件模型如图2.10所示。

[image: ]
图2.10　加入调试代码的RTL硬件模型




 2.2.2　基于模型的设计方法

电子系统级（Electronic System Level，ESL）设计与验证的理念由美国Gartner公司于2001年提出。该理念有两个基本特征：一是采用高级语言如C、C＋＋、Matlab对系统建模；二是采用图形化的基于模型的设计工具如SystemVue、Simulink对系统建模。针对这两个特征，Xilinx都有相应的工具予以支持。本节将介绍基于模型的设计工具System Generator（简写为SysGen）及其设计方法。

SysGen是Xilinx针对数字信号处理而开发的一个工具，它不是独立的软件，而是嵌入在Simulink下
[3]

 ，以Simulink的一个Blockset形式呈现。SysGen提供了一种基于模型的系统级设计理念，可实现大系统中部分子系统的设计与验证或者整个系统的设计与验证。它更胜任于数据路径和控制路径的实现，对于时序要求苛刻的复杂的外围接口电路建议采用手工编写HDL代码的方式实现。众所周知，Matlab是业内广泛使用的反映较好的算法开发和验证软件，过去长时间主要应用于系统级的算法仿真和建模。SysGen实现了FPGA与Matlab的无缝链接，使Matlab这一系统设计工具与FPGA设计融为一体直接变为FPGA设计中的顶层设计工具。SysGen不但接受设计师们习惯的Matlab、Simulink、Verilog或VHDL语言，还支持混合使用这些语言或工具进行设计工作，这一点对团队开发尤为重要。

SysGen建立于多个软件工具之上，并把系统级和寄存器传输级（RTL）两个设计领域的开发工具连接起来，最大程度地发挥了两种工具的优势。它具有以下两个特点。

1．高效而丰富的IP模块

Xilinx Blockset软件包中含有丰富的IP模块，既包含传统的控制逻辑模块，以实现计数器、逻辑运算、关系运算和移位运算等，便于控制逻辑的搭建，也包含数学运算模块，同时还有专门用于数字信号处理的模块。这些模块经过反复验证和优化，是保证利用SysGen进行高效率设计的基础。模型的搭建过程中，非Xilinx模块与Xilinx专有模块之间需要Gateway In或Gateway Out模块过渡，用于实现浮点数与定点数之间的转换，如图2.11所示。Gateway In和Gateway Out最终对应为SysGen设计的输入、输出端口。

[image: ]
图2.11　SysGen系统模型



2．按位对齐和按周期对齐

Simulink系统中各模型之间的数据流关系是通过模型自身的采样周期建立的，而FPGA实现的硬件系统则是通过各模型的时钟周期建立的，两者实质是一致的，只是硬件系统工作在绝对的时钟频率下，Simulink系统则工作在相对的时钟关系下。一个正确的Simulink系统周期应该是模型中出现的采样周期的最大公因子，这个最大公因子对应于FPGA系统中的主时钟周期。换言之，Simulink系统的采样频率应是各模块采样频率的最小公倍数，该频率为系统主时钟频率。主时钟通过分频产生不同速率的分频信号，并将该信号作为相应模块的时钟使能信号，从而获得不同的采样频率。利用SysGen转换得到的硬件实现是可信任的，因为Simulink中的系统模型与硬件实现之间是保持按位对齐和按周期对齐的。在SysGen中，信号可以用任意精度的定点数据表示，VHDL程序中信号的精度则采用标准逻辑向量（std_logic_vector）表示。SysGen中信号的位宽与自动转换得到的VHDL程序中对应信号的标准逻辑向量位宽一致。因此，SysGen是按位对齐建模的。此外，SysGen使在Simulink中搭建的模型与硬件实现之间保持按周期对齐。Simulink中的信号都有一个相应的采样周期，信号的变化时刻只能发生在采样周期的整倍数上。在硬件实现后的同步时序电路中，信号与主时钟保持同步，其变化时刻也只发生在时钟周期的整倍数上。

利用SysGen进行数字信号处理系统开发的流程如图2.12所示。系统建模、系统级功能仿真和HDL协同仿真都可在Simulink下完成。在系统建模阶段，可以利用Xilinx Blockset下的模块，也可以利用已有的HDL代码通过BlackBox模块导入到Simulink工程文件.slx中（HDL代码要符合BlackBox模块的要求），还可以利用已有的Matlab代码通过MCode模块导入到Simulink工程文件.slx中（Matlab代码要符合MCode模块的要求）。
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图2.12　基于SysGen的数字信号处理系统开发流程



系统级仿真时，Simulink提供了丰富的信号源，用于产生各种测试激励，相对于传统的HDL建模，测试激励的描述更为便捷。同时，还可借助Simulink提供的各种可视化工具观察信号，如利用Time Scope观察时域波形、利用Spectrum Analyzer观察频域波形。此外，还可建立Simulink浮点模型，全部采用Simulink自有模块，将该浮点模型作为参考模型，其输出结果作为参考结果用于验证SysGen定点模型，如图2.13所示。对于SysGen定点模型中的信号还可将其添加到Vivado Simulator中，观察其时序波形。

[image: ]
图2.13　SysGen系统仿真模型



SysGen模型（.mdl文件或.slx文件）输出结果如图2.14所示，.mdl或.slx文件可直接添加到Vivado中；可封装成IP添加到IP Catalog中；可自动生成HDL代码和相应的测试向量；可完成综合生成DCP文件，还可生成用于硬件协同仿真的模型。

[image: ]
图2.14　SysGen模型输出结果




 2.2.3　高层次综合设计方法

采用高级语言如C、C＋＋、Matlab对系统建模是ESL设计理念的特征之一，将其称之为高层次综合。高层次综合跨越硬件领域和软件领域。对硬件工程师而言，它可以使硬件工程师工作在有别于传统RTL的抽象度更高的C语言层面上，加速算法开发；对软件工程师而言，它可以使软件工程师将计算密集型算法采用有别于传统CPU处理器的FPGA上实现。高层次综合可以使工程师在C语言层面上同时进行算法开发和算法验证。

Xilinx提供了另一工具Vivado HLS（Vivado High Level Synthesis），用于将C/C＋＋/SystemC函数转换为HDL代码。其输入为待综合的C文件、C测试文件和综合指令，其中综合指令可在图形界面下设置，目的是指导Vivado HLS对特定对象如数组、for循环等如何处理，例如将数组映射为双端口RAM还是FIFO，将for循环展开还是折叠。其输出为经验证的RTL代码和HDL测试文件。其中HDL测试文件用于C/RTL协同仿真。这里C测试文件是必需的，一方面用于验证C算法功能是否正确；另一方面用于生成HDL测试文件以进行C/RTL的协同仿真。Vivado HLS文件构成如图2.15所示。

[image: ]
图2.15　Vivado HLS文件构成



Vivado HLS对C代码的转换过程可分为时序安排（Scheduling）、资源规划（Binding）和控制逻辑提取（Control Logic Extraction）三个阶段
[4]

 。其中时序安排用于决定每个时钟周期所执行的操作；资源规划用于决定这些操作选用FPGA中的何种资源实现；控制逻辑提取用于产生有限状态机（Finite State Machine，FSM），以控制数据路径的操作顺序，如图2.16所示。
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图2.16　Vivado HLS工作原理



基于Vivado HLS的高层次综合设计流程如图2.17所示。C仿真用于对C语言描述的算法函数进行功能验证，生成的文件存放在csim文件夹中；C综合用于完成C函数到RTL代码的转换，生成的文件存放在syn文件夹中；C/RTL协同仿真用于对生成的RTL代码进行功能验证，生成的文件存放在sim文件夹中；最终导出RTL结果存放在impl文件夹中。
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图2.17　基于Vivado HLS的高层次综合设计流程



Vivado HLS最终导出的RTL结果如图2.18所示，可以是HDL代码或综合后的DCP，便于直接添加到Vivado工程中；可以是封装好的IP，从而可在Vivado IP Integrator中调用或在Vivado工程中直接调用；可以是SysGen模型，从而可在SysGen中调用。

[image: ]
图2.18　Vivado HLS导出结果




 2.2.4　三种设计方法的融合

传统的RTL设计方法、基于模型的设计方法和高层次综合设计方法并不是孤立的，而是相辅相成的。SysGen和Vivado HLS生成的结果都可以导入到Vivado中，而Vivado HLS生成的结果也可以导入到SysGen中，如图2.19所示。

[image: ]
图2.19　SysGen、Vivado HLS和Vivado之间的关系



如图2.20所示，整个系统可以根据性能指标的要求和算法特征采用C语言描述、Matlab/Simulink建模或者VHDL/Verilog描述。C语言描述的部分通过软硬件划分，软件部分可以通过SDK编译运行在处理器上，硬件部分可以通过Vivado HLS转换为HDL代码实现硬件加速；Matlab/Simulink模型通过软硬件划分，软件部分可通过Embedded Coder自动生成C代码，硬件部分通过SysGen自动生成HDL代码。最终HDL代码和C代码可分别通过Vivado和SDK编译在处理器和FPGA常规逻辑上运行。这里的处理器是FPGA内部软核MicroBlaze或硬核ARM Cortex-A9。
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图2.20　系统设计方法




 2.3　FPGA设计性能描述指标

FPGA设计与CPU架构的处理器设计有着本质的区别，这种区别的一个重要体现是两者采用的编程语言不同。前者采用的是硬件描述语言如VHDL或Verilog，后者采用的是C语言。C语言与硬件描述语言的两个最根本的不同点是：C语言是顺序执行的，而硬件描述语言是并行执行的，这是因为硬件描述语言的每条语句有与之对应的硬件电路；C语言中没有时序的概念，而对硬件描述语言而言，时序是灵魂。这些区别也使得对FPGA设计的性能描述指标有所不同。

流水线是FPGA设计中很常用的一种提高系统时钟频率的方法，其原理如图2.21所示。假定输入数据要经历E、F、G、H共4次不同操作，每个操作需要1个时钟周期完成，操作之间按顺序执行。从时间上看，数据流在每个操作上的处理是连续的。如果把每个操作简化，假设通过一个D触发器，那么流水线操作就类似为一个移位寄存器组，数据流依次流经D触发器，完成相应操作。这也体现了FPGA对数据处理的一个特点，即动态处理，不需要所有数据都到齐。流水线是一种并行处理技术，如图2.21中第4个时钟周期E、F、G、H都在运行，只是针对的数据不同。事实上，每个时钟周期4个操作都在运行，只是在前4个时钟周期有些操作对应的操作数为0。流水线技术是一种动态处理技术，老的数据总是会被新的数据推入下一个操作，这也意味着无效数据总会被从流水线中推出。流水线技术要求各操作是按顺序执行的。流水寄存器（本质为D触发器）是构成流水线的一个重要模块。如果把流水线比作一条河流，那么流水寄存器就相当于河流上的闸门。对于大的组合逻辑，插入流水寄存器可有效缩短组合逻辑延迟，降低组合逻辑级数，进而提高系统时钟频率。流水线对FPGA设计性能有很大影响，FPGA性能描述指标大都与之有关。

[image: ]
图2.21　流水线技术原理



1．系统时钟频率

构成寄存器传输级（RTL）的基本模型如图2.22所示，该模型也是系统时序分析的基本模型。

[image: ]
图2.22　寄存器传输级基本模型



由该模型可确定系统能够运行的最高时钟频率Fmax
 。由于系统时钟周期T需满足
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故可确定
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式中，TCO
 为发端寄存器时钟到输出时间；Tlogic
 为组合逻辑延迟；Trouting
 为两级寄存器之间的布线延迟；Tsu
 为收端寄存器建立时间，Tskew
 为两级寄存器的时钟歪斜，其值等于时钟同一边沿到达两个寄存器时钟端口的时间差。在FPGA中，对于同步设计，Tskew
 可忽略（认为其值为0）。由于TCO
 和Tsu
 取决于芯片工艺，因此，一旦芯片型号选定就只能通过Tlogic
 和Trouting
 来改善Fmax
 。其中，Tlogic
 和代码风格有很大关系，Trouting
 和布局布线的策略有很大关系。

2．迟滞（Latency）

迟滞反映的是数据从输入端口经过操作之后到达输出端口的时间，通常用时钟周期衡量。以图2.23为例，图中输入数据经过E、F、G三个操作到达输出端口，其中操作E需要2个时钟周期，操作F需要3个时钟周期，操作G需要1个时钟周期，总共需要6个时钟周期，故迟滞为6。由此可知，两个节点之间的迟滞等于节点间每个操作或每个模块所需要的时钟周期个数之和。
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图2.23　迟滞说明案例



3．数据吞吐量（Throughput）

数据吞吐量反映了系统对输入数据的接收和处理能力，以时钟周期衡量，其值等于相邻两次输入数据的时间间隔。仍以图2.23为例，由于相邻两次输入数据间隔为6，故数据吞吐量为6。若将图2.23的操作方式改为流水方式，如图2.24所示，此时相邻两次输入数据间隔为3，故数据吞吐量为3。可见，流水线技术对提高系统的数据吞吐量是有益的，但插入流水寄存器会增加迟滞，因此，在设计流水线时需平衡好数据吞吐量和迟滞。
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图2.24　数据吞吐量说明案例



4．数据率（Data Rate）

数据率与数据吞吐量之间有着密切的关系，如式（2.4）所示。数据率等于系统时钟频率乘以数据吞吐量的倒数。这里，数据吞吐量以时钟周期个数来表示。式（2.4）不难理解，因为相邻两次输入数据的时间间隔反映了系统的处理能力，这个能力也限定了输入数据率
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 2.4　FPGA设计中的数据格式


 2.4.1　浮点数基础知识

[image: ]
图2.25　浮点数的构成



浮点数由四部分构成：符号位（Sign Bit）、尾数（Mantissa，有的也称为有效数据significand）、基数（Radix）和指数（Exponent），如图2.25所示。本文将介绍IEEE-754所定义的二进制标准浮点数
[5]

 ，即基数为2的情形，采用类似图2.25的表示形式如式（2.5），这里s、m、e分别为符号位、尾数、指数的实际值，n为相应浮点数的值。
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IEEE-754规定了三种浮点数格式：单精度、双精度和扩展精度。其中单精度浮点数为32位，对应于C语言中的float；双精度浮点数为64位，对应于C语言中的double。这里只介绍单精度和双精度浮点数格式。

单精度浮点数格式如图2.26所示，共32位。其中包含1位符号位S，8位指数位E和23位尾数位M。这里S、E、M为相应的二进制序列。当S为0时表示正数，为1时表示负数；值得注意的是M尽管为23位，但它只表示小数点之后的二进制位数。例如，若M为“0110…”，对应的二进制数值其实是.“0110…”，这是因为标准规定小数点左边还有一个隐含位，从而尾数的实际值m可能是1.0“110…”，也可能是“0.0110…”。E关系到规格化（normalized）与非规格化（denormalized），下文将重点介绍。

[image: ]
图2.26　IEEE-754定义的单精度浮点数格式



1．规格化

当E所表示的二进制序列不全为0也不全为1时，该浮点数为规格化形式。此时，指数位对应的实际值e被解释为表示偏置（Biased）形式的整数，相应的计算公式为
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式中，|E|表示E的二进制序列代表的整数值；bias为偏移量；k为指数位宽度，对单精度而言，k＝8，故bias＝127。以E＝“10001000”为例，相应的|E|＝136，故e＝9。对于规格化浮点数，标准规定尾数位小数点左侧的隐含位为1，故此时m的计算公式为
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例如，M＝“10010…0”（省略部分为0），则1.M＝“1.10010…0”，代入式（2.7）可得m＝1＋2-1
 ＋2-4
 ＝1.5625。获取s、m、e之后，即可根据式（2.5）获得相应的浮点数值。以图2.27为例，如

[image: ]
图2.27　规格化浮点数案例



此时s＝0，e＝9，m＝1.5625，故n＝（−1）0
 ×1.56259
 ＝55.5112。单精度规格化浮点数有如下特点：

（1）由于E所表示的二进制序列不全为0也不全为1，故0＜|E|＜255。

（2）尾数的实际值m的最小值为1，对应M全为0；最大值为2-2-23
 ，对应M全为1，故1≤m＜2。

（3）规格化浮点数所能表示的数的绝对值最大值为（2-2-23
 ）×2127
 ，以十进制科学计数法表示为3.4×1038
 ，此时M全为1，|E|＝254；最小为1.0×2-126
 ，以十进制科学计数法表示为1.2×10-38
 ，此时M全为0，|E|＝1。

结合式（2.5）、式（2.6）和式（2.7），单精度规格化浮点数的计算公式可表示为
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2．非规格化

当E的二进制位全部为0时，该浮点数为非规格化形式。此时，e、m的计算都非常简单，如式（2.9）所示。式中bias仍为127，与式（2.6）一致。
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将式（2.9）代入式（2.5）可得单精度非规格化浮点数的计算公式为
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有了非规格化形式，我们就可以表示0了。把符号位S置1，其余所有位均置0，我们得到了-0.0；同理，把所有位均置0，则得到＋0.0。由式（2.9）可知，m的取值范围为0≤m≤1-2-23
 ，0≤m＜1，即故非规格化浮点数所能表示的数的绝对值最大值为（1-2-23
 ）×2-126
 ，最小值为0。这就是非规格化数的一个重要用途即表示非常接近0的小数，而且这些小数均匀地接近0，称为逐渐下溢（Gradually underflow）属性。

3．特殊数值

当E的二进制位全为1时为特殊数值。此时，若M的二进制位全为0，则n表示无穷大，若S为1则为负无穷大，若S为0则为正无穷大；若M的二进制位不全为0时，则n为NaN（Not a Number），表示这不是一个合法实数。

对于单精度浮点数，其三种情形如表2.1所示。


表2.1　单精度浮点数的三种情形

[image: ]


IEEE-754所定义的双精度浮点数格式如图2.28所示，共64位。其中包含1位符号位S，11位指数位E和52位尾数位M。同样地，也分为规格化、非规格化和特殊数值三种情形，与单精度浮点数类似，故不再赘述，直接给出表2.2所示情形。
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图2.28　IEEE-754定义的双精度浮点数格式




表2.2　双精度浮点数的三种情形
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由表2.2可知，对于规格化双精度浮点数，它所能表示的数的绝对值最大为（2-2-52
 ）×21023
 ，用十进制科学计数法表示为1.8×1038
 ；最小为1.0×2-1022
 ，用十进制科学计数法表示为2.2×10-308
 。

综上所述，可得浮点数的表示范围，如表2.3所示。对比单精度、双精度以及相对应的规格化和非规格化，可以看到格式和字长决定了数据的精度和动态范围。

表2.3　浮点数的表示范围



	类型
	二进制形式
	十进制形式



	单精度浮点数
	±（2-2-23
 ）×2127

	±1038.53




	双精度浮点数
	±（2-2-52
 ）×21023

	±10308.25





4．浮点数运算

为便于说明，这里以基数为10的浮点数为例。浮点数加法运算如图2.29所示，浮点数乘法运算如图2.30所示。

[image: ]
图2.29　浮点数加法运算



[image: ]
图2.30　浮点数乘法运算




 2.4.2　定点数基础知识

定点数是指小数点固定地隐含在某一位置上的一类数据。谈到定点数就得从二进制的原码和补码说起。

1．第一类定点数：整数

二进制记数是数字电路的本质。数字电路中的高低电平就是分别用1和0来表示的。为了能够正确地使用二进制记数，就必须清楚二进制表示数字的方法和特点。这里首先给出一个结论：

N位二进制数所能表示的无符号整数范围是［0，2N
 −1］，所能表示的有符号整数范围是［-2N-1
 ，2N-1
 −1］。

需要强调的是N位二进制数无法表示有符号整数2N-1
 。在表示无符号整数时，采用的是二进制原码，而表示有符号整数时，则采用二进制补码。此时，最高位为符号位，0表示正数，1表示负数。因此，在用二进制表示无符号整数时，可虚拟出一个符号位作为最高位，此符号位始终为0。从而，达到二进制原码与补码的统一。表2.4举例给出了4位二进制原码与其无符号整数的对应关系
[6]

 。表中也清晰地反映了如何将二进制数转换为十进制数。例如，12＝1×23
 ＋1×22
 ＋0×21
 ＋0×20
 。这也体现了位权在二进制记数中的重要性。


表2.4　4位二进制原码
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进一步，将4位二进制原码从最高位MSB（Most Significant Bit）到最低位LSB（Least Significant Bit）依次展开纵向排列，如图2.31所示。图中DEC表示十进制数。可以发现，最低位波形变化速率是次低位的2倍，次低位波形变化速率是次高位的2倍，次高位波形变化速率又是最高位的2倍。这为设计等占空比的2的整数次幂的分频器提供了依据，也为测试ADC（Analog Digital Converter）芯片提供了方法。同时，也启迪设计师从不同角度去看待事物，正如宋代著名诗人苏轼极富哲理的诗句“横看成岭侧成峰，远近高低各不同”。
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图2.31　展开的4位二进制原码纵向排列



在设计计数器时常用无符号整数，而在数学运算中大都采用有符号整数，这就涉及如何获取负整数的二进制补码。表2.5举例给出了4位二进制补码与有符号整数的对应关系，也给出了如何将二进制补码转换为有符号整数的方法。例如，-4＝1×（-23
 ）＋1×22
 ＋0×21
 ＋0×20
 或-4＝（-1）1
 ×23
 ＋1×22
 ＋0×21
 ＋0×20
 ，采用后者意在说明符号位对整个数值大小的贡献可表示为（-1）S
 ×23
 ，其中S为符号位。对比表2.4和表2.5，不难发现-7的补码和9的原码以4位二进制补码表示时是相同的，且-7和9分别取绝对值并相加，其结果为42。这就为我们求取负整数的二进制补码提供了方法，如图2.32所示。图中给出了三种求取负整数二进制补码的方法。


表2.5　4位二进制补码
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图2.32　将整数转换为二进制补码的方法



根据图2.32所示的求补码的方法，求取有符号整数-4的4位二进制补码可如下进行：

方法1：24
 -|-4|＝12，12以4位二进制原码表示为1100，这即为-4的4位二进制补码；

方法2：|-4|＝4，4以4位二进制原码表示为0100，其反码为1011，加1为1100；

方法3：|-4|＝4，4以4位二进制原码表示为0100，逐位取反直至最后一个1为止，即为1100，次高位1及其后面的两个0保持不变。

同样的方法可知，-4的5位二进制补码为11100。不难发现，11100是1100将符号位扩展一位所得（所谓符号位扩展，是指将符号位向高位复制）。这说明符号位扩展是不改变数值大小的，认识这一点是非常重要的。

根据上述有符号整数与二进制码的对应关系，对于给定的有符号整数X可由式（2.11）确定其以二进制补码表示时的最小位宽Ws
 。
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式中，floor表示向下取整；ceil表示向上取整。当X＞0时，floor（log2
 X）确定了权值位为1的最高权值位的标号（最低标号为0，如表2.5中2的指数位所示）；当X＜0时，ceil（log2
 |X|）确定了权值位为1的最高权值位的标号，此时将符号位视为权值位，与表2.5一致。

对于无符号整数，因为不需要符号位，故以二进制原码表示时所需要的最小位宽为
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无论是有符号整数还是无符号整数都是典型的定点数，其小数点位置固定在数据的最低位之后，如图2.33所示，S为符号位。

[image: ]
图2.33　有符号整数和无符号整数的基本格式



图2.33中，第i（i＝0，1，…，w-1）位的位权为2i
 ，因此，对于字长为w的有符号整数vs
 ，其值可表示为
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对于字长为w的无符号整数vu
 ，其值可表示为
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式中bi
 非0即1，表示第i（i＝0，1，…，w-1）位的二进制数。

2．第二类定点数：定点纯小数

定点纯小数是指整数部分为0的定点小数，其数据格式如图2.34所示，分有符号定点纯小数和无符号定点纯小数，图中S为符号位。此时小数点在小数位的最左侧。

[image: ]
图2.34　定点纯小数数据格式



以3位有符号定点纯小数为例，其所能表示的数值如表2.6所示，共8种可能，其中最大值为0.75，对应符号位为0，小数位全为1；最小值为-1，对应符号位为1，小数位全为0。从最小值到最大值步进为0.25，即精度为0.25。


表2.6　3位有符号定点纯小数所能表示的数值
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3位无符号定点纯小数所能表示的数值如表2.7所示，依然有8种可能，其中最大值为0.875，对应小数位全为1；最小值为0，对应小数位全为0。从最小值到最大值步进为0.125，即精度为0.125。


表2.7　3位无符号定点纯小数所能表示的数值
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对比表2.6和表2.7可知，对于图2.34所示的字长为wf＋1的有符号定点纯小数，它所能表示的数值范围为［-1，1-2-wf
 ］，精度为2-wf
 ；字长为wf的无符号定点纯小数所能表示的数值范围为［0，1-2-wf
 ］，精度为2-wf
 。

表2.8给出了4位无符号定点纯小数与十进制无符号小数的对应关系。例如，0.75＝1×2-1
 ＋1×2-2
 ＋0×2-3
 ＋0×2-4
 。因此，对于字长为wf的无符号定点纯小数其值可表示为
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表2.8　4位无符号定点纯小数
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表2.9给出了4位有符号定点纯小数与十进制有符号小数的对应关系。例如，-0.5＝1×（-20
 ）＋1×2-1
 ＋0×2-2
 ＋0×2-3
 或-0.5＝（-1）1
 ×20
 ＋1×2-1
 ＋0×2-2
 ＋0×2-3
 ，采用后者意在说明符号位对整个数值大小的贡献可表示为（-1）S
 ×20
 ，其中S为符号位。因此，对于字长为wf＋1的有符号定点纯小数其值可表示为
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表2.9　4位有符号定点纯小数
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3．第三类定点数：定点带小数

定点带小数是指整数不为0的定点小数，其格式如图2.35所示。分有符号定点带小数和无符号定点带小数，图中S为符号位。定点数的位宽w，小数位的位宽wf，两者共同确定了小数点的位置。定点带小数的数值可由整数位数值加上小数位数值来确定。
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图2.35　定点数常规格式



图2.35中所示的有符号定点带小数其值可表示为
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无符号定点带小数其值可表示为
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对整数而言，小数部分字长为0；对纯小数而言，整数部分字长为0，因此，两者可看作是定点带小数的特例。

定点数的位宽w和小数位的位宽wf可看作是定点数的两个要素。有符号定点数可用Fix_w_wf来表示，无符号定点数可用UFix_w_wf来表示。w决定了定点数的动态范围，wf决定了定点数的精度。

定点数据在运算时要防止溢出，包括上溢（Overflow）和下溢（Underflow），上溢是指运算结果超出了定点数整数部分所能表示的范围，下溢是指运算结果超出了定点数小数部分所能表示的范围。例如，UFix_4_2所能表示的定点数的范围为［0，3.75］，精度为0.25，如果运算结果为4，则发生上溢；如果运算结果为0.125，则发生下溢。一旦溢出将会造成计算精度的损失甚至结果的错误。因此，合理地选择字长尤为重要，字长偏小会造成精度损失，字长偏大会浪费资源。

定点数的相关运算将在第3章中详细介绍。


 2.4.3　浮点数与定点数的比较

与定点数相比，采用浮点数进行算法描述可获得如下优势。

（1）更宽的动态范围

32位有符号整数所能表示的数据范围为［-231
 ，231
 -1］，同样是32位的单精度浮点数所能表示的数据范围为［-（2-2-23
 ）×2127
 ，（2-2-23
 ）×2127
 ］，动态范围明显增大。

（2）可缩短复杂算法的开发周期

采用定点数运算时需要考虑量化、溢出等问题，而采用浮点数由于其较宽的动态范围可以满足绝大多数场合的需求，较少碰到溢出的问题。

（3）统一的标准数据格式

采用定点数运算时，为满足动态范围或精度要求，算法中的某些操作需要增加字长，某些操作需要减少字长，从而使得定点数的格式根据需求而变化，就会出现一个设计中有不同的定点数格式。而浮点数采用了IEEE-754所定义的标准格式：单精度和双精度，通常其中之一即可满足算法需求，这也增强了代码的复用性，降低了算法建模的复杂度。

与定点数比较，采用浮点数设计也存在如下问题。

（1）资源

通常浮点运算会消耗更多的查找表、寄存器和乘法器。表2.10显示了几种浮点运算在Kintex-7上实现时所需资源
[7]

 。可以看到单精度浮点数乘法需要消耗90个查找表和2个DSP48E1。


表2.10　几种浮点运算所需资源
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（2）性能

浮点运算会给布线资源带来压力，从而导致Fmax
 降低。

从应用场合来看，很多场合采用定点数即可满足系统性能需求，但有些场合对精度要求很高，如雷达成像、医学成像、高性能计算等需要采用浮点数。


 2.4.4　浮点数到定点数的转换

通常在算法建模时采用浮点数，而在FPGA实现时采用定点数，这就需要将浮点数转换为定点数，以确定设计中每个变量的字长。

利用Matlab可方便地实现浮点数到定点数的转换。Matlab中的HDL Coder可将采用Matlab描述的浮点算法模型转换成定点算法模型，并给出各个变量的合理字长，其流程如图2.36所示。需要将算法封装成Matlab函数并提供相应的测试文件。此方法有一定的局限性，要求浮点算法模型所用到的数学运算必须是HDL Coder所支持的数学运算（具体可看相关手册）。
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图2.36　利用HDL Coder实现浮点数到定点数的转换



图2.36所示方法针对的是Matlab描述的算法，对于给定的一组数据如滤波器系数，可利用Matlab函数fi完成浮点到定点的转换。函数fi的参数说明如图2.37所示，应用案例如Matlab代码2-1和Matlab代码2-2所示。Matlab代码2-1第2行至第6行所起功能与第7行等价。Matlab代码2-2第7行x.bin可显示x的二进制形式。
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图2.37　函数fi的参数说明



Matlab代码2-1　函数fi应用案例1



01 clear all;
02 T = numerictype;
03 T.Signedness = 'Signed';
04 T.WordLength = 16;
05 T.FractionLength = 12;
06 a = fi(pi,T);
07 % a = fi(pi,1,16,12);




Matlab代码2-2　函数fi应用案例2



01 T.acc = fi([],1,16,15);
02 T.x = fi([],1,3,0);
03 acc = [-0.1:0.01:0.1];
04 acc = cast(acc,'like',T.acc);
05 X = -4:3;
06 X = cast(x,'like',T.x);
07 X.bin




还有一种情形是将浮点小数转换为整数在FPGA设计中使用，其流程如图2.38所示。整个流程可用Matlab代码2-3所示函数实现。
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图2.38　浮点小数转换为整数



Matlab代码2-3　function:flt2int



01 function xfix = flt2int(xflt,N)
02 xfix = round(xflt/max(abs(xflt)) * (2^(N-1)-1));





 2.5　Xilinx开发工具对浮点数与定点数的支持


 2.5.1　System Generator对浮点数与定点数的支持

1．System Generator对浮点数的支持

根据浮点运算规则，采用硬件描述语言进行算法建模是可行的，但过于烦琐，且开发周期长。为此，Xilinx开发了专门的浮点IP。该IP既包含基本的浮点运算如加、减、乘、除，也包含指数、对数、开方等运算，如表2.11所示，还包含浮点数与定点数之间的相互转换、不同规格浮点数之间的相互转换等功能。该IP既可在Vivado IP Catalog中调用，也可在SysGen中以模块化的方式调用。


表2.11　Xilinx浮点IP所支持的运算
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在SysGen中，模块Gateway In可接收Simulink模块提供的定点数和浮点数，并映射为RTL代码的输入端口；模块Convert可用于浮点数与定点数之间的转换。

在SysGen中，浮点数以XFloat_EW_MW来表示，其中EW为指数字长，MW为尾数字长（包括隐含位）。对于单精度浮点数EW为8，MW为24；对于双精度浮点数EW为11，MW为53，如SysGen模型2-1所示。

SysGen模型2-1　SysGen中的浮点数
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2．SysGen对定点数的支持

SysGen可支持任意精度的定点数，如图2.39所示，可设置定点数的符号位类型（Signed，Unsigned）、字长、小数部分字长、量化模式和溢出模式。在SysGen中，有符号定点数以Fix_w_wf来显示，无符号定点数以UFix_w_wf来显示。其中w为字长，wf为小数部分字长。

[image: ]
图2.39　SysGen中对定点数的设置



（1）定点数据的量化模式

量化模式决定了当运算结果的精度大于定点数所能表示的精度时如何对超出精度部分的比特处理。通常有两种处理方式：Truncate和Round。Truncate为直接截尾，将超出精度部分的比特舍弃掉，如图2.40所示，如果将Fix_7_4的数据2.5625转换为Fix_5_2的格式，低两位将被舍弃，结果为2.5。这里将低两位称为舍弃位，其余位称为保留位。显然，这种处理方式不消耗任何逻辑资源。Round则略显复杂。仍以Fix_7_4转换为Fix_5_2为例，Round的硬件电路实现方式如图2.41所示，需要4个MUX和1个加法器。不难发现，Round实际上是加上一个小的数据之后再Truncate。对于正数，当舍弃位的最高位为1时，这个小的数据为1，否则为0；对于负数，当舍弃位的最高位为1且舍弃位除最高位之外的其余各位不全为0时，这个小的数据为1，否则为0。当输入数据din分别为2.5625和-2.5625时，图2.41各节点的输出数据如表2.12所示。可见，采用Round时-2.5625的转换结果为-2.5，误差为0.0625，小于Truncate模式下的0.1875。在SysGen下，这种数据格式的转换可通过Convert模块实现，如SysGen模型2-2所示，将数据格式由Fix_7_4分别转换为Fix_5_2和Fix_3_0。
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图2.40　Truncate的处理过程



[image: ]
图2.41　采用Round方式将Fix_7_4转换为Fix_5_2的硬件电路




表2.12　当输入数据din分别为2.5625和-2.5625时图2.41中各节点数据
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SysGen模型2-2　定点数据的量化模式
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（2）定点数据的溢出模式

溢出模式决定了当运算结果大于定点数所能表示的最大值时，如何对溢出部分处理。通常有两种处理方式：Saturate和Wrap。Saturate为饱和处理，一旦溢出就将计算结果饱和处理为最大值。Wrap为截断处理。如图2.42所示，不难看出溢出对计算结果的不利影响。这两种方式都是针对发生上溢时的处理方式，其验证结果如SysGen模型2-3所示。
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图2.42　溢出模式的两种处理方式



SysGen模型2-3　定点数据的溢出模式
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3．SysGen中的数据格式操作模块

SysGen中除了常规的Gateway In（定点转浮点）和Gateway Out（浮点转定点）以界定SysGen模块和Simulink模块外，还提供了其他数据格式操作模块，如Reinterpret、Convert、Concat和Slice。

Reinterpret可实现有符号数和无符号数之间的转换，同时还可实现不同的定点数据格式之间的转换。如图2.43所示，6.125由Fix_8_3转换为Fix_8_0，结果为49。可见，Reinterpret只是改变了小数点的位置，并没有改变字长，因此不涉及量化和溢出的处理。这是非常有用的，如DSP48E1 A端口要求输入数据为30bit有符号整数，这可通过Reinterpret进行转换。对最终的运算结果再还原即可。

[image: ]
图2.43　Reinterpret实现Fix_8_3到Fix_8_0的转换



Convert可实现不同字长的定点数之间的转换，转换时小数点的位置是固定不动的，这就涉及量化和溢出的处理。如图2.44所示，6.125由Fix_8_3转换为Fix_6_2，采用Truncate模式，结果为6。利用Convert的特性可实现符号位扩展，如SysGen模型2-4所示。

[image: ]
图2.44　Convert实现Fix_8_3到Fix_6_2的转换



SysGen模型2-4　利用Convert实现符号位扩展

[image: ]


Concat用于实现位拼接，类似于VHDL中“&”的功能。只是要求输入数据均为无符号整数或者布尔类型的数据。Concat的输出为无符号整数。

Slice用于实现位提取。如图2.45所示，第一行为以MSB为基准各位所在的序号，第二行为Slice的输入数据，第三行为以LSB为基准各位所在的序号。若要提取第二行中阴影部分所在的数据，可采用如下三种方法。

[image: ]
图2.45　利用Slice实现位提取



方法1：确定该数据最高位相对于MSB的位偏移，这里为-3，同时还要确定该数据最低位相对于LSB的位偏移，这里为4。有了这两个偏移量即可提取出阴影部分的数据。

方法2：确定该数据最高位相对于MSB的位偏移，这里为-3，同时确定该数据的位宽，这里为3，从而可确定阴影部分的数据。

方法3：确定该数据最低位相对于LSB的位偏移，这里为4，同时确定该数据的位宽，这里为3，从而可确定阴影部分的数据。


 2.5.2　Vivado HLS对浮点数与定点数的支持

1．Vivado HLS对浮点数的支持

Vivado HLS支持IEEE-754所定义的float和double浮点类型数据，并可进行综合。Vivado HLS也支持相关的浮点运算，包括基本数学运算如加、减、乘、除等，也支持三角函数、指数函数、对数函数等超越函数的运算。在使用这些函数时，若用C语言则要添加<math.h>头文件；若用C＋＋则要添加<cmath.h>头文件。除此之外，Vivado HLS还专门提供了<hls_math.h>，以更好地支持<math.h>和<cmath.h>，只有<hls_math.h>中定义的函数才可综合。换言之，不是所有的标准C数学库中的函数都可以综合。

2．Vivado HLS对定点数的支持

Vivado HLS支持标准C定义的整数数据类型，如表2.13所示。对于无符号整数需要添加关键字unsigned。对于32位字长的数据，建议使用（unsigned）int或（unsigned）int32_t，而避免使用（unsigned）long；对于64位字长的数据，建议使用（unsigned）long long或（unsigned）int64_t，而避免使用（unsigned）long。


表2.13　标准C整数数据类型

[image: ]


从表2.13可以看到，标准C所定义的整数数据类型是以8为边界的，即可取字长为8、16、32和64共四种。而FPGA设计中，所需字长是很丰富的，如果此时仍采用标准C中的数据类型将会影响系统最终性能。例如，两个18位有符号整数相乘，在Kintex-7中只需要1个DSP48E1，但如果将数据声明为32位的int类型则需要3个DSP48E1，显然浪费了资源。为此，Vivado HLS中定义了任意精度的整数数据类型，如表2.14所示。这样，可根据实际需求选择合适位宽，从而改善系统性能。

表2.14　Vivado HLS中的任意精度整数



	任意精度整数



	语言
	数据类型
	所需头文件



	C
	有符号整数：intN
	无符号整数：uintN
	ap_cint.h



	C＋＋
	有符号整数：ap_int<N>
	无符号整数：ap_uint<N>
	ap_int.h



	备注
	N为字长，可取值从1到1024（包含1024）




除此之外，Vivado HLS还定义了任意精度的定点小数，如表2.15所示。与SysGen不同的是，这里定点数需要指定的是字长与整数部分字长。

表2.15　Vivado HLS中的任意精度定点小数



	任意精度定点小数



	语言
	数据类型
	所需头文件



	C＋＋
	有符号定点数：ap_fixed<W，I，Q，O，N>
	ap_fixed.h



	无符号定点数：ap_ufixed<W，I，Q，O，N>



	备注
	W：字长

I：整数部分字长

Q：量化模式，默认值AR_TRN_ZERO

O：溢出模式，默认值AP_WRAP

N：溢出模式为wrap时饱和位的宽度
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第3章　数字信号处理中的基本运算

以数字方式进行信号处理，归根结底可分解为一些基本的数学运算，这些数学运算既包括基本的加、减、乘、除运算，也包括诸如三角函数、指数函数、对数函数等超越函数的运算。这些运算中加法运算和乘法运算是数字信号处理中的两大主要运算。本章从加法运算谈起，详细介绍各种运算在FPGA中的实现方式。就FPGA而言，其胜任定点运算的能力更为显著。鉴于此，本章只讨论这些运算的定点数实现方式。


 3.1　加法运算

加法运算可以说是数字信号处理中最基本的运算，减法、乘法运算都可以通过加法运算实现。加法运算也可以说是数字信号处理中最简单的运算。目前的FPGA中，可采用分布式逻辑资源实现加法，也可采用嵌入式资源实现加法，各有优势。本节以最基本的一位全加器为“源”，引出多位加法器的原理与实现方法，在此基础上，对加法树（Adder Tree）与加法链（Adder Chain）的硬件结构进行分析与比较。


 3.1.1　一位全加器

一位全加器是实现多位加法器的基础。它的输入端是被加数A、加数B以及较低位的进位Cin
 ；输出端是本位和S以及向较高位的进位COUT
 。根据二进制加法运算规则可知其真值表如表3.1所示。由真值表利用卡诺图化简可得输出与输入的逻辑关系式，如式（3.1）、式（3.2）所示。


表3.1　一位全加器真值表
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式中⊕表示异或（XOR）。

根据逻辑关系表达式，可进一步得出一位全加器的硬件电路图，如图3.1所示。图中均采用国际通用逻辑符合。

[image: ]
图3.1　一位全加器的硬件电路图



综上所述，加法运算的三个要素是被加数、加数和低位的进位，它们共同决定了输出和与高位的进位。


 3.1.2　二进制加法原理

加法运算最有可能出现的问题就是溢出，即运算结果超出了给定位宽所能表示的数的范围。例如，两个一位十进制数相加9＋8，其结果为17，显然是无法用一位十进制数表示的。

在硬件设计时，为防止溢出而导致计算结果错误，就要预先采取一定的措施。为便于阐述，这里以两个4bit二进制数相加为例。它们均以二进制补码表示。根据前文论述可知，4bit二进制补码所能表示的数的范围是［-24-1
 ，24-1
 -1］即［-8，7］。分以下三种情况进行分析：（1）正数＋正数；（2）正数＋负数；（3）负数＋负数。

1．正数＋正数

两个4bit二进制数相加，其结果可能是4bit二进制数（未溢出），也可能是5bit二进制数（溢出）。当结果为前者时较好理解，如1＋3＝4，二进制计算如图3.2所示。图3.2（b）是对被加数与加数进行符号位扩展之后相加。这也进一步明确符号位扩展是不影响数值大小的。当结果为后者时，如3＋6＝9，二进制计算如图3.3所示。图3.3（b）是对被加数与加数进行符号位扩展之后相加。
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	图3.2　两个4位二进制正数相加未溢出情形
	图3.3　两个4位二进制正数相加溢出情形




对于图3.3（a），如果为无符号数结果是正确的，如果是有符号数，那么（1001）是-7的补码，显然结果是错误的。错误的原因在于数值9已经超出了4bit二进制补码所能表示的数的范围即溢出，而结果又始终是以补码形式看待的。这正是执行加法运算时非常关键的一个问题。对于图3.3（b），无论是从有符合数还是无符号数的角度看，结果都是正确的。

2．正数＋负数

正数＋负数也就是减法，减法其实质上仍是加法，因为减去一个数等效于加上这个数的补码。显然，这种情况下不会溢出。以2＋（-3）为例，二进制计算如图3.4所示。其中（-3）的4bit二进制补码为（1101），5bit二进制补码为（11101）。计算结果（1111）是（-1）的4bit二进制补码，（11111）是（-1）的5bit二进制补码。可见，结果是正确的。

[image: ]
图3.4　一个4位二进制正数和一个4位二进制负数相加的情形



3．负数＋负数

分溢出与未溢出两种情况。对于未溢出，以（-2）＋（-3）为例说明，二进制补码计算如图3.5所示。
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图3.5　两个4位二进制负数相加未溢出情形



对于结果（11011），其低4bit（1011）是（-5）的4bit二进制补码，（11011）是（-5）的5bit二进制补码，（111011）是（-5）的6bit二进制补码，显然结果是正确的。

对于溢出，以（-3）＋（-6）为例说明，二进制补码计算如图3.6所示。
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图3.6　两个4位二进制负数相加溢出情形



对于图3.6（a），如果只取低4bit（0111），显然结果是错误的。对于图3.6（b）取低5bit结果是正确的，前提是对两个加数进行了符号位的扩展。符号位扩展并不改变数值大小，即（1101）与（11101）都是（-3）的补码。

对于其他情况：正数－负数可归结为正数＋正数，负数－负数可归结为正数＋负数。

通过以上分析，可得如下结论：

两个N位二进制补码相加，为防止溢出时导致计算结果错误，可将这两个加数先进行符号位扩展，变为N＋1位二进制数，然后相加，结果亦取N＋1位，可保证运算正确。

根据多位加法器原理可知，对于两个Nbit二进制补码数相加，可利用N个一位全加器搭建而成。图3.7所示即为两个4bit二进制补码数相加A＋B的硬件电路图。其中被加数、加数、和的最高位分别为A3
 、B3
 、S4
 ，它们是符号位。末级进位端最终形成了和的符号位。　

[image: ]
图3.7　两个4bit二进制数相加



由于减去一个数等效于与这个数的补码相加，这样减法操作就变成了加法操作。根据“取反加1”的求补码方法，对图3.7稍作改动即可形成如图3.8所示的4bit二进制数相减A−B的硬件电路图。图中首先对减数B通过反相器逐位取反，并将最低位的进位端设置为1。

[image: ]
图3.8　两个4bit二进制数相减



对比图3.7和图3.8可以发现，两者的结构是相同的，很多逻辑资源是可以共享的。为此，将两者合二为一，引入控制端control，通过它来切换加法操作与减法操作。这样形成了图3.9所示的硬件电路图。图中，当control为0执行A＋B，当control为1时，执行A−B。

[image: ]
图3.9　加法、减法可切换的硬件电路图



采用HDL描述多位加法器或多位减法器时，并不需要先构造一个全加器，再按照上述电路图搭建（上述电路图只是为了阐述其实现原理），而是符号位扩展之后直接用“＋”或“-”即可。通常情况下，用Vivado综合，加法器会用查找表、进位链等资源实现，但可通过设置综合属性USE_DSP48使得加法器用DSP48实现。

对于可切换的加法、减法电路，可采用图3.10所示方式搭建，利用HDL描述非常方便。图中D表示D触发器，本书后续章节中均采用此方式表示D触发器。
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图3.10　可切换的加法、减法电路结构




 3.1.3　复数加法

在某些应用场合需要执行复数加法运算。复数加法的原理很简单，实部和实部相加得到和的实部，虚部和虚部相加得到和的虚部，如式（3.3）所示。式中，a、b、c、d、e、f均为实数，j为虚数单位。可见，复数加法最终被分解为实数加法。一次复数加法由两次实数加法构成。
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根据上述原理可得如图3.11所示的硬件电路结构。

[image: ]
图3.11　复数加法硬件电路结构



图3.11（a）采用了两个加法器，并行执行实部和虚部的加法。图3.11（b）则采用了一个加法器，通过分时复用，分别求和。显然，前者在速度上有优势，后者在资源上有优势。


 3.1.4　加法树与加法链

在很多应用场合都会涉及多个数相加求和，如式（3.4）所示。
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此时，可采用加法树，也可采用加法链。加法树结构如图3.12所示。为了提高系统速度，采用了流水线技术。

[image: ]
图3.12　流水线加法树结构



图3.12中是一个三级加法树，每级加法器的位宽依次递增，防止溢出导致计算错误。全流水，从输入到输出需要3个时钟周期。显然，将此结构推广，如果要求N个数的和，则需要ceil（log2
 N）级加法树。该结构非常清晰，可高速运行。但整个设计性能的瓶颈在于末级的加法树，如图3.12中的阴影所示，它们将消耗较大的功耗。

对于式（3.4）若采用加法链结构，如图3.13所示。为了正确相加，a3
 相比于a2
 和a1
 推迟一个时钟周期进入加法器，a4
 相比于a3
 推迟一个时钟进入加法器，后续各加数进入时刻依次类推。从而，从输入到输出需要7个时钟周期（Latency＝7）。显然，相对于加法树，此结构时序稍显复杂，但结构中每个加法器的“等级”是一致的。

[image: ]
图3.13　加法链结构




 3.2　累加运算

采用FPGA设计累加器时，既可用硬件语言描述的方式实现，也可直接调用厂商提供的IP Core，操作都非常简单。设计的关键环节是时序和位宽的控制，这将是本节阐述的重点。


 3.2.1　累加原理

累加运算如式（3.5）所示
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它表示N个数相加。累加运算由累加器实现，其实质是完成一系列的加法运算，但是与简单的加法运算不同，它需要将前一次加法运算的结果反馈至输入端，作为新一次加法运算的加数，如式（3.5）中，a1
 与a2
 相加的结果需要反馈回来与a3
 相加。所以，累加器中具有反馈支路。此外，累加器最终输出的是累加结果，对于中间运算结果可不必输出。所以，累加器末端还需要一个捕获寄存器，捕获最终结果。累加器的工作原理是：每帧数据周期性地流动，新的数据不断进入累加器与反馈支路相加，实现累加，由捕获寄存器接收捕获信号，输出最终结果。

定义：构成一个累加结果的输入数据为一帧数据，一帧数据所包含的数据个数为帧长度。式（3.5）中，a0
 ，a1
 ，…，aL-1
 为一帧数据，帧长度为L。由加法运算可知，两个数相加会引起位增长。为保证累加结果的正确，必须使得中间运算结果有足够的位宽。假定输入数据位宽为B，那么最终结果的位宽应为
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式中ceil表示到向上取整。这就要求将输入数据以及中间运算结果进行符号位扩展，使位宽达Ws
 。


 3.2.2　顺序累加器

数据流按帧顺序进入累加器，即第一帧数据进入求和，然后第二帧数据进入求和，依此类推，这样的累加器称为顺序累加器。整个数据依时间顺序流动，帧与帧之间并没有间断。

假定有四帧数据，每帧长度均为4。第一帧数据为a1
 、a2
 、a3
 、a4
 ；第二帧数据为b1
 、b2
 、b3
 、b4
 ；第三帧数据为c1
 、c2
 、c3
 、c4
 ；第四帧数据为d1
 、d2
 、d3
 、d4
 。这四帧数据的时间顺序如图3.14所示。现在要求对这四帧数据依次求和，最终输出sa
 、sb
 、sc
 、sd
 ，计算方式如式（3.7）～式（3.10）所示。
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图3.14　顺序累加器数据流



根据累加器的原理可得如图3.15所示的顺序累加器硬件结构，包括加法器、流水寄存器和捕获寄存器。顾名思义，流水寄存器目的是使数据流动起来，以提高系统处理速度。捕获寄存器用于捕获最终期望结果。

[image: ]
图3.15　顺序累加器硬件结构



图3.15中，数据由din端进入，最终结果由dout端输出，整个时序如图3.16所示。从时序图中可以看出，bypass为“直通”信号，当其为高时，加法器输入端数据din直接通过加法器而不执行任何操作到加法器输出端，表明新一帧数据的开始；当其为低时，执行加法操作，将输入端数据与反馈端数据相加，以便对新一帧数据求和。P节点数据反馈至加法器输入端与din相加求和，实现数据的累加，相应数据依次为a1
 、a1
 ＋a2
 、a1
 ＋a2
 ＋a3
 、sa
 ，中间结果未显示。capture作为捕获信号，当其为高时，捕获P节点的数据并将其输出，否则保持输出不变。加法器的位宽可由式（3.6）决定。

[image: ]
图3.16　顺序累加器时序图



顺序累加器设计的关键是使数据流与各控制信号（bypass和capture）对应起来，实现正确累加。从图3.16可以看出，这并不难做到。bypass和capture两者周期一致且取决于数据帧长度。默认情况下，Vivado会把累加器采用查找表等逻辑资源实现，同样地，可通过综合属性USE_DSP48的设置，将累加器用DSP48实现。


 3.2.3　滑动累加器

滑动累加器是指数据流按帧交错顺序进入，此时，在计算每帧数据和时就要求对反馈支路数据进行滑动以实现正确累加。

假定有四帧数据，每帧长度均为4。第一帧数据为a1
 、b1
 、c1
 、d1
 ，第二帧数据为a2
 、b2
 、c2
 、d2
 ，第三帧数据为a3
 、b3
 、c3
 、d3
 ，第四帧数据为a4
 、b4
 、c4
 、d4
 。这四帧数据的时间顺序与图3.14保持一致。显然，此时数据流的顺序是第一帧的第一个，第二帧的第一个，第三帧的第一个，第四帧的第一个，紧接着，第一帧的第二个，第二帧的第二个，依此类推。现在要求对这四帧数据依次求和，最终输出s1
 、s2
 、s3
 、s4
 ，如式（3.11）～式（3.14）所示。
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根据数据的时间关系，考虑到数据流的帧交错，为了保证同一帧的数据相加，就必须采取措施使“先头”数据潜伏一段时间，当把同一帧的数据到达加法器输入端时，“先头”数据浮出执行加法操作。例如，把a1
 视为“先头”数据，该数据直接通过加法器到其输出端，但不能立即反馈到加法器输入端，因为此时加法器输入端为a2
 而非b1
 ，所以必须对其潜伏。当加法器输入端为b1
 时，a1
 在加法器反馈端浮出实现与b1
 的相加。这种潜伏可通过级联的寄存器实现，也可通过FIFO实现。

滑动累加器的硬件结构如图3.17所示，图中采用了FIFO实现潜伏，FIFO深度为3（加法器输出已有一个时钟周期的寄存）。对于潜伏周期较长、速度要求较高的场合，采用FIFO更为合适；而对于潜伏周期较短、速度要求不高的场合，采用级联的寄存器为宜或者采用移位寄存器SRL。图中，信号ce为使能相加，当其为高时允许加法器执行加法操作，否则将din端数据直接输出。capture为捕获信号，当其为高时捕获节点P数据并输出给dout，否则保持不变。
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图3.17　滑动累加器硬件结构



与图3.17相对应的时序图如图3.18所示。图中s11
 ＝a1
 ＋b1
 、s21
 ＝a2
 ＋b2
 、s31
 ＝a3
 ＋b3
 、s41
 ＝a4
 ＋b4
 、s12
 ＝a1
 ＋b1
 ＋c1
 、s22
 ＝a2
 ＋b2
 ＋c2
 、s32
 ＝a3
 ＋b3
 ＋c3
 、s42
 ＝a4
 ＋b4
 ＋c4
 。

[image: ]
图3.18　滑动累加器时序图



滑动累加器设计的关键是确定FIFO（或级联寄存器）的深度以保证正确的潜伏周期，而此深度与帧的个数有关，例如，此设计中共有四帧数据，故FIFO深度为4-1＝3。因为加法器输出有一级寄存。使能相加信号ce和捕获信号capture可根据图中时序设计。


 3.3　乘法运算

乘法运算在数字信号处理中被广泛应用，如滤波器以及各种变换等。这就使得乘法器在系统中通常扮演着重要的角色，对系统整体性能有着极大的影响，这也就不难理解目前的FPGA中都植入了嵌入式硬线乘法器。

本节从二进制乘法运算的原理谈起，讨论乘法器的各种设计方法。尽管在VHDL语言中有关键字signed和unsigned（Verilog语言中有关键字signed，没有unsigned），借助于此可方便地用“*”描述无符号数乘法和有符号数乘法，但同样可根据目标需求（速度优先还是资源优先）采用其他方式实现乘法运算，以达到系统的最佳配置。本节力图帮助读者能够根据应用场合选择合适的方法设计乘法器。


 3.3.1　二进制乘法原理

二进制乘法原理与十进制乘法原理类似，都是将乘数的每一位分别与被乘数相乘，除此之外，二进制乘法还有其自身的特点，这对于硬件设计极为关键。

二进制乘法可分为两种情况：无符号数乘法和有符号数乘法。无符号数相乘较为简单，如图3.19所示为两个无符号数（3）与（6）相乘。这里，将它们分别用3bit二进制表示为（011）和（110），相乘结果为（18），以二进制表示为（10010）。从图3.19中可以看出，整个相乘过程可分解为一系列的移位、相加操作。

[image: ]
图3.19　两个无符号数相乘



对于有符号数乘法，可分为以下四种情况：

（1）正数×正数；（2）正数×负数；（3）负数×正数；（4）负数×负数。

1．正数×正数

两个正数相乘其结果也为正数。以（3）×（6）为例，其中，（3）10
 ＝（0011）2C
 （3以4bit二进制补码表示），（6）10
 ＝（0110）2C
 。运算过程如图3.20所示。

[image: ]
图3.20　两个正数相乘



2．正数×负数

正数与负数相乘其结果必为负数。以（3）×（-6）为例，其中（3）10
 ＝（0011）2C
 ，（-6）10
 ＝（1010）2C
 。为了保证结果的正确，首先要将两个数进行符号位扩展，扩展为8bit。运算过程如图3.21所示。运算结果取低8位。-18以二进制补码表示时至少需要6bit。这样，-18的6bit二进制补码为（101110），可见结果是正确的，可认为将（101110）进行符号位扩展得（11101110）。
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图3.21　正数与负数相乘



3．负数×正数

负数与正数相乘其结果必为负数。以（-3）×（6）为例，其中（-3）10
 ＝（1101）2C
 ，（6）10
 ＝（0110）2C
 。为了保证结果的正确，首先要将两个数进行符号位扩展，扩展为8bit。运算过程如图3.22所示。运算结果取低8位。不难验证结果的正确性。
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图3.22　负数与正数相乘



4．负数×负数

负数与负数相乘其结果必为正数。以（-3）×（-6）为例，其中（-3）10
 ＝（1101）2C
 ，（−6）10
 ＝（1010）2C
 。为了保证结果的正确，首先要将两个数进行符号位扩展，扩展为8bit。运算过程如图3.23所示。运算结果取低8位。

[image: ]
图3.23　负数与负数相乘



假定被乘数和乘数位宽分别为M1
 和M2
 ，根据以上分析可得如下结论：

（1）无论是无符号数相乘还是有符号数相乘，其乘积的位宽必定为M1
 ＋M2
 ；

（2）如果被乘数和乘数均为有符号数，那么相乘之前首先要进行符号位扩展，将被乘数和乘数均扩展为M1
 ＋M2
 位。


 3.3.2　基于移位相加的乘法器

根据乘法运算的原理可知：乘法运算最终可分解为一系列的移位、相加操作。这正是移位相加型乘法器的设计依据。

为方便起见，以两个无符号数相乘为例，仍以（3）×（6）分析说明。（6）10
 ＝（110）2
 ，设定b2
 ＝1，b1
 ＝1，b0
 ＝0，分别表示了（6）的二进制补码的第2位、第1位和第0位，则（3）×（6）可表示为
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3×22
 表示将3左移两位，3×21
 表示将3左移一位，由此可得如图3.24所示的硬件结构。从图中可以看出bi
 ＝i（0，1，2）在乘法运算过程中发挥的作用，它将决定MUX的输出是零还是移位后的结果。首先要对被乘数和乘数高位补零，使补零后的位宽为6bit。图中SL（Shift Left）为左移操作，将输入数据左移一位。三个MUX控制端分别与b0
 、b1
 、b2
 相连。当控制端为1时，MUX输出移位后的结果，否则输出全零。移位的结果相加为最终乘积。
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图3.24　移位相加型无符号数乘法器硬件结构



从另一角度看，图3.24中SL和加法器可分时复用，那么就形成了如图3.25所示的硬件结构。图中依然有左移操作模块SL和数据选择器MUX，此外增加了右移操作模块SR和位选择模块BG（Bit Get）。SR模块的目的是将另一输入数据逐步右移以获取b0
 、b1
 、b2
 ，而这正是右移结果的最低位。BG模块则是选择右移结果的最低位输出作为MUX的控制端。nd为ain和bin更新标记信号，高有效。这个结构存在的问题是有组合逻辑反馈之路，所以，最好在SL和SR输出端添加寄存器，这样nd的周期将变为4个时钟周期。
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图3.25　移位相加型无符号数乘法器分时复用硬件结构



与图3.25相应的时序如图3.26所示。图中nd（new data）为新输入数据标志信号，高有效。ain、bin为输入数据，其中需要对ain进行高位补零，使最终位宽与乘积位宽一致。该时序显示了（3）×（6）与（5）×（5）的求积过程。ain左移得到ain_sl，bin右移得到bin_sr，而sel则是bin_sr的最低位。当sel为1时，节点B输出ain_sl，否则输出0。节点S显示了累加的过程。捕获信号capture为高时将乘积结果输出至prod端。
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图3.26　移位相加型无符号数乘法器分时复用结构的时序图



从时序图中可以看出，从输入到输出的Latency与输入数据的位宽有关，这意味着输入数据以慢速率进行，而内部运算则是以快速率进行。以fin
 表示输入数据速率，以fclk
 表示内部运算速率，以Wdin
 表示输入数据位宽，则它们之间的关系可表示为
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而这也正反映了nd与capture周期的来历，二者周期均取决于输入数据的位宽。显然这是一种串行结构，使得输入数据速率与内部运算速率无法达到一致。为此，可采用全并行的结构，如图3.27所示。图中SLi（i＝0，1，2）表示对输入数据ain左移i位。BGi（i＝0，1，2）表示获取输入数据bin的第i位。整个结构是一个全流水结构，输入数据速率可以和内部运算速率完全一致，但付出的代价是资源的增加。
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图3.27　全并行移位相加型乘法器硬件结构



对于有符号数的相乘仍然可以采用上述结构，以（-3）×（6）为例。（-3）以4位二进制补码表示为（1101），（6）以4位二进制补码表示为（0110），则
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故可得如图3.28所示的硬件结构。与图3.27相比，首先需要对输入数据ain符号位扩展为8bit；其次，bin的最高位除了作为MUX的控制端外，还用作相应加法器的控制端，当其为1时，加法器执行减法操作，否则执行加法操作，这在式（3.17）有所体现。
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图3.28　移位相加型有符号数乘法器硬件结构




 3.3.3　基于ROM的乘法器

乘法器的另一种实现思想是采用ROM的方式，即将被乘数与乘数连接起来拼成地址，把两者所有可能的乘积按照地址号存放在ROM的地址空间内，两个数相乘时，根据两者构成的地址从ROM中索取乘积结果。由于ROM可采用分布式逻辑资源实现，也可采用嵌入式Block RAM实现，各有优势，可满足不同场合的需求，故该方法具有一定的灵活性。

两个Nbit二进制数相乘，其结果为2Nbit，这意味着ROM的深度为22N
 ，宽度为2N，占用存储空间大小为22N
 ×2N。以两个4bit数相乘为例，其存储空间大小为256×8bit，如图3.29所示。无论是有符号数相乘还是无符号数相乘都适用。显然，随着位宽的增长存储空间将以指数速度膨胀。这正是这种方法的一个弊端。
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图3.29　以ROM方式实现两个4bit数相乘



由于上述弊端，一种改进方法就是进行位分解，将两个大位宽的数相乘分解为多个小位宽的数相乘。例如，两个4bit数相乘，可将4bit拆分为两个2bit，从而变成四个2bit数相乘。为了保证最终乘积结果的正确，需要对中间四个乘积结果进行移位处理。为方便起见，以两个无符号数（11）×（6）对应二进制（1011）×（0110）相乘为例，以H1
 、H2
 分别表示（1011）和（0110）的高两位，以L1
 、L2
 分别表示其低两位，故
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根据式（3.18）可得其处理流程如图3.30所示。

[image: ]
图3.30　相乘的位分解处理流程



图3.30中，“[image: ]
 ”表示将输入数据左移n位。基于此设计思想，可得如图3.31所示的硬件电路结构。

[image: ]
图3.31　利用位分解以多个ROM实现两个4bit无符号数相乘的硬件电路



图3.31中BG模块用于分选出数据的高两位（H）和低两位（L）。四个ROM完全相同，深度均为16，宽度均为4，存储内容均为两个无符号数相乘的结果，如表3.2所示。


表3.2　位分解方式无符号数ROM中存储的内容
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对ROM输出的4bit数据首先要进行高位补零，将其扩展为8bit，以免后续移位操作使有效位移出，这和前文所述乘法原理是完全一致的。SL0表示对数据左移0位，SL2表示对数据左移2位，SL4表示对数据左移4位。得到的部分乘积相加为最终结果。整个结构采用了全流水的方式，可高速运行。与图3.29相比，存储空间由原来的256×8bit变为16×4×4bit，缩减为原来的1/8。可见，此方法对于减小存储空间是非常有利的，此外，也减小了制作ROM存储数据的工作量。

对于有符号数，仍然可以采用位分解方式，相应的硬件结构与图3.31完全一致，只是ROM中存储的内容有所不同。以两个4bit有符号数相乘为例，此时需要将每个数的高两位视为有符号数，低两位视为无符号数。ROM中所存储的数据如表3.3所示。可见，Ha
 Lb
 和Hb
 La
 对应的ROM所存储的内容是一致的。


表3.3　位分解方式有符号数ROM中存储的内容
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对于有符号数，另一种方法是将其转换为无符号数相乘，使得ROM中所存储数据的制作较为容易。对于最终果，将根据两个数的符号位判断是否进行求补处理。相应的硬件结构如图3.32所示。这里仍以两个4bit数相乘为例，将其分解为四个2bit数相乘。根据A和B的符号位进行判断，如果符号位为1，则前级两个MUX分别输出A和B求补后的结果，否则分别输出A和B。可见，前级两个MUX总是输出|A|和|B|，从而，后续乘法的被乘数和乘数即可当作无符号数，实现了由有符号数相乘到无符号数相乘的转换。这就使得图3.32中的ROM与图3.31中的ROM完全一致，即存储的均为两个2bit无符号数相乘的结果。最终结果prod则要根据A和B的符号位异或（XOR）的结果进行判断。当异或结果为1时，说明A和B有一个为正数，而另一个为负数，故将p求补的结果赋给prod。当异或结果为0时，说明A和B同为正数或同为负数，故将p赋给prod。
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图3.32　采用位分解的两个4bit有符号数相乘的硬件结构



图3.32中四个ROM完全相同：具有相同的深度、相同的宽度和相同的存储内容。从而，可以通过分时复用达到资源共享的目的，节省了资源，而付出的代价就是系统速度的降低。为实现分时复用就需要额外的控制逻辑，以便从输入数据中分时提取ROM地址以索取部分积。整个电路的硬件结构如图3.33所示。图中对输入数据所采取的措施与图3.32中的完全一致，都为同一个目的，即保证第一级MUX输出的是输入数据的绝对值。第二级MUX共四个，每两个一组，在控制信号sel_a和sel_b的作用下分选出前级MUX输出数据的数据位，分时形成四个地址送入ROM的地址输入端。其中，Ai
 （i＝0，1，2，3）是数据|A|的第i位数据，且第0位为LSB，第3位为MSB；相应地，Bi
 （i＝0，1，2，3）是数据|B|的第i位数据。控制模块control输出四个控制信号：第二级MUX的选择信号sel_a和sel_b、移位模块的控制信号shift（控制输入数据左移位数）和捕获寄存器捕获信号capture（捕获累加结果）。
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图3.33　采用分时复用位分解的两个4bit有符号数相乘的硬件结构



图3.33中控制模块输出时序如图3.34所示。控制模块实质是一个模值为4的计数器cnt4，sel_a为cnt4的MSB，sel_b为cnt4的LSB，从而控制四个MUX输出相应的数据构成ROM的地址addr。对cnt4译码产生移位模块的控制信号shift.。译码规则为当cnt4为0时，输入数据左移0位；当cnt4为1或2时，输入数据左移2位；当cnt4为3时，输入数据左移4位。捕获信号capture也将通过对cnt4译码产生。此外，需要注意的是此电路后续运算速率是输入数据率的4倍，这一点在图3.34中也有所体现，这也正是为节省资源所付出的代价。
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图3.34　图3.33电路中控制模块输出时序



采用ROM的方式实现乘法实质上是用“人工计算”代替了“FPGA内部计算”，即预先将所有可能的结果存储在ROM中，再通过索引的方式查找到相应的乘积。这就必须保证ROM中所存数据的正确性以及数据与地址的匹配性。这种方式也体现了FPGA内部资源配置的灵活性，尽管ROM还是用来存储数据的，但最终实现的却是运算功能。在某些需要较多乘法器的场合，这不失为一种好的选择。


 3.3.4　与固定数相乘的乘法器（KCM）

事实上，在乘法器的使用过程中经常会出现被乘数或者乘数为固定常数的情形，如固定系数的FIR滤波器。以K表示此固定常数，称此类乘法器为固定系数乘法器KCM（K-Constant Coefficient Multiplier）。对于KCM，可根据K的数值特性，设计出具有针对性的乘法器而避免浪费硬线乘法器资源。

采用移位相加的方法可实现KCM。此时，如果K为2n
 或者非常接近2n
 ，此方法非常适用。例如，K＝9，可将其分解为（23
 ＋1），则A与K相乘即变为将A左移3位再与A相加。假定A为4bit二进制补码，则乘积结果的范围为［-72，63］，可用8bit二进制补码表示。确定了乘积的位宽也就确定了中间数值（移位后的数值）的位宽。图3.35显示了A分别为3和-5的求解过程。图中“[image: ]
 ”表示将输入数据左移3位，SE表示符号位扩展（Signed Extend）。对于A与K均为无符号数的情形，只需将图中的SE替换为高位补零操作即可。
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图3.35　K为正数时移位相加的求解过程



当K＝-9时，仍可采用上述流程，但需要将上述结果求补，如图3.36所示。

[image: ]
图3.36　K为负数时移位相加的求解过程



当有多个固定系数时，可根据系数特征共享移位单元。例如，K1
 ＝9，K2
 ＝12，可采用如SysGen模型3-1所示的结构。此时，红色标记（椭圆框内）的单元被共享。

SysGen模型3-1　多个系数共享移位单元

[image: ]


采用ROM的方式也可实现KCM。例如，两个4bit二进制补码数A与K相乘，K为固定常数，假定为7。此时，将A作为ROM的地址输入端，ROM内与地址相对应存储着乘积结果，如图3.37所示。可知乘积结果的取值范围为［-56，49］，只需要7位二进制补码表示，与常规的两个4bit数相乘结果为8bit相比，节省了一位。此外，与图3.29相比，ROM的存储空间也从256×8bit变为16×7bit，有很大程度的缩减。当A与K均为无符号数时，仍可采用图3.37所示结构，只需改动ROM内的存储数据即可。

[image: ]
图3.37　采用ROM的方式实现KCM



为进一步缩减存储空间的大小，可采取位分解的方法。对于无符号数相乘的KCM，仍可采用图3.30所示的处理流程，而对于有符号数相乘的KCM，则需要对其进行一定的改动。为便于说明，仍以两个4bit数A与K相乘为例，且取K＝-5，其4位二进制补码为（1011）。将A分为高两位H和低两位L。把L视为无符号数，则L可能的取值为0、1、2和3，L与-5相乘结果分别为0、-5、-10和-15，将它们相应的6位二进制补码存储在ROM_L中。把H视为有符号数，则H可能的取值为0、1、-2和-1，H与-5相乘的结果分别为0、-5、10和5，将它们相应的6位二进制补码存储在ROM_H中。计算时，以L和H分别作为ROM_L和ROM_H的地址索取相应的部分积，对部分积再做进一步处理得到最终结果。整个硬件结构如图3.38所示。如果A＝-7，其4位二进制补码为（1001），则L＝01，H＝10，故ROM_L输出（11011），ROM_H输出（01010）。进一步，SE模块输出（1111011），SL2模块输出（0101000），两者相加为（0100011），对应十进制35。如果A＝7，其4位二进制补码为（0111），则L＝11，H＝01，故ROM_L输出（10001），ROM_H输出（11011）。进一步，SE模块输出（1110001），SL2模块输出（1101100），两者相加为（1011101），对应十进制-35。可见，位分解的实质仍是二进制乘法原理。从图中可以看出存储空间大小为4×5×2＝40bit。如果不采用位分解，则存储空间大小为16×7＝112bit。这也证明了位分解可有效缩减存储空间。

[image: ]
图3.38　采用位分解的KCM



图3.38所示的方法需要对符号位部分和权值位部分分别制作ROM，显得过于烦琐。为此，可做如下改进，如图3.39所示。其思想是，将A取绝对值与K相乘，对乘积结果根据A的符号位进行修正。输入数据A转换为正数可通过图中的MUX实现，即当A的符号位为1时，MUX输出A求补后的结果，否则输出A，那么MUX输出的数据必然为正数。两个ROM完全一致，存储数据均为0、-5、-10和-15。对于乘积结果，仍需要根据A的符号位判断。当A的符号位为1时，输出prod_temp的补码，否则输出prod_temp。显然，该方法对于K为正数也是适用的。此外，由于图中两个ROM完全一致，故也可采用类似图3.33所示的结构对ROM进行分时复用或者采用双端口ROM以节省资源。

[image: ]
图3.39　将有符号数转换为无符号数采用位分解实现KCM



当有多个固定系数时，也可采用ROM的方式实现。例如，有两个固定系数K1
 、K2
 ，均为9bit，输入数据亦为9bit，则乘积位宽为18bit。此时可分别制作两个ROM，每个ROM均为512×18bit，若采用Xilinx 7系列FPGA将占用两个18K Block RAM。也可以制作一个ROM，制作方式如表3.4所示。此时，ROM为512×36bit，只占用一个18K Block RAM。

表3.4　多系数KCM的ROM制作方式



	地址
	高18位
	低18位



	0
	0×K1

	0×K2




	1
	1×K1

	1×K2




	…
	…
	…



	511
	511×K1

	511×K2






 3.3.5　复数乘法

复数乘法运算在数字信号处理中会经常用到，如式（3.19）所示。

[image: ]


可见，完成一次复数乘法运算需要4次实数乘法和2次实数加法，其硬件结构如图3.40所示。

[image: ]
图3.40　复数乘法运算基本结构



相对于加法运算，乘法运算会消耗更多的FPGA内部逻辑资源。如果可以减少乘法运算，尽管这样可能会增加加法运算，但总体而言仍会在一定程度上降低逻辑资源。这未尝不是一种可供选择的方法，式（3.20）证明了其可行性。

[image: ]


式（3.20）中，乘积的虚部所包含的三个乘积项中有两个与实部的两个乘积项完全相同。这就使得完成一次复数乘法运算需要3次实数乘法和5次实数加法。与式（3.19）相比，减小了1次实数乘法而增加了1次实数加法。相应的硬件结构如图3.41所示。

[image: ]
图3.41　改进的复数乘法运算基本结构




 3.4　除法运算


 3.4.1　基于恢复余数（Restoring）算法的除法器

在四个基本运算中，除法运算最为复杂。这里，我们从传统的手工计算除法的方式说起。以两个无符号数相除为例，5621/3，如图3.42所示，图中5621为被除数（Dividend），3为除数（Divisor），最终的商（Quotient）为1873，余数（Remainder）为2。计算的第一步是获得商的最高位1，同时用被除数的最高位5减去3，如该图左半部分所示。事实上，这里的3表示的数值为3000，得到部分余数2621。同样地，第二步得到的部分余数为221。将部分余数的真实值还原如该图的右半部分所示，图中R（i）（i＝4，3，…，0）表示部分余数。

[image: ]
图3.42　手工计算除法



以D表示除数，Q表示商，R表示余数，qi
 （i＝0，1，2，3）表示商的第i位数字，于是手工的计算过程可表示为

[image: ]


上述过程可进一步概括为

[image: ]


式中i＝n-1，n-2，…，0。这里n表示商的位宽，上述运算中n为4。

那么qi
 是如何确定的呢？以上述案例中的q3
 为例，若q3
 ＝2，则q3
 ·D·103
 ＝6000，此数值大于被除数5621，于是确定q3
 为1。这个过程在硬件实现时，需要通过减法操作来实现，并判断部分余数的正负。换言之，若部分余数一旦为负，表明此时的qi
 较大，需要将其恢复到部分余数为正以获取正确的qi
 ，这正是“恢复”的含义
[3]

 。恢复余数的过程可如表3.5所示。


表3.5　恢复余数的算法过程

[image: ]


对于二进制，由于商的每一位取值非0即1，因此，式（3.21）可替换为

[image: ]


在计算时，先假定qi
 为1，若R（i）为负，说明假定不成立，则取qi
 为0；若R（i）为正，说明假定成立，则取qi
 为1。以123/9为例，其运算过程如表3.6所示。

表3.6　二进制时的恢复余数算法过程



	123-1×9×23
 ＝＋51
	
	q3
 ＝1



	51-1×9×22
 ＝＋15
	
	q2
 ＝1



	15-1×9×21
 ＝-3
	
	q1
 ＝1



	15-0×9×21
 ＝＋15
	恢复
	q1
 ＝0



	15-1×9×20
 ＝＋6
	
	q0
 ＝1




硬件实现时一个重要问题是如何确定各参数的字长。乘法运算时，两个nbit数相乘，其结果用2nbit表示必定能确保不会溢出。但是对于除法运算，如果被除数为2nbit，除数为nbit，商的位宽有可能会大于nbit，例如15/3，其中15为4bit无符号数，3为2bit无符号数，商为5，需要用3bit二进制表示。因此，被除数和除数的字长不能简单地根据乘法运算的关系来确定。这里以无符号整数为例，假定除数D为nbit，商Q为nbit，则Q≤2n
 -1。由于R<D，所以R的位宽可设置为nbit。以Y表示被除数，则

[image: ]


2n
 D表示将D左移nbit，这意味着Y的高nbit小于D。因此，基于Restoring算法的无符号除法运算具有如下特征：

（1）各参数的字长：被除数为2nbit，除数、商和余数均为nbit。

（2）被除数的高nbit必须小于除数，如式（3.23）所示。

（3）算法需要迭代n次，如表3.6所示。

Restoring算法流程如图3.43所示，每次迭代所涉及的基本运算如式（3.22）所示，由移位和减法操作构成。式（3.22）的硬件架构如图3.44所示，这也是Restoring算法的基本运算单元。硬件实现时，每次迭代可将基本运算单元共享，这会减少资源利用率，但也降低了系统的数据吞吐率；也可将迭代展开，每次迭代有自己独立的运算单元，从而实现流水处理，但也增加了系统的Latency。图3.44中运算单元Latency为2，对于nbit商，需要Latency为2n。为降低Latency，可将运算单元的Latency设置为1，只需去掉其中一级寄存器即可，这样系统的Latency即为n。

[image: ]
图3.43　Restoring算法流程



[image: ]
图3.44　Restoring算法基本运算单元硬件架构



Restoring算法无法直接应用于有符号数。对于有符号数需要先将其转换为无符号数再利用Restoring算法，而商和余数的符号也需要根据被除数和除数的符号做进一步判断。

Retoring算法的Matlab代码如Matlab代码3-1所示。

Matlab代码3-1　function: div_rst



01 function [r, q] = div_rst(y, d, n)
02 % y = d * q + r
03 % Both y and d are unsigned integer
04 % n is the width of d, r and q
05 % 2n is the width of y
06 if (y >= 2^n * d)
07   error ('Dividened must be less than 2^n * divisor.');
08 end
09 qi = zeros(1, n);
10 ri = zeros(1, n+1);
11 ri(n+1) = y;
12 for k = n : -1 : 1
13   qi(k) = 1;
14   ri(k) = ri(k+1) - qi(k) * d * 2^(k-1);
15   if ri(k) < 0
16     qi(k) = 0;
17     ri(k) = ri(k+1) - qi(k) * d * 2^k;
18   end
19 end
20 r = ri(1);
21 q = binvec2dec(qi);





 3.4.2　基于不恢复余数（Non-Restoring）算法的除法器

恢复余数算法中所谓“恢复”是指若当前余数出现负值时要将其恢复到前一次的结果。不恢复余数算法
[4]

 则不进行此操作。为什么可以这么做呢？以恢复余数算法为基础，假定第k次迭代所得余数为R（k）。根据式（3.22）可知

[image: ]


若R（k）<0表明qk
 ＝1，则先要恢复余数R（k），使其为正值R（k＋1）。于是第k-1次迭代变为

[image: ]


若不恢复余数，R（k）保留其负值即R（k＋1）-D·2k
 ，于是第k-1迭代变为

[image: ]


显然，式（3.26）的计算结果是错误的，但如果将第k-1改为

[image: ]


与式（3.26）相比，式（3.27）中对D·2k-1
 项执行了加法操作；与式（3.25）对比，此时的计算结果为正确值。以117/10为例，Restoring算法和Non-Restoring算法的计算过程如表3.7所示，两者在运算过程中所用到的部分余数如图3.45所示。


表3.7　117/10的Restoring算法与Non-Restoring算法计算过程

[image: ]




[image: ]
图3.45　Restoring算法和Non-Restoring算法运算过程中的部分余数



Non-Restoring算法至此并未结束。以33/7为例，其中33为6bit，7为3bit，其迭代过程如表3.8所示。

表3.8　33/7的Non-Restoring算法迭代过程



	Non-Restoring算法



	R（3）
	33
	



	R（2）
	33-1×7×22
 ＝5
	q3
 ＝1



	R（1）
	5-1×7×21
 ＝-9
	q2
 ＝0



	R（0）
	-9＋1×7×20
 ＝-2
	q0
 ＝0




从表3.8中可看出，最终的商为二进制100即十进制4，这是正确的，而余数为-2，这是错误的。余数必须为正，所以还必须做进一步的校正。校正的原则是若R（0）为负，则最终余数应为R（0）＋D。因此，Non-Restoring算法流程如图3.46所示。

[image: ]
图3.46　Non-Restoring算法流程



与Restoring算法相比，Non-Restoring算法具有如下特征：

（1）qi
 取决于R（i）的正负，而不是预先假定为1，再根据R（i）的运算结果进行修正。

（2）R（i）的正负同时决定了下次迭代是执行减法还是加法运算。

（3）根据R（0）的正负需要对余数进行校正。

Non-Restoring算法迭代单元硬件架构如图3.47所示。图中-（[image: ]
 ）表示对左移后的结果求补。由于还需要根据R（0）的正负对余数进行校正，还应包括校正电路，此处不再给出。

[image: ]
图3.47　Non-Restoring算法基本迭代单元硬件架构



Non-Restoring算法的Matlab代码如Matlab代码3-2所示。

Matlab代码3-2　function: div_nonrst



01 function [q, r] = div_nonrst(y, d, n)
02 % y = d * q + r
03 % Both y and d are unsigned integer
04 % n is the width of d, r and q
05 % 2n is the width of y
06 if (y >= 2^n * d)
07   error ('Dividened must be less than 2^n * divisor.');
08 end
09 qi = zeros(1, n);
10 ri = zeros(1, n+1);
11 ri(n+1) = y;
12 for k = n : -1 : 1
13   if (ri(k+1)>0)
14     ri(k) = ri(k+1) - d * 2^(k-1);
15   else
16     ri(k) = ri(k+1) + d * 2^(k-1);
17   end
18   if (ri(k)>0)
19     qi(k) = 1;
20   else
21     qi(k) = 0;
22   end
23 end
24 if (ri(1)<0)
25   ri(1) = ri(1) + d;
26 end
27 r = ri(1);
28 q = binvec2dec(qi);




上述Restoring算法和Non-Restoring算法均不适用于有符号数，但可将有符号数转换为无符号数，再应用Restoring或Non-Restoring算法，并对最终输出进行校正即可得到正确结果。对于有符号数除法，要求余数与被除数符号一致。这里将详细阐述校正原理。

无符号数除法，Y/D，商为Q，余数为R，则

[image: ]


这里Y、D、Q和R均为正数。如果被除数为负数，除数为正数，则式（3.28）可改写为

[image: ]


于是，此时的商应为-Q，余数为-R。依此类推，可得表3.9所示结论。表中Y和D的最高位为符号位。不难看出，商的符号取决于Y和D的最高位异或的结果，余数的符号与Y的符号一致。基于此，有符号数应用于Restoring/Non-Restoring算法时的处理流程如图3.48所示。

表3.9　有符号数应用于Restoring/Non-Restoring算法时的校正规则



	被除数Y的最高位
	除数D的最高位
	商
	余数



	0
	0
	Q
	R



	0
	1
	-Q
	R



	1
	0
	-Q
	-R



	1
	1
	Q
	-R




[image: ]
图3.48　有符号数应用于Restoring/Non-Restoring算法时的处理流程




 3.4.3　基于级数展开算法的除法器

定义

[image: ]


这里已将D归一化至［0.5，1）。

根据Taylor级数可将其展开为

[image: ]


进一步可改写为

[image: ]


同时注意到

[image: ]


综上所述，可将1/D的求解过程分解为如下步骤完成：

第一步：制作查找表，将[image: ]
 存储于查找表中；

第二步：[image: ]
 ，1次乘法运算；

第三步：[image: ]
 ，1次加法运算；

第四步：[image: ]
 ，1次乘法运算；

第五步：[image: ]
 ，1次加法运算；

第六步：[image: ]
 ，1次乘法运算；

第七步：[image: ]
 ，1次加法运算。

第一步的查找表有两个关键指标：深度和宽度。其中宽度即所存储数据的位宽，可根据系统精度要求确定，而深度取决于地址的位宽，这和除数D的位宽有关。假定D为Nbit，如果地址位宽也为Nbit，那么查找表的深度即为2N
 。当N较大时，将占用大量的存储资源。为此，可选用D的部分位宽作为地址。假定选取D的高m-1位作为地址，如图3.49所示，图中S为符号位，由D的取值范围可确定S为0，bi
 （i＝1，2，…，N）为D的第i位二进制数，地址位由[image: ]
 构成，这意味着D从第m位开始的数据被抛弃，这必然带来误差。

[image: ]
图3.49　选取D的高m-1位作为地址



如果要求最大误差为ε，则

[image: ]


进一步整理为

[image: ]


由于[image: ]
 ，式（3.36）可改写为

[image: ]


考虑到D的取值范围，式（3.37）可进一步缩放为

[image: ]


从而

[image: ]


以ε＝2-9
 为例，由式（3.39）可知m＝11，这意味着D的高10位作为地址。结合D的取值范围，可知以二进制表示时为0.1x，这意味着可进一步减少地址位宽为9bit。

从第一步运算至第七步，需要3次乘法运算和3次加法运算，为了得到1/D还需要3次乘法运算，除此之外，为计算Y·（1/D）还需要1次乘法运算。因此，总共需要7次乘法运算和3次加法运算。相应的硬件架构如图3.50所示。

[image: ]
图3.50　基于级数展开算法的除法器硬件架构




 3.4.4　基于Newton-Raphson算法的除法器

Newton-Raphson算法的基本思想是将非线性方程线性化，以线性方程的解逼近非线性方程的解。将其应用于除法运算中，其步骤如下。

第一步：构造函数

[image: ]


这里D∈［0.5，1）。

第二步：估计f（x）＝0的解为x1
 ＝1，获得过点[image: ]
 的切线方程为

[image: ]


第三步：根据式（3.41）求得y＝0时的解，记为x2


[image: ]


第四步：获得过点[image: ]
 的切线方程，并求得其为0时的解，记为x3


[image: ]


重复上述迭代过程。记第n次迭代所获得的切线方程其为0时的解为xn
 ，则

[image: ]


由此可见，该迭代过程是用切线方程的解去逼近式（3.40）所示的非线性方程的解1/D。这种迭代过程如图3.51所示。

[image: ]
图3.51　Newton-Raphson算法的迭代过程



根据式（3.40）可知

[image: ]


于是

[image: ]


结合式（3.40），将式（3.47）代入式（3.45）可得

[image: ]


其中x1
 ＝1，为初始值。

为进一步说明，举例如下：取D＝0.625，根据式（3.48），迭代过程如表3.10所示。从表中不难看出，经过4次迭代之后就可以获得准确的1/D。

表3.10　D＝0.625时的迭代过程



	Newton-Raphson迭代过程
	与1/D绝对误差



	X1

	1
	0.6000



	X2

	1×(2-0.625)＝1.375
	0.2250



	X3

	1.375×(2-0.625×1.375)＝1.5684
	0.0316



	X4

	1.5684×(2-0.625×1.5684)＝1.5994
	0.0006



	X5

	1.5994×(2-0.625×1.5994)＝1.6
	0.0000




应用Newton-Raphson算法时，有两个重要的因素需要考虑：初始值和迭代次数。初始值影响算法的收敛速度和最终结果的精度，当D∈［0.5，1）时，可取初始值为x1
 ＝1。若D为16bit无符号小数且位于［0.5，1）时，迭代次数与最大绝对误差如图3.52所示。此外，每次迭代需要执行2次乘法运算和1次加法运算，如果系统要求流水处理，则要将迭代展开，意味着每次迭代有自己独立的运算单元，从而显著影响最终资源用量。

[image: ]
图3.52　迭代次数与最大绝对误差的关系



将式（3.48）进一步展开，取x1
 ＝1，则

[image: ]


若取x＝D−1代入式（3.52）中，则

[image: ]


这与级数展开算法中的式（3.32）是一致的。可见，构造函数[image: ]
 利用Newton-Raphson算法与级数展开算法本质是一致的，都是在求取D的倒数，只是出发点不同。


 3.5　开方运算


 3.5.1　基于不恢复余数算法的开方运算

在讨论Non-Restoring算法之前，我们先介绍一下传统的手工计算平方根的方法。为便于说明，以十进制数61458为例，其平方根为247，余数为449，即61458＝2472
 +449。求解过程如图3.53所示。这里以D表示被开方数，Q表示平方根，R表示余数。

[image: ]


图3.53　手工计算平方根的过程

由图3.53不难看出，求解过程可分为如下几步。

（1）将被开方数由低位至高位每两位分为一组；

（2）由高两位06开始，对应的平方根为2，即Q（2）＝2。将Q（2）左移1位并与6相减获得部分余数r2
 ＝2；

（3）r2
 与D（3）D（2）合并构成214，将Q（2）左移1位为4，根据[image: ]
 ，确定Q（1）＝4，并获得部分余数r1
 ＝38；

（4）r1
 与D（1）D（0）合并构成3858，［Q（2）Q（1）］左移1位为48，根据［48Q （0）］ × Q（0）≤3858确定Q（0）＝ 7，并获得部分余数r0
 ，此即为最终余数R。

可见，该算法是一种迭代的过程，每次迭代获得平方根的某一位。这其实就是恢复余数（Restoring）算法。

在十进制数中，Q（k ）（k＝0，1，2）取值范围为0～9的整数。计算［4Q（1）］×Q（1）≤214和［48Q（0） ］×Q（0）≤3858时是一种尝试的过程，这保证了rk
 ≥0（k＝0，1，2）。

由于D＝Q2
 +R，那么D＜（Q＋1）2
 ，即[image: ]
 ，从而可得[image: ]
 。R为整数，故R≤2Q。2Q为Q左移1位的结果，这表明R的位宽最多比Q的位宽大1。可见，被开方数的位宽决定了平方根的位宽，同时也决定了迭代次数。

将上述算法应用于二进制数的开方，为便于说明，这里以8bit数据（10010011）2
 为例，如图3.54所示，对应十进制（147）10
 ，其开方的结果为（12）10
 ，余数为（3）10
 。采用Restoring算法的求解过程如图3.55所示。

[image: ]
图3.54　8bit数据（10010011）2




[image: ]


图3.55　Restorin g算法求解平方根的过程

被开方数为8bit，故平方根为4bit，需要4次迭代。定义

[image: ]


当k＝2时，

[image: ]


由于r2
 ＞0，故

[image: ]


式（3.55）代入式（3.56）中，可得

[image: ]


当k＝1时，有

[image: ]


由于r1
 ＜0，故

[image: ]


式（3.59）代入式（3.60）中，可得

[image: ]


当k＝0时，由于r1
 ＜0，应将部分余数恢复为r2
 ，所以

[image: ]


由于r0
 ＜0，故

[image: ]


如前所述，R的位宽比Q的位宽大1。对于8bit被开方数而言，第k次迭代所得qk
 的位宽为4−k，对应的真正部分余数位宽为4−k+1，而图3.55中的部分余数rk
 位宽为4 −k+2，最高位为符号位，即图中的虚线框所示。但不难看出，计算rk-1
 时，只需要rk
 的低4−k+1位。

对于2nbit的被开方数，需要n次迭代，当k＝n−1时

[image: ]


当0≤k≤n-2时

[image: ]


Restoring算法很直观，但存在的问题是：若当前部分余数为负时，需要额外的加法操作使其恢复到前一次迭代时产生的部分余数。这不仅需要额外的资源，还增加了Latency。是否可以不恢复余数呢？这需要对算法进行一定的修改。

由式（3.62）可知，式（3.63）可重写为

[image: ]


由式（3.61）可知，式（3.70）可重写为

[image: ]


式（3.71）中

[image: ]


故

[image: ]


这样，计算r0
 时不需要将r1
 恢复到r2
 ，而直接利用r1
 即可，只是此时q1
 后拼接的是11而不是01，这就是不恢复余数（Non-Restoring）算法。利用Non-Restoring算法计算（10010011）2
 的平方根的过程如图3.56所示。

[image: ]


图3.56　Non-Restoring算法求解平方根的过程

对于2nbit被开方数，应用Non-Restoring算法，需要n次迭代。k ＝n−1时的操作与式（3.66）、式（3.67）一致。当0≤k≤n-2时

[image: ]


Q（k）与式（3.69）一致。

k＝n−1时，式（3.66）为两个2bit数相减，结合式（3.67）可得表3.11所示的真值表。

表3.11　式（3.66）和式（3.67）对应的真值表



	D（2n−1）
	D（2n−2）
	rn−1
 =cba
	Q（n−1）



	0
	0
	111
	0



	0
	1
	000
	1



	1
	0
	001
	1



	1
	1
	010
	1




由表3.11不难得出

[image: ]


从而，可将电路优化为图3.57所示结构。由于c只用于获取Q（n-1），后续迭代中不会再使用，故可将其抛弃掉。

[image: ]
图3.57　求取Q（n-1）时的优化电路



由式（3.74）可知，拼接位01和11取决于Q（k+1），因此，拼接位可表示为[image: ]
 ，而不用通过MUX选取。进而，式（3.74）对应的电路单元可表示为图3.58所示结构。图中Q（k+1）根据式（3.74）控制加法器执行加法操作还是减法操作。同时，式（3.74）中[image: ]
 的位宽均为n-（k+1）+2即n−k+1，[image: ]
 的位宽为n-（k+1）+1+2即n-k+2，而rk
 的位宽为n-k+1，这表明[image: ]
 的低n-k+1有贡献，从而可抛弃rk+1
 的最高位即符号位。

[image: ]


图3.58　式（3.74）对应的电路

对图3.58所示电路还可进一步优化，结合8bit被开方数，开方运算电路结构如图3.59所示。虚线框即为一个基本处理单元。需要注意的是此电路并不能保证获得正确的余数。根据此电路结构不难扩展到任意位宽的开方电路。

[image: ]


图3.59　被开方数为8bit的开方运算电路结构


 3.5.2　基于非线性IIR滤波器算法的开方运算

该算法由Mikami［4］
 等人提出，目的是为了支持定点实现，人们将其称为非线性IIR滤波器（NIIRF）算法，其结构如图3.60所示。图中x为输入数据（待开方数据），要求被归一化到0.25≤x＜1，y（n+1）为输出数据即开方估计值，β为迭代加速因子，与输入数据x的高4位有关。

[image: ]


图3.60　NIIRF算法结构

x与y（n+1）的关系可表示为

[image: ]


NIIRF算法的核心是利用LUT提供参数β，并对式（3.78）迭代两次。由于迭代次数明确，故可将迭代展开。其中，第一次迭代时，y（0）初始化为

[image: ]


式（3.79）中的固定常数是根据经验值选定的。第二次迭代时，根据式（3.78）可得y（1）为

[image: ]


加速因子β通过对平方根更新项x-y（n）2
 加权，使得新的y估计值y（n+1）具有更小的误差，从而达到提高精度的目的。

β与输入数据x的关系如表3.12所示。表中β的浮点值在硬件实现时以12bit无符号定点数表示存储在LUT中。同时，表中也给出了β以12bit无符号定点数表示时与真实值的绝对误差。NIIRF算法的绝对误差如图3.61所示。

表3.12　β与输入数据x的关系



	x的高四位
	β浮点值
	β以12bit无符号定点数表示
	β以12 bit无符号定点数表示时的绝对误差



	0100
	0.961914
	0xf64
	6.25E−08



	0101
	0.840332
	0xd72
	3.13E−08



	0110
	0.782715
	0xc86
	−1.56E−07



	0111
	0.734869
	0xbc2
	−5.72E−06



	1000
	0.691406
	0xb10
	2.50E−07



	1001
	0.654297
	0xa78
	−1.25E−07



	1010
	0.622070
	0x9f4
	3.12E−07



	1011
	0.595215
	0x986
	−1.56E−07



	1100
	0.573731
	0x92e
	−5.31E−07



	1101
	0.556152
	0x8e6
	3.44E−07



	1110
	0.516113
	0x842
	2.81E−07



	1111
	0.502930
	0x80c
	−3.12E−07




[image: ]
图3.61　NIIRF算法的绝对误差



NIIRF算法要求输入数据x的取值范围为［0.25，1），那么如果输入数据位于区间（0，0.25）时，就需要预先对其进行归一化操作。归一化操作的方法是对x乘以尺度因子4n
 ，这里n为正整数，需满足x与4n
 的乘积落入区间［0.25，1）。最终的平方根结果则利用尺度因子进行解归一化操作。由于[image: ]
 ，因此，解归一化操作的实质是将NIIRF的输出数据除以2n
 。由此可见，选取4n
 作为尺度因子有两个好处：归一化时对x乘以4n
 可通过对x左移2n位实现；解归一化时对输出数据除以2n
 可通过右移n位实现。当输入数据x大于1时，也可以通过归一化将其移入区间（0，1）。此时的归一化则是将x除以4m
 ，这里m为正整数，其值是x整数部分位宽的一半（要求x的整数部分位宽为大于等于2的偶数，若为奇数在最高位补0即可）。归一化后的数据落入区间（0，1）后，再判断是落入区间（0，0.25）还是区间［0.25，1），据此决定是否执行第二次归一化。这种归一化无须消耗任何硬件资源，只是数据格式的转换。

为便于说明，举例如表3.13所示。表中，当输入数据为7.5625时，第一次归一化是将输入数据右移4位，此时归一化的结果已落入区间［0.25，1），因此无须第二次归一化。NIIRF算法输出结果为0.6874，解归一化时将其左移2位即得目标结果2.75。当输入数据为3.25时，同样，第一次归一化是将输入数据右移4位，此时归一化的结果落入区间（0，0.25），需进行第二次归一化，将第一次归一化结果再左移2位。NIIRF算法输出结果为0.9014，解归一化时需先左移2位再右移1位，等效于左移1位，得到目标结果1.8046875。


表3.13　NIIRF算法归一化案例

[image: ]


综上所述，完整的NIIR F算法流程如图3.62所示。

[image: ]
图3.62　完整的NIIRF算法流程



根据图3.62的算法流程，不难得出其硬件实现时的基本架构，如图3.63所示，它分为三个模块：归一化模块、NIIRF算法模块和解归一化模块。其中，归一化模块仅包含第二次归一化，这是因为第一次归一化无须任何操作只需保证输入数据的整数部分字长为0或者大于等于2的偶数即可，这在表3.13所举案例中已经说明。因此，这里仅介绍第二次归一化如何实现。

[image: ]


图3.63　NIIRF算法基本硬件架构

第二次归一化的输入数据为无符号小数，且位于区间（0，1），为便于说明，这里以UFix_8_8数据类型为例，从表3.14不难看出，这其实就是一个优先编码器。归一化模块输出两个数据，第一个数据为归一化结果，传递给NIIRF模块；第二个数据为左移位数，提供给解归一化模块，以确定解归一化时需要右移的位数，这样看来解归一化模块就是一个译码器。

表3.14　第二次归一化时的移位操作



	输入数据二进制（UFix_8_8）
	是否需要左移
	左移位数



	.1xxx_xxxx
	N
	0



	.01xx_xxxx
	N
	0



	.001x_xxxx
	Y
	2



	.0001_xxxx
	Y
	2



	.0000_1xxx
	Y
	4



	.0000_01xx
	Y
	4



	.0000_001x
	Y
	6



	.0000_0001
	Y
	6




NIIRF模块就是执行第一次迭代运算和第二次迭代运算，因此可由这两个迭代模块构成。每次迭代所需要执行的乘法运算次数和加法运算次数如表3.15所示。

表3.15　每次迭代的运算量



	操作
	第一次迭代
	第二次迭代
	25合计



	乘法运算次数
	1
	2
	3



	加法运算次数
	1
	2
	4




两个迭代模块实现起来都较为直观、简洁，只是执行简单的乘法和加法运算。其中，第一次迭代时的常数2/3以0.666667代替，相应的硬件架构如图3.64所示。图中，coef_init（0）为0.666667，coef_init（1）为0.354167。如果需要将其中的乘法器和加法器以DSP48 E1实现，则如图3.65所示。

[image: ]


图3.64　NII RF模块基本硬件架构

[image: ]


图3.65　映射为DSP48E1的NIIRF模块基本硬件架构


 3.5.3　复数求模

在复数域内，开平方的一个应用实例就是复数求模，即对于复数I+jQ的幅度M进行计算，最精确的计算方法当然是

[image: ]


这种方法最终转化为无符号数的开平方运算，这可通过3.5节介绍的算法实现。本节将介绍一种近似方法来估计M，其表达式为

[image: ]


式中，A和B为常数，可以是不同的组合；Max为|I|和|Q|两者的最大值；Min为|I|和|Q|两者的最小值。

在A和B不同的组合中，我们特别关注一种组合即A＝15/16，B＝15/32。这样式（3.82）即变为

[image: ]


式（3.83）可进一步变为

[image: ]


从式（3.84）不难看出，在这种组合下，式（3.83）的优势是不需要进行显示乘法运算，这是因为A和B的值为二进制分数形式，其中的乘法运算很容易通过移位、加法和减法操作来完成。基于该算法来估计M的幅度，其最大误差为6.2％，平均误差为3.1％。相应的硬件架构如图3.66所示。

[image: ]


图3.66　基于式（3.83）的硬件架构

为进一步提高精度，可采用双系数的形式。常见的双系数形式有如下三种：

[image: ]


这里我们关注第一种即式（3.85）所示形式。由式（3. 85）可知，当Min≤Max/4时，意味着

[image: ]


此时，M的取值为Max，正是[image: ]
 与Max两者中的最大值。

当Min＞Max/4时，意味着

[image: ]


此时，M的取值为[image: ]
 ，仍是[image: ]
 与Max两者中的最大值。综上所述，式（3.85）可改写为

[image: ]


式中max为选大函数。采用式（3.85）的双系数算法估计M其最大误差为3.0％，平均误差为0.65％。与式（3.83）所示算法相比，最大误差降低了3.2个百分点，平均误差降低了2.45个百分点。可见，双系数算法进一步提高了精度。基于式（3.85）的硬件架构如图3.67所示，基于式（3.90）的硬件架构如图3.68所示。图3.67和图3.68中的比较模块与图3.66中的比较模块一致。图3.67与图3.68相比，两者所占资源相当，只是虚线框内的加法器位宽不同导致资源略有不同；两者的Latency是相等的。
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图3.67　基于式（3.85）的硬件架构

[image: ]


图3.68　基于式（3.90）的硬件架构

文献［5］中还给出了其他的A、B组合，这里引用如表3.16所示。

表3.16　A·Max+B·Min不同组合的性能比较



	算法
	最大误差（％）
	最大误差（dB）
	均方误差（x10-3
 ）



	Max+Min/2
	11.8％
	0.97
	8.4851



	Max+Min/4
	11.6％
	0.95
	1.7302



	Max+3Min/8
	6.8％
	0.57
	2.2682



	15（Max+Min/2）16
	6.3％
	0.53
	1.2412



	0.9486Max+0.39293Min
	5.1％
	0.43
	0.5773



	Max+0.4Min
	7.7％
	0.64
	3.0573



	Max+Min/8

27Max/3 2+19Min/16
	1.8％
	0.16
	0.0744　



	0.99Max+0.197Min

0.84Max+0.561Min
	1.0％
	0.09
	0.0456





 3.6　CORDIC算法

CORDIC（Coordinate Rotation Digital Computer）是坐标旋转数字计算机算法的简称，由Vloder于1959年在设计美国航空导航控制系统的过程中首先提出
[6]

 ，主要用于解决导航系统中三角函数、反三角函数和开方等运算的实时计算问题。1971年，Walther将圆周系统、线性系统和双曲系统统一到一个C ORDIC迭代方程里，从而提出了一种统一的CORDIC算法形式
[7]

 。

CORDIC算法应用广泛，如离散傅里叶变换、离散余弦变换、离散Hartley变换、Chirp-Z变换、各种滤波以及矩阵的奇异值分解中都可应用CORDIC算法。从广义上讲，CORDIC算法提供了一种数学计算的逼近方法。由于它最终可分解为一系列的加减和移位操作，故非常适合硬件实现。例如，在工程领域可采用CORDIC算法实现直接数字频率合成器。本节在阐述CORDIC算法三种旋转模式的基础上，介绍了利用CORDIC算法计算三角函数、反三角函数和复数求模等相关理论。以此为依据，阐述了基于FPGA的CORDIC算法的设计与实现及其工程应用。


 3.6.1　CORDIC算法之圆周系统及其数学应用

在圆周系统下，CORDI C算法解决了三角函数的计算问题。

圆周系统之旋转模式（Rotation Mode）

如图3.69所示，在单位圆上，向量OP与X轴正半轴夹角为α，故P点坐标可表示为

[image: ]


图3.69　圆周系统之旋转模式矢量旋转图

[image: ]


将向量OP逆时针旋转θ角至向量OQ，此时OQ与X轴正半轴夹角为α+θ，故Q点坐标可表示为

[image: ]


这里定义θ为目标旋转角度。根据三角函数公式可将式（3.92）展开为
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将式（3.91）代入式（3.93）可得
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提取cosθ，式（3.94）可重新表示为

[image: ]


从式（3.95）中可看出，cosθ只是改变了目标向量OQ的模长。如果去掉cosθ，如图3.70所示，此时OP旋转θ角之后到达OR，这种旋转称之为伪旋转（Pseudo Rotation）。不难看出，OQ与OR幅度上的差异，且可证明向量OP与PR是正交的。此时R点坐标可表示为

[image: ]
图3.70　伪旋转矢量图
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至此，可通过对伪旋转的输出加以补偿来获得真实旋转的结果。

对于伪旋转，可将θ分解为一系列的微小角度的和，即

[image: ]


这样，将一次旋转分解成为一系列的微旋转。由式（3.96）可知，第i+1次旋转后的结果为
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下一步至关重要，正是它使得该算法非常易于硬件实现，即令
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这里d1
 ∈{-1，1}。结合式（3.99），式（3.98）可重新改写为

[image: ]


由式（3.100）不难看出，每次微旋转只需要加法、减法和移位操作即可完成。为了确定di
 的值，引入一个新的变量z，定义
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z初始化为θ，即z0
 ＝θ，根据条件对zi
 执行加或者减tan-1
 2-i
 操作，使得z的最终值为0，该条件由di
 确定，即
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di
 为+1时表示逆时针旋转，为−1时表示顺时针旋转。z的迭代过程，是将z收敛于0的过程，也正是将θ分解为一系列θi
 的过程，故zi
 可认为是第i次旋转之后的剩余角度。至此，CORDIC算法之圆周系统的旋转模式迭代过程可表示为

[image: ]


两个问题：

（1）由式（3.99）所确定的目标旋转角度的范围；

（2）如何确定伪旋转到真实旋转的模长补偿因子。

根据式（3.99）可确定一系列θi
 的值，如表3.17所示，还可确定目标旋转角度θ的最大值θmax
 和最小值θmin
 ，如式（3.104）所示。
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表3.17　θi
 的值

[image: ]


以目标旋转角度55°为例，它可分解为

[image: ]


其迭代过程中角度的变化状况如表3.18所示。假设初始向量位于X轴正半轴，前3次的微旋转如图3.71所示。


表3.18　目标旋转角度为55°时迭代过程中角度的变化情况

[image: ]


[image: ]


图3.71　初始向量位于X轴正半轴，目标旋转角度为55°时的前3次微旋转

在很多场合中需要目标旋转角度可以覆盖［-180°，180°］，这就需要预处理。预处理的机制如表3.19所示，不难看出，只有当目标旋转角度|θ|＞π/2时需要预旋转π/2，用公式表示如式（3.105）所示。

表3.19　旋转模式预处理机制



	目标旋转角度
	预旋转角度
	预旋转结果
	后目标旋转角度



	［0，π/2］
	0
	（x0
 ，y0
 ）
	θ



	［π/2，π］
	π/2
	（-y0
 ，x0
 ）
	θ−π/2



	［−π/2，0］
	0
	（x0
 ，y0
 ）
	θ



	［-π，−π/2］
	−π/2
	（y0
 ，-x0
 ）
	θ+π/2
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据此，旋转过程可如图3.72所示。

[image: ]
图3.72　预处理+CORDIC处理模式



由图3.71可以看出，每次微旋转都导致向量模长发生了变化。以Ki
 表示第i次微旋转模长补偿因子，故第i次微旋转真实旋转的结果应为

[image: ]


其中，由式（3.99）可知
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若总的旋转次数为n，则总的模长补偿因子K可表示为

[image: ]


当n趋于无穷大时，K逼近0.607252935。

数学应用

经过n（n→∞）次微旋转，得到的最终结果可表示为

[image: ]


式中，当n趋于无穷大时，An
 逼近1.646760258。根据式（3.109）可知，令x0
 ＝1/An
 且y0
 ＝0可得目标旋转角度的正、余弦函数值，如图3.73所示。此时，初始化z0
 即为目标旋转角度。需要注意的是当|z0
 |＞π/2时应先预处理。根据此算法，当目标旋转角度为z0
 ∈［ -π，π］时，在Matlab下的仿真结果如图3.74所示。
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图3.73　旋转模式下的正、余弦函数求解

[image: ]
图3.74　在Matlab中利用CORDIC算法求取正、余弦函数值



同样地，由式（3.109）出发，令x0
 ＝r，y0
 ＝0，z0
 ＝θ，则可实现极坐标系向直角坐标系的转换，如图3.75所示。显然，这里x0
 代表了极径，z0
 代表了极角。

[image: ]
图3.75　旋转模式下极坐标向直角坐标系的转换



圆周系统之向量模式（Vectoring Mode）

在向量模式下，CORDIC算法主要用于实现直角坐标系到极坐标系的转换。旋转模式下，每次迭代使z趋向于0，与之相比，向量模式下，则是使y趋向于0。为了达到这一目标，每次迭代通过判断yi
 的符号确定旋转方向，最终使初始向量旋转至X轴的正半轴，这一过程也使得每次微旋转的旋转角度累加和存储在变量z中。矢量旋转图如图3.76所示，相应的迭代过程如式（3.110）所示。

[image: ]
图3.76　圆周系统之向量模式矢量旋转图
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经过n（n→∞）次旋转，得到的最终结果为

[image: ]


式（3.111）中，要求初始化角度z0
 =0，从而可获得向量的模长和相角。以向量（1，2）为例其旋转过程如表3.20所示，前3次微旋转矢量图如图3.77所示。


表3.20　向量（1，2）旋转过程

[image: ]


[image: ]
图3.77　向量（1，2）前3次矢量旋转图



旋转模式和向量模式的相同之处在于：两者都是微旋转，也都是伪旋转。前者使得向量模式下的初始向量必须落入第一或第四象限；后者使得向量模长发生变化需要补偿。

问题

若初始向量落入第二或第三象限该如何处理？

由于微旋转限定了初始向量必须在第一或第四象限，这就要求x0
 >0，而对y0
 没有限制。根据对称性，当初始向量位于第二象限时，将其搬移至第一象限；当初始向量位于第三象限时，将其搬移至第四象限，如图3.78所示，然后再对搬移后的向量利用CORDIC算法进行处理。对CORDIC处理的结果根据x0
 和y0
 的符号（判断初始向量所在象限）做相应的处理，从而获得初始向量的相角，处理流程如图3.79所示。



	[image: ]

	[image: ]




	图3.78　利用对称性对初始化向量进行搬移
	图3.79　向量模式处理流程




数学应用

根据式（3.111），取x0
 为复数的实部，y0
 为复数的虚部，利用CORDIC算法可以进行复数求模运算，显然，也可求出该复数的相位，如图3.80所示。这里并不要求（x0
 ，y0
 ）在单位圆上。

[image: ]
图3.80　向量模式下求解复数的模



同样地，根据式（3.111），令x0
 ＝1，可获取反正切函数值，如图3.81所示。据此，在Matlab下求解反正切函数值如图3.82所示。

[image: ]
图3.81　向量模式下求解反正切函数值



[image: ]
图3.82　在Matlab中利用CORDIC算法求取反正切函数值



此外，根据式（3.111），还可实现直角坐标系到极坐标系的转换。最终xn
 输出为极径，但扩大为初始向量模长的An
 ，对zn
 进行一定的处理后即为极角。

CORDIC圆周系统算法模型如Matlab代码3-3所示。其中，cordic_cr调用了两个函数cordic_cr_pre和cordic_cr_post，分别如Matlab代码3-4和Matlab代码3-5所示。

Matlab代码3-3　function: cordic_cr



01 function a = cordic_cr(x0,y0,z0,mode,it)
02 % Circular Rotation.
03 % mode 0: roatation mode; 1: vectoring mode.
04 % vectoring mode: z0=0.
05 % z0: expected rotation angle with rad instead of degree.
06 % In rotation mode z0 ranges from -pi to pi.
07 % it: iteration count
08 %% cordic_cr_pre
09 [x0_p,y0_p,z0_p]=cordic_cr_pre(x0,y0,z0,mode);
10 x = zeros(it+1,1);
11 y = zeros(it+1,1);
12 z = zeros(it+1,1);
13 x(1) = x0_p;
14 y(1) = y0_p;
15 z(1) = z0_p;
16 di = 0;
17 %% iteration
18 for k=1:it
19   if mode==0
20     di = sign(z(k)); % rotation mode
21   else
22     di = sign(-y(k));% vectoring mode
23   end
24   x(k+1) = x(k)-y(k)*di*2^(-(k-1));
25   y(k+1) = y(k)+x(k)*di*2^(-(k-1));
26   z(k+1) = z(k)-di*atan(2^(-(k-1)));
27 end
28 kn = 1/prod(sqrt(1+2.^(-2*(0:it-1)))); % scale factor
29 xn_p = kn*x(it+1);
30 yn_p = kn*y(it+1);
31 zn_p = z(it+1);
32 %% cordic_cr_post
33 [xn,yn,zn]=cordic_cr_post(x0,y0,z0,xn_p,yn_p,zn_p,mode);
34 %% true result
35 if mode==0
36   xt = x0*cos(z0)-y0*sin(z0);
37   yt = y0*cos(z0)+x0*sin(z0);
38   zt = 0;
39 else
40   xt = sqrt(x0^2+y0^2);
41   yt = 0;
42   zt = z0+atan2(y0,x0); % atan2 rang from -pi to pi
43 end
44 a = [xn,xt,yn,yt,zn,zt];




Matlab代码 3-4　function: cordic_cr_pre



01 function [x0_p,y0_p,z0_p]=cordic_cr_pre(x0,y0,z0,mode)
02 % vector (x0,y0)
03 % mode : 0 : rotation; else vectoring
04 if z0<-pi || z0>pi
05   error('Rotation angle must range from -pi to pi.');
06 end
07 if x0==0 && y0==0
08   error('Both x0 and y0 can not be zeros at the same time.');
09 end
10
11 if mode==0
12   s = sign(z0);
13   if z0>pi/2 || z0<-pi/2
14     x0_p = -s*y0;
15     y0_p = s*x0;
16     z0_p = z0 - s*pi/2;
17   else
18     x0_p = x0;
19     y0_p = y0;
20     z0_p = z0;
21   end
22 else
23   x0_p = abs(x0);
24   y0_p = abs(y0);
25   z0_p = 0;
26 end




Matlab代码3-5　function: cordic_cr_post



01 function [xn,yn,zn]=cordic_cr_post(x0,y0,z0,xnp,ynp,znp,mode)
02 % mode : 0 : rotation; else vectoring
03 theta = 0;
04 if mode==1
05   if x0>=0 && y0>=0
06     theta = znp;
07   elseif x0<0 && y0>=0
08     theta = pi - znp;
09   elseif x0<0 && y0<=0
10     theta = znp - pi;
11   elseif x0>0 && y0<0
12     theta = -znp;
13   end
14   xn = xnp;
15   yn = ynp;
16   zn = z0 + theta;
17 else
18   xn = xnp;
19   yn = ynp;
20   zn = znp;
21 end





 3.6.2　CORDIC算法之线性系统及其数学应用

线性系统下的CORDIC算法亦有旋转模式与向量模式，如图3.83所示。其中，旋转模式解决了乘法计算问题，向量模式解决了除法计算问题。

[image: ]
图3.83　线性系统下的CORDIC算法



在线性系统中，第i次的旋转角度为

[image: ]


这里初始化迭代的顺序号由1起始而不是由0起始，从而

[image: ]


计算y=x·z可如式（3.114）所示。

[image: ]


式（3.114）中，将z分解为一系列的2−i
 的组合，即

[image: ]


其中di
 ∈{+1,-1}。结合式（3.114）和（3.115）可得出图3.83所示的迭代过程。式（3.115）也进一步表明，只有当|z|≤1时，才可以表示为一系列的2-1
 (i=1,2,…)的线性组合；也证明了为什么迭代顺序号由1开始而不是由0开始。由此也限定了在旋转模式下|z1
 |≤1，在向量模式下|y1
 /x1
 |≤1。

数学应用

旋转模式下，可利用CORDIC算法实现乘法运算，要求|z1
 |≤1，如图3.84所示。图中x1
 =100，z1
 =-1:0.1:1即z1
 起始值为−1，步进为0.1，终止值为1。

[image: ]
图3.84　在Matlab中利用CORDIC算法实现乘法运算



向量模式下，可利用CORDIC算法实现除法运算。由于此时限定了|y1
 /x1
 |≤1即|y1
 |≤|x1
 |且x1
 >0。若令y1
 =1，只要x1
 >1，z1
 =0，则可获得x1
 的倒数1/x1
 ，如图3.85所示。

[image: ]
图3.85　在Matlab中利用CORDIC算法实现倒数运算



获取倒数之后即可方便地实现除法运算。例如，若要计算A/x，其中x>1，可利用CORDIC算法先求取1/x，再通过乘法运算A·1/x即可得A/x，如图3.86所示。若x<-1，只要稍作调整即可利用该处理方式。

[image: ]
图3.86　利用CORDIC算法实现除法运算



CORDIC线性系统算法模型如Matlab代码3-6所示。

Matlab代码3-6　function: cordic_lr



01 function a = cordic_lr(x1,y1,z1,mode,it)
02 % File: cordic_lr.m
03 % Note: Linear Rotation of Cordic Algorithm.
04 % x1,y1,z1: input parameters.
05 % mode: 0 rotation mode; 1 vectoring mode.
06 % mode: 0 z0 [-1,1].
07 % mode: 1 abs(y)<=abs(x).
08 % it: iteration number.
09 x = zeros(it+1,1);
10 y = zeros(it+1,1);
11 z = zeros(it+1,1);
12 x(1) = x1;
13 y(1) = y1;
14 z(1) = z1;
15 di = 0;
16 for k=1:it
17   if mode==0 
18     di = sign(z(k));
19   else
20     di = sign(-y(k));
21   end
22   x(k+1) = x(k);
23   y(k+1) = y(k)+x(k)*di*2^(-k);
24   z(k+1) = z(k)-di*2^(-k);
25 end
26 xn = x(it+1);
27 yn = y(it+1);
28 zn = z(it+1);
29 if mode==0
30   xt = x1;
31   yt = y1+x1*z1;
32   zt = 0;
33 else
34   xt = x1;
35   yt = 0;
36   zt = z1+y1/x1;
37 end
38 a = [xn,xt,yn,yt,zn,zt];





 3.6.3　CORDIC算法之双曲系统及其数学应用

如图3.87所示，在等轴双曲线的右半支上，向量OP与X正半轴夹角为α，故P点坐标可表示为

[image: ]


将向量OP逆时针旋转θ角至向量OQ，此时OQ与X轴正半轴夹角为α+θ，故Q点坐标可表示为

[image: ]


这里定义θ为目标旋转角度。根据双曲函数公式可将式（3.117）展开为

[image: ]


将式（3.116）代入式（3.118）可得

[image: ]


提取coshθ，式（3.119）可重写为

[image: ]


[image: ]
图3.87　双曲系统之旋转模式矢量旋转图



类似于圆周系统下的分析方法，将θ分解为一系列的θi
 的线性组合，其中

[image: ]


式中di
 ∈{−1,+1}。由于tanh-1
 20
 =∞，故i从1开始。类似地将旋转转换为伪旋转下的微旋转，可得旋转模式和向量模式下的迭代公式，如图3.88所示。

[image: ]
图3.88　双曲系统下的CORDIC算法



与圆周系统和线性系统有所不同，双曲系统的迭代较为复杂。其迭代过程要求当迭代顺序号为4、13、40等满足i=3k+1时，该次迭代必须重复，才能保证收敛，从而迭代过程变为i=1,2,3,4,4,5,…。根据迭代次数可确定图3.88中An
 ≈0.82815936(n→∞)，故模长补偿因子为K≈1.20749706。同时还可确定旋转角度的总和为
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这就限定了在旋转模式下，初始化值z1
 的取值范围为[-1.1181,+1.1181]，在向量模式下y1
 /x1
 的取值范围为[-0.8069,+0.8069]。

数学应用

利用双曲系统可求取一系列超越函数。在旋转模式下，可求取双曲正弦函数和双曲余弦函数，进而可求取e指数，如图3.89所示。据此，可得Matlab下的仿真结果如3.90所示。

[image: ]
图3.89　双曲系统之旋转模式下求取双曲函数



[image: ]
图3.90　双曲系统之旋转模式Matlab仿真结果



在向量模式下，CORDIC算法可实现反双曲正切函数的计算，Matlab仿真结果如3.91所示。

[image: ]
图3.91　双曲系统之向量模式Matlab仿真结果



除了可进行反双曲正切函数的计算外，还可进行对数运算以及开方运算，如3.92所示。

[image: ]
图3.92　双曲系统之向量模式下的对数运算与开方运算



由于向量模式下，限定了|y1
 /x1
 |≤0.8069，故在对数运算和开方运算时，图3.92中的α需满足

[image: ]


从而可确定α∈[0.1069,9.3573]。

CORDIC双曲系统算法模型如Matlab代码3-7所示，该函数调用了函数cordic_hr_it，如Matlab代码3-8所示。

Matlab代码3-7　function: cordic_hr



01 function a = cordic_hr(x1,y1,z1,mode,it)
02 % mode: 0 rotation mode, 1 vectoring mode.
03 % it: iteration number.
04 if it<4
05   error('Iterations must be greater than 3');
06 end
07 if mode==0
08   if abs(z1)>1.1181
09     error('In rotation mode abs(z1)<1.1181.');
10   end
11 else
12   if abs(y1/x1)>0.8069 
13     error('In vectoring mode abs(y1/x1)<0.8069');
14   end
15 end
16 myit = cordic_hr_it(it);
17 len_myit = length(myit);
18 x = zeros(len_myit+1,1);
19 y = zeros(len_myit+1,1);
20 z = zeros(len_myit+1,1);
21 x(1) = x1;
22 y(1) = y1;
23 z(1) = z1;
24 di = 0;
25 for k=1:len_myit
26   if mode==0
27     di = sign(z(k));
28   else
29     di = sign(-y(k));
30   end
31   x(k+1) = x(k) + y(k)*di*2^(-myit(k));
32   y(k+1) = y(k) + x(k)*di*2^(-myit(k));
33   z(k+1) = z(k) - di*atanh(2^(-myit(k)));
34 end
35 kn = 1/prod(sqrt(1-2.^(-2*myit)));
36 xn = kn*x(it+1);
37 yn = kn*y(it+1);
38 zn = z(it+1);
39 if mode==0
40   xt = x1*cosh(z1)+y1*sinh(z1);
41   yt = y1*cosh(z1)+x1*sinh(z1);
42   zt = 0;
43 else
44   xt = sqrt(x1^2-y1^2);
45   yt = 0;
46   zt = z1+atanh(y1/x1);
47 end
48 a = [xn,xt,yn,yt,zn,zt];




Matlab代码3-8　function: cordic_hr_it



01 function it = cordic_hr_it(kmax)
02 % return cordic hybolic system iteration index
03 it = zeros(kmax,1);
04 it(1) = 1;
05 k = 1;
06 repeat_value = 4;
07 while k+1<=kmax
08   it(k+1) = it(k) + 1;
09   if it(k+1)==repeat_value && k+2<=kmax
10     it(k+2) = it(k+1);
11     repeat_value = 3*repeat_value+1;
12     k = k+2;
13   else
14     k = k+1;
15   end     
16 end





 3.6.4　统一的CORDIC算法形式

圆周系统、线性系统和双曲系统可以用统一的一个迭代方程来表示，如式（3.124）所示，相应的操作指令如表3.21所示。表3.22和表3.23对三种系统进行了比较。
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表3.21　统一的迭代方程操作指令



	旋转系统
	操作指令



	圆周系统
	μ=1　θi
 =tan-1
 2-i




	线性系统
	μ=0　θi
 =2-i




	双曲系统
	μ=−1　θi
 =tanh-1
 2-i





表3.22　三种旋转系统的基本比较



	旋转模式
	μ
	An
 （n→∞）
	迭代顺序



	圆周系统
	+1
	1.64676
	0,1,2,3,…,n-1



	线性系统
	0
	1.0
	1,2,3,4,5,…n



	双曲系统
	-1
	0.82816
	1,2,3,4,4,5,…





表3.23　三种旋转系统的详细比较
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 3.6.5　CORDIC算法的硬件实现

考虑到硬件架构的一致性，这里以圆周系统为例说明。由式（3.103）和式（3.110）所示的迭代方程可得出CORDIC算法的基本处理单元硬件架构
[8]

 ，如图3.93所示。如果只是利用向量模式求取幅度，图中的虚线部分结构是不需要的。

[image: ]
图3.93　CORDIC之圆周系统旋转模式和向量模式处理单元



从图3.93中不难看出，基本处理单元由三个加法器和一个LUT（储存角度）外加两个移位操作构成。这正是CORDIC算法的优势。由于每次迭代所用到的处理单元基本结构是一致的，只是移位量和存储角度不同，据此可得三种CORDIC算法硬件实现架构，即串行结构、并行结构和并行流水结构，三种架构的大体框图如图3.94所示。从图3.94中可以看出，串行结构占用的资源最少，这缘于对CORDIC处理单元的分时复用，也正因此使得控制单元设计略显复杂，时序控制较为烦琐，系统处理速度较低。并行结构是对串行结构的扩展，对每次迭代赋予了独立的CORDIC处理单元，从而无须控制电路，只需移位、加减操作。这是与串行结构中CORDIC处理单元最大的不同。显然，相比于串行结构，并行结构消耗的资源显著增加。为了提高系统处理速度，对并行结构添加流水寄存器，这即为并行流水结构。它有效地缩短了关键路径，使得关键路径的长度由并行结构的N个CORDIC处理单元变为1个CORDIC处理单元。因此，并行流水结构具有最快的处理速度，而这是以消耗更多的资源换取的。
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图3.94　CORDIC算法的三种硬件实现架构



串行结构具体细节如图3.95所示。图中sgn(yi
 )和sgn(zi
 )分别表示yi
 和zi
 的符号位即最高位，根据工作模式（旋转模式还是向量模式）的不同，选择其中之一赋给di
 （这里di
 为1或者0）。加法器则根据di
 确定工作模式（加法操作还是减法操作）。“≫i”表示对输入数据右移i位，i由control模块控制。ROM中存放的数据为每次迭代时的旋转角度tan−1
 2-i
 ，可以用角度表示也可以用弧度表示，统一即可。串行结构的设计难点在于控制路径。以16次迭代为例，即i=0,1,2,…15，设计一个模16的计数器cnt，计数值由0至15，通过对计数值译码产生图中的sel信号，即cnt>0时sel为1，否则为0。同时，该计数值还可对移位量进行动态调整，如图3.96所示。此外，该计数值还可以作为ROM的读地址。

[image: ]
图3.95　串行结构CORDIC处理器



[image: ]
图3.96　动态移位电路



并行结构如3.97所示，这里将旋转模式和向量模式的架构统一起来，两者的区别只是在于图3.97中加法器的控制端。旋转模式加法器的控制端来自于zi
 的符号位，向量模式则来自于yi
 的符号位。并行流水结构则是在并行结构的基础上对每级CORDIC处理单元的输出添加流水寄存器，从而缩短关键路径，提高系统处理速度。

[image: ]
图3.97　并行结构的CORDIC处理器



在SysGen中设计时，CORDIC旋转模式处理单元如SysGen模型3-2所示，向量模式处理单元如SysGen模型3-3所示。

SysGen模型3-2　CORDIC圆周系统旋转模式处理单元
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SysGen模型3-3　CORDIC圆周系统向量模式处理单元
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无论是旋转模式还是向量模式，都需要预处理电路。旋转模式下，根据表3.19可得表3.24所示的映射关系。表中M1
 为|z0
 |−π/2的符号位，M0
 为z0
 的符号位。相应的硬件电路架构如图3.98所示。图中neg表示取反，即若输入为a，则输出为−a。三个MUX共享控制端口。向量模式下，相应的预处理电路架构如图3.99所示。同时，向量模式还需要后处理，根据3.79的处理流程，可得相应的后处理电路架构如图3.100所示。

表3.24　旋转模式下预处理电路设计原理



	M1
 M0

	xpre

	ypre

	zpre




	00
	-y0

	x0

	z0
 −π/2



	01
	y0

	-x0

	z0
 +π/2



	10
	x0

	y0

	z0




	11
	x0

	y0

	z0





[image: ]
图3.98　旋转模式预处理电路架构





	[image: ]
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	图3.99　向量模式预处理电路架构
	图3.100　向量模式后处理电路架构




由CORDIC算法原理可知，需要通过模长补偿以校正输出幅度。模长补偿因子与迭代次数有关。通过Matlab仿真可知不同迭代次数的模长补偿因子与常数0.60725的绝对误差，如图3.101所示。不难看出，当迭代次数为6时，模长补偿因子已经很接近0.60725，故这里选取0.60725作为模长补偿因子。

[image: ]
图3.101　模长补偿因子与0.60725的绝对误差



由于0.60725可作如式（3.125）近似分解，故模长补偿电路可通过移位相加电路实现，如图3.102所示。

[image: ]


[image: ]
图3.102　模长补偿电路
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第4章　FIR数字滤波器

数字滤波器在数字信号处理领域占有重要的一席之地。本章将以FIR滤波器理论为基础，结合FPGA的特点，深入探讨采用FPGA设计和实现FIR滤波器的各种方法。这些方法的设计关键是如何对数据流进行分解以实现数据路径的有效管理，并形成满足特定需求的延时线。这也是本章阐述的重点。


 4.1　FIR滤波器基本理论

FIR滤波器，顾名思义，其脉冲响应由有限个采样值构成。长度（抽头数）为N、阶数为N−1的FIR系统的转移函数、差分方程和单位冲激响应分别如式（4.1）、式（4.2）和式（4.3）所示。
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令
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H和Xn
 分别称为系数向量和输入数据向量。则式（4.2）可进一步表示为
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从以上表达式可以看出，H(z)实际上是z−1
 的多项式，它的N−1个极点全部位于z=0处，所以一个FIR滤波器始终是稳定的。它的零点分布可以处于有限Z平面的任何位置，当全部零点位于单位圆内时，就成为最小相位系统。仅有零点存在也正是FIR滤波器被称作全零点滤波器的原因。

定义一次滤波运算：由当前输入和过去输入计算当前输出。式（4.2）表明完成一次滤波运算需要N次乘法和N−1次加法。

本节从算法角度讨论FIR滤波器的两种结构：直接型和转置型，两者都是从时域角度描述的。此外，本节也将介绍线性相位FIR滤波器，这种类型的滤波器在实际工程中被广泛使用。


 4.1.1　直接型结构的FIR滤波器

为便于描述，这里以4抽头FIR滤波器为例（这并不失一般性），其直接型结构如图4.1所示。

[image: ]
图4.1　4抽头FIR滤波器直接型结构



图4.1清晰地显示了构成FIR滤波器所必需的三个基本单元：抽头延时线、乘法器和加法器。直接型结构相当于延时线均匀抽头，各抽头乘以对应的滤波器系数，然后把它们叠加在一起，因而也被称为抽头延时线滤波器，有时也称为横向滤波器（transverse filter）。与式（4.2）对比可知，直接型结构是对线性卷积思想的直接体现，故该结构也被称为卷积型结构。图4.1还从硬件角度给出了该结构的关键路径，它直接影响系统所能达到的最高时钟频率。假定TM
 是乘法操作所需时间，TA
 是加法操作所需时间，则系统所允许的采样周期Ts
 为
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相应地，采样率（时钟频率）为
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对图4.1所体现的数据流进行分析，结果如表4.1所示。表中显示了在不同时刻（对应不同输入数据）3个加法器的输出端即图中的节点A、B、C数据变化情况。

表4.1　图4.1中节点A、B、C数据变化情况



	输入数据
	节点A
	节点B
	节点C



	x(0)
	x(0)h(0)
	x(0)h(0)
	x(0)h(0)



	x(1)
	x(1)h(0)+x(0)h(1)
	x(1)h(0)+x(0)h(1)
	x(1)h(0)+x(0)h(1)



	x(2)
	x(2)h(0)+x(1)h(1)
	x(2)h(0)+x(1)h(1)

+x(0)h(2)
	x(2)h(0)+x(1)h(1)

+x(0)h(2)



	x(3)
	x(3)h(0)+x(2)h(1)
	x(3)h(0)+x(2)h(1)

+x(1)h(2)
	x(3)h(0)+x(2)h(1)

+x(1)h(2)+x(0)h(3)



	x(4)
	x(4)h(0)+x(3)h(1)
	x(4)h(0)+x(3)h(1)

+x(2)h(2)
	x(4)h(0)+x(3)h(1)

+x(2)h(2)+x(1)h(3)




对图4.1所示结构进行一定的改造：通过加法树完成累加运算，即可得到如图4.2所示的结构。实际上，图4.1可称为采用加法链的直接型FIR滤波器。
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图4.2　采用加法树的直接型FIR滤波器



与图4.1对比，两者最大的不同体现在关键路径上。显然，图4.2的关键路径缩短了。系统所允许的采样周期变为
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采样率为
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这一点不难理解，图4.3给出了解释。

[image: ]
图4.3　关键路径缩短的解释




 4.1.2　转置型结构的FIR滤波器

将图4.1所示结构的加法操作方向翻转并使输入、输出数据位于同侧，即可得到图4.4所示的结构，称之为输入、输出位于同侧的直接型结构。

[image: ]
图4.4　输入、输出位于同侧的直接型结构



对图4.4所示结构进行如下操作：以图中的1、2、3号虚线为界搬移延时单元。例如，对1号虚线右侧的延时单元搬移可得图4.5所示结构。搬移前后对比可知，路径1的总延时并没有改变，改变的只是延时单元的位置，这就是所谓的重定时（Retiming）技术。

[image: ]
图4.5　图4.4中对1号虚线右侧延时单元搬移后的结构



同样的操作应用于2、3号虚线右侧的延时单元，可得图4.6所示的输入、输出位于同侧的转置型FIR滤波器结构。
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图4.6　输入、输出位于同侧的转置型结构的FIR滤波器



当然，也可使输入、输出分别位于两侧，即可得图4.7所示的结构。此时，最大的不同是滤波器系数的排列顺序进行了调整。

[image: ]
图4.7　输入、输出位于异侧的转置型结构的FIR滤波器



图4.7所示的4抽头转置结构其转移函数可以用另一种方式表示，如式（4.11）所示。
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与图4.1的直接型结构对比，转置型结构的关键路径进一步缩短。于是，系统所允许的采样周期变为
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采样率为
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对图4.7所体现的数据流进行类似的分析，结果如表4.2所示。

表4.2　图4.7中节点A、B、C数据变化情况



	输入数据
	节点A
	节点B
	节点C



	x（0）
	x（0）h（2）
	x（0）h（1）
	x（0）h（0）



	x（1）
	x（1）h（2）＋x（0）h（3）
	x（1）h（1）＋x（0）h（2）
	x（1）h（0）＋x（0）h（1）



	x（2）
	x（2）h（2）＋x（1）h（3）
	x（2）h（1）＋x（1）h（2）＋x（0）h（3）
	x（2）h（0）＋x（1）h（1）＋x（0）h（2）



	x（3）
	x（3）h（2）＋x（2）h（2）
	x（3）h（1）＋x（2）h（2）＋x（1）h（3）
	x（3）h（0）＋x（2）h（1）＋x（1）h（2）＋x（0）h（3）



	x（4）
	x（4）h（2）＋x（3）h（3）
	x（4）h（1）＋x（3）h（2）＋x（2）h（3）
	x（4）h（0）＋x（3）h（1）＋x（2）h（2）＋x（1）h（3）




与表4.1对比可知，转置型结构并没有引入过多的延时。进一步而言，直接型结构与转置型结构两者由输入到输出所需时间是一致的，即输入为x（n）时输出y（n）。


 4.1.3　线性相位FIR滤波器

FIR滤波器最主要的特性之一就是它可以具备线性相位特性。所谓线性相位特性是指滤波器对不同频率的正弦波所产生的相移与正弦波的频率呈直线关系。因此，在滤波器通带内的信号通过滤波器后，除了由相频特性的斜率决定的延时外，可以不失真地保留通带以内的全部信号。这一点很重要，在很多应用场合中都有所需求。

系统的线性相位以群延迟（group delay）作为衡量标准
[1]

 。以H（ejw
 ）表示滤波器的频率响应，θ（w）表示其相位谱，那么群延迟定义为
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线性相位的滤波器对于一定频率范围内的群延迟是一个常数。

当系统的单位抽样响应h（n）满足下列对称条件之一时，即

偶对称条件：
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奇对称条件：

[image: ]


系统的相频特性是线性的。结合阶数的两种可能即偶数阶和奇数阶，这样共有4种线性相位FIR滤波器。

当N为偶数时，结合式（4.15）
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同理可得，当N为奇数时
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还可发现，当h（n）为奇对称且N为奇数时有
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于是可得
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式（4.17）和式（4.18）所体现的FIR滤波器实现结构分别以N取9、10为例说明，h（n）偶对称情形如图4.8所示。相应的直接型结构分别如图4.9和图4.10所示。h（n）奇对称时，图中的加法器改为执行减法操作即可。

[image: ]
图4.8　偶对称时，N分别为偶数和奇数时h（n）的对称情形



[image: ]
图4.9　9抽头线性相位FIR滤波器直接型结构



由图4.9和图4.10可知，对于线性相位FIR滤波器，完成一次滤波运算仅需要N/2（N为偶数时）或（N＋1）/2（N为奇数时）次乘法运算，而不是图4.1所示结构的N次乘法运算。在滤波器设计时，充分利用系数的对称性对于资源、速度会有所改善。这在后续内容中会做深入讨论。
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图4.10　10抽头线性相位FIR滤波器直接型结构




 4.2　串行FIR滤波器

基于式（4.2）的卷积形式，FIR滤波器数据流的动态变化过程如图4.11所示。这里以4抽头为例说明。

[image: ]
图4.11　4抽头FIR滤波器输入数据流的动态变化



根据图4.11，可将FIR滤波器视为一个数据窗，只对位于窗内的数据进行乘加操作以完成滤波运算。串行FIR滤波器的设计思想是只用一个乘法器和一个累加器按时间顺序依次完成一次滤波运算所需的N次乘法和N−1次加法。设计的关键环节仍是延时线，这可通过移位寄存器或者单端口RAM来实现。


 4.2.1　基于移位寄存器的串行FIR滤波器

基于移位寄存器的串行FIR滤波器其设计思想是输入数据的动态流动是以自身的流动而非通过地址的改变实现的。对图4.11进一步分析可知，每完成一次滤波运算，输入数据沿数据窗推进一格即总有一个新的数据进入数据窗并占据数据窗的第一个位置，数据窗内的原有数据整体向前推移一个系数位，且总有一个数据移出数据窗。以fs
 表示输入数据采样率，它反映了输入数据进入数据窗的速率；以fclk
 表示滤波运算的工作速率，它反映了乘法器的工作速率。定义输入数据的生命周期是指输入数据从进入数据窗至移出数据窗所持续的时间。例如，图4.11所示的输入数据x（0）的生命周期为4Tclk
 （其中Tclk
 ＝1/fclk
 ）。对于N抽头FIR滤波器，一次滤波运算需要N次乘法运算，故fs
 和fclk
 之间满足式（4.21）所示的关系式。
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根据此设计思想的Matlab代码如Matlab代码4-1所示，这为FPGA设计提供了算法参考模型。

Matlab代码4-1　function:sfir



01 function [y,yref] = sfir(x,h)
02 % x: input data vector
03 % h: fir coef [ h(0),h(1),...,h(N‐1)]
04 x_len = length(x);
05 h_len = length(h);
06 y = zeros(x_len,1);
07 tap_delay = zeros(h_len,1);
08 for k=1:x_len
09   tap_delay = [x(k);tap_delay(1:h_len‐1)];
10   for n=1:h_len
11     y(k) = y(k)＋tap_delay(n)*h(n);
12   end
13 end
14 yref = filter(h,1,x);




输入数据的这种流动特性可采用如图4.12所示的移位寄存器实现。在Xilinx 7系列FPGA中，该模型可用查找表实现，可调用原语（Primitive）SRL16E
[2]

 ，这在第8章中有详细阐述。此外，也可调用LogiCORE IP RAM-Based Shift Register。该结构具有很强的扩展性，这里仅以深度为4举例说明。

[image: ]
图4.12　深度为4的移位寄存器原理图



图4.12中，ce作为写数据使能端，当其为高时将前级输出数据写入下一级。显然ce的周期决定了数据的持续时间，反映了数据的生命周期。din作为输入数据端，所有的输入数据由此依时间顺序进入移位寄存器。addr作为数据选择器MUX的控制端，决定了输出数据来自于哪个寄存器，显然addr的变化速率决定了输出数据率。dout是移位寄存器的输出数据端。可见，该结构具有“FIFO进RAM出”的特点即数据总是由初级寄存器进入，而输出取决于地址控制端。需要注意的是，最后一级延时单元通常采用寄存器实现，其余延时单元采用查找表实现。由于查找表本身并没有复位端口，因此，若该结构带复位功能，那么只能复位末级寄存器。

基于移位寄存器的串行FIR滤波器硬件结构如图4.13所示。整个系统由移位寄存器、系数ROM、控制单元和乘加器构成。实际应用时，为了流水处理通常在移位寄存器MUX的输出端增加一级寄存。系数存放在ROM中，可根据实际情况选择分布式RAM（Distributed RAM）或Block RAM。图中虚线框部分可用Xilinx 7系列FPGA中的DSP48E1实现，对其进行动态配置完成乘加与乘累加运算之间的切换，这可由图中的load信号控制。也可以将乘法运算与累加运算分别采用独立模块实现。滤波运算最终结果firout由末级捕获寄存器的使能信号（也称为捕获信号）使能输出。
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图4.13　基于移位寄存器的串行FIR滤波器硬件结构



图4.13所示各信号之间的时序关系如图4.14所示。此处以4抽头FIR滤波器为例。显然，addr是一个模值为4的计数器，由sclr清零，既是MUX的控制信号又是系数ROM的读地址信号。ce由addr译码产生，延时3个时钟周期作为capture信号。这缘于信号由乘加器输入端A至输出端P共需要3个时钟周期。由于此设计中ce周期为4Tclk
 ，将其延时3个时钟周期将与原始信号重合，故capture即为ce。SRL16E本身并没有复位端口，这里的sclr是SRL16E输出端口所添加流水寄存器的复位信号。

[image: ]
图4.14　基于移位寄存器的4抽头串行FIR滤波器时序图



在设计时还要考虑加法器的位宽，以保证累加运算不溢出。假定输入数据位宽为B，滤波器系数位宽为C，抽头数为N，那么输入数据与系数相乘的结果位宽为B＋C，累加N−1次，故输出数据位宽为
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其中，[image: ]
 表示向上取整。式（4.22）尽管可以保证不溢出，但却造成了硬件资源的浪费。从另一个角度考虑，输出数据的最大值为
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只要保证位宽满足ymax
 的需求即可，由此确定加法器的位宽为
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结论：

（1）采用移位寄存器设计时，移位寄存器的深度与滤波器抽头数一致；

（2）输入数据采样率与系统时钟频率满足式（4.21）所示关系式。


 4.2.2　基于双端口RAM的串行FIR滤波器

基于双端口RAM（此时RAM配置为Simple Dual Port RAM）的串行FIR滤波器其设计思想
[3]

 是输入数据周期性的动态流动是以读/写地址的改变而实现的。这里的周期性是指输入数据的动态管理方式即读/写地址的变化是周期性的，从而导致了输入数据的流动是周期性的。结合图4.11进一步分析，将输入数据x（0）写入RAM的0号地址，在其整个生命周期内都将位于0号地址，直至x（4）写入。x（1）写入RAM的1号地址，在其整个生命周期内都将位于1号地址，直至x（5）写入。其他数据依此类推。通过读地址使数据依期望顺序进入数据窗。

基于双端口RAM的串行FIR滤波器硬件结构如图4.15所示。整个系统由控制模块、双端口RAM、系数ROM和乘加器构成。控制模块产生双端口RAM所需的写地址waddr、写使能wen、读地址raddrdata以及系数ROM的读地址信号raddrcoe。双端口RAM的读/写时钟一致，写入数据速率即输入数据采样率通过写使能控制，它与系统时钟频率之间依然满足式（4.21 ）所示的关系式。滤波运算最终结果firout由末级捕获寄存器输出。

图4.15所示各信号之间的时序关系如图4.16所示。此处以4抽头FIR滤波器为例。以读系数地址raddrcoe为基础，通过译码产生写使能信号wen。对wen计数产生写地址信号waddr。可以发现每次滤波运算读地址以递减方式计数，且读的首地址（图中曲线箭头所指）即为当前写地址，从而使读写地址具有很强的相关性，实现电路的自我纠错。这是FPGA设计中的一个重要思想。设计时，加法器的位宽仍按照式（4.24）处理，此处不再赘述。
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图4.15　基于双端口RAM的串行FIR滤波器硬件结构



[image: ]
图4.16　基于双端口RAM的4抽头串行FIR滤波器时序图



图4.15所示结构中，用于输入数据缓存的RAM深度、存储滤波器系数的RAM深度均与滤波器长度一致。由于Xilinx 7系列FPGA中，每个Block RAM的大小为18Kb，可配置为1K×18、2K×9或者512×36（深度×宽度）。这意味着这两个RAM都有一些存储空间被浪费。能否将这两个RAM合并形成RA M＋ROM的结构呢？就单个Block RAM大小而言，无论是深度还是宽度都可以同时满足通常情况下的输入数据和滤波器系数存储的需求。因此，把输入数据和滤波器系数存储在一个Block RAM中是可行的。此时，只需把一个Block RAM分为两个存储空间：上半存储空间用于数据缓存，下半存储空间用于滤波器系数存储。这两个存储空间的深度均为N，宽度为输入数据位宽和滤波器系数位宽两者中的较大者。初始化时，上半存储空间初始化值为0，下半存储空间初始化值为滤波器系数。系统运行时，上半存储空间可进行读写操作，且为先写后读模式；下半存储空间只能进行读操作，类似于ROM，其硬件结构如图4.17所示，相应的时序如图4.18所示，这里仍以4抽头FIR滤波器为例。
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图4.17　输入数据与滤波器系数共享一个双端口RAM的串行FIR滤波器硬件结构



[image: ]
图4.18　输入数据与滤波器系数共享一个双端口RAM的串行FIR滤波器时序图



采用SysGen设计时，控制模式的实现方式如SysGen模型4-1所示。这里假定滤波器长度为92，因此存储系数的地址范围为92～183。

SysGen模型4-1　系数对称时控制模块的实现方式

[image: ]


结论：

（1）采用双端口RAM设计时，双端口RAM的深度与滤波器抽头数一致；

（2）输入数据采样率与系统时钟频率满足式（4.21）所示关系式。


 4.2.3　系数对称的串行FIR滤波器的设计

对于线性相位FIR滤波器，可利用其系数的对称性构造高效的串行结构。为方便起见，不失一般性，此处以8抽头FIR滤波器为例，假定其系数为偶对称，则由式（4.15）可知
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从而，式（4.2）可重新描述为
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那么
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这样，完成一次滤波运算由原来的8次乘法运算变为4次，加法运算次数保持不变，但首先要进行预加处理。

从数据窗的角度来看，此时进入窗内的数据应为两行，如图4.19所示。显然，这两行数据是并行的，同时进入窗内。于是，这等效于将8抽头变为4抽头处理，将采样率提高了1倍。

[image: ]
图4.19　8抽头系数偶对称数据流



根据以上分析，对于N抽头（这里假定N为偶数）系数对称的FIR滤波器，其采样率fs
 与系统时钟频率fclk
 之间的关系为
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针对系数的对称性，设计的关键就是如何构造图4.19所示的数据流，使得相应的输入数据并行输出，且第一行数据正向输出，第二行数据反向输出。进一步的分析如图4.20所示。图中显示了计算y（7）、y（8）和y（9）时所需要的输入数据，同时假定x（0）～x（7）依次存储在0～7号地址空间。不难看出，每次滤波运算总有一个数据被替换掉。例如，计算y（8）时，x（8）替换掉x（0）。从地址的角度看，计算y（7）时从0号地址读出x（0）并将x（8）写入0号地址。同样地，计算y（8）时从1号地址读出x（1）并将x（9）写入1号地址。
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图4.20　系数对称的FIR滤波器输入数据变化规律



上述操作可利用双端口RAM完成。两个端口A、B共享存储空间但却有独立的读写地址和输出端口。其中，A端口可读可写，且工作在先读后写的模式，即对同一个地址进行读写时，读出该地址上的原有数据并将新数据写入该地址。B端口只读，且反向读出数据。相应的硬件结构如图4.21所示。整个系统由控制模块、双端口RAM、系数ROM和乘加器构成。控制模块是设计的关键。

图4.21所示结构关键点是如何设计地址发生器，该地址发生器要产生正向地址addra、反向地址addrb、写使能信号wen和读系数地址addrcoe并尽量使它们相关起来。以8抽头为例，它们之间的时序关系如图4.22所示。这里假定x（0）～x（7）按顺序存储在RAM的0～7号地址。从图中可知，addra递增计数，通过wen的选择巧妙地将读写地址融为一体。addrb递减计数，且当前滤波运算的写地址是下一次滤波运算addrb的首地址，如图中曲线箭头所指。此外，也可看出每次滤波运算addra和addrb首地址之间的关系即addra首地址减1与addrb的首地址相等，如图中虚线箭头所指。利用这一点使写地址、正向读地址以及反向读地址相关起来。

[image: ]
图4.21　基于Virtex-4或Virtex-5系数对称的串行FIR滤波器硬件结构



根据图4.22所示时序，可设计出相应的电路如SysGen模型4-2所示。由于SysGen提供的计数器模块在Counter type为Count limited的模式下不提供预加载端（load），故addra和addrb对应的计数器采用加法器＋数据选择器的结构，如图中虚线框所示。
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图4.22　系数对称的8抽头串行FIR滤波器时序图



SysGen模型4-2　系数对称的FIR滤波器控制模块电路
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在Virtex-6和7系列FPGA中的DSP48E1具有了预加器，从而使得预加运算可在DSP48E1内部完成，节省了外部逻辑资源，而且使得系统可以高速运行。在7系列中实现系数对称的串行FIR滤波器可采用如图4.23所示的硬件结构。

[image: ]
图4.23　基于Xilinx 7系列FPGA系数对称的串行FIR滤波器硬件结构



结论：

（1）存储输入数据的双端口RAM其深度与滤波器抽头数一致；

（2）存储系数的ROM其深度为滤波器抽头数的一半；

（3）输入数据采样率与系统时钟频率满足式（4.28）所示关系式。


 4.2.4　两种串行结构的FIR滤波器性能比较

基于移位寄存器和双端口RAM的串行FIR滤波器都是使用了一个乘加器，根据式（4.2）卷积运算所要求的数据流顺序完成输入数据与滤波器系数的相乘以及乘积结果的累加本质上是一致的，都要求输入数据采样率与系统时钟频率满足式（4.21）所示的关系，当系数对称时则满足式（4.28）所示的关系。不同之处体现在抽头延时线的实现方式，前者采用移位寄存器实现数据的动态流动，后者则是通过RAM来实现的。

从资源角度看，两者都需要运算单元和存储单元。运算单元完成乘累加运算。在不同的器件中可以采用不同的方式实现。例如，在Xilinx Virtex-4中可用DSP48，在Virtex-5中可用DSP48E，Virtex-6和7系列FPGA中可用DSP48E1，三者均可利用其动态配置的特性独立并行完成乘法运算与累加运算，而功能的切换只需要一个简单的控制信号。存储单元有两个功能：缓存输入数据和存储滤波器系数。如果采用移位寄存器对输入数据进行缓存，则其消耗的是LUT，如果采用双端口RAM，那么可通过分布式RAM或Block RAM实现。滤波器系数的存储要考虑滤波器的阶数。如果阶数较高，那么采用Block RAM为宜。

从速度角度看，两者的处理速度都受限于式（4.21）或式（4.28）所示的关系式，更直接地讲，取决于输入数据采样率和滤波器的阶数，同时还和器件有关。显然，串行结构适用于采样率较低、滤波器阶数适中或者采样率极低、滤波器阶数很高的场合。

综上所述，串行结构占用了极少的资源（只用了一个乘加器），这是它的优势，而其处理速度不会太高，这是它的不足。它正是“以速度换资源”即牺牲速度节省资源，在某些场合灵活使用会体现其应有的价值。


 4.3　全并行FIR滤波器

在某些场合，FIR滤波器的采样率很高，实时性很强，这就要求系统具有很高的处理速度和很大的数据吞吐率，全并行结构就满足了这一要求。它使得采样率与系统处理速度相等。其思想是将一次滤波运算内的乘法同时执行，最终达到“以资源换速度”的目的。全并行结构可采用直接型、转置型、脉动方式实现，本节将重点讨论这几种实现方式。


 4.3.1　基于直接型结构的全并行FIR滤波器

不失一般性，仍以4抽头为例，对图所示的采用加法树的直接型结构使用流水线术进行处理以缩短关键路径，得到如图所示的结构。这种结构是将一次滤波运算的4.2技4.24所有乘法同时执行。

图4.24中，一次滤波运算所需要的输入数据依时间顺序沿寄存器链流动，流动速率即为采样率，也就是系统时钟频率，可理解为输入数据缓存在寄存器中。此结构非常明了，相应的时序图不再给出。

[image: ]
图4.24　直接型的4抽头采用加法树的全并行FIR滤波器硬件结构




 4.3.2　基于转置型结构的全并行FIR滤波器

对图4.7所示的转置型结构使用流水线技术进行处理得到如图4.25所示的4抽头全并行FIR滤波器硬件结构。这种结构是将不同滤波运算的相关乘法同时执行，如图4.26所示。图中同一条虚线上的乘法同时执行。

[image: ]
图4.25　基于转置型的4抽头全并行FIR滤波器硬件结构



[image: ]
图4.26　基于转置型的并行算法数据流



转置型结构FIR滤波器采用Matlab描述如Matlab代码4-2所示，输出y可通过yref对比验证。

Matlab代码4-2 function:tfir



01 function [y,yref]=tfir(x,h)
02 % transpose FIR
03 x_len = length(x);
04 h_len = length(h);
05 tap_delay = zeros(1,h_len);
06 h = reshape(h,1, h_len);
07 temp = zeros(1,h_len);
08 for n=1:x_len
09    temp = x(n)*h;
10    if n==1
11      tap_delay =  temp;
12    else
13      tap_delay =  [tap_delay(2:end)＋temp(1:end‐1),temp(end)];
14    end
15    y(n) = tap_delay(1);
16 end
17 yref = filter(h, 1,x);




图4.25中，输入数据同时传送到每个乘法器的输入端与相应的系数相乘。此时，系数的排列顺序由左至右与直接型结构恰好相反。设计中采用了加法链的结构，这使得每个乘加单元（图中的虚线框）非常易于映射为Xilinx 7系列FPGA中的DSP48E1 
[4]

 。第一个乘加单元工作模式为A×B＋C，并将C设置为0，其余乘加单元工作模式为A×B＋PCIN，配置形式如图4.27所示，PCIN用于两个DSP48E1的级联。
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图4.27　DSP48 E1的工作模式：A×B＋PCIN



转置型结构具有这样的特点，即输入数据同时与N个固定数相乘，这里的固定数即为滤波器系数。于是，可构造一个乘法模块完成此功能，如图4.28所示。从而，设计的关键就是设计此乘法模块。与固定数相乘的乘法器可根据固定数的特点通过移位、相加的手段实现，进而节省了硬线乘法器（DSP48E1）资源。

[image: ]
图4.28　转置型结构的抽象表述



假定滤波器系数为h（3）＝13，h（2）＝3，h（1）＝27，h（0）＝37，那么可通过图4.29所示的移位、相加运算实现乘法。这正是转置结构的优势所在。

[image: ]
图4.29　通过移位、相加实现乘法



图4.29中，“≪P”（P为正整数）表示将数据左移P位，其实质是将数据扩大为原来的2P
 倍。当然，如何抓住数据的特点实现部分移位的复用是设计的难点所在，同时也要对一些中间环节如移位等进行必要的流水处理。


 4.3.3　基于脉动结构的全并行FIR滤波器

脉动结构（又称脉动阵列，Systolic）是一种并行流水实现高速信号处理和数据处理的硬件实现方式，由H.T.Kung首先提出。它具有模块化、规则化、链接的局部性和高度流水等一系列优点。脉动结构处理器（又称处理单元，Process Element，PE）是一个多处理器结构，所有的处理器都有节奏地同步工作，并使被处理数据通过系统。这个操作类似心脏的血液流动，因此命名为“脉动”。

4抽头脉动FIR滤波器的硬件结构如图4.30所示。图中，每个虚线框即为一个处理单元PE。输入数据通过级联的寄存器流动到每个PE与相应的滤波器系数相乘，乘积累加的部分和同样沿底部的寄存器链移动。与转置结构不同的是此时滤波器系数的排列顺序由左至右为h（0）～h（3）。除PE1外，其余每个处理单元输入端均为两级寄存，目的是保证数据对齐，补偿输入数据之间的固有延时（如x（1）相对于x（0）有1个时钟周期的延时）以及加法输出的延时。假定当输入端din为x（3）时，节点A输出x（2），x（3）h（0）到PE2中加法器的输入端节点P1需要3个时钟周期，那么x（2）h（1）到加法器的另一个输入端节点P2也必须保持3个时钟周期，才能保证数据正确的时间相加。这种结构也是将不同滤波运算的相关乘法同时执行，如图4.31所示。图中同一条虚线上的乘法同时执行。

[image: ]
图4.30　4抽头脉动FIR滤波器硬件结构



[image: ]
图4.31　基于脉动结构的并行算法数据流



图4.30中，每个PE都可用Xilinx 7系列FPGA中的DSP48E1实现。将DSP48E1配置为A×B＋C并将C设置为0即为PE1，配置为A×B＋PCIN并将B端口输入数据延时两个时钟周期由BCOUT输出用作级联即为PE2～PE4，如图4.32所示。

[image: ]
图4.32　PE2～PE4的DS P48E1配置形式




 4.3.4　系数对称的全并行FIR滤波器的设计

对于系数对称的FIR滤波器，可利用其对称性通过预加减少处理单元的个数。以8抽头偶对称为例，其系数满足式（4.25）。从而，在Xilinx Virtex-5中相应的硬件结构如图4.33所示。显然，处理单元的个数可减少至4个。此时，PE1对应的DSP48E配置为A×B＋C，PE2～PE4对应的DSP48E配置为A×B＋PCIN。由于Virtex-5中的DSP48E没有预加器，因此需要额外的逻辑资源实现预加功能。在Virtex-6和7系列FPGA中的DSP48E1本身就带有预加器，因此，图4.33所示结构可进一步优化，如图4.34
[5]

 所示。

[image: ]
图4.33　基于Virtex-5的8抽头系数偶对称的脉动FIR滤波器硬件结构



[image: ]
图4.34　基于Virtex-6和7系列FPGA的8抽头系数偶对称的脉动FIR滤波器硬件结构




 4.3.5　三种全并行结构的FIR滤波器性能比较

三种全并行结构依据相应的并行数据流而设计，使得输入数据采样率和系统时钟频率（乘法器工作频率）一致，这非常适合于采样率要求较高的场合，但同时也要求有足够的资源尤其是乘加器可供使用。

从资源角度看，三者需要同样个数的乘法器。对于FIR滤波器系数对称的情况，在Virtex-4和Virtex-5中由于DSP48和DSP48E不带有预加器，因此需要额外的逻辑资源实现预加功能，这将成为系统性能的瓶颈。在Virtex-6和7系列FPGA中，DSP48E1本身就包含预加器，因此无须额外资源即可实现预加、乘法和累加的功能。可见，这里资源的不同取决于所选择的芯片。另外，转置型与脉动型由于采用了加法链的结构非常易于映射为DSP48、DSP48E或DSP48E1，而直接型采用了加法树结构使得加法需要额外的逻辑资源实现，同时也增加了功耗。可见，在确定电路结构时要综合考虑芯片本身的架构，实现两者的统一。

全并行结构需要用到DSP48E1的级联。以7系列FPGA为例，如XC7A100T，每列有80个DSP48E1，共3列；XC7K325T，每列有140个DSP48E1，共6列。对于同一列的DSP48E1，它们之间通过专用走线实现级联，从而保证系统不会因级联而使性能受损。如果所需要的DSP48E1的个数单独某一列已无法满足，这就需要跨列级联。对于跨列级联，就需要额外的逻辑资源。例如，第一列DSP48E1与第二列DSP48E1级联时，第一列顶端的DSP48E1输出端口P要通过Slice中的寄存器与第二列底端的DSP48E1的C端口相连。


 4.4　半并行FIR滤波器

如前所述，串行结构牺牲了速度换取了资源，全并行结构则是牺牲了资源换取了速度。如果说这两种结构走向了两个极端：前者资源最少，后者速度最快，那么半并行结构则是资源与速度的折中，这充分体现了FPGA设计的一个重要思想“资源与速度的互换”，也印证了资源与速度是FPGA设计中的矛盾统一体。

半并行结构的设计思想是将一次滤波运算拆分重组为并行的部分和，根据器件情况以及系统要求合理地选取乘法器的个数，通过乘法器的分时复用使得系统资源与速度达到最佳的配置。本节重点介绍几种半并行结构的FIR滤波器，从数据流的角度分析，阐述其设计思想。


 4.4.1　基于移位寄存器的半并行FIR滤波器

由半并行结构的设计思想可知，其关键环节是将串行的输入数据流转换为并行的数据流，实现并行处理以及分时复用。仍以4抽头为例，假定乘法器个数M＝2，则
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式（4.29）表明，把x（3）和x（1）并行处理，�x（2）和x（0）并行处理。x（3）和x（2）分时复用一个乘法器，�x（1）和x（0）分时复用另一个乘法器。它们的关系如图4.35所示。

[image: ]
图4.35　4抽头FIR滤波器半并行结构输入数据的时间分配



进一步分析其数据流，如图4.36所示。将滤波器系数分为两组存储于两个ROM中，两个ROM分时输出各自系数，相应地，输入数据存储模块分时输出滤波运算所需数据。例如，计算y（3）时，系数h（0）和h（2）同时输出，数据x（3）和x（1）同时输出。纵向观察输入数据可知，相邻两次滤波运算有且只有一个数据被更新，例如，计算y（4）时，�x（0）被x（4）替换，其他数据被记忆，且每个数据都会被记忆4次，如图中的x（3）。从输入数据的更新速度来看，每更新一个数据要完成一次滤波运算，这意味着图中的每个ROM都要完成两次读操作，从而可确定ROM的读速率也就是乘法器的工作频率fclk
 将是输入数据采样率fs
 的2倍。
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图4.36　4抽头FIR滤波器半并行结构数据流分析



对于N抽头FIR滤波器，若分为M段并行实现，那么输入数据率fs
 和乘法器的工作速率fclk
 之间的关系可表示为
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采用Matlab描述图4.36所示算法如Matlab代码4-3所示。

Matlab代码4-3　function: semi_fir



01 function [y,yref] = semi_fir(x,h,M)
02 ％ x： input data vector
03 ％ h： fir coef [h(0)，h(1)，... ，h(N‐1)]
04 ％ m： number of multiplier
05 x_len = lengt h(x);
06 h_len = lengt h(h);
07 K = ceil(h_le n/M);
08 k = K*M
09 hold = h
10 h = [reshape( h,h_len,1);zero s(N‐h_len,1)];
11 h = reshape(h ,K,M);
12 tap_delay = zeros(K,M);
13 data = zeros( 1,M);
14 coe = zeros(M ,1);
15 y = zeros(x_l en,1);
16 for n=1:x_len
17   for m=M:‐1:1
18      if m==1
19       tap_delay(:,1) = [x(n);tap_delay(1:K‐1,1)];
20      else
21       tap_delay(:,m) = [tap_delay(K,m‐1);t ap_delay(1:K‐1 ,m)];
22      end
23   end
24   for p=1:k
25     data = tap_delay(p,:);
26     coe = h(p ,:)';
27     y(n) = y( n)＋data*coe;
28   end
29 end
30 yref = filter(hold,1,x);




图4.36中相邻两列滤波运算用到的数据其流动方式与移位寄存器中的数据流动方式一致。因此，很直观地，输入数据由串行到并行的转换方法之一就是采用级联的移位寄存器实现。单一的移位寄存器结构已在图4.12给出。以4抽头为例，基于此构成的半并行FIR滤波器硬件结构如图4.37所示。

显然，图4.37中是将两个深度为2的移位寄存器联级，共用时钟使能端和地址控制端。注意移位寄存器的输出端口只有一个，即图中的A端口，这里只是为了画图的方便将其输出连接到第二个移位寄存器。两个移位寄存器级联意味着在同一时刻可同时输出两个数据，从而达到并行处理的目的。滤波器系数分为M段存储在M个ROM中，ROM的读地址与移位寄存器控制端读地址一致，从而使数据匹配即保证在计算y（n）时与x（n）相乘的滤波器系数一定是h（0），与x（n-1）相乘的滤波器系数一定是h（1），依此类推，以满足卷积运算的要求。图中虚线框内的两个DSP48E1功能不同，前者用于执行A×B＋C，其中C端口输入为0；后者用于执行A×B＋PCIN，除了计算乘法外还用于计算式（4.29）中的部分和Σ31
 与Σ32
 。为了保证数据对齐，第一个DSP48E1中乘法器的输出并没有寄存，这使得从A端口和B端口到第二个DSP48E1的加法器端口均为两级流水，从而构成了加法树的结构。第一个DSP48E1不是完全流水设计，因此没有充分发挥其性能。如果FIR滤波器阶数较高，则需要更多的乘法器，亦即需要拆分为更多的部分和，从而需要更多的移位寄存器级联，那么此处加法树的级数也将更深。滤波运算的最终结果由累加器输出。累加是将滤波运算的中间值即式（4.29）中的部分和相加，那么一次累加周期即为一次滤波运算周期。从而，累加器的使能信号可由ce延时一定的时钟周期产生。此设计中N=4，M=2，故[image: ]
 。
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图4.37　基于移位寄存器＋加法树的4抽头半并行FIR滤波器硬件结构



与图4.37相匹配的滤波运算时序如图4.38所示。从图中可进一步明确时钟使能信号ce的周期与输入数据率以及滤波运算周期之间的关系。图4.37中C0和C1的输出都没有寄存，为了提升系统性能，可同时在A、B、C0和C1输出端口添加寄存器。

[image: ]
图4.38　采用移位寄存器＋加法树的4抽头半并行FIR滤波器时序图



对图4.37中的结构做一定的改造即可采用加法链代替其中的加法树，如图4.39所示。图4.35中x（3）h（0）和x（1）h（2）是同时出现的，这也是加法树时序的特点，如图4.38中的虚线框所示。为了实现正确的相加时序以补偿图4.39中乘法器输出寄存的2个时钟周期需要将第二级的移位寄存器的控制信号在第一级的基础上延时一个时钟周期。这正是图4.39中对ce和addr寄存的原因。相应的时序图如图4.40所示。
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图4.39　基于移位寄存器＋加法链的4抽头半并行FIR滤波器硬件结构



[image: ]
图4.40　采用移位寄存器＋加法链的4抽头半并行FIR滤波器时序图



与图4.38相比，B0有一个时钟周期的滞后，加上对第二级地址控制端的延时正好补偿了第一级乘加模块输出的两级延时。

无论是图4.37的采用加法树的半并行滤波器结构还是图4.39的采用加法链的半并行滤波器结构都非常易于FPGA实现。采用Xilinx 7系列FPGA，相比而言，加法链的结构更为合适。需要说明的是，这里的“更为合适”目的是提醒读者在设计时要充分考虑电路与FPGA器件内部结构之间的关系，以使设计的最终性能在资源、速度和功耗等方面都能得到好的体现或者最佳的配置。

结论：

（1）此结构中输入数据采样率与系统时钟频率之间的关系由式（4.30）决定；

（2）每个移位寄存器的深度为N/M；

（3）ce信号决定了一次滤波运算所需时钟周期；

（4）滤波器系数分M段存储在M个ROM中，每个ROM深度为N/M。


 4.4.2　基于多片双端口RAM的半并行FIR滤波器

在某些场合，系统的采样率较高或者滤波器阶数较高，在这种情况下，采用分布式逻辑资源的移位寄存器实现数据缓冲并不是最好的方法。此时，考虑采用Block RAM模拟抽头延时链的行为实现数据缓冲则是十分可取的。为便于说明，本节以8抽头FIR滤波器为例。

根据半并行滤波器设计思想，将8个系数分为两组，h（0）~h（3）为一组，h（4）~h（7）为一组，通过分时复用两个乘法器实现滤波运算。输入数据采样率与系统时钟频率之间依然满足式（4.30）所示的关系式。由N=8，M=2可知fclk
 =4fs
 。数据流的关系类似于图4.35所示，只是此时为8抽头。采用两个双端口RAM（Simple Dual Port RAM）实现数据缓冲，两个RAM均配置为先读后写模式，每个RAM的深度为N/M=4，其结构如图4.41所示。后级RAM的输入是前级RAM的输出，即两个RAM级联。通过加法树求得部分和（图中的虚线框在M>2时将为加法树），最终将部分和累加获得滤波运算结果。图中数据输入端为din，waddr1和waddr2分别为两个RAM的写地址，we1和we2分别为两个RAM的写使能，raddr1和raddr2分别为两个RAM的读地址，coeaddr为两个系数ROM的读地址。图中2D表示两个寄存器级联。

[image: ]
图4.41　基于两个单端口RAM的8抽头半并行FIR滤波器硬件结构



与图4.41相匹配的时序如图4.42所示。控制逻辑是此设计中的关键之一，依然要求尽量使控制信号之间有相关性以实现电路的自我纠错能力。图中，读系数地址coeaddr单独产生，是一个模值为4的计数器。通过对其译码产生第一个RAM的写使能信号we1。对we1计数产生第一个RAM的写地址waddr1，而每次滤波运算读的首地址与当前的写地址一致，如图中箭头所指。这样由写地址可产生读首地址，进而产生读地址raddr1。we2和waddr2可分别由we1和waddr1做一定延时产生。从而，实现了控制信号之间的逻辑紧凑。需要注意的是只有当输入数据在第一个RAM中的生命周期结束才可写入第二个RAM，如图中的x（0），只有在计算y（3）之后才被写入第二个RAM。同时，对比data1和data2虚线框内的数据，也就不难理解图4.41中乘法器的输出需要两级寄存。

[image: ]
图4.42　基于两个单端口RAM的8抽头半并行FIR滤波器时序图



对图4.41所示结构进行一定的改进即可由加法树改为加法链实现中间乘积结果的相加，改进思路与图4.39类似，此处不再赘述。

结论：

（1）此结构中输入数据采样率与系统时钟频率之间的关系由式（4.30）决定；

（2）每个单端口RAM的深度为N/M；

（3）ce信号决定了一次滤波运算所需时钟周期；

（4）滤波器系数分M段存储在M个ROM中，每个ROM深度为N/M。


 4.4.3　基于单片单端口RAM的半并行FIR滤波器

采用移位寄存器和多片单端口RAM的半并行结构其实质都是依据直接型的数据流关系，只是对其进行了数据重组，通过分时复用乘法器实现并行处理。本节介绍的基于单片单端口RAM的半并行FIR滤波器则是依据转置型的数据流关系。为便于说明，此处以16抽头FIR滤波器为例。

根据滤波运算规则可知
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对其进行拆分重组，可得
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每一个滤波运算输出都可按照上述规则分解为4个部分和，于是可得如图4.43所示的数据流。输入数据与相应的系数同时相乘，例如输入数据为x（12）时，它与h（0）、h（1）、h（2）以及h（3）同时通过4个乘加器DSP48相乘，达到并行处理的目的。此外，将4个部分和分配到4个乘加器中，在时间上达到流水的目的。

图4.43中，信号opmodectrl控制4个DSP48的工作模式。当其为高时，DSP48_1的工作模式为P=A×B，其中，A、B端口分别为输入数据和滤波器系数；其余3个DSP48的工作模式为P=PCIN＋A×B，其中PCIN是前级DSP48的输出。当其为低时，DSP48_1的工作模式为P=P＋AxB，其余3个DSP48的工作模式与之相同。进一步说明，opmodectrl第一个正脉冲来到时，DSP48_1执行h（3）x（12），DSP48_2执行[image: ]
 ，其中[image: ]
 是DSP48_1的输出结果。DSP48_3执行[image: ]
 ，其中[image: ]
 是DSP48_2的输出结果。DSP48_4执行[image: ]
 ，其中[image: ]
 是DSP48_3的输出结果。opmodectrl为低后，每个DSP48执行累加操作。当opmodectrl第二个正脉冲来到时，DSP48_1执行h（3）x（13），�DSP48_2执行[image: ]
 ，其中[image: ]
 是DSP48_1的输出结果。DSP48_3执行[image: ]
 ，其中[image: ]
 是DSP48_2的输出结果。DSP48_4执行[image: ]
 ，其中[image: ]
 是DSP48_3的输出结果，依此类推。
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图4.43　基于单端口RAM的16抽头FIR滤波器半并行结构数据流



以矩阵形式表示部分和之间的关系如图4.44所示。可见每个DSP48独立完成部分和，同时后级DSP48还完成与前级DSP48部分和相加的过程。同一时刻，每个DSP48完成不同滤波运算所需要的部分和，同一滤波运算所需要的部分和由4个DSP48分时完成，从而形成流水处理。

[image: ]
图4.44　以矩阵形式表示16抽头半并行结构FIR滤波器部分和之间的关系



通过以上数据处理过程的分析，可得如图4.45所示的硬件结构框图。整个系统由一个单端口RAM、4个DSP48、4个系数ROM、控制模块control以及4个MUX构成。图中，输入数据由单端口RAM的din端在写使能wen控制下进入，其中dataaddr既是写地址又是读地址，只是在写操作时还需要写使能的控制。RAM的深度与滤波器长度一致，且配置为先读后写模式。4个DSP48受opmodectrl信号控制，工作模式由MUX传送给DSP48，其中模式字opmode1对应P=A×B，opmode2对应P=P＋A×B，opmode3对应P=PCIN＋A×B。4个系数ROM中存放滤波器系数，将滤波器系数分为4个片段存储，存储方式如图4.46所示。可采用Matlab代码4-4生成各ROM所存储的系数。

[image: ]
图4.45　基于单端口RAM的16抽头FIR滤波器半并行硬件结构



[image: ]
图4.46　16抽头FIR滤波器半并行结构中滤波器系数的存储方式



Matlab代码4-4　function: coe_gen



01 funct ion h=coe_ge n(coe,M)
02 ％ coe： filter coe [h(0)，h(1)，...，h(N‐1)]；
03 ％ M： the number of coe is divided.
04 ％ It' s also the number of multiplier.
05 ％ Each row is one sub‐set of coe.
06 ％ row 1 ‐> ROM M；... row M ‐> ROM 1
07 N = length(coe);
08 R = ceil(N/M);
09 coe_new = [reshape(coe,N,1);zeros(R*M‐N,1)];
10 h = reshape(coe_n ew,M,R);




控制模块是设计的核心。设计思想仍是使控制信号之间关系紧凑，具有较强的相关性，从而使电路具有自我纠错能力。这里以读滤波器系数地址为基地址产生其他控制信号。控制信号之间的时序如图4.47所示。baseaddr是一个模值为4、初值为0、步进为1的计数器，对其译码可产生写使能信号，将其延时一个时钟周期作为读滤波器系数地址。baseaddr乘以4（左移两位）产生baseaddr_m。baseaddr_m与tap共同作用产生dataaddr，其中tap是初值为0、步进为1、模值为16、以wen作为使能的计数器。采用SysGen实现控制模块电路如SysGen模型4-3所示。

[image: ]
图4.47　16抽头FIR滤波器半并行结构时序图




SysGen模型4-3　16抽头FIR滤波器控制模块


[image: ]


图4.47中，baseaddr_m由baseaddr左移两位实现，这并不能体现一般规律。进一步分析，以15抽头FIR滤波器为例，将滤波器系数分为3组，对应3个ROM，3个DSP48。滤波器系数的存储方式如图4.48所示。控制模块输出信号之间的时序关系如图4.49所示。

[image: ]
图4.48　15抽头FIR滤波器系数分为3组时的存储方式



[image: ]
图4.49　15抽头FIR滤波器半并行架构系数分3组时控制模块输出时序



对比图4.47和图4.49，乘以4（右移两位）变成了乘以3。乘积因子的改变缘于分组数的改变。这里分为3组，观察ROM3中存储系数的序号分别为［0 3 6 9 12］，即为coeaddr乘以3的结果。

结论：

（1）此结构中输入数据采样率与系统时钟频率之间的关系由式（4.30）决定；

（2）wen信号决定了一次滤波运算所需时钟周期；

（3）滤波器系数分M段存储在M个ROM中，每个ROM深度为N/M。


 4.4.4　系数对称的半并行FIR滤波器的设计

对于系数对称的情形，可以利用其对称性节省资源，而不会损失性能。这里仍以8抽头偶对称FIR滤波器为例，那么根据对称性可知
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滤波器的输出可表示为

[image: ]


若采用4.4.1节所介绍的基于移位寄存器的半并行FIR滤波器架构，对于8抽头FIR滤波器，采用4个乘法器，其硬件架构如图4.50所示。

[image: ]
图4.50　8抽头采用移位寄存器的半并行FIR滤波器硬件架构



利用对称性，可通过预加运算节省乘法器，但需要对数据流重新控制，目的是保证数据对齐相加，以满足式（4.34）的要求。根据对称性，0号和3号移位寄存器输出数据要预加，1号和2号移位寄存器输出数据要预加，从而可将0号和3号DSP48E1合并，1号和2号DSP48E1合并。但显然，图4.50所示的结构移位寄存器的输出是不能直接预加的。既要保证移位寄存器之间是级联的，以满足数据的动态流动，又要保证相应移位寄存器的输出可以预加，这就需要把每个移位寄存器的使能端和地址端单独控制，相应的硬件架构如图4.51所示，时序如图4.52和图4.53所示。

[image: ]
图4.51　利用对称性基于移位寄存器的8抽头半并行FIR滤波器硬件架构



[image: ]
图4.52　图4.54中0号和1号移位寄存器输出时序



[image: ]
图4.53　图4.54中2号和3号移位寄存器输出时序



时序设计的思想是数据流要满足式（4.34）的要求。以计算y（7）为例，这就要求0号移位寄存器按［x（7）　x（6）］的顺序输出数据，�3号移位寄存器按［x（0）　x（1）］的顺序输出数据。同时对于部分和如图4.54所示，计算子部分和a0和a1并没有顺序要求，同样地，计算子部分和b0和b1也没有顺序要求，数据流的管理也利用了这一点。

对比图4.50和图4.51，可见利用系数的对称性可减少一半的乘法器资源，而系统性能并没有损失。此外，也可根据4.4.2节介绍的方法设计系数对称的半并行FIR滤波器。

[image: ]
图4.54　计算y（7）时的子部分和




 4.4.5　三种半并行结构的FIR滤波器性能比较

三种半并行结构其设计思想都是将一次滤波运算拆分为多个部分和，以并行、流水方式对这些部分和进行处理。其中，基于移位寄存器和多片双端口RAM的半并行结构是依据直接型的数据流，基于单端口RAM的半并行结构则是依据转置型的数据流。

半并行结构主要由存储单元和运算单元构成。其中，存储单元主要用于输入数据的缓存以及滤波器系数的存储，运算单元则用于乘加或乘累加运算。输入数据的缓存可由移位寄存器或RAM实现。移位寄存器可采用Xilinx FPGA中的SRL16，RAM可用分布式逻辑资源也可用Block RAM。选择何种逻辑资源用于数据存储与所需存储的数据量以及系统性能要求有关。运算单元可采用Xilinx FPGA中的DSP48实现。7系列FPGA中嵌入了带有预加器的乘累加器DSP48E1，形成嵌入式的乘加器，使得乘法和加法运算资源统一，时序紧凑，对于设计高阶高速FIR滤波器非常有利。

半并行结构是串行结构和全并行结构的折中，是资源和速度的均衡，很好地诠释了FPGA设计中资源和速度的矛盾与统一，故其柔韧性（适应程度）更强。


 4.5　分布式FIR滤波器

分布式算法
[6]

 （Distributed Arithmetic ，DA）广泛应用在乘累加运算之中。其思想可概述为将输入数据进行二进制位分解，并进行位重组，然后把不同时刻的数据属于同一位置上的二进制位取出来构成新数据作为查找表的地址，而查找表中按地址索引存储着相应的乘积结果，以此方式完成乘法运算，后续通过移位、累加等操作得到最终结果。其优势在于充分利用了FPGA内部丰富的存储资源如分布式的查找表、嵌入式RAM等，而不必直接使用硬线乘法器，这对于资源的折中是行之有效的。


 4.5.1　分布式算法原理

定义乘累加运算
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假定系数A（n）是固定常数，输入数据x（n）是变量，且为无符号数，则x（n）可表示为

[image: ]


其中[image: ]
 ，表示x（n）的第b位，而x（n）是输入数据的第n次采样。于是y（n）可表示为

[image: ]


提取式（4.38）中的公因子并进行位重组可得

[image: ]


若x（n）为有符号数，以B位二进制补码表示为

[image: ]


于是y（n）可表示为

[image: ]


进行类似式（4.39）的位重组可得

[image: ]


至此，y（n）的计算已分解为系数与输入数据的每一位相乘并累加。由于xb
 （n）非0即1，故可构造一个查找表，将[image: ]
 作为查找表地址，查找表的内容由式（4.43）确定，例如，当[image: ]
 为[image: ]
 时，该地址上存储的数据应为[image: ]
 。

[image: ]


显然，查找表的深度为2N
 。查找表输出结果经移位累加即可获得y（n）。


 4.5.2　串行分布式FIR滤波器

为便于描述，此处仍以4抽头FIR滤波器为例说明
[7]

 。

[image: ]


假定输入数据x（n）可以用B=4位二进制补码表示，即

[image: ]


式中x3
 （n）为符号位。显然，[image: ]
 非0即1。根据补码表数的原理可知

[image: ]


将式（4.45）代入式（4.44）中可得
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进一步，根据分布式算法原理可得

[image: ]


记

[image: ]


式中b=0,1,2,3。则y（n）可进一步表示为

[image: ]


制作一个查找表，查找表的地址由二进制向量[image: ]
 构成，其内容如表4.3所示。显然查找表深度取决于滤波器长度，查找表的内容可采用Matlab代码4-5生成。分布式算法的FIR滤波器采用Matlab描述如Matlab代码4-6所示。


表4.3　4输入查找表存储数据
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Matlab代码4-5　function: dalut



01 fu nction [hnew,h sum] = dalut(h ,K)
02 ％ h： coe of fir
03 ％ K： the number of group his divided
04 ％ hsum： the data in each column is stored
05 ％ into one LUT separately
06 h_len = length(h);
07 M = ceil(h_len/K);
08 N = M*K;
09 hpad = [reshape(h,h_len,1);zeros(N‐h_len,1)]; ％post pad zeros
10 hnew = reshape(hpad,M,K);
11 depth = 2^M;
12 hsum = zeros(depth,K);
13 temp = zeros(1,M);
14 for r=1:depth
15   temp = dec2binvec(r‐1,M);
16   for c=1:K
17     hsum(r,c) = temp*hnew(:,c);
18   end
19 end




Matlab代码4-6　function: da_fir



01 function [y,yref]=da_fir(x,h,B)
02 ％ x： input data vector
03 ％ h：fir coef [h(0)，h(1)，...，h(N‐1)]
04 ％ h must be integer
05 ％ B： the width of input data
06 x_len = length(x);
07 h_len = length(h);
08 h = reshape(h,1,h_len);
09 y = zeros(x_len,1);
10 tap_delay = zeros(h_len,B);
11 din_bin = zeros(1, B);
12 factor = 0;
13 for k=1:x_len
14   if x(k)>=2^(B‐1) || x(k)<‐2^(B‐1)
15     error('B is not reasonbale.');
16   end
17   ％ for dec2binvec can only suppport non‐negative integer
18   if x(k)<0
19     x(k) = 2^B＋x(k);
20   end
21   din_bin = dec2binvec(x(k),B);
22   tap_delay = [din_bin;tap_delay([1:h_len‐1 ],:)];
23   for c=1:B
24     if c==B
25       factor = ‐2^(c‐1);
26     else
27       factor = 2^( c‐1);
28     end
29     y(k) = y(k)＋h*tap_delay(:, c)*factor;
30   end
31 end
32 yref = filter(h,1, x);




y（n）还可表示为

[image: ]


观察式（4.51）可知，和的求取过程总可以看作前一次获取的部分和左移一位（乘以2）与当前部分和相加，不断重复此过程，这正是串行分布式FIR滤波器的设计依据。需要注意的是当地址为[image: ]
 ，即由一次卷积运算所需的输入数据各符号位构成地址时，对查找表输出内容执行减操作，如式（4.51）中的-s（3）。这样形成了如图4.55所示的硬件架构。

图4.55中显示了计算y（3）时移位寄存器中的内容。图中，PSC（Parallel-to-Serial Converter）为并串转换器，将输入数据由并行二进制流转换为串行二进制流。4个深度为4的移位寄存器级联，实现串行二进制流的动态推进。DALUT最终可用ROM实现，ROM深度为24
 ，存储内容如表4.3所示。控制信号sctrl根据查加减模块执行相应操作。capture为捕获信号，每完成一次滤波运算将结果输出。以fs
 表示输入数据采样率，B为输入数据位宽，则并串转换模块输出二进制数据流速率Bfs
 ，可见系统工作时钟取决于输入数据的位宽而与滤波器长度无关。

[image: ]
图4.55　4抽头串行分布式FIR滤波器硬件架构



通过对PSC的复用可得另一种架构的串行分布式FIR滤波器，如图4.56所示。图中显示了计算y（3）时PSC的输出数据流。

[image: ]
图4.56　4抽头PSC复用的串行分布式FIR滤波器硬件架构



图4.55和图4.56中有两个重要的逻辑单元：PSC和DALUT。对于PSC，以位宽为4bit的数据为例，可采用SysGen模型4-4所示的电路。图中Slice模块用于获取输入数据din的某一位。信号load与din同步，为时钟周期的4倍，高有效，有效脉宽为1个时钟周期。

对于DALUT，由于其存储深度与滤波器长度N呈指数关系，这意味着当N较大时，将会占用很多的存储资源，甚至FPGA内部存储资源已无法满足。例如，N=32时，假定数据位宽为18bit，对于Xilinx 7系列FPGA，需要232
 /212
 =220
 个36Kb的Block RAM，这是无法满足的。此时，可将滤波器系数分为三组，前两组长度为12，第三组长度为8，这样只需要2个36Kb的Block RAM和1个18Kb的Block RAM，只是这时还需要额外的加法器如图4.57所示。

SysGen模型4-4　4bit并串转换电路

[image: ]


[image: ]
图4.57　系数分组以减少存储资源



结论：

（1）两种结构均以式（4.51）为依据，仅用了存储资源和D触发器等，结构清晰简洁；

（2）系统工作时钟频率取决于输入数据位宽而与滤波器长度无关。

（3）查找表深度为2N
 ，其中N为滤波器长度。


 4.5.3　全并行分布式FIR滤波器

重写式（4.50）为

[image: ]


全并行的设计思想正是将所有的部分和同时执行，这就需要将查找表复制B次以达到并行的目的。同时，需要引入权重控制即式（4.52）中的指数部分，它反映了该部分和对整个结果的贡献程度。显然，这是一种牺牲资源换取速度的方法。基于此的硬件架构如图4.58所示。

[image: ]
图4.58　4抽头全并行分布式FIR滤波器硬件架构



图4.58中，D触发器构成的延时链控制输入数据的流动。由于是全并行，也就不需要并串转换模块，而是直接对各抽头采样数据的二进制位进行重组构成查找表地址以获得相应的部分和。查找表地址位宽为4，深度为16，存储内容如表4.3所示。4个查找表完全一样。所需的查找表个数由输入数据位宽B决定。查找表输出数据与相应的权重因子相乘并通过加法树获得最终结果。整个设计所需要的存储资源较多，但系统可全速工作即采样率与系统时钟频率两者一致。

结论：

（1）全并行结构通过复制查找表实现并行处理；

（2）全并行结构系统采样率与系统时钟频率两者一致。


 4.5.4　半并行分布式FIR滤波器

在4.4节中已经阐述，半并行结构是串行结构与全并行结构的一种很好的折中，它使资源和速度实现期望的配置。

就分布式算法而言，仍从其数据流的角度考虑。式（4.50）可改写为
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式（4.53）意在表明将s（2）和s（3）同时执行，将s（0）和s（1）同时执行，而s（2）和s（1）复用一个查找表，s（3）和s（1）复用一个查找表，这就需要将采样数据分割为偶数位部分和奇数位部分，并同时对这两部分采取并串转换。4个部分和的执行顺序及资源关系如图4.59所示。从图中还可进一步看出，存储资源相比于全并行结构有所减少。

[image: ]
图4.59　4个部分和的执行顺序与资源关系



根据式（4.53）所体现的思想，可得图4.60所示的4抽头半并行分布式FIR滤波器硬件架构。整个结构由D触发器构成延时链实现数据的流动，由8个PSC完成数据的并行到串行的转换，由两个查找表实现部分和。其中，查找表地址宽度为4，深度为16，存储数据如表4.3所示。权值控制模块提供部分和所需要的权重因子，即式（4.53）中的指数部分。通过对部分和的累加得到最终结果并由捕获寄存器输出。

[image: ]
图4.60　将采样数据分割为偶数位和奇数位的4抽头半并行分布式FIR滤波器硬件架构



式（4.50）还可改写为

[image: ]


式（4.54）意在表明将s（0）和s（2）同时执行，将s（1）和s（3）同时执行，而s（0）和s（1）复用一个查找表，s（2）和s（3）复用一个查找表，此时则需要将采样数据分割为低位部分和高位部分，并同时对这两部分采取并串转换。相应的电路结构与图4.60类似，只是并串转换模块的输入略有不同。

本设计中采样数据为4bit，以两种方式将其分为两段。第一种方式是将偶数位提取构成一段，将奇数位提取构成一段；第二种方式是将低两位提取构成一段，将高两位提取构成一段。这样系统的时钟频率fclk
 与采样率fs
 之间的关系为

[image: ]


式中B为采样数据的位宽。进一步推广，如果将B位采样数据分为L段，那么系统的时钟频率fclk
 与采样率fs
 之间的关系为

[image: ]


显然，当L=1时，反映了串行结构系统时钟频率与采样率的关系，当LB=时则反映了全并行结构系统时钟频率与采样率的关系。L决定了所需查找表的个数。

结论：

（1）半并行结构所需要的查找表个数由L决定；

（2）半并行结构系统时钟频率与采样率之间的关系由式（4.56）决定。


 4.5.5　三种分布式FIR滤波器性能比较

分布式算法的优势在于通过查找表的方式实现乘累加运算从而节省了硬线乘法器。这就意味着它需要一定的存储资源。在Xilinx的FPGA中，这种存储资源可以使用嵌入式Block RAM，也可采用分布式RAM。这取决于系统对资源的需求。

从资源角度而言，三种结构都需要查找表、触发器以及累加器。串行结构需要1个查找表，全并行结构需要B个查找表，半并行结构需要L个查找表。显然，全并行结构所需要的资源最多。

从速度角度而言，三种结构所能获得的采样率都与滤波器长度无关而与采样数据位宽有着直接的关系。假定系统时钟频率为fclk
 ，那么串行结构所能达到的最大采样率为fclk
 /B，全并行结构所能达到的最大采样率为fclk
 ，半并行结构所能达到的最大采样率为Lfclk
 /B。显然，全并行结构适用于对采样率要求很高的场合，串行结构适用于对采样率要求较低的场合，而半并行结构通过对L的调整可获得期望的采样率，故适用于大多数场合。

在设计时，应根据系统指标的要求，权衡资源与速度两个关键因素选取适当的结构。


 4.6　快速卷积型FIR滤波器

本质上，滤波就是卷积，这里的卷积是线性卷积。无论是直接型还是转置型FIR滤波器，都是从时域角度描述了滤波器的计算方式。能否从频域角度实现FIR滤波器呢？这是本节将要回答的问题。


 4.6.1　线性卷积的计算方法及运算量分析

1．线性卷积的计算方法

假定FIR滤波器的冲激响应h（n）长度为M，输入x（n）为因果序列即当n＜0时x（n）=0，则输出

[image: ]


式中“*”表示线性卷积，该式表明输出y（n）是x（n）和h（n）的线性卷积。那么线性卷积如何计算呢？通常，线性卷积的计算分为4个步骤完成，即反转、移位、相乘和求和。例如：

[image: ]


x3
 （n）=x1
 （n）*x2
 （n）可通过表4.4所示方式获得。如果把x1
 （n）看作是窗长为4的数据窗，那么不难看出卷积操作只针对进入窗口内的数据有效。从这个角度而言，对于FIR滤波器，如果系数h（n）固定，那么滤波器所需要的乘法器和加法器的个数也就固定，与输入数据是长序列还是短序列并无关系。除此之外，还可通过表4.5所示的竖式相乘的方法计算线性卷积。在Matlab中可以通过函数conv计算线性卷积。


表4.4　采用常规方法计算线性卷积

[image: ]



表4.5　采用竖式相乘法计算线性卷积

[image: ]


2．运算量分析

线性卷积的运算量可从三个阶段分析。不失一般性，假定h（n）的长度M小于x（n）的长度L。

第一阶段，如图4.61所示，计算y（0）～y（M−1）。输入数据序列x（n）依次进入数据窗，每获得一个卷积结果所需要的乘法次数和加法次数依次增加。此阶段所需要的乘法次数为M（M+1）/2，加法次数为M（M−1）/2。

[image: ]
图4.61　线性卷积第一阶段



第二阶段，计算y（M）～y（L−2）。此阶段每个卷积结果所需要的乘法次数均为M，加法次数均为M−1。

第三阶段，如图4.62所示，计算y（L-1）～y（L+M−2），输入数据序列x（n）依次从窗口滑出，每获得一个卷积结果所需要的乘法次数和加法次数依次减少。此阶段所需要的乘法次数为M（M+1）/2，加法次数为M（M-1）/2，与第一阶段相同。

[image: ]
图4.62　线性卷积第三阶段



综上所述，长度分别为L和M的两个序列执行线性卷积，卷积结果长度为L+M−1，所需要的乘法次数为
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加法次数为

[image: ]



 4.6.2　圆周卷积的计算方法及运算量分析

1．圆周卷积的计算方法

圆周卷积（也称循环卷积）是针对两个长度相等的有限长序列求卷积。假定x1
 （n）和x2
 （n）长度均为N，则它们的圆周卷积定义为

[image: ]


式中“。”表示圆周卷积，其中
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式（4.62）中[image: ]
 和[image: ]
 分别表示x1
 （n）和x2
 （n）经周期延拓所构成的周期信号。因此，有限长序列x1
 （n）和x2
 （n）的圆周卷积等于相应的周期信号[image: ]
 和[image: ]
 的周期卷积的一个基本周期。[image: ]
 是[image: ]
 的圆周移位，即将[image: ]
 移位后取主值区间[0，N−1]的序列值。从而，一个有限长序列x（n）的圆周移位定义为

[image: ]


于是，式（4.62）可更新为

[image: ]


以N=4为例，圆周移位的过程如表4.6所示。


表4.6　N=4时圆周移位的过程

[image: ]


圆周移位的Matlab函数如Matlab代码4-7所示，采用了Matlab自带的mod函数。另外，观察表中的变化规律，也可采用计数器的方式实现，如Matlab代码4-8所示。

Matlab代码4-7　function: cirshifta



01 function y = cirshifta (x, m, N)
02 % x: input sequence, row vector
03 % m: sample shift, [0, N-1]
04 % N: size of circular buffer
05 % method: y(n) = x ((n-m) mod N)
06 x_len = length(x);
07 if x_len>N
08  error ('N must be >= the length of x');
09 end
10 x = [x, zeros (1, N-x_len)];
11 n = 0:N-1;
12 n = mod (n-m, N);
13 y = x (n+1);




Matlab代码4-8　function: cirshiftb



01 function y = cirshiftb(x,m,N)
02 % x: input sequence, row vecto r
03 % m: sample shift, [0,N-1]
04 % N: size of circular buffer
05 % method: up-counter
06 x_len = length( x);
07 if x_len>N
08  error('N must be >= the length of x');
09 end
10 x = [x,zeros(1, N-x_len)];
11 n = zeros(1,N);
12 for k=1:N-1
13  if m==0
14   n(1) = m;
15  else
16   n(1) = N-m;
17  end
18   n(k+1) = n( k) + 1;
19  if n(k) == N-1
20   n(k+1) = 0;
21  end
22 end
23 y = x(n+1);




圆周卷积的计算有两种方法：同心圆法
[8]

 和矩阵相乘法。仍以式（4.58）、式（4.59）给定的x1
 （n）和x2
 （n）为例。

（1）同心圆法

同心圆法如图4.63所示。图中外圆代表了x1
 （n）的序号，依顺时针排列；内圆代表了x2
 （n）的序号，依逆时针顺序排列。圆周移位过程中，外圆保持不动，内圆按顺时针方向旋转。

[image: ]
图4.63　同心圆法计算圆周卷积



（2）矩阵相乘法

观察表4.6可知，圆周卷积是两个矩阵相乘的结果，如式（4.66）所示。式中x2
 （n）对应的矩阵称为循环矩阵（Circulant Matrix）。

[image: ]


利用Matlab计算圆周卷积如Matlab代码4-9所示。

Matlab代码4-9　function: circonv



01 function y = circonv(x1,x2,N)
02 % the length of x1 <= N
03 % the length of x2 <= N
04 % N: size of ci rcular buffer
05 % x1 and x2 should be row vector
06 x1_len = length (x1);
07 x2_len = length (x2);
08 if x1_len>N || x2_len>N
09  error('N is n ot reasonable');
10 end
11 x1 = [x1,zeros( 1,N‐x1_len)];
12 x2 = [x2,zeros( 1,N‐x2_len)];
13 % Get x2(‐n)
14 m = 0:N‐1;
15 x2 = x2(mod(‐m, N)+1);
16 h = zeros(N);
17 % Get circular matrix
18 for n=1:N
19  h(n,:) = cirshifta(x2,n‐1,N);
20 end
21 y = h*x1(:);
22 y = y.'; % transform from column to row




圆周卷积与离散傅里叶变换（DFT）相对应。若x1
 （n）和x2
 （n）的N点DFT分别为
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那么

[image: ]


因此，圆周卷积也可通过DFT计算，即

[image: ]


而DFT可通过快速傅里叶变换（FFT）实现，可进一步降低运算量。相应的Matlab代码如Matlab代码4-10所示。

Matlab代码4-10　function: circonv_fft



01 function y = circonv_fft(x1,x2)
02 % circular conv based on FFT
03 % N: FFT size
04 x 1_len = length (x1);
05 x 2_len = length (x2);
06 N = 2^nextpow2( max(x1_len,x2_l en));
07 x1 = [x1,zeros( 1,N‐x1_len)];
08 x2 = [x2,zeros( 1,N‐x2_len)];
09 xw1 = fft(x1,N);
10 xw2 = fft(x2,N);
11 y = ifft(xw1.*x w2,N);




2．运算量分析

不管是用同心圆法还是矩阵相乘法计算两个N点序列的圆周卷积，每获得一个卷积结果需要N次乘法和N-1次加法。圆周卷积的结果长度仍为N，所以两个N点序列的圆周卷积共需要乘法次数为
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加法次数为

[image: ]


若采用FFT的方式计算，需要两个FFT，1个IFFT和N次乘法，因此，总共需要的乘法次数为

[image: ]


加法次数为

[image: ]



 4.6.3　从线性卷积到FFT的跨越

对于单位抽样响应为h（n）的数字系统，在时域，其输出y（n）是输入序列x（n）和h（n）的线性卷积；在频域，输出频谱Y（w）是X（w）和H（w）的乘积。通过傅里叶逆变换，就可以由Y（w）求解出y（n）。这种频域计算方法存在的问题是X（w）、H（w）和Y（w）是连续变量w的函数，从而导致无法在数字计算机上完成。另一方面，DFT可在数字计算机上完成，而DFT是离散时间信号傅里叶变换的频域采样，这为我们从频域实现线性卷积提供了思路。考虑到DFT与圆周卷积的对应关系，我们先讨论一下如何由圆周卷积实现线性卷积。

假定x（n）长度为L，h（n）长度为M，那么两者的线性卷积长度为L+M−1，而圆周卷积长度为max（L，M）。为了使两种卷积的结果一致，可采用如图4.64所示的方式，即分别对x（n）和h（n）补零，使其长度均为L+M−1，然后计算L+M−1点的圆周卷积。

[image: ]
图4.64　由圆周卷积实现线性卷积的方法



考虑Matlab代码4-11，分别计算x1
 （n）和x2
 （n）的线性卷积xL、4点圆周卷积xC1和6点圆周卷积xC2。

Matlab代码4-11　圆周卷积案例



01 x1 = [2 2 1];
02 x2 = [2 0 1 4];
03 xL = conv(x1,x2 );
04 xC1 = circonv(x1,x2,4);
05 xC2 = circonv(x1,x2,6);




计算结果分别为xL=[4 4 4 10 9 4]，xC1=[13 8 4 10]，xC2=[4 4 4 10 9 4]。可见，xC2和xL是相等的。另一方面，对xL以4为周期进行周期延拓，再取4点的主值序列，即可获得4点圆周卷积的结果，具体操作如图4.65所示。

[image: ]
图4.65　由线性卷积到圆周卷积的计算方法



从图4.65中还可看出，xL和xC1有两点数据是一致的。事实上，有这样的结论：对于长度分别为N1
 和N2
 的两个序列，选取圆周卷积的长度为N=max（N1
 ，N2
 ），那么圆周卷积结果的前M−1个点与线性卷积结果不同，这里M=min（N1
 ，N2
 ）。这个结论对于长序列的分段卷积是非常有用的。

至此可知，圆周卷积实现线性卷积是可行的，而圆周卷积与DFT相对应，DFT又可通过FFT实现，因此可得如图4.66所示的快速卷积算法框图。图中，2n
 ≥L+M−1。

[image: ]
图4.66　快速卷积算法框图



从运算量的角度看，根据式（4.60）和式（4.73），假定L=M，可得相应的乘法运算量，如表4.7所示。不难看出，对于两个长序列（L≥64）的线性卷积，采用快速卷积算法所需要的乘法次数明显少于采用传统线性卷积所需要的乘法次数。


表4.7　线性卷积算法和快速卷积算法的乘法运算量的比较
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 4.6.4　计算长数据序列线性卷积的两种算法

假定输入序列x（n）长度为L，FIR滤波器单位抽样响应h（n）长度为M。在一些实际工程应用中可能会出现以下两种情况。

情况1：L很大，M较小，不失一般性，假设[image: ]
 。根据式（4.57）可知，所需资源以及时钟频率与L无关。但若采用图4.66所示的快速卷积算法，就需要等到所有L个数据到齐，然后再进行补零操作。这意味着系统的Latency将会很大，从而降低了系统的实时处理性能。

情况2：L较小，M很大，根据4.4节可知，需要的资源将急剧增大，尤其是在输入数据采样率也很大的情况下，资源和速度的折中将变得尤为重要。此时，可选择图4.66所示方法，但也面临同样的问题。

重叠保留法
[9]

 和重叠相加法解决了这一问题。这两种方法的共同点都是将大的数据序列分割成块再进行处理。这里都假设[image: ]
 。

1．重叠保留法

根据上一节的阐述可知x（n）和h（n）圆周卷积的前M−1个点与其线性卷积不同。为此，可在x（n）前补M−1个零。为便于说明，这里以

[image: ]


为例。采用重里选择块长度两者的线性卷积为如图4.67所示。图中先在x（n）前补2个0，x（n）分块，这N=6，每块有2个点是重叠的，最后一个数据块若长度不足叠保留法计算再对则补0，可得三个数据块B1
 、B2
 和B3
 。每个数据块分别与h（n）执行6点圆周卷积，卷积结果分别为y1
 、y2
 和y3
 。将它们的前2个点抛弃，其余点按顺序组合即为x（n）和h（n）的线性卷积结果。

[image: ]
图4.67　重叠保留法原理



上述例子中，每个数据块的长度N为6。N是否可以取任意满足N≥M的值呢？假定N=4，可分成5个数据块，如图4.68所示。每个数据块与h（n）执行4点圆周卷积，结果仍为4点，其中2点为有效点。从而5个数据块可获得10个有效数据点，但最终线性卷积结果应为12个点，故需要通过补零构造第6个数据块[9 10 0 0]获得最后两个有效点。尽管可通过再次补零获得最终结果，但显然这种操作带来了一些不便。因此，选择N后还要判断是否需要构造数据块以获得所有的有效点。

[image: ]
图4.68　数据块长度为4时应用重叠保留法



图4.67中三段数据块起始数据和终止数据对应序号的变化规律以及序号之间的关系如图4.69所示。

[image: ]
图4.69　三段数据块数据序号变化规律



根据此规律，假定补零后x（n）可被分为K段，每段长度为N，定义

[image: ]


可知每段数据块首地址为

[image: ]


终地址为

[image: ]


由于x（n）和h（n）的线性卷积长度为L+M−1，故K应满足

[image: ]


从而可确定

[image: ]


因为K必须是整数，故

[image: ]


式中[image: ]
 表示向上取整。

重叠保留法的Matlab代码如Matlab代码4-12所示。

Matlab代码4-12　function: overlap_save



01 function y = overlap_save(x,h,N)
02 % x: input sequence
03 % h: impluse sequence
04 % N: block length
05 % y: output sequence
06 % L: x length
07 % M: h length
08 M = length(h);
09 if N<M
10   error('Block length >= Impulse length');
11 end
12 L = length(x);
13 P = N‐M+1;
14 K = ceil((L‐P)/P);
15 y_len = (K+1)*P;
16 if y_len<L+M‐1
17   error('Block length is not reansonable');
18 end
19 Z = K*P+N‐1‐(L+M‐2);
20 xn = [zeros(1,M‐1),x,zeros(1,Z )];
21 xk = zeros(1,N);
22 Y = zeros(K+1,N);
23 for k=0:K
24   xk = xn(k*P+1:k*P+N);
25   Y(k+1,:) = circonv(xk,h,N);
26 end
27 Y = Y(:,M:N)'; % discard the first (M‐1) samples
28 y = (Y(:))';  % assemble output
29 y = y(1:L+M‐1);




考虑到圆周卷积与DFT对应，而DFT可通过FFT快速计算。因此，重叠保留法可通过FFT实现，相应的Matlab代码如Matlab代码4-13所示。

Matlab代码4-13　function: hsolpsav



01 function y = hsolpsav(x,h,N)
02 % x: input sequence
03 % h: impluse sequence
04 % N: block length
05 % y: output sequence
06 % L: x length
07 % M: h length
08 M = length(h);
09 if N<M
10   error('Block length >= Impulse length');
11 end
12 N = 2^(ceil(log 2(N)));
13 H = fft(h,N);
14 L = length(x);
15 P = N‐M+1;
16 K = ceil((L‐P)/P);
17 y_len = (K+1)*P;
18 i f y_len<L+M‐1
19   error('Block length is not reansonable');
20 end
21 Z = K*P+N‐1‐(L+M‐2);
22 xn = [zeros(1,M‐1),x,zeros(1,Z)];
23 xk = zeros(1,N);
24 Y = zeros(K+1,N);
25 for k=0:K
26  xk = xn(k*P+1:k*P+N);
27  xw = fft(xk,N);
28  Y(k+1,:) = if ft(xw.*H);
29 end
30 Y = Y(:,M:N)'; % discard the first (M‐1) samples
31 y = (Y(:))';  % assemble output
32 y = y(1:L+M‐1);




运算量分析

选取N=2n
 且满足N≥M，使得重叠保留法可通过FFT计算。由于h（n）固定，可将其FFT结果事先存储起来。这样每个数据块需要一个N点FFT和一个N点IFFT。从而每个数据块需要的运算量为

复数乘法：

[image: ]


复数加法：

[image: ]


每个数据块可获得N−M+1个有效点，因此，平均每个点所需要的复数乘法和复数加法分别为

[image: ]


2．重叠相加法

重叠相加法原理如图4.70所示。与重叠保留法不同，它不需要对x（n）前补零，但有可能需要后补零；不是原始数据块有重叠，而是各数据块计算的圆周卷积结果需要重叠，重叠宽度都是M−1。重叠相加法是前一个数据块所获得的圆周卷积的后M−1个点与后一个数据块所获得的圆周卷积的前M−1个点重叠相加。

[image: ]
图4.70　重叠相加法原理



图4.70中将x（n）分为K=3段，每段长度N=4。只要满足N≥M，因此，取N=6，K=2也是可以的，如图4.71所示。

[image: ]
图4.71　N=4，K=6时的重叠相加法



这里直接给出采用FFT实现重叠相加法的Matlab代码如Matlab代码4-14所示。

Matlab代码4-14　function: hsolpadd



01 function y = hsolpadd(x,h,N)
02 % x: input sequence
03 % h: impluse sequence
04 % N: block length
05 % y: output sequence
06 % L: x length
07 % M: h length
08 % P: size of FFT
09 L = length(x);
10 M = length(h);
11 if N<M
12   error('N >= M ');
13 end
14 % if P<N+M‐1
15 %  error(['P>=N+M‐1','(',num2 str(N+M‐1),')' ]);
16 % end
17 P = 2^ceil(log2 (N+M‐1));
18 H = fft(h,P);
19 K = ceil(L/N);
20 xn = [x,zeros(1 ,K*N‐L)];
21 xk = zeros(1,N);
22 y = zeros(1,K*N+P‐N);
23 for m=0:K‐1
24  xk = xn(m*N+1:m*N+N);
25  xw = fft(xk,P );
26  if m==0
27   y(m*N+1:m*N+P) = ifft(xw.*H);
28  else
29   y(m*N+1:m*N+P) = ifft(xw.*H)+[y(m*N+1:m*N+M‐1),zeros(1, P‐(M‐1))];
30  end
31 end
32 y = y(1:L+M‐1);




与重叠保留法一致，重叠相加法也由一个FFT和一个IFFT构成，所以两者的运算量相当。


 4.6.5　应用重叠保留法实现高阶FIR滤波器

如前所述，对于FIR滤波器，不论输入数据序列x（n）的长短如何，每次卷积所需要的输入数据个数取决于h（n）的长度。从硬件实现的角度来看，输入数据动态地流过h（n）所确定的卷积窗，复用卷积窗内的乘法器资源。式（4.30）也进一步表明，FIR滤波器所消耗的资源与h（n）的长度、输入数据采样率密切相关，与x（n）的长度并无关系。显然，随着h（n）长度的增加，需要的乘法器资源也会增加，尤其是在采样率较高的情况下，高阶FIR滤波器很难采用半并行的结构，因为这要求乘法器工作在较高的时钟频率，对时序收敛是一个很大的挑战。采用分段卷积结合FFT的方法可有效降低资源利用率，同时可满足更高的采样率的要求。这里介绍如何采用重叠保留法实现高阶FIR滤波器。

这里仍假定h（n）长度为M，x（n）长度为L。根据重叠保留法的原理，需要对x（n）前补M−1个零，再对补零后的结果分块，如图4.72所示。这里将数据块的长度也设置为M−1（在硬件设计时，这种设置将带来很大的便利），从而执行FFT的数据点数为2（M−1）。为了使得该点数为2的整数次幂，只要数据块的长度M−1为2的整数次幂即可。这是很容易实现的。例如，h（n）的原始长度为109，最接近109的2的整数次幂为128，故对h（n）后补零使其长度为129，FFT的点数即为2×128=256。因此，H（k）应为h（n）256点FFT的结果。
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图4.72　重叠保留法工程应用时的数据分块方法



根据图4.72所确定的数据分块方法，可得相应的硬件设计原理框图，如图4.73所示。输入/输出数据缓存采用双端口RAM实现。读/写控制单元是设计的关键。其中，写控制将输入数据写入RAM，再按图4.72所示的格式读出送给FFT单元；读控制将IFFT的结果写入RAM，写入时将前1M−个点抛弃，读出时按自然顺序读出。整个设计采用流水线处理方式。

[image: ]
图4.73　重叠保留法硬件设计原理框图



为便于说明，这里以M−1=4，M=5为例，FFT的点数即为8，相应的写控制单元时序如图4.74所示。图中读速率是写速率的2倍。当RAM的0号地址和1号地址被写入数据后，读使能有效，开始从4号地址读数据。由于RAM初始化值为0，所以4～7号地址读出数据全为0，获取B0，这就完成了前补零操作。此时0～3号地址均已写入数据。之后，输入数据开始写入4～7号地址，而读地址变为0～3，获取B1，如此交替。这其实就是一种“乒乓”操作的方式。图中frame为一帧数据结束标志，高有效，指向输入FFT单元的每一帧数据的最后一个数据，这里RAM的输出有一个时钟周期的Latency。

[image: ]
图4.74　重叠保留法之写时序



读控制时序如图4.75所示。IFFT单元输出的数据按帧形式显示，分别为IFFT0，IFFT1…其中前4个点被抛弃，这由写使能控制。读/写地址的变化规律仍遵循乒乓操作原则，这里不再赘述。

[image: ]
图4.75　重叠保留法之读时序



目标器件为Kintex-7，对于输入数据采样率为100MHz，h（n）长度为128的FIR滤波器（系数对称），采用Xilinx的FIR Compiler IP Core，若工作频率为200MHz，需要33个DSP48E1，Latency为42；若工作频率为300MHz，需要23个DSP48E1，Latency为33。采用本节介绍的重叠相加法，调用Xilinx的FFT IP Core，执行256点FFT，工作频率为200MHz，每个FFT IP Core需要9个DSP48E1，复数乘法需要4个DSP48E1，因此共需要22个DSP48E1。可见，该方法在资源上有明显的优势，但该方法Latency会很大，这是由于输入/输出数据重组而导致的。

上述读/写控制时序是针对输入数据源源不断地提供给处理单元的，中间没有间断，所以开始的补零借用了RAM的初始化值。若输入数据有间断，例如中间系统复位，这时RAM内部数据是无法被清零的，这就要借助外部机制完成，借助MUX完成补零操作如图4.76所示，相应的写控制时序如图4.77所示，一旦复位有效，所有控制信号均清零。读控制时序与图4.75一致。

[image: ]
图4.76　借助MUX完成补零操作



[image: ]
图4.77　数据有间断的情况下写控制对应的时序




 4.7　多通道FIR滤波器

在很多应用场合需要将同一个FIR滤波器作用于多个通道的数据流，一个很经典的例子就是数字解调器，如图4.78所示。直接数字频率合成器（Direct Digital Synthesizer，DDS）输出的复信号[image: ]
 传送给匹配滤波器M（z）得到同相支路和正交支路。同相支路和正交支路由同一个滤波器处理。一个可选的方案是分别做两个滤波器进行处理，但这势必造成资源的浪费。另一种方案则是搭建一个滤波器，通过对输入数据流和输出数据流的控制实现资源共享，这就是多通道FIR滤波器。

[image: ]
图4.78　数字解调器原理框图



多通道FIR滤波器的原理不难理解。将图4.1中的延时因子z-1
 改为z-2
 ，结果如图4.79所示。该结构可进一步变换为图4.80和图4.81，且三者是等效的。假定图4.1所示的滤波器系数向量和输入向量分别为
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[image: ]
图4.79　延时因子变更后的直接型结构



[image: ]
图4.80　延时因子分解获得与图4.79等效的结构



[image: ]
图4.81　添加乘法器和加法器获得与图4.79等效的结构



显然，图4.81中滤波器系数向量可表示为

[image: ]


为了保证图4.81获得与图4.1相同的输出，那么此时滤波器的输入向量应为

[image: ]


这也就是说将输入向量插值，每两个原始数据之间补一个0。

进一步分析，图4.1所示结构可描述为
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对其做z变换为

[image: ]


进而可得

[image: ]


将式（4.93）中的延时因子z−1
 以z−2
 代替，可得

[image: ]


假定图4.1的输入数据流为

[image: ]


对其做z变换为

[image: ]


将延时因子z−1
 以z-2
 代替，可得

[image: ]


对式（4.97）做z逆变换

[image: ]


可得同样结论：在输入数据流中每两个数据之间插入一个0可使图4.81的输出与图4.1的输出相等。当然，此时输出数据流中也插入了0。

通过插值，实现了图4.81与图4.1输出数据的一致，但与图4.1相比，此时滤波器的计算效率却下降了50％。这一点并不难理解，因为在某一时刻，图4.81中的延时线输出均为0，这正是插入0所导致的。为此，做一些改进将滤波器计算效率仍保持在100％。这很容易做到，就是将插入的0替换为另一个通道的数据，从而实现了对滤波器的分时复用，使其交替处理每个通道的数据。这意味着滤波器的输入数据向量为

[image: ]


式中x1
 （n）和x2
 （n）分别表示1号通道和2号通道的数据。假定图4.1中输入数据采样率为fs
 ，这也表明滤波器输入端数据率为fs
 。如果有K个通道，在保证输入端数据率不变的情况下，每个通道的最大采样率将变为fs
 /K；或者在保证每个通道的采样率均为fs
 的情况下，滤波器输入端的数据率将为Kfs
 。

图4.82给出了一个6通道FIR滤波器结构框图。其中[image: ]
 表示第i个通道的输入数据，yi
 （n）表示第i个通道的输出数据。6个通道的输入数据通过MUX分时进入FIR滤波器，而输出结果则通过DMUX的选择分时输出。

[image: ]
图4.82　6通道FIR滤波器结构框图



FIR滤波器的设计方法在前几节已经阐述。此处设计的核心就变为相关的控制信号。图4.82中，MUX将运行在6fs
 下，同时为了避免MUX的控制信号sel_mux的高扇出，一个更为简单灵活的电路如图4.83所示。该电路通过移位寄存器和简单的逻辑门实现通道选通，通过D触发器实现流水操作，故可使其以较高的时钟频率运行。采用SysGen设计时，移位寄存器单元如SysGen模型4-5，图中最左端寄存器初始值为1，其余寄存器初始值均为0。图4.83中方框内的2选1电路如SysGen模型4-6。

[image: ]
图4.83　高速6选1MUX



SysGen模型4-5　移位寄存器单元

[image: ]


SysGen模型4-6　2选1电路

[image: ]


图4.82所示结构中，在滤波器输入端数据率一定的情况下，每个通道输入数据采样率直接受通道个数的影响，将随着通道个数的增加而减小，这在需要高速处理的场合是难以接受的。一个好的改进措施是为每个通道配置独立的输入数据缓存模块和运算模块，共享滤波器系数存储模块，整个系统在控制模块的协调下工作，从而形成如图4.84所示的结构。显然，该结构每个通道采样率将保持一致且不受通道个数的影响。

[image: ]
图4.84　采样率不受通道个数影响的多通道FIR滤波器原理框图



图4.82和图4.84所示的多通道FIR滤波器结构有各自的优势和应用场合，在使用时应根据需求加以选择。


 4.8　多频响FIR滤波器

在某些应用场合，根据系统工作模式的切换要求滤波器系数随之切换，这就意味着有多套滤波器系数存在。这些滤波器系数可以是固定的，事先存储在ROM中；也可以是变化的，实时更新的，例如自适应滤波器。对于系数固定的情形，如果把每套滤波器割裂开来单独设计，势必造成系统整体结构的松散、时序缺乏一致性以及资源的极大浪费；对于系数变化的情形（通常初始化系数是固定的），只需要重新更新系数而无须改变滤波器硬件架构，这就要求所设计的滤波器架构系数可加载。上述两种情形，从系统角度考虑，这类滤波器应具备一个输入数据端、多套系数或系数可加载以及一个输出数据端，称之为多频响FIR滤波器。

由4.2节可知，一个FIR滤波器可分解为四大模块：输入数据缓存模块、滤波器系数存储模块、运算模块以及控制模块。在多频响FIR滤波器中，可方便地实现输入数据缓存模块和运算模块的共享，此时需要注意的是为了保证采样率与系统时钟频率之间关系的一致（对每套系数而言，两者比率一致），必须使所有滤波器长度相同，为此，只需将长度较短的后补零即可。

滤波器系数存储模块的设计原则是结合滤波器结构（串行、半并行和全并行）尽可能少地占用存储资源，同时便于读系数地址的设计。一种可行的方法是分段存取。假定有两套滤波器，每套滤波器长度均为16，则将存储空间深度定义为32，0～15号地址存储第一套滤波器系数，16～31存储第二套滤波器系数。这样，读滤波器系数地址可由一个模值为16的4bit计数器和1bit控制位共5bit构成，其中控制位为地址的最高位。显然，当其为0时，地址变化范围为0～15，当其为1时，地址变化范围为16～31。

控制模块负责完成系数的切换、读取以及输入数据的写入与读取。不同的结构需要不同的控制数据，这在前文已做过详细阐述。相对于单一滤波器，多频响滤波器多出一个模式控制信号，根据此信号控制系数的切换。

根据上述思想形成系数固定的多频响FIR滤波器结构，如图4.85所示。

[image: ]
图4.85　系数固定的多频响FIR滤波器硬件架构



对于系数变化的情形，如图4.86所示。这里以半并行FIR滤波器为例，假设用到4个DSP48E1。每个DSP48E1的B端口有两级级联触发器，这两个触发器有独立的使能信号。通过这两个使能信号共同完成系数加载。系数加载时序如图4.87所示。可以看到，当CEB2无效时，图4.86中阴影部分的触发器输出保持原始系数不变，这样FIR滤波器仍在原始系数下工作。当CEB1有效时开始将系数依次写入相应的触发器，CEB1四个周期后，系数写入完毕，此时CEB2有效，更新后的系数由CEB 2对应的触发器输出，完成系数加载。

[image: ]
图4.86　通过两个独立使能信号实现系数加载



[image: ]
图4.87　系数加载时序




 4.9　总体性能分析

本章从时域和频域两个方面介绍了不同的FIR滤波器硬件架构，包括时域的串行FIR滤波器、全并行FIR滤波器和半并行FIR滤波器；频域的重叠保留法和重叠相加法，如图4.88所示。

[image: ]
图4.88　FIR滤波器总体硬件架构



在时域中，这三种硬件结构均可采用嵌入式MAC或者分布式MAC作为计算引擎，而计算引擎正是FIR滤波器的核心。通过前文的阐述，不难发现，FIR滤波器设计的两个关键指标是：对于嵌入式MAC结构为输入数据采样率和滤波器长度；对于分布式MAC结构为输入数据采样率和输入数据位宽。这在式（4.30）和式（4.56）中都有直接体现。这两个指标对系统工作速率和资源都有直接影响。

嵌入式MAC和分布式MAC都有各自的优势与不足。嵌入式MAC系统工作速率与滤波器长度有关，而分布式MAC则避免了这一点，其系统工作速率取决于输入数据位宽。这一点是非常具有吸引力的。例如，对于高阶FIR滤波器，如果其长度为1024，输入数据位宽为16bit，采用嵌入式MAC串行结构，则要求系统工作速率为1024fs
 。采用分布式MAC串行结构，则要求系统工作速率为16fs
 ，显然后者更容易达到。例如，fs
 =20MHz，1024fs
 这一频率目前的FPGA是无法做到的。当然，此时分布式MAC结构占用了大量的存储资源。故对于高阶FIR滤波器，在采样率不是很高的情况下，采用分布式MAC结构有一定的优势。嵌入式MAC半并行结构也是可行方案。此外，并不是所有系列的FPGA内部都有嵌入式MAC，如Xilinx Spartan-II和Virtex系列FPGA中就没有。但是，所有的FPGA中都具有丰富的查找表资源。这使得分布式MAC获得了更广的应用范围。这也正是分布式FIR滤波器在早期备受推崇的原因之一。随着工艺的快速发展，FPGA内部具有了更多的嵌入式MAC，这对于期望使FIR滤波器以更高速度运行的系统而言是非常有利的。毕竟分布式MAC由于其布局、布线等因素，速度空间提升较小。越来越多的嵌入式MAC，对于阶数较低而要求以很高速度运行的FIR滤波器，可采用全并行结构。加之高速存储资源Block RAM的增多，对于高速高阶FIR滤波器设计而言是极为有利的。

无论是嵌入式MAC还是分布式MAC都可采用串行、全并行和半并行硬件结构。在这三种结构中，串行结构使用资源最少，但系统工作速度最低；全并行结构使用资源最多，但系统工作速度最高；半并行结构则是资源与速度的折中。它充分体现了资源与速度在FPGA设计中的矛盾与统一。图4.89定性地给出了三种结构的适用范围。可见，半并行结构适用于更多的应用场合。在采用嵌入式MAC时，还面临一个问题，就是如何选择存储资源：是分布式还是Block RAM。经验表明，在滤波器长度不超过32且采样率不是很高的情况下，采用分布式存储资源，这样既可满足性能需求，还可有效地节约Block RAM资源。

[image: ]
图4.89　三种结构的适用范围

注：图片来源于Xilinx公司“DSP：Designing for Optimal Results”P98



对于高阶FIR滤波器，从频域角度实现也是可行的方法之一，只是需要注意系统对Latency的要求。

FIR滤波器在很多数字信号处理系统中被广泛使用，随之也产生了很多设计方法和硬件结构。深入理解这些设计方法，合理选择硬件结构是FIR滤波器设计的关键所在，这正是本章力图帮助读者达到的一个最终目标。
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第5章　直接数字频率合成

直接数字频率合成（Direct Digital Synthesis，DDS）技术是由美国人J．Tierncy首先提出的
[1]

 ，它是一种以数字信号处理理论为基础，从相位概念出发直接合成所需波形的一种新的全数字技术的频率合成方法。DDS主要出现在数字混频系统中。在数字混频中，通过DDS产生正交的本地振荡信号即正、余弦信号与输入信号相乘实现频谱搬移，如通信系统中的调制、解调。目前，通过FPGA实现DDS有三种途径：基于IIR滤波器的实现方法、基于查找表LUT的实现方法以及基于CORDIC算法的实现方法。其中采用LUT的方法较为通用，在FPGA设计中是较为主流的实现途径，这缘于FPGA芯片中都会有丰富的LUT资源。这也是本章阐述的重点。


 5.1　基于IIR滤波器的DDS

利用IIR滤波器产生正弦波如图5.1所示。图中IIR滤波器是一个全极点滤波器。

[image: ]
图5.1　基于IIR滤波器的正弦信号发生器



该滤波器输出与输入之间的关系可表示为

[image: ]


在z域可表示为

[image: ]


从而其传递函数可表示为

[image: ]


式中，p1
 和p2
 是该滤波器的极点，且满足[image: ]
 。通过计算可知

[image: ]


考虑到b是实数，那么p1
 和p2
 即为复共轭，因此，可重新表示为

[image: ]


显然，两个极点模值均为1，且必然落在单位圆上。从频率角度描述极点即为

[image: ]


对比式（5.5）和（5.6）可知

[image: ]


其中fs
 为采样频率。

假定输出频率f=fs
 /8，代入式（5.7）中可得[image: ]
 ，从而[image: ]
 。此时，图5.1对应的IIR滤波器其幅度谱如图5.2所示，冲激响应如图5.3所示。

[image: ]
图5.2　[image: ]
 时IIR滤波器幅度谱



[image: ]
图5.3　[image: ]
 时IIR滤波器冲激响应



图5.2中，根据正弦信号频谱特性可知输出信号的频率为[image: ]
 即[image: ]
 。从图5.3中可清晰地看出，此时输出信号即为一正弦波。


 5.2　基于LUT的DDS


 5.2.1　常规型基于LUT的DDS

一个典型的基于LUT的DDS系统由相位累加器和波形存储器两部分构成
[2]

 ，如图5.4所示。图中相位累加器的位宽为nbit，步进值为μ，LUT的深度N为2n
 ，宽度为Lbit。LUT中依相位顺序存储一个周期的波形数据。显然，此时相位累加器的输出位宽与LUT的地址位宽是一致的。其中，μ又被称为频率控制字，它决定了输出正弦波的中心频率，N决定了相位分辨率，如式（5.8）所示。

[image: ]


[image: ]
图5.4　基于LUT的DDS硬件架构



假定相位累加器位宽为4bit，那么LUT深度N为16，此时其内部所存数据如表5.1所示。这种对应关系完整地体现在图5.5中。

表5.1　相位累加器位宽为4bit时LUT存储的数据



	地址
	数据



	0000
	sin（0）



	0001
	sin（2π/16）



	0011
	sin（2π·2/16）



	[image: ]

	[image: ]




	0011
	sin（2π·15/16）




[image: ]
图5.5　相位累加器位宽为4bit时LUT地址与存储数据的对应关系



利用Matlab可生成所需的存储数据，如式（5.9）所示。

[image: ]


相位累加器的位宽决定了频率控制字μ的分辨率，在图5.4中，相位累加器的位宽和LUT地址位宽一致，因此要求相位累加器输入为整数，故频率控制字的分辨率为Δμ=1。Δμ决定了DDS输出频率的分辨率Δf，如式（5.10）所示。频率控制字μ、LUT深度N、采样频率fs
 和输出频率fd
 之间的关系如式（5.11）和式（5.12）所示。

[image: ]


根据采样定理可知，输出频率的最大值为fs
 /2，这意味着μ的最大值为N/2。若μ=3N/4，根据式（5.11）可知fd
 =3fs
 /4，但实际输出频率应为[image: ]
 。这是因为时域的离散对应频域的周期，这个周期即为采样频率。

改变μ即可改变输出频率，如图5.6所示。图中，左半部分对应的频率控制字小于右半部分对应的频率控制字，从而导致右半部分相位累加器输出波形较为“陡峭”（斜率大），LUT输出频率大。这是因为μ的增大，使得系统可以在较短时间内读完LUT中的所有数据（一个周期的波形）。

[image: ]
图5.6　频率控制字对相位累加器和输出波形的影响



以采样频率fs
 =100MHz、期望输出频率fd
 =10MHz为例，设置不同的LUT深度，相应的参数如表5.2所示。从表中不难看出，相位累加器的输出字长n是决定性因素，随着它的增大，LUT深度也增大，频率分辨率进一步提高，输出频率精度也有所改善，但并不是n越大，输出频率精度越高，如表中n分别为9和10，输出频率均为9.9609MHz。这表明提高相位累加器的输出字长并不一定能改善输出频率精度。


表5.2　LUT深度为2的整数次幂时各参数之间的关系

[image: ]


相位累加器输出字长与实际输出频率之间的关系如图5.7所示。

[image: ]
图5.7　相位累加器输出字长与实际输出频率之间的关系



由式（5.11）可知，实际输出频率fdr
 可表示为

[image: ]


式中μr
 为实际频率控制字，可表示为

[image: ]


式中floor表示向下取整。若μ本身就是整数，则可使得fdr
 =fd
 ，如表5.3所示的案例。LUT深度为1024时输出正弦波的幅度谱如图5.8所示，中心频率误差为10-9.954=0.046MHz，SFDR（Spurious Free Dynamic range，无杂散动态范围）约为66.844dBm；LUT深度为400时输出正弦波的幅度谱如图5.9所示，中心频率误差为10.02-10=0.02MHz，SFDR约为48.507dBm。对比之，可发现LUT深度为400时输出正弦波的中心频率更为精确。


表5.3　LUT深度不是2的整数次幂时各参数之间的关系

[image: ]


[image: ]
图5.8　LUT深度为1024时输出正弦波的幅度谱



[image: ]
图5.9　LUT深度为400时输出正弦波的幅度谱



但是，当LUT深度不是2的整数次幂时，相位累加器的设计将变得较为复杂。以LUT深度等于400为例，相应的相位累加器如SysGen模型5-1所示。其复杂性体现在需要对图中加法器的输出进行判定，当输出值大于等于模值时，相位累加器的输出为加法器输出值与模值之差。当LUT的深度为2的整数次幂时则不需要此判定，这是由二进制计数的特点决定的。以4bit二进制计数为例，如图5.10所示，同一位置的两个数相差为模值16，且这两个数低4位对应的数值是相等的。鉴于此，这里只讨论LUT深度为2的整数次幂的情形。

SysGen模型5-1　LUT深度为400时相位累加器的硬件架构

[image: ]


[image: ]
图5.10　二进制计数的特性



表5.2中显示，由于相位累加器执行的是整数加法，这就要求输入的频率控制字必须为整数，当期望频率控制字为小数时，需要将其取整，从而引入了误差。鉴于此，可对相位累加器进行改进，使其可以接受小数输入。此时相位累加器的结构如图5.11所示。相位累加器的字长为n+b，其中整数部分字长为n，小数部分字长为b。由于LUT地址必须为整数，所以需要对相位累加器的输出进行量化取整，从而形成如图5.12所示的DDS硬件架构。与图5.4相比，多了一个相位量化模块，其功能是取相位累加器输出的整数部分。

[image: ]
图5.11　带有小数位的相位累加器



[image: ]
图5.12　带有小数位的相位累加器构成的DDS硬件架构



仍以采样频率fs
 =100MHz、期望输出频率fd
 =10MHz为例，当n固定为6时，随着b的改变各参数之间的变化关系如表5.4所示，此时实际输出频率与b的关系曲线如图5.13所示；当b固定为6时，随着n的改变各参数之间的变化关系如表5.5所示，此时实际输出频率与n的关系曲线如图5.14所示。


表5.4　n固定时不同的b值与各参数之间的关系

[image: ]



表5.5　b固定时不同的n值与各参数之间的关系

[image: ]


[image: ]
图5.13　n固定时实际输出频率与b的关系曲线



[image: ]
图5.14　b固定时实际输出频率与n的关系曲线



相位累加器整数部分字长n、小数部分字长b和LUT宽度对DDS性能的影响如表5.6所示。

表5.6　各参数对DDS性能的影响



	参数
	变化情况
	资源
	性能



	相位累加器整数部分字长n
	n→n+1
	存储空间2n
 →2n+1

	频率分辨率：fs
 /2n+b
 →fs
 /2n+1+b




	相位累加器小数部分字长b
	b→b+1
	相位累加器字长n+b→n+b+1
	频率控制字分辨率：1/2b
 →1/2b+1




	LUT宽度L
	L→L+1
	存储空间由2n
 xL→2n
 x（L+1）
	输出波形数据字长：L→L+1




在SysGen中搭建基于LUT的DDS如SysGen模型5-2所示。图中相位累加器整数部分字长n为10，小数部分字长b为6，频谱分析仪的输出结果如图5.15所示。与图5.8相比，输出频率精度已有所改善，但SFDR为59.688dBm，有所下降。SysGen模型5-2中累加器的输出数据格式为UFix_16_6，而ROM的地址端数据格式为UFix_10_0，这意味着相位的截断（Phase Truncation）。因此，常规型基于LUT的DDS也被称为相位截断型DDS。

SysGen模型5-2　在SysGen中搭建基于LUT的DDS

[image: ]


[image: ]
图5.15　SysGen模型5-2中频谱分析仪的输出结果




 5.2.2　通过LFSR改善SFDR

SFDR定义了目标频谱幅度与杂散频谱的最大幅度之差。对于相位截断型DDS，输出信号频谱的SFDR可表示为

[image: ]


式中D为LUT地址位宽。据此，我们通常粗略地认为LUT地址的每一位对SFDR贡献6dB。相位截断型DDS由于引入相位噪声而导致SFDR的下降。以相位累加器整数部分字长n=6、小数部分字长b=6、采样频率fs
 =100MHz、期望输出频率fd
 =10MHz为例，图5.12中，相位累加器前10个输出相位点和相位量化模块前10个输出相位点如图5.16所示。可以看出，相位累加器的输出是等间隔步进，而相位量化模块的输出则是不等间隔的，在6和7之间跳变，从而引入相位噪声。

[image: ]
图5.16　相位累加器和相位量化模块前10个输出点的比较



为改善输出频谱的SFDR，结合式（5.15）可知，提高LUT的地址位宽是一种方式，但这也会增大存储空间以及相位累加器的位宽，并不是一种经济的方式。我们可以在相位累加器的输出端引入相位抖动，破坏相位噪声的结构，如图5.17所示。图中D（n）即为相位抖动模块，其输出数据格式应为UFix_X_b，即小数部分字长与相位累加器小数部分字长一致。实验表明，当X=b时，对SFDR的改善最为明显。此时，D（n）输出值介于0和1之间。

[image: ]
图5.17　带有相位抖动的DDS架构



D（n）可通过线性反馈移位寄存器LFSR（Linear Feedback Shift Register）生成。对于M阶LFSR，产生的伪随机序列长度为2M
 −1。当b=6时，LFSR硬件架构如SysGen模型5-3所示，相应的DDS硬件架构如SysGen模型5-4所示，频谱分析仪的输出结果如图5.18所示。此时，SFDR为66.774dBm，与图5.15相比，提高了7dBm。

SysGen模型5-3　b=6时LFSR硬件架构

[image: ]


SysGen模型5-4　加入相位抖动的DDS硬件架构

[image: ]


[image: ]
图5.18　SysGen模型5-4频谱分析仪的输出结果




 5.2.3　通过Taylor级数改善SFDR

函数f（x）在x0
 的Taylor级数可定义为

[image: ]


函数sin（x）和cos（x）根据式（5.16）展开并只取前两项可得

[image: ]


由此可得相应的硬件架构如图5.19所示。与图5.12相比，多了相位转换模块和Taylor级数计算模块。相位转换模块的功能是完成相位累加器的输出到相位值的转换。事实上，相位累加器的输出是相位的索引。以p表示相位累加器的输出，[image: ]
 表示相位量化的输出，phase表示相位转换的结果，则三者的关系可表示为

[image: ]


式中n为LUT地址位宽，2π/2n
 确定了相位分辨率。硬件实现时，Taylor级数计算模块可由两个DSP48E1完成。为了同时输出正弦波和余弦波，波形存储模块可由双端口ROM实现，只需要一套相位累加器产生正弦波所对应的地址S，余弦波所对应的地址C通过对S偏移实现，即S＝C＋A，其中A＝2n
 /4。

[image: ]
图5.19　通过Taylor级数改善SFDR的硬件架构



对于图5.19所示架构，仍以相位累加器整数部分字长n＝10、小数部分字长b＝6、采样频率fs
 ＝100MHz、期望输出频率fd
 ＝10MHz为例，频谱仪输出结果如图5.20所示，此时SFDR为101.722dBm，与图5.15相比提高了42dBm。

[image: ]
图5.20　引入Taylor级数计算模块之后频谱仪输出结果




 5.2.4　利用对称性压缩存储波形

利用正弦波的对称性可只存储1/2周期或者1/4周期的波形，从而达到缩减存储空间的目的，这就需要添加相位转换和幅度转换模块，如图5.21所示。这里以相位累加器整数部分字长n＝4为例。

[image: ]
图5.21　压缩存储波形后的DDS架构



1．存储1/2周期的情形

n＝4时，如果存储一个完整周期的波形，LUT的地址与存储数据的对应关系如图5.22所示。如果存储1/2周期的波形，LUT地址的取整范围就变为［0，7］。当相位累加器输出值介于区间［8，15］时，就需要对其转换，这由相位转换模块完成，转换结果如图5.23所示。但此时，应对输出波形幅度进行调整使其与图5.22一致，这由幅度转换模块完成。

[image: ]
图5.22　完整周期波形时LUT地址与存储数据的对应关系



[image: ]
图5.23　半周期存储时相位累加器输出地址与存储数据的对应关系



相位转换模块的功能如图5.24所示。当相位累加器输出值介于区间［8，15］时，取其低3位即可获得正弦波所需的地址，且此时需要对输出波形乘以-1；对正弦波地址加4并取结果的低3位即可获得余弦波所需的地址。还可看出，相位累加器输出地址的高两位决定了输出波形所在的象限，如图5.25所示，从而也就确定了何时启动幅度转换模块。

[image: ]
图5.24　地址之间的映射关系



[image: ]
图5.25　相位累加器输出地址高两位与输出波形所在象限的关系



采用SysGen实现，相位转换模块如SysGen模型5-5所示。pin为相位累加器输出地址，msb1取相位累加器输出的最高位，msb2取相位累加器输出的次高位。sctrl和ctrl分别为正弦波和余弦波幅度转换控制信号；saddr和caddr分别为正弦波和余弦波所需地址。幅度转换模块如SysGen模型5-6所示，乘以-1通过Negate模块实现。

SysGen模型5-5　存储1/2周期时SysGen下相位转换模块的实现

[image: ]


SysGen模型5-6　SysGen下幅度转换模块的实现

[image: ]


2．存储1/4周期的情形

存储1/4周期波形时，相位累加器输出地址与正、余弦地址对应关系如图5.26所示。对正弦地址，当相位累加器输出地址的次高位为0时，取低2位赋给正弦地址；当为1时，将低2位取反赋给正弦地址。对余弦地址，当相位累加器输出地址次高位为0时，将低2位取反赋给余弦地址；当为1时，取低2为赋给余弦地址。在SysGen下实现方式如SysGen模型5-7。

[image: ]
图5.26　存储1/4周期波形时相位累加器输出地址与正、余弦地址的对应关系



SysGen模型5-7　存储1/4周期时SysGen下相位转换模块的实现

[image: ]


存储1/4周期时存在的问题是当相位累加器输出为4时，对应的正弦值应为

[image: ]


但实际输出值为

[image: ]


这是由相位转换导致的，进一步会造成SFDR的损失，而1/2周期存储则不存在这个问题。


 5.3　基于双模互质算法的DDS


 5.3.1　双模互质算法的基本原理

双模互质算法
[3]

 是通过两个DDS合成目标频率。其中，两个DDS中的相位累加器的模值分别为N和N-1。考虑位宽为n的整数型相位累加器，其模值为N＝2n
 ，频率分辨率为

[image: ]


频率控制字分辨率为1，故可产生N个不同的频率，如式（5.23）所示。

[image: ]


对于模值为N-1的整数型相位累加器，其位宽仍为n，频率分辨率为

[image: ]


频率控制字分辨率仍为1，故可产生N-1个不同的频率，如式（5.25）所示。

[image: ]


以N＝4、fs
 ＝1为例，结合式（5.23）和式（5.25），两者可合成的频率如表5.7所示。此时，可合成12个不同的频率，它们之间的关系如图5.27所示。


表5.7　N＝4时双模值DDS可合成的频率

[image: ]




[image: ]
图5.27　12个合成频率的关系



这种合成是基于三角函数公式

[image: ]


其中，sinα和cosα由模值为N的相位累加器构成的DDS生成；sinβ和cosβ由模值为N-1的相位累加器构成的DDS生成。由于N和N-1互质，因此，可合成的频率个数为N（N-1）。

从表5.7还可看出，此时频率分辨率为

[image: ]


与式（5.22）和式（5.24）相比，分辨率有了明显地提高，这也正是该算法中相位累加器无须小数部分的原因。基于式（5.27），两者合成的频率可表示为
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fr
 可进一步分解为
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其中
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mod表示取余。式（5.29）表明合成频率fr
 可由两部分构成，对应两个DDS。给定相位累加器位宽n、采样频率fs
 和目标频率fd
 ，可通过Matlab代码5-1获取p′和q′。

Matlab代码5-1　function: coprime_moduli



01 function [r_req,p_req,q_req,fd_req] = coprime_moduli (fs,f d,n)
02 % fs: sample frequency
03 % fd: desired frequency
04 % n: phase accumulator width
05 N = 2^n;
06 c = N * (N‐1);
07 r = [0:c]';
08 fr = r * fs/c;
09 fsub = abs(fr‐fd);
10 fsub_min = min(fsub);
11 r_req = find (fsub==fsub_min)‐1;
12 q_req = mod(r_r eq,N‐1);
13 p_req = mod((r_req‐q_req)/(N‐1), N);
14 fd_req = p_req * fs/N+q_req * fs/c;




Matlab代码5-1表明，由于合成频率的个数有限，受制于N。要获取目标频率fd
 ，事实上是寻找与fd
 最接近的fr
 。N决定了频率分辨率，因此，在已知fs
 和fd
 的情况下，选取合适的N值尤为重要。

N为4时，p′和q′随r的变化规律如表5.8所示。p′的取值范围为［0，N−1］，q′的取值范围为［0，N−2］，这也可由式（5.31）和式（5.30）印证。p′−q′可能为负值，此时代入式（5.29）中的频率控制字尽管为负值，但实际频率控制字为p′-q′＋N。若将式（5.29）中的p′-q′替换为p′-q′＋N，合成频率[image: ]
 ，是fr
 的周期延拓。


表5.8　N＝4时p′和q′随r的变化规律
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根据以上分析，为获得fr
 ，模值为N的相位累加器构成的DDS其频率控制字为
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模值为N-1的相位累加器构成的DDS其频率控制字为
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 5.3.2　双模互质算法的硬件实现

双模互质算法的硬件架构如图5.28所示，它由四部分构成：频率控制字合成单元、相位累加器模值为N的DDS、相位累加器模值为N-1的DDS和频率合成单元。
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图5.28　双模互质算法的硬件架构



频率控制字合成单元执行的是p′-q′。这里将p′和q′视为无符号数，其数据格式为UFix_n_0，两者相减的结果仍为无符号数，数据格式仍为UFix_n_0。这是因为若p′-q′＜0，其0有符号数二进制补码与p′−q′＋N的无符号二进制原码是一致的。两个DDS单元与5.2节所述是一致的。模值为N-1的相位累加器在SysGen中如SysGen模型5-8所示。频率合成单元执行的是式（5.26）的功能，需要占用4个DSP48E1。

SysGen模型5-8　模值为N-1的相位累加器硬件架构
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当n＝10、fs
 ＝100MHz、fd
 ＝10MHz时输出频谱如图5.29所示。此时，SFDR可以达到98.66dBm，与图5.15相比，提高了38.99dBm。
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图5.29　n＝10、fs
 ＝100MHz、fd
 ＝10MHz时双模值算法输出频谱




 5.4　基于CORDIC算法的DDS

基于LUT的DDS是静态获取正、余弦值（事先将正、余弦值存储在ROM中），而CORDIC算法则是动态获取正、余弦值：根据给定的相位值，实时计算对应的正、余弦值。

在第3章中已经阐述，采用CORDIC算法可以获得给定角度的正、余弦函数值，重写其数学公式如图5.30所示。在该图中要求目标角度z0
 的范围为［-99.9°，99.9°］，而DDS中输入角度为［0°，360°］中的任意值。这就需要将DDS输入角度所在区间映射到CORDIC算法所要求的区间。事实上，［-99.9°，99.9°］包含了［-90°，90°］，从而可以很方便地利用三角函数公式完成区间映射。于是，问题的关键即转换为如何获取目标角度。
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图5.30　利用CORDIC算法计算正、余弦函数值



联想5.2节中基于LUT的DDS：把相位累加器的输出作为LUT的地址，LUT内存储的是与地址一一对应的正、弦函数值。本质上，该地址是与相位一一对应的。因此，只要得到地址即可得到相位，也就是相应的目标角度。从而，基于CORDIC算法的DDS系统框图如图5.31所示。
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图5.31　基于CORDIC算法的DDS系统框图



整个电路由相位累加器、地址映射器、角度转换器、CORDIC处理单元、后处理单元和延时单元构成。相位累加器与5.2节中完全一致，其输入是根据式（5.12）确定的相位步进值。CORDIC处理单元在第3章中已详细阐述，这里重点介绍地址映射器和角度转换器。为便于说明，举例如下。

假定一个周期的相位被分为512份，则相位分辨率pr为
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这表明相位累加器的输出pa其整数部分只需要log2
 512＝9bit来表示。相位值ph与pa（这里只用到其整数部分）之间的对应关系可表示为
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此时ph的取值范围为［0°，360°］。根据式（5.35）可得表5.9所示的ph与pa之间的具体数值对应关系，这里是在四个象限中各取了一个相位值以便于说明。


表5.9　ph与pa的对应关系
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为了正确使用CORDIC算法，需要将ph值限制在［-90°，90°］。结合表5.9即需要对第二、三、四象限中的相位进行处理，本质上需要对相应的pa进行处理。当ph处于第二象限时，即ph处于区间［90°，180°］，对应的相位累加器的输出地址pa范围为［128，256］。以表5.9中的120°为例，对应的pa为170，根据式（5.36）所示的三角函数公式可知，此时需将pa映射为256-170＝86。将pa值为86代入式（5.35）中可知对应的ph值为60°。对于余弦，由式（5.37）可知，需要将CORDIC所求结果取反。
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类似地，根据相应的三角函数公式可完成第三、四象限相位值对应的地址映射，如表5.10所示。表中N（No）表示CORDIC输出无须取反（乘以-1），Y（Yes）表示CORDIC输出需取反。


表5.10　相位累加器输出地址映射前后的关系
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在FPGA设计时，需要根据相位累加器的输出pa来判断此时所处区间。以表5.10为例，pa输出最大值为512，需要9bit二进制表示。这样最高位和次高位就决定了所处区间，同时也决定了是否对CORDIC输出取反。从而，形成了如SysGen模型5-9所示的硬件架构。

SysGen模型5-9　地址映射＋角度转换电路硬件架构
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SysGen模型5-9中，模块MSB获取pa的最高位，MSB-1获取pa的次高位，3个减法器和一个MUX构成了地址映射单元。MUX的控制端由pa的最高位（MSB）和次高位（MSB-1）拼接而成。可对MUX的输出寄存以减小逻辑延时。此电路同时获得了判断CORDIC模块输出正、余弦结果是否取反的标志信号flip_sin和flip_cos。flip_sin即为pa的最高位，flip_cos则是pa最高位和次高位异或结果。但是，这两个信号在输出之前都需要经过延时处理模块，该模块确定了flip_sin和flip_cos在输出之前需要经历的延时级数。该数值由CORDIC算法流水级数决定。

获得了匹配的地址就需要将其转换为相应的角度，这可通过角度转换器完成。如前所述，相位累加器输出的地址值与相位值是一一对应的，这种对应关系体现在式（5.35）中。因此，角度转换器就是一个简单的乘法器，且该乘法器的一个输入端为固定常数pr。SysGen模型5-9中pr为0.7031。

获得了角度值即完成了相位索引到角度的转换，就可以把这个转换结果送给CORDIC处理器。为了提高计算精度，可适当增加CORDIC算法的迭代次数。当然，这会导致资源的增加以及Latency增大。CORDIC具体的实现方式见第3章，此处不再赘述。

最后一个环节根据地址映射器给出的控制信号对CORDIC的输出结果进行调整，调整依据表5.10进行。这部分的硬件架构如SysGen模型5-10所示。

SysGen模型5-10　后处理单元硬件架构

[image: ]


n＝10、b＝12、fs
 ＝100MHz、fd
 ＝10MHz时采用CORDIC算法迭代9次DDS输出频谱如图5.32所示。
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图5.32　n＝10、b＝12、fs
 ＝100MHz、fd
 ＝10MHz时采用CORDIC算法迭代9次DDS输出频谱




 5.5　多通道DDS

多通道DDS旨在通过分时复用技术同时产生多个不同中心频率的正、余弦波，其原理与单通道DDS是一致的。以M通道为例，假定系统工作时钟频率为fclk
 ，那么每个通道的采样率即为
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这意味着每个通道所能获得的最高中心频率为fms
 /2。

多通道DDS是在单通道DDS的基础上添加分时复用单元而形成的，以4通道DDS为例，其结构框图如图5.33所示。图中相位到幅度映射单元与图5.19完全一致，而相位累加器则略有不同，其结构如SysGen模型5-11所示，这即是第3章讲述的滑动累加器。这里重点介绍一下分时复用单元。
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图5.33　4通道DDS结构框图



SysGen模型5-11　多通道结构下的相位累加器
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分时复用单元由两个模块构成：数据选择单元和数据分配单元。在SysGen里，分时复用单元可以用不同的模块实现，如表5.11所示。若数据选择单元采用4:1MUX实现，则相应的数据分配单元可以采用Delay+DownSample模块或者Delay+Register(ce)实现；若数据选择单元采用TDM模块实现，数据分配单元则可采用与之匹配的TDD模块实现。


表5.11　SysGen里分时复用单元的不同实现方式
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 5.6　多路并行DDS

采用多路并行DDS技术旨在等效提高DDS的工作时钟频率，扩展DDS的输出带宽。单路DDS输出频率小于fs
 /2。为了提高DDS的输出频率，就需要提高系统时钟频率。而对FPGA而言，系统时钟频率的提升是有限的。多路并行DDS技术解决了这一问题。

为便于说明，以4路并行DDS为例。4个相位累加器输出时序如图5.34所示。可以看出，4个相位累加器同时输出4个等间距的相位码，进而可获得4个波形幅度数据，这个间距即为频率控制字，图中频率控制字μ＝1。对任何一路相位累加器而言，相位步进为频率控制字的4倍。在0号相位累加器（p0）输出4时，已经获得了4个不同的相位码，分别来自于4个不同的相位累加器。这等效于在0号相位累加器的相位码0和4之间内插了3个相位码。这意味着采样间隔由原来的Ts
 （Ts
 ＝Tclk
 ）加快到Ts
 /4，也就是采样频率提高为原来的4倍。换言之，4路并行DDS等效于单路采样频率为4fs
 的DDS。与单路采样频率为fs
 的DDS相比，输出带宽由fs
 /2增大到2fs
 。
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图5.34　4个相位累加器输出时序



对于m路DDS，每一路DDS具有相同的规格，即具有相同规格的相位累加器和相位到幅度映射单元。假定相位累加器位宽为n，那么m路DDS的频率分辨率为
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输出频率为

[image: ]


每一路相位累加器的步进值为mμ。mμ的最大值为2n
 −1，故μ的最大值为
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将其代入式（5.40）可得输出最大频率为
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对于4路并行DDS其系统框图如图5.35所示。4个相位累加器的初值由μ决定，分别为0、μ、2μ和3μ，步进值均为4μ。2μ可由μ左移1位实现，3μ可由2μ和μ相加实现，4μ可由μ左移两位实现。在SysGen下的实现框图如SysGen模型5-12所示，图中phase_gen的实现框图如SysGen模型5-13所示。
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图5.35　4路并行DDS系统框图



SysGen模型5-12　4路并行相位累加器实现框图
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SysGen模型5-13　phase_gen的实现框图
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4路并行DDS的输出可以通过时钟频率为4fs
 的MUX转化为串行数据流，或者通过FPGA内部的OSERDES给DAC，也可直接使用即多相并行处理。

以m＝4、n＝12、fs
 ＝320MHz、fd
 ＝300MHz为例，此时根据式（5.40）可知μ＝960。输出频谱如图5.36所示。

[image: ]
图5.36　m＝4、n＝12、fs
 ＝320MHz、fd
 ＝300MHz时并行DDS输出频谱




 5.7　产生其他波形

方波、锯齿波和三角波在设计中也会用到。相比于正弦波，它们的产生较为简单。在第3章中已阐述了二进制原码各位之间的关系。对于方波，可通过计数器产生。以4bit计数器为例，模值为16，输出波形如图5.37所示。

[image: ]
图5.37　4bit计数器输出波形



图中cnt0表示计数器的最低位，cnt3表示计数器的最高位。若计数器工作时钟频率为fclk
 ，则计数器第i（i＝0，1，2，…）位输出方波的频率为
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因此，n位计数器输出方波的频率范围为［fclk
 /2，fclk
 /2n
 ］。

锯齿波在DDS中已经用到，相位累加器的输出即为锯齿波。对锯齿波稍加转换即可产生三角波，转换方式如SysGen模型5-14。图中Counter的输出为锯齿波，MUX的输出为三角波。

SysGen模型5-14　产生方波、锯齿波和三角波的系统框图
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第6章　多速率信号处理

随着芯片工艺的发展，ADC能够提供更高的采样率，这就使得数字化越来越靠近系统前端。目前，工程上采用较多的是中频采样技术，即在中频对模拟信号数字化，理论依据即为带通采样定理。此时的采样率已超过奈奎斯特定义的最低采样率（两倍的信号带宽），为过采样。过采样可将采样过程中固有的量化噪声均匀地分散在更大的带宽上，从而降低目标信号带宽上的噪声功率。随后通过数字滤波器对带外噪声进行衰减，产生了比临界采样信号更优的信噪比。一旦信号被ADC完成过采样并捕获到FPGA中，就进入数字域。然而较高的采样率给后续的数据处理带来了压力。为了获得过采样带来的好处，同时缓解后续处理的压力，就需要降低数字信号的采样率，这即为抽取。对于抽取之后的信号，由于此时的数据率相对较低，因而能够有效地降低系统对FPGA资源的占用，并且有助于简化设计的时序收敛。有些系统中则需要提高采样率，这即为内插。将数字基带信号搬移至目标载频，通过内插得到更高的采样率，以驱动高速DAC。其原理在于，DAC采样率越高，其输出端频谱图像之间的频域分离度越高，这样可以简化DAC后的模拟滤波器工作，从而提升信噪比。多速率信号处理的典型应用即为数字下变频DDC（Digital Down Conversion）和数字上变频DUC（Digital Up Conversion）。本章将以多速率信号处理理论为基础，重点阐述抽取滤波器和插值滤波器在FPGA上的实现方式。


 6.1　抽取和抽取滤波器

抽取意味着采样率的降低，故也可称之为下采样（Down Sample）
[1]

 。假定原始序列为x（n），采样率为fx
 ，抽取因子为M，这里M为正整数，则抽取过程即为从每M个原始采样点中取出一个采样点作为新序列的采样点，同时抛弃其余M−1个采样点，其数学表达式为

[image: ]


式中y（m）即为新的采样序列。以fy
 表示y（m）的采样率，则fx
 与fy
 之间的关系可表示为
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不同于x（n），通过采样实现了从模拟域到数字域的跨越，y（m）采样前后均在数字域。对于抽取因子为M的抽取操作，可用图6.1的形式表示。

[image: ]
图6.1　抽取因子为M的抽取操作表示形式



以4抽取为例，抽取过程如图6.2所示。图中每4个采样点如x（0）～x（3）选取x（0），x（4）～x（7）选取x（4），依此类推，可得到新序列y（m）。此时y（0）＝x（0），y（1）＝x（4），故称之为相位偏移（Phase Offset）为0时的抽取结果。如果x（0）～x（3）中选取x（1），相应地x（4）～x（7）中选取x（5），依此类推，则此时y（0）＝x（1），y（1）＝x（5），故称之为相位偏移为1时的抽取结果。类似地，可得到相位偏移为2和3时的抽取结果。对于抽取因子为M的抽取操作，可得到相位偏移为0～M−1的抽取结果。

[image: ]
图6.2　不同相位偏移的4抽取图示过程



以一正弦信号为例，其4抽取所得新序列以及不同的相位偏移抽取后所得序列如图6.3所示。

[image: ]
图6.3　正弦信号不同相位偏移下4抽取所得序列



在Matlab中可用函数downsample实现下采样，如Matlab代码6-1所示。

Matlab代码6-1　downsample实现下采样



01 x n = [1:12];
02 M = 4;
03 phase = 0;
04 ym = downsample (xn,M,phase);
    
% phase = 0
    
01 ym =
02
03      1     5     9
    
% phase = 3
01 ym =
02
03      4     8    12




以上均为从时域角度对抽取进行描述。从频域角度而言，首先应明确的是时域的离散意味着频域的周期，这里“周期”即为采样频率。仍以4抽取为例，图6.4显示了原始序列与4抽取后所得新序列的频谱关系。原始序列x（n）其频谱以fx
 为周期做周期延拓，抽取后的序列y（m）则以新的采样率fy
 为周期做周期延拓。尽管是在数字域完成的重采样，但仍要满足采样定理的要求，即fy
 ≥2Bx
 。这里Bx
 即为原始序列x（n）的带宽。如果fy
 ＜2Bx
 ，那么抽取后的信号将发生混叠，为此应在抽取前设置一低通滤波器，将频率大于By
 的部分滤除掉。故该滤波器的通带带宽为By
 ，过渡带为Δf，截止频率[image: ]
 ，即[image: ]
 ，转换为角频率即为[image: ]
 ，其频谱特性如图6.5所示。由于此滤波器完成的是“抗混叠”的功能，故此滤波器也被称为抗混叠滤波器（Anti-aliasing Filter），同时，由于它是在抽取中使用，故也称之为抽取滤波器（Decimation Filter）。因此，典型的抽取过程由抗混叠滤波器和下采样器（Down-sampler）共同完成，将二者合并称之为抽取器，如图6.6所示。

[image: ]
图6.4　始序列与4抽取后所得新序列的频谱关系



[image: ]
图6.5　低通滤波器的频谱特性



[image: ]
图6.6　典型的抽取器结构



对于抽取因子较大的情况，可通过多级级联抽取的方式来实现，如图6.7所示。图中Hi
 （z）为第i级抗混叠滤波器，Mi
 为第i级抽取器对应的抽取因子，且满足
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[image: ]
图6.7　多级级联的抽取器



例如M＝100，那么M1
 M2
 可能的取值为（5）（20），（25）（4）或者（10）（10）。哪种选取为最优解呢？这可由式（6.4）确定。对于两级抽取，M1
 的最佳值为

[image: ]


式中F＝Δf/fstop
 ，估算时可选取fstop
 ＝fy
 /2。

在结束本节之前，仍有一点需要注意。抽取，在时域并不会造成信号幅度的损失，但在频域，由于傅里叶变换后的频谱幅度与所取点数成正比，因此抽取后信号的频谱幅度将变为原始信号频谱幅度的1/M。这里的抽取滤波器本质上而言就是低通滤波器，因此有低通滤波器应有的特性和结构。


 6.2　插值和插值滤波器

插值意味着提高采样率，故也可称之为上采样（Up Sample）。假定原始序列为x（n），采样率为fx
 ，插值因子为L，这里L为正整数，则插值过程可描述为在原始序列每相邻两个采样点中插入L−1个0构成新序列，其数学表达式为
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这里y（m）即为新的采样序列。以fy
 表示y（m）的采样率，则fx
 与fy
 之间的关系可表示为

[image: ]


对于插值因子为L的插值操作，可以图6.8的形式表示。

[image: ]
图6.8　插值因子为L的插值操作表示形式



以4插值为例，插值过程如图6.9所示。对于原始序列x（n），在其相邻两个采样点x（0）、x（1）之间插入3个0，在x（1）、x（2）之间插入3个0，依此类推，构成新的序列y（m）。在Matlab中可采用函数upsample实现上采样，如Matlab代码6-2所示。

[image: ]
图6.9　4插值图示过程



Matlab代码6-2　upsample实现上采样



01 xn = 1:3;
02 L = 2;
03 phase = 0;
04 ym = upsample(xn,L,phase);
% phase = 0
    
01 ym =
02
03      1     0     2     0     3     0
% phase = 1
    
01 ym =
02
03      0     1     0     2     0     3




从频域角度看，4插值前后序列的频谱图如图6.10所示。原始序列其频谱以fx
 为周期做周期延拓。插值后所得新序列以新的采样频率fy
 为周期做周期延拓。插值前后频谱成分并未改变，但在fx
 整倍数频点处的频谱成为镜像成分（Images）。因此，插值后应设置一低通滤波器，将此镜像成分滤除掉。因之完成的是滤除镜像的功能，故称之为抗镜像滤波器（Anti-imaging Filter），又由于它位于插值后，故也称之为插值滤波器。该滤波器应具备的频响特性在图6.10中也有所显示，其截止频率应满足fstop
 ≤fx
 /2。典型的插值过程由上采样器（Up-sampler）和抗镜像滤波器共同完成，将二者合并称之为插值器，如图6.11所示。需要注意的是，由于插值是在原始序列中插入了零值，意味着将某些采样点处的信号幅度设置为0，这就改变了信号的幅度。因此，插值会造成信号幅度的损失。为了补偿这一损失，以使得插值前后信号幅度的统一，可在插值滤波器后设置一个增益因子L。

[image: ]
图6.10　插值前后序列的频谱图



[image: ]
图6.11　典型的插值器结构



同样地，对于较大的插值因子，也可通过多级插值器级联的形式实现，如图6.12所示。图中Hi
 （z）为第i级抗镜像滤波器，Li
 为第i级插值器对应的插值因子，且满足

[image: ]


[image: ]
图6.12　多级级联的插值器




 6.3　分数速率的转换

抽取和插值实现了系统整数速率的转换，但在多速率系统中的另一种情况是希望获得分数速率的转换，这就需要将抽取和插值级联起来，选取合适的抽取因子M和插值因子L。为了避免丢失频谱成分，一般将插值器放在抽取器之前，如图6.13所示。

[image: ]
图6.13　分数速率转换系统



图中的LPFL
 为抗镜像滤波器，需满足系统对截止频率的要求

[image: ]


经插值器输出后，系统采样率变为

[image: ]


再经过抽取器后，系统采样率变为

[image: ]


LPFM
 为抗混叠滤波器，仍要满足系统对截止频率的要求

[image: ]


在此系统中L和M是互质的正整数，即其最大公因子为1。根据式（6.10），如果L＜M则最终采样率小于原始采样率，称之为分数率抽取；反之如果L＞M，则称为分数率插值。

事实上，可将LPFL
 和LPFM
 合并构成新的低通滤波器LPF，如图6.14所示。此时，此低通滤波器截止频率应同时满足式（6.8）和式（6.11）的要求，如式（6.12）所示。
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图6.14　采样率转换器结构图




 6.4　六个恒等式及其典型应用

图6.6所示的抽取器中，抽取滤波器位于抽取操作之前，这意味着它将以较高的速率工作；图6.11所示的插值器中，插值滤波器位于插值操作之后，这意味着它也将以较高的速率工作。这给滤波器的硬件结构设计带来了压力。如果通过某种“改造”使得抽取滤波器后置、插值滤波器前置，既可以使二者工作在系统速率较低的路径上，同时也不改变滤波器的性能，这将给整个系统的结构设计带来好处。

本节将介绍六个恒等式，这六个恒等式在多速率信号处理中被广泛使用，能够非常有效地提高系统效率，为抽取器和插值器的FPGA设计与实现提供了理论依据。

第一恒等式

第一恒等式如图6.15所示。它表明抽取操作位于乘加操作之后和抽取操作位于乘加之前是等效的。将乘加运算放在抽取之后，可使其中的乘法器和加法器以较低的速率工作。乘加运算是滤波运算最基本的运算，因此该恒等式在抽取滤波器的硬件设计中将非常有用。

[image: ]
图6.15　第一恒等式



第二恒等式

第二恒等式如图6.16所示。它表明M个延迟之后再进行M抽取和M抽取之后再进行1个延迟是等效的。

[image: ]
图6.16　第二恒等式



第三恒等式

第三恒等式如图6.17所示。相比于第二恒等式，第三恒等式具有更强的代表性。它表明信号通过滤波器H（zM
 ）并经M抽取后与信号通过M抽取并经滤波器H（z）是等效的。第二恒等式可看作第三恒等式的一个特例。

[image: ]
图6.17　第三恒等式



上述恒等式均是对抽取操作而言，对于插值操作也有相对应的恒等式。这就是第四恒等式至第六恒等式。

第四恒等式

第四恒等式如图6.18所示。它表明插值操作位于乘法操作之前与插值操作位于乘法操作之后是等效的。这在插值滤波器结构设计中将非常有用。

[image: ]
图6.18　第四恒等式



第五恒等式

第五恒等式如图6.19所示。它表明将信号先经1个延迟再做L插值与先经L插值再做L个延迟是等效的。

[image: ]
图6.19　第五恒等式



第六恒等式

第六恒等式如图6.20所示。相比于第五恒等式，第六恒等式更具有代表性。它表明信号先经滤波器H（z）再做L插值与信号先做L插值再经滤波器H（zL
 ）是等效的。第五恒等式可看作第六恒等式的一个特例。

[image: ]
图6.20　第六恒等式



根据第一恒等式，以4抽头滤波器为例，可将传统的图6.21所示结构转换为图6.22所示结构。如果滤波器系数对称，可进一步变换为图6.23所示结构。

[image: ]
图6.21　抽取操作后置的抽取器



[image: ]
图6.22　抽取操作前置的抽取器



[image: ]
图6.23　系数对称时抽取操作前置的抽取器



根据第四恒等式，以4抽头滤波器为例，可将图6.24所示结构转换为图6.25所示结构。如果滤波器系数对称，可进一步转换为图6.26所示结构。

[image: ]
图6.24　插值操作前置的插值器



[image: ]
图6.25　插值操作后置的插值器



[image: ]
图6.26　系数对称时插值操作后置的插值器



根据第三恒等式，可形成如图6.27所示的等效转换关系。根据第六恒等式，可形成如图6.28所示的等效转换关系。

[image: ]
图6.27　第三恒等式典型应用



[image: ]
图6.28　第六恒等式典型应用




 6.5　多相滤波器


 6.5.1　多相抽取滤波器的基本理论

图6.6所示的抽取器属于常规模型，即“先滤波后抽取”。这种方法直观明了，但也存在这样的问题：如果采样率较高，那么相应地要求低通滤波器具有高速的数据处理能力。这给设计带来了压力，尤其是在滤波器阶数也很高的情况下。此外，滤波器的输出数据并没有全部被使用，而是每M个数据抽取其中之一作为输出结果，其余M−1个数据（这里把这M−1个数据称为中间数据）被抛弃，如图6.29所示。这意味着对这M−1个数据的计算是没有必要的。同样地，图6.11所示的插值器亦是常规模型，即“先插值后滤波”。这就意味着后续滤波器工作在相对较高的采样率下，且由于L插值使得相邻两个采样点之间多了L−1个0，对这L−1个0的操作增加了滤波器的负担且没有实质意义。因此，对于抽取器，如果可将其改造为“先抽取后滤波”即抽取操作前置；对于插值器如果可将其改造为“先滤波后插值”即插值操作后置，那么既可使得其中的滤波器工作在相对较低的采样率下，同时也避免了诸多无效计算。这将对滤波器的硬件结构设计非常有利。多相分解技术可实现这一目标。

[image: ]
图6.29　常规模型抽取器的运算量



多相分解理论最初由Bellanger于1976年提出。为便于说明，且不失一般性，这里以12抽头FIR滤波器H（z）为例，即
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定义Eeven
 （z）为H（z）偶数序号系数构成的新的滤波器，即
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定义Eodd
 （z）为H（z）奇数序号系数构成的新的滤波器，即
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从而，H（z）可表示为
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式（6.16）表明H（z）被分解为两相：奇数相和偶数相。同样地，可将H（z）分解为4相，如式（6.17）所示。
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从而，H（z）可表示为

[image: ]


以4抽取（M＝4）为例，图6.6所示的常规模型在多相分解的条件下根据式（6.18）可表示为图6.30的形式。根据第一恒等式可将其进一步转变为图6.31的形式，即将抽取操作置于加法操作之前。进一步根据第三恒等式可将图6.31的形式变为图6.32所示形式，在这个形式的转变中，需要注意抽取因子与子滤波器相数是相等的（均为4），这是第三恒等式所决定的。将其中的延迟链路复用，可形成如图6.33所示形式。图6.33展开细化可形成图6.34所示结构，进一步用采样开关替换抽取和延迟单元如图6.35所示。

[image: ]
图6.30　多相分解技术应用于抽取器中



[image: ]
图6.31　第一恒等式＋多相分解技术应用于抽取器中



[image: ]
图6.32　根据第三恒等式图6.31的变化形式



[image: ]
图6.33　延迟链路复用后的变化形式



[image: ]
图6.34　抽取因子为4、长度为12的抽取滤波器多相分解结构



[image: ]
图6.35　用采样开关替换抽取和延迟单元后的12抽头抽取滤波器




 6.5.2　多相抽取滤波器的硬件实现

1．基于移位寄存器的多相抽取滤波器

数据流分析是设计滤波器硬件架构的基础。这里仍以12抽头抽取因子为4的抽取滤波器为例。计算3个相邻的抽取滤波器输出结果y（11）、y（15）和y（19）所需要的输入数据如图6.36所示。可将输入数据看作来自于3个不同的管道，相邻管道之间的数据是延迟关系，延迟因子即为抽取因子M。例如，管道2中的数据是管道3中的数据延迟4个时钟周期后的结果，管道1中的数据是管道2中的数据延迟4个时钟周期的结果。相邻管道之间的延迟关系确保了计算相邻的抽取滤波器输出时有4个输入数据被更新。例如，计算y（15）与计算y（11）相比，x（12）～x（15）替换了x（0）～x（3），计算y（19）与计算y（15）相比，x（16）～x（19）替换了x（4）～x（7）。与第4章介绍的单速率FIR滤波器相比，单速率FIR滤波器相邻两次卷积运算只有1个输入数据被更新，而这里是有M个数据被更新，这是不同之处。相邻管道之间的延迟关系也确保了中间数据不被计算也不被输出，如y（12）～y（14）和y（16）～y（18）均不会被计算。这也意味着每个管道分布于同一个计算结果中的长度为M，如计算y（11）时管道1、管道2和管道3的长度均为4。这个长度也决定了每个管道对应的滤波器系数长度应为M，分布情况如图6.37所示。

[image: ]
图6.36　计算y（11）、y（15）和y（19）时所需要的输入数据



[image: ]
图6.37　每个管道的滤波器系数分布情况



图6.37显示，横向看将滤波器系数分为3组，纵向看将滤波器系数分为4相，与图6.35中的系数分布情况一致。采用Matlab代码6-3可实现系数分组，采用Matlab代码6-4可对该算法进行描述并验证。

Matlab代码6-3　function: SubPolyA



01 function subh = SubPolyA(h,M)
02 % h: fir coe
03 % M: decimation factor
04 % It is used to get coe of each polyphase filter
05 % based on SRL
06 h_len = length(h);
07 K = ceil(h_len/M);
08 h_len_new = K*M;
09 hnew = [reshape (h,h_len,1);zeros(h_len_new-h_len,1)];
10 subh = zeros(K, M);
11 htemp = zeros(1,M);
12 for n=1:K
13   htemp = hnew(1+(n-1)*M:M+(n-1)*M);
14   subh(n,:) = htemp(end:-1:1);
15 end




Matlab代码6-4 function: DecFirSRL



01 function [y,yref] = DecFirSRL(xin,h,M)
02 % xin: input data vector
03 % h: decimation fir coe
04 % M: decimation factor
05 xlen = length(x in);
06 K = floor(xlen/M);
07 xlen_new = K*M;
08 xnew = reshape(xin(1:xlen_new),1,xlen_new);
09 hlen = length(h);
10 S = ceil(hlen/M);
11 hlen_new = S*M;
12 hnew = [reshape(h,1,hlen),zeros(1,hlen_new-hlen)];
13 subh = SubPolyA (hnew,M);
14 y = zeros(1,K);
15 tap_delay = zeros(1,(S-1)*M+1);
16 DBuf = zeros(1, S);
17 MCnt = 0;
18 p = 1; % the in dex of output data
19 for n=1:xlen_new
20   tap_delay = [xnew(n),tap_delay(1:end-1)];
21   DBuf = tap_delay(1:M:end);
22   y(p) = DBuf*s ubh(:,MCnt+1)+y(p);
23   if MCnt==M-1
24     MCnt = 0;
25     p = p+1;
26   else
27     MCnt = MCnt+1;
28   end
29 end
30 ya = filter(h,1,xnew);
31 yref = downsample(ya,M,M-1);




进一步分析此算法，并结合图6.36可知，该算法具有如下特征。

（1）对于长度为N的FIR滤波器，可将输入数据分为N/M个管道，可通过对滤波器系数后补零使得N可以被M整除；

（2）管道之间是并行关系，管道内部是顺序关系，这意味着管道个数决定了乘法器的个数；

（3）相邻管道之间的数据是延迟关系，延迟因子为M；

（4）滤波器系数被分为N/M组，每组长度为M，这也决定了读取滤波器系数的计数器模值为M。

根据这些算法特征，可设计出如图6.38所示的12抽头、抽取因子为4的抽取滤波器
[2]

 。图中每一级（Stage）对应一个数据管道。每级之间的延迟为5，这是为了补偿加法链路径上的延迟。不难看出，整个设计非常简洁，时序设计也很简单，很容易用SysGen搭建。在SysGen里，每级的具体实现方式如SysGen模型6-1所示。与图6.38相对应的时序如图6.39所示。

从图6.38可知，与抽取因子直接相关的是相邻两级之间的延迟量以及地址发生器（AddrGen）的模值。因此，对于抽取因子可动态调整的场合，只需要使这两个参数可动态配置即可。为便于说明，假定4抽取时滤波器长度为40，8抽取时滤波器长度为80，显然都需要10级级联。对于4抽取，延迟量为5，地址发生器模值为4；对于8抽取延迟量为9，地址发生器模值为8。延迟量的动态调整可通过SysGen中的Addressable Shift Register实现，如SysGen模型6-2所示。图中Addressable Shift Register最大深度设置为9。地址发生器模值的动态配置如SysGen模型6-3所示。

[image: ]
图6.38　基于移位寄存器的12抽头、抽取因子为4的抽取滤波器



SysGen模型6-1　SysGen里每一级的具体实现方式

[image: ]
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图6.39　基于移位寄存器的4抽取滤波器各节点之间的时序关系



SysGen模型6-2　延迟量动态调整设计
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SysGen模型6-3　地址发生器模值的动态配置
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如前所示，基于移位寄存器的多相抽取滤波器所需乘法器个数等于N/M，这意味着当N固定时，若M较小，所需的乘法器就会较多，这是该方案的一个不足之处。但该方案所有模块在同一时钟频率下工作，结构简单，时序设计也很容易，这是该方案的优势所在。正因为该方案所有模块在同一时钟频率下工作，所以就不存在资源与速度的互换，这也解释了为什么该方案所需乘法器个数与系统时钟频率无关。

2．基于双端口RAM的多相抽取滤波器

这里首先分析图6.34中各节点的数据流，如表6.1和表6.2所示。根据数据流进而可知每个子滤波器中延迟单元输出数据与滤波器系数的匹配关系，如图6.40所示。从图中可知，此时抽取滤波器已不再计算中间数据，而是将抽取与滤波紧密结合，直接计算出有效数据（图中的y（8）和y（12））。采用Matlab代码6-5可实现系数分组，采用Matlab代码6-6可对该算法进行描述并验证。


表6.1　图6.34中A～D各节点的数据流
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表6.2　图6.34中A1～D1各节点的数据流
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[image: ]
图6.40　子滤波器中延迟单元输出数据与滤波器系数的匹配关系



Matlab代码6-5　function: SubPolyB



01 function subh = S ubPolyB(h,P)
02 % h: fir coe
03 % P: the number o f sub poly
04 h_len = length(h);
05 N = ceil(h_len/P)*P;
06 h = [reshape(h,h_len,1);zeros(N-h_len,1)];
07 subh = zeros(P,N/P);
08 for n=1:P
09   subh(n,:) = h(n:P:end);
10 end




Matlab代码6-6　function: DecFirRAM



01 function [y,yref] = DecFirRAM(x,h,M)
02 % Polyphase decimation FIR filter based on dual-RAM
03 % x: input data vector
04 % h: fir coe
05 % M: decimation factor
06 subh = SubPolyB(h,M);
07 subh_len = length(subh(1,:));
08 subh = subh.';
09 x_len = length(x);
10 x_len_new = floor(x_len/M)*M;
11 y_len = x_len_new/M;
12 y = zeros(y_len,1);
13 xnew = x(1:x_len_new);
14 tap_delay = zeros(M,1);  % delay line before decmation
15 D Buf = zeros(M, subh_len);% delay line inside each phase of FIR
16 MCnt = 0;         % decimation factor detector
17 PhD = zeros(M,1 ); % data to each phase of FIR
18 PhY = zeros(M,1 ); % output data of each phase of FIR
19 k = 1; % the in dex of output vector
20 for n=1:x_len_new
21   tap_delay = [xnew(n);tap_delay(1:M-1)]; % delay line
22   if MCnt==0  
23     PhD = tap_delay;  % decimation
24     DBuf = [PhD,DBuf(:,1:subh_len-1)];
25     for p=1:M
26       PhY(p) = DBuf(p,:)*subh(:,p);
27     end
28     y(k) = sum(PhY);
29     k = k+1;
30   end;
31   if MCnt==M-1
32     MCnt = 0;
33   else
34     MCnt = MCnt+1;
35   end;
36 end
37 % Get a golden reference value
38 hm = mfilt.fird ecim(M,h);
39 yref = filter(h m,xnew);




将图6.40做进一步的延伸，把4个子滤波器视为一个整体从卷积角度看数据流的动态更新，如图6.41所示。相邻两次卷积运算，输入数据有4个被替换。如计算y（12）与计算y（8）时的输入数据相比，x（0）和3个0被替换为x（9）～x（12）；计算y（16）与计算y（12）时的输入数据相比，x（1）～x（4）被替换为x（13）～x（16）。传统的单速率FIR滤波器，相邻两次卷积运算，只有一个输入数据被更新，而此处则为4个输入数据被更新（抽取因子为4），这也正是此处每次卷积运算结果均为有效数据的原因。相邻两次卷积运算更新4个数据，带来的好处是不再计算中间数据，而之所以能够更新4个数据则是通过抽取操作前置实现的。输入数据被更新的个数与抽取因子直接相关，两者是相等的。采用多相子滤波器的形式，除了第三恒等式的因素之外，另一个重要因素是它实现了并行处理，这对于硬件实现非常有利，可有效提高系统处理能力。
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图6.41　从卷积角度看数据流的更新



结合表6.1、表6.2和图6.40、图6.41再次分析图6.33所示结构，可将其分解为数据流控制模块和子滤波器模块，如图6.42所示。数据流的控制是系统设计的关键，需要同时完成数据分流（分时写入BRAM中）和抽取的功能。数据流控制模块有1个源端、4个目的端，并行输出4路数据。这就意味着需要将数据分时写入4个Block RAM中而后从Block RAM中同时读出。4相子滤波器意味着并行4路数据同时处理。子滤波器模块需要有相应的ROM以存储子滤波器系数，需要乘累加器以完成乘累加操作。

[image: ]
图6.42　图6.33的模块划分



将图6.42所示结构进一步细化，形成图6.43所示结构。整个系统由四个大模块构成：系统时序控制模块、滤波器系数存储模块、数据缓存模块和数据运算模块。其中，系统时序控制模块是关键，它直接控制着数据路径，产生数据缓存模块所需的RAM读/写地址信号（raddr/waddr）、4个写使能信号（ce［3:0］）、滤波器系数存储模块所需的读地址信号（coeaddr）以及数据运算模块所需的捕获信号（capture）。
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图6.43　4抽取多相分解滤波器整体结构



采用Xilinx 7系列FPGA实现时，滤波器系数存储模块可采用Block RAM或者分布式RAM实现，将其配置为ROM；数据缓存模块可采用Block RAM实现，将其配置为双端口RAM。乘加器采用DSP48E1实现，从而形成如图6.44所示的硬件结构。图6.44中所示4个双端口RAM（Dual RAM 0～Dual RAM 3）共享读/写时钟（rclk/wclk）、读/写地址（raddr/waddr）和输入数据端（din），各自有相应的写使能信号，以使数据分时写入4个RAM中，从而实现延迟链路和抽取的功能。
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图6.44　4抽取多相分解滤波器硬件结构



写时序图如图6.45所示。图中，4个写使能信号ce［0］～ce［3］依次有一个写时钟周期的延时，即ce［1］是ce［0］延时一个时钟周期的结果，ce［2］是ce［1］延时一个时钟周期的结果。写地址在一个写使能周期内保持不变，这样每个写周期内更新了4个数据，这4个数据写入4个不同RAM的同一地址空间中。如图中x（0）写入0号RAM的0地址空间，x（1）写入1号RAM的0地址空间，x（2）写入2号RAM的0地址空间，x（3）写入3号RAM的0地址空间，依此类推。
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图6.45　4抽取多相分解滤波器写时序图



读时序图如图6.46所示。图中coeaddr是滤波器系数存储ROM的读地址，rdy是输出有效标志信号。为了说明读/写地址以及读/写周期之间的关系，图中也一并显示了写地址的变化情况。在一个写周期内，读地址变化了3次，意味着每个RAM在一个写周期内输出了3个数据，因此一个写周期内4个RAM输出了滤波运算所需的12个数据，从而完成一次完整的滤波运算，这也说明一个写周期对应一个滤波运算周期。读的首地址恰好是当前的写地址，如图中waddr和raddr之间的箭头指向。写数据是分时操作，读数据则是并行进行。

[image: ]
图6.46　4抽取多相分解滤波器读时序图



写数据为了完成数据的动态更新，读数据为了完成滤波运算，二者同时进行。为了保证在本次滤波运算完成的同时也更新完下次滤波运算所需的数据，就必须在读完12个数据的同时也写入了4个新的数据。读完12个数据需要3个读时钟周期（Tr
 ），写入4个数据需要4个写时钟周期（Tw
 ），因此读写时钟之间应满足
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以频率形式可表示为
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事实上，与其说是读写时钟应满足式（6.20）所示关系，不如说读写速率应满足式（6.20）所示关系，因为读∕写速率可通过读∕写使能来控制。因此，设计时未必需要两个时钟，选择合适的时钟频率，在此基础上产生相应的读∕写使能信号即可。如果读∕写速率满足整倍数关系，如读速率是写速率的4倍，则可产生读时钟，利用读时钟的4分频作为写使能信号。之所以尽可能地使系统工作在一个时钟频率之下，是为了使系统同步工作。

滤波器系数存储模块对应图6.44中的4个ROM，4个ROM所存系数对应4个子滤波器，如表6.3所示。

表6.3　4个ROM存储内容



	ROM
	ROM地址空间



	0
	1
	2



	0
	h（11）
	h（7）
	h（3）



	1
	h（10）
	h（6）
	h（2）



	2
	h（9）
	h（5）
	h（1）



	3
	h（8）
	h（4）
	h（0）




数据缓存模块对应图6.44中的4个双端口RAM，负责数据的存储。为了说明RAM中存储数据的状态，这里以计算y（11）和y（15）为例，表6.4列出了计算二者所需数据。相应的RAM中存储的数据如表6.5所示。从表6.5中可知，计算y（11）的同时也开始更新4个RAM的0号地址空间，计算完毕数据更新也随之结束。因此，计算y（15）时4个RAM的0号地址空间已经分别变为x（12）、x（13）、x（14）和x（15）。类似地，计算y（15）的同时也开始更新4个RAM的1号地址空间。计算y（19）和y（23）时RAM中存储的数据如表6.6所示。由表可知，计算y（19）的同时也开始更新4个RAM的2号地址空间；计算y（23）的同时再次开始更新4个RAM的0号地址空间，依次循环往复，形成数据的动态流动。


表6.4　计算y（11）和y（15）时所需数据
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表6.5　计算y（11）和y（15）时RAM中存储的数据

[image: ]



表6.6　计算y（19）和y（23）时RAM中存储的数据
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图6.44所示实现方式其理论依据为第三恒等式，它要求抽取因子与滤波器所分解的相数相等。于是，抽取因子决定了Block RAM和DSP48E1的使用量。假定抽取滤波器长度为N，抽取因子为M，系统输入数据采样率为fs
 ，乘法器工作频率为fm
 （这里的fs
 等价于双端口RAM的写速率fw
 ，fm
 等价于双端口RAM的读速率fr
 ），则需要将此滤波器分为M相，每相长度为N/M（这里假定N能被M整除，否则可对滤波器系数补0）。根据前述设计原理可知每更新M个数据需要完成一次滤波运算即N/M次乘法操作，因此，fm
 和fs
 之间的关系可表示为
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根据式（6.21），若N＝12，M＝4，则[image: ]
 ，这也验证了式（6.20）的正确性。同时，可知fm
 和fs
 之间的关系受制于N和M。表6.7举例列出了当M为4，fs
 为40MHz时，不同的滤波器长度对fm
 的影响，以及N为128，fs
 为40MHz时不同抽取因子对mf的影响。该表的左半部分中，N为128时，fm
 为320MHz，这已经达到了较高的频率，给时序收敛带来了压力。同样地，该表的右半部分中M为2时fm
 达到了1.28GHz，在目前的FPGA中这是无法实现的。为了解决这类问题，根据FPGA设计中“资源与速度互换”的原理，如果能够提高并行度即增加乘法器的个数，那么即可降低乘法器的工作频率；反过来，减少乘法器的个数就需要提高乘法器的工作频率。改变乘法器的个数意味着改变了滤波器分解相数。


表6.7　N和M对fm
 的影响
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根据图6.40和图6.41可知，此时的卷积每次更新M个数据，只要满足输入数据与滤波器系数相匹配其滤波的本质并没有改变。为便于说明，这里定义滤波器分解相数为P，P和M相对独立（P受M制约，但并不一定和M相等）。此时，每相子滤波器长度变为N/P（这里假定N能被P整除，如果不能可通过补0实现）。根据前述原理则要求每更新M个数据每个子相就必须读出N/P个数据，因此，此时式（6.21）所示关系式即可变为
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从而，fm
 不仅和N、M有关，还和P有关，而P具有更强的可调节性。例如，N为128，M为4，fs
 为40MHz，根据式（6.22），如果选取P为4，则fm
 为320MHz；如果选取P为8，显然P>M，对应fm
 为160MHz，此时后者更易满足时序要求。同样，N为128，M为2，fs
 为40MHz，如果选取P为8，则fm
 为320MHz，在Xilinx 7系列FPGA中是可以实现的。

在滤波器长度N、抽取因子M和输入数据采样率fs
 一定的情况下，调节P可获取合适的fm
 。P决定了滤波器分解的相数，也就决定了每相子滤波器的长度N/P，同时也决定了主要资源Block RAM和DSP48E1的消耗量。这里分两种情况：PM<和P>M。

对于P<M的情况，为便于说明，这里仍以12抽头FIR滤波器、4抽取为例即12N＝、M4＝。假定2P＝，即4抽取分2相实现。此时每相子滤波器长度为6，将相应系数存储在两块ROM中，存储方式如表6.8所示，显然这时的两个子滤波器分别为奇数相和偶数相。抽取器的整体架构与图6.44类似，只是相数不同。根据前述原理，子滤波器长度为6意味着每读完6个系数（完成一次滤波运算）需要更新4个数据，因此fs
 和fm
 的关系可表示为
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与式（6.20）相比，此时读速率比写速率快。


表6.8　滤波器系数分奇偶相存储方式
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根据滤波器的分解情况，相应的数据缓存模块也由两个Block RAM构成，以存储分时写入的输入数据。两个Block RAM中存储数据的状态如表6.9～表6.11所示。这 里只给出了在计算y（11）、y（15）和y（19）时的状况，目的是为了直观地说明数据更新的规律。表中斜线框所示RAM地址为当前滤波运算时数据的起始地址。从表中可以看出，在计算y（11）即开始从RAM的0号地址空间读数据时，也开始对两个RAM进行数据更新。计算完毕时两个RAM的0号和1号地址空间共4个地址空间也更新完毕。同样，在计算y（15）时，开始更新RAM的2号和3号地址空间，计算完毕4个地址空间也更新完毕。


表6.9　计算y（11）时RAM中存储的数据
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表6.10　计算y（15）时RAM中存储的数据
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表6.11　计算y（19）时RAM中存储的数据
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根据读/写数据之间的匹配关系，可知读/写地址应满足的时序关系如图6.47所示。ce0和ce1分别为0号RAM和1号RAM的写使能信号，高有效，有效宽度为一个写时钟周期。与图6.46类似，写地址waddr和读地址raddr仍是紧密相关的。把每次滤波运算所需数据作为一帧，那么在这一帧的处理周期内，读的首地址与当前写地址相同，如图6.47中箭头所指。
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图6.47　4抽取分2相时读/写地址之间的时序关系



对于P>M的情况，为便于说明，这里以12抽头FIR滤波器、2抽取为例即N＝12、M＝2。假定P＝4，即2抽取分4相实现。此时，每相子滤波器长度为3，将其对应系数存储在4块ROM中，存储方式与表6.3完全一致，这里以新的方式给出，如表6.12所示。表中以列方式呈现的序号0～3为ROM的序号，以行方式呈现的序号0～2为ROM的地址空间，0
 E～3
 E为分别对应4相子滤波器。


表6.12　2抽取分4相时子滤波器系数存储方式
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根据前述原理，子滤波器长度为3意味着每读完3个系数（完成一次滤波运算）需要更新2个数据，因此fs
 和fm
 的关系可表示为
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根据滤波器的分解情况，相应的数据缓存模块也由4个Block RAM构成，以存储分时写入的输入数据。4个Block RAM中存储数据的状态如表6.13～表6.15所示。表中将RAM分为A、B两组，0号、1号RAM构成A组，2号、3号RAM构成B组。表6.13中，计算（1y1）时更新A组RAM的0号地址空间，A、B两组RAM的读首地址均为0，与之匹配的子滤波器分别为E3
 、E2
 、E1
 和E0
 （按照0号RAM到3号RAM的顺序）；计算y（13）时更新B组RAM的0号地址空间，此时B组RAM的读的首地址为0而A组RAM的读的首地址为1，与之匹配的子滤波器分别为E1
 、E0
 、E3
 和E2
 ，显然，此时需要将4个ROM输出的滤波器系数重新分配，即将0号ROM输出的系数给2号RAM输出的数据使用，将1号ROM输出的系数给3号RAM输出的数据使用，将2号ROM输出的系数给0号RAM输出的数据使用，将3号ROM输出的系数给1号RAM输出的数据使用。类似的规律在表6.14和表6.15中都有所体现，这里不再一一赘述。根据表6.12中滤波器系数的存储方式和表6.13所示的数据更新状况可知双端口RAM的读写地址之间的关系，如表6.16所示。在此基础上可进一步确定整个系统的硬件架构，如图6.48所示。


表6.13　计算y（11）和y（13）时RAM中存储的数据
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表6.14　计算y（15）和y（17）时RAM中存储的数据
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表6.15　计算y（19）和y（21）时RAM中存储的数据
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表6.16　A、B两组RAM读地址和匹配系数的变化规律
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[image: ]
图6.48　2抽取分4相时抽取滤波器整体架构



它与图6.43所示架构略有不同，多了两个模块：同等延时模块和系数重新分配模块。其中，系数重新分配模块由一些列MUX和触发器构成，触发器的作用是对输出寄存。同等延时模块由一系列级联的触发器构成，级联深度与系数重新分配模块的流水级数一致，从而使数据和相应系数对齐。相应的RAM读/写地址和ROM读地址（coeaddr）的时序如图6.49所示。图中raddra为A组RAM的读地址，raddrb为B组RAM的读地址，A、B两组RAM共享写地址waddr。reassign信号为系数重新分配使能信号，当其为高时，系数需要重新分配，否则无须重新分配。B组RAM在一次滤波运算中读的首地址和当前RAM的写地址一致，而A组RAM的读的首地址则是raddrb与reassign的和，如图中raddra和raddrb之间的箭头所指。所谓的“＋0”、“＋1”即可通过reassign来替代（这里raddra和raddrb均是模值为3的计数器，计数范围为0～2，因此，一旦计数到2，再加1时，将输出0）。

[image: ]
图6.49　2抽取分4相时读/写地址时序图



在某些系统中需要实现抽取因子可变，即根据系统要求实现不同的整数倍抽取，此时就需要准备多套滤波器系数以匹配相应的抽取因子。系统设计原理本质上是一致的，即“多相分解，动态更新”，整体硬件架构也没有太大变化，如图6.50所示。与图6.48相比，只是多了抽取因子切换模块。该模块对系统时序控制模块有重要影响，它直接决定了滤波器系数读地址的起始值，而此值与多套滤波器系数的存储方式密切相关。以抽取因子M等于4和8为例，相应的抗混叠滤波器长度分别为N1
 和N2
 ，图6.51显示了两套滤波器系数的存储方式。此时，两个滤波器都分为P相，对应P个子滤波器，每个子滤波器长度分别为N1
 /P和N2
 /P（这里假定N1
 、N2
 均能被P整除）。相应的ROM的存储空间分为两个大的存储空间，每个存储空间再分为N1
 /P或N2
 /P个子空间。显然，4抽取时滤波器系数读地址的变化范围为[image: ]
 ，8抽取时则为[image: ]
 ，这正是由抽取因子切换模块控制的。对于数据缓存模块，其所需的Block RAM的个数由P决定，而Block RAM的深度depth则由N1
 /P和N2
 /P中的较大者决定。

[image: ]
图6.50　抽取因子可变时的系统整体架构



[image: ]
图6.51　两套滤波器系数存储方式



以“多相分解，动态更新”为设计思想的抽取器，其理论依据是6.4节所阐述的第三恒等式。在采用FPGA设计时，关键环节是系统时序控制模块。该模块产生了其他模块所需的控制信号，这些信号不是孤立的，而是有着密切的内在关系，利用好这些关系，将对整个设计大有裨益。图6.52显示了各个控制信号之间的从属关系。这里假定读速率快于写速率。以基地址为基准，通过译码可产生写使能基准信号，通过延迟可产生滤波器系数存储模块所需的读地址信号。写使能基准信号通过延迟可产生数据缓存模块所需的P相写使能信号，以之为计数使能信号进而可产生写地址信号。以写使能信号为加载使能信号，以当前写地址为计数起始地址计数可产生数据缓存模块所需的读地址信号。这其中就利用了图6.46、图6.47和图6.49所示的在一次滤波运算中读的首地址为当前写地址。正是这一点将读/写地址紧密联系在一起，从而实现自我纠错功能。

[image: ]
图6.52　各个控制信号之间的从属关系



系统在资源使用情况方面，如图6.53所示。采用Xilinx 7系列FPGA实现时，主要用到两种资源Block RAM和DSP48E1，前者用于数据存储，后者用于数据计算。两个模块需要用到Block RAM：数据缓存模块和滤波器系数存储模块。所需的个数由滤波器分解相数P决定，Block RAM的深度由子滤波器长度N/P决定，宽度则取决于系统对运算精度的要求。乘法器的个数取决于滤波器相数P。

[image: ]
图6.53　多相分解抽取滤波器的资源使用情况




 6.5.3　多相插值滤波器的基本理论

多相分解理论同样适用于插值器中，也同样会给系统设计带来很多好处。传统的插值器，先插值后滤波，这使得后续的滤波器必须以更高的速率、更大的数据吞吐率运行，给硬件设计带来了压力。同时，插值后相邻两个采样点之间引入L−1个0（插值因子为L），显然对这L−1个0的运算是没有必要的。以4插值（L＝4）、12抽头FIR滤波器（N＝12）为例，传统插值器的运算量可由表6.17估计出来。表中显示了卷积运算的过程。滤波器系数窗口宽度为12，相邻两次卷积有一个输入数据被更新，同时所有输入数据向窗口右侧移动一个采样点位置。由于先插值后滤波，所以相邻两个采样点之间有3个0。每次卷积运算看似需要12次乘法和11次加法，但实际上只需要3次乘法和2次加法。对于N抽头、L插值的滤波器而言，假定，每次卷积中有效数据为x个（这里有效数据是指除了因插值引入的0之外的所有数据），插入的0值个数为（x-1）（L-1），那么
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于是

[image: ]


其中floor表示向下取整。如果N＝12、L＝4，代入式（6.26）中，可得x为3。


表6.17　传统插值器的运算方式

[image: ]


表6.17不仅显示了每次卷积的运算量，更重要的是也给我们提供了计算方式。观察计算y（12）～y（15）或者y（16）～y（19）的卷积过程，可表示为式（6.27）的形式，以矩阵方式表示如式（6.28）所示，滤波器系数使用情况可表示为图6.54的形式。这样看来就可以将12抽头的滤波器分为4个3抽头的滤波器并行计算了。这也表明同一套输入数据同时作用于4套不同的系数产生4个不同的输出数据，从而输出数据率将是输入数据率的4倍。这就是多相分解理论在插值器中的应用。

[image: ]
图6.54　N＝12、L＝4的插值器中滤波器系数使用情况



[image: ]


结合式（6.17）和图6.11，N＝12、L＝4的插值器可表示为图6.55的形式。进一步将插值操作放在每个子滤波器分支中，如图6.56所示。根据第六恒等式，可将图6.56转化为图6.57的形式，此时完成了滤波器前置插值操作后置。将图6.57中的延迟因子和插值操作置换以开关形式表示可得图6.58的形式。

[image: ]
图6.55　多相分解之后的插值器



[image: ]
图6.56　插值操作放在子滤波器分支中



[image: ]
图6.57　应用第六恒等式之后的插值器



对图6.58的所示形式细化，如图6.59所示。分时复用其中的延迟单元和乘法器，可形成图6.60的形式。12抽头滤波器分为4相并行工作，每相为3抽头。各子滤波器系数情况如表6.18所示。

[image: ]
图6.58　插值操作和延迟因子置换后的形式



[image: ]
图6.59　12抽头多相分解的插值滤波器结构




表6.18　4相子滤波器系数情况

[image: ]


滤波器系数的分布情况可采用Matlab代码6-7实现。整个多相插值滤波器的算法可采用Matlab代码6-8描述。

[image: ]
图6.60　分时复用延迟单元和乘法器之后的形式



Matlab代码6-7　function： SubPolyIntrP



    01 function subh = SubPolyIntrp(h,L)
    02 % h: fir coe
    03 % L: Interpolator factor
    04 hlen = length(h);
    05 K = ceil(hlen/L);
    06 hlen_new = K*L;
    07 hnew = [reshape(h,hlen,1);zeros(hlen_new‐hlen,1)];
    08 subh = reshape(hnew,L,K);




Matlab代码6-8　function: IntrpFirSRL



    01 function [y,yref] = IntrpFirSRL(x,h,L)
    02 % h: fir coe
    03 % L: interpolator factor
    04 subh = SubPolyIntrp(h,L);
    05 xlen = length(x);
    06 ylen = xlen*L;
    07 y = zeros(1,ylen);
    08 [m,n] = size(subh);
    09 tap_delay = zeros(n,1);
    10 cnt = 0;
    11 yindex = 0;
    12 for k=1:xlen
    13　 if cnt==0
    14　　 tap_delay = [x(k);tap_delay(1:end‐1)];
    15　 end
    16　 yindex = 1+(k‐1)*L;
    17　 for cnt=0:L‐1
    18　　 y(yindex+cnt) = subh(cnt+1,:)*tap_delay;
    19　 end
    20　 if cnt==L‐1
    21　　 cnt = 0;
    22　 end
    23 end
    24 hm = mfilt.firinterp(L,h);
    25 yref = filter(hm,x);




经过上述分析可知此算法具有如下特征：

（1）假定FIR滤波器长度为N，插值因子为L，则每相子滤波器长度为N/L（这里假定N可以被L整除，如不能可通过后补零使得N为L的整数倍）；

（2）同一套输入数据同时作用于各相子滤波器从而实现并行计算。


 6.5.4　多相插值滤波器的硬件实现

采用硬件实现时，以12抽头FIR滤波器4插值为例，其硬件架构如图6.61所示，相应的时序如图6.62所示。采用SysGen设计时，如SysGen模型6-4所示。

[image: ]
图6.61　多相插值滤波器硬件架构



[image: ]
图6.62　多相插值滤波器时序图



SysGen模型6-4　多相插值滤波器

[image: ]


不难看出，此时滤波器系数被分为3组，如图6.61所示；纵向看则为4相，如图6.62阴影部分所示。每相滤波器按顺序计算获取一个输出结果，同一相内的乘法运算则是并行执行的。这和图6.59的架构略有不同。

从资源角度看，这种实现方式需要N/L个DSP48E1，其中DSP48E1同时完成乘法和加法运算；需要N/L个ROM，每个ROM深度为L，可采用LUT实现。


 6.6　CIC滤波器


 6.6.1　CIC滤波器基本理论

级联积分梳状滤波器
[3]

 （Cascade Integrator Comb，CIC）顾名思义是将积分器与梳状滤波器级联而得，它是多速率信号处理中一种十分高效的数字滤波器。CIC滤波器具有低通滤波器的特性，同时具有如下优势：滤波器系数均为1，故实际设计时无须对系数进行存储，节省了存储单元，这也使得滤波运算只需要加法器和累加器而无须乘法器；结构规则，无论是应用于抽取器还是插值器，可灵活设置抽取因子或插值因子而不影响整体结构。因此，CIC滤波器在多速率系统设计中获得广泛应用。

积分器（Integrator）可表示为

[image: ]


在时域可表示为

[image: ]


依据式（6.29）可知其结构如图6.63所示。

[image: ]
图6.63　积分器结构



以z＝ejw
 替换式（6.29）中的z可得

[image: ]


故积分器幅度谱可表示为

[image: ]


由式（6.32）可知积分器只有极点（w＝2kπ，k为整数）而无零点，且

[image: ]


这表明积分器对直流具有无限大的增益。积分器幅度谱以图形方式表示如图6.64所示。

[image: ]
图6.64　积分器幅度谱



梳状滤波器（Comb）可表示为

[image: ]


式中R和M为整数，二者的乘积决定了梳状滤波器的延迟长度。在时域可表示为

[image: ]


以R＝8，M＝1为例，其结构如图6.65所示。

[image: ]
图6.65　R＝8，M＝1时的梳状滤波器结构



以z＝ejw
 替换式（6.34）中的z，可得

[image: ]


幅度谱可表示为

[image: ]


由式（6.37）可知，梳状滤波器只有零点而无极点。其幅度谱以图形方式表示如图6.66所示，可见其幅度谱像梳子一样，故得此名。

[image: ]
图6.66　R＝8，M＝1时的梳状滤波器幅度谱



结合图6.63和图6.65可知，无论是积分器还是梳状滤波器实现时都无须乘法器。

在此基础上，可得单级CIC传递函数为
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以z＝ejw
 替换式（6.38）中的z，并结合式（6.32）和式（6.37）可知单级CIC幅度谱为

[image: ]


由式（6.39）可知，当RMw/2＝kπ时，即

[image: ]


可确定零点。当w/2＝kπ即w＝2kπ时，代入式（6.39）可知[image: ]
 ，从而实现了零极点相消。

单级CIC滤波器在w＝0时[image: ]
 ，故可确定其主瓣区间为[image: ]
 ，其余为旁瓣。其中第一旁瓣电平为

[image: ]


故旁瓣抑制为

[image: ]


取M＝1，旁瓣抑制A随R的变化曲线如图6.67所示。

[image: ]
图6.67　旁瓣抑制A随R的变化曲线



由式（6.42）可知

[image: ]


故R→∞时，旁瓣抑制为

[image: ]


单级CIC滤波器的阻带衰减为
[4]



[image: ]


带内容差（通带纹波）为

[image: ]


其中b为带宽比例因子。

[image: ]


B为信号带宽，fs
 为采样率。R＝4，M＝1时单级CIC滤波器幅度谱如图6.68所示。

[image: ]
图6.68　R＝4，M＝1时单级CIC滤波器幅度谱



式（6.44）和图6.68都表明单级CIC滤波器的旁瓣电平是比较大的，这可通过多级CIC滤波器级联改善。由N级CIC级联所构造的低通滤波器（LPF）传递函数可表示为

[image: ]


由式（6.48）可知，尽管CIC滤波器中具有递归结构，但其系数仍为有限个，故CIC滤波器本质上属于FIR滤波器。结合式（6.39）可知，N级CIC级联滤波器的幅度谱可表示为

[image: ]


据此，令N和M固定，可画出幅度谱随R的变化曲线，如图6.69所示；令R和M固定，可画出幅度谱随N的变化曲线，如图6.70所示。

[image: ]
图6.69　级联CIC滤波器幅度谱随R的变化情况



[image: ]
图6.70　级联CIC滤波器幅度谱随N的变化情况



对于N级CIC级联滤波器，其旁瓣抑制AN
 、阻带衰减αN
 和带内容差δN
 可表示为
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结合图6.69、图6.70和式（6.50）可知，增大N，可以使旁瓣抑制AN
 和阻带衰减αN
 增大，但带内容差δN
 也同时增大，这是不希望的。考虑到通带性能，通常选取N≤5。在N不变的情况下，带宽比例因子b越小，CIC滤波器的通带和阻带特性也就越好。因此，CIC滤波器一般用在抽取系统的第一级（输入速率最高或者内插系统的最后一级（输入速率也是最高））。


 6.6.2　CIC滤波器的位增长问题

如前所述，CIC滤波器本质是是FIR滤波器，因此它所引起的增益也必然是有限的。对于式（6.49），当w趋近于0时可得
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事实上，可从另一角度分析，对于式（6.48）

[image: ]


式（6.51）、式（6.52）均可说明多级CIC级联引起的幅度增益最大值为

[image: ]


假定输入数据x（n）为有符号数，位宽为Bin
 ，取值范围可表示为[image: ]
 。由式（6.53）可知输出数据y（n）的最大幅度为

[image: ]


从而可确定输出数据所需要的最大位宽为

[image: ]


图6.71显示了三种情况：第一种情况，N、R、M固定（N＝4，M＝1，R＝4），输出数据位宽Bout
 随输入数据位宽Bin
 的变化曲线，显然此时二者呈线性关系；第二种情况，N、M、Bin
 固定（N＝4，M＝1，Bin
 ＝16），输出数据位宽Bout
 随R的变化曲线，显然此时二者呈对数关系；第三种情况，R、M、Bin
 固定（R＝4，M＝1，Bin
 ＝16），输出数据位宽Bout
 随N的变化曲线，显然此时二者呈线性关系。

图6.71和式（6.55）都有力地说明了输入信号通过CIC滤波器后输出信号会出现位增长问题，因此在FPGA设计时，要合理地设置输出信号的位宽，防止数据溢出。当然，也可以在每一级适当地截位，这样可在一定程度上节省资源（主要是触发器）。

[image: ]
图6.71　输出数据位宽Bout
 与输入数据位宽Bin
 、R和N的关系曲线




 6.6.3　CIC滤波器应用于抽取系统中

以多级CIC级联的方式可构成图6.6中的抗混叠滤波器，外加抽取操作即可构成常规的抽取器，如图6.72所示。

[image: ]
图6.72　多级CIC级联构成的抽取器



图6.72所示结构可进一步重组，将每个CIC分解为积分器和梳状器，进而将所有的积分器构成一组，梳状器构成一组，形成如图6.73所示结构。对于图6.73所示结构，应用第三恒等式，可进一步形成图6.74所示结构。可见，这里R即为抽取因子。此时，若取M＝1，则梳状器变为一阶差分器。为了实现流水处理，可在梳状部分插入寄存器，如图6.75所示。图6.75即为多级CIC抽取滤波器的一种实现结构，将其称之为递归结构，这是一种最基本的结构。从图中可以看出，抽取因子R可灵活设置而不影响系统整体结构。

[image: ]
图6.73　重组后的基于CIC的抽取器结构



采用SysGen设计时，单级CIC如SysGen模型6-5所示，级联CIC滤波器应用于抽取系统中如SysGen模型6-6所示。

如前所述，级联CIC滤波器会引起位增长。在某些场合，需要较大的位宽以满足精度的需求，同时还要满足速度的需求，此时可选择DSP48E1来实现积分器和一阶差分器，如SysGen模型6-7和SysGen模型6-8所示。实现一阶差分器时，DSP48E1的a端口和b端口pipeline length为2，c端口pipeline length为1。采用DSP48E1实现级联CIC滤波器如SysGen模型6-9所示。

[image: ]
图6.74　应用第三恒等式后的基于CIC的抽取器结构



[image: ]
图6.75　插入流水寄存器后的CIC抽取器结构



SysGen模型6-5　单级CIC

[image: ]


SysGen模型6-6　4级级联CIC滤波器应用于16抽取系统中

[image: ]


SysGen模型6-7　采用DSP48E1实现积分器

[image: ]


SysGen模型6-8　采用DSP48E1实现一阶差分器

[image: ]


SysGen模型6-9　采用DSP48E1实现级联CIC滤波器

[image: ]


对于抽取因子为2的整数次幂的情形
[5]

 ，式（6.48）取M＝1可进一步表示为
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令Q＝log2
 R，即R＝2Q
 ，则式（6.56）可写为
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从式（6.57）中不难发现，式中最后一个乘积项z的指数的2倍即为-R，且共有log2
 R个乘积项。为进一步说明，以R＝8为例，则
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根据第三恒等式，可将式（6.58）的实现方式逐步更改，如图6.76所示，图中箭头表征了转换过程。图6.76的转换过程也体现了图6.27所示的等效关系。类似地，式（6.57）的实现方式可表示为图6.77的形式。显然，此时CIC滤波器中已经没有了递归结构，故称之为非递归结构的CIC滤波器实现方式。图6.77所示实现结构由Q级构成，每级由一个FIR滤波器和一个2抽取操作构成，而其中的FIR滤波器可以图6.78所示方式实现。为了提高系统处理速度，图6.78中在每级处理后插入了流水寄存器。

[image: ]
图6.76　8抽取的等效实现方式



[image: ]
图6.77　非递归结构的CIC滤波器实现方式



[image: ]
图6.78　图6.77中每级滤波器的实现方式



图6.78中的基本单元为一阶差分器，该差分器由输入到输出位宽增加了1 bit。因此，图6.78由输入端到最终输出端位宽共增加了N bit。

结合图6.78进一步分析图6.77所示情形，假定输入数据x（n）位宽为B，采样率为fs
 ，则可得表6.19所示结论。

图6.77中的每一级也可看作一个小的抽取器，由一个FIR滤波器和一个2抽取操作构成。为便于说明，假定N＝5，将H（z）的多项式展开，如式（6.59）所示。

[image: ]


根据多相分解理论，可将其分为偶数相Ee
 （z）和奇数相Eo
 （z），如式（6.60）所示，而H（z）即可由偶数相和奇数相构成，如式（6.61）所示。进而，对于每级的2抽取器可由多相器的方式实现，如图6.79所示。因此，图6.77可转化为每级均以多相滤波器的方式实如图6.75所示
[6]

 。显然，此时提高了系统的并行度，但需要额外的存储资源存储滤波数，需要额外的乘法器完成计算。

[image: ]
图6.79　以多相分解方式实现每级抽取器



表6.19　图6.77中各级采样速率及输入、输出数据位宽



	内容
	输入数据
	输出数据



	每级采样率
	fs
 /2i-1

	fs
 /2i




	每级字长
	B＋N·（i-1）
	B＋N·i



	备注
	i-1，2，…，Q




式（6.60）对应的滤波器系数［1　5　10］，可以采用移位相加的方式实现din×5和din×10，如SysGen模型6-10所示。这种方式既可以节省DSP48E1，也不会影响系统性能。

式（6.59）中N取其他值时（1＋z-1
 ）N
 展开系数如表6.20所示，这可通过Matlab代码6-9获得。显然，也可类似于SysGen模型6-10通过移位相加实现输入数据与这些系数的相乘。

SysGen模型6-10　采用移位相加方式实现乘5和乘10

[image: ]


表6.20　N为其他值时（1＋z−1
 ）N
 展开后的系数



	N
	系数



	2
	1　2　1



	3
	1　3　3　1



	4
	1　4　6　4　1



	5
	1　5　10　10　5　1




Matlab代码6-9　function：diff_expan



01  function coe = diff_expan(N)
02  % N: the number of cascade stage
03  % a: first order difference 
04  a = ones(1,2); 
05  for k=1:N
06  if k==1
07  coe = a;
08  else
09  coe = conv (coe,a);
10  end
11 end




图6.77的实现方式在资源上具有优势，图6.80的实现方式则在速度上具有优势，二者的比较结果如表6.21所示。

[image: ]
图6.80　以多相分解方式实现的CIC滤波器



表6.21　以传统方式实现CIC和以多相分解方式实现CIC的比较



	 
	输入到输出总延时
	是否需要乘法器
	是否需要存储单元



	以传统方式实现（见图6.77）
	NQ
	否
	否



	以多相滤波器方式实现（见图6.80）
	Q
	是
	是




由表6.21的结论不难想象，如果将两种方式结合起来，既可提高系统的并行度又不占用过多的存储单元和运算单元，那么系统将在资源和速度上得到折中，这就是部分多相分解结构。式（6.57）可分解为
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其中
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式（6.62）中，将CIC滤波器的传递函数分解为两部分：部分多相分解（partial-polyphase）和非递归（non-recursive）。两者的抽取因子分别为NPP
 ＝2P＋1
 ，NNR
 ＝2Q-P-1
 。由式（6.62）可知，只有传递函数的一部分采用了多相分解结构，故将其命名为部分多相分解结构。这里存在两个特例：（1）当P＝Q−1或NPP
 ＝2Q
 时，这意味着对整个CIC传递函数进行了多相分解，从而形成全多相分解结构（full-polyphase），此时可利用多相分解技术实现，但已无法利用单级CIC滤波器系数为1的特性，这正是图6.80所示的实现方式；（2）当P＝-1或NPP
 ＝1时，这意味着整个CIC传递函数形成式（6.57）的结构，即非递归结构，与图6.77相对应。

考察式（6.63）的多相分解，可知
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其中Ei
 （z）称为多相分解单元，其工作速率为fs
 /NPP
 （fs
 为输入数据采样率）。表6.22给出了N分别为2、3、4和5且NPP
 为2、4和8时Ei
 （z）的系数。这些系数可通过Matlab代码6-10获得。


表6.22　N＝2、3、4和5且Npp
 ＝2、4和8时多相分解单元系数列表
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Matlab代码6-10　function：cic_poly



01 function coe =  cic_poly(N,Npp)
02 % N: the number  of cascade stage
03 % Npp: partial-polyphase factor
04 % h: (1+z^-1+z^-2+...+z^-(Npp-1))^N
05 a  = ones(1,Npp);
06 for k=1:N
07    if k==1
08      h = a;
09    else
10      h = conv(h,a);
11    end
12 end
13 hlen = length(h);
14 m = ceil(hlen/Npp);
15 hlen_new = m*Npp;
16 hnew = [reshape (h,1,hlen),zero s(1,hlen_new-hlen)];
17 coe = zeros(Npp ,m);
18 for k=1:Npp
19    coe(k,:) = hn ew(k:Npp:end);
20 end




从表6.22中可清晰地看出，当N和NPP
 较小时，滤波器系数较为简单；当N和NPP
 较大时，滤波器系数较为复杂。例如，N＝5时，如果选取NPP
 ＝4，则有4个多相分解单元E0
 （z）、E1
 （z）、E2
 （z）和E3
 （z），每个单元有4个系数。如果选取NPP
 ＝8，则有8个多相分解单元E0
 （z）、E1
 （z）、…、E7
 （z），且每个单元有5个系数。由此可知，在N给定的情况下，可根据系统需求灵活地选取NPP
 。

部分多相分解结构的CIC抽取滤波器如图6.81所示。图中上半部分为多相分解结构，下半部分为非递归结构。只有延时单元工作频率为fs
 ，多相分解单元Ei
 （z）并行工作，工作频率为fs
 /NPP
 。

[image: ]
图6.81　部分多相分解结构的CIC抽取滤波器



仍假定输入数据位宽为B，则由式（6.63）可知，多相分解单元输出位宽为
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非递归单元输出最终结果的位宽为
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其中S表征非递归单元的级数。

式（6.56）以及与之对应的图6.77结构只适用于抽取因子为2的整数次幂的情形，而在某些情况下，抽取因子并不具有这一特征。此时可采用图6.75所示的常规通用结构，也可将抽取因子进行分解。例如，抽取因子R＝30，可将R分解为R＝2×3×5，从而形成图6.82所示结构。图中H2
 （z）、H3
 （z）、H5
 （z）如式（6.70）～式（6.72）所示。此外，也可采用CIC滤波器级联常规FIR抽取滤波器的方式实现。
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[image: ]
图6.82　抽取因子为30的抽取滤波器分解结构



图6.69和图6.70显示了N、R等参数对CIC滤波器通带性能的影响，为了补偿所造成的恶化，通常需要在CIC滤波器之后添加一个补偿滤波器，如图6.83所示。

[image: ]
图6.83　CIC滤波器级联FIR补偿滤波器的结构




 6.6.4　CIC滤波器应用于插值系统中

同样，可将CIC滤波器应用于插值器中。与图6.73略有不同，这里将梳状器前置，积分器后置，如图6.84所示。根据第六恒等式，将插值操作后置，如图6.85所示。同样为提高系统速度，可在梳状器之后插入流水寄存器，如图6.86所示。采用SysGen设计时，以8插值为例，如SysGen模型6-11所示。

[image: ]
图6.84　基于CIC的插值器



[image: ]
图6.85　应用第六恒等式后的CIC插值器



[image: ]
图6.86　插入流水寄存器后的CIC插值器



SysGen模型6-11　采用CIC滤波器实现8插值

[image: ]


对于插值因子为2的整数次幂的情形，也可采用类似于抽取器的处理方法。例如，插值因子为8，则可采用图6.87所示的处理方法。图6.87所示的转换过程以第六恒等式为依据，也正体现了图6.28所示的等效转换关系。针对最终的转换结构，可以采用传统方式，也可以采用多相滤波的方式，或者二者相结合的方式。

[image: ]
图6.87　插值因子为8时的实现方式



与图6.83类似，为了补偿CIC滤波器通带的损失，在插值器前需要一个预处理（Preconditioning）FIR滤波器，如图6.88所示。

[image: ]
图6.88　预处理滤波器级联CIC滤波器的结构



CIC滤波器的基本单元是积分器和梳状器，两者均可采用DSP48E1实现。由于DSP48E1属于硬核，故具有很高的处理速度，同时，两者只是完成加法操作，故DSP48E1中的乘法器不必使用，此时可将属性USE_MULT设置为“NONE”以降低DSP48E1的功耗。


 6.7　半带滤波器


 6.7.1　半带滤波器的基本理论

在多速率信号处理中，半带滤波器（Half Band Filter）是另一种十分高效的数字滤波器。从运算量的角度看，尽管不像CIC滤波器无须乘法运算，但半带滤波器由于有近一半系数为零，因此其运算量也降至普通FIR滤波器运算量的一半。这里我们只关注半带低通滤波器。

半带滤波器具有如下特性
[7]

 ：

（1）半带滤波器的通带宽度wP
 与阻带宽度π-wS
 相等，其中wP
 为通带截止频率，wS
 为阻带起始频率；且通带纹波δP
 与阻带纹波δS
 也相等，即δP
 ＝δS
 ；

（2）半带滤波器的频率响应满足
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单位冲激响应满足：

[image: ]


这里N为滤波器长度，必须为奇数。

采用Matlab工具箱fdatool设计一个长度N＝11、通带截止频率wP
 ＝0.4π的半带滤波器，其冲激响应如图6.89所示，可以看到［h（1）　h（3）　h（7）　h（9）］均为0；其幅度谱如图6.90所示，可以看到wP
 ＝0.4π，wS
 ＝0.6π，wP
 ＋wS
 ＝π且两者关于0.5π对称，通带宽度与阻带宽度均为0.4π，通带纹波与阻带纹波均为0.05；将[image: ]
 在一张图上显示如图6.91所示。

[image: ]
图6.89　N＝11的半带滤波器冲激响应



采用Matlab设计长度分别为9和11的半带滤波器，其系数如表6.23所示，可以看到长度为11时，序号1、3、7、9对应的系数为0，序号5对应的系数为0.5；长度为9时，序号0、2、6、8对应的系数为0，序号4对应的系数为0.5。

[image: ]
图6.90　N＝11的半带滤波器的幅度谱



[image: ]
图6.91　半带滤波器幅度谱特征




表6.23　长度为9和11的半带滤波器系数
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以长度N＝11为例，半带滤波器的直接型结构如图6.92所示。与常规FIR滤波器相比，乘法运算量由11降至7，考虑到系数的对称性（见图6.93），乘法运算量进一步降至4。事实上，可将所有系数放大为原来的2倍，此时h(5)＝1，从而节省一个乘法器，使乘法运算量降至3。

[image: ]
图6.92　N＝11的半带滤波器直接型结构



[image: ]
图6.93　N＝11的半带滤波器利用系数对称的直接型结构




 6.7.2　半带滤波器应用于抽取系统中

半带滤波器非常适合于抽取因子为2的整数次幂的抽取系统中。假定输入信号采样率为fs
 ，通过抽取因子为2的系统后，采样率变为fs
 /2，根据采样定理可知，该系统所允许的输入信号的最大频谱成分为fs
 /4，对应图6.90中的0.5π。同时，抽取后的信号在频域将以fs
 /2为周期进行周期延拓，结合图6.91可知，在过渡带(wP
 ，wS
 )将发生混叠，而不会干扰感兴趣的频带(0，wP
 )。

以2抽取、长度为11的半带滤波器为例，结合多相分解思想，相应的抽取滤波器如图6.94所示，两个子滤波器的系数分布情况如表6.24所示，可以看到h1
 (n)只有一个有效系数h(5)，其余系数均为0。
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图6.94　抽取因子为2的半带抽取滤波器



图6.94可进一步细化，如图6.95所示，如只保留有效系数，如图6.96所示，注意图中椭圆虚线框内的延迟单元是不能去掉的，由此可见半带滤波器的高效性。


表6.24　2抽取时子滤波器系数分布情况
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[image: ]
图6.95　用于2抽取的多相分解的半带滤波器



[image: ]
图6.96　用于2抽取的只保留有效系数的多相分解的半带滤波器



当用于4抽取时，仍以长度为11的半带滤波器为例，结合多相分解思想，4相子滤波器系数分布情况如表6.25所示。此时，系数0分布在子滤波器2和子滤波器4中，而不会和其他非0系数（除h(5)外）交叉分布在同一个子滤波器中。这也正是半带滤波器应用于抽取系统中时要求抽取因子为2的整数次幂的原因。


表6.25　4抽取时子滤波器系数分布情况
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结合系数分布情况，可得图6.97所示结构，去除0系数，如图6.98所示。

[image: ]
图6.97　用于4抽取的多相分解的半带滤波器




 6.7.3　半带滤波器应用于插值系统中

半带滤波器也非常适合于插值因子为2的整数次幂的插值系统中。仍以2插值、长度为11的半带滤波器为例，结合多相分解的思想，相应的插值滤波器如图6.99所示。进一步细化，如图6.100所示，去除0系数后的结构如图6.101所示。

[image: ]
图6.98　用于4抽取的只保留有效系数的多相分解的半带滤波器



[image: ]
图6.99　插值因子为2的半带插值滤波器



[image: ]
图6.100　用于2插值的多相分解的半带滤波器



[image: ]
图6.101　用于2插值的只保留有效系数的多相分解的半带滤波器



长度为11的半带滤波器应用于4插值系统中，其多相分解结构如图6.102所示，去除0系数后的结构图6.103所示。

[image: ]
图6.102　用于4插值的多相分解的半带滤波器



[image: ]
图6.103　用于4插值的只保留有效系数的多相分解的半带滤波器
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第7章　快速傅里叶变换

离散傅里叶变换（Discrete Fourier Transform，DFT）是数字信号处理领域里另一种极其重要且应用广泛的对信号与系统进行分析与处理的方式，它实现了从频域（频域分析往往比时域分析更为优越）对信号与系统进行分析。但其存在的问题是随着序列长度的增加，计算量也显著增加。好在1965年，Cooley和Turkey提出了一个计算DFT的高效方法，这就是快速傅里叶变换（Fast Fourier Transform，FFT）。就本质而言，FFT并不是不同于DFT的另一种变换，而是为降低DFT计算复杂度的一种快速有效的方法。同时，FFT也使得DFT获得更为广泛的应用，提升了DFT的价值。

FFT的高度规则加上FPGA的高度并行处理能力，使得在FPGA上实现FFT成为一种高效的方式。本章以基2和基4 FFT算法原理为依据，详细介绍了几种基于FPGA的FFT处理器。


 7.1　从DFT到FFT

一个长度为N的数据序列x（n），其离散傅里叶变换X（k）可表示为
[1]
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相应地，由X（k）通过离散傅里叶逆变换（IDFT）到x（n）
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其中
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式（7.1）和（7.2）称为有限长序列的离散傅里叶变换对。比较两者可知，二者除了一个尺度因子1/N的差异之外，均为同类型的计算。事实上，二者有着紧密的关系。因此，本章只讨论DFT。

观察式（7.1）可知，对于每一个k值，直接计算X（k）需要N次复数乘法和N−1次复数加法。N次复数乘法可分解为4N次实数乘法和2N次实数加法，N−1次复数加法可分解为2（N−1）次实数加法。因此，每计算一个X（k）值需要4N次实数乘法和4N−2次实数加法。从而，计算长度为N的DFT需要2
 N次复数乘法和N2
 −N次复数加法，对应4N2
 次实数乘法和4N2
 −2N次实数加法。

直接计算DFT并不是一种有效算法，因为它并没有利用旋转因子（也称之为相位因子）[image: ]
 的对称性和周期性。其对称性可表示为

[image: ]


其周期性可表示为

[image: ]


以8点DFT为例，计算X（1）和X（2）所需的旋转因子如图7.1所示，其对称性和周期性目了然。

[image: ]
图7.1　8点DFT旋转因子的对称性和周期性



根据式（7.1），对于8点DFT

[image: ]


利用旋转因子的对称性，式（7.6）可转换为

[image: ]


此时复数乘法由8次减少至4次。类似地，利用旋转因子的周期性，X（2）可表示为

[image: ]


同样地，复数乘法由8次减少至4次。FFT正是利用旋转因子的对称性和周期性降低了运算量。


 7.2　基2FFT处理器


 7.2.1　基2FFT算法原理

假设序列x（n）长度为N，其中N为2的整数次幂。如果不满足这个条件，可以人为地填补若干个零值来达到（本章中，若没有特殊说明，N均为2的整数次幂）。根据式（7.1），其DFT可表示为
[2]



[image: ]


将x（n）分解为两个子序列：偶序列和奇序列。从而，可将式（7.9）分解为两部分，如式（7.10）所示。
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将第二项中的[image: ]
 提取出来即变为

[image: ]


由于

[image: ]


故式（7.11）可进一步改写为
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令

[image: ]


这里X1
 （k）和X2
 （k）分别表示了x（n）的偶序列和奇序列的N/2点DFT。从而，式（7.13）可表示为

[image: ]


至此，我们已将一个N点的DFT分解为两个N/2点的DFT。因为X（k）长度为N，而X1
 （k）和X2
 （k）长度为N/2，两者长度不匹配，故此时只能得到X（k）前一半点数的结果。用k＋N/2替换式（7.14）、（7.15）和（7.16）中的k可得

[image: ]


由式（7.19）可知，只需改变[image: ]
 的符号即可得到X（k）的另一半点数的结果。

式（7.16）和式（7.19）的运算可用图7.2表示。由于此图外形像只蝴蝶，故称之为蝶形运算器。图中左侧两路为输入数据端，右侧两路为输出数据端。输入数据需要乘以相应的系数之后做加减运算得到输出数据，相应的系数显示于输入支路上，默认时系数为1。

[image: ]
图7.2　蝶形运算符号



以式（7.16）和式（7.19）为依据，结合图7.2所示蝶形运算器，以8点DFT为例，可将其分解为两个4点DFT，如图7.3所示。

[image: ]
图7.3　8点DFT分解为两个4点DFT



由于N是2的整数次幂，因此还可以按照上述方式进一步把每个N/2点子序列依奇偶项分解为两个N/4点子序列。从而，式（7.14）可改写为
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考虑到

[image: ]


式（7.20）即可变为

[image: ]


类似地，式（7.15）可改写为

[image: ]


仍以8点DFT为例，其偶序列长度为4，按奇偶项可分解为两个2点的子序列，从而将4点的DFT变为两个2点的DFT，如图7.4所示。类似地，对奇序列也可如此操作，如图7.5所示。将图7.4、图7.5和图7.3合并个8点DFT分解为四个2点DFT的数据流图，如图7.6所示，最终的数据流，从而得到一图如图7.7所示。采用类似的方法，可得到16点FFT数据流图，如图7.8所示。

[image: ]
图7.4　偶序列4点DFT分解为两个2点DFT



[image: ]
图7.5　奇序列4点DFT分解为两个2点DFT



[image: ]
图7.6　8点DFT分解为四个2点DFT



[image: ]
图7.7　8点DIT FFT数据流图



[image: ]
图7.8　16点DIT FFT数据流图



回顾对x（n）的分解过程，结合8点DFT，可形成如下结论：总是将x（n）分解为一个偶序列和一个奇序列，之后再分别对偶序列和奇序列做奇偶分解，依此方式重复操作。这种将原始序列x（n）不断分解为奇偶子序列来进行蝶形运算的算法称之为按时间抽取（Decimation In Time，DIT）的FFT算法。对于长度为8的序列x（n），先将其分解为两个长度为4的子序列，再将每个子序列分解为两个长度为2的子序列，其分解过程如图7.9所示，相应的计算DFT的迭代过程如图7.10所示。

[image: ]
图7.9　8点DIT FFT分解过程



[image: ]
图7.10　8点DIT FFT迭代过程



与DIT FFT算法对应的，还存在另一种称为按频率抽取（Decimation In Frequency，DIF）的FFT算法。这个方法则是将代表频域的输出序列X（k）按其顺序是属于偶数还是奇数分解为越来越短的序列。此处不做详细推导（具体推导过程可参考文献[2]
 ），直接给出8点FFT的DIF数据流图，如图7.11所示。与DIT算法比较，两者计算量是一致的，只是蝶形运算结构不同。DIT中旋转因子位于输入分支，而DIF中旋转因子位于输出分支，这也直接导致了DIT中复数乘法器前置，而DIF中复数乘法器后置。两者更为详细的比较结果如表7.1所示。表中乘法器和加法器的操作数均为复数。

[image: ]
图7.11　8点DIF FFT数据流图




表7.1　DIT与DIF FFT算法比较

[image: ]
 [image: ]


无论是DIT还是DIF的FFT算法，都是将N点DFT分为log2
 N级完成，每级有N/2个蝶形运算单元，每个蝶形运算单元需要完成一次复数乘法操作和两次复数加法操作。因此，FFT的计算量可表示为

复数乘法次数

[image: ]


复数加法次数

[image: ]


表7.2给出了不同取样点数的情况下，直接计算DFT与FFT算法复杂度的比较结果。更为直观地，图7.12以图形方式显示了两者的计算复杂度，其中纵坐标为所需复数乘法次数取对数之后的结果，对应Matlab中的semilogy函数。

表7.2　直接计算DFT与FFT算法的计算复杂度比较



	取样点数
	直接计算DFT所需复乘次数
	FFT所需复乘次数
	加速因子



	8
	64
	12
	5.33



	16
	256
	32
	8.00



	32
	1024
	80
	12.80



	64
	4096
	192
	21.33



	128
	16384
	448
	36.57



	256
	65536
	1024
	64.00



	512
	262144
	2304
	113.78



	1024
	1048576
	5120
	204.80




[image: ]
图7.12　直接计算DFT与FFT算法复杂度对比曲线




 7.2.2　基2FFT算法特征分析

FFT处理器的关键是如何对每级蝶形运算的数据进行高效地管理，更进一步的数据管理是数据路径的管理。数据路径，在算法层面体现为数据流图，是静态的；在FPGA层面体现为数据在存储单元与运算单元之间的流动，是动态的。从静态路径映射到动态路径跨越了从算法到硬件实现的鸿沟。

蝶形运算的数据包括三类：输入数据、输出数据和旋转因子。在FPGA中，对数据的管理体现为对相应的存储单元的管理，而对存储单元的管理最终是对读、写地址等控制信号的管理。数据管理的依据是数据流图。为便于分析说明，此处仍以8点DIT FFT为例说明，其数据流图在图7.7中已有体现。这里直接给出原始序列与蝶形运算对之间的关系，如表7.3所示。表中第一列显示了x（n）的自然顺序号，将此序号以log2
 8即3位二进制表示（对应Matlab函数dec2bin），如表中的第二列所示。再将对应的二进制数据翻转（也称之为逆序，对应Matlab函数fliplr或wrev），结果如第三列所示。最后，将翻转后的二进制数据转换为十进制数据（对应Matlab函数bin2dec），结果如第四列所示，从而形成了四个蝶形运算对，与图7.7中第一级蝶形运算单元输入端数据序号一致。更本质地，原始序列与蝶形运算对之间的关系也可从奇偶分解的角度来分析，如图7.13所示。

表7.3　8点DIT FFT原始序列与蝶形运算对之间的对应关系



	x（n）自然顺序
	二进制表示（dec2bin）
	翻转（fliplr）
	蝶形运算对序号（bin2dec）



	0
	000
	000
	0



	1
	001
	100
	4



	2
	010
	010
	2



	3
	011
	110
	6



	4
	100
	001
	1



	5
	101
	101
	5



	6
	110
	011
	3



	7
	111
	111
	7




[image: ]
图7.13　奇偶分解的过程



从数据存储的角度而言，如果将原始序列以自然顺序号作为地址按时间顺序存放，即x（0）存储在0号地址空间，x（1）存储在1号地址空间，依此类推，那么对于第一级蝶形运算，从存储空间获取数据时，读地址即变为自然顺序号的二进制逆序结果。反过来，如果将数据以自然顺序号的二进制逆序结果作为地址存储，即x（0）存储在0号地址空间，x（1）存储在4号地址空间，那么在读取时则以自然顺序号作为地址来读取。这里我们按后一种方式操作，如表7.4所示。


表7.4　8点DIT FFT原始序列存储方式

[image: ]


为进一步分析，图7.14给出了带有地址号（它表明了数据存储位置）的8点DIT FFT算法数据流图。根据图7.14可知，DIT FFT有如下规律。

[image: ]
图7.14　带有地址号的8点DIT FFT数据流图



（1）原位（In-Place）运算（也称同址运算）

每级蝶形运算单元的输入和输出数据存储于同一地址空间。例如，第0级的0号和1号地址空间分别存储x（0）和x（4），两者的蝶形运算结果也相应地存储在0号和1号地址空间。这为原位运算FFT处理器提供了设计依据。

（2）蝶形运算的独立性

同一级中，每个蝶形运算是独立的。这种独立性体现在两个方面：一方面，每个蝶形运算的两个输入数据只对本次蝶形运算有效，不受其他蝶形运算干扰，这样，除了第一级运算时需要对输入数据进行基2倒序外，其他计算都可以采取原位操作方式进行；另一方面，蝶形运算的顺序没有先后之分。

（3）蝶形运算两点间距的变化规律

N点FFT由M级蝶形运算单元构成，其中M＝log2
 N，每级包含N/2个蝶形运算单元。如图7.14所示，在第0级蝶形运算中，参与蝶形运算的两个数据对应的地址号差值为1，我们将此差值称为地址间距，以D表示。在第1级蝶形运算中，D为2；在第2级蝶形运算中，D为4。以P（P＝0，1，2，……，M−1）表示蝶形运算所在级数，则两者的关系可表示为

[image: ]


（4）蝶形运算旋转因子的变化规律

图7.14中，第0级蝶形运算有1个旋转因子[image: ]
 （也可表示为[image: ]
 ），第1级蝶形运算有2个旋转因子[image: ]
 和[image: ]
 （也可表示为[image: ]
 和[image: ]
 ），第2级蝶形运算有4个旋转因子[image: ]
 、[image: ]
 、[image: ]
 和[image: ]
 。以[image: ]
 表示N点FFT每级旋转因子，可知，第P级有2P
 个不同的旋转因子，且第J个旋转因子的指数k可表示为

[image: ]


若以[image: ]
 表示N点FFT每级旋转因子，则第P级的2P
 个不同的旋转因子可由式（7.28）确定。
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 7.2.3　基2原位运算FFT处理器

Danny Cohen于1976年给出了基2原位运算FFT处理器的地址变化规律
[3]

 。以8点DIT FFT为例，根据图7.14，并假设旋转因子存储方式如表7.5所示，可知每级操作数地址和旋转因子地址如表7.6所示。对旋转因子地址顺序进行调整，如表7.7所示，这种调整减少了对旋转因子的读取次数。根据每级蝶形运算的独立性可知，操作顺序的调整并不影响最终结果。


表7.5　8点DIT FFT旋转因子存储方式

[image: ]



表7.6　8点DIT FFT每级操作数地址和旋转因子地址

[image: ]



表7.7　8点DIT FFT调整后的每级操作数地址和旋转因子地址

[image: ]


对于16点DIT FFT，其数据流图如图7.15所示，旋转因子存储方式如表7.8所示，进而可得其每级操作数地址和旋转因子地址如表7.9所示，进行调整如表7.10所示。

[image: ]
图7.15　带有地址号的16点DIT FFT数据流图




表7.8　16点DIT FFT旋转因子存储方式

[image: ]



表7.9　16点DIT FFT每级操作数地址和旋转因子地址

[image: ]



表7.10　16点DIT FFT调整后的每级操作数地址和旋转因子地址

[image: ]


对于N点FFT，每级有N/2个蝶形运算单元，共M级，M＝log2
 N。以p表示当前级号，p可取值为0，1，…，M−1；以q表示蝶形运算单元序号，q可取值为0，1，…，[image: ]
 ，以，〈s，t〉表示每级蝶形运算单元操作数地址。定义函数ROTATE（x，n），表示将x循环左移n位。根据表7.11可得

[image: ]


由式（7.29）可验证表7.10所示16点DIT FFT操作数地址和蝶形运算序号关系。

表7.11所示s和t的取值范围介于［0，N-1］，但由于蝶形运算同时需要两个输入数据，这就意味着需要从两个不同的地址空间取数，也就需要预先将N个数据存入两个不同的单端口RAM中，每个RAM有N/2个数据。以8点FFT为例，原始数据的存储方式如表7.12所示。为便于后续说明，根据原位运算的规律，这里将输入数据的时间索引转换为地址索引。将N个数据写入0号RAM和1号RAM，相应的写地址产生方式如表7.13所示，其中前N/2个数据写入0号RAM，后N/2个数据数据写入1号RAM，从而，两个RAM所存储的数据如表7.14所示。


表7.11　8点DIT FFT操作数地址与蝶形运算序号之间的关系

[image: ]



表7.12　原始8点数据的存储方式

[image: ]



表7.13　0号RAM和1号RAM写地址产生方式

[image: ]



表7.14　0号RAM和1号RAM所存储的原始数据

[image: ]


定义函数parity，用于检查地址极性。当地址对应二进制中包含1的个数为偶数时，该函数返回0；为奇数时，返回1。这样，8点DIT FFT采用两个RAM存储时的地址和数据的变化规律如图7.16所示。从图中可以看出，存在三种交换：地址交换、RAM输出数据交换和蝶形运算结果交换。交换的原则是parity返回为1时进行交换。其中第0级只有一种交换即蝶形运算输出交换；第2级有两种交换即地址交换和RAM输出数据交换。

[image: ]
图7.16　8点DIT FFT采用两个RAM的存储方式时地址与数据的变化规律



8点和16点DIT FFT旋转因子地址与蝶形运算序号关系分别如表7.15和表7.16所示。以表7.15为例，第0级旋转因子地址可通过覆盖蝶形运算序号低2位得到（覆盖位用0填补）；第1级旋转因子地址可通过覆盖蝶形运算序号低1位得到。类似地，此规律可在表 7.16中获得验证。硬件实现时，这种覆盖可通过移位达到。以v表示旋转因子地址，则第p级第q次蝶形运算旋转地址可表示为

[image: ]


即先把q右移M−1−p位，再将右移的结果左移M−1−p位。


表7.15　8点DIT FFT旋转因子地址与蝶形运算序号关系

[image: ]



表7.16　16点DIT FFT旋转因子地址与蝶形运算序号关系

[image: ]


至此，已经明确了操作数地址（两个RAM的读写地址）、旋转因子地址与蝶形运算序号之间的关系，这种关系可通过图7.17所示电路结构生成。图中，p_counter和q_counter为两个计数器，模值分别为M和N/2。两者的输出表征了当前FFT的级号和蝶形运算的序号。据此，可得基2原位运算FFT算法流程如图7.18所示。

[image: ]
图7.17　基2原位运算FFT处理器操作数地址和旋转因子地址生成电路



该函数所需要调用的其他函数如表7.17所示。采用Matlab可对图7.18所示流程进行验证，如Matlab代码7-1所示。

表7.17　基2原位运算处理器所需调用的Matlab函数



	函数名称
	功能描述



	r2fft_initial（Matlab代码7-2）
	N点数据加载



	cohen_addr_gen（Matlab代码7-3）
	产生每级蝶形运行操作数所需要的地址



	parity_check（Matlab代码7-4）
	检查地址极性



	interchangea（Matlab代码7-5）
	完成地址或存储单元输出数据的交换



	butterfly（Matlab代码7-6）
	执行蝶形运算



	interchangeb（Matlab代码7-7）
	对蝶形运算结果进行交换




[image: ]
图7.18　基2原位运算FFT算法流程



Matlab代码7-1　function：r2fft_d it_inplace



01 f unction xwout = r2fft_dit_inp lace(xin)
02 % xw = fft(xin) 
03 % M: total stag e of N‐point FF T; p: current  stage
04 [ mems,memt,M,N] = r2fft_initia l(xin);
05 h alfN = N/2;
06 s  = zeros(halfN,1);t = zeros(h alfN,1);v = ze ros(halfN,1);
07 s half = zeros(h alfN,1);thalf = zeros(halfN,1 );
08 p s = zeros(1,ha lfN);
09 s new = zeros(ha lfN,1);
10 t new = zeros(ha lfN,1);
11 v new = zeros(ha lfN,1);
12 s data = zeros(h alfN,1);
13 t data = zeros(h alfN,1);
14 vdata = zeros(halfN,1);
15 k = 0:N/2-1;
16 wk = exp(-j*2*pi*k/N);
17 for P=0:M-1
18   [s,t,v] = cohen_addr_gen(M,P);
19   ps = parity_check(s,M);
20   shalf = floor (s/2);
21   thalf = floor (t/2);
22   % interchange address
23   [shalf,thalf] = interchangea (shalf,thalf,ps,P);
24   snew = shalf+1; % Index begins from 1 instead of 0 in Matlab
25   tnew = thalf+1;
26   vnew = v+1;
27   sdata = mems(snew);
28   tdata = memt(tnew);
29   vdata = wk(vnew);
30   % interchange mem output dat a
31   [sdata,tdata] = interchangea (sdata,tdata,ps,P);
32   [sdata,tdata] = butterfly(sdata,tdata,vdata);
33   if P~=M-1
34     % interchange butterfly results
35     [sdata,tdata] = interchang eb(sdata,tdata,ps);
36     mems(snew) = sdata;
37     memt(tnew) = tdata;
38   else
39     xw(1:halfN) = sdata;
40     xw(halfN+1:N) = tdata;
41   end
42 end
43 xw_ref = fft(xin,N);
44 xwout = [reshape(xw,1,N);reshape(xw_ref,1,N)];




Matlab代码7-2　function:r2fft_initial



01 function [mem0, mem1,M,N] = r2fft_initial(xin)
02 % N: FFT size
03 % M: the stage count
04 xlen = length(xin);
05 M = nextpow2(xlen);
06 N = 2^M;
07 xnew = [reshape (xin,1,xlen);zeros(1,N-xlen)];
08 mem0 = zeros(1, N/2);
09 mem1 = zeros(1, N/2);
10 kbin = zeros(1, M);
11 addr0 = 0;
12 addr1 = 0;
13 for k=1:N
14   kbin = dec2binvec(k-1,M);
15   if k<=N/2
16     addr0 = binvec2dec(fliplr(kbin(1:M-1)))+1;
17     mem0(addr0) = xnew(k);
18   else
19     addr1 = binvec2dec(fliplr(kbin(1:M-1)))+1;
20     mem1(addr1) = xnew(k);
21   end
22 end




Matlab代码7-3　function:cohen_addr_gen



01 function [s,t,v] = cohen_addr_gen(M,P)
02 % M: total stage; P: current stage, 0,1,..., M-1
03 % s: upper address in the butterfly
04 % t: lower address in the butterfly
05 % v: twiddle factor address
06 if P>M
07   error('P must not be greater than M!');
08 end
09 halfN = 2^(M-1);
10 s = zeros(halfN,1);
11 t = zeros(halfN,1);
12 v = zeros(halfN,1);
13 %qk = zeros(halfN,1);
14 kbin = zeros(1, M-1);
15 kebin = zeros(1,M); % the binary vector of 2k
16 kobin = zeros(1,M); % the binary vector of 2k+1
17 kebin_sl = zero s(1,M);
18 kobin_sl = zero s(1,M);
19 for k=0:halfN-1
20   kebin = dec2binvec(2*k,M);
21   kobin = dec2binvec(2*k+1,M);
22   kebin_sl = circshift(kebin,[0,P]);
23   kobin_sl = circshift(kobin,[0,P]);
24   s(k+1) = binvec2dec(kebin_sl);
25   t(k+1) = binvec2dec(kobin_sl);
26   kbin = dec2binvec(k,M-1);
27   kbin(1:M-1-P) = 0;
28   v(k+1) = binvec2dec(kbin);
29 end




Matlab代码7-4　function:parity_check



01 function ps = parity_check(s,M)
02 % s: the upper address of butterfly
03 % M: the total state of FFT
04 slen = length(s);
05 ps = zeros(1,slen);
06 sbin = zeros(1, M);
07 sbin_sum = 0;
08 for k=1:slen
09   sbin = dec2binvec(s(k),M);
10   sbin_sum = sum(sbin);
11   if rem(sbin_sum,2)==1
12     ps(k) = 1;
13   else
14     ps(k) = 0;
15   end 
16 end




Matlab代码7-5　function:interchangea



01 function [a1,b1] = interchange a(a0,b0,ps,p)
02 % interchange address and mem output data
03 % ps: parity of s
04 % p: current stage, p = 0,1,...,M-1
05 alen = length(a0);
06 a1 = zeros(1,alen);
07 b1 = zeros(1,alen);
08 if p==0
09   a1 = a0;
10   b1 = b0;
11 else
12   for k=1:alen
13     if ps(k)==1
14       a1(k) = b0(k);
15       b1(k) = a0(k);
16     else
17       a1(k) = a0(k);
18       b1(k) = b0(k);
19     end
20   end
21 end




Matlab代码7-6　function:butterfly



01 function [uppera,lowera] = butterfly(upper,lower,w)
02 % upper: upper branch data, the length is half of N
03 % lower: lower branch data, the length is half of N
04 % wk: twiddle factor, the length is half of N
05 % N: FFT size
06 halfN = length(upper);
07 for k=1:halfN
08   uppera(k) = u pper(k)+w(k)*lower(k);
09   lowera(k) = u pper(k)-w(k)*lower(k);
10 end




Matlab代码7-7　function:interchangeb



01 function [a1,b1] = interchange b(a0,b0,ps)
02 % interchange the data of butterlfy results
03 % ps: parity of s
04 alen = length(a0);
05 a1 = zeros(1,alen);
06 b1 = zeros(1,alen);
07 for k=1:alen
08   if ps(k)==1
09     a1(k) = b0(k);
10     b1(k) = a0(k);
11   else
12     a1(k) = a0(k);
13     b1(k) = b0(k);
14   end
15 end




在此基础上可得基2原进行运算FFT处理器硬件架构如图7.19所示。采用有限状态机（FSM）对其进行描述，状态说明如表7.18所示，状态转移信号如表7.19所示，状态转移图如图7.20所示，相应的时序图7.21～图7.23所示。

表7.18　基2原位运算FFT处理器状态说明



	状态名称
	状态说明
	状态名称
	状态说明



	idle
	空闲状态
	bf_op
	对读取数据执行蝶形运算



	load_data
	加载输入数据x(n)
	write_back
	将蝶形运算结果回写到存储单元



	read_data
	从存储单元中读取数据
	read_out
	将FFT结果X(k)从存储单元中读出




[image: ]
图7.19　基2原位运算FFT处理器硬件架构



表7.19　基2原位运算FFT处理器状态转移信号说明



	信号名称
	状态说明



	start
	高有效，FFT处理器开始工作



	busy
	高有效，FFT处理器处于工作状态



	load_done
	高有效，原始数据加载完毕



	read_done
	高有效，从两个RAM中读取蝶形运算所需数据完毕



	bf_done
	高有效，所有操作数的蝶形运算计算完毕



	write_back_done
	高有效，数据回写到两个RAM中完毕



	read_out_done
	高有效，从RA M中读取FFT结果完毕



	pcnt
	级号计数器，模值为M，输出表明当前级号




[image: ]
图7.20　基2原位运算FFT处理器状态转移图



[image: ]
图7.21　8点DIT FFT第0级各控制信号时序



[image: ]
图7.22　8点DIT FFT第2级各控制信号时序



[image: ]
图7.23　8点DIT FFT状态为read_out时各控制信号时序



性能分析：

从资源角度来看，原位运算FFT处理器只需要两个RAM和1个蝶形运算单元，在资源上有优势。但当FFT处理器处于工作状态时就无法接收新的数据，这使得其数据吞吐率较低。


 7.2.4　基2SDF流水结构FFT处理器

以8点DIF FFT为例，其带地址号的数据流图如图7.24，相应的基2单路径延迟反馈
[4]

 （Single-path Delay Feedback，SDF）运算单元流水结构如图7.25所示，简写为R2SDF。图中P表示当前级号。每个处理单元包括2个复数加法器、1个复数乘法器、2个多路选择器和1个延迟单元，复数加法器和复数乘法器构成了蝶形运算单元。以Delay_depth表示延迟单元深度，它与P的关系可表示为

[image: ]


式中M=log2
 N。各级各节点相应时序如图7.26～图7.28所示。为便于说明，图7.26～图7.28中以地址表示相应的数据。图7.24中位于同一行的数据对应同一地址号。例如，0号地址可表示第0级第一个蝶形运算的输入数据x(0)，也可表示第0级第一个蝶形运算的输出数据，也就是第1级第一个蝶形运算的输入数据；6号地址，可表示第0级第3个蝶形运算的输入数据x(6)，也可表示第0级第3个蝶形运算的输出数据，也就是第1级第3个蝶形运算的输入数据，还可表示第1级第3个蝶形运算的输出数据与旋转因子[image: ]
 相乘的结果，依此类推。

[image: ]
图7.24　带有地址号的8点DIF FFT数据流图



[image: ]
图7.25　8点R2SDF FFT处理器运算单元结构



[image: ]
图7.26　8点DIF R2SDF第0级时序



[image: ]
图7.27　8点DIF R2SDF第1级时序



[image: ]
图7.28　8点DIF R2SDF第2级时序



设计的关键是如何生成控制信号S0、S1、S2以及各级旋转因子地址。由时序图可知，每级控制信号与该级输入地址密切相关，即S0是第0级地址A0的最高位，S1是第1级地址A1的次高位，S2是第2级地址A2的最低位。第0级地址可通过计数器生成，其余各级地址可通过第0级地址生成，只需使第0级地址穿过图7.25所示相同路径，如图7.29所示。每级旋转因子地址可通过该级输出地址获取。例如，第0级旋转因子地址为该级输出地址D0的低2位，第1级旋转因子地址为该级输出地址D1的最低位，其中各级旋转因子存储方式如表7.20所示。

[image: ]
图7.29　8点DIF R2SDF控制信号生成电路




表7.20　8点DIF R2SDF各级旋转因子存储方式

[image: ]


由图7.24显示的数据流可知，输入数据为自然顺序，输出数据为二进制逆序，因此，若要获得自然顺序的输出数据，就需要对其重新排列，这可通过双端口RAM实现：先将N个数据按地址自然顺序写入，写入完毕后，再按地址逆序读出。在此基础上，可得8点R2SDF FFT处理器整体架构，如图7.30所示，这里为提高系统处理速度，在复数乘法器处添加了流水寄存器。此外，也可对每级处理单元进行优化，以第2级为例，如图7.31所示。

[image: ]
图7.30　8点R2SDF FFT处理器整体架构



[image: ]
图7.31　R2SDF优化后的处理单元



Matlab代码7-8　function:r2sdf_dif



01 function xw = r2sdf_dif(xn)
02 % R2SDF, input natural order
03 % xn: input data vector
04 xlen = length(xn);
05 M = nextpow2(xlen);
06 N = 2^M;
07 xnew = [reshape (xn,1,xlen),zeros(1,N-xlen)];% zero padding
08 xin = zeros(M+1,N);
09 xin(1,:) = xnew;
10 %% get address index with reverse order
11 ain = zeros(M+1,N);
12 ain(1,:) = [0:N-1];
13 %% calculate FFT radix-2 DIF with natural order
14 for P=0:M-1
15   [ain(P+2,:),x in(P+2,:)] = bfmux_dif(ain(P+1,:),xin(P+1,:),M,P,N);
16   xin(P+2,:) = twfmult_dif(xin (P+2,:),ain(P+2,:),N,M,P);
17 end
18 %% post processing: reverse order
19 xk_index = 0;
20 xk = zeros(1,N);
21 for k=1:N
22   xk_index = binvec2dec(fliplr (dec2binvec(ain(M+1,k),M)));
23   xk(xk_index+1) = xin(M+1,k);
24 end
25 xk_ref = fft(xnew,N);
26 xw = [xk;xk_ref];




Matlab代码7-9　function:bfmux_dif



01 function [aout, dout] = bfmux_dif(ain,din,M,P,N)
02 % ain: input address of operating data
03 % din: operating data
04 % M: log2(N); P: current stage, 0,1,...,M-1;N: FFT size
05 % aout: output address used for next stage
06 % dout: output operating data
07 % Description: butterfly mux for input data with natural order
08 buffer_depth = 2^(M-P-1);
09 Dbuffer = zeros (1,buffer_depth); % buffer for input data
10 Abuffer = zeros (1,buffer_depth); % buffer for input address
11 loop = N+buffer_depth;
12 aout = zeros(1, loop);
13 dout = zeros(1, loop);
14 Da = 0; % the upper mux output for address
15 Dd = 0; % the upper mux output for data
16 for k=1:loop
17   sel = bitget(k-1,M-P);
18   if sel==0
19     if k<=N
20       Dd = din(k);
21       Da = ain(k);
22     else
23       Dd = 0;
24       Da = 0;
25     end
26     dout(k) = Dbuffer(end);
27     aout(k) = Abuffer(end);
28   else
29     if k<=N
30       Dd = Dbuffer(end)+din(k);
31       dout(k) = Dbuffer(end)-din(k);
32       Da = Abuffer(end);
33       aout(k) = ain(k);
34     else
35       Dd = 0;
36       Da = 0;
37     end
38   end
39   Dbuffer = [Dd,Dbuffer(1:end-1)];
40   Abuffer = [Da,Abuffer(1:end-1)];
41 end
42 aout = aout(buffer_depth+1:end);
43 dout = dout(buffer_depth+1:end);




Matlab代码7-10　function:twfmult_dif



01 function dout = twfmult_dif(din,ain,N,M,P)
02 % din: input data vector from bfmux of previous stage
03 % ain: address index of current din
04 % N: FFT size
05 % M: log2(N)
06 % P: current stage
07 wk = twfr2dif(P,M);
08 coe = 0;
09 dout = zeros(1, N);
10 sel = 0;
11 addr = 0;
12 wkaddr = 0;
13 for k=1:N
14   addr = ain(k);
15   sel = bitget(addr,M-P);
16   if P==M-1
17     coe = 1;
18   else
19     if sel==0
20       coe = 1;
21     else
22       wkaddr = binvec2dec(bitget(addr,[1:M-P-1]));
23       coe = wk(wkaddr+1);
24     end
25   end
26   dout(k) = din (k)*coe;
27 end




采用SysGen可以很容易搭建出图7.25中的延迟与反馈单元，如SysGen模型7-1所示，复数乘法单元如SysGen模型7-2所示。

SysGen模型7-1　用SysGen设计R2SDF中路径延迟与反馈

[image: ]


SysGen模型7-2　用SysGen设计R2SDF中的复数乘法单元

[image: ]


R2SDF架构的核心是反馈路径。输入数据的前一半经反馈路径进入延迟单元与后一半一并进入蝶形运算单元，如图7.32左侧实线所示；输出数据的前一半立即输出，后一半经反馈路径进入延迟单元延迟输出，如图7.32左侧虚线所示。可见，延迟单元是被输入数据和输出数据分时复用的。因此，R2SDF由三条路径组成：输入路径、反馈路径和输出路径，如图7.32右侧所示。

[image: ]
图7.32　SDF的组成单元



无论DIT还是DIF都可采用R2SDF架构实现，只是采用DIT时需要对输入数据逆序处理，DIF则省去了这一环节。表7.21显示了DIT/DIF的R2SDF架构主要参数计算方式。

表7.21　DIT/DIF的R2SDF架构主要参数



	参数
	DIT算法
	DIF算法



	第P级延迟深度
	2M-P-1

	2M-P-1




	第P级控制信号分频与系统时钟关系
	2M-P-1
 分频
	2M-P-1
 分频



	第P级控制信号与本级地址的关系
	第P位
	第M-P-1位



	第P级旋转因子地址与本级地址的关系
	低P位（ P≠0）
	低M-P-1位（P≠M-1）




性能分析（针对DIF R 2SDF架构）：

存储资源：

根据表7.21可知，总共需要的存储深度为
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复数加法器：

R2SDF每个处理单元需要2个复数加法器，因此总共需要2M即2log2
 N个复数加法器，对应4log2
 N个实数加法器。

复数乘法器：

R2SDF每个处理单元需要1个复数乘法器，但由于最后一级旋转因子为1，第M-2级旋转因子为[image: ]
 和[image: ]
 即1和-j，无须乘法操作，故总共需要M-2即log2
 N-2个复数乘法器，对应4（log2
 N-2） 个实数乘法器和2（log2
 N-2）个实数加法器。

输入到输出的迟滞：

由图7.26～图7.28可知，输入到输出的迟滞可分解到每级处理单元中。每级处理单元输入到输出的迟滞等于该级延迟单元深度，故总迟滞为N-1。


 7.2.5　基2MDC流水结构FFT处理器

多路径延迟换向
[5]

 （Multipath Delay Commutator，MDC）是另一种流水结构。以8点DIF FFT为例，其R2MDC运算单元架构如图7.33所示。除第0级外，每级处理单元包括1个蝶形运算单元、2组延迟单元和1个换向单元，其中换向单元由2个MUX构成，用于数据交换。各级节点相应时序如图7.34所示。图中依然根据图7.24用地址表示相应的数据。

[image: ]
图7.33　8点DIF R2MDC FFT处理器运算单元架构



[image: ]
图7.34　8点DIF R2MDC各级节点时序



设计的关键是如何产生各级控制信号和旋转因子地址。根据图7.34可知，第1级控制信号S1等于输入地址的第1位，第2级控制信号S2等于输入地址的第0位。第0级旋转因子地址是输出地址的低2位，第1级旋转因子地址是输出地址的最低位。因此，只需生成输入地址和输出地址即可产生相应的控制信号和旋转因子地址。输入地址由3 bit计数器生成，输出地址可由输入地址通过图7.33的相同路径生成，如图7.35所示。在此基础上，可得8点DIF R2MDC FFT处理器整体架构，如图7.36所示。图中C表示换向单元，BF2表示基2蝶形运算单元。

[image: ]
图7.35　8点DIF R2MDC FFT处理器控制单元架构



[image: ]
图7.36　8点DIF R2MDC FFT处理器整体架构



为了提高系统处理速度，可通过插入流水寄存器实现。以图7.33的第1级为例，在加法器和乘法器前后插入寄存器，如图7.37所示。

[image: ]
图7.37　对R2MDC运算单元插入流水寄存器



从第0级时序图可以看出，蝶形运算单元有一半时钟周期处于空闲状态，整个系统工作频率与输入数据采样率一致。为此可做优化，如图7.38所示，将输入数据分两路，其中一路为偶序列支路，一路为奇序列支路，相应的时序如图7.39所示。从时序图中可以看到，第0级蝶形运算单元的效率已有所提高，同时整个系统的工作频率降为输入数据采样率的一半，从而减轻了时序收敛的压力。

[image: ]
图7.38　R2MDC运算单元优化结构



[image: ]
图7.39　优化的R2MDC运算单元各级节点时序



可采用Matlab对图7.38对应算法进行验证，如Matlab代码7-11所示。该函数会调用函数bfmux_dif_mdc，用于模拟数据路径与地址路径，如Matlab代码7-12所示。旋转因子由函数twfr2dif生成，如Matlab代码7-13所示。

Matlab代码7-11　function:r2mdc_dif



01 function xw = r2mdc_dif(xn)
02 % xn: input data vector
03 % N : FFT size
04 % M : log2(N)
05 % P : current stage 0,1,...,M-1
06 xlen = length(xn);
07 M = nextpow2(xlen);
08 N = 2^M;
09 xnew = [reshape (xn,1,xlen),zeros(1,N-xlen)];
10 dia = zeros(M+1,N/2);
11 dib = zeros(M+1,N/2);
12 aia = zeros(M+1,N/2);
13 aib = zeros(M+1,N/2);
14 aia(1,:) = 0:2:N-1;
15 aib(1,:) = 1:2:N-1;
16 dia(1,:) = xnew (aia(1,:)+1);
17 dib(1,:) = xnew (aib(1,:)+1);
18 for P=0:M-1
19   [dia(P+2,:),dib(P+2,:),aia(P+2,:),aib(P+2,:)] =...
20     bfmux_dif_mdc(dia(P+1,:),dib(P+1,:),...
21     aia(P+1,:), aib(P+1,:),N,M, P);
22 end
23 xk = zeros(1,N);
24 addra = 0;
25 addrb = 0;
26 for k=1:N/2
27     addra = binvec2dec(fliplr(dec2binvec(aia(M+1,k),M)));
28     addrb = binvec2dec(fliplr(dec2binvec(aib(M+1,k),M)));
29     xk(addra+1) = dia(M+1,k);
30     xk(addrb+1) = dib(M+1,k);
31 end
32 xk_ref = fft(xnew,N);
33 xw = [xk;xk_ref];




Matlab代码7-12　function:bfmux_dif_mdc



01 function [doa,dob,aoa,aob] = bfmux_dif_mdc(dia,dib,aia,aib, N,M,P)
02 % dia,dib: input data vector in branch A and B 
03 % aia,aib: input address vector in branch A and B 
04 % N: FFT size
05 % M: the number of stage for N point FFT
06 % P: current stage, P = 0,1,2,...,M-1
07 % doa,dob: output data vector in branch A and B 
08 % aoa,aob: output address vector in branch A and B
09 % The length of dix,dox,aix and aox: N/2
10 if P==M-1
11   buffer_depth = 2^(M-2);
12 else
13   buffer_depth = 2^(M-P-2);
14 end
15 data_depth = N/2;
16 loop_depth = data_depth+buffer_depth;
17 Dbuf_bf_mux = zeros(1,buffer_depth); % data buffer before mux
18 Abuf_bf_mux = zeros(1,buffer_depth); % addr buffer before mux
19 Dbuf_af_mux = zeros(1,buffer_depth); % data buffer after mux
20 Abuf_af_mux = zeros(1,buffer_depth); % data buffer after mux
21 data_c = 0;
22 data_d = zeros(1,loop_depth);
23 data_t = zeros(1,loop_depth);
24 data_f = zeros(1,data_depth);
25 doa = zeros(1,data_depth);
26 dob = zeros(1,data_depth);
27 addr_c = 0;
28 addr_d = zeros(1,loop_depth);
29 addr_t = zeros(1,loop_depth);
30 sctrl = logical (0);
31 for k=1:loop_depth
32   if k<=data_depth
33     sctrl = bitget(aia(k),M-P);
34   else
35     sctrl = logical(0);
36   end
37   if sctrl==1
38     data_c = Dbuf_bf_mux(end);
39     addr_c = Abuf_bf_mux(end);
40     if k<=data_depth
41       data_d(k) = dia(k);
42       addr_d(k) = aia(k);
43     else
44       data_d(k) = 0;
45       addr_d(k) = 0;
46     end 
47 else 
48     data_d(k) = Dbuf_bf_mux(end);
49     addr_d(k) = Abuf_bf_mux(end);
50     if k<=data_depth
51       data_c = dia(k);
52       addr_c = aia(k);
53     else
54       data_c = 0;
55       addr_c = 0;
56     end
57   end
58   data_t(k) = Dbuf_af_mux(end);
59   addr_t(k) = Abuf_af_mux(end);
60   Dbuf_bf_mux(2:end) = Dbuf_bf_mux(1:end-1);
61   Abuf_bf_mux(2:end) = Abuf_bf_mux(1:end-1);
62   Dbuf_af_mux(2:end) = Dbuf_af_mux(1:end-1);
63   Abuf_af_mux(2:end) = Abuf_af_mux(1:end-1);
64   if k<=data_depth
65     Dbuf_bf_mux (1) = dib(k);
66     Abuf_bf_mux (1) = aib(k);
67   else
68     Dbuf_bf_mux (1) = 0;
69     Abuf_bf_mux (1) = 0;
70   end
71     Dbuf_af_mux(1) = data_c;
72     Abuf_af_mux(1) = addr_c;
73 end
74 doa = data_t(buffer_depth+1:end)+data_d(buffer_depth+1:end);
75 data_f = data_t (buffer_depth+1:end)-data_d(buffer_depth+1:end);
76 aoa = addr_t(buffer_depth+1:end);
77 aob = addr_d(buffer_depth+1:end);
78 wk = twfr2dif(P,M);
79 wk_addr = 0;
80 for k=1:data_depth
81   if P==M-1
82     wk_addr = 0;
83   else
84     wk_addr = binvec2dec(bitget(aob(k),[1:M-P-1]));
85   end
86   dob(k) = data_f(k)*wk(wk_add r+1);
87 end




Matlab代码7-13　function:twfr2dif



01 function wk = twfr2dif(P,M)
02 % P: current stage
03 % Generate twiddle factors for current stage based on R2 DIF FFT
04 % P: 0,1,2...M-1; M=log2(N)
05 k = 0:2^(M-P-1)-1;
06 N = 2^(M-P);
07 wk = exp(-j*2*p i*k/N);




采用SysGen可以很容易搭建出数据路径与地址路径，以图7.38第0级处理单元为例，其地址路径如SysGen模型7-3所示，数据路径如SysGen模型7-4所示。

SysGen模型7-3　8点R2MDC第0级数据路径

[image: ]


SysGen模型7-4　8点R2MDC第0级数据路径

[image: ]


图7.38所示结构主要参数计算方式如表7.22所示。

表7.22 R2MDC主要参数计算方式



	参数
	表达式



	数据缓存深度
	P≠0且P≠M-1时:2(M-P-2)
 ;P=0或P=M-1时:2(M-2)




	第P级MUX控制信号S与输入地址的关系
	S=bitget(aia,P+1)



	第P级旋转因子ROM地址与输出地址的关系
	wk_addr=bitget(aob,[1:M-P-1]) P≠M-1




性能分析（针对图7.38优化的R2MD C运算架构）：

存储资源：

根据表7.22可知，存储资源总深度为

[image: ]


无论是图7.33还是图7.38所示结构，所需存储资源总深度是一致的。

复数加法器和复数乘法器：

R2MDC每级包含1个蝶形运算单元，每个蝶形运算单元包含2个复数加法器和1个复数乘法器，故总共需要2M即2log2
 N个复数加法器，对应4log2
 N个实数加法器。考虑到最后一级旋转因子为1，而第M-2级旋转因子为[image: ]
 和[image: ]
 即1和-j，1无须乘法操作，故总共需要M-2即log2
 N-2个复数乘法器，对应4(log2
 N-2)个实数乘法器和2(log2
 N-2)个实数加法器。

输入到输出的迟滞：

由图7.39可知，输入到输出的迟滞可分解到每级处理单元中。每级处理单元输入到输出的迟滞等于该级延迟单元深度，故总迟滞为

[image: ]



 7.3　基4FFT处理器


 7.3.1　基4FFT算法原理

对于基4FFT算法，我们从另一个角度阐述
[6]

 。考虑N点DFT，其中N可以被分解为两个整数的乘积，即

[image: ]


序列x(n) (0≤n≤N-1)可被存储在用n索引的一维数组中，也可被存储在L行M列的二维数组中，如图7.40所示，图中行索引为l(0≤l≤L-1)，列索引为m(0≤m≤M-1)。因此，x(n)可以按不同的方法存储在二维数组中，具体方法取决于索引n到索引(l,m)的映射。

[image: ]
图7.40　x(n)的两种存储方式



如果选择映射为

[image: ]


则x(n)按行优先的顺序排列于二维数组中，称之为行映射，如图7.41所示。

[image: ]
图7.41　x(n)按行优先顺序排列



如果选择映射为

[image: ]


则x(n)按列优先的顺序排列于二维数组中，称之为列映射，如图7.42所示。

[image: ]
图7.42　x(n)按列优先顺序排列



同样，DFT的结果X(k)也可以如此排列。以k表示一维索引，(p,q)表示二维索引，其中0≤p≤L-1，0≤q≤M-1。如果选择映射为

[image: ]


则DFT的结果会按行优先存储。如果选择映射为

[image: ]


则DFT的结果会按列优先存储。

现在假设x(n)被映射为二维数组x(l,m)，X(k)被映射为相应的二维数组X(p,q)，则DFT可以表示为矩阵元素和相应的相位因子乘积的两次求和后的结果。这里假定x(n)采用式（7.37）的列映射，X(k)采用式（7.38）的行映射，则

[image: ]


故式（7.40）可表示为

[image: ]


式（7.42）涉及长度为M和L的DFT计算。为详细说明，我们将其细分为以下三个步骤。第一步：计算M点DFT

[image: ]


按行计算F(l,q)，l=0,1,…,L-1。

第二步：计算新的二维数组G(l,q)

[image: ]


第三步：计算L点DFT

[image: ]


对数组G(l,q)按列计算，q=0,1,…,M-1。

上述步骤在具体实施时可按如图7.43所示流程操作。

[image: ]
图7.43　x(n)按列优先存储计算DFT流程



如果将序列x(n)按行优先存储而将计算结果按列优先存储，可得到一个类似的算法。这种情况下，我们选择

[image: ]


该算法在具体实施时可按图7.44流程所示流程操作。

[image: ]
图7.44　x(n)按行优先存储计算DFT流程



当序列长度N为4的整数次幂时，可采用基4FFT算法。若选取L=4，M=N/4，并将序列按列优先存储，可得到基4按时间抽取的FFT算法。此时

[image: ]


已将N点序列抽取成4个长度为N/4的子序列：x(4n)，x(4n+1)，x(4n+2)，x(4n+3)，n=0,1,…,N/4-1。根据式（7.42）可得

[image: ]


其中F(l,q)由式（7.43）确定，即

[image: ]


进一步

[image: ]


由式（7.50）可得到4个N/4点DFT，结合式（7.49）可得到N点DFT。式（7.49）也体现了基4按时间抽取的蝶形运算规则，用矩阵形式可表示为

[image: ]


相应的蝶形图如图7.45所示。因为[image: ]
 ，所以每个蝶形运算包含3次复数乘法和12次复数加法。

[image: ]
图7.45　基4DIT FFT蝶形运算



这种按时间抽取的过程可以递归重复s次，其中

[image: ]


因此所得到的FFT算法也包含s级，每级包含N/4个蝶形运算。

以64点序列为例，根据图7.43所示流程，第一步将数据按列优先重组为4×16的二维数组，如表7.23所示。表中为序列索引。对应的旋转因子如表7.24所示。


表7.23 长度为64的序列重组为4×16的二维数组

[image: ]



表7.24 4×16二维数组对应的旋转因子

[image: ]
 [image: ]


表7.23中，每行16点数据可进一步重组为4×4的二维数组，如表7.25所示。因此计算表7.23中每行16点DFT可再次按图7.43所示流程操作，从而形成递归的算法操作。


表7.25 64点重组为4个4×4的二维数组

[image: ]


依照图7.43所示流程，计算64点DFT的Matlab代码如Matlab代码7-14所示。

Matlab代码7-14　采用图7.43所示流程计算64点DFT



01 clear all;
02 N = 64;
03 xn = 0:N‐1;
04 %% twiddle fac tor of fist step
05 for s=1:4
06   for t=1:16
07     coe1(s,t) = exp(‐j*2*pi/64*(s‐1)*(t‐1));
08   end
09 end
10 %% twiddle fac tor of second st ep
11 for p=1:4
12   for q=1:4
13     coe2(p,q) = exp(‐j*2*pi/16*(p‐1)*(q‐1));
14   end
15 end
16 %% Second step
17 x1 = reshape(x n,4,16); % the f irst step opera tion data
18 x2 = zeros(4); % the second st ep operation da ta
19 for k=1:4
20   x2 = reshape (x1(k,:),4,4);
21   for m=1:4
22     x2(m,:) = fft(x2(m,:)); % DFT for each ro w
23   end
24   x2 = x2.*coe 2;
25   for n=1:4
26     x2(:,n) = fft(x2(:,n)); % DFT for each co lumn
27   end
28   x2 = x2.';
29   x1(k,:) = x2 (:);
30 end
31 %% First step
32 x1 = x1.*coe1;
33 for n=1:16
34   x1(:,n) = ff t(x1(:,n)); % DF T for each colu mn
35 end
36 x1 = x1.';
37 xw = x1(:);
38 xw_ref = fft(x n.');
39 xwout = [xw,xw_ref];




这即是按时间抽取的基4FFT算法。按此算法，可得16点基4 DIT FFT数据流图，如图7.46所示。图中，输入为四进制逆序，输出为自然顺序，旋转因子以k表示[image: ]
 。

[image: ]
图7.46　16点基4 DIT FFT算法数据流图



采用Matlab描述基4 DIT FFT算法如Matlab代码7-15所示，其中调用了函数twfr4dit，如Matlab代码7-16所示，用于生成旋转因子。

Matlab代码7-15　function: r4 fft_dit



01 function xwout = r4fft_dit(xn )
02 % Radix 4 deci mation in time
03 %% Finding the nearest power
04 xlen = length( xn);
05 M = 1;
06 while (4^M)<xl en
07   M = M+1;
08 end
09 %% Digital reo rder
10 N = 4^M;
11 xnew = [reshap e(xn,xlen,1);ze ros(N‐xlen,1)];
12 n = 0:N‐1;
13 nv = digitrevo rder(n,4);
14 xrev = zeros(N ,1);
15 xrev(nv+1) = x new(n+1);
16 %% 4‐point FFT
17 bf_num = N/4; % the number of butterfly in ea ch stage
18 tw_rtime = 0;
19 t = zeros(4,1); % xn address
20 coe(1,:) = [1, 1, 1, 1]; % 4‐point FFT twiddl e factor
21 coe(2,:) = [1,‐j,‐1, j];
22 coe(3,:) = [1,‐1, 1,‐1];
23 coe(4,:) = [1, j,‐1,‐j];
24 %% Calculate R 4 butterfly
25 for P=0:M‐1
26   da = r4fft_d it_addr(N,M,P);
27   tw_rtime = 4^(M‐P‐1);
28   wk = twfr4di t(P);
29   s = 1;
30   for k=1:bf_n um
31     t = da(:,k );
32     xrev(t+1) = xrev(t+1).*wk (:,s);
33     xrev(t+1) = coe*xrev(t+1);
34     if rem(k,t w_rtime)==0
35        s = s+1;
36     end
37   end
38 end
39 %% Get referen ce results
40 xk_ref = fft(x new);
41 xwout = [xrev, xk_ref];




Matlab代码7-16　function: tw fr4dit



01 f unction wk = t wfr4dit(P)
02 % Twiddle facto r for radix‐4 D IT FFT
03 w len = 4^(P+1);
04 w col = wlen/4;
05 w k = zeros(4,wc ol);
06 f or r=0:3
07   for c=0:wcol‐1
08     wk(r+1,c+1) = exp(‐j*2*pi/wlen*r*c);
09   end
10 e nd




数据重组也可采用另一种方式。选取L=N/4，M=4，此时

[image: ]


可得到基4按频率抽取的FFT算法。根据上述参数，式（7.42）可表示为

[image: ]


由于X(p,q)=X(4p+q),q+0,1,2,3，这就使得N点DFT被抽取为4个N/4点DFT，从而得到一个按频率抽取的FFT算法。式（7.57）和式（7.58）定义了按频率抽取的基4基本蝶形运算，如图7.47所示。

[image: ]
图7.47　基4 DIF FFT蝶形运算



仍以64点数据为例，将其重组为16×4的二维数组，按列优先存储，如表7.26所示。仍按图7.43所示流程计算。


表7.26　64点数据重组方式

[image: ]


采用Matlab描述基4按频率抽取的FFT算法，如Matlab代码7-17所示。

Matlab代码7-17　function: r4fft_dif



01 function xwout=r4fft_dif(xn);
02 %Radix 4 DIF
03 % M: total stage
04 %P: current stage, 0,1,...,M-1
05 %% Finding the nearest power
06 xlen=Iength(xn);
07 M=1;
08 while (4^M)txlen
09 M=M+1;
10 end;
11 %% Padding zeros
12 N=4^M;
13 x=(reshape(xn,xlen,l),zeros(N-xlen,l)];
14 xnew = x;
15 D=0; % address interval
16 %% In place Computation
17 for P=0:M=1
18   D=4^(M-P-1);
19   for k=0:N/(4^P):N-1;% Starting Index for the 4 point butterfly
20     for n=0:D=1;
21       % ************************************************************
22       a = x(n+1+k) + x(n+(D)+1+k)＋x(n+(2*D)+1+k)+x(n+(3*D)+1+k);
23       b=x(n+1+k)-j*x(n+(D)+1+k）-x(n+(2*D)+1+k)+j*x(n+(3*D)+1+k);
24       c= x(n+1+k）-x(n+(D)+1+k)＋x(n+(2*D)+1+k）-x(n+(3*D)+1+k);
25       d=x(n+1+k) +j*x(n+(D)+1+k）-x(n+(2*D)+1+k)-j*x(n+(3*D)+1+k);
26       % *************************************************************
27       x(n+1+k)         =a*exp（-j*((2*pi)/N)*（0）*(4^p));
28       x(n+(D)+1+k）    =b*exp(-j*((2*pi)/N)*(n*1)*(4"P));
29       x(n+(2*D)+1+k)   =c*exp（-j*((2*pi)/N)*(n*2)*(4"P));
30       x(n+(3*D)+1+k)   =d*exp(-j*((2*Pr)/N)*(n*3)*(4`'p));
31       % ************************************************************
32      end
33    end
34 end
35 xk=zeros (N，1);
36 n=0;N-1;
37 nv=digitrevorder(n,4);
38 xk(n+1）=x(nv+1);
39 xk_ef=fft(xnew);
40 xwout=［xk,xk_ref];




16点基4 DIF FFT数据流图如图7.48所示。图中，输入为自然顺序，输出为四进制逆序，旋转因子以k表示[image: ]
 。

[image: ]
图7.48　16点基4 DIF FFT算法数据流图



从计算量的角度看，N点序列的基4FFT需要复数乘法次数为

[image: ]


复数加法次数为

[image: ]


与式（7.24）相比，基4FFT算法的复数乘法运算量为基2FFT算法的3/4；与式（7.25）相比，基4FFT算法的复数加法运算量为基2FFT算法的2/3。


 7.3.2　基4FFT算法特征分析

以16点FFT为例，基4FFT原始序列与蝶形运算对之间的对应关系如表7.27所示。这种对应关系与基2FFT中的对应关系类似，只是原始序列输入顺序号在转换过程中以四进制而非二进制表示。


表7.27　16点基4FFT原始序列与蝶形运算对之间的对应关系

[image: ]


与基2FFT类似，原位运算和蝶形运算的独立性特征在基4FFT算法中依然有效。下面讨论蝶形运算操作数和旋转因子的变化规律。这里针对基4 DIF FFT算法。为便于说明，给出带有地址号的基4DIF FFT数据流图，如图7.49所示。

[image: ]
图7.49　带有地址号的基4 DIF FFT数据流图



（1）蝶形运算相邻操作数地址间距的变化规律

N点FFT由M级蝶形运算单元构成，其中M=log4
 N，每级包含N/4个蝶形运算单元。图7.49中，在第0级参与蝶形运算的四个数据中相邻数据对应的地址号差值为4，我们将此差值称为地址间距，以D来表示。在第1级蝶形运算中，D为1。以P（P=0,1,2,…,M-1）表示蝶形运算所在级数，则两者的关系可表示为

[image: ]


（2）蝶形运算旋转因子的变化规律

为确定旋转因子，首先确定蝶形运算的4个操作数。定义变量k，第P级k的变化规律可表示为

[image: ]


即k的起始值为0，步进为N/4P
 。定义变量n，n的变化规律可表示为

[image: ]


即n的起始值为0，步进为1。从而，蝶形运算的4个操作数地址号可表示为

[image: ]


相应的旋转因子对应的指数可表示为

[image: ]



 7.3.3　基4SDF流水结构FFT处理器

根据图7.32所示SDF的原理
[7]

 ，以16点基4 DIF FFT为例，可得R4SDF硬件架构，如图7.50所示。图中BF4表示基4蝶形运算单元，执行的功能可表示为

[image: ]


[image: ]
图7.50　16点R4SD FFFT处理器运算单元架构



第0级的4个MUX控制信号由上至下分别为S0、S1、S2和S3，反馈路径延迟深度为4；第1级的4个MUX控制信号由上至下分别为S4、S5、S6和S7，反馈路径延迟深度为1。以Delay_depth表示延迟单元深度，它与P的关系可表示为

[image: ]


式中，M=log4
 N；P=0,1,…,M-1。

图7.50第0级各节点时序如图7.51所示，第1级各节点时序如图7.52所示。可见，第0级4个MUX控制信号是一致的，第1级4个MUX控制信号是一致的。第P级控制信号的周期以时钟个数计算可表示为

[image: ]
图7.51　16点DIF FFT R4SDF架构第0级各节点时序



[image: ]
图7.52　16点DIF FFT R4SDF架构第1级各节点时序



[image: ]


高电平持续时间以时钟个数计算可表示为

[image: ]


对于64点FFT，其R4 SDF硬件架构可用图7.53所示表示。

[image: ]
图7.53　64点FFT R4SDF硬件架构



性能分析：

存储资源：

根据式（7.67）可知，存储资源总深度为

[image: ]


复数加法器：

式（7.66）可表示为

[image: ]


从而图7.50中的BF4可由8个复数加法器构成。因此，总共需要的复数加法器个数为8log4
 N。

复数乘法器：

从图7.50不难看出，除最后一级因旋转因子为1无须乘法器外，其余每级需要1个复数乘法器，因此总共需要log4
 N-1个复数乘法器。

输入到输出的迟滞：

由图7.51和图7.52可知，输入到输出的迟滞可分解到每级处理单元中。每级处理单元输入到输出的迟滞等于该级延迟单元总深度，故总迟滞为N-1。


 7.3.4　基4MDC流水结构FFT处理器

以64点DIF FFT为例，其R4MDC硬件架构如图7.54所示。图中C为数据交换单元，其硬件架构如图7.55所示，4个控制信号S0~S3在图7.54中以S1_Grp表示。BF4为蝶形运算单元，执行图7.47所示功能。除第0级外，每级处理单元由延迟模块、数据交换模块和蝶形运算模块构成。

[image: ]
图7.54　64点DIF FFT R4MDC硬件架构



[image: ]
图7.55　64点DIF FFT R4MDC中数据交换单元的硬件架构



图7.54中，输入数据被分解为4个支路，各支路对应数据以原位运算地址号表示如图7.56所示。同时，根据原位运算的特点，第0级BF4输出数据形式与图7.56一致。第1级各支路时序如图7.57所示，第2级各支路时序如图7.58所示。

[image: ]
图7.56 4个支路输入数据形式



[image: ]
图7.57　64点DIF FFT R4MDC第1级各支路时序



[image: ]
图7.58 64点DIF FFT R4MDC第2级各支路时序



数据交换单元4个MUX的控制信号是设计的关键。第1级4个控制信号时序如图7.59所示，第2级4个控制信号时序如图7.60所示。

[image: ]
图7.59　64点DIF FFT R4MDC第1级数据交换单元控制信号时序



[image: ]
图7.60　64点DIF FFT R4MDC第2级数据交换单元控制信号时序



由图7.59和图7.60可知，各支路控制信号之间是有密切关系的。以图7.59为例，S0延迟4个时钟周期可得S1，S1延迟4个时钟周期可得S2，以此类推。此特征也适用于第2级各支路控制信号。延迟时钟周期个数与控制信号周期相关，可表示为
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式中P=1,2…,M-1。

图7.54所示架构需要预先对输入数据进行分组，这种分组是通过对输入数据进行不同深度的延迟实现的，如图7.61第0级所示。

[image: ]
图7.61　对输入数据分组的64点DIF FFT R4MDC架构



由图7.61可知，第0级第i(i=0,1,2,3)支路所需存储资源深度为
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故第0级所需存储资源总深度为
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其余各级位于C模块输入端的第i(i=0,1,2,3)支路所需存储资源深度为
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位于C模块输出端的第i(i=0,1,2,3)支路所需存储资源深度为
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式中P=1,2…,M-1。

性能分析：

存储资源：

根据式（7.73）～式（7.76）可知，存储资源总深度为
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复数加法器：

R4MDC中的BF4会消耗复数加法器，与R4SDF中的BF4执行的复数加法一致，因此总共需要的复数加法器个数为8log4
 N。

复数乘法器：

R4MDC除最后一级因旋转因子为1无须乘法器外，其余每级每个BF4会消耗3个复数乘法器，因此总共需要的复数乘法器个数为3（log4
 N−1）。

输入到输出的迟滞：

输入到输出的迟滞可分解到每级处理单元中。图7.61中，第0级迟滞为48，第1级迟滞为12，第2级迟滞为3。根据这种关系可知总迟滞为
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 7.3.5　基4SDC流水结构FFT处理器

单路径延迟换向
[8]

 （Single-path Delay Commutator，SDC）是基4FFT的另一种流水结构。其基本构成单元是延迟换向单元（Commutator）、基4蝶形运算单元（BF4）和复数乘法单元。以最简单的4点FFT为例，其硬件架构如图7.62所示。

[image: ]
图7.62　R4SDC基本单元架构



图7.62中，换向单元由6个深度为1的延迟单元构成延迟链路，由3个MUX构成数据交换链路。BF4有4个输入端口和1个输出端口，因此分时复用执行基4蝶形运算的功能，这与R4SDF和R4MDC中的BF4是不同的。为进一步说明，给出图7.62相应的时序，如图7.63所示。图中mode为C3
 C4
 C5
 拼接而成，C3
 为最高位。

[image: ]
图7.63　R4SDC 4点FFT基本时序



mode之所以有4个不同的值是因为BF4执行的是基4蝶形运算功能，需要4套旋转因子，如表7.28所示。由于输入为复数，可将其分解为实部（以后缀R表示）和虚部（以后缀I表示），从而可将4个操作进一步细化，如图7.64所示。


表7.28　R4SDC中BF4执行的操作
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图7.64　BF4功能细化



由图7.64可知，4个操作需要分时复用6个加法器，这6个加法器可根据控制端的要求在加法和减法操作之间切换，其中控制端输入为0时执行加法操作，输入为1时执行减法操作。1号和2号加法器控制端相同，3号和4号加法器控制端相同，5号和6号加法器控制端相同，且为1号和3号加法器控制端异或的结果。1号～4号加法器总有一个端口输入数据是固定的，例如1号加法器的一个输入端口固定输入BR
 ，另一个输入端口的输入数据可通过2：1MUX获得。这4个加法器输入端口的MUX共享控制端。

BF4硬件架构如图7.65所示。

[image: ]
图7.65　BF4硬件架构



为进一步说明，以64点DIF FFT为例，根据DIF FFT原理，第0级需要使BF4输入端口数据间距为16，就要求换向模块每个延迟单元深度为16，如图7.66所示，输入端口数据经历了4个阶段，如图7.67所示。

[image: ]
图7.66　64点DIF FFT R4SDC第0级架构



[image: ]
图7.67　64点DIF FFT R4SDC第0级时序



根据图7.67，C0
 ～C5
 的变化规律如表7.29所示，共有4个类型，对应输入数据的4个阶段。在第0级，每个类型持续16个时钟周期。在第1级，根据DIF FFT原理可知，此时换向模块每个延迟单元深度为4，每个类型持续4个时钟周期；在第2级，换向模块每个延迟单元深度为1，每个类型持续1个时钟周期。


表7.29　控制端口C0
 ～C5
 的变化规律
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由于每级都需要对64个数据进行4个类型的操作，这64个数据被分为并行的4个支路，所以64个数据完成4个类型的操作共需64个时钟周期。考虑到设计的方便，将4个类型的值存储在一个ROM中，设计一个模值为64的计数器，根据上述变化规律可得到该计数器与这4个类型之间的对应关系，如表7.30所示。表中操作顺序为计数器输出值。每个类型持续的时钟周期如表7.31所示。


表7.30　64点DIF FFT R4SDC每级控制信号变化规律
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表7.31　64点DIF FFT R4SDC每级类型的周期



	类别
	P＝0
	P＝1
	P＝2



	Ti（i＝0，1，2，3）周期
	16
	4
	1



	（T0，T1，T2，T3）组周期
	1
	4
	16




根据64点DIF FFT R4SDC架构的特点，可知每级换向模块的每个延迟单元深度可表示为
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式中，M＝log4
 N；P＝0，1，…，M−1。

将0～63以四进制表示如表7.32所示，结合表7.30，可得64点DIF FFT R4SDC的整体架构，如图7.68所示。


表7.32　0～63以四进制表示
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性能分析：

存储资源：

根据式（7.79）可知，存储资源总深度为
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复数加法器：

从复数角度看，每个BF4需要对4个复数执行加法/减法操作，消耗3个复数加法器，故总共需要的复数加法器个数为3log4
 N。

复数乘法器：

从图7.50不难看出，除最后一级因旋转因子为1无须乘法器外，其余每级需要1个复数乘法器，因此总共需要log4
 N−1个复数乘法器。

[image: ]
图7.68　64点DIF FFT R4SDC整体架构



输入到输出的迟滞：

输入到输出的迟滞可分解到每级处理单元中。图7.66中，输入到输出的迟滞为前三级延迟单元深度之和48。根据此规律总迟滞可表示为
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 7.4　几种流水结构FFT处理器的比较

本节对R2SDF、R2MDC、R4SDF、R4MDC和R4SDC这五种流水结构的FFT处理器性能进行比较，如表7.33所示。


表7.33　五种流水结构FFT处理器性能比较
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从存储资源角度看，在N≥16的情况下，R4MDC消耗的存储资源最多，R2SDF和R4SDF最少。

从运算资源角度看，R4MDC消耗的复数乘法器最多，R4SDF和R4SDC消耗的复数乘法器都最少，R4SDC消耗的复数加法器最少。这也表明了基4FFT算法可以降低乘法和加法运算量。

从输入到输出的迟滞角度看，R2MDC最小。

表7.33可作为选取合适的FFT处理器架构的依据，需要综合考虑FFT点数、资源状况和迟滞需求。


 7.5　IFFT与FFT的关系

离散傅里叶逆变换如式（7.2）所示，重写如下。
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与正变换相比的不同之处在于WN
 因子为负指数，且有一比例系数为1/N。这样，在设计IFFT处理器时，看似无法利用FFT处理器。事实上，式（7.82）还可改写为另一种形式，即
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式（7.83）表明，可先对序列X（k）取共轭，再对其共轭结果计算N点DFT，然后对N点DFT结果再取共轭并乘以比例系数1/N即可得到X（k）的离散傅里叶逆变换结果。显然，这样可借助FFT处理器实现IFFT，如图7.69所示。这种架构需要两个共轭运算模块。

[image: ]
图7.69　借助FFT处理器计算IFFT



另一种处理方式如图7.70所示。图中I、Q分别表示复数序列X（k）的实部和虚部。该处理方式首先将X（k）实部、虚部互换，即Q进入FFT处理器的xn_re端口，I进入FFT处理器的xn_im端口。FFT处理器的输出结果再次做实部、虚部互换，并对互换后的结果乘以比例系数1/N即可实现序列X（k）的IFFT。由于N是2的整数次幂，因此乘以1/N可通过右移操作实现。与图7.69相比，该结构更为简洁，无须共轭运算（共轭运算需要占用额外的资源）。

[image: ]
图7.70　实部、虚部互换借助FFT处理器计算IFFT
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第8章　一些细节问题

在FPGA上实现数字信号处理时通常会采用存储、计算，再存储、再计算的模式，这也很好地映射到FPGA内部的架构上，即总是存储单元后跟可配置逻辑单元外加计算单元的形式。针对数据存储，可能会用到不同的存储器类型，如移位寄存器、单端口RAM、双端口RAM、ROM或者FIFO。具体实现时，以单端口RAM为例，在Xilinx FPGA中，可以采用分布式RAM实现，也可采用Block RAM实现；针对数据计算，可能会用到不同的逻辑单元或者计算单元，如查找表（LUT）、多路选择器（MUX）、进位链（Carry Chain）或者乘法器。具体实现时，以乘法运算为例，在Xilinx FPGA中，可以采用常规的逻辑资源实现，也可采用DSP48E1实现。不同的实现形式会获得不同的性能，这就要求我们在FPGA设计时能够对其底层架构有所了解，同时将底层架构与算法结构有机地结合起来，从系统角度考虑问题。总之，合理的需求映射到合适的底层单元上才能最大可能地发挥器件的性能。

本章将重点分析Xilinx 7系列FPGA底层重要单元：LUT、触发器、Block RAM和DSP48E1，从而印证底层单元对系统性能的深远影响。此外，本章还将介绍FPGA设计中常遇到的一些问题的解决方法。


 8.1　LUT不只是逻辑函数发生器

LUT是FPGA内部一类极其丰富也极其重要的资源，以至于业界普遍以Logic Cell（1个4输入LUT外加1个触发器）的个数来衡量芯片的规模（容量）。通常，LUT被当作典型的逻辑函数发生器，以实现逻辑运算。此时的LUT可类比于真值表。但是，在Xilinx FPGA中，LUT不仅仅是逻辑函数发生器。

Xilinx 7系列FPGA中可配置逻辑块（Configurable Logic Block，CLB）的宏观架构
[1]

 如图8.1所示。可见有两类CLB：CLBLL和CLBLM。两者的区别在于CLBLL只包含SLICEL（L：Logic），而CLBLM则包含一个SLICEL和一个SLICEM（M：Memory）。这种区别本质上体现了其中LUT6（6输入查找表）的功能差异。SLICEL/SLICEM的宏观架构如图8.2所示。SLICE（SLICEL和SLICEM的统称）由4个LUT6、数据选择器、进位逻辑和8个触发器构成。从而可得1个CLB中的逻辑资源量，如表8.1所示。

[image: ]
图8.1　7系列FPGA中CLB宏观架构



[image: ]
图8.2　SLICEL/SLICEM宏观架构



表8.1　1个CLB中的逻辑资源



	SLICE
	LUT6
	触发器
	进位逻辑



	2
	8
	16
	2




如前所述，SLICEL和SLICEM的区别体现在LUT的功能上，如表8.2所示。SLICEM中的LUT可概括为四大功能：逻辑函数发生器、ROM、分布式RAM和移位寄存器。其中，后两个功能是SLICEL中的LUT所不具备的。

表8.2　LUT的功能



	LUT功能
	SLICEL
	SLICEM



	逻辑函数发生器
	√
	√



	ROM
	√
	√



	分布式RAM
	
	√



	移位寄存器
	
	√




1．LUT用作逻辑函数发生器

LUT用作逻辑函数发生器是其最基本的功能。图8.3显示了LUT6内部基本结构。可见，LUT6可实现基本的6输入逻辑运算，也可实现两个操作数相同的5输入逻辑运算，此时A6恒高。此外，也可实现操作数不同的一个3输入加一个2输入逻辑运算，如图8.4所示。其中，[image: ]
 。实现同样的功能，若采用LUT4（4输入LUT），则需要两个。
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	图8.3　LUT6内部结构
	图8.4　LUT6实现一个3输入加一个2输入逻辑运算




2．LUT配置为分布式RAM

7系列FPGA中，SLICEM中的1个LUT6可配置为1个64bit的分布式RAM，那么1个CLBLM中位于SLICEM内的4个LUT6就可配置为256bit的分布式RAM（可以是单端口、双端口、简单双端口、四端口），如表8.3所示。表中S表示单端口RAM，D表示双端口RAM，SDP表示简单双端口RAM，Q表示四端口RAM。

表8.3　LUT6配置为分布式RAM



	RAM
	所属类型
	硬件原语
	LUT个数



	32×1S
	单端口
	RAM32×1S
	1



	32×1D
	双端口
	RAM32×1D
	2



	32×2Q
	四端口
	RAM32M
	4



	32×6SDP
	简单双端口
	RAM32M
	4



	64×1S
	单端口
	RAM64×1S
	1



	64×1D
	双端口
	RAM64×1D
	2



	64×1Q
	四端口
	RAM64M
	4



	64×3SDP
	简单双端口
	RAM64M
	4



	128×1S
	单端口
	RAM128×1S
	2



	128×1D
	双端口
	RAM128×1D
	4



	256×1S
	双端口
	RAM256×1S
	4




配置1个64×1的单端口RAM，若采用LUT4，需要占用4个，逻辑级数（Logic Level）为2；若采用LUT6，只需占用1个，逻辑级数为1，具体架构如图8.5所示。逻辑级数的减小意味着路径延迟的减小，路径延迟的减小意味着系统性能的提升，这也充分体现了LUT6相比于LUT4的优势。

[image: ]
图8.5　LUT4/LUT6实现64×1单端口分布式RAM



分布式RAM为数据存储提供了另一种方式，尤其是当数据规模较小时，有可能获得比Block RAM更大的优势。Xilinx提供了分布式RAM IP：Distributed Memory Generator。

3．LUT配置为ROM

既然LUT可用作数据缓存，也就可以配置为ROM。显示了不同深度的ROM所需要的LUT6的个数（见表8.4）。这4个LUT6在一个SLICE中。同样，可通过调用Distributed Memory Generator生成。

表8.4　LUT6配置为ROM



	ROM
	LUT6个数



	64×1
	1



	128×1
	2



	256×1
	4




4．LUT配置为移位寄存器

7系列FPGA中，1个LUT6可配置为1个32bit的移位寄存器，硬件原语为SRLC32E，其等效结构如图8.6所示，可实现1～32个时钟周期延迟。这里，A［4：0］端口可动态变化，也可为固定值。当为固定值时，即实现某一特定长度的延迟，这类似于FIFO的功能。例如，A［4：0］为0时，可实现1个时钟周期的延迟，A［4：0］为31时，可实现32个时钟周期的延迟。因此，从这个角度看，在Xilinx FPGA中实现FIFO的功能，可采用Block RAM的方式，也可采用LUT的方式。

[image: ]
图8.6　SRLC32E等效结构



此外，SRLC32E还提供了专门的级联端口Q31，只需将Q31连接到下一个SRLC32E的D端口即可实现级联，如图8.7所示。这样，一个SLICEM中的4个LUT6可实现最大128个时钟周期的延迟而无须额外的触发器。

[image: ]
图8.7　两个SRLC32E级联



移位寄存器的一个典型应用是数据延迟，如图8.8所示案例。图中数据为64bit，经过上半支路径需要20个时钟周期，而下半支路径只有操作C需要3个时钟周期，因此，还需要对数据延迟17个时钟周期。若全部采用触发器，则需要64×17＝1088个触发器，对应1088/8＝136个SLICE；若采用移位寄存器，由于每个LUT可实现32个时钟周期延迟，因此需要64个SRL16E，对应64/4＝16个SLICE。SLICE数量明显减少。

[image: ]
图8.8　移位寄存器用作数据延迟



Xilinx提供了专门的IP Core，用于生成移位寄存器，该IP Core为RAM-based Shift Register。相比于LUT，SLICE内部的触发器有更好的TCO
 （时钟到输出时间），因此，为了获得更好的性能，通常在LUT构造的移位寄存器之后添加一级触发器。除了直接调用IP Core的方式，也可采用手工编写代码的方式，如VHDL代码8-1所示。通过综合属性srl_style控制最终的综合结果。srl_style有5个可选值：register、srl、srl_reg、reg_srl和reg_srl_reg，可根据系统需求进行选取。

在SysGen中，模块Delay将映射为SRL，如图8.9所示。注意粗线框中的内容，具体实现时将采用srl_reg的方式。此外，由于LUT并没有复位端，因此，若要复位，只能采用srl_reg的方式，复位信号连接到末级的触发器上。

VHDL代码8-1　shift_reg



01 architecture shift_reg_arch of shift_reg is
02 signal shreg: std_logic_vector(DEPTH-1 downto 0) :=(others=>'0');
03 
04 attribute srl_style: string;
05 attribute srl_style of shreg: signal is "reg_srl_reg";
06
07 begin
08   process(clk）
09   begin
10     if rising_edge(clk） then
11       if ce='1' then
12          shreg <= shreg(DEPTH-2 downto 0) & si;
13       end if;
14     end if;
15  end process;
16  so <= shreg(DEPTH-1);
17 end shift_reg-arch;




[image: ]
图8.9　SysGen中的Delay模块




 8.2　合理使用触发器


 8.2.1　避免过多控制集

Xilinx 7系列FPGA每个SLICE包含8个触发器（Flip-Flop），这8个触发器的输入/输出端口如表8.5所示。SR、CE、CK称为控制端，由8个触发器共享，从而｛SR，CE，CK｝构成触发器的控制集。


表8.5　触发器的输入/输出端口

[image: ]


通常情况下，只有控制集相同的触发器才可以被放置在同一个SLICE中。因此，设计好控制集就显得非常重要。如果控制集过多，就会出现很多扇出小的信号。在资源利用率上，会出现SLICE占用很多而触发器使用不多的情况，这实际上降低了资源利用率。

控制集的使用遵循如下两个规则：

（1）时钟信号、异步置位/复位信号只能连接在相应的控制端上，而无法被搬移至数据路径上；

（2）时钟使能信号、同步置位/复位信号则可以被搬移至数据路径上，这是通过综合工具的设置完成的。

图8.10显示3个触发器有不同的控制集，理论上应分布在3个SLICE中，但经综合工具的优化，把同步置位信号和同步复位信号放置在数据路径上，从而使得3个触发器共享控制集，可位于同一SLICE中。

[image: ]
图8.10　同步置位/复位信号被搬移至数据路径上



图8.11显示两个触发器，一个有使能信号，一个没有使能信号，经综合工具优化可将同步使能信号放置在数据路径上，从而使两个触发器位于同一个SLICE中。

[image: ]
图8.11　同步使能信号放置在数据路径上



图8.10和图8.11所示过程并不需要手工完成，只需要在Vivado综合属性中设置参数control_set_opt_threshold，如图8.12所示。该参数可取值为0到16的整数，当设计中某同步置位/复位、同步使能信号的扇出小于该数值时就将其搬移至数据路径上。这意味着该值越大可优化的控制集越多，最终剩下的控制集越少。当该值为0时，工具对控制集不做优化；当该值为auto（默认值）时，工具将根据所选芯片型号进行优化。此外，在Vivado下，还可利用Tcl命令report_control_sets产生控制集报告来分析设计中的控制集。

[image: ]
图8.12　设定control_set_opt_threshold




 8.2.2　避免使用锁存器

锁存器（Latch）是电平触发的存储单元，数据存储的动作取决于锁存信号的电平值不完备的if语句和case语句均可被综合工具推断为锁存器，如VHDL代码8-2、VHDL代码8-3所示。

VHDL代码8-2　不完备的if语句被推断为锁存器



01 process(a1,a2)
02 begin
03   if (a1='1') then
04      q<=a2;
05   end if;
06 end process;




VHDL代码8-3　不完备的case语句被推断为锁存器



01 process(m1)
02 begin
03   case m1 is
04     when '0' =>
05       q1 <= '1';
06     when others =>
08       q1 <= '0';   --missing q2
09   end case;
10 end process;




Xilinx 7系列FPGA每个SLICE中的8个触发器均为D触发器，但并不完全等同，如图8.13所示，LUT后第一列触发器只能配置为触发器，且输入若来自于LUT，只能是LUT的O5输出端；LUT后的第二列触发器既可配置为触发器，也可配置为锁存器，且输入若来自于LUT，只能是LUT的O6输出端。同时，一个SLICE中，若第二列触发器被配置为锁存器，那么第一列触发器将无法使用。从这个角度看，若设计中使用锁存器就意味着有触发器被废弃而无法使用，从而造成资源的浪费。

[image: ]
图8.13　7系列FPGA SLICE中的触发器



实际上，锁存器与D触发器实现的逻辑功能基本相同，都有暂存数据的功能，只是前者是电平敏感，后者是边沿敏感。但FPGA中触发器的资源远大于锁存器的资源，而锁存器无法滤除毛刺，也会使静态时序分析变得复杂，因此在FPGA设计中应避免锁存器。在时序逻辑电路中，可以将锁存器改为带使能端的D触发器；在组合逻辑电路中，可以通过更改代码以覆盖所有条件分支，或者在组合进程中用赋默认值的方式避免锁存器的产生。在Vivado中，可以利用Tcl命令all_latches查看设计中的锁存器以便分析。


 8.3　Block RAM不只是数据存储


 8.3.1　Block RAM配置方式

Block RAM（BRAM）在FPGA设计中扮演着一个重要的角色即数据存储或缓存。作为存储器，其类型可以是单端口RAM（Single Port RAM，SP）、简单双端口RAM（Simple Dual Port RAM，SDP）、双端口RAM（True Dual Port RAM，TDP）、单端口ROM（Single Port ROM）或者双端口ROM（Dual Port ROM），此外Block RAM也可配置为FIFO使用。7系列FPGA，每个BRAM达到了36Kb，由两个18Kb BRAM拼接而成
[2]

 。每个36Kb的BRAM可以当作一个独立的36Kb BRAM或者36Kb的FIFO来使用，也可以当作两个独立的18Kb BRAM来使用，或者当作一个18Kb的BRAM和一个18Kb的FIFO来使用，如图8.14所示。此外，两个相邻的BRAM也可级联，从而构成一个64K×1的BRAM而不会占用额外逻辑资源。

[image: ]
图8.14　36 Kb BRAM配置类型



表8.6给出了36Kb BRAM更为详细的配置方式，分为两种情况：两个独立的18K BRAM和一个36Kb BRAM。其中，两个独立的18Kb BRAM不能同时配置为18Kb Built-in FIFO（Built-in FIFO有专用的读写控制逻辑，无须消耗额外的CLB资源）。

表8.6　36Kb BRAM的配置方式



	配置模式
	18Kb BRAM
	36Kb BRAM



	双端口
	16K×1，8K×2

4K×4，2K×9

1K×18
	32K×1，16K×2

8K×4，4K×9

2K×18，1K×36



	简单双端口
	16K×1，8K×2

4K×4，2K×9

1K×18，512×36
	16K×2，8K×4

4K×9，2K×18

1K×36，512×72



	单端口
	16K×1，8K×2

4K×4，2K×9

1K×18，512×36
	16K×2，8K×4

4K×9，2K×18

1K×36，512×72



	FIFO
	4K×4，2K×9

1K×18，512×36
	8K×4

4K×9，2K×18

1K×36，512×72





 8.3.2　Block RAM应用案例

目前，Xilinx高端芯片中，在存储器方面，36Kb的BRAM成为主流。因此，以下将以7系列中的36Kb BRAM为例阐述其具体应用
[3]

 。

应用1：将一个双端口RAM配置为两个独立的单端口RAM

在FPGA设计中可能会出现对单端口RAM需求较大的情况。尽管Xilinx提供了将BRAM配置为单端口RAM的IP Core，但从资源角度来看，可能会造成浪费。例如，需要2个512×18的单端口RAM，若直接采用单端口RAM的配置方式，1个512×18的单端口RAM将占用1个18Kb的BRAM，这意味着将要消耗2个18Kb的BRAM。事实上，此时每个BRAM有一半的资源闲置。这里，采用另一种方式：将BRAM配置为1K×18的双端口RAM，其中端口A和端口B均为1K×18的模式。具体配置方式如图8.15左边区域所示。显然，此时只占用了1个18Kb的BRAM。

[image: ]
图8.15　1个18Kb BRAM配置为2个独立的单端口RAM



在图8.15左边区域，需要将端口A的地址信号ADDRA的最高位接高，端口B的地址信号ADDRB的最高位接低。这意味着端口A所能覆盖的地址区间为512～1023共512个地址空间，端口B所能覆盖的地址区间为0～511共512个地址空间。二者地址空间没有重叠，因此互相独立，从而形成了两个独立的512×18即9Kb的单端口RAM。此外，端口A和端口B的位宽可以不一致（但不是随意的），如图8.15的右半区域所示。仍将BRAM配置为双端口RAM，其中端口A为1024×18，端口B为2048×9。将端口B的地址信号ADDRB的最高位接高，这意味着端口B所能覆盖的地址区间为1024～2047共1024个地址空间，而端口A的地址区间为0～1023共1024个地址空间。二者地址空间依然没有重叠，仍相互独立，从而形成了两个独立的9Kb的单端口RAM。

应用2：利用BRAM实现数据延迟

数据延迟线（Delay Line）在数字信号处理中具有广泛的应用，如FIR滤波器设计中就需要延迟线。具体实现方式如图8.16所示。

[image: ]
图8.16　采用BRAM实现数据延迟



图8.16中，将BRAM配置为单端口RAM。其中RAM的工作模式为读优先（Read_First，又称为Read Before Write，即同时对同一地址进行读写操作时，将首先读出该地址空间原有的数据，然后再将新数据写入该地址空间），写使能信号WE恒接高。假定计数器模值为4，相应的时序如图8.17所示。RAM初始值设置为0。在第一帧地址内，从0号地址读出的数据为0，再将数据A写入0号地址，从1号地址读出的数据为0，再将数据B写入1号地址。类似地，数据C和D分别写入2号和3号地址。在第二帧地址内，从0号地址读出的数据即为在第一帧地址内写入的数据A，类似地，从1号、2号和3号地址中读出的数据分别为B、C和D。由于对RAM的输出选择了一级寄存，因此从输入端DIN到输出端DOUT共有5级时钟周期的延迟。

[image: ]
图8.17　计数器模值为4时的数据延迟时序



7系列FPGA中的移位寄存器SRL16E和SRLC32E都可实现数据延迟。但对于大位宽、深延迟的场合，采用SRL16E或SRLC32E将占用较多的CLB资源，而采用BRAM较为合适，且在功耗上有一定的优势。

应用3：采用双端口ROM优化数据存储

在很多应用中需要对一些固定的数据进行存储，如FIR滤波器的系数，这就需要用到ROM。ROM仍可采用BRAM实现，可配置为单端口ROM或者双端口ROM。可根据存储数据的规模以及应用场合来选择单端口ROM或者双端口ROM。例如，需要存储两个规模为512×18的数据，如果采用单端口ROM，则需要占用两个18Kb的BRAM。而如果采用双端口ROM，就可以将其配置为1K×18，如图8.18所示。其中端口A的地址信号ADDRA的最高位恒接高，端口B的地址信号ADDRB的最高位恒接低，从而使得端口A所能覆盖的地址区间为512～1023共512个地址空间，端口B所能覆盖的地址区间为0～511共512个地址空间。二者地址空间没有重叠，相互独立，因而其功能类似于两个独立的单端口RAM，但只占用了1个18Kb的BRAM，节省了BRAM资源。

[image: ]
图8.18　采用双端口ROM实现两个独立的单端口ROM



应用4：利用BRAM设计高速复杂的状态机

在设计状态机时，状态的划分、状态转移条件和状态输出是三个重要的因素。一旦状态确定，即可根据状态的多少以及系统性能的需求确定状态编码方式，同时，相应的状态输出也就随之确定，两者是一一对应的关系，即一个状态对应一个输出或者多对一的关系即某几个状态有相同的状态输出。从这个角度而言，如果把当前状态和状态输出控制信号看作ROM的地址，那么就可以把相应的状态输出看作ROM的存储数据。同样，如果把当前状态和状态转移控制信号看作ROM的地址，那么就可以把相应的次态看作ROM的存储数据。这样就可以通过两个ROM实现状态机。这就是利用BRAM设计高速复杂状态机的基本思路。

为进一步说明，这里以一个具有128个状态、3个状态转移控制信号、1个状态输出控制信号和38bit状态输出的状态机为例。

128个状态：以二进制顺序码的方式编码，由状态0～状态127，每个状态7bit；

3个状态转移信号：128个状态需要7bit寻址空间，外加3bit状态转移信号，共计10bit寻址空间。

如图8.19所示，将此BRAM配置为双端口ROM。其中端口A配置为2K×9，地址信号ADDRA的最高位恒接高，从而使得端口A所能覆盖的地址区间为1024～2047共1024个地址空间，故实际使用规模为1K×9。将128个状态以7bit二进制顺序码的方式编码。现态的7bit数据构成ADDRA的低7位，联合3bit状态转移控制信号构成10bit地址信号。A端口的存储数据为次态，每个次态为7bit。考虑到状态输出为38bit，故将状态输出的高两位与次态拼接为9bit一起存储。端口B配置为512×36，地址信号ADDRB的最高位恒接高，从而使得端口B所能覆盖的地址区间为0～255共256个地址空间，实际使用规模为256×36。现态与状态输出控制信号共同构成8bit地址信号。状态输出的低36位构成端口B的存储数据。由于状态输出的高两位相比于低36位早一个时钟周期输出，因此需要对端口A输出的高两位延迟一个时钟周期，这就是图中设置D触发器的原因。系统工作时，通过复位使得DOUTA进入初始状态。整个设计只占用了1个36Kb的BRAM。

[image: ]
图8.19　利用BRAM实现状态机



图8.19所示结构也适用于具有256个状态和2个状态转移控制信号或者具有64个状态和4个状态转移控制信号的状态机。

应用5：利用BRAM设计高速大规模的计数器

计数器可看作一个简单的状态机，其次态只与现态有关。为便于说明这里以一个20bit的计数器为例，如图8.20所示。传统的设计方法如图8.20中的左边区域所示。将两个带使能的10bit计数器级联，其中低10bit计数器的使能信号恒接高，而高10bit计数器的使能信号由低10bit计数器提供，即低10bit计数器计数到1023时产生使能信号。采用BRAM方式实现时，需要将其配置为双端口ROM，且端口A、B均为1K×18。A端口DOUTA只用其中的低10bit，B端口DOUTB只用其中的低11bit，DOUTB（10）作为A端口的使能信号。现态、次态对应关系如表8.7所示。

[image: ]
图8.20　采用BRAM实现20bit计数器



表8.7　20bit计数器现态和次态对应关系



	现态
	状态输出
	次态



	ADDRB［9:0］（hex）
	DOUTB［10］（TC）
	CNT（9:0）



	0
	0
	1



	1
	0
	2



	2
	0
	3
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	3FE
	0
	3FF



	3FF
	1
	0




根据表8.7可知，ROM中存储数据应为0～1023共1024个数据。为保证状态输出匹配应将B端口输出数据延迟一个时钟周期，具体时序如图8.21所示。整个设计只占用了1个18Kb的BRAM。

[image: ]
图8.21　20bit计数器BRAM端口输出时序



利用BRAM设计计数器时，由于BRAM输出端的数据又反馈回地址输入端以读取次态，因此要管理好地址与地址空间所存数据之间的对应关系，也就是现态与次态的对应关系，从而将其正确无误地映射到相应的地址空间。只要管理好状态与地址的对应关系，就可以利用BRAM设计出各种高速计数器，如可根据控制信号实现增计数和减计数的计数器、BCD码计数器、格雷码计数器等。

应用6：利用BRAM实现逻辑运算功能

利用BRAM实现逻辑运算功能本质上而言是将BRAM配置为ROM，它就像一个大的查找表（LUT），地址端由参与逻辑运算的操作数构成，地址空间所存数据依据真值表确定。事实上，这种方法是“人工计算”代替了“FPGA内部计算”。第3章中采用ROM实现KCM就是一个典型的应用。这里再列举一些典型的应用。

（1）利用BRAM实现码制之间的转换

在一些设计中会用到二进制码、格雷码和BCD码之间的转换。对于大位宽的高速设计，可采用BRAM完成。为便于说明，这里仅以4bit数据为例，如4bit二进制码转换为格雷码。此时，可将4bit二进制码作为BRAM的读地址，而BRAM的存储内容则是相应的格雷码，如图8.22右半区域所示。若采用常规算法，则需要移位、异或实现，如图8.22左半区域所示。

[image: ]
图8.22　利用BRAM完成二进制码到格雷码的转换



（2）利用BRAM实现复杂函数的计算

在一些场合中需要用到开方运算，或者对数运算、三角函数运算等。此时可将操作数作为读地址，相应的计算结果作为存储数据存储在BRAM中，形成地址到数据之间的映射关系，利用BRAM的方式实现。

采用BRAM完成逻辑运算也有一定的局限性。如果操作数位宽很大，势必需要更多的存储空间，也就占用了更多的BRAM。因此，在设计时要结合算法特征、芯片规模等因素选取合适的方法实现。


 8.4　DSP48E1不只是乘法器

乘法运算是数字信号处理中最为普遍的运算之一，相应地，乘法器在FPGA中就占有举足轻重的地位。Xilinx早在Virtex-II系列FPGA中就植入了18×18（位宽为18bit）的嵌入式乘法器，在Virtex-4中推出了具有更多功能的DSP48模块，之后在Virtex-5中推出了DSP48E，在Virtex-6和7系列FPGA中推出了功能更加完备的DSP48E1模块。本节将围绕DSP48E1展开，其中的某些功能也可以在DSP48E和DSP48上实现。


 8.4.1　DSP48E1基本结构

这里，首先对DSP48、DSP48E和DSP48E1进行比较，如表8.8所示。可以看到DSP48E1功能更加强大。性能比较（全流水模式下所能运行的最高频率）如图8.23所示，可以看到DSP48E1性能更高。

表8.8　DSP48家族功能比较



	比较项目
	Virtex-4（DSP48）
	Virtex-5（DSP48E）
	Virtex-6/7系列（DSP48E1）



	是否支持乘加／乘减／乘累加操作
	√
	√
	√



	乘法器的位宽
	18×18
	25×18
	25×18



	是否支持SIMD模式
	×
	√
	√



	是否集成模式检测电路
	×
	√
	√



	是否集成逻辑运算单元
	×
	√
	√



	可选96-bit输出
	×
	√
	√



	是否具有专用级联布线资源
	√
	√
	√



	是否具有预加器
	×
	×
	√



	是否可动态切换A*
 B和A:B操作
	×
	×
	√




[image: ]
图8.23　DSP48家族性能比较



7系列FPGA中DSP48E1基本结构如图8.24所示
［4］

 。图中带“＊”的信号表示该信号属级联信号，有专用布线资源。可将DSP48E1分为5个部分：对外端口、预加器（Preadder）、乘法器（MULT）、逻辑运算单元（ALU）和模式检测电路。

[image: ]
图8.24　DSP48E1基本结构



对外端口如图8.25所示，可分为三类：操作数输入输出端口、模式配置端口和级联端口。操作数输入输出端口如表8.9所示。表中Fix_m_n表示数据为有符号数，字长为mbit，小数部分字长为nbit；UFix_m_n表示数据为无符号数，字长为mbit，小数部分字长为nbit。端口A数据类型为有符号数，位宽为30bit，小数部分位宽为0bit。当用作乘法器和预加器的输入端时，其高5位为符号位扩展结果，有效位为低25位。当用作与B端口拼接构成48bit数据时（表8.8中的A:B），有效位为30位。D端口在使用预加器时才会出现。CARRYOUT在完成加法、减法、累加或乘累加时使用。P为最终数据输出端口，48bit。CARRYIN也可用CIN来表示。模式配置端口如表8.10所示。OPMODE用作图8.24中三个MUX（X，YZ）的控制端，以实现对ALU操作数的控制。ALUMODE用来控制ALU的工作模式。INMODE用来控制预加器的操作数。CARRYINSEL用来控制进位端数据源。正是模式配置使得DSP48E1能够完成更多更丰富的功能。本节将在后续内容中重点介绍。级联端口如表8.11所示。级联端口总是成对出现的，例如本级ACIN必然与前一级DSP48E1的ACOUT相连，本级ACOUT必然与后级DSP48E1的ACIN相连。CARRYCASCIN和CARRYCASCOUT只有在实现96bit累加／加法／减法时使用，MULTSIGNIN和MULTSIGNOUT只有在实现96bit乘累加时使用。级联端口之间有专用布线资源，从而保证了DSP48E1的高速运行。

[image: ]
图8.25　DSP48E1端口归类



表8.9　操作数输入输出端口








	操作数输入输出端口



	端口名称和方向
	数据类型
	流水深度（默认值）
	流水深度配置参数



	A（In）
	Fix_30_0
	0，1，2（1）
	AREG



	B（In）
	Fix_18_0
	0，1，2（1）
	BREG



	C（In）
	Fix_48_0
	0，1（1）
	CREG



	D（In）
	Fix_25_0
	0，1（1）
	DREG



	CARRYIN（In）
	UFix_1_0
	0，1（1）
	CARRYINREG



	P（Out）
	Fix_48_0
	0，1（1）
	PREG



	CARRYOUT（Out）
	UFix_4_0
	0，1（1）
	PREG



	PATTERNDETECT（Out）
	Bool
	0，1（1）
	PREG



	PATTERNBDETECT（Out）
	Bool
	0，1（1）
	PREG




表8.10　模式配置端口








	模式配置端口



	端口名称和方向
	数据类型
	流水深度（默认值）
	流水深度配置参数



	OPMODE（In）
	UFix_7_0
	0，1（1）
	OPMODEREG



	ALUMODE（In）
	UFix_4_0
	0，1（1）
	ALUMODEREG



	INMODE（IN）
	UFix50
	0，1（1）
	INMODEREG



	CARRYINSEL（IN）
	UFix_3_0
	0，1（1）
	CARRYINSELREG




表8.11　级联端口







	级联端口



	端口名称和方向
	数据类型
	流水深度



	ACIN（In）
	Fix_30_0
	AREG



	ACOUT（Out）
	Fix_30_0
	0（AREG＝0），_1（AREG＝1，2），2（AREG＝2）



	BCIN（In）
	Fix_18_0
	BREG



	BCOUT（Out）
	Fix_18_0
	0（BREG＝0），_1（BREG＝1，2），2（BREG＝2）



	PCIN（In）
	Fix_48_0
	0



	PCOUT（Out）
	Fix_48_0
	PREG



	CARRYCASCIN（In）
	UFix_1_0
	0



	CARRYCASCOUT（Out）
	UFix_1_0
	PREG



	MULTSIGNIN（In）
	UFix_1_0
	0



	MULTSIGNOUT（Out）
	UFix_1_0
	PREG




将DSP48E1结构简化，如图8.26所示，预加器、乘法器和ALU尽在其中，OPMODE的作用也显而易见。其中预加器为25bit有符号数加法器，可执行加法和减法运算，是DSP48E1所特有的，其详细电路如图8.27所示。INMODE用来配置预加器以及端口BMULT的输出。B端口逻辑如图8.28所示。INMODE具体配置方式如表8.12所示。乘法器为25×18有符号数乘法器。ALU输入、输出均为48bit，由ALUMODE控制其工作模式。ALU的工作模式可分为两大类：算术运算如加法、减法，如表8.13所示，表中CIN即为CARRYIN；位逻辑运算如位与、位异或等，如表8.14所示。OPMODE共7bit，其中OPMODE［6:4］用作ZMUX的选择端，OPMODE［3:2］用作YMUX的选择端，OPMODE［1:0］用作XMUX的选择端。具体的配置方式如表8.15示。

[image: ]
图8.26　简化的DSP48E1结构



[image: ]
图8.27　A、D端口和预加器逻辑电路



[image: ]
图8.28　B端口逻辑电路



表8.12　INMODE配置方式



	INMODE［0］
	0
	A MUx输出A2



	1
	A MUx输出A1



	INMODE［1］
	0
	选通预加器输入端口A



	1
	预加器输入端口A为0



	INMODE［2］
	0
	预加器输入端口D为0



	1
	选通预加器输入端口D



	INMODE［3］
	0
	预加器执行加法操作



	1
	预加器执行减法操作



	INMODE［4］
	0
	B MUx输出B2



	1
	B MUx输出B1




表8.13　ALUMODE配置方式：算术运算



	算术操作指令
	OPMODE［6:0］
	ALUMODE［6:0］



	Z＋X＋Y＋CIN
	任意合法输入
	0000



	Z-（X＋Y＋CIN）
	任意合法输入
	0011



	Z＋（X＋Y＋CIN）-1＝not（Z）＋X＋Y＋CIN
	任意合法输入
	0001



	Z-X-Y-CIN-1＝not（Z＋X＋Y＋CIN）
	任意合法输入
	0010




表8.14　ALUMODE配置方式：逻辑运算



	位逻辑运算操作指令
	OPMODE［3:2］
	ALUMODE［3:0］



	X XOR Z
	00
	0100



	X XNOR Z
	00
	0101



	X XNOR Z
	00
	0110



	X XOR Z
	00
	0111



	X AND Z
	00
	1100



	X AND（NOT Z）
	00
	1101



	X NAND Z
	00
	1110



	（NOT X）OR Z
	00
	1111



	X XNOR Z
	10
	0100



	X XOR Z
	10
	0101



	X XOR Z
	10
	0110



	X XNOR Z
	10
	0111



	X OR Z
	10
	1100



	X OR（NOT Z）
	10
	1101



	X NOR Z
	10
	1110



	（NOT X）AND Z
	10
	1111




表8.15　OPMODE配置方式



	OPMODE［1:0］
	XMUX输出结果
	备注



	00
	0
	默认值



	01
	M
	必须使OPMODE［3:2］01



	10
	P
	必须使PREG＝1



	11
	A:B
	拼接为48bit



	OPMODE［3:2］
	Y MUX输出结果
	备注



	00
	0
	默认值



	01
	M
	必须使OPMODE［1:0］＝01



	10
	48'hFFFFFFFFFFFF
	必须使PREG＝1



	11
	C
	主要应用于ALU对X和Z MUX执行逻辑运算



	OPMODE［6:4］
	Z MUX输出结果
	备注



	000
	0
	默认值



	001
	PCIN
	



	010
	P
	必须使PREG＝1



	011
	C
	



	100
	P
	仅用于MACC扩展，必须使PREG＝1



	101
	17bit Shift（PCIN）
	



	110
	17bit Shift（P）
	必须使PREG＝1



	111
	XX
	非法输入




在DSP48E中增加了一个非常重要的功能：单指令多数据模式即SIMD（Single Instruction，Multiple Data），DSP48E1保留了这个功能。它使得48bit的ALU可配置为4个l2bit的ALU（执行加法、减法或位逻辑运算）或者2个24bit的ALU，如图8.29所示。图中ALU以A、S和L体现，分别表示加法（Adder）、减法（Subtract）和位逻辑（Logic）运算。4个12bit的ALU或2个24bit的ALU工作模式相同，由ALUMODE［3:0］控制，每个ALU有相应的进位输出端，当为4个12bit的ALU时，需要用到4bit进位输出端；当为2个24bit的ALU时，需要用到2bit进位输出端CARRYOUT［3］和CARRYOUT［1］。常规模式下的48bit的ALU只用到1bit进位输出端CARRYOUT［3］。ALU的操作数由OPMODE［6:0］控制。因此，可实现A:B＋C（4个12bit加法运算或2个24bit加法运算）或者A:B＋P（4个12bit累加运算或者2个24bit累加运算）等。由于此时乘法器闲置，故可将参数USE_MULT设置为NONE，进而可降低DSP48E1的功耗。

[image: ]
图8.29　SIMD配置模式



模式检测电路也是DSP48E中新增的一个功能，此功能在DSP48E1中保留，如图8.30所示。模式检测电路有3个输入端，分别是ALU的输出端P，PATTERN端和MASK端，三者均为48bit，其执行的操作是

[image: ]


[image: ]
图8.30　DSP48E1中的模式检测电路



表示按位比较P是否与PATTERN相等，计算结果为48bit数据，将此数据与MASK按位或运算，计算结果仍为48bit数据，再将此48bit数据的48位进行位与运算输出1bit布尔类型数据赋给PATTERNDETECT。“&”为Verilog中的缩减运算符“与”。类似地

[image: ]


PATTERN端可来自于C端口，也可由内部PATTERN属性设置；类似地，MASK端可来自于C端口，也可由内部MASK属性设置。MASK起屏蔽作用，如果对P中的某一位或某几位不进行模式检测，则将相对应的MASK位置“1”。模式检测电路的输出端有两个PATTERNDETECT和PATTERNBDETECT，由于两者与P的流水深度均由PREG决定，因此，当检测到模式匹配时它们与P同时输出且P在下一个时钟周期的输出数据将变为0。模式检测主要应用于检测溢出、饱和、计数器自动复位等。

Xilinx SysGen提供了两个模块用于调用DSP48E1，一个是DSP48 Macro，另一个是DSP48E1，如图8.31所示。两者的区别是，前者独立于器件，将根据器件映射为DSP48、DSP48E或DSP48E1等；后者很明确即为DSP48E1。在使用时，前者较为便捷，只需填写相应的操作指令；后者使用时需要对DSP48E1结构有深入了解。但Xilinx也提供了OPMODE模块，与前述OPMODE不同，它是前述OPMODE、ALUMODE、CARRYIN和CARRYINSEL的组合，使用该模块很大程度上简化了DSP48E1的设计。

[image: ]
图8.31　SysGen中调用DSP48E1的两种方式



采用VHDL或Verilog代码描述时，乘法、乘加／乘减和乘累加运算会被自动映射为DSP48E1，而加法、减法和累加运算默认情况下采用常规逻辑资源实现。若也希望它们被映射为DSP48E1，则需要通过综合属性use_dsp48对其进行约束。


 8.4.2　DSP48E1应用案例

DSP48E1具有非常丰富的功能，在第3章至第7章的FPGA设计中均有DSP48E1的身影，如在FIR滤波器设计中用作乘法器、乘加器或乘累加器，这是其最显著的功能。本节从三个应用层次阐述其功能：逻辑运算、基本数学运算和高级数学运算
［5］

 。

1．第一类应用：DSP48E1用于逻辑运算

应用1：2输入48bit位逻辑运算

实现2输入48bit位逻辑运算需要通过ALUMODE将DSP48E1配置为逻辑运算单元，如图8.32所示。图中斜体数字表示数据位宽。OPMODE［6:4］＝3'b0ll以使Z MUX输出为C，OPMODE［1:0］2'bll以使X MUX输出为A:B。ALUMODE由表8.14确定。USE_MULT属性值为NONE，将乘法器关掉（相应的MREG也被关掉）可降低功耗。

[image: ]
图8.32　DSP48E1实现2输入48bit逻辑运算



应用2：48bit计数器

采用DSP48E1设计计数器时，若步进值step为1，则需将其中的ALU配置为P＋CIN，其中step＝CIN＝1，相应的OPMODE＝7'b0000010；若步进值大于1，则需将ALU配置为P＋C，其中step＝C，相应的OPMODE＝7'b0001110或P＋A:B，step＝A:B，相应的OPMODE＝7'b0100011，并将CIN设置为0。同时，通过模式检测电路可实现计数器的自动复位，从而控制计数器的模值。图8.33是步进为1的增方向计数器。图中PATTERN端可来自于C，从而实现计数器模值的动态控制，也可由PATTERN内部属性设定。例如，实现模值为8的计数器，需要将PATTERN设置为48'h000000000007，同时将MASK设置为48'h000000000000，相应的输出时序如图8.34所示。也可将DSP48E1设计为减方向计数器。此时需要对ALU进行动态配置。当sel为高时，OPMODE＝7'b0001100（对应十进制数12），ALUMODE＝4'b0000（对应十进制数0），通过C端口并结合CIN将P赋初值为C＋CIN；当sel为低时，OPMODE＝7'b0100000（对应十进制数32），ALUMODE＝4'b0011（对应十进制数3），ALU执行P-CIN。模式检测电路的输出端与set逻辑或之后的结果作为两个MUX的选择端sel，如图8.35所示。例如，实现模值为8的减方向计数器，需要将C设置为6，CIN设置为1，模式检测电路部分通过PATTERN属性将PATTERN设置为48'h000000000001，同时将MASK设置为48'h000000000000，相应的时序关系如图8.36所示。此外，也可通过A、B端口给P赋初值，C端口作为计数器的步进，可实现灵活的步进控制。USE_MULT属性值为NONE。

[image: ]
图8.33　DSP48E1实现步进为1的增方向48bit计数器



[image: ]
图8.34　增方向48bit计数器输出时序



[image: ]
图8.35　DSP48E1实现模值为8的减方向计数器



[image: ]
图8.36　模值为8的减方向计数器时序关系



应用3：大位宽数据选择器MUX

DSP48E1可配置为大位宽（48bit）的MUX，以2:1 MUX为例，如图8.37所示。2个48bit数据输入端DO、D1分别由A:B和C提供。ALUMODE＝4'b0000，OPMODE［6:4］＝3'b000使Z MUX输出为0，OPMODE［3:2］与OPMODE［1:0］两者互为按位取反的关系。当OPMODE［3:2］＝2'b00时，OPMODE［l:0］＝2'b11，Y MUX输出0，X MUX输出A:B，显然此时将数据D0赋给P。类似分析，当OPMODE［3:2］＝2'b11时，则将D1赋给P。此外，还可将多个DSP48E1级联配置为具有更多输入的MUX。图8.38即为4个DSP48E1级联构成的8:1MUX。USE_MULT属性值均为NONE，每个DSP48E1的ALUMODE均为4'b0000，而OPMODE则需要根据选择的输出数据确定，如表8.16所示。
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图8.37　DSP48E1配置为2:1MUX



[image: ]
图8.38　4个DSP48E1级联配置为8:1MUX




表8.16　8：1MUX中4个DSP48E1的OPMODE配置方式
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2．第二类应用：基本数学运算

应用1：25×18有符号数乘法运算

DSP48E1内部有一个25×18有符号数乘法器，可实现乘法运算，如图8.39所示。此时，数据分别由A、B端口进入。对于A端口，如果数据位宽小于25bit，需要将其符号位扩展为25bit。尽管A端口数据位宽为30bit，用作乘法器输入端时有效数据位宽为25bit，这是由DSP48E1内部乘法器决定的。同样，对于B端口，如果数据位宽小于18bit，也要做符号位扩展。通常情况下，尽可能采用流水操作，即对输入数据寄存、对乘法器输出结果寄存，以保证DSP48E1的运行速度。如果因为Latency的原因，需要裁减掉某些寄存器，则尽量避免裁剪MREG（紧随乘法器之后的寄存器）。

[image: ]
图8.39　DSP48E1实现25×18有符号数乘法运算



应用2：2输入48bit有符号数加法运算

DSP48E1可实现大位宽的2输入加法运算，如图8.40所示。此时，需要将其中一个输入数据拆分为30bit和18bit两部分，分别由A、B端口进入；另一数据则由C端口进入。此加法器所能支持的数据最大位宽为48bit，如果数据位宽不足48bit需要做符号位扩展；如果数据位宽恰为48bit，为防止加法运算因溢出而导致结果错误需要提供进位输出端CARRYOUT，它与P端共同构成49bit数据。

[image: ]
图8.40　DSP48E1实现2输入48bit加法运算



DSP48E1也可执行减法运算，这可进一步拓展到关系运算。例如需要判断C＞A:B，只需根据C-A:B的符号位并结合模式检测电路进行判断，如图8.41所示。当C＝A:B时，PATTERNDETECT输出为1，否则为0；当C＞A:B时，P的最高位（符号位）为0；当C＜A:B时，P的最高位为1。因此，只有当P最高位为0且PATTERNTECT也为0时C＞A:B。

[image: ]
图8.41　DSP48E1实现关系运算



应用3：4输入46bit有符号数加法运算

对于4输入加法运算，需要两个DSP48E1级联外加额外的触发器构成，如图8.42所示。它所能支持的最大位宽为46bit。这仍是为防止加法运算因溢出而导致结果错误。此时，不支持CARRYOUT（CARRYOUT仅对2输入加法运算有效）。图中，1号DSP48E1实际上相当于一个3输入的加法器，0号DSP48E1相当于一个2输入的加法器。

[image: ]
图8.42　两个DSP48E1级联构成4输入46bit加法器



应用4：2输入48bit有符号数加法、减法运算动态切换

配置端口OPMODE、ALUMODE可动态切换，从而可对ALU进行动态配置。图8.43就是一个动态切换的典型应用。它可实现A:B＋C，C-A:B和A:B-C，其中在实现A:B-C时，需要CARRYIN的配合，将其置1即可，因为此时ALUMODE为0001，执行-Z＋（X＋Y＋CIN）-1的操作。USE_MULT属性值为NONE。

[image: ]
图8.43　DSP48E1实现2输入48bit有符号数加法、减法运算动态切换



应用5：乘加运算和乘减运算

DSP48E1　可实现乘加、乘减运算，如图8.44所示。当OPMODE=7’b0110101，ALUMODE=4’b0000时
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保持OPMODE不变，ALUMODE=4’b0011时

[image: ]


乘加运算的另一种形式如式（8.5）所示
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其中一个操作数来自于另一个DSP48E1的PCOUT端，而PCOUT可能是两个数相乘的结果，也可能是乘加运算的结果，它体现了“部分和”的概念即将乘累加运算分解为一系列的部分和，每个部分和又可分解为一系列的乘加运算，这在滤波器设计中具有广泛的应用。式（8.5）的具体实现方式如图8.45所示。

[image: ]
图8.44　DSP48E1实现乘加、乘减运算



[image: ]
图8.45　DSP48E1实现级联的乘加运算



应用6：扩展的乘法运算

25×18的乘法运算可扩展为26×18或25×19的乘法运算。此时，需要一个DSP48E1和一个与门完成，如图8.46所示。26×18的乘法运算可按式（8.6）所示分解。
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图8.46中，DSP48E1实现A×B+C的功能。C端口需要在DSP48E1外加一级寄存器，该寄存器具有同步复位端，其中复位信号低有效。A［0］作为复位信号，数据端由B［17:1］符号位扩展至48bit。本质上，该寄存器作为数据选通使用：当A［0］为高时，数据通过；当A［0］为低时寄存器输出为0。此外，多个DSP48E1级联还可构成大位宽的乘法器。图8.47即为两个DSP48E1级联构成的35×25的有符号数乘法器。

[image: ]
图8.46　DSP48E1与额外逻辑实现26×18有符号数乘法运算



[image: ]
图8.47　两个DSP48E1级联构成35×25有符号数乘法器



应用7：取绝对值运算

采用FPGA实现绝对值运算时要根据输入数据的最高位（符号位）判断输出是原始值还是其相反值。当最高位是0时，输出为原始值；当最高位为1时，输出为相反值。采用DSP48E1可实现绝对值运算，如图8.48所示。输入数据的最高位用作MUX的选择端，MUX的输出作为CARRYIN，同时将其转化为4bit无符号数作为ALUMODE（Cast完成此功能）。当输入数据为正数时，符号位为0，CARRYIN为0，ALUMODE=4’b0000，ALU执行Z+X+Y+CIN，输出为Z；当输入数据为负数时，符号位为1，CARRYIN为1，ALUMODE=4’b0001，ALU执行-Z+（X+Y+CIN）-1，输出为-Z。DSP48E1的USE_MULT属性值为NONE。
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图8.48　DSP48E1实现绝对值运算



3．第三类应用：高级数学运算

应用1：48bit累加运算

DSP48E1中的ALU可配置为累加器，此时USE_MULT可设置为NONE，如图8.49所示。假定输入数据位宽为N，由于DSP48E1输出数据为48bit，那么可实现248−N
 个数据的累加。假定实现10个数据（从0到9）的累加，相应的时序如图8.50所示。SEL为1时，OPMODE为12，实现BYPASS的功能即将输入数据直接赋值给P；SEL为0时，OPMODE为14，开始对数据累加。累加的最终结果可通过捕获寄存器捕捉，其使能端由SEL延时一个时钟周期得到。

[image: ]
图8.49　DSP48E1实现48bit累加器



[image: ]
图8.50　DSP48E1实现累加器时的时序



应用2：2输入48bit数据相加之后累加

3输入加法器可分解为一个2输入加法器和一个累加器，如图8.51所示。图中D0、D1均为48bit数据（不足48bit的需要做符号位扩展）。由于此时ALU为3输入加法器，使得CARRYOUT无法使用，因此要给输入数据预留足够的保护位，防止因溢出而导致结果错误。此外，也可动态切换ALUMODE，使ALU执行减法功能。

[image: ]
图8.51　DSP48E1实现2输入48bit累加器



应用3：96bit加法、减法运算

两个DSP48E1级联可构成96bit加法器，这主要是利用了CARRYOUT端，如图8.52所示。数据D0、D1为96bit数据，其低48bit数据由0号DSP48E1进入，高48bit由1号DSP48E1进入，同时0号DSP48E1的进位输出端提供给1号DSP48E1。通过ALUMODE的控制可实现加法或减法运算。

应用4：96bit累加运算

两个DSP48E1级联可构成96bit累加器，如图8.53所示。输入数据为96bit数据（不足96bit需做符号位扩展），其中0号DSP48E1完成低48bit数据的累加，并将进位输出数据传递给1号DSP48E1。1号DSP48E1完成高48bit数据的累加。假定输入数据位宽为N，则96bit累加器可实现296−N
 个数据的累加。
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图8.52　DSP48E1实现96bit加法器或减法器



[image: ]
图8.53　两个DSP48E1实现96bit累加器



应用5：乘累加运算

乘累加器完成两个输入数据相乘并对乘积结果累加。图8.54为48bit乘累加器（MACC）。由于DSP48E1中的乘法器输出位宽为43bit，而累加器输出位宽为48bit，故只能累加32个数据。为此，可利用MULTSIG NOUT和CARRYOUT级联另一个DSP48E1，以实现96bit的累加。如图8.55所示。图中，1号DSP48E1工作在乘累加扩展模式（由OPMODE确定），完成P+CARRYCASIN+MULTSIGNIN。
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图8.54　DSP48E1实现48bit乘累加器



[image: ]
图8.55　两个DSP48E1实现96bit乘累加器



应用6：复数乘法运算

复数乘法运算如式（8.7）所示。
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基于式（8.7）的复数乘法器架构如图8.56所示。图中使用了4个DSP48E1完成4次实数乘法运算和2次实数加法运算，即4M2A的架构。

[image: ]
图8.56　4M2A的复数乘法器架构



复数乘法还可采用式（8.8）所示算法。
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采用这种算法，完成一次复数乘法需要3次实数乘法运算和5次实数加法运算。这种算法可以充分利用DSP48E1内的预加器，无须额外资源，如图8.57所示，称之为3M5A架构。采用此架构需要注意预加器输入端口应与实际数据相匹配，因为预加器执行减法运算时为D端口数据减去A端口数据，同时由于B端口输入数据只能为18bit，因此还要注意位宽匹配。

图8.57所示结构中，0号DSP48E1的乘法器输出没有寄存（没有利用MREG），2号DSP48E1的C端口输入数据没有寄存（没有利用CREG），这会导致DSP48E1无法达到最高的运行速度。为此，可采用全流水的结构，如图8.58所示。

[image: ]
图8.57　3M5A的复数乘法器架构



[image: ]
图8.58　全流水的3M5A的复数乘法器架构



此外，也可对DSP48E1分时复用实现复数乘法，如图8.59所示。每个时钟周期DSP48E1的工作模式如表8.17所示。

[image: ]
图8.59　采用分时复用DSP48E1的方法实现复数乘法




表8.17　分时复用实现复数乘法时DSP48E1的工作模式
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在DSP48E中出现了SIMD功能，使得48bit的ALU可分解为2个24bit的ALU或4个12bit的ALU，此时其中的乘法器无法使用。在DSP48E1中SIMD的功能没有改变。这里列举SIMD的两个典型应用。图8.60是利用SIMD实现两个24bit累加器，此时需要将USE_SIMD属性设置为TWO24，其余设置与48bit累加器设置一致。图8.61是利用SIMD实现两个24bit加法器，此时可利用CARRYOUT端提供额外的保护位以防止计算溢出。此外，还可利用SIMD实现两个24bit计数器或四个12bit计数器、两个24bit 3输入加法器或4个12bit 3输入加法器A:B+C+P等。

[image: ]
图8.60　利用SIMD实现两个24bit累加器



在DSP48E1中新增了预加器的功能，该功能对于系数对称的FIR滤波器可有效减少系统对乘法器的用量且不影响系统性能。以4抽头FIR滤波器为例，传统的直接型结构如图8.62所示。图中由节点K0经P0、P1、P2至P3需要1个时钟周期，由K0经K1、K2、K3到P3需要4个时钟周期，两者的延时差为3个时钟周期，即相对延时为3个时钟周期。类似地，可知P1节点的两条路径（K0至P1和K0经K1到P1）相对延时为1个时钟周期，P2节点的两条路经（K0经P1至P2和K0经K1、K2到P2）相对延时为2个时钟周期。三个加法器所在路径为关键路径，可在其中插入流水。为了保证相对延时不变，在相应的输入数据路径上也要插入流水，如图8.63所示，这就是脉动结构的FIR滤波器，需要4个DSP48E1。此时，由节点K0经P0、P1、P2至P3需要6个时钟周期，由K0经K1、K2、K3至P3需要9个时钟周期，相对延时仍为3。同理可验证P1、P2对应的节点路径相对延时。如果系数对称，即h（0）与h（3）相等，h（1）与h（2）相等，图8.63的结构可进一步变为图8.64所示结构，该结构利用了DSP48E1中的预加器。此时，图8.63中后两个DSP48E1的数据输入端可由专门的延时线提供，延时深度为4，可利用SRL16E实现。图中在预加器的输入端口D插入了1级流水，保证了路径相对延时不变。显然，与图8.63相比，DSP48E1资源减少了一半，由于预加器是DSP48E1内部的专用资源，因此这并不会影响系统性能。
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图8.61　利用SIMD实现两个24bit加法器



[image: ]
图8.62　直接型4抽头FIR滤波器结构



[image: ]
图8.63　脉动结构的4抽头FIR滤波器



[image: ]
图8.64　利用预加器实现4抽头系数对称的FIR滤波器




 8.5　关于复位

复位在FPGA设计中几乎是不可避免的。如果只是上电复位，将相应触发器初始值设置为0，那么这个复位信号可以不用。因为在默认情况下，触发器的初始值即为0，这个信息会写在最终的烧写文件中。如果希望触发器初始化值为1或者为便于仿真，可以采用VHDL代码8-4所示方式，这种方式是可以综合的。

VHDL代码8-4　初始化方式

[image: ]


如果除上电复位外，系统在工作中也要根据外部情况进行复位，此时这个复位信号就必须连接到相应触发器的复位端。设计复位信号的总体思路是“全局复位局部化，异步复位同步化”。如果采用全局复位，即复位信号连接到所有触发器的复位端，势必造成复位信号扇出很大，增加了布线资源，并且很有可能增加系统逻辑资源用量，进而影响系统性能，增加布局布线的时间，因此尽可能采用局部复位，且只对必须复位的逻辑进行复位，以尽可能地缩减控制信号集（复位端、置位端、使能端和时钟端）的种类。如果采用异步复位，复位信号完全与时钟无关，那么就无法保证所有相关的触发器在同一时钟有效沿被激活（复位结束），可能会出现图8.65所示的情况
［6］

 。图中，复位信号到达触发器复位端的时刻可能在A、B、C三个区域，若在A区域，则第1个时钟沿触发器就被激活；若在C区域，则第2个时钟沿触发器才可被激活；若在B区域，则可能出现亚稳态。如果复位信号到达触发器的时刻不同，就可能造成不期望的结果。此外，Xilinx FPGA内部的某些逻辑资源并不支持异步复位而只支持同步复位，如Block RAM内部的触发器和DSP48E1内部的触发器都只支持同步复位。因此，应尽可能地使用同步复位。

[image: ]
图8.65　异步复位高有效时序图



异步复位同步化可以采用图8.66所示电路。图中外部复位信号低有效，连接到4个触发器的异步置位端。当rst_n为低时，4个触发器输出均为1；当rst_n为高时，4个触发器进行移位操作，最终local_rst由1变为0。触发器的个数取决于后续逻辑对复位时间的要求。采用VHDL描述，如VHDL代码8-5所示。从图中还可以看出，由于Xilinx FPGA内部触发器的复位信号为高有效，这就需要将外部的低复位信号先通过反相器转化为高复位信号，占用了一个LUT。倘若外部直接提供高复位信号，这个LUT就可以节省下来，因此FPGA设计时要充分考虑内部资源结构。

[image: ]
图8.66　异步复位同步化电路



VHDL代码8-5　异步复位同步化代码描述



01 library ieee; 
02 use ieee.std_logic_1164.all;
03  
04 entity rst_br idge is 
05   port （ 
06   clk        : in std_logic; 
07   rst_n      : in std_logic; 
08   local_rst  : out std_logic  
09  ）; 
10 end rst_bridg e; 
11  
12 architecture  rst_bridge_arch  of rst_bridge is
13 signal syn_rs t : std_logic_ve ctor（3 downto 0） := （others=＞'1'）; 
14 begin 
15   process（clk, rst_n） 
16   begin 
17     if rst_n='0' then 
18       syn_rst  ＜= （others=＞'1'）; 
19     elsif ris ing_edge（clk） th en 
20       syn_rst  ＜= syn_rst（2 do wnto 0）&'0'; 
21     end if; 
22   end process; 
23   local_rst ＜= syn_rst（3）; 
24 end rst_bridg e_arch;      




若设计中有多个时钟，应将全局复位局部化，利用图8.66所示电路形成图8.67所示电路。该设计中有两个时钟clka和clkb，分别产生各自时钟域的局部复位信号local_rsta和local_rstb。

[image: ]
图8.67　根据时钟域将全局复位局部化



Xilinx FPGA中的触发器有专用的复位端口，既支持同步复位，也支持异步复位，且高有效。DSP48E1和Block RAM内部的触发器只支持同步复位，高有效。而SRL16E和SRLC32E没有复位端，不支持复位。因此，设计复位信号时也要考虑芯片内部结构以使设计与FPGA内部资源很好地匹配。


 8.6　跨时钟域的设计

随着FPGA规模越来越大，设计也变得越来越复杂。复杂性的一个体现点就是设计中可能会用到多个时钟，这些时钟可能是同步的，也可能是异步的，这就可能牵涉到跨时钟域的问题。本节将重点介绍跨时钟域设计的相关问题。


 8.6.1　同步时钟的跨时钟域设计

两个时钟是同步时钟是指这两个时钟是同源的。例如，这两个时钟都是由同一个MMCM或者PLL生成。同步时钟之间有固定的相位关系，因此，同步时钟之间的跨时钟域就很容易确定建立时间检查（Setup Check，SC）和保持时间检查（Hold Check，HC）状况，进而通过时序约束即可满足跨时钟域的设计需求而无须额外的同步器。这里分五种情形讨论，均采用图8.68的模型进行分析，这里假定tx_clk和rx_clk都由clk通过MMCM生成，其中clk为200MHz。

1．情形1：发送时钟和接收时钟同频但不同相

这种情形下，相对于发送时钟，接收时钟可能正向偏移也可能负向偏移。对于正向偏移的情况，其建立时间和保持时间检查情况分析如图8.69所示。此时，需要对建立时间检查进行调整，而保持时间检查与期望一致，因此不必对保持时间再做调整。相应的约束如Tcl脚本8-1所示。

[image: ]
图8.68　同步时钟跨时钟域分析模型



[image: ]
图8.69　情形1正向偏移时的建立时间和保持时间检查情况分析



Tcl脚本8-1　情形1正向偏移时的时序约束

[image: ]


若发送时钟相对于接收时钟负向偏移，相应的建立时间和保持时间检查情况分析如图8.70所示。可见，此时建立时间和保持时间均与期望的一致，无须调整，因此只需要基本的时钟周期约束即可。

[image: ]
图8.70　情形1负向偏移时的建立时间和保持时间检查情况分析



2．情形2：接收时钟频率是发送时钟频率的整数倍

这种情形就是从慢时钟域到快时钟域，跨时钟域的数据率与慢时钟域时钟频率一致。如果只进行基本的时钟周期约束，这就使得跨时钟域的路径约束过紧。这可进一步从时序报告中加以验证。例如，发送时钟为50MHz，接收时钟为100MHz，相应的时序报告如图8.71所示。从图中可以看出建立时间的需求为10ns，而实际需求为20ns，因此需要做调整。

[image: ]
图8.71　慢时钟域到快时钟域只有基本时钟周期约束时的时序报告



建立时间和保持时间检查情况分析如图8.72，据此可知相应的约束如Tcl脚本8-2所示。除了基本的时钟周期约束外，还需要通过多周期路径约束对跨时钟域路径的建立时间和保持时间进行调整。在此约束下的建立时间和保持时间时序报告分别如图8.73和图8.74所示。

[image: ]
图8.72　情形2的建立时间和保持时间检查情况分析



Tcl脚本8-2　情形2的时序约束
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[image: ]
图8.73　慢时钟域到快时钟域多周期路径约束下的建立时间时序报告



[image: ]
图8.74　慢时钟域到快时钟域多周期路径约束下的保持时间时序报告



3．情形3：接收时钟频率是发送时钟频率的整数倍，且有相位偏移

情形3与情形2类似，只是接收时钟与发送时钟之间有相位偏移，但数据率依然取决于慢时钟域即发送时钟。假定tx_clk和rx_clk都由clk（200MHz）通过MMCM生成，其中tx_clk为50MHz，rx_clk为100MHz，且相对于tx_clk有3.977ns的偏移。如果只有基本的时钟周期约束，跨时钟域路径的建立时间和保持时间时序报告分别如图8.75和图8.76所示。可见，建立时间和保持时间的约束都过紧。
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图8.75　情形3只有时钟周期约束时的建立时间时序报告



[image: ]
图8.76　情形3只有时钟周期约束时的保持时间时序报告



对建立时间和保持时间检查情况进行分析如图8.77所示。从图中可以看出，默认情况下（只有时钟周期约束）建立时间要求为3.977ns，与图8.76显示的建立时间一致。这与实际情况不符，需要通过多周期路径约束进行调整，相应的时序约束如Tcl脚本8-3所示。在此约束下，重新生成建立时间和保持时间时序报告，分别如图8.78和图8.79所示。可见，此时建立时间和保持时间要求都已调整到期望结果。
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图8.77　情形3的建立时间和保持时间检查情况分析



Tcl脚本8-3　情形3的时序约束

[image: ]


[image: ]
图8.78　情形3多周期路径约束下的建立时间时序报告



4．情形4：发送时钟频率是接收时钟频率的整数倍

这其实是快时钟域到慢时钟域的情形。由于接收时钟为慢时钟，所以数据率由慢时钟域决定。假定发送时钟tx_clk为100MHz，接收时钟rx_clk为50MHz，如果只有时钟周期束，跨时钟域路径的建立时间时序报告如图8.80所示，可见此时建立时间需求为10ns，非20ns，因此需要调整。
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图8.79　情形3多周期路径约束下的保持时间时序报告



[image: ]
图8.80　情形4只有时钟周期约束时的建立时间时序报告



建立时间和保持时间检查情况分析如图8.81所示，通过多周期路径约束来调整建立时间和保持时间需求，如Tcl脚本8-4所示，调整后相应的建立时间和保持时间时序报告分别如图8.82和图8.83所示。
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图8.81　情形4的建立时间和保持时间检查情况分析



Tcl脚本8-4　情形4的时序约束

[image: ]
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图8.82　情形4多周期路径约束下的建立时间时序报告



[image: ]
图8.83　情形4多周期路径约束下的保持时间时序报告



5．情形5：发送时钟频率是接收时钟频率的整数倍，且接收时钟相对于发送时钟有正向偏移

情形5和情形4类似，仍属于快时钟域到慢时钟域的范畴，因此数据率依然由慢时钟域决定。假定发送时钟tx_clk为100MHz，接收时钟rx_clk为50MHz，且rx_clk相对于tx_clk有3.977ns的偏移。如果只有时钟周期约束，相应的建立时间和保持时间时序报告分别如图8.84和图8.85所示，可见此时建立时间需求和保持时间需求都过紧，需要调整。
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图8.84　情形5只有时钟周期约束时的建立时间时序报告
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图8.85　情形5只有时钟周期约束时的保持时间时序报告



对建立时间和保持时间检查状况进行分析如图8.86所示，在此基础上，通过多周期路径约束来调整建立时间和保持时间需求，如Tcl脚本8-5所示，调整后相应的建立时间和保持时间时序报告分别如图8.87和图8.88所示。
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图8.86　情形5的建立时间和保持时间检查情况分析



Tcl脚本8-5　情形5的时序约束
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[image: ]
图8.87　情形5多周期路径约束下的建立时间时序报告



[image: ]
图8.88　情形5多周期路径约束下的保持时间时序报告




 8.6.2　异步时钟的跨时钟域设计

异步时钟是指两个时钟不相关，例如发送时钟和接收时钟分别由独立的外部晶振通过MMCM/PLL生成。相比于同步时钟，异步时钟的跨时钟域设计会比较复杂。这其中一个主要原因是发送时钟和接收时钟之间的相位关系不明确，从而造成接收时钟的捕获沿可能恰好出现在数据变化的时刻，如图8.89所示。图中dtx的变化时刻与rx_clk的捕获沿离得太近，导致接收时钟域第一级触发器的建立时间或保持时间需求无法满足，从而使得该触发器进入亚稳态。这时触发器的输出将维持在不确定的状态（不是逻辑0也不是逻辑1）且持续一段时间。这意味着触发器输出重新稳定到逻辑0或逻辑1需要的延迟大于TCO
 （时钟到输出时间）。亚稳态使得设计变得不可靠，因为触发器最终的输出可能是逻辑0，也可能是逻辑1，同时若此亚稳态输出向后续逻辑传播，则会造成更多功能上的错误。亚稳态在异步跨时钟域设计中是不可避免的，但可通过一些手段来降低它的不利影响。

亚稳态可能会导致设计出现故障。平均无故障时间（Mean Time Between Failures，MTBF）可用于衡量亚稳态对设计的影响。MTBF越大说明系统越稳定。MTBF定义为
[7]
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式中，C1
 和C2
 为固定常数，取决于芯片工艺和工作条件；frx_clk
 为接收时钟频率，ftx_data
 为跨时钟域数据的速率，显然两者越大，恶化了MTBF，使其值越小；TMET
 为信号由亚稳态到达确切状态所需时间，即超出触发器COT的时序裕量，对于级联的多个同步触发器，TMET
 为每个触发器亚稳态持续时间的总和，由TMET
 在式（8.9）中的位置可知，它对MTBF的影响最为显著。

[image: ]
图8.89　异步时钟跨时钟域同步失败模型



为了提高MTBF，异步时钟的跨时钟域必须经过同步处理，如图8.90所示。接收时钟域由两级触发器级联构成同步器，这样下游逻辑不再使用亚稳态信号drx而使用稳定信号drx2。如前所述，这种级联触发器的方式增大了TMET
 ，从而改善了MTBF。当然也可以使用三级触发器级联的方式，可进一步改善MTBF，但也增大了延迟，因此在使用时要加以权衡。

[image: ]
图8.90　异步时钟的跨时钟域同步处理方式



构成同步器的级联触发器要满足以下两个条件：

（1）级联触发器的时钟相同，或者是同步时钟；

（2）级联触发器之间没有组合逻辑。

根据上述条件，图8.91所示电路结构应避免，因为此时第一级触发器的输出可能会有亚稳态。此外，跨时钟域的路径上也不能存在组合逻辑，因此，图8.92所示电路结构也应避免。

[image: ]
图8.91　同步器内部存在组合逻辑的电路



[image: ]
图8.92　跨时钟域路径上存在组合逻辑的电路



使用双触发器级联构成的同步器时还需要注意跨时钟域信号的有效脉冲宽度，尤其是从快时钟域到慢时钟域的情形。如图8.93所示，dtx宽度不够，使得rx_clk无法正确采样，从而导致这个脉冲被“漏掉”。Mark Litterick指出，跨时钟域信号的有效脉冲宽度必须为接收时钟周期的1.5倍，这样可以保证该信号被接收时钟采样1次或2次。

[image: ]
图8.93　跨时钟域的脉冲宽度



在Xilinx FPGA中使用双触发器级联的同步器时还需要对这两个触发器进行综合属性的设置。该综合属性为ASYNC_REG。其目的是告知综合工具（Vivado）：该触发器（第一级触发器）D端口的数据来源于异步时钟域；该触发器（第二级触发器）是位于同步链路上的同步触发器。

这样可以起到以下作用：

（1）综合时，这两个触发器不会被优化；

（2）布局布线时，为改善MTBF，这两个触发器会被放置在一个SLICE中。

以图8.94为例，在VHDL代码中设置ASYNC_REG如VHDL代码8-6所示，在XDC中设置ASYNC_REG如Tcl脚本8-6所示。

[image: ]
图8.94　对同步器使用ASYNC_REG属性设置



VHDL代码8-6　在VHDL代码中设置ASYNC_REG属性



01 attribute ASYNC_REG : string;
02 attribute ASYNC_REG of drx  : signal is "TRUE";
03 attribute ASYNC_REG of drx2 : signal is "TRUE";




Tcl脚本8-6　在XDC中设置ASYNC_REG属性
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如果发送时钟域产生的有效脉冲宽度只有一个发送时钟周期，在传送给接收时钟域时首先要对脉冲进行加宽处理，尤其是从快时钟域到慢时钟域时这一点尤为重要。可采用图8.95所示电路对脉冲进行加宽处理，电路中的计数器是核心，相应的RTL代码如VHDL代码8-7所示。代码中ce由cnt[0]和cnt[1]逻辑或产生，tx_in_reg为tx_in经过一级触发器之后的输出。通过修改代码中的CntMax和cnt的位宽可控制脉冲最终宽度。CntMax为3时，仿真结果图8.96所示，此时脉冲宽度为发送时钟周期的4倍。采用Vivado综合、布局布线之后如图8.97所示，可见通过ASYNC_REG的设置，同步器中的两个触发器已被放置在一个SLICE中。采用此电路时要注意相邻两个tx_in脉冲之间的间距，防止间距过短导致脉冲被“漏掉”。

[image: ]
图8.95　脉冲加宽电路



VHDL代码8-7 脉冲加宽电路中的计数器



33    process(tx_clk)
34    begin
35      if rising_edge(tx_clk) then
36        if tx_in_reg='1' then
37          cnt <= CntMax;
38        elsif ce='1' then
39          cnt <= cnt-1;
40        end if;
41        tx_in_reg <= tx_in;
42        tx_out <= ce or tx_in_reg;
43      end if;
44    end process;
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图8.96　脉冲加宽电路仿真结果



[image: ]
图8.97　ASYNC_REG对同步器的影响



对于发送时钟域产生的有效脉冲宽度只有一个发送时钟周期的情形，也可采用图8.98所示的带反馈的脉冲同步电路，该电路也起到了脉冲加宽的作用。图中，只要tx_in为高，tx_rega就为高。tx_rega反馈给与门保证了一旦tx_rega为高，则继续保持当前的状态。tx_rege使得当输入tx_in为低时，tx_rega由高变低。相应的仿真结果如图8.99所示。这里进入或门的信号为tx_in_reg（tx_in经一级触发器之后的输出）而非tx_in。采用此电路时也要注意相邻两个tx_in脉冲之间的间距，防止间距过短导致脉冲被“漏掉”。
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图8.98　带反馈的脉冲同步电路



[image: ]
图8.99　带反馈的同步电路仿真结果



双触发器级联的同步器构成的电路只针对位宽为1的信号，对于总线如地址、控制总线，通常位宽大于1，若仍采用图8.100所示电路，则可能会因为延迟不同导致结果错误，如图8.101所示。

[image: ]
图8.100　总线类型信号采用双触发器级联的同步器电路



[image: ]
图8.101　总线类型采用双触发器级联同步器时的期望结果与错误结果



对于位宽大于1的信号，若满足以下条件：

（1）在发送时钟域，数据与使能信号同步；

（2）使能信号有效脉宽为一个发送时钟周期，这意味着有效数据率为时钟频率的F分之一（F为大于1的整数）。

则可以采用如下几种方法实现跨时钟域的设计，无论是从慢时钟域到快时钟域还是从快时钟域到慢时钟域
[8]

 。

方法1：同步使能信号

相应的电路结构如图8.102所示，图中tx_ce与tx_din同步。发送时钟域虚线框内的电路是核心，其输出tx_ceout显示了相邻tx_ce的宽度，起到了加宽脉冲的作用，并将该信号传送给接收时钟域。在接收时钟域，虚线框内的电路则还原出相应的脉冲。这可从图8.103的仿真结果中看到。图中tx_cea和tx_dina分别是tx_ce和tx_din经过一级触发器之后的输出。tx_cein为tx_cea和tx_ceout异或的结果。

图8.102中接收时钟域虚线框内的电路提取出来如图8.104所示，称之为脉冲生成电路，在后续说明中将以图8.104中右侧形式表示。

[image: ]
图8.102　通过同步使能实现总线的跨时钟域设计



[image: ]
图8.103　同步使能信号方式的电路仿真结果



[image: ]
图8.104　脉冲生成电路



方法2：带反馈的半握手方式

相应的电路结构如图8.105所示。图中状态机的状态转移图如图8.106所示，RTL代码如VHDL代码8-8所示。该状态机会输出tx_rdy，当其为高时，表明发送时钟域处于空闲状态可以发送新的数据，即可以使tx_send为高。换言之，tx_rdy为高时，tx_send才可以通过与门，因此与门相当于选通门，tx_rdy为选通信号。由于在接收时钟域并没有判断是否可以接收新的数据，因此该电路总是假设接收时钟域总可以接收新的数据。相应的仿真结果如图8.107所示。图中发送时钟tx_clk为100MHz，接收时钟rx_clk为50MHz，tx_send和tx_din同步，且tx_send有效脉冲宽度为一个发送时钟周期。tx_send_reg和tx_din_reg分别是tx_send和tx_din经过一级触发器之后的输出结果。进入图中与门的信号是tx_send_reg和tx_rdy，相应地tx_din_reg进入跨时钟域的边界触发器。
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图8.105　带反馈的半握手方式同步电路



[image: ]
图8.106　半握手方式同步电路发送时钟域状态转移图



VHDL代码8-8　发送时钟域状态机RTL代码



01 library ieee;
02 use ieee.std_logic_1164.all;
03
04 entity tx_fsm is
05   port (
06     tx_clk : in std_logic;
07     tx_rst : in std_logic;
08     tx_send: in std_logic;
09     tx_ack : in std_logic;
06     tx_clk : in std_logic;
07     tx_rst : in std_logic;
08     tx_send: in std_logic;
09     tx_ack : in std_logic;
10     tx_rdy : out std_logic
11   );
12 end tx_fsm;
13
14 architecture tx_fsm arch of tx_fsm is
15 type tx_state is (ready, buby);
16 signal tx_cs, tx_ns: tx_state;
17 begin
18   tx_rdy <= "1" when tx_cs=ready else '0';
19   process(tx_clk)
20   begin
21     if rising_edge(tx_clk) then
22       if tx_rst='1' then
23         tx_cs <= ready;
Z4       else
25         tx_cs <= tx_ns;
Z6       end if;
27     end if;
28   end process;
29   
30   process(all)
31   begin
32     case tx_cs is
33       when reddy =>
34         if tx_send='1' then
35           tx_ns <= busy;
36         else
37           tx_ns <= ready;
38         end if;
39       when busy =>
40         if tx_ack= '1' then
41           tx_ns <= ready;
42         else
43           tx_ns <= buby;
44         end if;
45       when others => tx_ns <= ready;
46     end case;
47   end process;
48 end tx_fsm_arch;
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图8.107　半握手方式电路仿真结果



方式3：带反馈的全握手方式

这种方式的电路结构如图8.108所示。与图8.105相比，发送时钟域的电路结构是一致的。不同之处是接收时钟域增加了状态机。该状态机的状态转移图如图8.109所示。由于wait为VHDL中的关键字，这里以waitt表示等待状态。相应的RTL代码如VHDL代码8-9所示。该状态机会输出接收数据有效标记信号rx_vld，当其为高时，表明接收数据有效且完成，可进行新的数据接收。此时，可以使rx_load为高。类似地，rx_vld也起到了选通的作用，从而实现了全握手。相应的仿真结果如图8.110所示。
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图8.108　带反馈的全握手方式同步电路



[image: ]
图8.109　全握手方式同步电路接收时钟域状态转移图



VHDL代码8-9　接收时钟域状态机RTL代码



01 library ieee;
02 use ieee.std_logic_1164.all;
03 
04 entity rx_fsm is
05   port (
06     rx_clk  : in std_logic;
07     rx_rst  : in std_logic;
08     rx_ce   : in std_logic;
09     rx_load : in std_logic;
10     rx_vld  : out std_logic
11   );
12 end rx_fsm;
13
14 architecture rx_fsm_arch of rx_fsm is
15 type rx_state is (ready, waitt);
16 signal rx_cs, rx_ns : rx_state;
17 begin
18   rx_vld <= '1' when rx_cs=ready else "0";
19   process(rx_clk)
20   begin
21     if rising_edge(rx_clk) then
22       if rx_rst='l' then
23         rx_cs <= waitt;
24       else
25         rx_cs <= rx_ns;
26       end if;
27     end if;
28   end process;
29   
30   process(all)
31   begin
32     case rx_cs is
33       when ready =>
34         if rx_load='1' then
35           rx_ns <= waitt;
36         else
37           rx_ns <= ready;
38         end if;
39       when waitt =>
40         if rx_ce='l' then
41           rx_ns <= ready;
42         else
43           rx_ns <= waitt;
44         end if;
45       when others => rx_ns <= waitt;
46     end case;
47   end process;
48 end rx_fsm_arch:
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图8.110　全握手方式电路仿真结果



方式4：采用异步FIFO

采用这种方式可借助Xilinx提供的FIFO IP。需要利用FIFO的读/写使能信号、空（empty，almost_empty）、满（full，almost_full）等标记信号。同时，还要根据读/写时钟（分别对应接收和发送时钟）的频率关系以及数据率来选择合理的FIFO深度。该方式较为简单，此处不再赘述。

对于异步时钟的跨时钟域设计，约束同样重要，总体来说，需要遵循以下原则
[9]

 ：

（1）如果已经通过上述设计手段保证了跨时钟域数据可以被接收时钟稳定地捕获到，那么只需采用set_clock_groups设置两个时钟域是异步的，进而阻止对跨时钟域路径的时序分析；也可以通过set_false_path命令实现同样的功能，但建议采用set_clock_groups。

（2）采用set_clock_groups之后，仍要注意跨时钟域路径的延迟是否合理。

（3）如果需要对某些跨时钟域路径的延迟进行约束，则可以通过set_max_delay-datap- ath_only来设置。此时，不可以再使用set_clock_groups，因其优先级高于set_max_delay；其他未用set_max_delay -datapth_only约束的跨时钟域路径需要通过set_false_path约束。
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后记

三年，《基于FPGA的数字信号处理》第1版出版；再三年，《基于FPGA的数字信号处理》第2版完工。点击邮件给出版社发送文稿时，心中并没有丝毫如释重负的感觉，脑海里浮现的是第3版应该补充的内容……

毫不夸张地讲，这三年当中，除了做好本职工作和录制网络课程“Vivado入门与提高”，能抽出来的时间都用于写作本书了。有身边的朋友包括一些同仁都不解地问过：为什么再版竟然又用了三年？这其中的原因当然不是一句话能说清楚的。只能说如此耗时最主要的原因是，第2版写得更艰难，每一个章节都部分或全部出现过重写。根据整体的思路一边写一边琢磨，总想着表达的尽量清晰又不显烦琐，能在一定程度上帮助那些如我当年走在入门探索之路的人。于是常常在写作过程中深感自己语言的匮乏，又想到倘若满篇都是文字，是否会显得单调而枯燥，读者是否会觉得索然无味，或不知所云以至于无法彻底理解。好在还有其他的表达方式，譬如图、表和程序。本书总共有592张图、134个表、53个Matlab代码、42个System Generator模型、9个VHDL代码和6个Tcl脚本。追求图文并茂，这也是我写作本书对自己提出的一个要求。

不得不感叹，硬件相关的书真的不好写。写到了某个细节处发现是不是架构如此这般改动一下会更清晰；图、表从另一个角度画是不是会更生动，有时甚至画出两幅图对比择其优；再加上书中所有引用的公式，全部经过了重新验证。家人也曾问，有必要如此吗？这样做，只是为了彻底搞清弄懂，对自己是提高，对读者是负责。我本是认真的人，而写书做学问更是死磕。莫若这般，也就对不起一直以来支持我相信我的朋友们了！

几年前，伴随着“中国梦”之风，第一次被问及那句“你的梦想是什么”时，“写书，学习，再写书”我不假思索的脱口而出。何其幸，当年选择了“电子工程”这个我深爱的专业。“路漫漫其修远兮，吾将上下而求索”，未来的我必将会更加用心、越发努力，以感谢和回报一路上支持和帮助我的亲人、朋友们！

高亚军

2015年4月1日
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(rising edge—triggered cell FDRE clocked by clk_100_clk_gen
Destination: i_myede_f2low/q reg/D ]
(rising edge-triggered cell FDRE clocked by clk_S0_pos_clk_gen |{rise@3.977ns £all@13.977ns period=20.000ns})|:
Path Group: clk_S0_pos_clk_gen
Path Type: )ibu@m at Fast Process Cormer)

Requirement: B (clk_50_pos_clk_gen rise@3.977ns - clk_100_clk_gen rise@0. 000ns)
Data Path Delay: 4.687ns  (logic 0.100ns (2.133%) route 4.587ns (97.867%))
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Slack (MEI) : 2.980ns (required time - arrival time)
Source: i_mycde_low2f/da_reg/C

(rising edge-triggered cell FDRE clocked by clk_S0_neg_clk_gen [{rise@-3.977ns f£all@6.023ns period=20.000ns}

Destination: i_mycde_low2f/q reg/D

(rising edge-triggered cell FDRE clocked by clk_100_clk_gen |{rise@0. 000ns £al1@5.000ns period=10.000ns})

Path Group: clk_100_clk_gen

Path Type: Seh{p (Max at Slow Process Corner)

Requirement: (clk_100_clk_gen rise@0.000ns - clk_SO_neg_clk_gen rise@-3.977ns)
Data Path Delay: 0.508ns (logic 0.223ns (43.914%) route 0.285ns (56.086%))

Loi Lave i o D
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Slack MET) : 5.737ns (arrival time - required time)
Source: i_mycdc_low2f/da_reg/C
(rising edge-triggered cell FDRE clocked by clk_SO_neg clk_gen |{rise@-3.977ns £all@6.023ns period=20.000ns}
Destination: i_mycdc_low2f/q reg/D
(rising edge-triggered cell FDRE clocked by clk_100_clk_gen
Path Group: mc].rlg__loo_clk_gm
Path Type: |Hold (Min at Fast Process Corner)
Requirement: (clk_100_clk_gen rise@10.000ns = clk_S50_neg_clk_gen rise@16.023ns)
Data Path Delay: 0.238ns  (logic 0.100ns (42.050%) route 0.138ns (57.950%))
Logic Levels: 0
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create_clock -name clk -period 10 -waveform {© 5} [get_ports clk]
set mylowpin_start [get_pins i_mycdc_low2f/da_reg/C]

set mylowpin_end [get_pins i_mycdc_low2f/q_reg/D]

set_multicycle_path -from $mylowpin_start -to $mylowpin_end -setup -end 3
set_multicycle_path -from $mylowpin_start -to $mylowpin_end -hold -end 1
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Slack OMET) :

Source:

Destination:

Path Group:
Path Type:
Requirement:
Data Path Delay:
Logic Levels:

0.24Ins (arrival time - required time) ‘ ‘
i_mycdc_low2f/ds_reg/C
(rising edge-triggered cell FDRE clocked by clk _S50_clk_gen [rise@0.000ns £211@10.000ns pex'iod=’2!0.000ns)]

i_mycdc_low2f/q reg/D :
(rising edge-triggered cell FDRE clocked by clk_100_clk_gen | {rise@0. 000ns fall@S.(000ns pu'iod=10.000nl))

c1k_100_clk_gen '

Hold Min at Fast Process Corner)

(clk_100_clk_gen rise@0.000ns - clk_S0_clk_gen rise@0. 000ns)

0.753ns (logic 0.100ns (13.273%) route 0.653ns (86.727%))

0
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create_clock -name clk -period 10 -waveform {@ 5} [get ports clk]

set myfastpin_start [get_pins i_mycdc_f2low/da_reg/C]

set myfastpin_end [get_pins i_mycdc_f2low/q_reg/D]

set_multicycle_path -from $myfastpin_start -to $myfastpin_end -setup -start 2
set_multicycle path -from $myfastpin_start -to $myfastpin_end -hold -start 1
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sck OED) : 14 (required time - arrivel t
Source: i_mycde_low2£/da_reg/C

(rising edge-triggered cell FDRE clocked by clk_S0_neg_clk_gen |{rise@-3.977ns £al1@6.023ns period=20.000ns})|
Destination: i_mycdc_low2f/q reg/D :

(rising edge-triggered cell FIRE clocked by clk_100_clk_gen [irise@).000ns £a1125.000ns period=10.000ns})

Path Group: clk_100_clk_gen

Path Type: {Snwi@u at Slow Process Corner)

Requirement: (clk_100_clk_gen rise@20.000ns = clk_50_neg_clk_gen rise@-3.977ns)
Data Path Delay: 8.762ns (logic 0.223ns (2.545%) route 8.539ns (97. 455%))

Logic Levels (1}
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Slack OMET) : 0.158ns (arrival t = required t

Source: i_mycdc_low2f/da_reg/C
(rising edge-triggered cell FDRE clocked by clk_S50_neg clk_gen i5e@-3.977ns £al1@8. 023ns period=20. 000ns}

Destination: i_mycdc_low2f/q reg/D
(rising edge~triggered cell FDRE clocked by clk_100_clk_gen

Path Group: clk_100_clk_gen

Path Type: @Gin at Fast Process Corner)

Requirement: (c1k_100_clk_gen rise@20.000ns - clk_50_neg_clk_gen rise@16. 023ns)

Data Path Delay: 4.659ns (logic 0.100ns (2.146%) route 4.559ns (97.854%))

Logic Levals 0
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Slack MET) : 8.261ns (required time = arrival time)
Source: i_mycde_f2low/da_reg/C

(rising edge-triggered cell FDRE clocked by clk_100_clk_gen| {rise@0.000ns £a11@5.000ns period=10.000xns} :

Destination: i_mycde_f2low/q reg/D :

(rising edge-triggered cell FDRE clocked by clk S0_clk_gen
Path Group: clk_S50_clk_gen :
Path Type: 'Setup| Max at Slow Process Cornmer)

Requirement: i0.000n (elk_S0_clk_gen rise@20.000ns - clk_100_clk_gen rise@10. 000ns)
Data Path Delay: 1.270ns Qogic 0.223ns (17.564%) route 1.047ns (82. 436%))
Logic Levels: 0
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create_clock -name clk -period 10 -waveform {© 5} [get_ports clk]
set mylowpin_start [get_pins i_mycdc_low2f/da_reg/C]
set mylowpin_end [get_pins i_mycdc_low2f/q_reg/D]

set_multicycle_path -from $mylowpin_start -to $mylowpin_end -setup -end 2
set_multicycle_path -from $mylowpin_start -to $mylowpin_end -hold -end 1
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Slack (MET) : 18.255ns (required time

arrival time)

Source: i_mycde_low2f/da_reg/C

(rising edge-triggered cell FDRE clocked by clk_50_clk_gen
Destination: i_mycdc_low2£f/q reg/D

(rising edge-triggered cell FDRE clocked by clk_100_clk_gen
Path Group: clk_100_clk_gen
Path Type: Setw- (Max at Slow Process Corner)
Requirement: (clk_100_clk_gen rise@20.000ns - clk_SO_clk_gen rise@0. 000ns)
Data Path Delay: 1.266ns (Logic 0.223ns (17.608%) route 1.043ns (82.392%))

Logic Levels:
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create_clock -name clk -period 10 -waveform {@ 5} [get ports clk]
set mylowpin_start [get_pins i_mycdc_low2f/da_reg/C]
set mylowpin_end [get_pins i _mycdc_low2f/q_reg/D]

set_multicycle path -from $mylowpin_start -to $mylowpin_end -setup -end 2
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Slack MEI) : 8.255ns (required time - arrival time)
Source: i_mycde_low2f/da_reg/C

(rising edge-triggered cell FDRE clocked by clk_S50_clk_gen |(risc@0.000ns £211@10. 000ns period=20. OOOns))l
Destination: i_mycdc_low2f/q reg/D

(rising edge-triggered cell FDRE clocked by clk_lOO_clk_anI {rise@0.000ns £s11@5.000ns period=10.000ns} )I :
Path Group: clk_100_clk_gen
Path Type: Setup (Max at Slow Process Corner)
Requirement: 10. 000ns | (clk_100_clk_gen rise@10.000ns - ¢lk S0_clk_gen rise@0.000ns)
Data Path Delay: 1.266ns (logic 0.223ns (17.608%) route 1.043ns (82.392%))

Logic Levels: 0
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01 signal regl : std_logic := “@’;

02 signal reg2 : std_logic := ‘1’;
03 signal reg3 : std_logic_vector(3 downto 0):=1011";
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