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内容提要

本书分三部分，第一部分是高校自主招生入学考试要点分析与指南；第二部分是高校自主招生入学考试经典试题解析；第三部分是高校自主招生入学考试模拟试卷及其答案解析.

经典试题解析，揭示了解题的思路和方法，有助于提高考生分析问题和解决问题的能力，模拟试卷部分根据最新模块分别模拟的题目具有很强的针对性和预测性.

本书可供参加自主招生考试的学生复习之用.



再版前言

为满足广大高中毕业生的需要，我们邀请了对高校自主招生考试及高考有着多年深入研究的全国著名大学资深教授，根据2013年全国自主招生考试科目，重新修订了《全国重点大学自主招生试题解析与模拟预测试卷》丛书中的语文、数学、物理三个分册.

各分册由三部分组成：第一部分是全国重点大学自主招生入学考试要点分析与指南；第二部分对“华约”的清华大学、上海交通大学、中国科技大学、浙江大学、南京大学、西安交通大学、中国人民大学，“北约”的北京大学重点高校，“卓越联盟”的同济大学等重点高校，以及其他高校的部分自主招生试题进行解析；第三部分编写了2014年重点大学自主招生模拟试卷，并附有参考答案与解析.

本丛书具有以下几个明显特点：

1. 试题侧重分析命题思路、难点、知识点及基础知识的灵活运用，旨在提高学生掌握基础知识并能融会贯通、综合解决问题的能力.

2. 丛书精选了“华约”“北约”“卓越联盟”及其他全国十余所著名重点高校的自主招生试卷，涵盖面广.

3. 各分册分别编写了十余套模拟预测试题，题型新颖，以拓宽学生的视野；同时，模拟试卷的题型、难度以及知识点等方面，均具有一定的针对性.

希望本丛书不但对有志于参加著名高校自主招生，尤其是参加“华约”或“北约”联考的考生有所帮助，而且对广大高中毕业生参加高考也具有一定的参考价值. 本书不足之处恳请读者批评指正.


丛书编委会




第一部分

自主招生入学考试要点分析与指南

一、数学试题中的数学基本思想和基本方法、数学能力和数学素养

二、要点分析与指南


一、数学试题中的数学基本思想和基本方法、数学能力和数学素养

1. 数学的基本思想和方法

数学的基本思想是指函数与方程的思想、数形结合的思想、分类讨论的思想和等价转换的思想. 数学方法包括逻辑方法，如分析法、演绎法、归纳法和反证法等，以及具体的数学方法，如配方法、换元法、待定系数法和数学归纳法等.

2. 数学能力

数学能力包括归纳总结的能力，演绎推理的能力，准确计算的能力，抽象的能力，联想的能力，学习新知识的能力，书面的表达能力，以及提出问题、分析问题、解决问题的能力和创新能力.

3. 数学素养

数学素养是指善于抓住数学问题中的背景和本质，善于进行合理的简化和量化，建立简单数学模型的素养；能用准确、严密和简洁的数学语言表达数学思想的素养；能合理地提出数学猜想，加以理性思维，多方位、多角度探寻解决问题思路的素养.

二、要点分析与指南

自主招生数学考试的内容涵盖了集合与函数、方程与不等式、三角函数、解析几何、立体几何、数列与极限、排列组合与二项式定理、概率和复数等内容.

1. 集合与函数

集合与函数是高中数学的重要内容，也是高等数学的重要知识点，并且函数的思想和方法贯穿高中数学的整个教学过程，所以考生应对函数与集合的有关知识点必须深刻理解与灵活运用. 近年来的自主招生考试中集合与函数的问题占有较大比例，主要考查考生对函数知识的掌握及用以解决问题的水平；考查考生对集合知识与数学其他知识的综合应用水平.

2. 方程与不等式

考查的内容主要有方程与根及不等式的有关性质，不等式的求解与证明以及不等式的应用，涉及求函数的最值和参数的范围，以及求解与其他知识相结合的综合题等. 考生应扎实地掌握相关的知识点、基本的数学思想和基本方法，注意与其他相关知识间的联系，提高问题的迁移能力. 在自主招生考试中这部分知识是主体内容，与解析几何、立体几何及高中代数内容联系密切，特别不等式的有关证明是重点和难点，掌握放缩法、分析综合法、换元法、比较法和数学归纳法等常用方法是证明的关键.

3. 三角函数

常见的三角函数试题包括三角函数求值、三角函数图像的性质及应用、解三角形和求解简单的三角方程等. 处理的基本思路是利用相关的知识点把所涉及的问题转化为简单的问题. 转化思想及求简思想是解题的关键. 求解三角函数问题必须善于针对问题的特点，抓住基本三角函数的图像和性质，注意三角公式的正确应用及合理变形.

4. 解析几何

这部分内容是高中数学的重要部分. 考生必须熟练掌握直线和二次曲线方程的各种表示式，掌握各种表示式中有关参数的意义及相互间的关系，并能选择适当的表示式求解解析几何问题，善于利用数形结合的思想，观察图形的几何特征，利用待定系数法结合韦达定理等都是求解直线与二次曲线问题的常用方法.

5. 立体几何

自主招生考试的试题少不了立体几何问题，因为它也是高中数学的重要内容. 主要考查考生的逻辑推理能力和空间想象能力，其中读图和识图能力十分重要，要求考生善于割补图形，利用把空间问题平面化的化归思想将问题化归到平面等熟悉的几何体中，熟练运用空间向量的有效工具来处理空间图形的位置关系和角、距离的计算.

6. 数列与极限

自主招生考试中常见以数列为载体的综合题，除了数列知识外，常涉及函数、方程和不等式等概念. 函数与方程思想等数学基本的思想方法是解这类综合题的关键，考生应掌握相关的基础知识，要善于运用递推、类比、归纳和猜测的方法来解题.

7. 排列组合与二项式定理

考生应熟练掌握排列组合与二项式定理的相关知识，掌握相关问题的常用处理方法，诸如枚举法、构造法以及分类讨论等思想. 这部分内容对逻辑思维能力和推理能力的要求较高，有一定的难度.

8. 概率

概率问题是自主招生考试中不可避免的，它涉及范围广，结合生产、生活实际，背景较复杂. 考生应熟练掌握相关知识点，诸如互斥事件、相互独立事件和重复独立试验，善于利用列举法这一有效手段和分类讨论思想来解决较复杂的概率问题. 处理概率问题的基础是排列组合知识.

9. 复数

在自主招生考试中经常会遇到与复数相关的新颖题型. 考生可结合平面向量等知识，将复数问题实数化，利用转化的思想是处理这些问题的关键. 考生应掌握复数的几何意义、复数的运算等基本概念.

10. 有效手段

掌握一些导数、行列式和矩阵等新知识是应对自主招生考试新颖考点的有效手段，重视基础知识和基本方法，熟练应用解题，要善于总结方法，归纳典型题型.

考生在复习时应认真总结反思，提炼解题方法，积累解题经验. 做完典型的题目、发现典型的解法，要及时总结. 总结题目解法的原理、过程、重点和方法的适用范围，寻找新老题目之间的联系，归纳出这一类题的求解方法. 默想记忆，催生解题灵感. 一分的记忆减少十分的思考，这样的复习才有成效.



第二部分

自主招生入学考试经典试题解析

一、选择题

二、计算与证明题


一、 选　择　题

（1~10“华约”自主招生选择题2012）


1.
 在锐角△ABC中，已知A＞B＞C，则cosB的取值范围为（　　）.

[image: 015]



解
 　[image: 015-2]
 ，因此[image: 015-3]
 .　选A.



2.
 红蓝两色车、马、炮棋子各一枚，将这6枚棋子排成一列，其中每对同字的棋子中，均为红棋子在前，蓝棋子在后，满足这种条件的不同的排列方式共有（　　）.

（A）36种

（B）60种

（C）90种

（D）120种


解
 　记2k枚棋子时这种条件的不同的排列方式有A（2k）种，则加入2枚同字的棋子时，若这2枚同字的棋子相邻，则有（2k+1）A（2k）种排列法；若这2枚同字的棋子不相邻，则有[image: 015-4]
 种排列法. 因此


[image: 015-5]



3.
 正四棱锥S-ABCD中，侧棱与底面所成角为α，侧面与底面所成二面角为β，侧棱SB与底面正方形ABCD的对角线所成角为γ，相邻两侧面所成二面角为θ，则α，β，γ，θ之间的大小关系是（　　）.

（A）α＜β＜θ＜γ

（B）α＜β＜γ＜θ

（C）α＜γ＜β＜θ

（D）β＜α＜γ＜θ

[image: WA1]



解
 　作底面垂线SO，交底面于O点，则O为AC和BD的交点，因此[image: 015-6]
 ；过O作OE⊥AD，交AD于E，连接SE，则sinα=[image: 015-7]
 ，[image: 015-8]
 ，且SA＞SE，故[image: 015-9]
 ；过A作AF⊥SD，交SD于F，连接CF，则AF=CF＜AD，因此cosθ=cos∠AFC=[image: 015-10]
 . 因此α＜β＜γ＜θ.　选B.



4.
 向量a≠e，｜e｜=1. 若对于∀t∈R，｜a-te｜≥｜a+e｜，则（　　）.

（A）a⊥e

（B）a⊥（a+e）

（C）e⊥（a+e）

（D）（a+e）⊥（a-e）

[image: wa2]



解
 　若e⊥（a+e）不成立，则（a+e）在l上的投影向量可写成a-t0
 e，且｜a-t0
 e｜＜｜a+e｜.


或｜a-te｜≥｜a+e｜，则

｜a｜2
 -2ta·e+t2
 ≥｜a｜2
 +2a·e+1，即t2
 -2ta·e-（1+2a·e）≥0对一切t成立，因此（a·e+1）2
 ≤0.　选C.


5.
 若复数[image: 016]
 的实部为0，Z是复平面上对应[image: 016-2]
 的点，则点Z（x，y）的轨迹是（　　）.

（A）一条直线

（B）一条线段

（C）一个圆

（D）一段圆弧


解


[image: 016-3]



6.
 椭圆长轴长为4，左顶点在圆（x-4）2
 +（y-1）2
 =4上，左准线为y轴，则此椭圆离心率的取值范围是（　　）.

[image: 016-4]



解
 　设左顶点为[image: 016-5]
 ，t∈[0，2π]，则对称中心（6+2cost，1+2sint）.


令[image: 016-6]
 ，则在uv坐标系中，椭圆对称中心在原点，其左准线为u=-6-2cost，因此[image: 016-7]
 .　选B.


7.
 已知三棱锥S-ABC的底面ABC为正三角形，点A在侧面SBC上的射影H是△SBC的垂心，二面角H-AB-C为30°，且SA=2，则此三棱锥的体积为（　　）.

[image: 016-8]



解
 　连接SH并延长，交BC于D. 由于AH⊥BC且SD⊥BC，因此BC垂直于面ADS，从而面ADS垂直与底面ABC. 同理，连接BH并延长，交SC于E，则SC⊥AH，SC⊥BE，因此SC垂直于面ABE，从而SC⊥AB. 过S作SO⊥AD，交AD于O，则SO垂直与底面ABC.


[image: WA3]


连接CO并延长，交AB于F，连接EF.

由于SC⊥AB，SO⊥AB，因此AB垂直于面COS，从而CF⊥AB，故O是△ABC的垂心，也是△ABC的外心，因此SA=SB=SC=2.

由SC⊥AB，CF⊥AB可得EF⊥AB，故∠EFC=30°.

记△ABC边长为a，则[image: 016-9]
 .

[image: 017]



8.
 如图所示，在锐角△ABC中，AB边上的高CD与AC边上的高BE交于点H. 以DE为直径作圆与AC的另一个交点为F. 已知BC=25，BE=20，BD=7，则AF的长为（　　）.

[image: WA4]






[image: 017-2]



解
 　设AD=x.


Rt△BCE中，CE=15；Rt△BCD中，CD=24.

由面积有AC·BE=CD·（BD+AD），[image: 017-3]
 ，[image: 017-4]
 . Rt△ABE中，[image: 017-5]
 ⇒x=18或者[image: 017-6]
 .

易验证，当[image: 017-7]
 时，AD2
 +CD2
 ≠AC2
 ，因此AD=18.

过D作DF⊥AC，交AC于F，则F即为所求.

由△ADF∽△ABE得[image: 017-8]
 .　选D.


9.
 已知数列｛an
 ｝的通项公式为[image: 017-9]
 ，n=1，2，…，Sn
 是数列的前n项和，则[image: 017-10]
 =（　　）.

（A）0

（B）[image: 017-11]


（C）lg2

（D）lg3


解
 　an
 =[image: 017-12]
 =[lg（n+1）-lgn]-[lg（n+3）-lg（n+2）]，因此


Sn
 =[lg2-lg1]+[lg3-lg2]-[lg（n+2）-lg（n+1）]-[lg（n+3）-lg（n+2）]

=[image: 017-13]
 .　选D.


10.
 已知-6≤xi
 ≤10　（i=1，2，…，10），[image: 017-14]
 取得最大值时，在x1
 ，x2
 ，…，x10
 这十个数中等于-6的数共有（　　）.

（A）1个

（B）2个

（C）3个

（D）4个


解
 　由于当0≤xs
 ≤xt
 时，[image: 017-15]
 ≤（xs
 -10+xt
 ）2
 +（xt
 +10-xt
 ）2
 ，因此[image: 017-16]
 取得最大值时，十个数中至少有九个数是10或者-6.


设这九个数中有k个-6，第十个数为a，则10（9-k）+（-6）k+a=50⇒34≤16k=40+a≤50，故k=3.　选C.

（11~16“北约”自主招生选择题2012）


11.
 函数y=｜x+2｜+｜x｜+｜x-1｜为增函数，则x必属于区间（　　）.

（A）（-∞，-2]

（B）[-2，0]

（C）[0，+∞）

（D）（-∞，0]


解1
 　利用图形及绝对值含义可得x≥0.



解2
 　｜x+2｜+｜x｜+｜x-1｜=kx+b，k=-3，-1，1，3；仅当x≥0时，k=1，3，从而增.



解3


[image: 018]



12.
 方程[image: 018-2]
 的解的个数（　　）.

（A）1

（B）3

（C）0

（D）无穷多个


解


[image: 018-3]



13.
 已知方程（x2
 -2x+m）（x2
 -2x+n）=0的四个根组成一个首项为[image: 018-4]
 的等差数列，则|m-n|的值是（　　）.

[image: 018-5]



解


[image: 018-6]



14.
 设O是锐角△ABC的外接圆的圆心，它到三边a，b，c的距离分别是k，m，n，则（　　）.

（A）k∶m∶n=a∶b∶c

（B）[image: 018-7]


（C）k∶m∶n=sinA∶sinB∶sinC

（D）k∶m∶n=cosA∶cosB∶cosC


解
 　设三角形面积为S，则[image: 018-8]
 =ak=bm=cn⇒k∶m∶n=[image: 018-9]
 .　选B.



15.
 已知A（-2，0），B（0，2），点C是圆x2
 -2x+y2
 =0上的动点，则△ABC面积的最小值是（　　）.

（A）3

（B）2

（C）[image: 019]


（D）[image: 019-2]


[image: wa5]



解
 　只需求圆上点到直线AB的最小距离.


因（x-1）2
 +y2
 =1，直线AB的方程为x-y+2=0，有圆心到AB的距离 [image: 019-3]
 .

故△ABC面积的最小值[image: 019-4]
 .　选D.


16.
 从1，2，…，2012中挑选一些数，其中没有两数之和能被其差整除，选出的这些数最多有（　　）.

（A）671个

（B）672个

（C）673个

（D）以上都不对


解
 　所有3k+1型数有[image: 019-5]
 个，且满足任意两数之和不能被其差整除（因为其差能被3整除）.


若取数超过671个，则由抽屉原理，有两数之差为1或者2.

当两数之差为1时，两数之和能被其差整除；

当两数之差为2时，两数同奇偶，因此两数之和能被其差整除.　选A.

（17~26“华约”自主招生选择题2011）


17.
 设复数z满足|z|＜1且[image: 019-6]
 ，则|z|=（　　）.

[image: 019-7]



解


[image: 019-8]



18.
 在正四棱锥P-ABCD中，M，N分别为PA，PB的中点，且侧面与底面所成二面角的正切值为[image: 019-9]
 ，则异面直线DM与AN所成角的余弦值为（　　）.

[image: 019-10]



解
 　以正四棱锥底面中心O为坐标原点，OP为z轴建立空间直角坐标系，使得A（a，-a，0），B（a，a，0），C（-a，a，0），D（-a，-a，0），则[image: 019-11]
 ，[image: 019-12]
 ，[image: 019-13]
 ，于是[image: 019-14]
 ，[image: 019-15]
 [image: 019-16]
 ，故异面直线DM与AN所成角的余弦值为


[image: 019-17]


选B.


19.
 过点（-1，1）的直线l与曲线y=x3
 -x2
 -2x+1相切，且（-1，1）不是切点，则直线l的斜率是（　　）.

（A）2

（B）1

（C）-1

（D）-2


解
 　设切点坐标为（x0
 ，y0
 ），则切线方程为[image: 020]
 .



于是
 　[image: 020-2]
 ，


即
 　[image: 020-3]



从而直线l的斜率是 3-2-2=-1.　选C.



20.
 若[image: 020-4]
 ，则cos2
 A+cos2
 B的最小值和最大值分别为（　　）.

[image: 020-5]



解


[image: 020-6]



21.
 如图所示，圆O1
 和圆O2
 外切于点C，圆O1
 、圆O2
 又和圆O内切，切点分别为A，B. 设∠AOB=α，∠ACB=β，则（　　）.

[image: 020-7]






[image: w1]



解
 　连O1
 和O2
 . 由弦切角可得



∠AO1
 O2
 +∠BO2
 O1
 =2β.



另一方面，∠AO1
 O2
 +∠BO2
 O1
 =π+α，故sin2β+sinα=0.　选C.



22.
 已知异面直线a，b成60°角，A为空间中一点，则过A与a，b都成45°角的平面（　　）.

（A）有且只有一个

（B）有且只有两个

（C）有且只有三个

（D）有且只有四个


解
 　记直线a的方向向量为s，直线b的方向向量为t. 设平面的法向量为n，且n与s的夹角为45°. 当n与t的夹角为45°时，由于45°+45°＞60°，满足这样要求的n有两个；另一方面，由于45°+60°＜120°，故不存在n，n与t的夹角为135°. 因此过A与a，b都成45°角的平面有且只有两个.　选B.



23.
 已知向量a={0，1}，[image: 020-8]
 ，[image: 020-9]
 ，xa+yb+zc={1，1}，则x2
 +y2
 +z2
 的最小值为（　　）.

[image: 021]



解


[image: 021-2]



24.
 AB为过抛物线y2
 =4x焦点F的弦，O为坐标原点，且∠OFA=135°，C为抛物线的准线与x轴的交点，则∠ACB的正切值为（　　）.

[image: 021-3]



解


[image: 021-4]



25.
 如图所示，已知△ABC的面积为2，D，E分别为边AB，边AC上的点，F为线段DE上一点.

[image: 021-5]


且y+z-x=1，则△BDF面积的最大值为（　　）.

[image: W2]






[image: 021-6]



解


[image: 021-7]



26.
 将一个正11边形用对角线划分为9个三角形，这些对角线在正11边形内两两不相交，则（　　）.

（A）存在某种分法，所分出的三角形都不是锐角三角形

（B）存在某种分法，所分出的三角形恰有2个锐角三角形

（C）存在某种分法，所分出的三角形至少有3个锐角三角形

（D）任何一种分法所分出的三角形都恰有1个锐角三角形


解
 　将9个三角形按相邻关系依次排序，使得第1号三角形只和其余8个三角形中的一个相邻，则第5号三角形由正11边形的一个顶点和它的对边的两个顶点构成，这个三角形的三个角分别是[image: 022]
 . 另外，可以验证，其余8个三角形都是钝角三角形. 故任何一种分法所分出的三角形都恰有1个锐角三角形.　选D.


（27~36“同盟”自主招生选择题2011）


27.
 向量a，b均为非零向量，（a-2b）⊥a，（b-2a）⊥b，则a，b的夹角为（　　）.

[image: 022-2]



解
 　|a|2
 =2a·b=|b|2
 ⇒ |a|=|b|. 记a，b的夹角为θ，则


|a|2
 =2a·b=2|a|2
 cosθ，故[image: 022-3]
 .　选B.


28.
 已知sin2（α+γ）=nsin2β，则[image: 022-4]
 =（　　）.

[image: 022-5]



解
 　sin2（α+γ）=nsin2β ⇒sin（α+γ+β）cos（α+γ-β）+cos（α+γ+β）sin（α+γ-β）=sin2（α+γ）=nsin2β=nsin（α+γ+β）cos（α+γ-β）-ncos（α+γ+β）sin（α+γ-β），


得 tan（α+γ+β）=[image: 022-6]
 ，即 [image: 022-7]
 .　选D.


29.
 在正方体ABCD-A1
 B1
 C1
 D1
 中，E为棱AA1
 的中点，F是棱A1
 B1
 上的点，且A1
 F∶FB1
 =1∶3，则异面直线EF与BC1
 所成角的正弦值为（　　）.

[image: 022-8]



解
 　设B（0，0，0），A（a，0，0），C1
 （0，a，a），B1
 （0，0，a），则[image: 022-9]
 ，


[image: 022-10]



30.
 i为虚数单位，设复数z满足|z|=1，则[image: 022-11]
 的最大值为（　　）.

[image: 022-12]



解
 　[image: 022-13]
 ，故只需求x2
 +y2
 =1上点到（1，1）的最大距离，其值为[image: 022-14]
 .　选C.



31.
 已知抛物线的顶点在原点，焦点在x轴上，△ABC三个顶点都在抛物线上，且△ABC的重心为抛物线的焦点F，若BC边所在直线的方程为4x+y-20=0，则抛物线方程为（　　）.

（A）y2
 =16x

（B）y2
 =8x

（C）y2
 =-16x

（D）y2
 =-8x


解
 　BC边与x轴交点为（5，0），可设抛物线方程为 y2
 =2px，p＞0，则


[image: 023]


故抛物线方程为y2
 =16x.　选A.


32.
 在直三棱柱ABC-A1
 B1
 C1
 中，底面边长与侧棱长均等于2，且E为CC1
 的中点，则点C1
 到平面AB1
 E的距离为（　　）.

[image: 023-2]



解
 　设C1
 （0，0，0），B1
 （0，2，0），[image: 023-3]
 ，E（0，0，1）.


平面AB1
 E的方程为[image: 023-4]



点C1
 到平面AB1
 E的距离为[image: 023-5]
 　选D.



33.
 若关于x的方程[image: 023-6]
 有四个不同的实数解，则k的取值范围为（　　）.

[image: 023-7]



解
 　易见，k≠0，且x=0是解.


x＞0时，[image: 023-8]
 ，最多只有一个正根. 要有一个正根，必须[image: 023-9]
 且k＞0；

x＜0时，[image: 023-10]
 ，要有两个负根，必须[image: 023-11]
 且k＞0.

综合有[image: 023-12]
 .　选C.


34.
 如图所示，△ABC内接于圆O，过BC中点D作平行于AC的直线l，l交AB于E，交圆O于G，F，交圆O在A点处的切线于P，若PE=3，ED=2，EF=3，则PA的长为（　　）.

[image: W3]






[image: 023-13]



解
 　△PAE相似于△BDE，E为AB中点，



BE2
 =BE·AE=PE·ED=6.



故[image: 024]
 . 同理，△GAE相似于△BFE，



BE2
 =GE·FE=3GE，GE=2.


△PAG相似于△PFA，PA2
 =PG·PF=6，[image: 024-4]
 　选B.


35.
 数列{an
 }共有11项，a1
 =0，a11
 =4，且|ak+1
 -ak
 |=1，k=1，2，…，10，满足这种条件的不同数列的个数为（　　）.

（A）100

（B）120

（C）140

（D）160


解
 　令bk
 =ak+1
 -ak
 ，则bk
 =±1，且b10
 +…+b1
 =a11
 -a1
 =4，故b1
 ，…，b10
 中有7个1，3个-1，从而这样的数列有[image: 024-5]
 个.　选B.



36.
 设σ是坐标平面按顺时针方向绕原点做角度为[image: 024-2]
 的旋转，τ表示坐标平面关于y轴的镜面反射，用τσ表示变换的复合，先做τ，再做σ，用σk
 表示连续k次σ的变换，则στσ2
 τσ3
 τσ4
 是（　　）.

（A）σ4


（B）σ5


（C）σ2
 τ

（D）τσ12



解
 　易验证：τ2
 =1，σ7
 =1，σ6
 τ=τσ，因此


στσ2
 τσ3
 τσ4
 =σσ12
 ττσ3
 τσ4
 =σ2
 τσ4
 =σ26
 τ=σ12
 τ=τσ12
 .　选D.

（37~46部分重点高校自主招生选择题）


37.
 5个不同的元素ai
 （i=1，2，3，4，5）排成一列，规定a1
 不许排第一，a2
 不许排第二，不同的排法共（　　）.

（A）64种

（B）72种

（C）78种

（D）84种


解
 　a2
 排第一：有4!=24种；a2
 不排第一和第二：有3×3×3!=54种，所以不同的排法共有78种.　选C.



38.
 40个学生参加数学奥林匹克竞赛. 他们必须解决一个代数学问题、一个几何学问题以及一个三角学问题. 具体情况如下表所示：

[image: 024-3]


其中有三位学生一个问题都没有解决. 问三个问题都解决的学生数是（　　）.

（A）5

（B）-6

（C）7

（D）-8


解
 　记全体解决了代数学问题的学生所构成的集合为A，全体解决了几何学问题的学生所构成的集合为B，全体解决了三角学问题的学生所构成的集合为C，则｜A∪B∪C｜=40-3=37. 另一方面


｜A∪B∪C｜=｜A｜+｜B｜+｜C｜-｜A∩B｜-｜B∩C｜-｜A∩C｜+｜A∩B∩C｜

=20+18+18-7-8-9+｜A∩B∩C｜=32+｜A∩B∩C｜，

｜A∩B∩C｜=5.

选A.


39.
 设an
 是[image: 025]
 的展开式中x项的系数（n=2，3，4，…），则极限[image: 025-2]
 =（　　）.

（A）15

（B）6

（C）17

（D）8


解


[image: 025-3]


选D.


40.
 设a和b是不共线的两个向量，已知[image: 025-4]
 若P，Q和S三点共线，则k的值为（　　）.

[image: 025-5]



解
 　[image: 025-6]
 .

由于P，Q和S三点共线，所以[image: 025-7]
 ，因此[image: 025-8]
 　选C.


41.
 函数y=sinθ+cosθ-sinθcosθ的最值是（　　）.

[image: 025-9]



解


[image: 025-10]



42.
 某厂拟用集装箱托运甲、乙两种货物，每箱的体积、质量、可获利润以及托运所受限制如下表所示：



	货　　物
	体积

每箱/m3

	质量

每箱/t
	利润

每箱/百元



	甲
	20
	10
	8



	乙
	10
	20
	10



	托运限制
	110
	100
	






在最合理的安排下，获得最大利润是（　　）百元.

（A）58

（B）60

（C）62

（D）64


解
 　设托运甲货物x箱，乙货物y箱，则问题转化为在条件[image: 026]
 下求z（x，y）=8x+10y的最大值.


由于条件代表的区域的端点是（0，0），（0，5），[image: 026-2]
 和（4，3），且z（0，0）=0，z（0，5）=50，[image: 026-3]
 ，z（4，3）=62，故最大利润是62百元.　选C.


43.
 若四面体的一条棱长是x，其余棱长都是1，体积是V（x），则函数V（x）在其定义域上为（　　）.

（A）增函数但无最大值

（B）增函数且有最大值

（C）不是增函数且无最大值

（D）不是增函数但有最大值


解


[image: 026-4]



44.
 条件甲：[image: 026-5]
 ，条件乙：[image: 026-6]
 ，则下列（　　）是正确的.

（A）甲是乙的充分必要条件

（B）甲是乙的必要条件

（C）甲是乙的充分条件

（D）甲不是乙的必要条件，也不是充分条件


解


[image: 026-7]



45.
 函数[image: 026-8]
 的最值为（　　）.

[image: 026-9]



解


[image: 026-10]



46.
 等差数列｛an
 ｝中，a5
 ＜0，a6
 ＞0且a6
 ＞｜a5
 ｜，Sn
 是前n项之和，则下列（　　）是正确的.

（A）S1
 ，S2
 ，S3
 均小于0，而S4
 ，S5
 ，…，均大于0

（B）S1
 ，S2
 ，…，S5
 均小于0，而S6
 ，S7
 ，…，均大于0

（C）S1
 ，S2
 ，…，S9
 均小于0，而S10
 ，S11
 ，…，均大于0

（D）S1
 ，S2
 ，…，S10
 均小于0，而S11
 ，S12
 ，…，均大于0


解
 　设公差为d，则d=a6
 -a5
 ＞0且d＞d+2a5
 =a6
 +a5
 ＞0.


S10
 =（a1
 +a10
 ）+（a2
 +a9
 ）+…+（a5
 +a6
 ）=5（a5
 +a6
 ）＞0，

S9
 =a1
 +（a2
 +a9
 ）+…+（a5
 +a6
 ）=a1
 +4（a5
 +a6
 ）＜a1
 +4d=a5
 ＜0.　选C.


二、 计算与证明题

（1~7“华约”自主招生2013）


1.
 设集合A={x∈Z|x≥10}，B是A的子集，且B中的元素满足:

① 各个数字互不相同； ② 任意两个数字之和不等于9.

（1）集合B中的两位数与三位数各有多少个？

（2）集合B中是否有五位数？是否有六位数？

（3）将集合B中的数从小到大排列，第1 081个数是什么？


解
 　（1）因和为9的数字两两配对有：{0，9}，{1，8}，{2，7}，{3，6}，{4，5}，所以B中的数不能同时含有上述任一对数字中的两个数字.


B中的两位数：十位数字有1，2，…，9共9种选择；十位数字选定后，个位数字有8种选择. 即B中有两位数9×8=72个.

B中的三位数：百位数字有1，2，…，9共9种选择；百位数字选定后，十位数字有8种选择；百、十位数字选定后，个位数字有6种选择. 即B中有三位数9×8×6=432个.

（2）B中存在五位数，例如12 340即为B中的一个元素. B中不存在六位数. 因{0，9}，{1，8}，{2，7}，{3，6}，{4，5}五对数字，每对中最多只能取一个数字，所以B中最大是五位数，不存在六位数.

（3）B中的两位数和三位数共有72+432=504个.

B中的四位数：千位数字有1，2，…，9共9种选择；千位数字选定后，百位数字有8种选择；千、百位数字选定后，十位数字有6种选择；千、百、十位数字选定后，个位数字有4种选择. 即B中共有四位数9×8×6×4=1 728个.

若从小到大排列B中的数，则第1 081个数是四位数，且为第1 081-504=577个四位数.

B中的四位数：千位数字分别为1，2，3的各有8×6×4=192个，共有192×3=576个. 第577个四位数的千位数字恰为4，故B中第1 081个数是千位数字为4的最小的四位数4 012.


2.
 已知x，y满足[image: 028]
 ，求cos（x+y）与sin（x-y）的值.


解
 　（sinx+siny）2
 +（cosx-cosy）2



=sin2
 x+cos2
 x+sin2
 y+cos2
 y-2（cosxcosy-sinxsiny）

=2-2cos（x+y）=[image: 028-2]
 ，

于是得　[image: 029]


（sinx+siny）（cosx-cosy）

=sinxcosx-sinycosy-（sinxcosy-cosxsiny）

=[image: 029-2]
 -sin（x-y）=cos（x+y）sin（x-y）-sin（x-y）=[image: 029-3]
 ，

整理得

[image: 029-4]



3.
 设k＞0，在直线y=kx与y=-kx上分别取点A（xA
 ，yA
 ）与B（xB
 ，yB
 ），使xA
 xB
 ＞0且|OA|·|OB|=1+k2
 ，其中O是坐标原点. 记AB中点M的轨迹为C.

（1）求C的方程.

（2）若抛物线x2
 =2py（p＞0）与C在两点相切，证明两个切点分别在两条定直线上，并求在这两切点处的切线方程.


解


[image: 029-5]






[image: 029-6]



4.
 袋中装有7个红球和8个黑球，一次取出4个球.

（1）求取出的球中恰好只有1个红球的概率.

（2）取出的球中黑球的个数记为X，求X的分布列及E（X）.

（3）当取出的4个球是同一种颜色时，求这种颜色是黑色的概率.


解
 　（1）样本点总数[image: 029-7]
 ，该事件所包含的样本点[image: 029-8]
 ，即[image: 029-9]
 .


（2）X的可能取值为0，1，2，3，4，当x=k时，取法种数为[image: 030]
 ，因此

[image: 030-2]


（3）4个球同色的取球方式有[image: 030-3]
 种，其中4个球均为黑色的取球方式有[image: 030-4]
 种，故所求的概率[image: 030-5]
 .


5.
 设数列{an
 }满足[image: 030-6]
 ，n=1，2，…，其中 a1
 ＞0，c＞0.

（1）证明：对任意M＞0，存在正整数N，当n＞N时，an
 ＞M.

（2）记[image: 030-7]
 ，Sn
 =b1
 +b2
 +…+bn
 ，证明：{Sn
 }有界，且对任意d＞0，存在正整数K，当n＞K时，[image: 030-8]
 .


解


[image: 030-9]






[image: 030-10]



6.
 设x，y，z是三个两两不等且都大于1的正整数，且xyz整除（xy-1）（yz-1）（zx-1），求x，y，z所有可能的值.


解
 　由对称性，不妨设1＜x＜y＜z.


[image: 030-11]


所以xyz|xy+yz+zx-1 ⇒ xyz≤xy+yz+zx-1≤3yz-1＜3yz ⇒ x＜3，即x=2.

此时2yz|2y+yz+2z-1 ⇒ 2yz≤2y+yz+2z-1，即yz≤2y+2z-1，所以yz≤4z-1＜4z，即y＜4. 因y＞x=2，所以y=3.

此时6z|5+5z ⇒ 6z≤5+5z，即z≤5. 由z＞y=3，得z=4，5. 当z=4时，24不能整除25，而z=5符合题意.

综上所述，经轮换，满足条件的数组（x，y，z）有：


（2，3，5），（2，5，3），（3，2，5），（3，5，2），（5，2，3），（5，3，2）.



7.
 已知函数f（x）=（1-x）ex
 -1.

（1）证明: 当x＞0时，f（x）＜0.

（2）设数列{xn
 }满足xn
 exn+1

 =exn

 -1且x1
 =1，证明：{xn
 }单调递减且[image: 031]
 .


解
 　（1）f′（x）=-ex
 +（1-x）ex
 =-xex
 ＜0，得f（x）在（0，+∞）上单调递减，故



f（x）＜f（0）=0，x＞0.


（2）引理一
 　当x＞0时，ex
 ＞x+1.



证
 　设g（x）=ex
 -x-1，则g′（x）=ex
 -1＞0，可知g（x）在（0，+∞）上单调递增，故g（x）＞g（0）=0，即当x＞0时，ex
 ＞x+1.



引理二
 　当x＞0时，[image: 031-2]
 .



证


[image: 031-3]


其次证明{xn
 }单调递减. 由（1）的结论知：f（xn
 ）=（1-xn
 ）exn

 -1＜0，

则exn

 -1＜xn
 exn

 ，所以xn
 exn+1

 =exn

 -1＜xn
 exn

 ，得exn+1

 ＜exn

 ，即xn+1
 ＜xn
 ，故{xn
 }递减.

[image: 031-4]


（8~17“北约”自主招生2013）


8.
 以[image: 031-5]
 为两根的有理系数多项式的最高次的次数最小是多少?


解
 　有理系数多项式f（x）=（x2
 -2）［（1-x）3
 -2］的两根分别为[image: 031-6]
 ，下面用反证法证明其最高次的次数不超过5.


假设存在最高次次数不超过4的有理系数多项式g（x）=ax4
 +bx3
 +cx2
 +dx+e，其两根分别为[image: 031-6]
 ，其中a，b，c，d，e不全为零，则

[image: 032]


可知a=b=c=d=e=0，与该方程组有非零解矛盾，故不存在满足条件的最高次次数不超过4的有理系数多项式，上述以[image: 031-6]
 为两根的有理系数多项式的最高次的次数最小是5.


9.
 在6×6的表中停放3辆完全相同的红色车和3辆完全相同的黑色车，每一行，每一列都只有一辆车，每辆车占一格，共有多少种不同的停放方法？


解
 　先选取3列，再从这3列中选取3行停放3辆红色车，共有[image: 032-2]
 种不同的停放方法；在余下的3行3列中选取3格停放3辆黑色车，共有[image: 032-0]
 种不同的停放方法，故不同的停放方法共有[image: 032-3]
 =20×20×6×6=14 400种.



10.
 已知x2
 =2y+5，y2
 =2x+5，求x3
 -2x2
 y2
 +y3
 的值.


解
 　x3
 -2x2
 y2
 +y3
 =x（2y+5）-2（2y+5）（2x+5）+y（2x+5）=-4xy-15（x+y）-50.


x2
 =2y+5，y2
 =2x+5，于是x2
 -y2
 =（x-y）（x+y）=2y-2x，

得y=x或x+y=-2.

（1）若y=x，则[image: 032-4]
 ，

即x3
 -2x2
 y2
 +y3
 =-4x2
 -30x-50=-108±[image: 032-5]
 .

（2）若x+y=-2，则x2
 +y2
 =2（x+y）+10=6，[image: 032-6]
 =-1，

即x3
 -2x2
 y2
 +y3
 =-4xy-15（x+y）-50=-16.

综上所述，x3
 -2x2
 y2
 +y3
 的值为[image: 032-7]
 或-16.


11.
 如图，在△ABC中，AD为BC边上中线，DM，DN分别为∠ADB，∠ADC的角平分线，试比较BM+CN与MN的大小，并说明理由.



	[image: B1]

	[image: B2]






解
 　如图所示，在线段AD上取点P，使DP=DB=DC，则△BMD≌△PMD，△CND≌△PND，于是BM+CN=PM+PN≥MN，当点P，M，N共线时等号成立.


若点P，M，N共线，则∠B+∠C=∠MPD+∠NPD=180°，与∠B+∠C=180°-∠A相矛盾，故点P，M，N不共线，即BM+CN＞MN.


12.
 已知数列{an
 }满足a1
 =1，前n项和为Sn
 ，Sn+1
 =4an
 +2，求a2 013
 .


解
 　Sn+1
 =4an
 +2，Sn+2
 =4an+1
 +2，则Sn+2
 -Sn+1
 =an+2
 =4（an+1
 -an
 ），n≥2，


因此数列{an
 }:a1
 =1，a2
 =5，an+1
 =4（an
 -an-1
 ），n≥2.

an+2
 =4（an+1
 -an
 ），则an+2
 -2an+1
 =2（an+1
 -2an
 ）. 令bn
 =an+1
 -2an
 ，

则bn+1
 =2bn
 ，于是当n≥2时，bn
 =2n-2
 b2
 .

因b2
 =a3
 -2a2
 =4（a2
 -a1
 ）-2a2
 =6，且b1
 =3，

[image: 033]



13.
 已知模长为1的复数A，B，C，满足A+B+C≠0，求[image: 033-2]
 的模长.


解
 　因复数A，B，C的模长为1，所以[image: 033-3]
 ，故


[image: 033-4]



14.
 至多有多少个两两不等的正整数，使得其中任意三个数的和都是质数?


解
 　将正整数按模3分类: 3k，3k+1，3k+2，k∈N+
 .


若3类数各取一个：3a，3b+1，3c+2，则3a+3b+1+3c+2=3（a+b+c+1）∈3k，k∈N+
 ，这三个数的和不是质数，故3类数中至多可以取到2类.

另外，若某一类数3k+i（i=0，1，2）至少取到3个：3a+i，3b+i，3c+i（i=0，1，2），则3a+i+3b+i+3c+i=3（a+b+c+i）（i=0，1，2），这三个数的和不是质数，故每类数中至多只能取2个.

综上所述，至多有2×2=4个两两不等的正整数，使得其中任意三个数的和都是质数，例如1，3，7，9.


15.
 已知a1
 ，a2
 ，…，a2 013
 ∈R，满足a1
 +a2
 +…+a2 013
 =0，且|a1
 -2a2
 |=|a2
 -2a3
 |=…=|a2 012
 -2a2 013
 |=|a2 013
 -2a1
 |，

求证: a1
 =a2
 =…=a2 013
 =0.


解
 　由条件


（a1
 -2a2
 ）+（a2
 -2a3
 ）+…+（a2 012
 -2a2 013
 ）+（a2 013
 -2a1
 ）=-（a1
 +a2
 +…+a2 013
 ）=0.

又令|a1
 -2a2
 |=|a2
 -2a3
 |=…=|a2 012
 -2a2 013
 |=|a2 013
 -2a1
 |=d，则a1
 -2a2
 ，a2
 -2a3
 ，…，a2 013
 -2a1
 或取d，或取-d. 假设其中有m个d，n个-d，则md-nd=0.

若d≠0，则[image: 034]
 ，即a1
 -2a2
 =a2
 -2a3
 =…=a2 013
 -2a1
 =0

⇒ a1
 =2a2
 =22
 a3
 =…=22 012
 a2 013
 =[image: 034-2]
 ，故a2 013
 =0，即a1
 =a2
 =…=a2 013
 =0.


16.
 对任意的θ∈R，求32cos6
 θ-cos6θ-6cos4θ-15cos2θ的值.


解
 　因cos6θ=4cos3
 2θ-3cos2θ，cos6
 θ=[image: 034-3]
 ，


所以　32cos6
 θ-cos6θ-6cos4θ-15cos2θ

=4（1+cos2θ）3
 -4cos3
 2θ+3cos2θ-6cos4θ-15cos2θ

=4［（1+cos2θ）2
 +（1+cos2θ）cos2θ+cos2
 2θ］+3cos2θ-6cos4θ-15cos2θ

=4（3cos2
 2θ+3cos2θ+1）+3cos2θ-6cos4θ-15cos2θ

=12cos2
 2θ-6cos4θ+4=6+6cos4θ-6cos4θ+4=10.


17.
 已知有m，n个实数，排列成m×n阶数阵，记作（aij
 ）m×n
 ，使得数阵中的每一行从左到右都是递增的，即对任意的i=1，2，…，m，当j1
 ＜j2
 时，都有aij1

 ≤aij2

 . 现将（aij
 ）m×n
 的每一列原有的各数按照从上到下递增的顺序排列，形成一个新的m×n阶数阵，记作（a′ij
 ）m×n
 ，即对任意的j=1，2，…，n，当i1
 ＜i2
 时，都有a′i1
 j
 ≤a′i2
 j
 . 试判断（a′ij
 ）m×n
 中每一行的n个数的大小关系，并说明理由.


解
 　数阵（a′ij
 ）m×n
 中每一行的n个数从左到右都是递增的. 事实上，只需证明，对任意的i=1，2，…，m，都有a′ij
 ≤a′i（j+1）
 ，其中j=1，2，…，n-1.


设存在一组数: a′pq
 ＞a′p（q+1）
 . 令a′k（q+1）
 =aik
 （q+1）
 ，其中k=1，2，…，m，{i1
 ，i2
 ，…，im
 }={1，2，…，m}，则当t≤p时，都有ait

 q≤ait
 （q+1）
 =a′t（q+1）
 ≤a′p（q+1）
 ＜a′pq
 ，即在aiq

 （i=1，2，…，m）中，至少有p个数小于a′pq
 ，也即a′pq
 在数阵（a′ij
 ）m×n
 的第q列中，

至少排在第p+1行，与a′pq
 排在第p行矛盾，故对任意的i=1，2，…，m，都有a′ij
 ≤a′i（j+1）
 ，即数阵（a′ij
 ）m×n
 中每一行的n个数从左到右都是递增的.

（18~22“华约”自主招生2012）


18.
 在三角形ABC中，A，B，C的对边分别为a，b和c. 已知[image: 034-4]
 =1+cos2C.

（1）求C的大小.

（2）若c2
 =2b2
 -2a2
 ，求cos2A-cos2B的值.


解
 　（1）由条件，[image: 034-5]
 =1+cosC=2cos2
 C⇒[image: 034-6]
 .


[image: 035]



19.
 已知两点A（-2，0），B（2，0），动点P在y轴上的射影是H，且[image: 035-2]
 [image: 035-3]
 .

（1）求动点P的轨迹C的方程.

（2）已知过点B的直线交曲线C于x轴下方不同的两点M，N，设MN的中点为R，过R与点Q（0，-2）作直线RQ，求直线RQ斜率的取值范围.


解
 　（1）设P（x，y），则｛-2-x，-y｝·｛2-x，-y｝=2x2
 ⇒y2
 -x2
 =4.


（2）设过点B的直线为x=ky+2，代入y2
 -x2
 =4，得方程

（1-k2
 ）y2
 -4ky-8=0


有两个负根，解得[image: 035-4]
 .


另一方面，MN的中点[image: 035-5]
 ，于是可得直线RQ的斜率的取值范围kRQ
 =1+k-k2
 =[image: 035-6]
 .


20.
 系统中每个元件正常工作的概率都是p（0＜p＜1）. 每个元件正常工作的事件相互独立. 如果系统中有多于一半的元件正常工作，系统就能正常工作. 系统正常工作的概率称为系统的可靠性.

（1）某系统配置有2k-1个元件，k为正整数，求该系统正常工作概率的表达式.

（2）现为改善（1）中系统的性能，拟增加两个元件，试讨论增加两个元件后，能否提高系统的可靠性.


解
 　记2k-1个元件组成的系统正常工作的概率为pk
 .


（1）贝努利概型，2k-1个元件中有i个正常工作的概率为

[image: 035-7]
 ，因此系统正常工作的概率[image: 035-8]
 .

（2）在2k-1个元件组成的系统中增加两个元件得到2k+1个元件组成的新系统，则新系统正常工作可分为下列情形：

（a）原系统中至少有k+1个元件正常工作，概率为[image: 035-9]
 ；

（b）原系统中恰有k个元件正常工作，概率为[image: 035-10]
 ；

（c）原系统中恰有k-1个元件正常工作，概率为[image: 035-11]
 .

因此

[image: 035-12]



即：[image: 036]
 时，pk
 单调增加，增加两个元件后，能提高系统的可靠性；


[image: 036-2]
 时，pk
 单调减少，增加两个元件后，无助于系统可靠性的提高.


21.
 记函数[image: 036-3]
 ，求证：当n为偶数时，方程fn
 （x）=0没有实根；当n为奇数时，方程fn
 （x）=0有唯一实根xn
 ，且xn+2
 ＜xn
 .


证
 　易见：1+x=0仅有一根，而1+x+x2
 ＞0.


设n时结论成立，即n为奇数时，fn
 （x）=0有唯一解xn
 ；n为偶数时，fn
 （x）＞0.

当n+1且n为偶数时，f′n+1
 （x）=fn
 （x）＞0，因此fn+1
 （x）单增；又fn+1
 （0）=1＞0，

[image: 036-4]



故fn+1
 （x）=0有唯一解xn+1
 ，且-n-1＜xn+1
 ＜0；


当n+1且n为奇数时，[image: 036-5]
 ，因此fn+1
 有最小值点x=x0
 ，从而fn
 （x0
 ）=f′n+1
 （x）=0，最小值fn+1
 （x0
 ）=[image: 036-6]
 .

最后，当n为奇数时，fn
 （xn+2
 ）=[image: 036-7]
 =fn
 （xn
 ），故由fn
 （x）单调增加有xn+2
 ＜xn
 .

注：利用[image: 036-8]
 及fn
 （0）可得[image: 036-9]
 ，也可证明结论.


22.
 某乒乓球培训班共有n（n≥2）位学员，在班内双打训练赛期间，每两名学员作为搭档恰好参加过一场双打比赛，试确定n的所有可能值并分别给出对应的一种安排比赛的方案.


解
 　n个人可有[image: 036-10]
 种配对，而每场比赛占用恰好两个配对，因此4|n（n-1），即n=4k或者n=4k+1. 下证此条件亦充分.


将n个人看作平面上n个点，则每个配对对应于连接两个点的一条边，因此原问题等价于：将[image: 036-11]
 条边等分成[image: 036-12]
 组，每组两边，且每组中的两边不相交（也即边无公共顶点）.

当n=4或5时，分组如下图所示.

[image: 036-0]


设k时已配对，其顶点记为y1
 =yn+1
 ，y2
 ，…，yn
 ，则k+1时，将新增加的四个顶点记为x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ，则用下列原则配对：（xs
 ，yj
 ）↔（xt
 yj+1
 ），1≤s＜t≤4，j=1，2，…，n；x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 之间的配对等同于n=4的情形.

（23~26“北约”自主招生2012）


23.
 求出参数a使得方程sin4xsin2x-sinxsin3x=a在区间[0，π）上有唯一的解.

[image: wa9]



解


[image: 037]


由于sinxsin5x关于[image: 037-2]
 对称，其最大值在[image: 037-2]
 取到，因此a=1.


24.
 设A，B，C为边长为1的三角形三边上各一点，求AB2
 +BC2
 +CA2
 的最小值.

[image: WA10]



解
 　设AF=x，BD=y，CE=z，0＜x，y，z＜1，则


AB2
 =x2
 +（1-y）2
 -2x（1-y）cos60°

=x2
 +1-2y+y2
 -x+xy，

BC2
 =y2
 +1-2z+z2
 -y+yz，

CA2
 =z2
 +1-2x+x2
 -z+xz.

[image: 037-3]


等号在x=y=z=[image: 037-4]
 时取到.


25.
 证明：内角相等的圆内接五边形必为正五边形.

[image: WA11]



证
 　由条件，每个内角都是[image: 037-5]
 .


设∠OAB=x，则∠OBC=[image: 037-5]
 -x，

∠OCD=x，∠OEA=x，

∠OAB=[image: 037-5]
 -x=x，x=[image: 037-6]
 .

由此得到所有三角形都是底角为[image: 037-6]
 的等腰三角形，从而


AB=BC=CD=DE=EA.



26.
 证明：[image: 037-7]
 的任何正整数次幂均可写成[image: 037-8]
 的形式，其中s为正整数.

例如[image: 037-9]
 .


证


[image: 038]


（27~31“华约”自主招生2011）


27.
 已知△ABC不是直角三角形.

（1）证明：tanA+tanB+tanC=tanAtanBtanC.

（2）若[image: 038-2]
 ，且sin2A，sin2B，sin2C的倒数成等差数列，求[image: 038-3]
 的值.


解
 　（1）因[image: 038-4]
 =-（1-tanAtanB）+1=tanAtanB，故 tanA+tanB+tanC=tanAtanBtanC.


[image: 038-5]



28.
 已知圆柱形水杯质量为a克，其重心在圆柱轴的中点处（杯底厚度及重量忽略不计，且水杯直立放置）. 质量为b克的水恰好装满水杯，装满水后的水杯的重心还在圆柱轴的中点处.

（1）若b=3a，求装入半杯水后的水杯的重心到水杯底面的距离与水杯高的比值；

（2）水杯内装多少克水可以使装入水后的水杯的重心最低？为什么？


解
 　（1）设水杯高为h，则半杯水的重心在离杯底[image: 038-6]
 处，于是


装入半杯水后的水杯的重心在离杯底[image: 039]
 处，故

水杯的重心到水杯底面的距离与水杯高的比值[image: 039-2]
 .

（2）x克水的重心在离杯底[image: 039-3]
 处，装入x克水后的水杯的重心离杯底距离为

[image: 039-4]


故水杯内装[image: 039-5]
 克水可以使装入水后的水杯的重心最低.


29.


[image: 039-6]


（1）求数列{xn
 }的通项公式.

（2）证明：x1
 x2
 …xn
 ＞[image: 039-7]
 .


解


[image: 039-8]



30.
 已知双曲线C：[image: 039-9]
 =1（a＞0，b＞0），F1
 ，F2
 分别为C的左、右焦点. P为C右支上一点，且使[image: 039-10]
 ，又△F1
 PF2
 的面积为[image: 039-11]
 .

（1）求C的离心率e.

（2）设A为C的左顶点，Q为第Ⅰ象限内C上的任意一点，问是否存在常数λ（λ＞0），使得∠QF2
 A=λ∠QAF2
 恒成立. 若存在，求出λ的值；若不存在，请说明理由.


解
 　（1）设|PF1
 |=s，|PF2
 |=t，


[image: 040]


（2）反证法：设存在常数λ（λ＞0），使得∠QF2
 A=λ∠QAF2
 恒成立.

令Q（s，t），则

[image: 040-2]


[image: 040-3]
 ，解得s=-a或者s=2a，这与Q点任意性矛盾. 因此不存在常数λ（λ＞0），使得∠QF2
 A=λ∠QAF2
 恒成立.


31.
 将一枚均匀的硬币连续投掷n次，以pn
 表示未出现连续3次正面的概率.

（1）求p1
 ，p2
 ，p3
 和p4
 .

（2）探究数列{pn
 }的递推公式，并给出证明.

（3）讨论数列{pn
 }的单调性及其极限，并阐述该极限的概率意义.


解
 　（1）p1
 =p2
 =1，[image: 040-4]
 ；


投掷4次，连续出现3次正面的情形有：

第1，2，3次正面，第4次反面，概率=[image: 040-5]
 ；第2，3，4次正面，第1次反面，概率=[image: 040-5]
 ；第1，2，3，4次正面，概率=[image: 040-5]
 .

因此[image: 041]
 .

（2）投掷n次，未出现连续3次正面的情形有：

第n次反面，则前n-1次未出现连续3次正面，概率=[image: 041-2]
 ；

第n次正面，第n-1次反面，则前n-2次未出现连续3次正面，概率=[image: 041-3]
 ；

第n次正面，第n-1次正面，第n-2次反面，则前n-3次未出现连续3次正面，概率=[image: 041-4]
 .

[image: 041-5]


（3）易见，p1
 ≥p2
 ≥p3
 ≥p4
 ；

[image: 041-6]


p=0的概率意义是：随着投掷次数的不断增加，几乎必然会出现连续3次正面的情形.

（32~38“北约”自主招生2011）


32.
 平行四边形的两边长分别为3和5，一条对角线长为6，求另一条对角线长.


解
 　设另一条对角线长为2a，两对角线夹角为θ，则由余弦定理，得


[image: 041-7]



故另一条对角线长为[image: 041-8]
 .



33.
 求过两抛物线y=2x2
 -2x-1与y=-5x2
 +2x+3的两个交点的直线方程.


解
 　因为 5y+2y=（10x2
 -10x-5）+（-10x2
 +4x+6）=-6x+1，所以所求直线方程为 6x+7y-1=0.



34.
 等差数列中，a3
 =-13，a7
 =3，问Sn
 的第几项最小并求出最小值.


解
 　4d=a7
 -a3
 =16，d=4，a1
 =a3
 -2d=-21.


由于a6
 =-21+20=-1＜0，a7
 =3＞0，因此[image: 041-9]
 最小.


35.
 △ABC中，a+b≥2c，求证∠C≤60°.


证


[image: 042]



36.
 试问是否存在四个正实数，它们两两的乘积为2，3，5，6，10，16？


解
 　设存在这样四个正实数，它们分别是a，b，c，d，则


（abcd）3
 =2×3×5×6×10×16=27
 ×32
 ×52
 ，因此abcd为非正整数.

又ab与cd是2，3，5，6，10，16中某两个，从而abcd是正整数，这就矛盾. 故不存在四个正实数，它们两两的乘积为2，3，5，6，10，16.


37.
 C1
 和C2
 是平面上两个不重合的固定圆，C是平面上的一个动圆. 若C和C1
 ，C2
 都相切，则C的圆心轨迹是何种曲线？


解
 　设C1
 和C2
 的圆心分别是O1
 和O2
 ，半径分别是R和r，R≥r；C的圆心是O.


轨迹可以是双曲线（一支）、椭圆（包括圆）和直线（或者部分）. 例如：

当C和C1
 、C2
 都外切时，|OO1
 |-|OO2
 |=R-r. 在O1
 和O2
 不相切且R＞r时，轨迹是（一支）双曲线；在O1
 和O2
 不相切且R=r时，轨迹是直线（或者部分）.

当C和C1
 、C2
 中的一个外切，一个内切时，|OO1
 |+|OO2
 |=R+r. 在O1
 和O2
 不相切且O1
 ≠O2
 时，轨迹是椭圆；在O1
 和O2
 不相切且O1
 =O2
 时，轨迹是圆.


38.
 求|x-1|+|2x-1|+…+|2011x-1|的最小值.


分析
 　考虑简单情形：


[image: 042-2]



解
 　同分析中的解法思路一样.


[image: 042-3]


（39~43“同盟” 自主招生2011）


39.
 设数列{an
 }满足a1
 =a，a2
 =b，2an+2
 =an+1
 +an
 .

（1）设bn
 =an+1
 -an
 ，证明：若a≠b，则{bn
 }是等比数列；

（2）若[image: 043-2]
 ，求a，b的值.


解


[image: 043-3]



40.
 在△ABC中，AB=2AC，AD是∠A的角平分线，且AD=kAC.

（1）求k的取值范围.

（2）若S△ABC
 =1，问k为何值时，BC最短？


解
 　（1）设AC=a，DC=b，则AD=ka，AB=2a，BD=2b，且[image: 043-4]
 .


[image: 043-5]


（2）[image: 043-6]
 ·a·2a·sin∠A=1，2·a·2a·cos∠A=4a2
 +a2
 -9b2
 ，

[image: 044]



41.
 已知椭圆的两个焦点为F1
 （-1，0），F2
 （1，0），且椭圆与直线[image: 044-2]
 相切.

（1）求椭圆方程.

（2）过F1
 作两条互相垂直的直线l1
 和l2
 ，与椭圆分别交于P，Q及M，N.求四边形PMQN面积的最大值与最小值.


解
 　（1）切点为（x0
 ，y0
 ）的切线方程为[image: 044-3]
 ，故


[image: 044-4]


椭圆方程为[image: 044-5]
 .

[image: 044-6]



42.
 一袋中有a个白球和b个黑球. 从中任取一球，如果取出白球，则把它放回袋中；如果取出黑球，则该黑球不再放回，另补一个白球放到袋中. 在重复n次这样的操作后，记袋中白球的个数为Xn
 .

（1）求EX1
 .

（2）设P（Xn
 =a+k）=pk
 ，求P（Xn+1
 =a+k），k=0，1，…，b.

（3）证明：[image: 045]



解
 　（1）一次试验后，袋中白球有a个或者a+1个，


[image: 045-2]






[image: 045-4]


（2）分为两种情形：

一种是前n次试验后袋中有a+k个白球，第n+1次试验摸到白球；另一种是前n次试验后袋中有a+k-1个白球，第n+1次试验摸到黑球. 因此

[image: 045-5]


（3）证明：X2
 的分布律为

[image: 045-6]






[image: 045-7]



43.
 设f（x）=xlnx.

（1）求f′（x）.

（2）设0＜a＜b，求常数C，使得[image: 046]
 取得最小值.

（3）记（2）中的最小值为ma，b
 ，证明：ma，b
 ＜ln2.


解
 　（1）[image: 046-2]



（2）当C＞lnb时，

[image: 046-3]


因此可不妨设lna≤C≤lnb，则

[image: 046-4]






[image: 046-5]


因此当x＞a时，h（x）＜h（a）=0，特别地，h（b）＜0.

（44~55五校联考2010）


44.
 （1）已知在△ABC中，[image: 046-6]
 ，R=2，求角C.

（2）求S△ABC
 最大值.


解
 　（1）[image: 047]
 -cos2C=1⇒1-cos（A+B）-cos2C=1⇒cosC-2cos2
 C+1=0⇒cosC=[image: 047-2]
 ⇒C=[image: 047-3]
 ⇒角C所对的边c=[image: 047-4]



（2）S△ABC
 的最小值不存在，最大值为[image: 047-5]



45.
 A，B，C，D在4y=x2
 上，AD关于抛物线对称轴对称. 过点D作切线，BC∥切线，点D到AB，AC的距离分别为d1
 ，d2
 ，d1
 +d2
 =[image: 047-6]
 .

（1）△ABC是锐角、钝角还是直角三角形？说明理由.

（2）若S△ABC
 =240，求A的坐标和BC的方程.


解


[image: 047-7]


由d1
 +d2
 =｜AD｜sin∠DAB+｜AD｜sin∠DAC=[image: 047-8]
 可知△ABC是直角三角形.

（2）∠DAB=∠DAC=[image: 047-9]
 及AC斜率为[image: 047-10]
 可知x2
 =x1
 +8，因此

[image: 047-11]


｜x1
 +2｜｜x1
 +6｜=60，x1
 =-12或者x1
 =4.

当x1
 =-12时，A（8，16），B（-12，36），C（-4，4），BC方程是4x+y+12=0；

当x1
 =4时，A（-8，16），B（4，4），C（12，36），BC方程是4x-y-12=0.


46.
 正四棱锥的体积为[image: 047-12]
 .

（1）求正四棱锥表面积及最小值.

（2）对正n棱锥，有确定的V，写出一个与n无关的充要条件，使表面积最小.


解
 　设正n棱锥侧高为y，侧面与底面夹角为θ，则底边的外接圆半径[image: 047-13]
 ，底边长=[image: 047-14]
 ，棱锥高为h=ysinθ，底面积=[image: 047-15]
 ，故


[image: 048]



47.
 已知基因型为AA，Aa，aa的比例为u∶2v∶w（u+2v+w=1，u，v，w＞0）.

（1）求子一代AA，Aa，aa的比例.

（2）子二代与子一代比例是否相同？


解
 　（1）子一代比例：


P（AA）=P（A）·P（A）=（u+v）2
 ；

P（aa）=P（a）·P（a）=（v+w）2
 ；

P（Aa）=2P（A）P（a）=2（u+v）（v+w）.

（2）子二代比例：

P（AA）=P（A）·P（A）=［（u+v）2
 +2（u+v）（v+w）］2
 =（u+v）2
 （1+v+w）2
 ；

P（aa）=P（a）·P（a）=［2（u+v）（v+w）+（v+w）2
 ］2
 =（v+w）2
 （1+u+v）2
 ；

P（Aa）=2P（A）P（a）=2［（u+v）2
 +2（u+v）（v+w）］［（w+v）2
 +2（u+v）（v+w）］

=2（u+v）（v+w）（1+u+v）（1+v+w）.

子二代与子一代比例相同：

[image: 048-2]



48.
 [image: 048-3]
 ，w实部为2，求虚部（a实数）.


解
 　[image: 048-4]




49.
 平面α∥平面β，直线m∈α，n∈β，点A∈m，B∈n，AB与α面夹角为[image: 048-5]
 ，AB⊥n，AB与m夹角为[image: 048-6]
 ，求m，n夹角.


解
 　在平面α内过A作直线l平行于n，过B作直线BC垂直于平面α，交点为C. 过C作直线CD⊥m交点为D. 由条件有AC⊥l，[image: 049]
 ，[image: 049-2]
 .


[image: 049-3]



50.
 正四棱锥P-ABCD，B1
 为PB中点，D1
 为PD中点，求[image: 049-4]
 .


解
 　设正四棱锥侧棱长为b，底边长为a，则棱锥高为[image: 049-5]
 ，故


[image: 049-6]



51.
 f（x）=eax
 （a＞0），过点A（a，0）作与y轴平行直线交曲线C: y = f（x）于P，过P作曲线C切线交x轴于B，求△APB面积最小值.


解
 　P（a，ea2

 ），过P的切线方程是y-ea2

 =aea2

 （x-a），点[image: 049-7]
 ，S△APB
 =[image: 049-8]
 .


[image: 049-9]



52.
 对正六边形的边和所有对角线染色，任意三角形三边染色不同，任意两组三角形染色方式不同（不同的3色组合），求至少要染多少种颜色？


解
 　由于一边对应两顶点，因此一种颜色最多只能染三条边.


如果颜色最多只有6种，则至少有一种颜色，设为颜色1，染了三条边（因为共有15条边）. 由于已染了颜色1的边为一边的三角形有12个，而其他颜色最多只能染[image: 049-10]
 个三角形，这意味着有两组三角形染色方式相同，这矛盾.

以下给出一个7色的染色方案：设六边形的顶点依次为A，B，C，D，E和F.

颜色1：AB，CD，EF；颜色2：AD，BE；颜色3：BC，AF；颜色4：AC，DF；颜色5：BD，CE；颜色6：BF，DE；颜色7：AE，CF.


53.
 在△ABC中，H为垂心，O为外心，中线AD交OH于G，求[image: 050]
 .


解


[image: 050-2]



54.
 O是正四面体的体心，令σ（B）=C为以AO为轴的一次旋转，z为以OCD为平面的镜面对称，现w=（以OCD平面旋转180°），问经过σ与z如何的组合能形成w？


解
 　z→σ→σ→z→σ.



55.
 三角形ABC中，a+c=3b，求[image: 050-3]
 的值.


解


[image: 050-4]



56.
 （北京大学2009
 ）AB为正五边形边上的点，证明：AB最长为[image: 050-5]
 .


解
 　根据三角不等式，只需求某一边上的点到各顶点的距离，从而只需求各顶点间的距离.


记[image: 050-6]
 ，则4a3
 +2a2
 -3a-1=0，（a+1）（4a2
 -2a-1）=0.

[image: 050-7]



57.
 （同济大学2009
 ）如图所示，在平行四边形ABCD中，[image: 050-8]
 [image: 050-9]
 ，M为AB中点，写出[image: 050-10]
 用a，b表示式.

[image: HC2]



解


[image: 050-11]



58.
 （清华大学2008
 ）求sin4
 10°+sin4
 50°+sin4
 70°.


解


[image: 051]



59.
 （北京大学2009
 ）存不存在[image: 051-2]
 ，使得sinx，cosx，tanx，cotx为等差数列？


解


[image: 051-3]



60.
 （同济大学2009
 ）四面体的4个顶点到平面α的距离之比为1∶1∶1∶3，则这样的平面α共有几个？


解
 　4个顶点都在平面α的同侧，有4个平面；


距离之比为3的顶点与其他3个顶点不同侧，有4个平面；

距离之比为3的顶点与其他3个顶点中的1个同侧，有[image: 051-4]
 个平面；

距离之比为3的顶点与其他3个顶点中的2个同侧，有[image: 051-5]
 个平面.

共32个.


61.
 （清华大学2009
 ）求值：[image: 051-6]
 .


解


[image: 051-7]



62.
 （南京大学2010
 ）已知[image: 052-2]
 ，B={y|y=b arctant，[image: 052-3]
 ，b≤0}，A∩B=∅，求b的取值范围.


解


[image: 052-4]



63.
 （清华大学2009
 ）请写出一个整系数多项式f（x），使得[image: 052-5]
 是其一个根.


解
 　令[image: 052-6]
 ，则


[image: 052-7]


整理得：x6
 -18x4
 +66x3
 -96x2
 +48x+1=0.


64.
 （清华大学2009
 ）A，B两人轮流在黑板上写正整数，规则是：若a1
 ，a2
 ，…，an
 出现在黑板上，则形如[image: 052-8]
 的数都不能写，不得不写1的人算输. 初始状态黑板上写着5，6，问先写的人还是后写的人有必胜策略？


解
 　由于1=6-5，故对一般xi
 ，题无意义. 当xi
 （i=1，…，n）是非负整数时，先写的人有必胜策略：5x1
 +6x2
 =5s+t，0≤t＜s且t＜5.


因此能写的数为5s+t，0≤s＜t＜5，即2，3，4，7，8，9，13，14，19. 这些数分成｛2，3｝，｛4，7｝，｛8，9｝，｛13，14｝，｛19｝五组. 先写的人写19，且当后写的人写完后先写的人再写与先写的人所选择的同组中的另一个数即可.


65.
 （南京大学2010
 ）函数f（x）是定义在（0，+∞）上的减函数，满足f（x，y）=f（x）+f（y）.

（1）证明：[image: 052-9]


（2）f（4）=-4，求[image: 052-10]
 的解集.


解
 　（1）令x=y=1，则f（1）=f（1）+f（1）⇒f（1）=0.再令　[image: 052-11]
 ，则f（xy）=[image: 053]



故[image: 053-2]


（2）因f（x）-[image: 053-3]
 =f（x（x-12））=f（x2
 -12x），f（64）=f（4）+f（16）=3f（4）=-12，故f（x）-[image: 053-3]
 ≥-12可以化为f（x2
 -12x）≥f（64）（x＞12），于是由f（x）的单调性，得x2
 -12x≤64且x＞12，解得12＜x≤16，即不等式的解集为（12，16］.


66.
 （清华大学2009
 ）64匹马能否通过50场比赛比出任意两匹马之间的优劣？（每场比赛至多8匹马参赛）


解
 　能.


将64匹马分成8组，每组8匹. 每组赛一场，并在组内按优劣排序，共需8场. 接下来将8组中的每2组并成一组，得到4组，每组16匹并排序，方法如下：

注意到16匹马中最好的4匹必然在原先2组的前4匹马中，因此取原先2组的前4匹共8匹马比赛得到16匹马中最好的4匹马. 将这4匹马从原来的组中除去后，再取2组的前4匹共8匹马比赛.

重复上述过程，并注意到最后一场能决定8匹马的优劣，因此经过3×4=12场比赛后，能将8组合并成4组并排序.

类似可得：经过2×7=14场比赛后能将4组合并成2组并排序，再经过15场比赛后能将2组合并成1组并排序.

整个过程共需8+12+14+15=49场比赛.


67.
 （浙江大学2010
 ）设M=｛x｜f（x）=x｝，N=｛x｜f［f（x）］=x｝.

（1）求证：M[image: 053-0]
 N.

（2）当f（x）为单调递增函数时，是否有M=N？证明之.


证
 　（1）若M=∅，则M[image: 053-0]
 N.


若M≠∅，则存在x0
 ∈M，使f（x0
 ）=x0
 ⇒f（f（x0
 ））=f（x0
 ）=x0
 ，所以x0
 ∈N，故M[image: 053-0]
 N.

（2）必有M=N.

假设M≠N，则M[image: 053-00]
 N. 设x1
 ∈N，而x1
 ∉M，则f（x1
 ）≠x1
 . 若f（x1
 ）＞x1
 ，则f（f（x1
 ））＞f（x1
 ）⇒x1
 ＞f（x1
 ），矛盾；若f（x1
 ）＜x1
 ，则f（f（x1
 ））＜f（x1
 ）⇒x1
 ＜f（x1
 ），矛盾，故x1
 ∈M⇒M=N.


68.
 （清华大学2009
 ）A和B两人玩一个游戏，A提供若干硬币，B可以任意将这些硬币全部摆放在顶点上，并确定一个目标顶点u. 规则是：A可以选择一个上面至少有两枚硬币的顶点v，并选择一个与它相邻的顶点w，将v上的两枚硬币取走，并放回一枚硬币在w上. A若在有限步内根据规则在u上放上一个硬币则获胜. 已知B不想让A赢且他很聪明，试问在这两种情况下A各需要至少几个硬币才能保证自己能赢？

[image: H1]



解
 　设u，v是相距最远的两个点，且u，v之间的顶点上不放置硬币，则需要的硬币最多. 若u，v之间有n个顶点，则此时需要2n+1
 个硬币.


在情况一中，n=3，故需16个硬币；在情况二中，n=2，故需8个硬币.


69.
 （华南理工大学2009
 ）已知函数f（x）是定义在［-4，+∞）上的单调增函数，且对于一切实数x，不等式f（cosx-b2
 ）≥f（sin2
 x-b-3）恒成立，求实数b的取值范围.


解
 　由题意，得


[image: 054]



70.
 （清华大学2009
 ）设[image: 054-2]
 的整数部分为a，小数部分为b.

（1）求a，b.

（2）求[image: 054-3]


（3）[image: 054-4]



解


[image: 054-5]



71.
 （清华大学2009
 ）（1）x，y为实数，且x+y=1，求证：对于任意正整数n，x2n
 +y2n
 ≥[image: 054-6]
 .

（2）a，b，c为正实数，求证：[image: 054-7]
 ，其中x，y，z为a，b，c的一种排列.


解
 　（1）若x和y不全正，则正数不小于1，此时x2n
 +y2n
 ≥1.


若x和y不全正，则由f（x）=x2n
 在x＞0时是下凸函数有

[image: 055]



从而


[image: 055-2]


（2）[image: 055-3]



72.
 （浙江大学2010
 ）有小于1的n（n≥2）个正数：x1
 ，x2
 ，x3
 ，…，xn
 且x1
 +x2
 +x3
 +…+xn
 =1，求证：[image: 055-4]



证


[image: 055-5]



73.
 （清华大学2009
 ）请写出所有三个数均为质数，且公差为8的等差数列，并证明你的结论.


解
 　对于a1
 ，有a1
 +8≡a1
 +2，a1
 +16≡a1
 +1（mod3），因此a1
 ，a1
 +8和a1
 +16中有一个被3整除，从而有一个是±3.


所有可能的等差数列是：｛3，11，19｝，｛-5，3，11｝，｛-13，-5，3｝，｛-3，5，13｝，｛-11，-3，5｝，｛-19，-11，-3｝.


74.
 （清华大学2009
 ）已知椭圆[image: 055-6]
 ，过椭圆左顶点A（-a，0）的直线L与椭圆交于Q，与y轴交于R，过原点与L平行的直线与椭圆交于P.

求证：AQ，[image: 055-7]
 ，AR成等比数列.


解


[image: 055-8]



75.
 （中国科技大学2009
 ）求证：对任意x，y∈R，不等式x2
 +xy+y2
 ≥3（x+y-1）总成立.


证
 　即证x2
 +（y-3）x+y2
 -3y+3≥0，任意x，y∈R，



于是要证Δ=（y-3）2
 -4（y2
 -3y+3）≤0.


因Δ=-3（y-1）2
 ≤0，故所证不等式成立.


76.
 （清华大学2009
 ）已知sint+cost=1，设s=cost+isint，求f（s）=1+s+s2
 +…+sn
 .


解
 　sint+cost=1⇒t=2kπ或者[image: 056-2]
 .



f（s）=（1+cost+…+cosnt）+i（sint+…+sinnt）.


当t=2kπ时，


1+cost+…+cosnt=n+1，sint+…+sinnt=0，f（s）=1；


当[image: 056-3]
 时，

[image: 056-4]



77.
 （浙江大学2010
 ）如图所示，[image: 056-5]
 的图像下有一系列正三角形，求第n个正三角形的边长.

[image: HB1]



解
 　设第n个正三角形为△Bn-1
 An
 Bn
 （B0
 点即为原点），它的边长为bn
 ，则Bn
 （Sn
 ，0），其中Sn
 =b1
 +b2
 +…+bn
 ，于是[image: 056-6]
 . 因[image: 056-7]
 ，


[image: 056-8]



78.
 （华南理工大学2009
 ）已知a2
 +a-1=0，b2
 +b-1=0，a＜b. 设a1
 =1，a2
 =b，an+1
 +an
 -an-1
 =0（n≥2），bn
 =an+1
 -aan
 .

（1）证明数列｛bn
 ｝是等比数列.

（2）求数列｛an
 ｝的通项.

（3）设c1
 =c2
 =1，cn+2
 =cn+1
 +cn
 ，证明：当n≥3时有（-1）n
 （acn-2
 +bcn
 ）=bn-1
 .


解


[image: 057-2]






[image: 057-3]


（3）当n=3时，左=（-1）3
 （ac1
 +bc3
 ）=[image: 057-4]
 ，成立.

[image: 057-5]


综上，当n≥3时，等式成立.


79.
 （清华大学2009
 ）证明当p，q均为奇数时，曲线y=x2
 -2px+2q与x轴的交点横坐标为无理数.


解


[image: 058-2]



80.
 （清华大学2009
 ）设a1
 ，a2
 ，…，a2n+1
 均为整数，性质P为：对a1
 ，a2
 ，…，a2n+1
 中任意2n个数，存在一种分法可将其分为两组，每组n个数，使得两组所有元素的和相等.

求证：a1
 ，a2
 ，…，a2n+1
 全部相等当且仅当a1
 ，a2
 ，…，a2n+1
 具有性质P.


证
 　设a1
 ，a2
 ，…，a2n+1
 具有性质P，且a1
 =0. 记S=a1
 +a2
 +…+a2n+1
 ，则由条件可知S-ai
 都是偶数，i=1，2，…，2n+1. 这意味着ai
 与S同奇偶，再由a1
 =0得到ai
 都是偶数，i=1，2，…，2n+1.


以下证明：a1
 =a2
 =…=a2n+1
 =0.

考虑迭代：[image: 058-3]
 ，i=1，2，…，2n+1，则a1
 ，a2
 ，…，a2n+1
 仍具有性质P. 若有某个ai
 非零，则经过有限步以后得到a1
 =0且某个ai
 是奇数，这矛盾. 对于具有性质P的任意a1
 ，a2
 ，…，a2n+1
 ，a1
 -a1
 ，a2
 -a1
 ，…，a2n+1
 -a1
 也具有性质P，且a1
 -a1
 =0，故由上面所证有a2
 -a1
 =…=a2n+1
 -a1
 =0.


81.
 （中国科大2009
 ）已知A=｛x｜x=n!+n，n∈N+
 ｝，B是A在N+
 上的补集.

（1）求证：无法从B中取出无限个数组成等差数列.

（2）能否从B中取出无限个数组成等比数列？试说明理由.


解
 　（1）假设可以，令公差为d，则am
 =a1
 +（m-1）d.当n＞d时，n!+n，（n+1）!+（n+1），（n+2）!+（n+2），…被d除，其余数分别与n，n+1，n+2，…被d除的相同，且余数逐一递增，得到d-1后，又周期性出现，故存在n0
 ，使n0
 !+n0
 被d除与am
 被d除的余数相同，说明n0
 !+n0
 是等差数列｛am
 ｝中的项，而n0
 !+n0
 ∈A，n0
 !+n0
 ∉B. 矛盾，故假设不成立，结论成立.


（2）能够. 取bm
 =5m
 （m∈N+
 ）.因n!+n=n［（n-1）!+1］，且当n＞5时，5·（n-1）!+1，故5m
 ∉A，因此5m
 ∈B，故数列｛bm
 ｝是从B中取出无限个数组成的等比数列.


82.
 （清华大学2008
 ）设正三角形T1
 边长为a，Tn+1
 是Tn
 的中点三角形，An
 为Tn
 除去Tn+1
 后剩下的三个三角形内切圆面积之和. 求[image: 059]
 .


解


[image: 059-2]



83.
 （浙江大学2010
 ）若sin（x+20°）=cos（x+10°）+cos（x-10°），求tanx.


解
 　因sinxcos20°+cosx sin20°=2cosx cos10°，



故sinx cos20°=cosx（2cos10°-sin20°）


[image: 059-3]



84.
 （清华大学2008
 ）已知某音响设备由5个部件组成：A电视机、B影碟机、C线路、D左声道和E右声道，其中每个部件工作的概率如图所示. 能听到声音，当且仅当A与B中有一工作，C工作，D与E中有一工作；且若D和E同时工作则有立体声效果.

[image: H2]


求：（1）能听到立体声效果的概率.

（2）听不到声音的概率.


解
 　（1）能听到立体声效果的概率=P（（A+B）CDE）


=（P（A）+P（B）-P（A）P（B））P（C）P（D）P（E）

=0.8352229.

[image: 059-4]



85.
 （中国科大2009
 ）如图所示，已知D，E，F分别为BC，AC，AB的三等分点，并且EC=2AE，BD=2CD，AF=2BF.

若S△ABC
 =1，试求S△PQR
 .

[image: HB2]



解
 　过E作EM∥BC，交AD于M.


因EC=2AE，有EM∶CD=1∶3

[image: 060]



86.
 （清华大学2009
 ）已知f（x）是三次项系数为[image: 060-2]
 的三次函数，且有f′（x）-9x＜0的解集为（1，2）.

（1）若f′（x）+7a=0仅有一解，求f′（x）的表达式.

（2）若f（x）在（-∞，+∞）上单调递增，求实数a的取值范围.


解
 　设[image: 060-3]
 ，则f′（x）=ax2
 +2a2
 x+a1
 .


因f′（x）＜9x，x∈（1，2），


故


[image: 060-4]



解得a1
 =2a，2a2
 =9-3a，故f′（x）=ax2
 +（9-3a）x+2a.


（1）由条件，Δ=（9-3a）2
 +36a2
 =0⇒a=1或a=-3.由f′（x）-9x＜0的解集为（1，2），得a＞0，a=-3舍去，故f′（x）=x2
 +6x+2.

（2）因f（x）在（-∞，+∞）上单调增加，故f′（x）=ax2
 +（9-3a）x+2a≥0的解集为实数集⇒Δ=（9-3a）2
 -8a2
 ≤0，即a2
 -54a+81≤0⇒27-[image: 060-5]
 ≤a≤27+[image: 060-5]
 ，故a的取值范围为[image: 060-6]
 .


87.
 （同济大学2009
 ）对于每个自然数n，抛物线y=（n2
 +2n）x2
 -（2n+2）x+1与x轴交于An
 ，Bn
 两点，以｜An
 Bn
 ｜表示两点间的距离，求｜A1
 B1
 ｜+｜A2
 B2
 ｜+…+｜A100
 B100
 ｜的值.


解


[image: 060-7]



88.
 （南京大学2008
 ）若正数a，b，c满足a=b=c=[image: 060-8]
 ，求证：[image: 060-9]
 [image: 060-10]



证


[image: 061]



89.
 （同济大学2009
 ）n个人围着坐一圈，甲乙两人相邻而坐且甲在乙的右侧的概率是多少？


解
 　甲的位子固定，乙可以坐的位子有n-1个，概率相等，则乙在甲左侧的概率为[image: 061-2]
 .



90.
 （北京大学2009
 ）AB为y=1-x2
 上在y轴两侧的点，求过A，B的切线与x轴围成面积的最小值.


解
 　设A（a，1-a2
 ），B（-b，1-b2
 ），a＞0，b＞0.


[image: 061-3]



91.
 （同济大学2009
 ）已知a，b，c是向量，在下列命题中，真命题有几个？

（1）a·b=b·c⇒a=c；

（2）（a·b）·c=a·（b·c）；

（3）｜a·b｜=｜a｜｜b｜；

（4）｜a+b｜2
 =（a+b）2
 ；

（5）a·b=0，则a，b中至少有一个为0；

（6）若a∥b，b∥c，则a∥c；

（7）若a⊥b，b⊥c，则a⊥c；

（8）若a与b共线，则存在一个实数λ，使b=λa成立；

（9）与向量a平行的单位向量有2个.


解
 　（1）错，[image: 062]
 与c在b上投影相等.


（2）错，向量点乘没有结合律；

（3）错，｜a·b｜≤｜a｜｜b｜；

（4）正确.

（5）错，可以是a⊥b；

（6）错，b取零向量；

（7）错，b为零向量.

（8）错，a为零向量，b为非零向量.

（9）错，a为零向量.


92.
 （清华大学2009
 ）有限条抛物线及其内部能否覆盖整个坐标平面？证明你的结论.


解
 　不能.


给定的抛物线，除了平行于抛物线的对称轴的直线外，其余直线落在此抛物线内的部分都只有有限长度. 现在任取一直线与这有限条抛物线的对称轴都不平行，那么这条直线上有无穷多个点不落在这些抛物线中任意一个的内部.


93.
 （清华大学2009
 ）四面体ABCD中，AB=CD，AC=BD，AD=BC.

（1）求证：四面体每个面的三角形为锐角三角形.

（2）设三个面与底面BCD所成的角分别为α，β，γ，求证：cosα+cosβ+cosγ=1.


解
 　（1）由条件，四个面是全等三角形. 由于∠ACB，∠ACD和∠BCD共顶点，因此∠ACB+∠ACD＞∠BCD.


另一方面∠ACB+∠ACD+∠BCD=∠ACB+∠BAC+∠ABC=π，因此∠ABC=∠BCD＜[image: 062-2]
 . 同理可证：∠BAC=∠ACD＜[image: 062-2]
 ，∠ACB＜[image: 062-2]
 .

（2）由（1）可知，A在底面△BCD内，因此


S△ABC
 cosα+S△ABD
 cosβ+S△ACD
 cosγ=S△BCD
 .


另一方面，四个面是全等三角形，因此S△ABC
 =S△ABD
 =S△ACD
 =S△BCD
 .


94.
 （清华大学2009
 ）求[image: 062-3]
 的单调区间及极值.


解
 　[image: 062-4]


当x∈（-∞，0）∪（0，1）时，f′（x）＜0；当x∈（1，+∞）时，f′（x）＞0.

因此f（x）在（-∞，0）和（0，1）上单调减，在（1，+∞）上单调增，极小值为f（1）=e.



第三部分

自主招生入学考试模拟预测试卷

“华约”自主招生模拟预测试卷

“北约”自主招生模拟预测试卷

“卓越联盟”自主招生模拟预测试卷

其他高校自主招生模拟预测试卷

模拟预测试卷参考答案与解析


“华约”自主招生模拟预测试卷

模拟预测试卷（一）


【答案链接】



1.
 已知集合A=｛（x，y）｜ax+y=1｝，B=｛（x，y）｜x+ay=1｝，C=｛（x，y）｜x2
 +y2
 =1｝，则

（1）当a为何值时，（A∪B）∩C是一个2元集.

（2）当a为何值时，（A∪B）∩C是一个3元集.






2.
 已知[image: 065]
 ，[image: 065-2]
 ，求y的值域.






3.
 抛物线y2
 =2px（p＞0）上两动点A，B及一定点M（x0
 ，y0
 ），F为焦点，已知｜AF｜，｜MF｜，｜BF｜成等差数列.

（1）求证：线段AB的垂直平分线过定点Q（x0
 +p，0）.

（2）在（1）中，若｜MF｜=4，｜OQ｜=6（O为坐标原点），求抛物线方程.

（3）对于（2）中的抛物线，求△AQB的面积的最大值.






4.
 设a，b为掷两颗骰子时分别出现的点数，试求出满足[image: 066]
 的概率.






5.
 在数列｛an
 ｝中，a1
 =8，a4
 =2，且满足an+2
 =2an+1
 -an
 ，n∈N+
 .

（1）求数列｛an
 ｝的通项公式.

（2）设[image: 066-2]
 ，Tn
 =b1
 +b2
 +…+bn
 （n∈N+
 ）是否存在最大的整数m，使得对任意n∈N+
 ，均有[image: 066-3]
 成立？若存在，求出m的值；若不存在，则说明理由.






6.
 找出所有的正整数x，使得[image: 067]
 是一个整数.






7.
 设函数f（x）=｜sinx｜+｜cosx｜，试讨论f（x）的性态（有界性、奇偶性、单调性和周期性），求其极值，并作出其在［0，2π］内的图像.






模拟预测试卷（二）


【答案链接】



1.
 设函数f（x）=x2
 +ax+b（a，b∈R），集合A=｛x｜x=f（x），x∈R｝，B=｛x｜x=f（f（x）），x∈R｝.

（1）证明：A[image: 053-0]
 B.

（2）当A=｛-1，3｝时，求集合B.






2.
 设a≥0，f（x）=（a+cosx）（a+sinx）的最大值为[image: 068]
 ，求a的值.






3.
 已知椭圆x2
 +2y2
 =4和双曲线[image: 068-2]
 ，求经过椭圆与双曲线的4个交点及点P（2，1）的二次曲线方程.






4.
 随机挑选一个三位数I. 求：

（1）I含有因子5的概率.

（2）I中恰有两个数码相等的概率.






5.
 数列｛ak
 ｝定义为：[image: 069]
 ，正整数m，n满足m＜n，且am
 +am+1
 +…+an-1
 =[image: 069-2]
 ，求m+n的值.






6.
 f（x）是定义在正整数集上的实值函数，[image: 070]
 ，f（n+1）=f（n）·［2-f（n+1）］，n=1，2，3，…，求[image: 070-2]
 .






7.
 设f（x）=｜sinx｜+｜cosx｜，讨论其性态，求最值，并作［0，2π］上的图像.






模拟预测试卷（三）


【答案链接】



一、选择题



1.
 若a＞1，b＞1且lg（a+b）=lga+lgb，则lg（a-1）+lg（b-1）=（　　）.

（A）lg2

（B）1

（C）不是与a，b无关的常数

（D）0


2.
 已知f（x）=[image: 071]
 +[image: 071-2]
 +[image: 071-3]
 ，其中x为实数且k为整数，则f（x）的最小正周期为（　　）.

[image: 071-4]



3.
 “[image: 071-5]
 ”是“直线（a+2）x+3ay+1=0与直线（a-2）x+（a+2）y-3=0垂直”的（　　）.

（A）充分必要条件

（B）充分而不必要条件

（C）必要而不充分条件

（D）既不充分也不必要条件


4.
 设甲、乙两个袋子中装有若干个均匀白球和红球，且甲、乙两个袋子中的球数比为1∶3. 已知从甲袋中摸到红球的概率为[image: 071-6]
 ，而将甲、乙两个袋子中的球装在一起后，从中摸到红球的概率为[image: 071-7]
 ，则从乙袋中摸到红球的概率为（　　）.

[image: 071-8]



5.
 已知a，b为实数，满足（a+b）59
 =-1，（a-b）60
 =1，则[image: 071-9]
 =（　　）.

（A）121

（B）-49

（C）0

（D）23


6.
 复数[image: 071-10]
 （a∈R，[image: 071-11]
 ）在复平面上对应的点不可能位于（　　）.

（A）第Ⅰ象限

（B）第Ⅱ象限

（C）第Ⅲ象限

（D）第Ⅳ象限


7.
 在集合｛1，2，…，11｝中任取两个作为椭圆方程[image: 071-12]
 中的a和b，则能组成落在矩形区域｛（x，y）｜｜x｜＜11，｜y｜＜9｝内的椭圆个数是（　　）.

（A）70

（B）72

（C）80

（D）88


8.
 给定正整数n和正常数a，对于满足不等式[image: 071-13]
 的所有等差数列a1
 ，a2
 ，a3
 ，…，和式[image: 071-14]
 的最大值=（　　）.

[image: 071-15]



9.
 设z0
 （z0
 ≠0）为复平面上一定点，z1
 为复平面上的动点，其轨迹方程为｜z1
 -z0
 ｜=｜z1
 ｜，z为复平面上另一个动点，满足z1
 z=-1，则z在复平面上的轨迹形状是（　　）.

[image: 072]



10.
 对任意实数x，y，定义运算[image: 072-5]
 为[image: 072-5]
 =ax+by+cxy，其中a，b，c为常数，且等式右端中的运算为通常的实数加法、乘法运算. 已知[image: 072-6]
 ，且有一个非零实数d，使得对于任意实数x均有[image: 072-7]
 ，则d=（　　）.

（A）-4

（B）-2

（C）1

（D）4


二、计算与证明题



11.
 设x，y，z是3个不全为零的实数，求[image: 072-2]
 的最大值.






12.
 已知A（2，1），双曲线[image: 072-3]
 右焦点为F，P在双曲线右支上.

（1）求｜AP｜+｜PF｜的最小值.

（2）求[image: 072-4]
 的最小值，并求此时点P的坐标.






13.
 设数列｛an
 ｝，｛bn
 ｝，｛cn
 ｝满足：bn
 =an
 -an+2
 ，cn
 =an
 +2an+1
 +3an+2
 （n=1，2，…）.

证明：数列｛an
 ｝为等差数列的充分必要条件是：数列｛cn
 ｝为等差数列且bn
 ≤bn+1
 （n=1，2，…）.






14.
 已知二次函数y=ax2
 +bx+c（a＜b）的图像恒不在x轴下方，且[image: 073]
 恒成立，求实数m的取值范围.






15.
 椭圆[image: 073-2]
 上有两点P，Q，O是原点，若OP，OQ的斜率之积为[image: 073-3]
 ，求证：｜OP｜2
 +｜OQ｜2
 为定值.






“北约”自主招生模拟预测试卷

模拟预测试卷（一）


【答案链接】



一、选择题



1.
 [image: 074]
 ，y=f（x）与y=g（x）的图像关于直线y=x对称，则[image: 074-2]
 =（　　）.

（A）1

（B）2

（C）3

（D）4


2.
 [image: 074-3]
 的最大值为（　　）.

[image: 074-4]



3.
 复数z满足｜z｜=1，且有负数a满足z2
 -2az+a2
 -a=0，则a=（　　）.

[image: 074-5]



4.
 [image: 074-6]
 ，则cos3
 x-sin3
 x=（　　）.

[image: 074-7]



5.
 等差数列｛an
 ｝满足3a8
 =5a13
 ，且a1
 ＞0，则其部分和Sn
 取得最大值时n=（　　）.

（A）18

（B）19

（C）20

（D）21


6.
 多项式P（x）=（1+x）+（1+x）2
 +…+（1+x）99
 ，其中x3
 的系数为（　　）.

[image: 074-8]



二、计算与证明题



7.
 设f（x）=ax2
 +bx+c（a＞0），方程f（x）=x的两个根是x1
 和x2
 ，且x1
 ＞0，x2
 -x1
 ＞[image: 074-9]
 . 又若0＜t＜x1
 ，试比较f（t）与x1
 的大小.






8.
 已知关于x的方程（ax+1）2
 =a2
 （1-x2
 ），a＞1，证明方程的正根比1小，负根比-1大.






9.
 求函数f（x）=max｛｜x+1｜，｜x2
 -5｜｝的最小值，并求出相应的x值.






10.
 设实数a，b，c，m为实数，且a≥0，m≥0，试证明方程ax2
 +bx+c=0有一个小于1的正根x0
 的充分条件为：[image: 075]







模拟预测试卷（二）


【答案链接】



一、选择题



1.
 A=｛x∈R｜log2
 （x2
 -x-1）＞0｝，B=｛x∈R｜2x
 -21-x
 ＞1｝，A∪BC
 =（　　）（BC
 表示B在R上的补集）.

（A）｛x|x∈（-∞，-1）｝

（B）｛x|x∈（-∞，1）｝

（C）｛x|x∈（2，+∞）｝

（D）{x|x∈（-∞，1）∪（2，+∞）}


2.
 数x满足[image: 076]
 ，求[image: 076-2]
 =（　　）.

[image: 076-3]



3.
 求[image: 076-4]
 的圆心坐标，θ∈［0，2π）. 正确的是（　　）.

[image: 076-5]



4.
 抛物线y=2x2
 +2ax+a2
 与直线y=x+1交于A和B两点，｜AB｜最大时，a=（　　）.

[image: 076-6]



5.
 [image: 076-7]


[image: 076-8]



6.
 求[image: 076-9]


[image: 076-10]



二、计算与证明题



7.
 设n∈N+
 ，n≥15，集合A，B都是I=｛1，2，…，n｝的真子集，A∩B=∅，A∪B=I，证明：集合A或B中，必有两个不同的数，它们的和为完全平方数.






8.
 已知f（x）是定义在R上的不恒为0的函数，且对于任意的a，b∈R，有f（ab）=af（b）+bf（a）.

（1）求f（0），f（1）的值.

（2）判断f（x）的奇偶性，并证明你的结论.

（3）若f（2）=2，[image: 077]
 （n∈N+
 ），求数列｛un
 ｝的前n项和Sn
 .






9.
 求函数[image: 077-2]
 的最大值.






10.
 在正方形ABCD中，过一个顶点D作对角线CA的平行线DE，若｜CE｜=｜CA｜，且CE交边DA于点F，求证：｜AE｜=｜AF｜.






模拟预测试卷（三）


【答案链接】



一、选择题



1.
 一个班20个学生，有3个女生，抽4个人去参观展览馆，恰好抽到1个女生的概率为（　　）.

[image: 078]



2.
 求31000
 在十进制中最后4位（　　）.

（A）0001

（B）0009

（C）0007

（D）0099


3.
 求[image: 078-2]
 的最大值是（　　）.

[image: 078-3]



4.
 [image: 078-4]
 ，则a1
 +a2
 +…+a99
 =（　　）.

（A）0.9

（B）0.99

（C）0.99

（D）1


5.
 a0
 =0，[image: 078-5]
 ，a2
 =6，[image: 078-6]
 ，a4
 =20，[image: 078-7]
 ，a6
 =42，[image: 078-8]
 ，a8
 =72，则其通项为（　　）.

（A）n（n+1）

（B）[image: 078-9]


（C）（-1）n
 n（n+1）（-1）n



（D）（-1）n
 n（n+1）


6.
 当a=（　　）时，下面的二元二次联立方程组只有3组不同的解：[image: 078-10]
 .

（A）-1

（B）1

（C）±1

（D）0


二、计算与证明题



7.
 M是正整数集的子集，满足：1∈M，2006∈M，2007∉M，且有如下性质：若a，b∈M，则[image: 078-11]
 ，则M有多少个非空子集？






8.
 设[image: 079]
 ，其中a是大于零的常数，求[image: 079-2]
 的值.






9.
 设a，b是两个正数，且a＜b，当x∈［a，b］时，y=x2
 -4x+6的最小值为a，最大值为b，求a，b的值.






10.
 设△ABC的重心为H，外心为O，外接圆半径为R，｜OH｜=d，｜BC｜=a，｜CA｜=b，｜AB｜=c. 求证：a2
 +b2
 +c2
 =9R2
 -d2
 .






“卓越联盟”自主招生模拟预测试卷

模拟预测试卷（一）


【答案链接】



一、选择题



1.
 三边均为整数，且最大边为11的三角形，共有（　　）个.

（A）20

（B）26

（C）30

（D）36


2.
 已知z∈C，若｜z｜-z=2-4i，则[image: 080]
 的值是（　　）.

[image: 080-2]



3.
 已知平面上三角形ABC为等边三角形且每边边长为a. 在AB和BC上分别取D，E使得[image: 080-3]
 ，连接A，E两点以及C，D两点，则AE和CD之间的最小夹角为（　　）.

[image: 080-4]



4.
 已知数列｛an
 ｝满足3an+1
 +an
 =4（n≥1），且a1
 =9，其前n项之和为Sn
 ，则满足不等式[image: 080-5]
 的最小整数是（　　）.

（A）6

（B）7

（C）8

（D）9


5.
 方程[image: 080-6]
 的实根的个数是（　　）.

（A）1个

（B）2个

（C）3个

（D）4个


6.
 设函数y=f（x）对一切实数x均满足f（2+x）=f（2-x），且方程f（x）=0恰好有7个不同的实根，则这7个不同的实根的和为（　　）.

（A）0

（B）10

（C）12

（D）14


7.
 设a，b，c为非负实数，且满足方程[image: 080-7]
 =0，则a+b+c的最大值和最小值（　　）.

（A）互为倒数

（B）其和为13

（C）其乘积为4

（D）均不存在


8.
 一个球与正四面体的六条棱都相切，若正四面体的棱长为a，则这个球的体积为（　　）.

[image: 081]



9.
 已知函数f（x）的定义域为（0，2），则函数g（x）=f（x+c）+f（x-c）在[image: 081-2]
 时的定义域为（　　）.

（A）（1-c，2+c）

（B）（c，2-c）

（C）（1-c，2-c）

（D）（c，2+c）


10.
 当a和b取遍所有实数时，则函数f（a，b）=（a-3｜cosb｜）2
 +（a-5-2｜sinb｜）2
 所能达到的最小值为（　　）.

（A）1

（B）2

（C）3

（D）4


二、计算与证明题



11.
 在等比数列｛an
 ｝中，[image: 081-3]
 ，前n项的几何平均值是8. 若从前n项中去掉一项后的几何平均值是[image: 081-4]
 ，试问去掉的是第几项？






12.
 设集合A=｛2，4，a3
 -2a2
 -a+7｝，B=｛1，5a-5，[image: 081-5]
 ，a3
 +a2
 +3a+7｝，是否存在a∈R，使A∩B=｛2，5｝？证明你的结论.






13.
 设f（x）=x2
 +6ax-a，y=f（x）的图像与x轴有两个不同的交点，即（x1
 ，0），（x2
 ，0），且[image: 082]
 -[image: 082-2]
 =8a-3，求a的值.






14.
 甲、乙两小队做军事游戏，甲队按下列方案将一球埋于某地：以三个已知目标A，B，C为标志，将AB绕点A逆时针方向旋转90°，到达AD；再将CB绕点C按顺时针方向旋转90°，到达CE；最后将球埋在DE的中点M处，并有意将标志B移去. 试问乙队如何只根据标志A，C找到球的埋藏处M的位置？






15.
 从点A（-3，3）出发的光线l射到x轴上，被x轴反射，其反射光线所在直线与圆x2
 +y2
 -4x-4y+7=0相切，求光线l所在直线方程.






模拟预测试卷（二）


【答案链接】



一、选择题



1.
 设f（x）是定义在实数集上的周期为2的周期函数，且是偶函数. 已知当x∈［2，3］时，f（x）=-x，则当x∈［-2，0］时，f（x）的表达式为（　　）.

（A）-3+｜x+1｜

（B）2-｜x+1｜

（C）3-｜x+1｜

（D）2+｜x+1｜


2.
 已知a，b，c是不完全相等的实数. 若x=a2
 -bc，y=b2
 -ac，z=c2
 -ba，则x，y，z（　　）.

（A）都大于0

（B）至少有一个大于0

（C）至少有一个小于0

（D）都不小于0


3.
 已知A=｛（x，y）｜y≥x2
 ｝，B=｛（x，y）｜x2
 +（y-a）2
 ≤1｝，则使A∩B=B成立的充分必要条件是（　　）.

[image: 083]



4.
 将一个三棱锥的每个顶点染上一种颜色，并使得一条棱的两端点异色，若只有五种颜色可供使用，则不同的染色方法的总数为（　　）.

（A）120

（B）260

（C）340

（D）420


5.
 已知f（x）=asinx+[image: 083-2]
 +4（a，b为实数）且f（lglog3
 10）=5，则f（lglg3）=（　　）.

（A）-5

（B）-3

（C）3

（D）随a，b取不同值而取不同值


6.
 棱长为a的正方体内有两球互相外切，且两球各与正方体的三个面相切，则两球半径之和为（　　）.

[image: 083-3]



7.
 已知关于x的方程x2
 -6x+（a-2）｜x-3｜+9-2a=0有两个不同的实数根，则系数a的取值范围（　　）.

（A）a＞0或a=-2

（B）a＜0

（C）a=2或a＞0

（D）a=-2


8.
 设a1
 和a2
 为平面上两个长度为1的不共线向量，且它们和的模长满足｜a1
 +a2
 ｜=[image: 083-4]
 ，则（2a1
 -5a2
 ）·（3a1
 +a2
 ）=（　　）.

[image: 083-5]



9.
 方程[image: 083-6]
 有（　　）解.

（A）一个

（B）两个

（C）三个

（D）四个


10.
 设a是一个实数，则方程组[image: 084]
 解的情况为（　　）.

（A）无论a取何值，方程组均有解

（B）无论a取何值，方程组均无解

（C）若方程组有解，则仅有一组解

（D）方程组有可能无解


二、计算与证明题



11.
 解不等式｜log2
 x-3｜+｜2x
 -8｜≥9.






12.
 已知函数[image: 084-2]
 ，m＞0且f（1）=-1.

（1）求实数m的值.

（2）判断函数y=f（x）在区间（-∞，m-1］上的单调性，并用函数单调性定义证明.

（3）求实数k的取值范围，使得关于x的方程f（x）=kx分别为：

① 有且仅有一个实数解；② 有两个不同的实数解；③ 有三个不同的实数解.






13.
 已知圆C过定点A（0，p）（p＞0），圆心C在抛物线x2
 =2py上运动，若MN为圆C在x轴上截得的弦，｜AM｜=l1
 ，｜AN｜=l2
 ，∠MAN=θ.

（1）求证：当C运动时，｜MN｜为定值.

（2）求[image: 085]
 的最大值和最小值.

[image: H3]







14.
 证明：一个公比为q的等比数列｛an
 ｝中任二项之积仍是这个数列中的项的充要条件是：存在非负整数m，使a1
 =qm
 .






15.
 求函数[image: 085-2]
 的单调区间，并求它的最小值.






模拟预测试卷（三）


【答案链接】



一、选择题



1.
 函数y=cos3
 x+sin2
 x-cosx的最大值等于（　　）.

[image: 086]



2.
 已知x，y，z是正数，且满足xyz（x+y+z）=1，则（x+y）（x+z）的最小值为（　　）.

（A）1

（B）2

（C）3

（D）4


3.
 12
 -22
 +32
 -42
 +…+（-1）n-1
 n2
 的值为（　　）.

[image: 086-2]



4.
 若圆（x-3）2
 +（y+5）2
 =r2
 上有且仅有两个点到直线4x-3y=2的距离等于1，则半径r的取值范围是（　　）.

（A）（4，6）

（B）［4，6）

（C）（4，6］

（D）［4，6］


5.
 若椭圆[image: 086-3]
 （m＞1）与双曲线[image: 086-4]
 （n＞0）有相同的焦点F1
 ，F2
 ，P是椭圆与双曲线的一个交点，则△F1
 PF2
 的面积是（　　）.

（A）1

（B）[image: 086-5]


（C）2

（D）4


6.
 对于每个正整数n，抛物线y=（n2
 +n）x2
 -（2n+1）x+1与x轴交于An
 ，Bn
 两点，以｜An
 Bn
 ｜表示该两点的距离，则｜A1
 B1
 ｜+｜A2
 B2
 ｜+…+｜A2 010
 B2 010
 ｜的值是（　　）.

[image: 086-6]



7.
 一直线过点（-a，0）（a＞0），分割第Ⅱ象限得一三角形区域，此三角形面积为A，则方程为（　　）.

（A）2Ax-a2
 y-2aA=0

（B）2Ax+a2
 y-2aA=0

（C）2Ax-a2
 y+2aA=0

（D）2Ax+a2
 y+2aA=0


8.
 方程3x2
 -ex
 =0的实根（　　）.

（A）不存在

（B）有一个

（C）有两个

（D）有三个


9.
 在三棱柱ABC-A1
 B1
 C1
 中，点A，BB1
 的中点M以及B1
 C1
 的中点N所决定的平面把三棱柱切割成体积不同的两部分，那么小部分的体积和大部分的体积比为（　　）.

[image: 086-7]



10.
 设[image: 087]
 是一个二阶方阵，则100个A的乘积A100
 =（　　）.

（A）299
 A

（B）2100
 A

（C）399
 A

（D）3100
 A


二、计算与证明题



11.
 解关于x的不等式：[image: 087-2]







12.
 设a为实数，函数f（x）=x2
 +｜x-a｜+1，x∈R.

（1）讨论f（x）的奇偶性.

（2）求f（x）的最小值.






13.
 若函数[image: 088]
 在区间［a，b］上的最小值为2a，最大值为2b，求［a，b］.






14.
 已知圆x2
 +y2
 =1与一定点A（2，0），B为已知圆上一动点，△ABC是正三角形（A，B，C为顺时针序），试求顶点C的轨迹，如点B在上半圆周上运动，到什么位置时，四边形OACB的面积最大？






15.
 设数列a1
 ，a2
 ，…满足：a1
 =1，an
 -2＞0，且

[image: 088-2]


证明：对任意正整数k＞1，存在正整数n，使得an
 =an-1
 +3=k2
 .






其他高校自主招生模拟预测试卷

模拟预测试卷（一）


【答案链接】



一、选择题



1.
 一圆与直线x+3y-26=0切于A（8，6），且经过点B（-2，-4），此圆的方程为（　　）.

（A）x2
 +y2
 -11x+3y-30=0

（B）x2
 +y2
 +11x-3y+30=0

（C）x2
 +y2
 +22x+9y-26=0

（D）[image: 089]



2.
 若双曲线的渐近线方程为x±2y=0，且过点（1，3），则其方程为（　　）.

[image: 089-2]



3.
 设等差数列的首项及公差均为非负整数，项数不少于3，且各项的和为972
 ，则这样的数列共有（　　）.

（A）1个

（B）2个

（C）3个

（D）4个


4.
 等比数列｛an
 ｝的首项a1
 =1536，公比[image: 089-3]
 ，用∏n
 表示它的前n项之积，则∏n
 中最大是（　　）.

（A）∏9


（B）∏11


（C）∏12


（D）∏13



5.
 若圆（x-a）2
 +（y-b）2
 =b2
 +1始终平分圆（x+1）2
 +（y+1）2
 =4的周长，则a，b应该满足的关系式是（　　）.

（A）a2
 -2a-2b-3=0

（B）a2
 +2a+2b+5=0

（C）a2
 +2b2
 +2a+2b+1=0

（D）3a2
 +2b2
 +2a+2b+1=0


6.
 设x，y是实数，且满足[image: 089-4]
 ，则x+y的值为（　　）.

（A）1

（B）2

（C）3

（D）4


7.
 设a＞0，b＞0，且a+b=1，则[image: 090]
 的最小值为（　　）.

[image: 090-2]



二、计算与证明题



8.
 设函数f（x）定义在实数域上，若f（x*
 ）=x*
 ，则称x*
 是f（x）的不动点，试证：若函数F（x）=f（f（x））存在唯一不动点，则f（x）也存在唯一的不动点.






9.
 设点P在抛物线y=x2
 上，点Q在圆x2
 +（y-3）2
 =1上，求PQ的最小值.






10.
 二次方程x2
 +ax+2b=0（a，b为常数）的两根分别落在区间（0，1）和（1，2）内，求[image: 091]
 的范围.






11.
 k为何值时，方程x2
 -2｜x｜+3=k有4个互不相等的实根？






12.
 已知a，b，c是实数，函数f（x）=ax2
 +bx+c，g（x）=ax+b，当-1≤x≤1时，｜f（x）｜≤1.

（1）证明：｜c｜≤1.

（2）证明：当-1≤x≤1时，｜g（x）｜≤2.

（3）设a＞0，当-1≤x≤1时，g（x）的最大值为2，求f（x）.






13.
 设｛an
 ｝是正项递增的等差数列，n，k∈N+
 ，k≥2，求证：

[image: 092]







模拟预测试卷（二）


【答案链接】



一、选择题



1.
 若椭圆[image: 093]
 内有一点P（1，-1），F为右焦点，椭圆上有一点M，使｜MP｜+2｜MF｜值最小，则M为（　　）.

[image: 093-2]



2.
 点P（x，y）在椭圆[image: 093-3]
 上，则x+y的最大值是（　　）.

[image: 093-4]



3.
 设两个由实数组成的无穷递缩等比数列的和都是1，这两个数列的项不全相同，但它们的第2项相同，且其中一个数列的第3项为[image: 093-5]
 ，则这两个数列的第2项为（　　）.

[image: 093-6]



4.
 函数y=cos3
 x+sin2
 x-cosx的最大值等于（　　）.

[image: 093-7]



5.
 已知四棱锥P-ABCD，底面ABCD是菱形，[image: 093-8]
 ，PD⊥平面ABCD，线段PD=AD，点E是AB的中点，点F是PD的中点，则二面角P-AB-F的平面角的余弦值=（　　）.

[image: 093-9]



6.
 设f（x）=x8
 -x5
 +x2
 -x+1，则f（x）有性质（　　）.

（A）对任意实数x，f（x）总是大于0

（B）对任意实数x，f（x）总是小于0

（C）当x＞0时，f（x）≤0

（D）以上均不对


7.
 设x1
 ，x2
 ，x3
 是方程x3
 +x+2=0的三个根，则行列式[image: 093-10]
 =（　　）.

（A）-4

（B）-1

（C）0

（D）2


二、计算与证明题



8.
 复数z满足|z|=1. 证明：|1+z|≥1或者|1+z2
 |≥1.






9.
 设f（x）=x2
 +ax+b cosx，且｛x｜f（x）=0，x∈R｝=｛x｜f（f（x））=0，x∈R｝≠∅，求满足条件的所有a，b的值.






10.
 已知f（x）是定义在［-1，1］上的奇函数，且f（1）=1，若a，b∈［-1，1］，a+b≠0，有[image: 094]
 .

（1）判断函数f（x）在［-1，1］上的单调性.

（2）解不等式[image: 094-2]


（3）若f（x）≤m2
 -2am+1，对所有x∈［-1，1］，a∈［-1，1］恒成立，求实数m的取值范围.






11.
 定义在实数集上的函数f（x），对任意x，y∈R，有f（x+y）+f（x-y）=2f（x）f（y），且f（0）≠0.

（1）求f（0）的值.

（2）求证y=f（x）是偶函数.

（3）若存在常数c，使[image: 095]
 ，求f（2c）的值.






12.
 已知{an
 }，{bn
 }满足a1
 =1，b1
 =0，且当n≥2时，[image: 095-2]
 ，bn
 =[image: 095-3]
 ，求{an
 }和{bn
 }的通项公式.






13.
 设△ABC中，C′是AB的中点. 试比较AC+BC和CC′的大小.






14.
 已知数列｛an
 ｝满足a1
 =1，an+1
 =2an
 +1（n∈N+
 ）.

（1）求数列｛an
 ｝的通项公式.

（2）证明：[image: 096]







模拟预测试卷（三）


【答案链接】



一、选择题



1.
 方程3x
 +4x
 +12x
 =13x
 的实根有（　　）.

（A）3个

（B）2个

（C）1个

（D）0个


2.
 设Sn
 =1+2+…+n，n∈N，则[image: 097]
 =（　　）.

[image: 097-2]



3.
 设x，y，m∈R，M=｛（x，y）｜y2
 =x-1｝，N=｛（x，y）｜y=2x-2m2
 +m-2｝，则集合M∩N中含有的元素的个数是（　　）.

（A）0或1或2

（B）0或1

（C）2

（D）1或2


4.
 设[image: 097-3]
 ，则满足等式sinα-[image: 097-4]
 =log2
 （x2
 -x+2）的实数x的取值范围是（　　）.

（A）｛x｜-1＜x＜2｝

（B）｛x｜-1＜x＜0或1＜x＜2｝

（C）｛x｜0≤x≤1｝

（D）｛x｜-1≤x＜0或1＜x≤2｝


5.
 设数列｛an
 ｝为等差数列，共有2n+1项，其中奇数项之和为320，偶数项之和为290，则第n+1项的值为（　　）.

（A）30

（B）305

（C）15

（D）无法求出


6.
 已知x，y是实数，z1
 =（x+4）+yi，z2
 =（x-4）+yi，｜z1
 ｜+｜z2
 ｜=10，令u=[image: 097-5]
 ，则u的最大值为（　　）.

[image: 097-6]



7.
 设函数y=f（x）的反函数f-1
 （x）存在，将y=f（x）的图像向左平移1个单位得到图像C1
 ，再将C1
 向上平移1个单位得到图像C2
 ，作出C2
 关于直线y=x对称的图像C3
 ，则C3
 的解析式为（　　）.

（A）y=f-1
 （x+1）+1

（B）y=f-1
 （x+1）-1

（C）y=f-1
 （x-1）+1

（D）y=f-1
 （x-1）-1


二、计算与证明题



8.
 已知实数x满足[image: 097-7]
 ，求[image: 097-8]







9.
 若函数f（x，y，z）满足f（a，b，c）=f（b，c，a）=f（c，a，b），则称函数f（x，y，z）为轮换对称函数. 如f（a，b，c）=abc是轮换对称函数.

（1）证明函数f（x，y，z）=x2
 -y2
 +z不是轮换对称函数.

（2）若A，B，C是△ABC的内角，判断函数f（A，B，C）=2+cosC·cos（A-B）-cos2
 C是否为轮换对称函数.

（3）对于函数f（A，B，C）=2+acosC·cos（A-B）-acos2
 C（其中实数a＞0，A，B，C为△ABC的内角），若存在实数k∈［4，6］，能找到一个△A0
 B0
 C0
 满足不等式k≤f（A0
 ，B0
 ，C0
 ），求a的取值范围.






10.
 在正方体ABCD-A1
 B1
 C1
 D1
 中各棱长为1，[image: 098]
 ，[image: 098-2]
 ，试证MN是AB1
 和BD的公垂线，并求MN的长.






11.
 若正方形ABCD的一条边在直线y=2x-17上，另外两个顶点在抛物线y=x2
 上，则该正方形面积的最小值为多少？






12.
 假设平面上任意一点着有红色或者黑色，证明：一定可以找到一个等腰直角三角形，它的三个顶点的着色相等.






13.
 设｛an
 ｝是等比数列，首项a1
 ＞1，公比q＞1，求证数列｛logan

 an+1
 ｝是递减数列.






14.
 在数列｛an
 ｝中，若a1
 ，a2
 是正整数，且an
 =｜an-1
 -an-2
 ｜，n=3，4，5，…，故称｛an
 ｝为“绝对差数列”.

（1）举出一个前5项不为0的“绝对差数列”.

（2）若“绝对差数列”｛an
 ｝中，a20
 =3，a21
 =0，数列｛bn
 ｝满足bn
 =an
 +an+1
 +an+2
 ，n=1，2，…，试分别判断当n→∞时，an
 与bn
 的极限是否存在？若存在，则求出其极限值.

（3）证明：任何“绝对差数列”中总有无穷多个为零的项.






模拟预测试卷（四）


【答案链接】



一、选择题



1.
 在平面直角坐标系中，△ABC的顶点坐标分别为A（3，4），B（6，0），C（-5，-2），则∠A的平分线所在直线的方程为（　　）.

（A）7x-y-17=0

（B）2x+y+3=0

（C）5x+y-6=0

（D）x-6y=0


2.
 对所有满足1≤n≤m≤5的m和n，极坐标方程[image: 100]
 表示的双曲线条数为（　　）.

（A）6

（B）9

（C）12

（D）15


3.
 设有三个函数，第一个是y=f（x），它的反函数是第二个函数，而第三个函数的图像与第二个函数的图像关于直线x+y=0对称，则第三个函数是（　　）.

（A）y=f（x）

（B）y=-f（-x）

（C）y=-f-1
 （x）

（D）y=-f-1
 （-x）


4.
 设函数f（x）的定义域为R，且对任意的实数x满足f（2-x）=f（2+x），f（5-x）=f（5+x），且f（0）=0，则f（x）在区间［-18，18］上至少有零点（　　）个.

（A）10

（B）11

（C）12

（D）13


5.
 设f（x）=｜x+1｜+｜x+2｜+…+｜x+2010｜+｜x-1｜+｜x-2｜+…+｜x-2010｜　（x∈R），且f（a2
 -3a+2）=f（a-1），则a的值有（　　）.

（A）1个

（B）2个

（C）3个

（D）无数个


6.
 设a＞b＞0，则[image: 100-2]
 的最小值是（　　）.

（A）20

（B）[image: 100-3]


（C）24

（D）28


二、计算与证明题



7.
 一个班级30名学生军训时排列成矩阵（长方形）队形，有哪几种队形可以排列（每行每列不能有空缺）？设30名学生身高各不相同，比较每一列最矮的学生，将其中最高的学生标记为A；再比较每一行最高的学生，将其中最矮的学生标记为B. 按照上述队形，A的身高会超过B的身高吗？为什么？A的身高会等于B的身高吗？为什么？






8.
 （1）证明：关于x的方程sin（cosx）=x和cos（sinx）=x在区间[image: 101]
 内都存在唯一的实数解.

（2）设a，b，c∈[image: 101]
 ，且cosa=a，sin（cosb）=b，cos（sinc）=c，试比较a，b，c的大小.






9.
 2010年世界杯足球赛亚洲预选赛中，中国与澳大利亚、伊拉克、卡塔尔分在同一组. 比赛采用主客场循环制，胜一场得3分，平一场得1分，负一场得0分. 按积分小组前2名出线，若出现因积分相同而难以区分前2名，将按净胜球等其他规则，最终只能有两队出线. 有专家认为，这是“死亡之组”，每个队至少可得3分. 在这样的前提下，专家甲认为中国队只要得10分就可确保出线，而不必考虑净胜球等其他因素. 专家乙则认为中国队至少要得11分才确保出线. 你认为他们的估计正确吗？如果去除“每队至少得3分”的前提，你认为中国队至少得多少分才确保出线？






10.
 现代通信工程中，常用0和1组成的有序组表示信息，写成

u=（a1
 ，a2
 ，…，an
 ）

的形式，其中n为正整数，当1≤i≤n时，ai
 =0或1.u称为一个字长为n的字. 设u=（a1
 ，a2
 ，…，an
 ）与v=（b1
 ，b2
 ，…，bn
 ）为两个字长为n的字，令d（u，v）表示使ai
 ≠bi
 的个数（1≤i≤n）. 例如：设u=（1，0，0，1），v=（0，0，0，1），w=（1，1，1，1），则d（u，v）=1，d（u，w）=2，d（v，w）=3.

（1）设u=（0，0，0，0，0），问共有多少个字长为5的字v，使d（u，v）=1?

（2）设u=（1，1，1，1，1），问共有多少个字长为5的字v，使d（u，v）=3?

（3）设u=（a1
 ，a2
 ，…，an
 ），v=（b1
 ，b2
 ，…，bn
 ）与w=（0，0，…，0）的字长均为n，证明：d（u，v）≤d（u，w）+d（v，w）.






11.
 抛物线y2
 =2px（p＞0）的上半支（y≥0）与圆（x-2）2
 +y2
 =3相交于A，B两点，直线y=x恰好将线段AB等分，求p的值.






12.
 顶点为P的圆锥的轴截面是等腰直角三角形，A是底面圆周上的点，B是底面圆内的点，O为底面圆的圆心，AB⊥OB，垂足为B，OH⊥PB，垂足为H，且PA=4，C为PA的中点，求当三棱锥O-HPC的体积最大时OB的长.






模拟预测试卷（五）


【答案链接】



一、选择题



1.
 若f（x）和g（x）都是R上的函数，且方程f（g（x））=x有实数解，则g（f（x））不可能等于（　　）.

（A）3sinx


（B）x2
 +x

（C）sinx+cosx+a

（D）x2
 +1


2.
 直线[image: 103]
 与圆x2
 +y2
 =1在第Ⅰ象限内有两个不同的交点，则m的取值范围是（　　）.

[image: 103-2]



3.
 点A（x1
 ，y1
 ）在直线f（x，y）=0上，点B（x2
 ，y2
 ）不在直线f（x，y）=0上，则直线f（x，y）=0与f（x，y）+f（x1
 ，y1
 ）+f（x2
 ，y2
 ）=0的位置关系为（　　）.

（A）平行

（B）重合

（C）相交

（D）与f（x，y）=0形式有关


4.
 直线[image: 103-3]
 （t为参数）被抛物线y2
 =3x截得的弦长是（　　）.

[image: 103-4]



5.
 在复平面上，满足方程[image: 103-5]
 的复数所对应的点构成的图形是（　　）.

（A）圆

（B）两个点

（C）线段

（D）直线


二、填空题



6.
 已知lga＜0，lgb＜0，lgc＜0，且lg（a+b+c）=0，则lg（a2
 +b2
 +c2
 +18abc）的最大值是_____.


7.
 平面上坐标为整数的点到直线[image: 103-6]
 距离的最小值为_____.


8.
 已知A（1，1），B（2，2），点P在直线l：[image: 103-7]
 上，则｜PA｜2
 +｜PB｜2
 取得最小值时点P的坐标为_____.


9.
 过椭圆[image: 103-8]
 （a＞b＞0）的长轴上一点M（M不是原点），作垂直于长轴AA′的弦PP′，则A′P′与PA交点Q的轨迹方程是_____.


10.
 设正整数n≤2000，且能表示成不少于60个连续正整数之和，则这样的n共有_____.


三、计算与证明题



11.
 设等差数列｛an
 ｝和等比数列｛bn
 ｝，a1
 =b1
 ，a2
 =b2
 ，且0＜a1
 ＜a2
 ，

求证：当n＞2时，an
 ＜bn
 .






12.
 设实数a，b满足a=x1
 +x2
 +x3
 =x1
 x2
 x3
 ，ab=x1
 x2
 +x2
 x3
 +x3
 x1
 ，其中x1
 ，x2
 ，x3
 ＞0，求[image: 104]
 的最大值.






13.
 已知函数[image: 104-2]
 .

（1）是否存在实数a，b（a＜b），使f（x）的定义域和值域都是［a，b］？

（2）若存在实数a，b（a＜b），使得函数f（x）的定义域是［a，b］，值域是［ma，mb］（m≠0），求实数m的取值范围.






14.
 已知函数f（x）=asin2
 x+bsinx+c，式中a，b，c是非零实数，甲、乙两人做一个游戏：他们轮流确定系数a，b，c（如甲令b=1，乙令a=-2，甲再令c=3）后，若对于任意实数x，f（x）≠0，则甲胜；若存在实数x，使f（x）=0，则乙胜. 甲先选数，他是否有必胜的策略？为什么？若a，b，c是任意实数，则结论如何？为什么？






15.
 设定点O及两条互相垂直的定直线l1
 ，l2
 . 过O作两条互相垂直的动直线，一条交l2
 于P，一条交l1
 于Q，O在PQ上的投影为M，求M的轨迹.






16.
 一椭圆长、短轴均平行于坐标轴，且与直线2x+y=11相切于点P（4，3），又经过点Q（0，-1）、[image: 106]
 ，求该椭圆方程.






17.
 圆A的圆心A（0，1），半径为1，Q是圆A上任一点，在射线OQ上取一点P，使得P到Q的距离等于P到直线y=2的距离，求点P的轨迹方程.






模拟预测试卷（六）


【答案链接】



一、填空题



1.
 如图所示，一个长方形，长为a，宽为b，AF与CE平行，相距为h，则AE长为_____.

[image: HB3]



2.
 一个实数和它的整数部分、小数部分成等比数列，这个数为_____.


3.
 2005!末位有连续_____个零.


4.
 （x2
 -x+2）10
 中x3
 项的系数为_____.


5.
 有一座塔，在距离其基座分别为100m、200m和300m距离的地面观测塔顶，仰角分别为α，β和γ，正好发现α+β+γ=180°，则塔高为_____.


6.
 甲、乙、丙三人玩“石头、剪刀、布”，则三人都不胜的概率为_____，甲胜出的概率为_____.


7.
 已知f（x）=-log3
 （x2
 -ax-a）在[image: 107]
 上递增，则a的取值范围是_____.


8.
 有2张100元纸币，3张50元纸币和4张10元纸币，可以使用1张或n张纸币来进行价格组合，则共可凑成_____种金额.


9.
 已知ω为ω5
 -1=0的非实数根，则ω（ω+1）（ω2
 +1）=_____.


10.
 已知[image: 107-2]
 ，k≥1，则它的前10项和为_____.


二、计算与证明题



11.
 设元素是正整数的集合S，满足命题“若x∈S，则8-x∈S”，回答下列问题：

（1）试写出只有一个元素的S.

（2）试写出元素个数为2的S的全部.

（3）满足上述命题的集合S共有多少个？






12.
 试证：在四边形ABCD中，对角线互相垂直的充要条件是：AB2
 +CD2
 =AD2
 +BC2
 .






13.
 已知方程ax2
 +bx+c=0有两个实根，a，b，c∈R，若｜a（b-c）｜＞｜b2
 -ac｜+｜c2
 -ab｜，求证：该方程在区间（0，2）内至少有一实根.






14.
 a（b-c）x2
 +b（c-a）x+c（a-b）=0有两个相同的实根（abc≠0，b≠c且a，b，c∈R），求证：[image: 108]
 成等差数列.






15.
 设f（x）=x2
 +px+q，p，q为实数，若｜f（x）｜在-1≤x≤1时的最大值为M，求M的最小值.






16.
 如图所示，定长为a的线段AB的两端分别在x，y轴上滑动，以A为直角顶点作等腰直角△ABC，试求｜OC｜的最大值和最小值.

[image: H5]







17.
 在椭圆[image: 109]
 上不同三点A（x1
 ，y1
 ），[image: 109-2]
 ，C（x2
 ，y2
 ）与焦点F（4，0）的距离成等差数列，若线段AC的垂直平分线与x轴交点为T，求直线BT的斜率kBT
 .






18.
 给出椭圆[image: 110]
 （a＞b＞0），求与该圆有公共焦点的双曲线，使得以它们的交点为顶点的四边形面积最大，并求相应的四边形的顶点坐标.






19.
 设数列｛an
 ｝，a0
 =a1
 =1，a2
 =a0
 +a1
 +1，an
 =3an-1
 -an-2
 -2an-3
 （n≥3），证明：a2 010
 ＞22009
 .






20.
 已知等差数列｛an
 ｝的首项为a，公差为b，等比数列｛bn
 ｝的首项为b，公比为a，n=1，2，…，且a，b均为正整数，a1
 ＜b1
 ＜a2
 ＜b2
 ＜a3
 .

（1）求a的值.

（2）若对于｛an
 ｝，｛bn
 ｝，存在关系式am
 +1=bn
 ，求b的值.

（3）对于满足（2）中关系式的am
 ，求和式a1
 +a2
 +…+am
 的值.






模拟预测试卷（七）


【答案链接】



一、填空题



1.
 设f（x）具有如下性质：对每个实数x，都有f（x）+f（x-1）=x2
 ，若f（19）=94，则f（94）除以1000的余数为_____.


2.
 某商店失窃，甲、乙、丙、丁四人涉案被拘审，4人口供如下：甲：“我没有偷”；乙：“丁是窃贼”；丙：“乙是窃贼”；丁：“我没有偷”. 已知4人中只有一人说真话，可以断定，说真话的是_____；作案的是_____.


3.
 在边长为60cm的正方形地砖上随机投掷一枚半径为10cm的圆盘，圆盘中心始终在地砖内，则圆盘压在地砖顶点上的概率是_____.


4.
 一机床的轴如图所示，已知粗段直径为D，细段直线为d，两段之间用半径为R的圆弧旋转面相连接，连接面与细段相切，则连接面的轴向长度L=_____.

[image: HC9]



5.
 若关于x的不等式组[image: 111]
 有且仅有一个解，则a的取值为_____.


6.
 已知a+lga=10，b+10b
 =10，那么a+b=_____.


7.
 设圆x2
 +y2
 =k2
 至少覆盖函数[image: 111-2]
 的一个最大值点和一个最小值点，则实数k的取值范围为_____.


8.
 若p，q是正奇数，则方程x2
 +2px+2q=0可能的有理根个数最多是_____.


9.
 若tanx1
 tanx2
 …tanx10
 =1，那么sinx1
 sinx2
 …sinx10
 的最大值为_____.


10.
 若方程x4
 -2ax2
 -x+a2
 -a=0有且仅有两个实根（含重根），则a的取值范围为_____.


二、计算与证明题



11.
 已知X是方程x2
 +px+q=0的实数解集，A=｛1，3，5，7，9｝，B=｛1，4，7，10｝，且X∩A=∅，X∩B=X，求p，q的值.






12.
 等比数列｛an
 ｝的首项a1
 =1025，公比[image: 112]
 ，记其前n项之积为πn
 =a1
 a2
 …an
 ，求πn
 的最大值.






13.
 设f（x）=（1+a）x4
 +x3
 -（3a+2）x2
 -4a，证明：对于任意实数a：

（1）方程f（x）=0都有实根.

（2）存在某个x0
 ，恒有f（x0
 ）≠0.






14.
 若圆x2
 +y2
 -4x-4y-10=0上至少有三个不同的点到直线l：ax+by=0的距离为[image: 112-2]
 ，则直线l的斜率的取值范围是多少？






15.
 已知平面α⊥β，A∈α，B∈β.AB与平面α，β所成角分别为[image: 113]
 . 设点A，B在平面α，β交线l上的垂足分别为A′，B′，则线段AB与A′B′的比值为多少？






16.
 已知函数f（x）=-2x+4，[image: 113-2]
 ，n=1，2，…，若不等式[image: 113-3]
 恒成立，求实数a的取值范围.






17.
 已知P1
 ，P2
 ，…，Pn
 为双曲线[image: 114]
 （a＞0，b＞0）上的点，P0
 （a，0）为一定点，令kPi-1

 Pi
 =Ci
 且C1
 C2
 …Ci
 =[image: 114-2]
 （i∈N+
 ）.

（1）记Pn
 （xn
 ，yn
 ），求xn
 ，yn
 的表达式.

（2）[image: 114-3]







18.
 已知四个面都是直角三角形的三棱锥，其中三个面展开后构成一个直角梯形ABCD，如图，AB⊥AD，AD⊥DC，AB=a，[image: 114-4]
 ，CD=2a.

（1）请在图中设计一种虚线，沿虚线翻折后可还原成原来的三棱锥（指三棱锥的三个面）.

（2）求此三棱锥外接球的体积.

[image: HC3]







模拟预测试卷（八）


【答案链接】



一、填空题



1.
 集合[image: 115]
 的真子集的个数是_____.


2.
 若x，y∈R+
 ，且[image: 115-2]
 ，则x+y的最大值是_____.


3.
 设f（x）是定义在实数集上的周期为2的函数，且是偶函数，已知当x∈［2，3］时，f（x）=x，则当x∈［-2，0］时，f（x）的解析式是_____.


4.
 设[image: 115-3]
 ，则[image: 115-4]
 =_____.


5.
 设315a
 =55b
 =153c
 ，则5ab-bc-3ac的值为_____.


6.
 当x∈［-1，1］时，则[image: 115-5]
 的值域为_____.


7.
 设点A（3，5），直线l：x-2y+2=0，B为y轴上动点，C为l上动点，则△ABC周长的最小值为_____.


8.
 过抛物线y2
 =8x的焦点作一条倾斜角为α的弦，若弦长不超过16，则α的取值范围是_____.


9.
 若关于x的方程x2
 -x+a=0和x2
 -x+b=0（a≠b）的4个根可组成首项为[image: 115-6]
 的等差数列，则a+b=_____.


10.
 设Sn
 为数列｛an
 ｝的前n项和，若不等式[image: 115-7]
 对任何等差数列｛an
 ｝及任何正整数n恒成立，则λ的最大值为_____.


二、计算与证明题



11.
 方程x2
 -ax+b=0的两根为α，β，方程x2
 -bx+c=0的两根为γ，δ，且α，β，γ，δ互不相等，设集合M=｛α，β，γ，δ｝，作集合S=｛x｜x=u+v，u，v∈M，u≠v｝，P=｛x｜x=uv，u，v∈M，u≠v｝，若已知S=｛5，7，8，9，10，12｝，P=｛6，10，14，15，21，35｝，求a，b，c的值.






12.
 已知椭圆[image: 116]
 （a＞1），以它的顶点A（0，1）为内接等腰直角三角形的直角顶点，请分析这样的三角形共有多少个？






13.
 ｜z｜=1，k∈R，求｜z2
 +kz+1｜的最大值.






14.
 过抛物线y2
 =2px（p＞0）的焦点F作弦P1
 P2
 ，求[image: 116-2]
 的值.






15.
 设p个质数a1
 ，a2
 ，…，ap
 构成公差为d（d＞0）的等差数列，且a1
 ＞p，求证：

（1）当p是质数时，d能被p整除.

（2）当p=15时，d＞30000.






16.
 在棱长为a的正方体内放入9个相同的球，8个角各放一个，中间放一个，则球的最大体积是多少？






17.
 求方程[image: 118]
 （等式右边有n个根号）的实根.






18.
 设函数[image: 118-2]
 ，求S=1+2f（x）+3f2
 （x）+…+nfn-1
 （x）的值.






模拟预测试卷（九）


【答案链接】



一、填空题



1.
 函数[image: 119]
 的最大值为a，最小值为b，则a+b的值是_____.


2.
 函数[image: 119-2]
 （x≠±1）可以表示成一个偶函数f（x）与一个奇函数g（x）的和，则f（x）=_____.


3.
 光线沿直线x-y+3=0入射到直线2x-y+2=0后反射，则反射光线所在直线的方程为__________.


4.
 设E=｛（x，y）｜0≤x≤2，0≤y≤2｝，F=｛（x，y）｜x≤10，2≤y≤x-4｝是直角坐标平面上的两个点集，则集合[image: 119-3]
 所组成图形的面积是_____.


5.
 实数x，y满足4x2
 -5xy+4y2
 =5，设S=x2
 +y2
 ，则[image: 119-4]
 =_____.


6.
 点P（0，a）到曲线[image: 119-5]
 上点的距离最小值是_____.


7.
 圆x2
 +y2
 =r2
 在定点C（c，0）张直角之弦的中点的轨迹[image: 119-6]
 方程为_____.


8.
 过点（2，1）作直线l分别交x轴正半轴、y轴正半轴于A，B两点，则当△AOB的面积最小时，直线l的方程是_____.


9.
 一椭圆长、短轴均平行于坐标轴，且与直线2x+y=11相切于点P（4，3），又经过点Q（0，-1），[image: 119-7]
 ，求该椭圆方程.


10.
 设Sn
 为数列｛an
 ｝的前n项和，若不等式[image: 119-8]
 对任何等差数列｛an
 ｝及任何正整数n恒成立，则λ的最大值为_____.


二、计算与证明题



11.
 设a，b分别是方程log2
 x+x-3=0和2x
 +x-3=0的根，求a+b及log2
 a+2b
 的值.






12.
 已知曲线y2
 =2x.

（1）设[image: 120]
 ，求曲线上距点A最近的点P的坐标，并求｜PA｜.

（2）设A（a，0），a∈R，求曲线上的点到点A的距离最小值d，并求d=f（a）的表达式.






13.
 设数列｛an
 ｝满足关系：[image: 120-2]
 （n≥1）. 若N满足aN=1（N≥2），试证明：

（1）｜a1
 ｜≤1.

（2）[image: 120-3]
 （k为整数）.






14.
 对于函数具有f（x，y）=a（x）b（y）+c（x）d（y）性质的如此形式的函数f（x，y）称为P类函数. 注：a（x），c（x）为x的多项式，b（y），d（y）为y的多项式，问：1+xy和1+xy+x2
 y2
 是否是P类函数，并说明理由.






15.
 解方程x3
 +2kx2
 +k2
 x+9k+27=0（k≥9）.






16.
 以A为圆心，以[image: 121]
 为半径的圆外有一点B. 已知｜AB｜=2sinθ，设过B且与圆A外切于点C的圆的圆心为M.

（1）当θ取某个值时，说明点M的轨迹P是什么曲线？

（2）点M是轨迹P上的动点，点N是圆A上的动点，记｜MN｜的最小值为f（θ）. 求f（θ）的取值范围.






17.
 已知区域G：[image: 121-2]
 ，试求下列两个定义在区域G上的函数的最大值和最小值.

（1）u=x2
 +y2
 .

（2）[image: 121-3]







模拟预测试卷（十）


【答案链接】



一、填空题



1.
 点P（0，a）到曲线[image: 122]
 上点的距离最小值是_____.


2.
 曲线[image: 122-2]
 与曲线C关于直线[image: 122-3]
 对称，则曲线C的方程为_____.


3.
 若x，y∈R+
 ，且[image: 122-4]
 ，则x+y的最大值是_____.


4.
 已知抛物线y=-x2
 +2ax+b的顶点在直线mx-y-2m+1=0上移动，且与抛物线y=x2
 有公共点，则m的取值范围为_____.


5.
 设1，a，b三个正数分别是等差数列｛an
 ｝的第l项、第m项、第n项，又分别是等比数列｛bn
 ｝的第l项、第m项、第n项，则a，b应满足关系式_____.


6.
 x（x-1）≤y（1-y）与x2
 +y2
 ≤K的解集分别为M与N，若M[image: 053-00]
 N，则K的最小值为_____.


7.
 已知f（x）是定义在（0，+∞）上的减函数.

若f（2a2
 +a+1）＜f（3a2
 -4a+1），则a的取值范围是_____.


8.
 当[image: 122-5]
 时，方程[image: 122-6]
 的解的个数是_____.


二、计算与证明题



9.
 设集合M={a|[image: 122-7]
 ，2x
 +2y
 =2t
 ，其中x，y，t，a均为整数}，求M中所有元素的和.






10.
 设1≤x1
 ≤x2
 ≤…≤xk
 ≤2011且x1
 +x2
 +…+xk
 =2011，求x1
 ·x2
 ·…·xk
 的最大值. 这里k是正整数.






11.
 设xOy平面上有4个点A（[image: 123]
 ，1），B（-1，[image: 123]
 ），C（1，1），P（x，y），对于实数u，v，设[image: 123-2]


（1）当[image: 123-3]
 时，求点P的变化范围.

（2）若点[image: 123-4]
 ，则称f为由点（x，y）到点（u，v）的映射，当u，v取所有实数时，证明与点（u，v）成对应的点（x，y）的映射为一一对应.






12.
 若存在x，使f（x）=x，则称x为f（x）的不动点. 已知[image: 123-5]
 有两个关于原点对称的不动点.

（1）求a，b须满足的条件.

（2）设用y=f（x）和y=x的图形表示上述两个不动点的位置.






13.
 在某沿海城市附近海面有一台风，当前台风中心位于城市O的东偏南[image: 124]
 方向300km处的海面P处，并以20km/h的速度向西偏北45°方向移动，台风侵袭的范围的圆形区域当前半径为60km，并以10km/h的速度不断增大，问几小时后该城市受到台风侵袭？

[image: H6]







14.
 给定双曲线[image: 124-2]


（1）过点A（2，1）的直线l与所给双曲线交于点P1
 ，P2
 ，求线段P1
 P2
 的中点P的轨迹方程.

（2）过点B（1，1）能否作直线m，使m与所给双曲线交于点Q与Q2
 ，且点B是线段Q1
 Q2
 的中点？若存在，求出它的方程；若不存在，说明理由.






15.
 定义在实数集R上的函数f（x）满足f（f（x）-x2
 -x）=f（x）-x2
 -x.

（1）当f（1）=4时，求f（2）；当f（0）=c时，求f（c）.

（2）若有且仅有一个实数x0
 使得f（x0
 ）=x0
 ，求f（x）的解析式.






16.
 若函数[image: 125]
 的定义域是不等式[image: 125-2]
 ≤0的解集，求f（x）的最大值和最小值.






模拟预测试卷（十一）


【答案链接】



一、填空题



1.
 设函数f（x）满足2f（3x）+f（2-3x）=6x+1，则f（x）=_____.


2.
 设a，b，c均为实数，且3a
 =6b
 =4，则[image: 126]
 =_____.


3.
 设扇形的周长为6，则其面积的最大值为_____.


4.
 1×1!+2×2!+3×3!+…+n·n!=_____.


5.
 设不等式x（x-1）≤y（1-y）与x2
 +y2
 ≤k的解集分别为M和N. 若M[image: 053-0]
 N，则k的最小值为_____.


6.
 设函数[image: 126-2]
 ，则S=1+2f（x）+3f2
 （x）+…+nfn-1
 （x）=_____.


7.
 设a≥0，且函数f（x）=（a+cosx）（a+sinx）的最大值为[image: 126-3]
 ，则a=_____.


8.
 6名考生坐在两侧各有通道的同一排座位上应考，考生答完试卷的先后次序不定，且每人答完后立即交卷离开座位，则其中一人交卷时为到达通道而打扰其余尚在考试的考生的概率为_____.


9.
 已知函数[image: 126-4]
 . 对于n=1，2，…，定义fn+1
 （x）=f1
 （fn
 （x））. 若f35
 （x）=f5
 （x），则f28
 （x）=_____.


二、计算与证明题



10.
 工件内圆弧半径测量问题.

为测量一工件的内圆弧半径R，工人用三个半径均为r的圆柱形量棒O1
 ，O2
 ，O3
 放在如图与工件圆弧相切的位置上，通过深度卡尺测出卡尺水平面到中间量棒O2
 顶侧面的垂直深度h，试写出R用h表示的函数关系式，并计算r=10mm，h=4mm时，R的值.

[image: HB4]







11.
 设x＞0，求函数[image: 127]
 的最小值.






12.
 已知线段AB的长度为3，A，B两点都在抛物线x=y2
 上，可以自由移动，试求AB的中点M到y轴的最短距离及此时M点的坐标.






13.
 设f（x）=（1+a）x4
 +x3
 -（3a+2）x2
 -4a，试证明对任何实数a：

（1）方程f（x）=0总有相同实根.

（2）存在x0
 ，恒有f（x0
 ）≠0.






14.
 已知a＞0，b＞0，求证[image: 128]
 .






15.
 A=｛（x，y）｜（x-1）2
 +（y-2）2
 ≤[image: 128-2]
 ｝，B=｛（x，y）｜｜x-1｜+2｜y-2｜≤a｝，且A[image: 053-0]
 B，求a的取值范围.






模拟预测试卷（十二）


【答案链接】



1.
 设圆满足：

（1）截y轴所得弦长为2.

（2）被x轴分成两段弧，其弧长之比为3∶1.

在满足上述条件的圆中，求圆心到直线l：x-2y=0的距离最小的圆的方程.






2.
 设a，b，c是正整数，关于x的方程ax2
 +bx+c=0的两实数根的绝对值均小于[image: 129]
 ，求a+b+c的最小值.






3.
 已知函数f（x）=-2x+4，[image: 129-2]
 ，n=1，2，…，若不等式[image: 129-3]
 恒成立，求实数a的取值范围.






4.
 设0＜a＜1，x＜0，求证：[image: 129-4]







5.
 设函数f（x）对任一实数x满足f（2-x）=f（2+x），f（7-x）=f（7+x），且f（0）=0. 求证：方程f（x）=0在区间［-30，30］上至少有13个根，且f（x）是以10为周期的周期函数.






6.
 已知f（x）=3x
 +k（k为常数），A（-2k，2）是其反函数y=f-1
 （x）图像上的一点.

（1）求实数k的值及函数y=f-1
 （x）的解析式.

（2）将y=f-1
 （x）的图像沿x轴向右平移3个单位，得到函数y=g（x）的图像，求函数F（x）=2f-1
 （x）-g（x）的最小值.






7.
 已知M是满足下列性质的所有函数f（x）组成的集合：对于函数f（x），使得对于函数f（x）定义域内的任意两个自变量x1
 ，x2
 ，均有｜f（x1
 ）-f（x2
 ）｜≤｜x1
 -x2
 ｜成立.

（1）已知函数g（x）=ax2
 +bx+c∈M，写出a，b，c须满足的条件.

（2）对于集合M中的元素[image: 130]
 ，x≥0，求出满足条件的常数k的取值范围.

（3）当[image: 130-2]
 时，sinx＜x都成立，是否存在实数a，使p（x）=a（2x+sinx）在[image: 130-3]
 上属于M？若存在，则求出a的取值范围；若不存在，请说明理由.






模拟预测试卷参考答案与解析

“华约”自主招生模拟预测试卷参考答案与解析


模拟预测试卷（一）



1.
 解
 　因[image: 131]
 ，故　x2
 +（1-ax）2
 =1.

[image: 131-2]


当a=0或1时，（A∪B）∩C=（A∩C）∪（B∩C）恰有2个元素；

当[image: 131-3]
 时，（A∪B）∩C恰有3个元素.


2.
 解


[image: 131-4]



3. 证
 　（1）设A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），则

[image: 132]


得xQ
 -x0
 =p，故Q（x0
 +p，0）为一定点.


解
 　（2）因x0
 +p=6，[image: 132-2]
 ，故p=4，x0
 =2.

故抛物线方程为y2
 =8x.

直线AB：[image: 132-3]


设[image: 132-4]
 ，则[image: 132-5]
 ，与y2
 =8x联立得：y2
 -2ty+2t2
 -16=0.

Δ=4t2
 -4（2t2
 -16）＞0⇒-4＜t＜4，

又因　y=kAB
 （x-2）+t.

[image: 132-6]



4.
 解
 　由[image: 132-7]


a=1时，1＜｜b2
 -2｜＜10⇒b=2，3.

a=2时，2＜｜b2
 -4｜＜7.07⇒b=1，3.

a=3时，3＜｜b2
 -6｜＜5.77⇒b=1.

a=4时，4＜｜b2
 -8｜＜5无解.

综上：满足条件的概率[image: 132-8]
 .


5.
 解
 　（1）因an+2
 -an+1
 =an+1
 -an
 =d，故｛an
 ｝为等差数列.

由a4
 =a1
 +3d=8+3d=2，故d=-2.

即an
 =8+（n-1）（-2）=10-2n.

[image: 133]



6.
 解
 　[image: 133-2]
 ，因此[image: 133-3]
 是整数当且仅当[image: 133-4]
 是整数，解得：

x=1，x=3，x=5，x=9，x=21.


7.
 解
 　显然｜f（x）｜≤2，f（-x）=f（x），f（x+π）=f（x），故是有界并以π为周期的偶函数.

[image: 133-5]


又f（x）的极大值是[image: 133-6]
 ，极小值是1（图略）.


模拟预测试卷（二）



1.
 （1）证明
 　因对任意的x0
 ∈A，有x0
 =f（x0
 ），x0
 ∈R.

故　x0
 =f（x0
 ）=f（f（x0
 ）），故x0
 ∈B⇒A[image: 053-0]
 B.

命题得证.

（2）解
 　因A=｛-1，3｝，故-1=f（-1），3=f（3）.

即　[image: 133-7]


⇒f（x）=x2
 -x-3.

因　x=f（f（x）），故x=（x2
 -x-3）2
 -（x2
 -x-3）-3，

即　（x2
 -x-3）2
 -（x2
 -x-3）-x-3=0.

因　由（1）A[image: 053-0]
 B，故-1，3是上述方程的根.

即方程左端含有因式（x+1）（x-3）=x2
 -2x-3，

于是上述方程可化为（x2
 -2x-3）（x2
 -3）=0.

解得x=-1，3，[image: 134]
 ，故得[image: 134-2]



2. 解


[image: 134-3]



3.
 解
 　设所求二次曲线方程为x2
 +2y2
 -4+[image: 134-4]
 =[image: 134-5]
 =-8.

将λ=-8代入上述方程，得7x2
 -10y2
 -8x-2=0.


说明：
 两条曲线 C1
 ：f1
 （x，y）=0，C2
 ：f2
 （x，y）=0，在有交点的条件下，曲线f1
 （x，y）+λf2
 （x，y）=0必过其交点，但过交点的曲线不一定都能写成这种形式. 若两条曲线均为二次曲线且交于不共线的4点时，则f1
 （x，y）+λf2
 （x，y）=0可表示除f2
 （x，y）=0外的所有过4个交点的二次曲线.


4.
 解
 　（1）三位数有9×10×10=900个，不含5的有8×9×9=648个，因此

[image: 134-6]


（2）含两个0的有9个，含两个其他数的有[image: 134-7]
 ，因此

[image: 134-8]



5.
 解


[image: 134-9]



6.
 解


[image: 135]



7.
 解
 　（1）f（-x）=｜sin（-x）｜+｜cos（-x）｜=｜sinx｜+｜cosx｜=f（x）

⇒f（x）为偶函数.

[image: 135-2]






[image: HD4]



模拟预测试卷（三）



一、选择题



1.
 解
 　lg（a+b）=lga+lgb⇒a+b=ab⇒（a-1）（b-1）=1⇒lg（a-1）+lg（b-1）=0.

选D.


2.
 解
 　f（x）=[image: 136]
 +[image: 136-2]
 =[image: 136-3]
 ，因此f（x）的最小正周期为π.

选C.


3.
 解
 　（a+2）x+3ay+1=0与（a-2）x+（a+2）y-3=0垂直⇔a2
 -4+3a2
 +6a=0⇔a=[image: 037-4]
 或者a=-2.

选B.


4.
 解
 　设乙袋中有球3x个，其中红球y个，则[image: 136-4]
 ，故从乙袋中摸到红球的概率为[image: 136-5]
 .

选A.


5.
 解
 　由条件有[image: 136-6]
 或者[image: 136-7]
 ，因此

a2k-1
 -b2k-1
 +a2k
 -b2k
 =0，k=1，2，…，30.

选C.


6.
 解
 　z=[image: 136-8]
 ［（a-4）-（2+2a）i］. 当a-4＞0时，-（2+2a）＜0.

选A.


7.
 解
 　由条件有：1≤a≤10，1≤b≤8，a≠b，故有80-8=72个.

选B.


8.
 解


[image: 136-9]


选A.


9.
 解


[image: 137]


选B.


10.
 解


[image: 137-2]



二、计算与证明题



11.
 解


[image: 137-3]



12.
 分析
 　点P在曲线上，不易将A或F关于曲线对称，但可考虑利用定义｜PF｜=｜PF′｜-2a（F′为左焦点）来转化，达到将A与F′变为曲线异侧的目的问题（2）与（1）相比，多了系数[image: 137-4]
 ，若能看出[image: 137-5]
 ，即｜AP｜+[image: 137-4]
 ｜PF｜=｜AP｜+[image: 137-6]
 =｜AP｜+d（d为P到右准线的距离），则可得最小值.

[image: H19]



解
 　（1）如图所示，双曲线[image: 137-7]
 中a=1，b=2，[image: 137-8]
 为左焦点.

[image: 138]


（2）如图所示，右准线[image: 138-2]
 ，离心率[image: 138-3]
 ，过点A及右支上任一点Q作右准线的垂线，K，E为垂足，KA交曲线于点P，P即所求点，｜AK｜为最小值.

[image: H20]


事实上，

[image: 138-4]



13.
 证
 　必要性：设数列｛an
 ｝是公差为d1
 的等差数列，则　bn+1
 -bn
 =an+1
 -an+3
 -an
 +an+2
 =d1
 -d1
 =0.

故　bn
 ≤bn+1
 （n=1，2，…）.

又　cn+1
 -cn
 =an+1
 +2an+2
 +3an+3
 -an
 -2an+1
 -3an+2
 =6d1
 ，故数列｛cn
 ｝为等差数列.

充分性：设数列｛cn
 ｝是公差为d2
 的等差数列，且bn
 ≤bn+1
 （n=1，2，…）.

因　cn
 =an
 +2an+1
 +3an+2
 ，

故　cn+2
 =an+2
 +2an+3
 +3an+4
 →cn
 -cn+2
 =（an
 -an+2
 ）+2（an+1
 -aa+3
 ）+3（an+2
 -an+4
 ）

=bn
 +2bn+1
 +3bn+2
 =-2d2
 .

即有bn+1
 +2bn+2
 +3bn+3
 =-2d2
 →（bn+1
 -bn
 ）+2（bn+2
 -bn+1
 ）+3（bn+3
 -bn+2
 ）=0.

因　bn+1
 ≥bn
 ，bn+2
 ≥bn+1
 ，bn+3
 ≥bn+2
 ，

故　bn+1
 -bn
 =0（n=1，2，…）.

设bn
 =d3
 ，则an
 -an+2
 =d3
 ，

故cn
 =an
 +2an+1
 +3an+2


=4an
 +2an+1
 -3d3


→cn+1
 =4an+1
 +2an+2
 -3d3


=4an+1
 +2an
 -5d3
 ，

故　cn+1
 -cn
 =2（an+1
 -an
 ）-2d3
 =d2
 .

→an+1
 -an
 =[image: 138-5]
 +d3
 （常数）（n=1，2，…），即数列｛an
 ｝为等差数列.


14.
 解
 　y=ax2
 +bx+c≥0恒成立，⇒a＞0且Δ=b2
 -4ac≤0.

[image: 139]


当且仅当t=4，即b=4a，b2
 =4ac时，等号成立.

故　[image: 139-2]
 的最小值为3，即m＜3.


15.
 证
 　设P（4cosα，2sinα），Q（4cosβ，2sinβ），则kOP
 ·kOQ
 =[image: 139-3]
 ，得

cosαcosβ+sinαsinβ=0，

即　cos（α-β）=0 →α-β=2kπ±[image: 139-4]
 .

[image: 139-5]


“北约”自主招生模拟预测试卷参考答案与解析


模拟预测试卷（一）



一、选择题



1.
 解


[image: 139-6]



提醒：
 用基本不等式[image: 139-7]
 时，要注意a，b均大于0.

选B.


2.
 解
 　yx2
 -x+8y-1=0，Δ=1-4y（8y-1）≥0，⇒[image: 139-8]
 .

[image: 140]


x+1＞0时取得最大值，等号在[image: 140-2]
 ，即x=2时取到.

选D.


3.
 解


[image: 140-3]



4.
 解
 　cos3
 x-sin3
 x=（cosx-sinx）（cos2
 x+cosxsinx+sin2
 x）

（cosx-sinx）2
 =1-2sinxcosx=[image: 140-4]
 ⇒sinxcosx=[image: 140-5]
 .

故cos3
 x-sin3
 x=[image: 140-6]
 .

选A.


5.
 解
 　Sn
 在an
 ≥0，而an+1
 ＜0时取得最大值.

[image: 140-7]



6.
 解


[image: 140-8]



二、计算与证明题



7.
 解
 　因　ax2
 +（b-1）x+c=0，故　[image: 140-9]
 ，[image: 140-10]


[image: 141]


t＜x1
 ，a＞0，

故　f（t）-x1
 ＞0，即当0＜t＜x1
 时，f（t）＞x1
 .


8.
 解
 　原方程可化为2a2
 x2
 +2ax+1-a2
 =0. 设f（x）=2a2
 x2
 +2ax+1-a2
 .

由f（0）=1-a2
 ＜0知方程f（x）=0有一个正根，一个负根.

因　f（-1）=2a2
 -2a+1-a2
 =（a-1）2
 ＞0

f（1）=2a2
 +2a+1-a2
 =（a+1）2
 ＞0，

故在区间（-1，0）和（0，1）内f（x）的图像与x轴都有交点，如图所示.

[image: H9]


因此证明了方程的正根比1小，负根比-1大.


9.
 解
 　作出f1
 （x）=｜x+1｜与f2
 （x）=｜x2
 -5｜的图像.

[image: H8]


｜x+1｜=｜x2
 -5｜

⇒x2
 -5=x+1或x2
 -5=-（x+1）

⇒x1
 =3，x2
 =-2，

[image: 141-2]


f（x）的图像为图中实线部分，在B点取得最小值，f（-2）=1.


10.
 解
 　当a=0时，若b≠0，则[image: 141-3]
 ，显然0＜x0
 ＜1.

若b=0，则c=0.

此时一切实数x都满足方程，当然有0＜x0
 ＜1，故a=0时，结论成立.

当a＞0时，令f（x）=ax2
 +bx+c，

[image: 141-4]






[image: 142]



模拟预测试卷（二）



一、选择题



1.
 解
 　log2
 （x2
 -x-1）＞0⇒x2
 -x-1＞1⇒x＜-1或者x＞2，即

A=｛x｜x∈（-∞，-1）∪（2，+∞）｝；

2x
 -21-x
 ＞1⇒22x
 -2x
 -2＞0⇒2x
 ＞2⇒x＞1，故

BC
 =｛x｜x∈（-∞，1］｝，从而A∪BC
 =｛x｜x∈（-∞，1］∪（2，+∞）｝.

选D.


2.
 解


[image: 142-2]



3.
 解


[image: 142-3]



4.
 解
 　设交点坐标分别为（x1
 ，y1
 ）和（x2
 ，y2
 ）.

x+1=2x2
 +2ax+a2
 ⇒2x2
 +（2a-1）x+（a2
 -1）=0，故

[image: 142-4]


选C.


5.
 解


[image: 143]


选B.


6.
 解


[image: 143-2]


选D.


二、计算与证明题



7.
 证
 　利用反证法证明本题.

不妨设1∈A，设集合A与B中都没有两个数，它们的和为完全平方数，则3∈B，于是6∈A，10∈B，此时若15∈B，则10+15为完全平方数.

若15∈A，则1+15又是一个完全平方数，从而15没有归属，与“n≥15”矛盾，所以假设不成立，命题得证.

说明：“不妨设1∈A”是应该掌握的一种技巧，可使问题简化.


8.
 解
 　（1）令　a=b=0，则f（0）=0；

令　a=b=1，则f（1）=f（1）+f（1），

⇒f（1）=0.

（2）令　a=-1，b=x，则f（-x）=-f（x）+xf（-1）.

再令　a=-1，b=-1，则f（1）=-f（-1）-f（-1）=-2f（-1）=0，

⇒f（-1）=0.

故　f（-x）=-f（x），即f（x）是奇函数.

（3）当ab≠0时，[image: 143-3]


令　[image: 143-4]
 ，即f（x）=xg（x），则g（ab）=g（a）+g（b）

⇒g（an
 ）=ng（a）.

故　f（an
 ）=an
 g（an
 ）=nan
 g（a）=nan-1
 ·ag（a）=nan-1
 f（a）

[image: 144]



9.
 解
 　将y改写为[image: 144-2]
 -[image: 144-3]


其几何模型是：抛物线y=x2
 上的动点M（x，y）到两定点A（4，3），B（0，2）的距离之差.

故　y=｜MA｜-｜MB｜≤｜AB｜=[image: 144-4]
 ，y的最大值为[image: 144-4]
 .

当[image: 144-5]
 时取得最大值.

[image: H10]



10.
 解
 　如图建立直角坐标系. 设正方形顶点分别为A（0，a），B（a，a），C（a，0），D（0，0）.

[image: H12]


因CA∥DE，故DE在第Ⅱ象限的平分线上. 设E（x，-x）（x＜0）.

[image: 144-6]



模拟预测试卷（三）



一、选择题



1.
 解
 　[image: 144-7]


选B.


2.
 解


[image: 145]


因此最后四位是0001.

选A.


3.
 解


[image: 145-2]



4.
 解


[image: 145-3]



5.
 解
 　a2
 k=2k（2k+1），[image: 145-4]
 ，k=0，1，2，…

即[image: 145-5]
 =（-1）n
 n（n+1）（-1）n

 . 选C.


6.
 解
 　由方程组得y=±x，（x-a）2
 +x2
 =1，2x2
 -2ax=1-a2
 .

当a=±1时，x=a或0.

故三组不同的解为[image: 145-6]


或：看作直线y=x和y=-x与圆（x-a）2
 +y2
 =1相交，则只有3个交点的充要条件是a=±1.

选C.

[image: HC6]



二、计算与证明题



7.
 解
 　若x，y∈M（x＜y），则x+1，x+2，…，y-1均属于M.

事实上，若y-x≥2，则x+1≤[image: 145-7]
 ＜y，

故　x+1≤[image: 145-8]
 ≤y-1.

故［x，y］中有正整数[image: 146]
 .

从而M中相邻两个数之差不可能大于等于2，即2，3，…，2005∈M.

若p≥2008，p∈M，则可得2007∈M，矛盾，故

M=｛1，2，3，…，2006｝.

故非空子集有22006
 -1个.


8.
 解


[image: 146-2]



9.
 解
 　y=（x-2）2
 +2，对称轴为x=2.

当a＜b＜2时，f（x）=x2
 -4x+6在［a，b］的最大值为f（a），最小值为f（b）.

故　[image: 146-3]


当a≤2≤b时，f（x）=x2
 -4x+6在［a，b］的最小值为f（2），最大值为f（a）或f（b）.

故a=f（2）=2，b=f（b）=b2
 -4b+6⇒b=3.

或b=f（a）=f（2）=2=a，矛盾.

当2＜a＜b时，f（a）=a，f（b）=b，此时无解.

综上，a=2，b=3.


10.
 证
 　分别以直线BC，高DA所在直线为x轴，y轴建立直角坐标系，如图所示.

[image: H13]


设A（0，2p），B（2q，0），C（2r，0），则

线段BC的中垂线的方程为

x=q+r，

线段CA的中垂线的方程为

[image: 146-4]


因高线AD的方程为x=0，高线BE的方程为[image: 146-5]
 ，

[image: 146-6]


而　a2
 +b2
 +c2
 =｜BC｜2
 +｜CA｜2
 +｜AB｜2


=（2q-2r）2
 +［（2r）2
 +（2p）2
 ］+［（2q）2
 +（2p）2
 ］

=8（p2
 +q2
 +r2
 -qr），

故　a2
 +b2
 +c2
 =9R2
 -d2
 .


说明：
 通过在平面图形所在的平面建立直角坐标系而借助解析几何知识来解决几何问题的方法称为解析法（或坐标法）.

选取适当的坐标系，坐标轴和原点能避繁就简.

“卓越联盟”自主招生模拟预测试卷参考答案与解析


模拟预测试卷（一）



一、选择题



1.
 解
 　设最长边长为b，最短边长为a，另一边为c，则

[image: 147]
 ，因此共有1+3+5+7+9+11=36个.

选D.


2.
 解


[image: 147-2]



3.
 解
 　在AC上取F使得[image: 147-3]
 . 利用等边三角形关于外心的旋转对称性可得AE，CD和CF围成等边三角形，故AE和CD之间的最小夹角为[image: 147-4]
 .

本题也可这样做：

[image: 147-5]


选C.


4.
 解


[image: 148]



5.
 解


[image: 148-2]


选B.


6.
 解
 　由条件，f（2+x0
 ）=0⇔f（2-x0
 ）=0，即这7个不同的实根关于x=2对称，因此这7个不同的实根的和为6×2+2=14.

选D.


7.
 解
 　令[image: 148-3]
 ，则t2
 -68t+256=0，t=4或者t=64.

[image: 148-4]


选C.


8.
 解


[image: 148-5]


选C.


9.
 解
 　[image: 148-6]
 . 由于[image: 148-7]
 ，因此-c＜c＜2-c＜2+c.

选B.


10.
 解
 　f（a，b）可看作直线y=x-5上点与椭圆[image: 149]
 （x≥0，y≥0）上点的距离平方. 当f（a，b）达到最小值，椭圆上点或者满足切线平行于y=x-5，或者取（3，0），（0，2）. 由于椭圆上点（x0
 ，y0
 ）处切线方程为[image: 149-2]
 ，因此椭圆上点[image: 149-3]
 处的切线平行于y=x-5，但这两点都不在第Ⅰ象限，而点（3，0）和（0，2）到直线y=x-5的距离分别是[image: 149-4]
 ，因此f（a，b）的最小值是2.

选B.


二、计算与证明题



11.
 解


[image: 149-5]


故　n=13 →k=13.


12.
 解
 　因　A∩B=｛2，5｝，故5∈A.

所以　a3
 -2a2
 -a+7=5，即（a-2）（a2
 -1）=0 ⇒a=2或a=±1.

当a=2时，5a-5=5，[image: 149-6]
 ，

即B中元素有重复，不可能；

当a=1时，A=｛2，4，5｝，B=｛1，0，5，12｝ ⇒A∩B=｛5｝，不合题意；

当a=-1时，A=｛2，4，5｝，B=｛1，-10，2，4｝⇒A∩B=｛2，4｝，不合题意；

综上所述，不存在实数a使A∩B=｛2，5｝.


13.
 解
 　Δ=36a2
 +4a＞0 ⇒a＞0或[image: 149-7]
 .

设f（x）=x2
 +6ax-a=（x-x1
 ）（x-x2
 ）

f（-1）=（1+x1
 ）（1+x2
 ）=1-7a，

f（1-6a）=（1-6a-x1
 ）（1-6a-x2
 ）

=（1-6a）2
 +6a（1-6a）-a=1-7a.

[image: 150]



14.
 分析1
 　要找到点M，应先找到D，E，而D，E又取决于A，B，C，但点B已被移去，故在建立坐标系后，暂时设点B的坐标为（x0
 ，y0
 ），按题意列出D，E两点的坐标（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ）所满足的方程，求出D，E坐标后，再求出M的坐标. 若点M的坐标与点B的坐标无关，则点M的位置可定.

[image: H22]



解1
 　取A，C两点所在直线为x轴，AC的中点O为原点建立直角坐标系.

设A（a，0），B（x0
 ，y0
 ），C（-a，0），其中a已知，x0
 ，y0
 未知，D（x1
 ，y1
 ），E（x2
 ，x2
 ）.

因　AB⊥AD，故

[image: 150-2]


故　[image: 150-3]
 =（x1
 -a）2
 →x1
 =a-y0
 或x1
 =a+y0
 （不合题意，舍去），代入①，得y1
 =x0
 -a.

故点D的坐标为（a-y0
 ，x0
 -a）.

同理，点E的坐标为（y0
 -a，-x0
 -a），

故　DE中点M的坐标为（0，-a），即｜OM｜=｜OA｜.

由此可找到埋藏球的地点.


分析2
 　可根据A，B，C三点的坐标，运用向量旋转计算出D，E两点的坐标.


解2
 　取坐标系及各点坐标同前.

[image: 150-4]


故　y1
 =x0
 -a.

故点D的坐标为（a-y0
 ，x0
 -a）.

[image: 151]


故　y2
 =-x0
 -a.

故点E的坐标为（y0
 -a，-x0
 -a）→ M（0，-a）.


说明：
 求满足一定条件的点的坐标（x，y），可根据题设条件列出x，y满足的方程组，解方程组求x，y. 列方程组的依据：① 点所满足的条件坐标化；② 利用向量投影公式，建立已知点坐标与未知点坐标的关系.


15.
 解
 　圆的标准方程为（x-2）2
 +（y-2）2
 =1.

其关于x轴对称的圆的方程为

（x-2）2
 +（y+2）2
 =1，

故点（2，-2）到直线l的距离d为1.

设l的方程为y-3=k（x+3），

则

[image: 151-2]


故所求直线方程为

3x+4y-3=0或4x+3y+3=0.

[image: H23]



模拟预测试卷（二）



一、选择题



1.
 解
 　由条件，y=f（x）的图形关于x=2对称，因此x∈［1，2］时，f（x）=f（4-x）=x-4. 由此得到：

x∈［-2，-1］时，f（x）=f（x+4）=-x-4;

x∈［-1，0］时，f（x）=f（x+2）=x-2.

选A.


2.
 解
 　x+y+z=[image: 037-4]
 ［（a-b）2
 +（b-c）2
 +（a-c）2
 ］＞0.

又当a=b=0，c=1时，x=y=0，z=1＞0.

选B.


3.
 解
 　A∩B=B⇔抛物线y=x2
 与圆x2
 +（y-a）2
 =1至多只有一个交点 ⇔（y-a）2
 +y=1的判别式不大于零⇒[image: 151-3]
 .

选B.


4.
 解
 　由条件，四个（标号的）顶点必须染不同颜色，故有[image: 151-4]
 种.

选A.


5.
 解
 　令g（x）=f（x）-4=asinx+[image: 152]
 ，则g（x）是奇函数且g（lglog3
 10）=1. 由于lglog3
 10+lglg3=lg1=0，因此f（lglg3）=g（lglg3）+4=-1+4=3.

选C.


6.
 解
 　满足条件的情形不唯一. 例如，两球心连线可以在正方体的体对角线上，也可以平行于底面. 这两种情形下，两球半径之和不唯一.

选A.


7.
 解
 　设t=｜x-3｜≥0，则t2
 +（a-2）t-2a=0恰有一个正实根.

由于判别式=（a+2）2
 ≥0，因此当a=-2或者-2a＜0时，原方程有两个不同的实数根.

选A.


8.
 解
 　（2a1
 -5a2
 ）·（3a1
 +a2
 ）=6｜a1
 ｜2
 -5｜a2
 ｜2
 -13a1
 ·a2


=[image: 152-2]


选D.


9.
 解
 　函数[image: 152-3]
 的定义域是x≠2且x≠3.

f（x）=0⇒x-3=±1或者[image: 152-4]
 ，解得x=4或者x=5.

选B.


10.
 解
 　系数行列式[image: 152-5]
 =a2
 -4a+3=0⇒a=1或者a=3.

当a=1时，方程组为[image: 152-6]
 ，有无穷多解；

当a=3时，方程组为[image: 152-7]
 ，无解.

选D.


二、计算与证明题



11.
 分析
 　先分段去掉绝对值符号，｜log2
 x-3｜与｜2x
 -8｜的零点分别为x=8，x=3，故可分x∈（0，3］，x∈（3，8］，x∈（8，+∞）三种情况讨论.


解
 　当x∈（0，3］时，原不等式化为：3-log2
 x+8-2x
 ≥9即　2≥2x
 +log2
 x，记f（x）=2x
 +log2
 x，易知f（x）是（0，3］上的增函数，且f（1）=2.

故不等式的解为（0，1］.

当x∈（3，8］时，原不等式化为：3-log2
 x+2x
 -8≥9.

即　2x
 ≥14+log2
 x，设y=2x
 ，y=14+log2
 x.

如图所示，有两个交点，其中在区间（3，8］内的交点为（4，16），当x≥4时，y=2x
 的图像在y=14+log2
 x的图像上方，故不等式的解为［4，8］.

[image: H21]


当x∈（8，+∞）时，原不等式化为：log2
 x-3+2x
 -8≥9. 即　2x
 +log2
 x≥20，记h（x）=2x
 +log2
 x，

易知h（x）是（8，+∞）上的增函数，且h（8）=259＞20，

故不等式的解为（8，+∞）.

综上：不等式的解集为｛x｜0＜x≤1或x≥4｝.


12.
 解
 　（1）f（1）=[image: 153]
 =-1⇒｜m｜=1⇒m=1.

（2）任取x1
 ＜x2
 ∈（-∞，0］，因

[image: 153-2]


故f（x）在（-∞，0］上单调增.

（3）[image: 153-3]
 =kx⇒kx2
 -2kx=｜x｜.

k=0时，方程有且仅有一个根；

k≠0时，x=0为方程的一个根，

[image: 153-5]



13.
 解
 　（1）设C（x，y），则由｜AC｜=｜MC｜可知

[image: 153-6]






[image: H24]


（2）QS△AMN
 =[image: 037-4]
 ｜MN｜·｜AO｜=[image: 037-4]
 ·2p·p=p2
 =[image: 037-4]
 l1
 l2
 sinθ.

在△AMN中，由余弦定理，有[image: 154]
 ，

故　[image: 154-2]


[image: 154-3]



说明：
 当以AC为半径的圆正好与x轴相切时，M，N两点重合，此时θ=0得最小值.


14.
 证明　充分性：设存在非负整数m，使得a1
 =qm
 ，

则　an
 =a1
 qn-1
 =qm+n-1
 =qn+（m-1）
 ，n∈N+
 .

在｛an
 ｝中任取ak
 ，al
 ，k，l∈N+
 ，

则　ak
 al
 =qk+m-1
 ql+m-1
 =qk+l+m-1+（m-1）
 .

因　k，l∈N+
 ，m为非零负整数，

故　k+l+m-1∈N+
 →ak+l+m-1
 =qk+l+m-1+（m-1）
 .

故　ak
 al
 =ak+l+m-1
 ，即｛an
 ｝中任两项之积仍是这个数列中的项.


必要性
 　设｛an
 ｝中任二项之积仍是这个数列的项，则由an
 =a1
 qn-1
 ，n∈N+
 ，得[image: 154-5]
 .

设　t∈N+
 ，使al
 =ak
 al
 ，则[image: 154-4]


因　a1
 ≠0，q≠0，故a1
 =qt-1-k-l+2
 =q（t+1）-（k+l）
 .

设　m=（t+1）-（k+l），则a1
 =qm
 ，m显然为整数.

若　q=1，则a1
 =1m
 =1，｛an
 ｝为：1，1，…，1，…，m可取任意非负整数.


反证法
 　若q≠1，假设m为负整数，则-m∈N+
 .

因　a1
 =qm
 ，故an
 =a1
 qn-1
 =qm
 qn-1
 =qn+（m-1）
 ，n∈N+
 →a-m
 =q-m+（m-1）
 ，所以a1
 a-m
 =qm-1
 .

设　a1
 a-m
 =ap
 ，p∈N+
 ，则qm-1
 =ap
 =qp+（m-1）
 .

因　q≠0，q≠1，故p=0与p∈N+
 矛盾，m为非负整数.


15.
 解


[image: 155]



说明：
 分界点[image: 155-1]
 是计算出来的，由

[image: 155-0]


考虑（3x-2）2
 -4=0⇒x=[image: 155-1]
 或x=0（舍）.


模拟预测试卷（三）



一、选择题



1.
 解


[image: 155-2]


选A.


2.
 解
 　（x+y）（x+z）=yz+x（x+y+z）≥[image: 155-3]
 =2.

选B.


3.
 解
 　Sn
 =12
 -22
 +32
 -42
 + … +（-1）n-1
 n2


Sn
 =12
 -22
 +32
 - … +（-1）n-2
 （n-1）2
 +（-1）n-1
 n2


⇒2Sn
 =1-3+5-7+ … +（-1）n-1
 （2n-1）+（-1）n-1
 n2


⇒2Sn
 =1-3+5- … +（-1）n-2
 （2n-3）+（-1）n-1
 （2n-1）+（-1）n-1
 n2


⇒4Sn
 =1-2+2-2+ … +2·（-1）n-1
 +（-1）n-1
 （2n2
 +2n-1）

=1-［1-（-1）n-1
 ］+（-1）n-1
 （2n2
 +2n-1）

=（-1）n-1
 2n（n+1）.

故　[image: 155-4]


选D.


4.
 解
 　与直线4x-3y=2平行且距离等于1的两直线为

4x-3y=7，4x-3y=-3.

圆心（3，-5）到这两条直线的距离分别为

[image: 156]


故　r∈（4，6）.

选A.


5.
 解
 　c2
 =m-1=n+1⇒　m=n+2，

[image: 156-2]


选A.


6.
 解


[image: 156-3]



7.
 解
 　由题意，该直线斜率应为正，故选项B，D排除，点（-a，0）不满足方程A.

选C.


8.
 解
 　令f（x）=3x2
 -ex
 . 易见：

当x≤0时，f（x）单调递减且f（0）f（-1）＜0，故方程3x2
 -ex
 =0有一个负根；当x＞0时，3x2
 -ex
 =0⇔ln3+2lnx-x=0. 令g（x）=ln3+2lnx-x，则[image: 156-4]


因此，当x∈（0，2）时，g′（x）＞0，从而g（x）单调递增；当x∈（2，+∞）时，g′（x）＜0，从而g（x）单调递减. 又[image: 156-5]
 ，g（1）=ln3-1＞0，g（e3
 ）=ln3+6-e3
 ＜8-e3
 ＜0，因此g（x）=0，从而3x2
 -ex
 =0有两个正实根.

选D.


9.
 解
 　延长MN交CC1
 的延长线于P；连接AP交A1
 C1
 于Q；延长NM交CB的延长线于R，连接AR. 记三棱柱的体积为V.

[image: 157]


选D.


10.
 解
 　[image: 157-2]
 ，[image: 157-3]
 =399
 A.

选C.


二、计算与证明题



11.
 解


[image: 157-4]


1°　当a=0时，不等式的解集为｛x｜x=0｝.

2°　当a＞0时，由（*）知，x≥0，且（a2
 -1）x+2a≥0.

若0＜a＜1，原不等式的解集为[image: 157-7]
 ；

若a=1，原不等式的解集为｛x｜x≥0｝；

若a＞1，原不等式的解集为｛x｜x≥0｝.

3°　当a＜0时，由（*）知，x≤0，且（a2
 -1）x+2a≤0.

若-1＜a＜0，原不等式的解集为[image: 157-8]
 ；

若a=-1，原不等式的解集为｛x｜x≤0｝；

若a＜-1，原不等式的解集为｛x｜x≤0｝.


12.
 解
 　（1）当a=0时 ，f（-x）=x2
 +｜x｜+1=f（x），故f（x）为偶函数；

当a≠0时，f（a）=a2
 +1，f（-a）=a2
 +2｜a｜+1≠f（a），

且f（-a）≠-f（a），故f（x）非奇非偶.

故当a=0时，f（x）为偶函数；当a≠0时，f（x）非奇非偶.

（2）1°　当x≤a时，f（x）=x2
 -x+a+1=[image: 157-9]


若[image: 157-12]
 ，则f（x）在（-∞，a］上单调递减，f（x）在（-∞，a］上最小值为f（a）=a2
 +1；

若[image: 157-10]
 ，则f（x）在（-∞，a］上最小值为[image: 157-11]


（3）2°　当x＞a时，f（x）=x2
 +x-a+1=[image: 158]


若[image: 158-2]
 ，则f（x）在［a，+∞）上的最小值为[image: 158-3]
 ；

若[image: 158-4]
 ，则f（x）在［a，+∞）上单调递增，f（x）在［a，+∞）上最小值为f（a）=a2
 +1.

综上所述：

[image: 158-5]



13.
 解
 　（1）当a＜b≤0时，f（x）在［a，b］上单调递增，

⇒f（a）=2a，f（b）=2b，即[image: 158-6]


⇒a，b是方程[image: 158-7]
 的两个不同的实根，而这两根异号与条件不符，故不可能成立.

（2）当a＜0＜b时，f（x）在［a，0］上递增，在［0，b］上递减，

⇒f（0）=2b，min｛f（a），f（b）｝=2a.

[image: 158-8]


（3）当0≤a＜b时，f（x）在［a，b］上递减，

⇒f（a）=2b，f（b）=2a，即[image: 158-9]


解得：a=1，b=3；此时［a，b］=［1，3］.

综上所述，所求的区间是［1，3］或[image: 158-10]


[image: H33]



14.
 解
 　设C（x，y）为轨迹上任一点，∠xOB=θ，

B（cosθ，sinθ），∠xAB=φ.

因　[image: 159]


故

[image: 159-2]


因　｜AB｜cosφ=｜OB｜cosθ-2=cosθ-2，[image: 159-3]
 =[image: 159-4]


故　｜AB｜sinφ=sinθ，

[image: 159-5]



15. 证
 　初步算得 ｛an
 ｝:1，4，2，5，3，6，9，7，10，8，猜测如下：

a5n+1
 =5n+1，a5n+2
 =5n+4，a5n+3
 =5n+2，a5n+4
 =5n+5，a5n+5
 =5n+3.


证明
 　当n=0时成立，假设n＜m时均成立，则n=m时，由假设可知（a1
 ，a2
 ，…，a5m
 ）是1，2，…，5m的一个排列.

故　a5m
 -2=5m-4∈｛a1
 ，a2
 ，…，a5m
 ｝⇒a5m+1
 =a5m
 +3=5m+1.

类似可知a5m+2
 =5m+4，而a5m+2
 -2=5m+2∉｛a1
 ，a2
 ，…，a5m+2
 ｝，

故　a5m+3
 =5m+2，a5m+4
 =a5m+3
 +3=5m+5，a5m+5
 =a5m+4
 -2=5m+3，故猜测成立.

综上，每一个大于1的正整数均恰好在数列中出现一次.

因k2
 =0，1或4（mod5），故分别有一个下标≡4，1或2（mod5）的项正好等于k2
 .

即存在n∈N+
 ，使an
 =an-1
 +3=k2
 .

其他高校自主招生模拟预测试卷参考答案与解析


模拟预测试卷（一）



一、选择题



1.
 解
 　设圆方程为（x-8）2
 +（y-6）2
 +λ（x+3y-26）=0

[image: 160]


选A.


2.
 解
 　设双曲线方程为[image: 160-2]
 ，

故　双曲线方程为[image: 160-3]


选B.


3.
 解
 　由题意，[image: 160-4]
 =972
 ⇒［2a1
 +（n-1）d］n=2×972
 ，

故　n=97，2×97，972
 ，2×972
 .

若d＞0，则2×972
 ≥n（n-1）d≥n（n-1），只能n=97→a1
 +48d=97，故　d=1，a1
 =49或d=2，a1
 =1.

若d=0，则na1
 =972
 ，此时n=97，a1
 =97或n=972
 ，a1
 =1.

这样的等差数列共有4个.

选D.


4.
 解


[image: 160-5]



5.
 解
 　设两圆的交点分别为A，B，两圆连心线的斜率为[image: 160-6]
 ，则A，B所在直线方程为[image: 160-7]
 （x+1）（圆心（-1，-1）与A，B三点共线）. 将两圆方程联立，得

（x-a）2
 -（x+1）2
 +（y-b）2
 -（y+1）2
 =b2
 -3

⇒2（a+1）x+2（b+1）y=a2
 +1

⇒[image: 161]


⇒a2
 +2a+2b+5=0.

选B.


6.
 解
 　原方程组化为[image: 161-2]


设　f（t）=t3
 +2009t，其在（-∞，+∞）上单调递增，

⇒f（x-1）=f（1-y）.

故由单调性，得x-1=1-y⇒x+y=2.

选B.


7.
 解


[image: 161-3]


选D.


二、计算与证明题



8.
 解
 　设x*
 是F（x）的不动点，即F（x*
 ）=f（f（x*
 ））=x*
 .

[image: 161-4]


可知f（x）存在唯一的不动点.


9.
 解
 　如图所示，PQ取得最小值时其连线必过圆心A（0，3）.

[image: HC23]


设点P（x，y），则

[image: 161-5]



提醒
 　本题还可以求出相应的PQ的最大值，

[image: 161-6]



10.
 解
 　设f（x）=x2
 +ax+2b，

则[image: 162]


作出满足条件的可行域（图中阴影部分），可得A（-3，1），C（-1，0），P（1，2）.

[image: 162-2]


故　[image: 162-3]
 的取值范围是[image: 162-4]
 .

[image: H37]



说明：
 适当熟悉解析几何中量的特征，在处理一些非解析几何问题时，用几何法解决是一种很好的选择.


11.
 解
 　将方程变形为x2
 -2｜x｜+1=k-2.

设y=f（x）=x2
 -2｜x｜+1，f（x）为偶函数.

当x＞0时，y=x2
 -2x+1=（x-1）2
 ，如图所示. 因y=k-2是一条与x轴平行的直线，故原方程有4个互不相等的实根，即直线y=k-2应与曲线有4个不同的交点，由图可知，0＜k-2＜1，即2＜k＜3.

[image: H38]



12. 解
 　（1）令x=0，则｜f（0）｜=｜c｜≤1.

（2）证明
 　当-1≤x≤1时，｜g（x）｜≤2；

[image: 162-5]


（3）设a＞0，当-1≤x≤1时，g（x）的最大值为2，求f（x）.

因　a＞0，g（x）=ax+b在［-1，1］上是增函数.

当x=1时取得最大值，2=g（1）=a+b=f（1）-f（0），

故-1≤f（0）=f（1）-2≤1-2=-1⇒c=f（0）=-1.

又当｜x｜≤1时，｜f（x）｜≤1，故f（x）≥-1=c=f（0）.

表明在［-1，1］上，f（0）为f（x）的最小值，x=0必为y=f（x）的图像的对称轴.

故b=0，a=2，即f（x）=2x2
 -1.


13.
 解
 　因ank+2
 ＞ank+1
 ＞0，公差d＞0，

[image: 163]



模拟预测试卷（二）



一、选择题



1. 解
 　由椭圆定义[image: 163-2]
 （M到右准线距离）.

故　｜MP｜+2｜MF｜=｜MP｜+d.

如图所示，当｜MP｜+2｜MF｜取最小值时，即M为从P作右准线垂线，该垂线与椭圆的交点，此时M的纵坐标为-1.

[image: H40]


将y=-1代入椭圆方程，得[image: 163-3]
 .

选A.


2. 解
 　由椭圆的参数方程[image: 163-4]


得x+y=3+sinθ+2cosθ=[image: 163-5]
 ，

其中tanα=2.

当sin（θ+α）=1时，（x+y）max
 =[image: 163-6]


选A.


3. 解
 　设两个数列的公比分别为q1
 ，q2
 ，且｜q1
 ｜＜1，｜q2
 ｜＜1.

由[image: 164]
 ⇒两数列的首项分别为1-q1
 ，1-q2
 .

因第2项相同，

故　q1
 （1-q1
 ）=q2
 （1-q2
 ）→（q1
 -q2
 ）（q1
 +q2
 -1）=0.

若　q1
 =q2
 ，则两数列相同，不合题意.

[image: 164-2]


选B.


4.
 解


[image: 164-3]


选A.


5.
 解


[image: 164-4]


选C.


6.
 解
 　易见，当x≤0时，f（x）≥1；当0＜x≤1时，f（x）=x8
 +（-x5
 +x2
 ）+（-x+1）＞0；当x＞1时，f（x）=（x8
 -x5
 ）+（x2
 -x）+1≥1.

选A.


7.
 解


[image: 164-5]


因x1
 +x2
 +x3
 =0，故原式=0.

选C.


二、计算与证明题



8.
 证明
 　设z=cosθ+isinθ（0≤θ＜2π），则|1+z|=[image: 165]


[image: 165-2]



9.
 解
 　设x0
 ∈｛x｜f（x）=0，x∈R｝，则f（x0
 ）=0

⇒f（f（x0
 ））=f（0）=0，于是b=f（0）=f（f（x0
 ））=0

⇒f（x）=x（x+a）

⇒f（f（x））=f（x）（f（x）+a）=x（x+a）（x2
 +ax+a）.

a=0，显然满足条件；

a≠0，因x2
 +ax+a=0的根不可能是0，-a，

故x2
 +ax+a=0无实根，即Δ=a2
 -4a＜0⇒0＜a＜4.

故0≤a＜4且b=0.


10. 解
 　（1）任取-1≤x1
 ＜x2
 ≤1，

[image: 165-3]


⇒f（x）是增函数.

[image: 165-4]


（3）x∈［-1，1］，f（1）是f（x）的最大值，f（x）max
 =f（1）=1，

⇒m2
 -2am+1≥1⇒m2
 -2am≥0，a∈［-1，1］.

设　g（a）=m2
 -2am，

[image: 165-5]



11. 解
 　（1）取x=y=0，则f（0）+f（0）=2f2
 （0）.

因f（0）≠0，故f（0）=1.

（2）令　x=0，则f（y）+f（-y）=2f（0）f（y）=2f（y）.

故　f（-y）=f（y）对任意实数成立，即y=f（x）是偶函数.

（3）因

[image: 166]


故f（c+c）+f（c-c）=2f2
 （c）⇒f（2c）+f（0）=2⇒f（2c）=1.


12.
 解
 　因为　an
 +bn
 =an-1
 +bn-1
 =…=a1
 +b1
 =1，an
 -bn
 =[image: 166-2]
 =[image: 166-3]
 ，

[image: 166-4]



13.
 解
 　角AC′C和角BC′C中至少有一个不小于[image: 166-5]
 ，因此

CC′＜max{AC，BC}＜AC+BC.


14.
 解
 　（1）因an+1
 =2an
 +1，故an+1
 +1=2（an
 +1）=22
 （an-1
 +1）

=2n
 （a1
 +1）=2n+1
 ⇒an+1
 =2n
 .

即an
 =2n
 -1（n∈N+
 ）.

[image: 166-6]



模拟预测试卷（三）



一、选择题



1.
 解
 　[image: 166-7]
 =1，x=2是一个根.

因[image: 167]
 在（-∞，+∞）上单调递减，

故f（x）=1仅有一根x=2.

选C.


2.
 解
 　[image: 167-2]


选A.


3.
 解
 　y=2（x-1）-2m2
 +m⇒2y2
 -y-2m2
 +m=0

⇒（2y+2m-1）（y-m）=0

⇒y=[image: 167-3]
 ，y=m，2个.

当[image: 167-3]
 =m，m=[image: 018-4]
 ，1个.

选D.


4.
 解
 　log2
 （x2
 -x+2）=[image: 167-4]


[image: 167-5]
 ⇒1＜[image: 167-6]
 ≤2 ⇒1＜log2
 （x2
 -x+2）≤2

⇒2＜x2
 -x+2≤4 ⇒-1≤x＜0或1＜x≤2.

选D.


5.
 解


[image: 167-7]


即a1
 +nd=30.

又　a1
 +a1
 +2d+a1
 +4d+…+a1
 +2nd=320，

即（n+1）a1
 +n（n+1）d=320⇒（n+1）（a1
 +nd）=320⇒30（n+1）=320.

得到n不是整数，这是不可能的，即这样的数列不存在.

选D.


6.
 解


[image: 167-8]



7.
 解
 　C1
 ：y=f（x+1），C2
 ：y=f（x+1）+1，

C3
 ：x+1=f-1
 （y-1）⇒y=f-1
 （x-1）-1.

选D.


二、计算与证明题



8.
 解
 　记[image: 167-9]
 ，则

[image: 168]


t3
 +3t2
 -20=0 ⇒ （t-2）（t2
 +5t+10）=0，t=2，故[image: 168-2]



9. 解
 　（1）因f（y，z，x）=y2
 -z2
 +x≠x2
 -y2
 +z=f（x，y，z）（x≠y≠z）

故f（x，y，z）=x2
 -y2
 +z不是轮换对称函数.

（2）因f（A，B，C）=2+cosC·［cos（A-B）-cos（π-（A+B））］

=2+cosC·［cos（A-B）+cos（A+B）］

=2+2cosAcosBcosC

⇒f（A，B，C）=f（B ，C ，A）=f（C，A，B）.

故 f（A，B，C）是轮换对称函数.

（3）f（A，B，C）=2+2acosAcosBcosC是轮换对称函数，且

[image: 168-3]


此时A0
 =B0
 =C0
 =60°，[image: 168-4]
 ≥k=6⇒a≥16.


10.
 解1
 　过M作MP⊥AB交AB于P，连接PN.

易知MP⊥平面ABCD，由比例关系可以推出PN[image: 168-0]
 AC.

由AC⊥BD⇒PN⊥BD由三垂线定理知MN⊥BD.

同理，过N作NQ⊥AB交AB于Q，连接QM. 可证MN⊥AB1
 ，即MN是AB1
 和BD的公垂线.

[image: 168-5]



解2
 　以D1
 为坐标原点建立坐标系，如图所示.

[image: HD3]






[image: 168-6]



11.
 解
 　设正方形边AB在直线y=2x-17上，

C（x1
 ，y1
 ），D（x2
 ，y2
 ）在y=x2
 上，则lCD
 ∶y=2x+b

⇒[image: 168-7]
 ⇒x2
 -2x-b=0.

令正方形边长为a，则由y1
 -y2
 =2（x1
 -x2
 ），得

a2
 =｜CD｜2
 =（x1
 -x2
 ）2
 +（y1
 -y2
 ）2
 =5（x1
 -x2
 ）2


=5（x1
 +x2
 ）2
 -20x1
 x2
 =20（b+1）. ①

在直线y=2x-17上任取一点（0，-17），它到直线y=2x+b的距离

[image: 169]


①②联立：[image: 169-2]
 =20（b+1）⇒b1
 =3，b2
 =63

⇒[image: 169-3]



12.
 解
 　考虑平面上的一个3×4整格点集. 第一行的点标为1，2，3，4；第二行上的点标为5，6，7，8；第三行上的点标为9，10，11，12. 颜色标为a和b. 点2，5，6，7，10这五个点中至少有三个点同色，设为颜色a. 易验证，仅当这三点共线，且其余两点为色b时，满足要求的等腰直角三角形才不存在. 不妨设点2，6，10为色a的点，那么点1，5，9，3，7，11必须都是色b，那么满足要求的等腰直角三角形才不存在. 现在，由于点3，7，11都是色b，则点4，8，12必须都是色a，满足要求的等腰直角三角形才不存在. 最后，由于点2，6，10，4，8，12都是色a，易见点2，4，10构成一个满足要求的等腰直角三角形.


13.
 证
 　因　an
 =an-1
 q，lgan
 =lgan-1
 +lgq，故　lgan
 -lgan-1
 =lgq，即　｛lgan
 ｝是等差数列.

[image: 169-4]



14.
 解
 　（1）如a1
 =1，a2
 =-1，a3
 =2，a4
 =3，a5
 =1，a6
 =2，a7
 =1，a8
 =1，a9
 =0，a10
 =1.

（2）由题意，a20
 =3，a21
 =0，a22
 =3，a23
 =3，a24
 =0，a25
 =3，a26
 =3，a27
 =0，…，即从第20项开始，每三个相邻的项周期地取值是3，0，3，故当n→∞时，an
 的极限不存在.

即　b20
 =6，b21
 =6，b22
 =6，…，[image: 169-5]
 .

（3）反证法
 　假设｛an
 ｝中无零项. 因　an
 =｜an-1
 -an-2
 ｜≥1，

故　当an-1
 ＞an-2
 时，an
 =an-1
 -an-2
 ≤an-1
 -1（n≥3）；当an-1
 ＜an-2
 时，an
 =an-2
 -an-1
 ≤an-2
 -1（n≥3）.

即　an
 的值或者比an-1
 至少小1，或者比an-2
 至少小1.

令　[image: 169-6]
 ，n=1，2，…，则　0＜Cn
 ≤Cn-1
 -1（n=2，3，…）.

因C1
 是确定的正整数，这样减少下去，必存在Ck
 ＜0，这与Cn
 ＞0矛盾.

故｛an
 ｝必有零项. 若第一次出现的零项为an
 . 记an-1
 =A（A≠0），每三个相邻的项周期的取0，A，A，即有

an+3k
 =0，an+3k+1
 =A，an+3k+2
 =A（k=0，1，2，3…）.


模拟预测试卷（四）



一、选择题



1.
 解


[image: 170]


选A.


2.
 解
 　形如[image: 170-2]
 的方程所代表的曲线是双曲线⇔e＞1，故e的所有可能取值为[image: 170-3]


选A.


3.
 解
 　第二个函数是y=f-1
 （x）. 由于点（x，f-1
 （x））关于直线x+y=0对称点的坐标是（-f-1
 （x），-x），故第三个函数为g（-f-1
 （x））=-x，即g（x）=-f（-x）.

选B.


4.
 解
 　函数f（x）关于直线x=2和x=5对称，且是以2（5-2）=6为周期的周期函数，⇒f（6）=f（0）=0，

f（4）=f（2+2）=f（2-2）=f（0）=0，

即f（x）在（0，6］上至少有2个零点.

故在［-18，18］上至少有零点：6×2+1=13个.

选D.


5.
 解
 　因f（-x）=f（x），故f（x）为偶函数.

在-1≤x≤1时，

f（x）=（｜x+1｜+｜x-1｜）+（｜x+2｜+｜x-2｜）+…+（｜x+2010｜+｜x-2010｜）

=2·（1+2+…+2010）=2010×2011.

当-1≤a2
 -3a+2≤1且-1≤a-1≤1时，

恒有

[image: 170-4]


选D.


6.
 解


[image: 170-5]


选A.


二、计算与证明题



7.
 解
 　设i表示行数，j表示列数，则30=i×j.

30=1×30=30×1=2×15=15×2=3×10=10×3=5×6=6×5.

共8种排法.

1° A的身高可能等于B的身高，即A和B是同一人.

对于1行30列的队形，A和B是同一人，即全班最高者；

对于30行1列的队形，A和B是同一人，即全班最矮者.

故A的身高可以等于B的身高.

2° A和B不是同一人时，A的身高不可能超过B的身高.

（1）若A和B同行或同列，同列：A最矮，A＜B；同行：B最高，A＜B，按A和B的选拔方式，可以得到A＜B，即A的身高不可能超过B的身高.

（2）若A和B不同行也不同列，选与A同列且与B同行的学生C.

A和C同列：A＜C，B和C同行：C＜B ⇒ A＜B.

即A的身高不可能超过B的身高.


8.
 解
 　（1）因f（x）=sin（cosx）在[image: 171]
 上单调递减，而g（x）=x单调递增，

且f（0）=sin1＞g（0），[image: 171-2]
 .

故函数f（x）与g（x）的图像在[image: 171]
 内有交点，且恰有一个交点.

故方程sin（cosx）=x在[image: 171]
 内有唯一的实数解.

同理可证cos（sinx）=x在[image: 171]
 内有唯一的实数解.

（2）由（1），当x∈（0，b）时，有sin（cosx）＞x，而[image: 171-3]
 时，有sin（cosx）＜x. 反之亦然.

因sin（cosa）=sina＜a，故a＞b.

另一方面，对[image: 171-4]
 ，当且仅当0＜x＜a时，cosx＞x.

因cos（sinc）=c＞sinc，故sinc＜a，于是cos（sinc）＞cosa=a，即c＞a.

综上可知，c＞a＞b.


9.
 解
 　（1）专家甲估计不正确. 反例. 假设中国、澳大利亚与伊拉克三队间的比赛都是主场胜、客场负，这三队对卡塔尔1胜平. 3个队同时为3胜1平2负，同积10分. 第4个队0胜3平3负，积3分. 故10分未必能出线，此时要比较净胜球.

专家乙估计正确. 四个队共赛12场，每场最多3分，至多36分. 专家乙假定中国队积11分，则其成绩必为3胜2平1负，则四队总分≤36-2=34，再除去第4个队至少3分，则剩余2个队总分≤34-11-3=20，即剩余2队的积分不可能同时≥11分，故11分必可出线. 或者若3个队得11分，而总分为36分，矛盾.

（2）若去掉“每队至少得3分”的前提，中国队至少得13分才确保出线. 不可能3个队都得13分，假设中国队≥13分，则其余3个队总得分≤36-13=23，故不可能有两个队得分都≥13. 得12分未必能出线：若有3个队同时积12分，第4队得0分，此时须比较净胜球，不能确保出线.


10.
 解
 　（1）[image: 172]
 ，V中恰有一个位置上的数是1.

（2）[image: 172-2]
 ，V中恰有两个位置上的数是1，或恰有3个位置上的数是0.

（3）d（u，w）为u中1的个数，d（v，w）为v中1的个数.

设d（u，w）=d1
 ，d（v，w）=d2
 .

若d1
 +d2
 ≥n，则显然d（u，v）≤n≤d1
 +d2
 =d（u，w）+d（v，w）

（ai
 ≠bi
 的i的个数总不超过字长n，即d（u，v）≤n）.

若d1
 +d2
 ＜n，则至少有n-（d1
 +d2
 ）个i使得ai
 =bi
 （1≤i≤n），

即至多有d1
 +d2
 个i使得ai
 ≠bi
 ，于是d（u，v）≤d（u，w）+d（v，w）（d1
 -d2
 ≤d1
 +d2
 ）.


11.
 解
 　设A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），满足y2
 =2px和（x-2）2
 +y2
 =3

[image: HC7]






[image: 172-3]



12.
 解
 　因AB⊥OB，AB⊥PO，故AB⊥平面POB→AB⊥OH.

[image: HC8]


因OH⊥PB，故OH⊥平面PAB→OH⊥PA.

因C为PA中点，OA=OP（轴截面为等腰直角三角形），

故OC⊥PA，故PA⊥平面OCH.

因△OCH为直角三角形，其面积S△OCH
 当OH=HC时最大.

故VP-OCH
 最大，即VO-HPC
 最大.

[image: 172-4]



模拟预测试卷（五）



一、选择题



1.
 解
 　f（x）和g（x）的定义域为R，设f（g（x0
 ））=x0
 ，则有g（x0
 ）=x1
 ，f（x1
 ）=x0
 .

若　g（f（x））=x2
 +1，则g（f（x1
 ））=g（x0
 ）=x1
 =[image: 173]
 而方程[image: 173-2]
 无实根，矛盾.

选D.


2.
 解


[image: 173-3]


选A.


3.
 解
 　f（x1
 ，y1
 ）=0，f（x2
 ，y2
 ）≠0.

→[image: 173-4]
 方程组无解.

选A.


4.
 解
 　将x=1+2t和y=2-3t代入y2
 =3x，得9t2
 -18t+1=0，解得[image: 173-5]


[image: 173-6]


选B.


5.
 解


[image: 173-7]


选A.


二、填空题



6.
 解
 　0＜a，b，c＜1，且a+b+c=1，

[image: 173-8]


故　a2
 +b2
 +c2
 +18abc≤1⇒lg（a2
 +b2
 +c2
 +18abc）≤0，

故最大值为0.


7. 解
 　设点为（x0
 ，y0
 ），它到直线25x-15y+12=0的距离

[image: 174]


因x0
 ，y0
 ∈Z，故25x0
 -15y0
 是5的倍数.

⇒｜25x0
 -15y0
 +12｜≥2.

当x0
 =-1，y0
 =-1时等号成立，故所求最小值为[image: 174-2]



8. 解
 　取AB中点C，并作PD⊥AB，则

PA2
 =AD2
 +PD2
 =AD2
 +PC2
 -CD2
 ，

PB2
 =BD2
 +PD2
 =BD2
 +PC2
 -CD2
 .

AD2
 =（AC-CD）2
 =AC2
 -2AC·CD+CD2
 ，

BD2
 =（BC+CD）2
 =（AC+CD）2


=AC2
 +2AC·CD+CD2
 .

故　｜PA｜2
 +｜PB｜2
 =AD2
 +BD2
 +2PC2
 -2CD2


=2｜AC｜2
 +2｜PC｜2
 .

只要｜PC｜取最小值，则｜PA｜2
 +｜PB｜2
 即取最小值.

当PC⊥l时，点P即为所求，此时直线PC的方程为

[image: 174-3]


即　x+y-3=0.

由[image: 174-4]
 ⇒P（2，1）.

[image: H34]



9.
 解
 　令M（acosθ，0），θ∈［0，2π），则P（acosθ，bsinθ），P′（acosθ，-bsinθ），A（-a，0），A′（a，0）⇒

[image: 174-5]



10.
 解
 　因首项为a的连续k个正整数之和

[image: 174-6]


且Sk
 ≤2 000，故60≤k≤62.

⇒分别为1 830，1 890，1 950，1 891，1 952，1 953共6个.


三、计算与证明题



11.
 证
 　0＜a1
 ＜a2
 ⇒d=a2
 -a1
 ＞0，[image: 175]


a1
 +d=a2
 =b2
 =b1
 q=a1
 q⇒d=a1
 （q-1）.

q＞1⇒qn-2
 +qn-3
 +…+q+1＞n-1，即[image: 175-2]


⇒qn-1
 -1＞（q-1）（n-1）⇒qn-1
 ＞（q-1）（n-1）+1

⇒bn
 =b1
 qn-1
 =a1
 qn-1
 ＞a1
 （q-1）（n-1）+a1
 =a1
 +（n-1）d=an
 .


12. 解


[image: 175-3]



13.
 解
 　（1）不存在实数 a，b满足题设条件.

若存在，则由f（x）≥0知a≥0.

而f（x）的定义域不包含x=0，所以a＞0.

[image: 175-4]


当a∈（0，1），b∈［1，+∞）时，则1∈［a，b］，而f（1）=0，故0∈［a，b］，与“a∈（0，1）”矛盾.

综上可知：不存在实数a，b满足题设条件.

（2）由f（x）≥0及x≠0知ma＞0，再由mb＞ma及b＞a知m＞0⇒a＞0.

[image: 176]


当a∈（0，1），b∈［1，+∞）时，则1∈［a，b］，而f（1）=0.

故0∈［ma，mb］，与“a∈（0，1）”矛盾.

综上所述，[image: 176-2]



14. 解
 　a，b，c为非零实数，甲有必胜的策略：

甲先选b=1，不论乙选a或c，甲总可再选c或a，使1-4ac＜0⇒f（x）=0无解.

a，b，c为任意实数，乙有必胜的策略：

当甲选a或b时，则乙可选c=0，此时x=0是方程f（x）=0的根；当甲选c≠0时，则乙选a=-c，此时

[image: 176-3]


故f（x）=0必有实根在[image: 176-4]
 内.


15.
 分析
 　由于OM⊥PQ，故可通过PQ的法线式方程写出M点的坐标，再由OP⊥OQ，求出适合条件的M的轨迹.


解
 　O为原点，过O且与l1
 平行的直线为x轴，建立直角坐标系.

l1
 ：y=k，l2
 ：x=h，PQ的法线式方程：

xcosα+ysinα-p=0，

则M（pcosα，psinα）.

因P，Q在PQ上，故[image: 177]
 ，[image: 177-2]


由OP⊥OQ，得[image: 177-3]
 ，

即　kpcosα+hpsinα=kh，将M坐标代入上式，得kx+hy=kh，这是一条直线，它在x，y轴上的截距分别为h，k，即直线R1
 R2
 .

[image: H35]



16.
 解
 　设椭圆方程为（x-4）2
 +μ（y-3）2
 +λ（2x+y-11）=0，

[image: 177-4]



17.
 解
 　以原点O为极点，Ox轴为极轴建立极坐标系，则圆A的方程为ρ=2sinθ. 设P（ρ，θ），Q（ρ1
 ，θ），则ρ-ρ1
 =2-ρsinθ，

即　ρ-2sinθ=2-ρsinθ→（ρ-2）（1+sinθ）=0，

故　ρ=2或[image: 177-5]


因P在射线OQ上，故所求轨迹方程为

[image: 177-6]


化为直角坐标方程为

x2
 +y2
 =4（y＞0）或x=0（y＞0）.


模拟预测试卷（六）



一、填空题



1.
 解
 　设AF=y，FC=x，则

y2
 =b2
 +（a-x）2
 ，[image: 177-7]
 ，因此

（b2
 -h2
 ）x2
 +2axh2
 -b2
 h2
 -a2
 h2
 =0.

[image: 178]






[image: HB5]



2.
 解
 　设整数部分为x，小数部分为y，则x2
 =（x+y）y，y=[image: 178-2]
 ≈0.6x，故x=1，此数为[image: 178-3]
 .


3.
 解
 　[image: 178-4]
 =1997，[image: 178-5]
 =500，故2005！末位有连续500个零.


4.
 解
 　（x2
 -x+2）10
 =［x（x-1）+2］10
 =[image: 178-6]
 +…，因此x3
 项的系数为[image: 178-7]
 =-38400.


5.
 解
 　设塔高为hm，则h=100tanα=200tanβ=300tanγ；又α+β+γ=180°，因此tanα+tanβ+tanγ=tanαtanβtanγ. 代入得[image: 178-8]
 ，[image: 178-9]



6.
 解
 　三人都不胜，则三人出的一样，或者三人出的都不一样. 出的一样的概率为[image: 178-10]
 [image: 178-11]
 ，出的都不一样的概率为[image: 178-12]
 ，因此三人都不胜的概率为[image: 178-15]
 .

甲胜出，则甲出石头，乙和丙出剪刀；或者甲出剪刀，乙和丙出布；或者甲出布，乙和丙出石头，因此概率为[image: 178-16]
 .


7.
 解
 　log3
 （x2
 -ax-a）在[image: 178-13]
 上递减，x2
 -ax-a在[image: 178-13]
 上递减，因此[image: 178-14]



8.
 解
 　可凑成从10元到390元共39种金额.


9.
 解
 　ω（ω+1）（ω2
 +1）=ω4
 +ω3
 +ω2
 +ω=-1.


10.
 解


[image: 179]



二、计算与证明题



11.
 解
 　因x，8-x为正整数，故　1≤x≤7，可组成S的元素仅限于1，2，…，7.

（1）因S中只有一个元素，故x=8-x ⇒x=4，S=｛4｝.

（2）同上，S中有2个元素，则S=｛1，7｝，｛2，6｝，｛3，5｝.

（3）S中有3个元素的集合有｛1，4，7｝，｛2，4，6｝，｛3，4，5｝；S中有4个元素的集合有｛1，2，6，7｝，｛1，3，5，7｝，｛2，3，5，6｝；S中有5个元素的集合有｛1，2，4，6，7｝，｛1，3，4，5，7｝，｛2，3，4，5，6｝；S中有6个元素的集合有｛1，2，3，5，6，7｝；S中有7个元素的集合只有｛1，2，3，4，5，6，7｝，共有15个.


12.
 证
 　如图所示：AC⊥BD的充要条件为[image: 179-2]
 =0.

[image: H41]






[image: 179-3]


因　｜a+b｜2
 =（a+b）（a+b）=｜a｜2
 +2a·b+｜b｜2
 ⇒a·b=[image: 037-4]
 （｜a+b｜2
 -｜a｜2
 -｜b｜2
 ），

[image: 179-4]



13.
 解
 　因　a≠0，且同时用-a，-b，-c替换a，b，c时，题中所有条件和结论都不改变，故不妨设a＞0.

因　｜b2
 -ac｜+｜c2
 -ab｜≥｜（b2
 -ac）-（c2
 -ab）｜=｜（b-c）（a+b+c）｜，

故　｜（b-c）（a+b+c）｜＜｜a（b-c）｜.

所以　b≠c，且｜a+b+c｜＜a，⇒-a＜a+b+c＜a，即　b+c＜0， 2a+b+c＞0.

设f（x）=ax2
 +bx+c，则f（0）=c，f（2）=4a+2b+c.

当b＜c时，（b2
 -ac）+（c2
 -ab）≤｜b2
 -ac｜+｜c2
 -ab｜＜a（c-b）. 故　b2
 +c2
 ＜ac+ab＜2ac.

因　f（x）=0有两个实根，Δ=b2
 -4ac≥0，

故　b2
 ≥4ac＞2（b2
 +c2
 ）⇒b2
 +2c2
 ＜0，

不等式不可能成立，故b＜c不成立.

当b＞c时，因　b+c＜0，故　c＜0，有f（0）=c＜0，

又　2a+b＞2a+b+c＞0⇒f（2）=4a+2b+c＞0.

故：由连续函数性质知，方程f（x）=0在（0，2）内至少有一个实根.


说明
 ：由二次函数的性质，上述证明实际上证明了方程f（x）=0在（0，2）内恰有一个实根.


14.
 解
 　判别式为零得到（bc+ab-2ac）2
 =0，因此[image: 180]
 .


15.
 解
 　按M的定义，M≥｜f（-1）｜=｜1-p+q｜，

M≥｜f（1）｜=｜1+p+q｜，M≥｜f（0）｜=｜q｜.

故4M≥｜1-p+q｜+｜1+p+q｜+2｜q｜

≥｜1-p+q+1+p+q-2q｜=2.

⇒[image: 180-2]


若取p=0，[image: 180-3]
 ，则[image: 180-4]
 的图像如图所示.

此时M=[image: 037-4]
 ，故M的最小值为[image: 037-4]
 .

[image: H31]



16.
 分析1
 　｜OC｜的值依赖于点C的位置，而点C的位置依赖于点A的位置. AB为定长且两端固定在两轴上滑动，只要AB的倾角确定即可确定点A位置，故可选择AB的倾角φ为自变量，建立｜OC｜和φ的函数关系，从而求得.

[image: H32]



解1　
 设AB的倾角为φ，C（x，y），

[image: 180-5]



分析2
 　｜OC｜的变化与点C的位置有关，点C的运动又依赖向量[image: 180-6]
 的滑动，而向量[image: 180-6]
 的模[image: 180-7]
 是定值，故可设[image: 180-8]
 为自变量，用φ来表示动点C的坐标，建立目标函数即可求解. 量[image: 180-6]
 的滑动，而向量[image: 180-6]
 的模[image: 180-7]
 是定值，故可设[image: 181-00]
 为自变量，用φ来表示动点C的坐标，建立目标函数即可求解.


解2


[image: 181]


下同解1.


说明：
 （1）在解析几何中解最大（小）值问题，常以长度，角度的自变量，为了便于使用向量投影公式，通常选用某动向量的辐角为自变量.

（2）解1与解2的区别在于前者只适用于图形在第Ⅰ象限的情形，后者不受图形所在象限的限制.


17. 解


[image: 181-2]



18. 解


[image: 182]



19.
 解
 　a0
 =a1
 =1，a2
 =3，

an+1
 =3an
 -an-1
 -2an-2
 ，

⇒an+1
 -an
 -an-1
 =2（an
 -an-1
 -an-2
 ）

=22
 （an-1
 -an-2
 -an-3
 ）

=…

=2n-1
 （a2
 -a1
 -a0
 ）

=2n-1
 .

an+1
 -an
 ＞2n-1


an
 -an-1
 ＞2n-2


⇒……

a3
 -a2
 ＞2

a2
 -a1
 ＞1

⇒an+1
 -a1
 ＞[image: 182-2]
 =2n
 -1⇒an+1
 ＞2n
 ⇒a2 010
 ＞22 009
 .


20.
 解
 　（1）｛an
 ｝: a，a+b，a+2b，…

{bn
 }: b，ba，ba2
 ，…

⇒a＜b＜a+b＜ba＜a+2b.

因b＜ba，故1＜a.

因ba＜a+2b＜3b，故a＜3⇒1＜a＜3，即a=2.

（2）an
 =2+（n-1）b，am
 +1=bn


⇒3+（m-1）b=b2n-1
 ，

故[image: 182-3]
 ⇒b=3，且m=2n-1
 .

（3）am
 +1=bn
 ⇒a1
 +1=b1
 ，a2
 +1=b2
 ，am
 +1=bn
 .

[image: 183]



模拟预测试卷（七）



一、填空题



1.
 解
 　f（x）=x2
 -f（x-1）

f（20）=202
 -f（19），f（21）=212
 -f（20）=212
 -202
 +f（19），

f（22）=222
 -f（21）=222
 -212
 +202
 -f（19），…

f（94）=942
 -f（93）

=942
 -932
 +922
 -912
 +…+222
 -212
 +202
 -f（19）

=94+93+92+91+…+22+21+400-94

=[image: 183-2]
 +400=4 561.

故f（94）除以1 000的余数为561.


2.
 解
 　若甲说的是真话，则丁为小偷，乙说的也可能是真话，矛盾.

若乙说的是真话，则甲、丁为小偷，乙说的就不是真话，矛盾.

若丙说的是真话，则甲、乙、丁为小偷，丙说的就不是真话，矛盾.

若丁说的是真话，则甲是小偷，可以断定.


3.
 解
 　如图所示，圆盘中心落在阴影部分即可

[image: 183-3]


[image: HC20]



4.
 解


[image: 183-4]






[image: HC21]



5.
 解


[image: 183-5]


只有如图所示情况才满足，故

[image: 183-6]






[image: HC22]



6.
 解
 　设10b
 =t，则b=lgt，⇒t+lgt=10⇒t=a（这里要推出t=a是有前提条件的，即f（x）=x+lgx是单调函数，否则不一定能推出t=a，

故a+b=t+lgt=10.


7.
 解
 　[image: 184]
 为奇函数，其图像关于原点对称，而圆x2
 +y2
 =k2
 也关于原点对称.

故只需圆x2
 +y2
 =k2
 盖住函数f（x）的一个离原点最近的最值点.

取x使得[image: 184-2]
 ，得函数f（x）的图像上离原点最近的一个最大值点[image: 184-3]
 . 圆x2
 +y2
 =k2
 盖住点M的充要条件是M到原点的距离不超过｜k｜，即k2
 ≥[image: 184-4]
 →｜k｜≥2.


8.
 解
 　[image: 184-5]


假设p2
 -2q=m2
 （m必为奇数）

⇒2q=p2
 -m2
 =（p+m）（p-m）⇒q=[image: 184-6]


左边为奇数，右边为偶数，矛盾.

故有理根个数最多为0.


9.
 解
 　若x1
 =x2
 =…=x10
 =[image: 184-7]
 ，则sinx1
 sinx2
 …sinx10
 =[image: 184-8]
 .

又sec2
 x1
 sec2
 x2
 …sec2
 x10
 =（1+tan2
 x1
 ）（1+tan2
 x2
 ）…（1+tan2
 x10
 ）≥（2｜tanx1
 ｜）（2｜tanx2
 ｜）…（2｜tanx10
 ｜）=210
 .

故｜secx1
 secx2
 …secx10
 ｜≥25
 ⇒｜cosx1
 cosx2
 …cosx10
 ｜≤[image: 184-9]
 .

由条件：sinx1
 sinx2
 …sinx10
 =cosx1
 cosx2
 …cosx10


⇒sinx1
 sinx2
 …sinx10
 ≤｜cosx1
 cosx2
 …cosx10
 ｜≤[image: 184-9]
 .


10.
 解
 　方程化为a2
 -（2x2
 +1）a+x4
 -x=0

⇒［a-（x2
 -x）］［a-（x2
 +x+1）］=0，

x2
 -x-a=0或x2
 +x+1-a=0，

x2
 -x-a=0⇒Δ=1+4a≥0⇒[image: 184-10]
 ，

x2
 +x+1-a=0⇒Δ=1-4（1-a）≥0⇒[image: 184-11]
 .

综上，要使x有且只有两个实根，则[image: 184-12]



二、计算与证明题



11. 解
 　因X的元素个数不超过2，且X∩A=∅，故1，7∉X；

又因X∩B=X，故X[image: 053-0]
 ｛4，10｝.

若X=∅，则p2
 -4q＜0；

若X=｛4｝，则x2
 +px+q=（x-4）2
 ⇒p=-8，q=16；

若X=｛10｝，则x2
 +px+q=（x-10）2
 ⇒p=-20，q=100；

若X=｛4，10｝，则（x2
 +px+q）=（x-4）（x-10）⇒p=-14，q=40.

综上：（p，q）=（-8，16），（-20，100），（-14，40）或满足p2
 -4q＜0的实数对.


12.
 解
 　当n=2k-1（k=1，2，…）时，an
 ＞0.

[image: 185]


易知当n＞11时，｜an
 ｜＜1.

当n=4k，4k+1 （k=1，2，…）时，πn
 ＞0

[image: 185-2]


故πn
 的最大值为π12
 =1.817 3×1016
 ×1.003=1.822 75×1016


或[image: 185-3]



13.
 解
 　f（x）=a（x4
 -3x2
 -4）+x4
 +x3
 -2x2
 =φ（a）.

[image: 185-4]



14.
 解
 　由条件，圆心（2，2）到直线l∶ax+by=0的距离不大于[image: 185-5]
 ，这里[image: 185-6]
 是圆半径.

[image: 185-7]



15.
 解


[image: 185-8]



16.
 解


[image: 186]



17.
 解


[image: 186-2]



18.
 解
 　（1）首先要确保其中三个面为直角三角形，即将此直角梯形划分为三个直角三角形，其次要考虑到翻折后有关的点重合.

[image: HC17]


因此要考虑边的中点.

易知，若取AB或BC中点时，所作出的三角形不可能都是直角三角形.

故只能取AD中点E，连接BE，CE，以BE，CE为折痕翻折成三棱锥A（D）-BCE.

[image: HC18]


在直角梯形ABCD中，AB=a，[image: 186-3]


故[image: 187]


⇒[image: 187-2]


⇒CE2
 =BE2
 +BC2
 .

故三角形EBC，EAB，EAC为直角三角形.

侧面ABC中，∠ABC=90°，故A-BCD四个面都是直角三角形.

（2）A-BCE的侧面ΔACE与ΔBCE为直角三角形，故CE中点即为外接球的球心.

[image: 187-3]


故[image: 187-4]


[image: HC19]



模拟预测试卷（八）



一、填空题



1.
 解


[image: 187-5]


故　其真子集的个数为290
 -1.


2.
 解


[image: 187-6]



3.
 解
 　因x∈［2，3］，f（x）=x，故x∈［0，1］，f（x）=2+x.

因f（x）是偶函数，故x∈［-1，0］，f（x）=2-x=3-（x+1）.

x∈［-2，-1］，f（x）=4+x=3+（x+1）.

故　[image: 187-7]
 =3-｜x+1｜，x∈［-2，0］.


4.
 解


[image: 188]



5.
 解1
 　设315a
 =55b
 =153c
 =k，则15alg3=lgk，故[image: 188-2]
 .

[image: 188-3]



解2
 　因315a
 =55b
 ⇒log5
 3=[image: 188-4]
 ，

55b
 =153c
 ⇒5b=3clog5
 15=3c（log5
 3+1）⇒log5
 3=[image: 188-5]
 .

故　[image: 188-6]


得　5ab-bc-3ac=0.


6.
 解


[image: 188-7]



7.
 解
 　如图所示，设点A关于y轴的对称点为A1
 ，关于l的对称点为A2
 ，则｜A1
 A2
 ｜即为△ABC的最小周长.

[image: H30]


因　A1
 （-3，5），A2
 （5，1）（直线AA2
 ：2x+y-11=0，由AA2
 中点坐标（4，3）即可得A2
 坐标）.

故　[image: 188-8]



8.
 解


[image: 189]



9.
 解


[image: 189-2]



10.
 解


[image: 189-3]



二、计算与证明题



11. 解
 　因b=αβ∈P，b=γ+δ∈S，故b∈P∩S=｛10｝⇒b=10.

因S的元素是α+β，α+γ，α+δ，β+γ，β+δ，γ+δ[image: 189-6]
 3（α+β+γ+δ）=5+7+8+9+10+12=51.

因α+β=a，γ+δ=b，故a+b=[image: 189-7]
 =7.

因P的元素是αβ，αγ，αδ，βγ，βδ，γδ[image: 189-6]
 αβ+（γ+δ）（α+β）+γδ=6+10+14+15+21+35=101.

因αβ=b，γδ=c，故b+ab+c=101[image: 189-8]
 c=21，

得　a=7，b=10，c=21.


12.
 解
 　不妨设另两个顶点B和C分别位于y轴的左右两侧，且直线AB的斜率为k（k＞0），则B点的横坐标为[image: 189-9]
 ，｜AB｜=[image: 189-10]
 同理可得｜AC｜=[image: 190]
 由｜AB｜=｜AC｜得到（k-1）［k2
 -（a-1）k+1］=0.

（1）当（a-1）2
 ＜4，即1＜a＜3时，仅有一解k=1.

（2）当a=3时，仅有一解k=1.

（3）当a＞3时，有三个不等正解.

综合有，这样的三角形可能有一个或者三个.


13.
 解


[image: 190-2]


其中-1≤x=Rez≤1.

因此｜z2
 +kz+1｜的最大值为[image: 190-3]



14.
 解
 　该抛物线的极坐标方程为[image: 190-4]
 ，设P1
 （ρ1
 ，θ1
 ），P2
 （ρ2
 ，θ2
 ），则θ2
 =θ1
 +π.

[image: 190-5]



15.
 证
 　（1）因　a1
 ＞p，d＞0，故　ai
 ＞p（i=1，2，…，p）⇒每个ai
 （i=1，2，…，p）都不能被p整除.

而a1
 ，a2
 ，…，ap
 被p除时只能取p-1个余数，故至少有两个数被p除的余数相同.

设这两个数为am
 ，an
 （n＞m）；则an
 -am
 =（n-m）d能被p整除. 但0＜n-m＜p，p为质数，故n-m不能被p整除→d能被p整除.

（2）设p1
 ，p2
 ，…，p15
 构成公差为d（d＞0）的等差数列，pi
 （i=1，2，…，15）均为质数，则这15个质数必为奇数→公差d必为偶数，即d能被2整除.

因　p2
 ，p3
 ，p4
 成等差数列，故p2
 ＞3.

由（1）的结论，得d能被3整除.

因　p3
 ，p4
 ，p5
 ，p6
 ，p7
 这5个质数成等差数列，p3
 ＞5.

由（1）的结论，得d能被5整除.

因d能被2，3，5整除，且2，3，5的公约数为1.

故可得d能被30整除→由p1
 ≥3，知p2
 ≥33.但p2
 为质数，故p2
 ≥37.

于是由p2
 ，p3
 ，p4
 ，p5
 ，p6
 ，p7
 ，p8
 这7个质数成等差数列，p2
 ＞7→d能被7整除.

同理，p2
 ，p3
 ，…，p12
 成等差数列，p2
 ＞11⇒d能被11整除.

p2
 ，p3
 ，…，p14
 这13个质数成等差数列，p2
 ＞13⇒d能被13整除.

因　30，7，11，13的公约数为1，30×7×11×13=30 030，

故　d≥30 030＞30 000.

[image: HC16]



16.
 解
 　如图所示，上层按逆时针排列球O1
 ，O2
 ，O3
 ，O4
 ，下层为O5
 ，O6
 ，O7
 ，O8
 ，中间为球O9
 ，下图为立方体的对角面.

[image: HC16A]






[image: 191]



17. 解1
 　令3x=x+2x=[image: 191-2]
 ，x+2y1
 =[image: 191-3]
 ，…，x+2yn-1
 =[image: 191-4]
 （y1
 ，y2
 ，…，yn
 ≥0）⇒x=yn
 .

现证明：y1
 =x，

设x＞y1
 ，则2x＞2y1
 ⇒x+2x＞x+2y1
 ⇒[image: 191-2]
 ＞[image: 191-3]
 ⇒y1
 ＞y2
 .

依此类推y1
 ＞y2
 ＞y3
 ＞…＞yn
 =x，矛盾；

设x＜y1
 ，同理y1
 ＜y2
 ＜y3
 ＜…＜yn
 =x，矛盾.

故x=y1
 ，即3x=[image: 191-2]
 =x2
 ⇒x=0或3.


解2
 　将上述方程右端改写为：[image: 191-5]
 将最右边的x用上述等式的右端代入：

[image: 191-6]


类似上面步骤多次进行：

[image: 191-7]


故[image: 191-8]
 =0或x=3.


18.
 解
 　x＞0时，f（x）=1⇒S=1+2+3+…+n=[image: 191-9]
 .

x＜0时，f（x）=-1⇒S=1-2+3-4+…+（-1）n-1
 n

S=1-2+3-…+（-1）n-2
 （n-1）+（-1）n-1
 n

[image: 191-10]



模拟预测试卷（九）



一、填空题



1.
 解


[image: 192]



2.
 解


[image: 192-2]



3.
 解
 　设直线系：x-y+3+λ（2x-y+2）=0.

即　（1+2λ）x-（1+λ）y+3+2λ=0，斜率[image: 192-3]
 .

因反射线，入射线与直线2x-y+2=0的夹角应相等.

[image: 192-4]



4.
 解
 　如图所示，所求面积=7（平方单位）.

[image: H27]



5.
 解


[image: 192-5]



6.
 解
 　设曲线上任意一点Q（x，y），则

[image: 192-8]


故当a-1≥-1，即a≥0时，[image: 192-9]
 ；

当a＜0时，｜PQ｜min
 =｜a+1｜.


7.
 解
 　设所张弦的两个端点为A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），其中点为M（x，y）.

则　[image: 193]
 ，且[image: 193-2]
 =-1，

⇒y1
 y2
 =-（x1
 -c）（x2
 -c）=-x1
 x2
 +c（x1
 +x2
 ）-c2
 .

故　[image: 193-3]


[image: H28]



8.
 解
 　设A（a，0），B（0，b），则a＞0，b＞0，且直线l的方程为[image: 193-4]


[image: 193-5]



9.
 解
 　设椭圆方程为（x-4）2
 +μ（y-3）2
 +λ（2x+y-11）=0，

[image: 193-6]



10.
 解
 　由题意，

[image: 193-7]


不等式恒成立，故λ的最大值为[image: 193-8]
 . 当[image: 193-9]
 （n-1）d=0，即n=[image: 193-10]
 （其中[image: 193-11]
 为负整数）时，取等号.


二、计算与证明题



11.
 解
 　log2
 x=-x+3，2x
 =-x+3.

[image: H18]


在直角坐标系内分别作出函数y=log2
 x和y=2x
 的图像，再作出y=-x+3的图像，a就是直线y=-x+3与y=log2
 x的交点A的横坐标，b就是直线y=-x+3与y=2x
 的交点B的横坐标，设直线y=-x+3与y=x的交点为M，则[image: 194]
 .

故　a+b=2xM
 =3，log2
 a+2b
 =2yM
 =3.


12.
 解
 　（1）设曲线上任一点M（x，y），则

[image: 194-2]


该函数在［0，+∞）上单调增加，当x=0时，取得最小值. [image: 194-3]
 .

所以P点坐标为（0，0），[image: 194-4]
 .

（2）同理，｜MA｜2
 =（x-a）2
 +y2
 =x2
 -2ax+a2
 +2x

=［x-（a-1）］2
 +2a-1，x≥0.

当a-1≥0，即a≥1时，｜MA｜2
 在x=a-1时取得最小值，[image: 194-5]
 ；

当a-1＜0，即a＜1时，｜MA｜2
 在［0，+∞）上单调增加，在x=0处取得最小值，d=｜MA｜=｜a｜.

故[image: 194-6]



13.
 证
 　（1）假设｜a1
 ｜＞1，则[image: 194-7]


假设｜an
 ｜＞1，则[image: 194-8]


所以对于任意的n≥1，an
 ＞1. 这与aN
 =1矛盾.

所以｜a1
 ｜≤1.

（2）由（1）设a1
 =cosθ，则a2
 =2cos2
 θ-1=cos2θ，a3
 =2cos2
 2θ-1=cos22
 θ，…

设an
 =cos2n-1
 θ，则

an+1
 =2cos2
 2n-1
 θ-1=cos2n
 θ，

对一切正整数n成立.

所以aN
 =cos2N-1
 θ=1，即2N-1
 θ=2kπ（k为整数）

⇒[image: 194-9]



14.
 解
 　1+xy是P类函数：a（x）=b（y）=1，c（x）=x，d（y）=y.

1+xy+x2
 y2
 不是P类函数：若不然，则1+xy+x2
 y2
 =a（x）b（y）+c（x）d（y）.

分别令x=0和x=1得到[image: 194-10]
 ，故解得

b（y）=b1
 +b2
 y+b3
 y2
 和d（y）=d1
 +d2
 y+d3
 y2
 都是二次多项式，因此［b1
 a（x）+d1
 c（x）］+［b2
 a（x）+d2
 c（x）］y+［b3
 +d3
 c（x）］y2
 =1+xy+x2
 y2
 .

由[image: 194-11]
 得到a（x）和c（x）都是一次多项式，这与b3
 a（x）+d3
 c（x）=x2
 矛盾.


15.
 解
 　将方程写为xk2
 +（9+2x2
 ）k+x3
 +27=0，解得k=-x-3和k=[image: 195]


由于k≥9，方程x2
 -3x+9+kx=0有两个实数解[image: 195-2]


因此原方程的三个实数解为：x=-k-3，[image: 195-3]



16.
 解
 　（1）设以M为圆心的圆的半径为rM
 ，则

｜MA｜=2cosθ+rM
 ，｜MB｜=rM
 ，

→｜MA｜-｜MB｜=2cosθ.

[image: H16]


故当θ取某个定值时，点M的轨迹P是以A，B为焦点，实轴长为2cosθ的双曲线靠近点B的一支.

（2）以AB所在直线为x轴建立直角坐标系，使A（-cosθ，0），则圆A的方程为（x+cosθ）2
 +y2
 =4cos2
 θ.

[image: H17]


当｜MN｜最小时，即｜AB｜在连心线上，此时N（cosθ，0），

｜AB｜-｜AN｜=2rM
 ，

[image: 195-4]


故　f（θ）∈（0，1）.


17.
 分析
 　G是一个椭圆区域，x2
 +y2
 =u及y=vx+2分别看作同心圆族与共点直线族.

本题要求与椭圆区域G有公共点的同心圆族的半径及直线族的斜率的最大（小）值.

这只有当圆或直线与椭圆相切时达到，或者说函数的最大（小）值只有在区域G的边界点取到.

[image: H7]



解
 　（1）[image: 195-5]
 ⇒16x2
 -200x+175+9u=0.

Δ=40 000-64（175+9u）≥0⇒u≤50.

当u=50时，[image: 195-6]
 ；

另一方面，[image: 195-7]
 ≤1⇒x≥1，故u≥x2
 ≥1.

当u=1时，x=1，y=0.

综上，当[image: 196]
 时，u取得最大值50；

当x=1，y=0时，u取得最小值1.

[image: 196-2]



模拟预测试卷（十）



一、填空题



1.
 解
 　设曲线上任意一点Q（x，y），则

[image: 196-3]


y≥-1.

故当a-1≥-1，即a≥0时，[image: 196-4]
 ；

当a＜0时，｜PQ｜min
 =｜a+1｜.


2. 解
 　在C上任取一点M（ρ，θ），其关于直线[image: 196-5]
 . 对称的点为[image: 196-6]
 .

M′应在曲线[image: 196-7]
 上，

故

[image: 196-8]



3.
 解


[image: 196-9]



4.
 解
 　y=-x2
 +2ax+b=-（x-a）2
 +a2
 +b，顶点（a，a2
 +b）.

故　ma-（a2
 +b）-2m+1=0⇒b=ma-a2
 -2m+1.

因-x2
 +2ax+b=x2
 有实根，

故　4a2
 +8b=4a2
 +8（ma-a2
 -2m+1）≥0，

得a2
 -2ma+4m-2≤0，

⇒4m2
 -4（4m-2）≥0⇒[image: 197]



5.
 解


[image: 197-2]



6.
 解
 　[image: 197-3]


即M表示以[image: 197-4]
 为圆心，[image: 197-5]
 为半径的圆及其内部.

d2
 =x2
 +y2
 ≤K，点（1，1）到O的距离为[image: 197-6]


所以K≥2，即K的最小值为2.

[image: HD1]



7.
 解
 　因2a2
 +a+1＞0⇒a∈R；3a2
 -4a+1＞0

⇒[image: 197-7]
 或a＞1.

故[image: 197-7]
 或a＞1.

因f（x）是减函数，故2a2
 +a+1＞3a2
 -4a+1

⇒a2
 -5a＜0⇒0＜a＜5.

故[image: 197-8]
 或1＜a＜5.


8.
 解


[image: 197-9]






[image: HD2]



二、计算与证明题



9.
 解
 　不妨设x≤y，则2t
 =2x
 +2y
 ≤2y
 +2y
 =2y+1
 ⇒t≤y+1.

因2x
 ＞0，故2t
 =2x
 +2y
 ＞2y
 ，t＞y，有y＜t≤y+1.

因x，y，t都是整数，故t=y+1.

有2y+1
 =2x
 +2y
 ⇒2x
 =2y
 ，x=y.

故　x=y=t-1.

因[image: 198]
 ，又因a，t为整数，故　t=±1，±2，所以a=0，1，3，4，得M=｛0，1，3，4｝，其元素之和为8.


10.
 解
 　设1≤x1
 ≤x2
 ≤…≤xk
 ≤2011，x1
 +…+xk
 =2011. 由于2011＜1 0052
 ，故可设k≥2.

若x1
 =1，则x1
 x2
 …xk
 =x2
 …xk
 ＜x2
 …xk-1
 （xk
 +1），可设x1
 ≥2.

若xi
 ≥4，则2（xi
 -2）≥xi
 ，故只需考虑2k
 3l
 的最值，这里k和l都是非负整数，且2k+3l=2011.

由条件，l=2t+1是奇数，k=1 004-3t，2k
 3l
 =3×21 004
 ·[image: 198-2]
 是t的单调增加函数，因此在[image: 198-3]
 时取到最大值4×3669
 .


11.
 解


[image: 198-4]


故点P的变化范围是以点（1，1）为圆心，[image: 198-5]
 为半径的圆上及其内部.

（2）由①给出任意点（u，v），可以唯一确定点（x，y）；

反之，由②给出点（x，y），可以唯一确定点（u，v）.

故点（u，v）与点（x，y）的映射是一一对应的.


12.
 解


[image: 198-6]








	[image: HD5]

	[image: HD6]





（2）[image: 199]



13.
 解
 　以O为原点，正东方向为x轴正向建立直角坐标系，在时刻t，台风中心P′（x′，y′）的坐标为

[image: 199-2]


此时圆的半径为10t+60，台风侵袭的区域是

（x-x′）2
 +（y-y′）2
 ≤（10t+60）2
 .

若在时刻t城市O受到台风的侵袭，则有

（0-x′）2
 +（0-y′）2
 ≤（10t+60）2
 .

[image: 199-3]


⇒t2
 -36t+288≤0，解得12≤t≤24.

故12小时后该城市受到台风侵袭.

[image: H39]



14.
 解
 　（1）设直线l的参数方程为[image: 199-4]
 ，代入双曲线方程，得

（2cos2
 θ-sin2
 θ）t2
 +2（4cosθ-sinθ）t+5=0，

2cos2
 θ-sin2
 θ≠0.

设t1
 =AP1
 ，t2
 =AP2
 为上述方程的两个根，则

[image: 199-5]


（2）过点B（1，1）的直线m的参数方程为[image: 199-6]


⇒（2cos2
 θ-sin2
 θ）t2
 +2（2cosθ-sinθ）t-1=0.

Δ=8cos2
 θ（3-2tanθ），

故　当[image: 199-7]
 时，Δ＜0，直线m与双曲线无交点.

若B为Q1
 Q2
 的中点，则

[image: 200]


故这样的直线不存在.


15.
 解
 　（1）将x=1代入上式，得

f（f（1）-1-1）=f（1）-1-1⇒f（2）=2；

将x=0代入上式，得

f（f（0））=f（0）⇒f（c）=c.

（2）对任意x∈R，有f（f（x）-x2
 -x）=f（x）-x2
 -x.

取x=x0
 ，f（x0
 ）=x0
 得，f（x0
 ）-x0
 2
 -x0
 =x0


[image: 200-0]


若x0
 =0，f（0）=0，则f（x）-x2
 -x=0⇒f（x）=x2
 +x，

要使f（x）=x⇒x2
 +x=x，只有一个实根x0
 =0.

若x0
 =-1，f（-1）=-1，则f（x）-x2
 -x=-1⇒f（x）=x2
 +x-1，

要使f（x）=x⇒x2
 +x-1=x⇒x=±1，矛盾.

故f（x）=x2
 +x.


16.
 解


[image: 200-2]



模拟预测试卷（十一）



一、填空题



1.
 解
 　以2-3x代3x有2f（2-3x）+f（3x）=2（2-3x）+1=5-6x，因此

f（3x）=6x-1，f（x）=2x-1.


2.
 解
 　a=log3
 4，b=log6
 4，[image: 200-3]
 =log4
 3-log4
 6=[image: 200-4]
 .


3.
 解
 　设半径为r，所对圆心角为θ，则θr+2r=6，[image: 200-5]
 ，面积[image: 200-6]
 [image: 200-7]
 ，等号在[image: 200-8]
 时取到.


4.
 解
 　1×1!+2×2!+3×3!+…+n·n!=（2!-1!）+（3!-2!）+（4!-3!）+…+（（n+1）!-n!）=（n+1）!-1.


5.
 解
 　[image: 201]
 为圆. k取到最小值当且仅当两个圆内切. 此时，[image: 201-2]
 ，k=2.


6.
 解


[image: 201-3]



7.
 解


[image: 201-4]



8.
 解
 　从左到右将学生记为甲、乙、丙、丁、戊和己.

若甲最后完成，则不打扰的情形只有一种；

若乙最后完成，则不打扰的情形必须是丙在丁后完成，丁在戊后完成，戊在己后完成，而甲只需在乙之前完成即可，[image: 201-5]
 种；

若丙最后完成，则必须丁在戊后完成，戊在己后完成；而乙必须在甲后完成，故有[image: 201-6]
 =10种；

类似可得到其他三种情形下的样本数（与上面三种情形对称）.

因此其中一人交卷时为到达通道而打扰其余尚在考试的考生的概率为[image: 201-7]
 [image: 201-8]
 .


9.
 解
 　令[image: 201-9]
 ，则g（f1
 （x））=x，g（fn+1
 （x））=fn
 （x），g（f35
 （x））=g=（f5
 （x））→f34
 （x）=f4
 （x），故f28
 （x）=g（g（x））=[image: 201-10]
 .


二、计算与证明题



10.
 解
 　设相切的两个小圆与大圆的圆心连线之间的夹角为θ，则

[image: 202]


又h=（R-r）-（R-r）cosθ=[image: 202-2]
 ，因此[image: 202-3]


当r=10 mm，h=4 mm时，R=60 mm.


11.
 分析
 　虽然函数y的各项之积[image: 202-4]
 为常数，但由于[image: 202-5]
 无实数解，故[image: 202-6]
 得出y的最小值为24的结论是错误的. 可把8x，[image: 202-7]
 各项分成m项和n项，设法定出m，n，x，然后求y的最小值.


解


[image: 202-8]


由[image: 202-9]
 ，即x5
 +4x4
 =96，得唯一正数解x=2. 此时m=4，n=2，故当x=2时，ymin
 =4+16+8=28.


12.
 解


[image: 202-10]


当AB过点F时，|AF|+|BF|=|AB|时取等号⇒[image: 202-11]


[image: 202-12]


故AB中点M到y轴的最短距离为[image: 203]


[image: HC5]



13.
 解
 　f（x）=a（x4
 -x3
 -4）+x4
 +x3
 -2x2
 =φ（a）.

[image: 203-2]



14.
 解


[image: 203-3]



15.
 解
 　令s=x-1，t=y-2，A1
 =[image: 204]
 ，B1
 =｛（s，t）｜｜s｜+a｝，则A[image: 053-0]
 B⇔A1
 [image: 053-0]
 B1
 .

由于A1
 是以坐标原点为圆心、[image: 204-2]
 为半径的圆，B1
 是以[image: 204-3]
 [image: 204-4]
 为顶点的菱形，因此A1
 [image: 053-0]
 B1
 ⇔原点到直线s+2t=a的距离[image: 204-5]
 [image: 204-6]
 ，解得a≥2.


模拟预测试卷（十二）



1.
 解
 　设满足两个条件的圆的半径为r，圆心为P（a，b）.

则由条件①得：r2
 =1+a2
 ，

由条件②得：r2
 =2b2
 ，

⇒1+a2
 =2b2
 .

P到l的距离[image: 204-7]
 ，



	[image: H14]

	[image: H15]









[image: 204-8]


当且仅当a=b时取等号，即1+a2
 =2a2
 ⇒a2
 =1，故a=1，b=1或a=-1，b=-1.

从而所求圆的方程为（x-1）2
 +（y-1）2
 =2或（x+1）2
 +（y+1）2
 =2.


2.
 解
 　设方程的两实根为x1
 ，x2
 ，

则

[image: 204-9]


故x1
 ，x2
 均为负值，且[image: 204-10]


因　Δ=b2
 -4ac≥0，故

[image: 205]


1°　当b=7时，由4a≤4ac≤b2
 及a≥11，知a=11或12，c=1；

但方程11x2
 +7x+1=0有根[image: 205-2]
 ，不合题意；

方程12x2
 +7x+1=0的两根为[image: 205-3]
 ，也不合题意.

2°　当b=8时，由4ac≤b2
 =64及a≥11，

知a=11，12，13，14，15，16，c=1.

[image: 205-4]


而f（15）=0，故a只能取16，此时a+b+c=25.

且16x2
 +8x+1=0的两根[image: 205-5]
 满足题意.

3°　当b=9时，[image: 205-6]
 ，即a≥14，故a+b+c≥24.

若a+b+c＜25，只能a=14，b=9，c=1，

此时14x2
 +9x+1=0的两根[image: 205-7]
 不合题意；

故a+b+c≥25，综上可知a+b+c的最小值为25.


3.
 解


[image: 206]



4.
 解
 　构造辅助函数

[image: 206-2]



5.
 解
 　函数f（x）的图像关于直线x=2和x=7对称，

故　f（4）=f（2+2）=f（2-2）=f（0）=0，

f（10）=f（7+3）=f（7-3）=f（4）=0，

⇒方程f（x）=0在（0，10］上至少有两个根.

又f（x+10）=f（7+3+x）=f（7-3-x）=f（4-x）=f（2+2-x）=f（2-2+x）=f（x）.

故　f（x）是以10为周期的周期函数，f（x）=0在［-30，30］上至少有6×2+1=13个根.


6.
 解
 　（1）y=3x
 +k ⇒x=log3
 （y-k）⇒y=f-1
 （x）=log3
 （x-k），x＞k.

故　2=log3
 （-2k-k）⇒-3k=9 ⇒k=-3，

故　f-1
 （x）=log3
 （x+3），x＞-3.

（2）g（x）=log3
 x ⇒F（x）=2log3
 （x+3）-log3
 x=[image: 206-3]
 ，x＞0.

令[image: 206-4]


故　Fmin
 （x）=F（3）=log3
 12=1+log3
 4.


7.
 解
 　（1）对任意的x1
 ，x2
 ，

因　[image: 206-5]


=｜（x1
 -x2
 ）（a（x1
 +x2
 ）+b）｜≤｜x1
 -x2
 ｜.

故　｜a（x1
 +x2
 ）+b｜≤1⇒a=0，｜b｜≤1，c任意.

（2）对任意的x1
 ，x2
 ≥0，

[image: 207]
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