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当你手里拿着这本书在翻看的时候，你也许会说，怎么又出了一本不等式的书？

确实，这些年出版不等式方面的的书籍实在太多了。

我国初等数学的研究轰轰烈烈。各个分支中，从事不等式研究的人数相对较多，整体水平颇高，所成立的中国不等式研究小组研究成果斐然，在国际上也有一席之地，引人瞩目。

而一般数学爱好者是不容易达到这个水平的，除了天赋，还需要十多年甚至是几十年的刻苦钻研。你若向这些专家请教，他们常常会蹦出两三个字母了事，如GM,CS,EV,PQR,SOS等。这也难怪，研究成果一多，后来者要想进入这一领域，就必须先阅读大量的文献资料，否则交流起来就有困难，也难取得成果。

基于此，目前市面上的不等式书籍难度偏大也情有可原了。高手之争导致难度节节攀升，书中的种种技巧对于广大中学老师和中学生而言，无异于看天书。

他们中的大部分人，无意成为不等式领域的专家，所以更迫切需要的是一些比较初级但又有一定深度的入门书籍，掌握不等式的基本思想和方法，夯实基础以便将来的进一步学习。

本书的写作初衷即在于此，帮助你理解不等式的基本思想，并掌握不等式最常用的方法和技巧。

本书分为两部分，第一部分共14章，介绍了十余个中学生较为熟悉的不等式，每个不等式基本上都按“课堂掠影”、“精彩故事”、“不等式介绍”、“趣味案例”、“案例分析”、“不等式证明”、“不等式应用”、“思维点拨”八个模块进行编写。“课堂掠影”是笔者虚拟的，蕴含了一些教育规律与教学理念，但也难免会理想化一些，可供教师在讲授相关知识时参考；“精彩故事”为笔者原创，在故事中渗透不等式的精髓，可看作大胆的尝试；“趣味案例”“案例分析”是笔者收集整理的与每个不等式相关的生活实例，希望对经典不等式给出一点新的解释或好的说明；“不等式证明”、“不等式应用”虽是老生常谈的问题，但也做了一些努力，如不等式的无字证明，应用中一些思路、方法与技巧的揭示等；“思维点拨”则是对前面七个模块的补充，也有某些题目证明时的心路历程，为的是展现那“美丽背后的火热思考”。看完以上八个模块，想必读者对每个不等式都会有较为全面系统的认识了。

本书的第二部分收录了7篇文章，有不等式证明的理论阐述，如对称性问题、齐次性问题、不等式的加强，力求讲清不等式证明中的一些基本问题和基本处理方法；也有不等式证明的案例分析，如三个简单不等式问题的多证与推广、Nesbitt不等式面面观、证明一组优美不等式的心路历程，实际上是现身说法地去揭秘一些不等式的证明过程，尽力做到理论与实践的有机结合；还有一些不等式的证明方法，属笔者学习不等式的心得体会，也与读者一并分享。

本书最大的特点，不在于整理了多少个不等式，并罗列其各种证法，而是：

一、用科普的笔法来写，语言读来风趣幽默；

二、联系生活，用大量生活案例来类比不等式的种种性质；

三、数形结合，注重几何直观；

四、注重解题思路与方法的渗透，强调启发性；

五、重视基础性和通性通法，淡化特殊技巧。

本书的框架与布局，由彭翕成设计。而具体执笔，则主要是由杨春波和程汉波来完成。彭翕成对全书统稿、补充并修改。本书的写作，曾得到不少朋友的关心与帮助，如郑州外国语学校的王昆仑老师，德惠市实验中学的王云阁老师等；本书的完成，还离不开作者家属们的支持与谅解，有刘玉琴、刘青丽、曾宪琴女士等，在此一并致谢！

我们感谢张景中先生为本书的题词，这是对我们的极大鼓励。出版“让数学变得更容易”丛书，想法就来自张先生的教育数学思想。本书也是我们学习教育数学理念做出的一点尝试和实践。欢迎读者批评指正。

最后，我们要感谢湖南科学技术出版社对教育教学的关心和热爱，才有了这套丛书。也希望更多的数学爱好者加入到本套丛书的写作中来。

2015年3月于武昌桂子山


第0章　不等式王国国规

国有国法，家有家规。不等式王国也自有其独特的规则。

实数分为正数、0和负数。两实数相减，也无非是这三种结果。这对应着两数之间的关系——大于、等于和小于，用符号写来就是：

a-b＞0等价于a＞b；

a-b=0等价于a=b；

a-b＜0等价于a＜b。

两实数的大小关系，三者必居其一。但有时为了考虑问题方便，也可合并处理。譬如将小于（＜）和大于（＞），合并为不等于（≠）；将小于（＜）和等于（=），合并为不大于（≤）；将大于（＞）和等于（=），合并为不小于（≥）。这和实数既可分为负数、0、正数，又可分为负数和非负数是一样的。

这样做可将三分支的情况简化为两分支，处理起来尤为方便。

明代冯梦龙所著《笑府》一书，收录《连负三局》这则笑话，细细品来，对我们理解小于或等于（即不大于）也有一定帮助。

有自负棋名者，与人角，连负三局。他日，人问之曰：“前与某人较棋几局？”曰：“三局。”又问：“胜负如何？”曰：“第一局我不曾赢，第二局他不曾输，第三局我要和，他不肯，罢了。”

对于两人下棋而言，无非输、和、赢三种情况。我们完全可将输、和、赢与小于、等于、大于一一对应起来。

第一局x不曾赢y，即对x＞y作出否定，等价于x≤y。

第二局y不曾输x，即对y＜x作出否定，等价于y≥x，即x≤y。

第三局x≠y，意味着x＞y或x＜y，但y不同意等于，则否定掉了x＞y，结局是x＜y。

其实前两局也是x＜y，只不过这人好面子，借用x≤y来隐藏，但他确实也没有撒谎。从逻辑上来说，此人是个高手，将三分支的逻辑关系应用得游刃有余。可猜测他们下的是中国象棋，如果是围棋，非输即赢，没有和局，这人就无计可施了。

同一问题，往往有不同的视角和思路。有时朝某一方向思考受阻时，我们不妨试试新的思路。

譬如：1≤2，对么？

有人认为不对，应该是1＜2才对，怎么可能等于呢？

和他解释：≤意思为小于或等于，这中间是或的关系，两者有其一成立即可，并不需要二者同时成立。

但他就是想不明白——怎么有等于的可能啊！

确实，1＜2比1≤2显得更为精确，更符合我们的表达习惯。但1≤2确实也是对的！

既然他已经走进死胡同了，我们就不从小于或等于的角度来说，而是将≤理解为不大于。

1大于2么？

不大于！

这就对了！

除以上三条准则外，不等式王国还有八大基本性质：

性质1　（对称性）如果a＞b，那么b＜a；如果b＜a，那么a＞b。即a＞b等价于a＜b。

对称性表征的是同一系统的两种不同状态，a＞b是从a的角度来说的，b＞a则是从b的角度来说的，又因两者等价，故呈现出一种对称的性态。

性质2　（传递性）如果a＞b,b＞c，那么a＞c。即a＞b,b＞c等价于a＞c。

从以上两个性质还可以推出不等式以下的性质：c＜b,b＜a等价于c＜a。

数学家罗素很有怀疑精神。小时候，哥哥教他：若A=B,B=C，则A=C。罗素对此很怀疑。罗素的怀疑并不是没有道理。该结论的成立是需要传递性来做保证的，并不是所有性质都具备传递性。传递性也并不显然，若将上式中的等号改成不等号，结论就会出问题了。假定60分及格，59分和60分差不多，也及格；而58分和59分差不多，也及格……最后的结论就是0分也及格。又如同学关系：A和B是同学，B和C是同学，A和C未必是同学。又如猜拳：剪刀赢布，布赢石头，但剪刀不能赢石头。

把数轴上的两个点A与B同时沿相同方向移动相等的距离，得到另外两个点A1
 与B1
 ，A与B和A1
 与B1
 的左右位置关系不会改变。用不等式的语言表示，就是不等式的以下性质。

性质3　（可加性）如果a＞b，那么a+c＞b+c。

这就是说，不等式的两边都加上同一个实数，所得不等式与原不等式同向。

初中数学有一命题：三角形的任何两边之和大于第三边；任何两边之差小于第三边。两句话逻辑上是等价的。但对没学过不等式移项的初学者而言，两者却截然不同。性质3则为不等式的移项提供了理论保障：

a+b＞c→a+b+（-b）＞c+（-b）→a＞c-b，

这就是说，不等式中任何一项可以改变符号后移到不等式的另一边。

性质4　（可乘性）如果a＞b,c＞0，那么ac＞bc。如果a＞b,c＜0，那么ac＜bc。

性质4　是说，在不等式的两边同乘一个正数，不等号的方向不变；若同乘一个负数，则变为相反。由于除法是乘法的逆运算，故在不等式两边同除一个非零实数，也有类似结论。

性质5　（同向可加性）如果a＞b,c＞d，那么a+c＞b+d。

性质5　说明，两个同向不等式相加，所得不等式与原不等式同向。这可看作是两个不等式的加法运算。

性质6　（同向可乘性）如果a＞b＞0，c＞d＞0，那么ac＞bd。

性质6　说明，两边都是正数的同向不等式相乘，所得的不等式和原不等式同向。这可看作是两个不等式的乘法运算。

性质7　（乘方法则）如果a＞b＞0，那么an
 ＞bn
 ，（n∈N,n≥1）。

性质7　说明，当不等式的两边都是正数时，不等式两边同时乘方所得的不等式和原不等式同向。该性质是性质6的直接推论。

性质8　（开方法则）如果a＞b＞0，那么[image: ]
 ，（n∈N,n≥2）。

性质8　说明，当不等式的两边都是正数时，不等式两边同时开方所得的不等式和原不等式同向。该性质可结合性质7用反证法证得。

以上这些关于不等式的事实和性质是解决不等式问题的基本依据。


第一章　糖水的秘密——糖水不等式

【课堂掠影】

叮铃铃——

一阵上课铃声响过，只见数学彭老师健步走进教室，不紧不慢地在黑板上写下这样的两个分数：

[image: ]


彭老师笑着对大家说：不用计算器，谁能比比这两个数谁大谁小？

彭老师那略带挑战性的口吻一下子激起了同学们的兴趣，大家都拿起了笔，开始在纸上写写算算。

但观其表象，就知不易。用作差法稍稍一试就等价于判断下面这个式子的符号：

7890123456×8901234566-7890123455×8901234567，

这可都是十亿之多的数字相乘，该怎么比较它们的大小呢？用计算器也不一定算得出啊！

同学们锐气大减，一个个眉头紧锁，不知如何是好。

彭老师见状，说：大家看到一个问题时，先不要着急动手，而要看看、瞧瞧，仔细把题目打量一番，这叫观察，是解题的第一步；那我们看看这两个分数在形式上有什么特征或者是有什么联系呢？

经彭老师这么一启发，大家就炸开了锅，开始畅所欲言了。

“第一个分数的分子和分母的各位数字是连续的，第二个分数的分子和分母开始时也是连续的。”

“这两个数都是真分数！”

“第一个分数的分子比第二个分数的分子大，分母也比第二个分数的大！”

“不仅比第二个分数的大，第一个分数的分子、分母还分别等于第二个分数的分子、分母都加1。”

……

对于学生们的回答，彭老师都点头表示赞许。

“好，我们来总结一下。”彭老师一开口，教室里立刻安静了下来。大家都目不转睛地盯着彭老师，要瞧瞧彭老师怎么揭开这道题的神秘面纱。

“如果我们记[image: ]
 ，并且约定a=8901234566，b=7890123455，那么a和b的大小关系是——”

“a＞b！”

“A和B可以用a,b表示吗？”

“可以[image: ]
 。”同学们几乎是异口同声。

“那么A和B谁大谁小？”

同学们恍然大悟，又开始奋笔疾书了。

不一会儿，就听到好多同学那兴奋的呼喊——A大！A大！

“谁来说说这是为什么呢？”

“我来，我来”，一位男生抢着站了起来，“老师，作差就可以了，A-B通分整理得到的最后结果是[image: ]
 ，因为a＞b＞0，所以这个式子是正的，则A＞B”。

“很好！请坐。趁热打铁，利用刚才的思路，大家能快速比较出[image: ]
 的大小吗？”

这两个分数真像是一对孪生兄弟，分子分母全是1，并且在[image: ]
 的分子、分母上分别“加”1就是[image: ]
 了！但该怎么用数学语言来表达呢？

学生的思维是广阔的，过了一会儿，这道小题也被同学们识破了：

[image: ]


“太妙了！通过这两个例子，大家有什么收获？”

“遇题先观察，不要盲目地去计算。”

“那遇事呢？”

【精彩故事】

男孩喜欢上了女孩。

他向她表白，女孩的爸妈不同意。

原因很简单：女孩比男孩整整大一岁。

一天，男孩、女孩约好时间和地点，两人偷偷见面了。

女孩点了一杯咖啡，尝了尝说：“这咖啡太苦了。人们都说爱情是甜美的，我怎么品尝不出爱的滋味。”

男孩说：“别着急，加点糖试试吧！”

女孩问：“为什么加糖会变甜呢？”

男孩沉默不语。

男孩喊来服务员，又点了一杯咖啡，并叮嘱多放点糖。

咖啡端来了，男孩往女孩的杯子里倒了一些，摇了摇，让女孩再尝尝。

“还苦吗？”男孩问。

“现在好多了！”女孩说着露出了一丝微笑。

男孩望着女孩，深情地说：“我1个月大时，你13个月，你是我的13倍；我2个月大时，你14个月，你是我的7倍；我1岁大时，你2岁，你是我的两倍。只要你愿意和我永远在一起，我们总在慢慢接近……”

女孩感动得热泪盈眶，两人的手紧紧地握在了一起。

多么可爱的男孩，不仅懂爱情，还懂数学。男孩和女孩的故事读来让人不禁潸然泪下。下面还是对男孩的“表白”做一简要分析：设男孩的年龄为x（这里我们以月为单位），女孩的年龄为y，则y＞x＞0。当x=1时，y=13，[image: ]
 ；一个月后，x与y都增加了1，x=2，y=14，则[image: ]
 =7；又过了十个月，x与y又增加了10，x=12，y=24，则[image: ]
 ，即随着岁月的推移，[image: ]
 会越来越小，也即男孩与女孩的年龄在不断地接近。

仔细品味男孩的最后一句话，发现这其中还蕴含着极限的思想：不论开始的时候y比x大多少，只要你愿意和我在一起，那么经过足够长的时间，我们的年龄差，相比于我们一起走过的风风雨雨，又算得了什么呢？终会变得微乎其微，可以忽略不计，用数学的语言说来就是[image: ]


那为什会有[image: ]
 ，这其中的数学原理又是什么呢？

今天给大家介绍的主角——“糖水不等式”终于要登场了。

【不等式介绍】

a克糖水中有b克糖（a＞b＞0），则糖的质量与糖水质量的比为[image: ]
 。若再添加m克糖（m＞0），则糖的质量与糖水质量的比为[image: ]
 。生活常识告诉我们：添加的糖完全溶解之后，糖水会变甜，即[image: ]
 。于是提炼出一个不等式：

[image: ]


这便是“糖水不等式”的由来。

假设有一种机器可以抽取出糖水中的糖，生活常识告诉我们：若把糖水中的糖抽掉m克，则糖水会变淡。于是提炼出一个不等式：

[image: ]


其实完全不必假设，只需逆向思维一下就可得到。这便是思维的厉害之处：事情不必真实发生，在脑子里想一下就发生了。

综合（1）、（2）得到不等式链：

[image: ]


我们假想有k杯（这里k不必为整数）相同的糖水，混合后糖的质量与糖水质量的比为[image: ]
 ，重复上面的思维过程便得到更一般的不等式链：

[image: ]


当k=1时，便回到了（3）式。

上面考虑的都是相同的糖水，假设现在有两杯浓度不同的糖水，一杯较浓、一杯较淡，现将这两杯糖水混合，所得糖水的浓度一定比浓的淡、比淡的浓，由此可以提炼出如下的不等式链：
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假设两种浓度的糖水分别有k1
 、k2
 杯，混合后又可提炼出不等式链：

[image: ]


当k1
 =k2
 =1时，便回到了（5）式。

白水里加糖，变甜了；糖水里加数学，变得有味儿了！正可谓：

思维的翅膀还在不断地飞翔……

一杯白开水，加糖更甜美；

此中有数学，请君细品味。

谁料小小的一杯糖水，竟蕴藏了如此多的数学知识！

【趣味案例】

一个简单的不等式，经过生活中实际背景的洗礼，就会变得趣味曼妙起来。

案例1：在a升煤油中加入b升水，液体的密度明显变大了。

案例2：a克某溶液中溶有b克某物质，若再加入m克该物质后完全溶解，则溶质的质量分数显然增加了。

案例3：正值开学之际，某中学原计划招收高一新生b人，使全校学生总数达到a人，这样高一新生所占的比例为[image: ]
 。现为了扩大办校规模，决定高一扩招m人，则高一新生所占比例变为[image: ]
 ，问扩招后高一新生所占比例是变大还是变小了？

案例4：一只口袋里装有3个红球和7个白球。从口袋里任意摸出一个球，恰是红球的概率是多少？再向口袋里放入2个红球，则从口袋里任意摸出一个球，恰好是红球的概率是多少？若再放入3个红球呢？随着红球的不断放入，这个概率怎么变化？

案例5：在中国，8和汉字“发”谐音，取发财、发达之意，被称为吉祥数，因此含有数字8的车牌号、手机号和QQ号显得很珍贵，甚至还需花高价去买。中国举办奥运会，时间就是2008年8月8日8点8分。好像希望8越多越好。

我们发现下面一串数字是越来越接近8的[image: ]


[image: ]


【案例分析】

案例1：设煤油的密度为ρ（0＜ρ＜1），则由（1）式知ρ[image: ]


案例2：溶质的质量分数原来为[image: ]
 ，后来为[image: ]
 ，由（1）式知增加了。

案例3：由（1）式知[image: ]
 ，即扩招后高一新生所占的比例变大了。

案例4：由古典概型定义知，从口袋里任意摸出一个球，恰是红球的概率[image: ]
 ；再放入2个红球，概率变为[image: ]
 [image: ]
 ；若再放入3个红球，概率为[image: ]
 。由（1）式知P1
 ＜P2
 ＜P3
 ，这由生活常识也是显见的，而且随着红球的不断放入，这个概率会越来越大，最终趋向于1。
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【不等式证明】

（1）至（6）式的证明方法有很多，如作差法、作商法、分析法、综合法、反证法、增量法、构造函数法、定比分点公式法等等，这里不再赘述，仅提供一些无字证明。更多的证法参考《你能成为最好的数学教师》（任勇，华东师范大学出版社，2010）。
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 的无字证明：

[image: ]
 的无字证明：

[image: ]


【不等式应用】

例1：建筑学规定，民用住宅的窗户面积必须小于地板面积，但按采光标准，窗户面积与地板面积的比应不小于10%，并且这个比例越大，住宅的采光条件越好。请问：同时增加相等的窗户面积和地板面积，住宅的采光条件是变好了，还是变差了？

解：设住宅原来的窗户面积和地板面积分别为a,b，同时增加的面积为m，则问题转化为在约束条件0＜a＜b≤10a及m＞0下，比较[image: ]
 与[image: ]
 的大小，由（1）式知[image: ]
 ，知采光条件变好了。

例2：请写出[image: ]
 与1之间的所有分母不大于10的分数。

解：这有何难！按分母大小一一写来就是[image: ]
 [image: ]
 （注意去除重复的分数）。但用糖水不等式写来亦别有一番趣味：
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例3：用糖水不等式证明基本不等式：如果a,b＞0，则[image: ]
 [image: ]
 ，当且仅当a=b时等号成立。

证明：不妨设0＜a≤b，取[image: ]
 ，于是有

[image: ]


所以[image: ]
 ，化简即[image: ]
 。其中等号成立的条件是当且仅当[image: ]


例4：已知n∈N*
 ，求证：

[image: ]


链接：该问题源自1998年全国高考压轴题的第（Ⅱ）问，原题以数列为背景知识，最终转化为要证明上述不等式，而当时是用数学归纳法证的，其实用“糖水不等式”来证更容易。
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例5：证明不等式：

[image: ]


链接：此题是波兰数学家斯坦因豪斯的著作《一百个数学问题》中的第12个，原解答先证明了一个预备定理，较为繁琐。下面运用“糖水不等式”给出简证。

证明：易知

[image: ]


两式相加即可得证。

例6：现有一张表格，请你在前面两个格子里随便填上两个1到10之间的整数，别让我看到你填的数字！请你把两个数的和填入第三格，再把第二格和第三格数字的和填入第四格，再把第三格和第四格数字的和填入第五格，依此类推，在每个方格里填入前两个方格里的数字之和，举个例子吧：

[image: ]


好了，请你告诉我第10格是什么数，我就一定能猜对第11格里的数，虽然我不知道第1格和第2格是什么数，也不知道第9格是什么数。你知道我是怎么猜到的吗？你能解释其中的奥秘吗？

解：假设你最初在纸上写下的两个数分别为a和b，则这11个方格里的数分别为a,b，a+b,a+2b，2a+3b，3a+5b，5a+8b，8a+13b，13a+21b，21a+34b，34a+55b。那么第10格里的数和第11格里的数有什么关系呢？
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【思维点拨】

1.糖水不等式——[image: ]
 （a＞b＞0，m＞0）也可理解为真分数的性质：对于真分数[image: ]
 ，分子、分母同时加上一个正数m，那么该分数会变大，而且所加的数m越大，分数就越大，最终趋向于1。

2.对糖水不等式取倒数就得到[image: ]
 （a＞b＞0，m＞0），这可理解为假分数的性质：对于假分数[image: ]
 ，分子、分母同时加上一个正数m，那么该分数会变小，而且所加的数m越大，分数就越小，最终趋向于1。

3.利用糖水实验不仅可以得到糖水不等式，还能发现更多有趣的结论，如合分比定理：

有两个杯子，大杯子里的水是小杯子的2倍。我们往杯子里加糖，大杯子里加2块糖，小杯子里加一块糖。可以想象，这两杯糖水是一样甜的。如果这时候，把这两杯糖水都倒入一个更大的容器中，混合之后的糖水也应该和原来的糖水一样甜。原因就是，[image: ]
 ，这说明合分比定理也是来源于生活的。

现有杯糖水，第一杯糖水中糖的质量与糖水质量的比为[image: ]
 ，第二杯的为[image: ]
 ，第三杯的为[image: ]
 ，第四杯的为[image: ]
 ，而且[image: ]
 [image: ]
 ，即第一杯糖水比第二杯浓，第三杯糖水比第四杯浓。现将第一、三杯糖水混合到甲杯中，第二、四杯糖水混合到乙杯中，那么请判断甲杯中糖水浓还是乙杯中糖水浓？这样的问题在现实生活中也能碰到：

一班有女生22人，喜欢写作的有10人；男生21人，喜欢写作的有9人。二班有女生15人，喜欢写作的有10人；男生28人，喜欢写作的有18人。

对于一班而言，女生更喜欢写作，因为[image: ]


对于二班而言，同样是女生更喜欢写作，因为[image: ]


于是我们可以得出，女生更喜欢写作，看起来这个结论是很靠谱的！

甲：是的，女生本来就喜欢写作！

乙：且慢，如果把这两个班合在一起考虑，却是[image: ]
 [image: ]
 ，男生更喜欢写作！

☆这说明：如果[image: ]
 ，则有[image: ]
 ；但若是[image: ]
 [image: ]
 ，却未必有[image: ]
 。


第二章　木桶盛水有学问——木桶不等式

【课堂掠影】

为了检测同学们对“作差法比较大小”的掌握情况，彭老师在黑板上写了这样三道题目：

（1）比较（x+3）（x-5）与（x+2）（x-4）的大小；

（2）比较（x+5）（x+7）与（x+6）2
 的大小；

（3）已知x≠0，比较（x2
 +2x+1）（x2
 -2x+1）与（x2
 +x+1）（x2
 -x+1）的大小。

题目写好后，彭老师找了三位同学到黑板上来做。三道比较大小的题目并不难，作差就可以。三位同学的思路也是如此，他们的过程大致如下：

[image: ]


“作差是比较大小的基本方法，同学们掌握得非常好！那大家请思考：这三道题目有什么联系或者是共同点吗？”

“都是关于字母x的式子！”

“都是乘积与乘积之间大小的比较！”

“都可用作差法解答！”

……

“大家说得很好，但都停留在题目的表面，有什么深层次的共同点吗？学习的最高境界是能从平凡的例子中探索出新知识和深刻的道理！”

看着大家满脸的不解，彭老师摇了摇头，笑着说：“请大家仔细地瞧瞧（1）中的两个数，（x+3）（x-5）是x+3与x-5的积，（x+2）（x-4）是x+2与x-4的积，这样就出现了四个数，我们按从小到大的顺序依次排开——x-5，x-4，x+2，x+3，有什么特点？”

“对称分布！”

“能用一个等式把对称性表征出来吗？”

“（x+3）+（x-5）=（x+2）+（x-4）！”

“好的，那我们是不是可以这样理解：虽然x+3与x-5的和等于x+2与x-4的和，但因为|（x+3）-（x-5）|＞|（x+2）-（x-4）|，即x+3与x-5的差距大于x+2与x-4的差距，所以有（x+3）（x-5）＜（x+2）（x-4）。”

“嗯，确实是这样。”同学们若有所思的样子。

“大家看看其他两个题目是不是同样的道理？”

细心的同学早已领悟了彭老师所指：

（2）条件是（x+5）+（x+7）=（x+6）+（x+6），|（x+5）-（x+7）|＞|（x+6）-（x+6）|，结论是（x+5）（x+7）＜（x+6）2
 ；
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“请大家用通俗的语言叙述这个规律。”

“两个数，当它们的和一定时，它们的差距越小，积就越大。”

“很好，能用数学的语言来写一写吗？”

“对于任意的实数x,y，若x+y是定值，则当|x-y|越小时，xy越大。”

“这是为什么呢？证明留给大家，快快探索吧！”

【精彩故事】

韩梅梅和李雷比赛做题，他们请来了彭老师做裁判，下面就是他们比赛中的一道题目。

请比较这两个数的大小：54321×6789，54322×6788。

韩梅梅马上拿起纸笔，列竖式计算，由于太紧张，中间过程不断出现小错误。而李雷则很快得出了结果：54321×6789＞54322×6788。

这让韩梅梅很惊奇，忙向李雷请教。

李雷说：“我们不能死算，要观察数的特点，还要利用乘法分配率。我是这样算的：

54321×6789=54321×（6788+1）=54321×6788+54321，54322×6788=（54321+1）×6788=54321×6788+6788，

所以54321×6789＞54322×6788。”

听完李雷的讲述，韩梅梅非常佩服。彭老师看到李雷解得不错，就想表扬一下他，但又怕李雷太得意，于是想敲打敲打他。

彭老师说：“李雷，解得很漂亮。但你知道吗？这道题完全可以不用动笔，直接就能看出答案。你知道怎么做吗？”

“可以不用动笔？”李雷显然不能相信。

彭老师接着说：“这个问题中出现了四个数，如果将这四个数按照从小到大的顺序排列就是：6788＜6789＜54321＜54322。这四个数两两配对后，我们就发现：中间两数之和等于旁边两数和，即54321+6789=54322+6788，而我们的结果就是：中间两个数的乘积要大一些！”

“这是一个通用的规律么？”李雷将信将疑。

“我们可以取一些数来试一下，譬如2+5=3+4，则3×4；再如2+10=5+7，则2×10＜5×7；甚至中间两个数还2×5＜可以是相同的，譬如2+10=6+6，则2×10＜6×6。”彭老师解释道。

“可以证明吗？”李雷试探性地问。

“看来你还不太放心呀！好！学数学要的就是这个劲儿——不见证明不死心。但若非要证明，那就快快长大，等你知识储备够了，就能明白其中的道理了。”

彭老师继续说：“我们可以从这个解题结论联系到生活实际，那就是：如果两个人总实力是一个定量，那么这两个人实力越接近，两人合作产生的效果也就越大。试想一下，如果一人实力很强，另一人实力很弱，这样的合作效果是不佳的，甚至会出现实力强的瞧不起实力弱的，导致合作破裂。下面这则故事就说明了这个道理，同样是两个饥饿的人，同样是得到一根鱼竿和一篓鱼，仅仅因为分配的不同，就导致了两种截然不同的结局。”

从前，有两个饥饿的人得到了一位长者的恩赐：一根鱼竿和一篓鲜活硕大的鱼。其中，一个人要了一篓鱼，另一个人要了一根鱼竿，于是他们分道扬镳了。

得到鱼的人原地就用干柴搭起篝火煮起了鱼，他狼吞虎咽，还没有品出鲜鱼的肉香，转瞬间，连鱼带汤就被他吃了个精光，不久，他便饿死在空空的鱼篓旁。

另一个人则提着鱼竿继续忍饥挨饿，一步步艰难地向海边走去，可当他已经看到不远处那片蔚蓝色的海洋时，他浑身的最后一点力气也使完了，他也只能眼巴巴地带着无尽的遗憾撒手人间。

又有两个饥饿的人，他们同样得到了这位长者恩赐的一根鱼竿和一篓鱼。只是他们并没有各奔东西，而是商定共同去找寻大海，他俩每次只煮一条鱼，他们经过长途跋涉，来到了海边，从此，两人开始了捕鱼为生的日子，几年后，他们盖起了房子，有了各自的家庭、子女，有了自己建造的渔船，过上了幸福安康的生活。

故事讲完了，李雷和韩梅梅很受启发：看来还是要多多合作才能更好地进步啊！

【不等式介绍】

木桶不等式：

一般地，对于任意的实数x,y，有如下两个结论：（1）若x+y是定值，则|x-y|越小时，xy越大；（2）若xy是定值，则|x-y|越小时，x+y越小。

这两个结论用不等关系来表述就是：对于任意的实数a,b，c,d，（1）若a+d=b+c，且|a-d|＞|b-c|，则ad＜bc；（2）若ad=bc，且|a-d|＞|b-c|，则|a+d|＞|b+c|。

盛水的木桶是由多块木板箍成的，盛水量也是由这些木板共同决定的。所谓木桶原理，是说一只木桶盛水的多少，并不取决于桶壁上最高的那块木块，而恰恰取决于最短的那块。若其中一块木板很短，则此木桶的盛水量就会被大大限制。

现有两个木桶，它们所使用的木料是相当的，其中一个木桶各块木板的长度基本相同，另一个木桶的各块木板的长度却参差不齐，有些很长，有些则极短，请问哪个木桶盛的水更多些？根据木桶原理，当然是前者了，因为木桶的盛水量由最短的那块木板所决定！若把各块木板看成数字，这不恰恰就是

几个数的和一定，它们的差距越小，则它们的积越大吗？

反过来，若想做一个定量的木桶，容易知道，各块木板的长度越接近，用料越省。同样的，这不就是

几个数的积一定，它们的差距越小，则它们的和越小吗？

好一个木桶原理！它在意境上和数学竟是相通的。

【趣味案例】

一个简单的不等式，经过生活中实际背景的洗礼，就会变得趣味曼妙起来。

案例：某品牌彩电为了打开市场，促进销售，准备对其特定型号的彩电降价，现有四种降价方案：

方案Ⅰ：先降P%，再降q%（其中P,q＞0，P≠q，下同）；

方案Ⅱ：先降q%，再降P%；

方案Ⅲ：先降[image: ]


方案Ⅳ：一次性降（P+q）%，

若你购买该品牌彩电，你会选择哪种降价方案？

【案例分析】

案例：设该品牌彩电的原价为x元，易知，按方案Ⅰ降价后彩电的价格为A=x（1-P%）（1-q%）元，按方案Ⅱ降价后彩电的价格为B=x（1-q%）（1-P%）元，按方案Ⅲ降价后彩电的价格[image: ]
 元，按方案Ⅳ降价后彩电的价格为D=x[1-（P+q）%]元，易知A=B，再将A,C，D改写如下：

[image: ]


根据木桶不等式知C＞A=B＞D，故应选择方案Ⅳ。

【不等式证明】

由恒等式[image: ]
 知，若x+y是定值，则|x-y|越小时，xy越大；由恒等式[image: ]
 知，若xy是定值，则|x-y|越小时，|x+y|越小。

木桶不等式换一种表述方式就是如下两个命题。

命题1：若a+d=b+c，且a-d|＞|b-c|，则ad＜bc。

证明：（a-d）2
 ＞（b-c）2
 ……（1），（a+d）2
 =（b+c）2
 ……（2），（1）-（2）得-4ad＞-4bc，所以ad＜bc。

从几何的角度来说，就是周长一定的长方形中，正方形的面积最大。

命题2：若ad=bc，且|a-d|＞|b-c|，则|a+d|＞|b+c|。

证明：（a-d）2
 ＞（b-c）2
 ……（1），4ad=4bc……（2），（1）+（2）得（a+d）2
 ＞（b+c）2
 ，所以|a+d|＞|b+c|。

从几何的角度来说，就是面积一定的长方形中，正方形的周长最小。

【不等式应用】

例1：在△ABC中，∠BAC=90º，AD是斜边BC上的高，求证：AB+AC＜AD+BC。
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证明：结论中涉及了四条线段AB,AC,AD,BC，它们有什么关系呢？由S△ABC=1/2AB·AC=1/2BC·AD得AB·AC=AD·BC，由木桶不等式知，要证AB+AC＜AD+BC，只需证|AB-AC|＜|AD-BC|成立，不妨设AB≤AC，则等价于AC-AB＜BC-AD，即（AB-AD）+（BC-AC）＞0，显然成立。

当然也可直接证明，结论等价于（AB+AC）2
 ＜（AD+BC）2
 ，展开并结合勾股定理，即为AD2
 ＞0，得证。

例2：设a,b为任意正数，证明：当x＞0时，有[image: ]
 [image: ]
 。

证明：题中字母均为正数，因ax·b/x=ab为定值，由木桶不等式知，当[image: ]
 最小时，[image: ]
 最小。又a,b，x为任意正数，故当[image: ]
 ，即[image: ]
 时，[image: ]
 为最小值0，此时[image: ]
 取最小值[image: ]
 ，得证。

例3：设x,y为任意正实数，证明：（1）若x+y为定值S，那么当x=y时，xy有最大值[image: ]
 ；（2）若xy为定值P，那么当x=y时，x+y有最小值2P。

证明：（1）因x+y为定值S，由木桶不等式知，当|x-y|最小时，xy最大。又x,y为任意正实数，则当x=y时，|x-y|为最小值0。此时x=y=S/2，xy取最大值1/4S2
 。

（2）因xy为定值P，由木桶不等式知，当|x-y|最小时，|x+y|最小。又x,y为任意正实数，则当x=y时，|x-y|为最小值0。此时[image: ]
 ，x+y取最小值[image: ]
 。

例4：某工厂要建造一个长方体无盖贮水池，其体积为4800m3
 ，深为3m，如果池底每平方米的造价为150元，池壁每平方米的造价为120元，则怎样设计才能使水池的总造价最低？最低造价是多少？
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解：由题意得，底面面积S1
 =4800/3m2
 =1600m2
 ，设底面矩形的长为xm，则宽为1600/xm，则池壁面积S2
 =2×3x+2×3×1600/x=（6x+9600/x）m2
 ，于是总造价

Q=150×1600+120（6x+9600/x）=240000+120（6x+9600/x），

由例2或例3知，当6x=9600/x，即x=40时，6x+9600/x取最小值480，Q取最小值297600。也就是说，将池底设计为边长为40m的正方形时，才能使水池的总造价最低，最低造价为297600元。

【思维点拨】

1.恒等式xy=1/4[（x+y）2
 -（x-y）2
 ]被称为极化恒等式，它最初出现于高等数学中的泛函分析。|x+y|=[image: ]
 是它的两个变形，此三式共同揭示了x+y,x-y,xy三者之间的某种等量关系，由此也就派生出了一些不等关系，木桶不等式便是一例。另外，极化恒等式的二维形式也是我们所熟悉的：对于向量[image: ]
 ，有[image: ]
 [image: ]
 ；对于复数z1
 ，z2
 ，有z1
 z2
 =1/4[（z1
 +z2
 ）2
 -（z1
 -z2
 ）2
 ]。

2.其实，例2中的不等式为耐克不等式的一部分，例3中的不等式为基本不等式的直接推论，这在后面的章节中会述及，由此几例可窥见三者在本质上是一致的。


第三章　绝对值函数与绝对值不等式

【课堂掠影】

师：这节课我们着力解决一类与绝对值相关的最值问题。先看这样一道题目：求y=|x-1|+|x-2|（x∈R）的最小值。你们有什么思路？

经过一阵安静的思考之后。

甲：老师，我是这样想的。解析式中含有绝对值，根据绝对值的定义知该函数应该是个分段函数。若记f（x）=|x-1|+|x-2|（x∈R），就可以分类讨论写出f（x）的分段解析式：

[image: ]
 ，画出其图象如下
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观察知f（x）的最小值是1。

师：以函数角度为切入点，画出函数图象，数形结合，解得好！还有别的方法吗？

乙：老师，还可以这样解，我是从绝对值的几何意义入手的。|x-1|表示动点P（P的坐标为x）与1之间的距离，|x-2|表示动点P与2之间的距离，那y就表示两者之和了，如下图

当点P在1左侧（如图中点P1
 位置）时，y=|P1
 A|+|P1
 B|＞AB=1，当点P在1与2之间（如图中点P2
 位置）时，y=|P2
 A|+|P2
 B|=|AB|=1；当点P在2右侧（如图中点P3
 位置）时，y=|P3
 A|+|P3
 B|＞|AB|=1。

于是，y的最小值是1，当且仅当1≤x≤2时取得。

师：这个想法妙！分类讨论，有条不紊；独辟蹊径，数形生辉！还有没有好解法？

丙：（激动）老师，我可以两步搞定：（1）|x-1|+|x-2|≥1；（2）f（1）=1，由（1）、（2）及最小值的定义知f（x）的最小值是1。

师：（1）是为什么呀？

丙：写详细点就是|x-1|+|x-2|≥|（x-1）-（x-2）|=1，这叫绝对值不等式！

师：这个解法紧扣最值定义，直中目标，简洁有力！（赞叹）小小一道绝对值函数的最值问题，想不到大家竟给出了三种不同的解法，且各有千秋，独具特色，大家真是了不起呀！莫要停歇，乘胜追击，让我们直面下一道题：求

f（x）=|x-1|+|x-2|+……+|x-2014|（x∈R）的最小值。想想刚才的解法对你有什么启发？的最小值。想想刚才的解法对你有什么启发？

又经过一阵安静的思考之后。

师：甲同学的解法还可行吗？

生：行不通了。这里的f（x）是2014个绝对值的和，按甲同学的方法要分段讨论，太麻烦了*。

师：那乙同学的解法呢？他的分类讨论在这里还能进行吗？

乙：我的解法应该是可以的，不过需要换一种理解方式。根据第一道题，当1≤x≤2时，|x-1|+|x-2|取得最小值，这是一个很有用的信息，我们把此处的f（x）进行分组：

f（x）=(|x-1|+|x-2014|)+(|x-2|+|x-2013|)+…+（|x-1007|+|x-1008|），

当1≤x≤2014时，第一个括号取得最小值；当2≤x≤2013时，第二个括号取得最小值；……；当1007≤x≤1008时，第1007个括号（最后一个括号）取得最小值。取以上各个范围的交集，就有当1007≤x≤1008时，f（x）取得最小值。

师：分析得太棒了！大家赶紧算算f（x）的最小值是多少？

生：f（1007）=1006+1005+……+1+0+1+……+1007=（1006×1007）/2+（1007×1008）/2=1014049，所以f（x）的最小值是1014049。

师：问题顺利解决！那丙同学的方法呢？

丙：（迫不及待）我的解法也可以，因为由绝对值不等式得
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又f（1007）=1014049，所以f（x）的最小值是1014049。

师：丙同学总是能用绝对值不等式放缩出常数，让人叹服！乙、丙两位同学的做法都是建立在巧妙分拆与重新组合的基础之上的。好题多变，再看下一个问题：求

f（x）=|x-1|+|x-2|+……+|x-2015|（x∈R）的最小值。

有了刚才那道题目的透彻分析和扎实基础，这道题被同学们一眼看穿。

生：当x取中间值1008时，f（x）取最小值
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师：那大家能不能总结一下一般的规律？对于函数

f（x）=|x-a1
 |+|x-a2
 |+……+|x-an
 |（a1
 ≤a2
 ≤……≤an
 ),

其最小值何时取得？

生：当n为偶数时，中间的两个数是[image: ]
 和[image: ]
 ，所以当[image: ]
 [image: ]
 时，f（x）取最小值；当n为奇数时，中间的那个数是[image: ]
 ，所以当[image: ]
 时，f（x）取最小值。

师：总结得很好！再看一个有点难度的变式：函数

f（x）=|x-1|+2|x-2|+……+2014|x-2014|何时取得最小值？

丁：可以把f（x）拆分如下

f（x）=|x-1|+（|x-2|+|x-2|）+……+（|x-2014|+……+|x-2014|），

根据刚才总结的结论，设a1
 =1，a2
 =a3
 =2，……，共有
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个数，则a2027092
 =……=a2029105
 =2014，中间那个数是a1014553
 ，于是当x=a1014553
 时，f（x）取最小值。设a1014553
 =n，则1+2+……+n=n（n+1）/2≥1014553，解得n≥1423.967，则有a1014553
 =1424，即当x=1424时，f（x）取得最小值。

师：丁同学数学功底扎实，解得非常到位！好了，最后给大家留一个思考题：函数

f（x）=|x-1|+|2x-1|+……+|2014x-1|

何时取得最小值？

（提示：f（x）=|x-1|+2|x-1/2|+……+2014|x-1/2014|，以下同上一题的分析。）

【精彩故事】

某日打车回学校。

我：师傅，我去××大学，你怎么一直在拐啊？

师傅：你说怎么走？

我：顺着××路走到底，再右转直走就到了。都是直路，就拐一次。

师傅：你说的路太堵。我这样走和你那样走路程是一样的，而且有效地避开了车流高峰路段，你说呢？

出租车师傅的说法有道理吗？我在脑子里想了一下（如下示意图），由于两种路线所走的路几乎都是笔直的，所以根据平移的知识，两条路线的路程确实是“一样”的。

于是，我连忙说：师傅，您是对的。并竖起了大拇指。

出租车师傅在后视镜里看到了我对他的赞赏，又补充道：现在的城市规划很规范。就拿一些小区来说，一栋栋楼房都是很规整地排列，过道也是平行的，就像是长方形的边界。这样有个好处，我们只要认准大致方向，就能到达目的地。
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出租车师傅越说越起劲：在城市中，我们计算两点之间的距离时，往往不会直接去计算两点之间的直线距离，这是你们在学校里学习的距离，而是去考虑它们相距多少个街区，这才是我们出租车人心中的距离，和你们的距离是有很大差别的。

我点头称是，师傅则又和我讲起了他用开出租车的经验解决儿子数学试卷上一道数学题的经历。题目大致是这样的：对于直角坐标平面内的任意两点A（x1
 ，y1
 ）和B（x2
 ，y2
 ），定义它们的一种“距离”：‖AB‖=x2
 -x1
 +y2
 -y1
 。给出下面三个命题：

①若点C在线段AB上，则‖AC‖+‖CB‖=‖AB‖；

②在△ABC中，若∠C=90º，则‖AC‖2
 +‖CB‖2
 =‖AB‖2
 ；

③在△ABC中，‖AC‖+‖CB‖＞‖AB‖；

其中真命题有______。

师傅说他当时把这问题拿在手中，乐呵呵地想：题目里带引号的那个“距离”，不就是我每天开车收费拿它做根据的出租车距离吗？

城里的街道，都是呈东西方向或南北方向。设东西方向是x轴，南北方向是y轴。从A乘车到B，比方说，从文化宫到体育馆。汽车先往西开4公里，再向北开3公里，到了，路程是公里。其中，4是|x2
 -x1
 |，3是|y2
 -y1
 |，4+3=7，按7公里路程收费。7是文化宫到体育馆之间的出租车距离，也就是题目里带引号的“距离”‖AB‖。

文化宫西面4公里的C点是大剧院，文化宫A、体育馆B和大剧院C，形成一个直角△ABC，直角顶点是C。

对于普通距离（两点间的线段长），在直角三角形ABC中，应该有|AC|2
 +|CB|2
 =|AB|2
 ，|AC|+|CB|＞|AB|。

但是，换成出租车距离，却有‖AC‖+‖CB‖=4+3=7

=‖AB‖。所以，题目里的命题②和③都不成立。

命题①是对的，什么道理呢？师傅还是通过例子来说明的。一天正要从文化宫往体育馆开车，车外急急忙忙奔过来一人，希望带他到市一中。车上的客人不乐意，师傅则指着车上的地图给客人看，市一中在连接文化宫和体育馆的线段上，顺路，可以带。事实也确实如此：从文化宫往西2.4公里，然后向北1.8公里，到了市一中，让后面这位朋友下去；继续向北开1.2公里，再往西1.6公里，到达体育馆。前后两段路程的和，不多不少，还是7公里。可见命题①正确。

下车后，我与师傅道别，不禁感叹：高手在民间！我同时想：出租车师傅说的距离在数学里有专门的研究吗？我回去查了资料，发现这是一门新的学问——出租车几何。

在现代数学中，距离定义为度量空间中的一种函数。而要想称之为距离，需满足三个规则：

（1）正定性：任两点A和B，都有一非负实数|AB|与之对应，该实数就叫做点A到点B的距离。距离|AB|≥0，当且仅当这两点重合时，等号成立。

（2）对称性：点A到点B的距离与点B到点A的距离相等，即|AB|=|BA|。

（3）三角形不等式：对于任意三点A,B和C，都有|AC|≤|AB|+|BC|。

欧几里得在《几何原本》中虽然对距离没有严格下定义，但事实上默认了这三条规则。用现代数学语言定义欧氏距离，则是先建立“点的集合”与有序实数对（x,y）的集合之间的一种一一对应，对于两个定点A（xA
 ，yA
 ）和B（xB
 ，yB
 ），再定义距离为[image: ]
 。

需要注意的是，符合三条规则的“距离定义”是不唯一的。若定义距离为|AB|=|xA
 -xB
 |+|yA
 -yB
 |，显然也符合距离公理的三条规则，且有现实意义。这便是前面说到的出租车几何。

假设图1是某城市的地图，阴影方块表示建筑物，其余则是纵贯横穿的道路。设左上方为原点，则A处为（3，1），B处为（1，4），从A处打的去B处，距离多远？是[image: ]
 么？不是，因为出租车不能横穿建筑物，实际我们要走的距离是|3-1|+|1-4|=5。从A到B有很多种走法，但不管如何走，都要向西走2，向南走3。
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图1
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图2

出租车几何和欧氏几何有着很多不一样的性质。在出租车几何学中，圆特别有意思。如果我们还把圆定义为“到某定点的距离为定值的点的集合”的话，那么图2就表示半径为2的圆。因为其周界上的每一点P到定点O的“距离”都是2。
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图3

如果默认两种几何对角度的定义一致的话，那么在出租车几何中就会出现很多“怪现象”，图3中的△ABC,AB=AC，但∠B≠∠C。

出租车几何有很多有趣古怪的性质，有兴趣的读者可以以taxicab geometry为关键词，用google搜索，可得到很多相关信息。

【不等式介绍】

绝对值不等式：对任意的实数a,b，都有||a|-|b||≤|a±b|≤|a+b|。

绝对值不等式是中学数学里的一个基本不等式。对于

||a|-|b||≤|a+b|≤|a+b|，

左端等号当且仅当ab≤0时成立，右端等号当且仅当ab≥0时成立；将上式中的b换作-b就得到

||a|-|b||≤|a-b|≤|a|+|b|，

相应地，取等条件也变作：左端等号当且仅当ab≥0时成立，右端等号当且仅当ab≤0时成立。

绝对值不等式的右端可以推广到更一般的形式：

|a1
 ±a2
 ±……±an
 |≤|a1
 |+|a2
 |+……+|an
 |。

在绝对值不等式中，若将实数a,b换作向量[image: ]
 ，就得到向量形式的三角形不等式：
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取等条件留给读者推导。同样地，不等式右端可推广为[image: ]


若将实数a,b拓广为复数z1
 ，z2
 ，就得到复数模的不等式：

||z1
 |-|z2
 ||≤|z1
 ±z2
 |≤|z1
 |+|z2
 |。

右端可推广为||z1
 |±z2
 ±……±zn
 |≤|z1
 |+|z2
 |+……+|zn
 |。

【趣味案例】

一个简单的不等式，经过生活中实际背景的洗礼，就会变得趣味曼妙起来。

案例1：数轴上有三点A,B，P，它们的坐标分别为-3，1，x，有两只蚂蚁分别从A,B出发沿数轴到达P，若它们的路程之和小于10，求x的取值范围。

案例2：如图，一条公路两边有6个村庄，现要在公路上建个车站，使得车站到6个村庄的距离和最小，应该选在哪里最合适？如果公路两边有7个村庄，那么车站应建在哪里？

[image: ]


案例3：如图是某地的工厂分布图。一条大公路（粗线）通过该地区，7个工厂A1
 ，A2
 ，……，A7
 分布在大公路两侧，有一些小公路（细线）与大公路相连。现在要在公路上设一车站，使车站（沿大小公路）到各工厂的距离之和最小，问车站应建在何处？

案例4：某地街道呈现东—西、南—北向的网格状，相邻街距都为1，两街道相交的点称为格点。若以互相垂直的两条街道为轴建立直角坐标系，现有下述格点（-2，2），（3，1），（3，4），（-2，3），（4，5），（6，6）为报刊零售点。请确定一个格点（除零售点外）为发行站，使6个零售点沿街道到发行站之间路程的和最短。
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案例5：某铁路段上依次有A、B、C三个车站，AB=5km,BC=3km。在列车运行时刻表上，规定列车8时整从A站发车，8时零7分到达B站并停车1分钟，8点12分到达C站。在实际运行时，假设列车从A站正点发车，在B站停留1分钟，并在行驶时以同一时速vkm/h匀速行驶，列车从A站到达某站的时间与时刻表上相应时间之差的绝对值称为列车在该站的运行误差。

（1）分别写出列车在B,C两站的运行误差；

（2）若要求列车在B、C两站的运行误差之和不超过2分钟，求v的取值范围。

【案例分析】

案例1：点A与点P之间的距离为|x-（-3）|=|x+3|，点B与点P之间的距离为|x-1|，由题意得

|x+3|+|x-1|＜10，

当x≤-3时，即-x-3-x+1＜10，解得-6＜x≤-3；当-3＜x＜1时，即x+3-x+1＜10，解得-3＜x＜1；当x≥1时，即x+3+x-1＜10，解得1≤x＜4。综上，x的取值范围是-6＜x＜4。

也可从数形结合的角度解该绝对值不等式（如下左图）：
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案例2：如上图，以公路为数轴，设6个村庄在数轴上的坐标依次为a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 ，a5
 ，a6
 ，车站的坐标为x，则车站到6个村庄的距离之和为

y=|x-a1
 |+|x-a2
 |+|x-a3
 |+|x-a4
 |+|x-a5
 |+|x-a6
 |，

当x∈[a3
 ，a4
 ]时，y取得最小值，所以应在第三个与第四个村庄之间建造车站。同理，有7个村庄时，应在第四个村庄建造车站。

案例3：从对分的观点来看，由于每条小公路所通过工厂的数目都没有超过全部工厂总数的一半，所以车站不应设在小公路上。证明如下：假设车站建在通往A3
 ，A4
 的小公路上距大公路的交叉点D为m千米的D1
 处，此时若将车站移至D处，则车站对A3
 ，A4
 两厂虽然都远了m千米，但距其他各厂却都近了m千米，总路程减少了（5-2）m=3m千米，因此交叉点D的位置要比D1
 优越。同理，我们可以证明车站也不宜建在其他小公路上。于是，车站应建在大公路上。又由案例2知车站应建在D处。

案例4：设所求的格点坐标为（x,y），则它到六个报亭的距离之和为

|x+2|+|y-2|+|x-3|+|y-1|+|x-3|+|y-4|+|x+2|+|y-3|+|x-4|+|y-5|+|x-6|+|y-6|=（2|x+2|+2|x-3|+|x-4|+|x-6|）+（|y-1|+|y-2|+|y-3|+|y-4|+|y-5|+|y-6|），

前面括号里表示横轴上的点x到-2，-2，3，3，4，6的距离，知当x=3时有最小值；同理，当y=3或y=4时，后面的括号有最小值，但由于不能取报刊零售点，故所求的格点为（3，3）。

案例5：由A到B的运行误差为[image: ]
 ，由A到C的运行误差为[image: ]
 ，由题意得
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所以，当0＜v≤300/7时，解得39≤v≤300/7；当300/7＜v≤480/11时，解得300/7＜v≤480/11；当v＞480/11时，解得480/11＜v≤195/4。所以v的取值范围为[39，195/4]（单位为km/h）。

【不等式证明】

||a|-|b||≤|a±b|≤|a|+|b|的证明：

||a|-|b||≤|a±b|等价于（|a|-|b|）2
 ≤（a±b）2
 ，展开即|a|2
 -2|a||b|+b2
 ≤a2
 ±2ab+b2
 ，化简得|ab|≥±ab，成立；

|a±b|≤|a|+|b|等价于（a±b）2
 ≤（|a|+|b|）2
 ，展开即a2
 ±2ab+b2
 ≤|a|2
 +2|a||b|+|b|2
 化简±ab≤|ab|成立。

证明完成了一部分，接着是绝对值不等式的向量形式。先问一个问题：向量形式的绝对值不等式还要证明吗？你可能会回答：当然要了，过程和上面差不多的。那么继续问：上面的证明中用到了“a,b是任意实数”这个条件了吗？

你会觉得这个问题很奇怪。因为以上的证明用到了完全平方公式，其中会涉及实数的运算律，所以当然用到了“a,b是任意实数”这一已知条件。

确实，其中用到了数的运算律，但是这些运算律却并非只对实数的运算才成立。不妨反问自己：将不等式中的a与b换成向量，各种运算律还成立吗？每一步的运算还能进行吗？答案是肯定的！不过凡是两个向量相乘的地方中间要加一个点，以表示数量积。

所以根本无需重写证明过程，只要简单交代一句就行了。打一个比方：你送我一瓶茅台酒做礼物，可是我不喝酒，又将茅台酒送给别人做礼物，他也不喝，再送给别的人。如果所有的人都不喝，酒瓶里装的茅台酒就没有什么用处，可以将它换作矿泉水。只要表面上茅台酒的包装是真的，让每个接礼物的人都相信它是真的茅台酒就行了。“a,b是实数”这个已知条件就好比瓶子里的茅台酒，既然没有用上，就可以换成“a,b是向量”这样的“矿泉水”，得到的结论依然正确。正可谓：茅台换矿泉，证明不再繁。

上面我们将实数a,b“偷换”为向量a,b，就得到了绝对值不等式向量形式的证明，那是不是可以继续“偷换”为复数a,b呢？能不能换，需要检验证明中用到的规则是否依然成立，答案是否定的，证明需要重写！这里不再展开。

由于向量和复数都有直观的几何表示，所以可得绝对值不等式的向量形式和复数形式的无字证明如下：
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||AB|-|BC||≤|AB+BC|≤|AB|+|BC|，其中的AB与BC可向量，可复数。这样构图还可直观得到取等条件。

绝对值不等式也可以这样形象地理解。

|a+b|≤|a|+|b|：若a与b符号相反，则在不等式左边，a与b“互相抵消”了一部分，或者是全部，总之它们联合的力量遭到了削减，但是在不等式的右边，a与b却一直都是“齐心协力，共同作战”的。于是，左端的力量不强于右端。|a-b|≤|a|+|b|可类似理解。

||a|-|b||≤|a+b|：在不等式的左边，a与b总是在作“差额结算”，而在不等式右边，当a与b符号相同时，这两个数却“齐心协力”地增大了联合的力量。于是，左端的力量不强于右端。||a|-|b||≤|a-b|可类似理解。

【不等式应用】

例1：（2012北约）求[image: ]
 的实根的个数。

解：观察配方得

[image: ]


由绝对值不等式知，[image: ]
 故原方程无解，即实根个数为0。

例2：（2007全国高中联赛）不等式|2x-a|+|3x-2a|≥a2
 对任意的实数x都成立，则满足条件的实数a组成的集合为（）

A.[-1/3，1/3]

B.[-1/2，1/2]

C.[-1/4，1/3]

D.[-3，3]

解：记f（x）=|2x-a|+|3x-2a|，则问题等价于[f（x）]min≥a2
 。

f（x）=|x-a/2|+|x-a/2|+|x-2a/3|+|x-2a/3|+|x-2a/3|，

不论a是什么实数，a/2，a/2，2a/3，2a/3，2a/3这5个实数中间的那个总是2a/3，即当x=2a/3时，f（x）有最小值|a/3|，则|a/3|≥a2
 ，解得-1/3≤a≤1/3，选A。

例3：已知f（x）=x2
 -x+2014，且x-a＜1，求证：|f（x）-f（a）|＜2（|a|+1）。

解：|f（x）-f（a）|=|x-a||x+a-1|＜|x+a-1|=|（x-a）+2a-1|≤|x-a|+|2a-1|＜1+2|a|+1=2（|a|+1）。

例4：已知a,b，c是实数，函数f（x）=ax2
 +bx+c,g（x）=ax+b，当-1≤x≤1时，|f（x）|≤1，（1）求证：|c|≤1；（2）求证：当-1≤x≤1时，|g（x）|≤2；（3）设a＞0，当-1≤x≤1时，g（x）的最大值为2，求f（x）。

（1）证明：由题意知|f（0）|≤1，即|c|≤1；

（2）证明：因g（x）的图象是一条直线，且

|g（-1）|=|c-f（-1）|≤|c|+|f（-1）|≤1+1=2，

|g（1）|=|f（1）-c|≤|f（1）|+|c|≤1+1=2，故当-1≤x≤1时，总有|g（x）|≤2。

（3）解：当a＞0时，g（x）在[-1，1]上单调递增，有最大值g（1）=2，即a+b=2；由|f（1）|≤1得|a+b+c|=|c+2|≤1，-3≤c≤-1，又|c|≤1，故c=-1；于是，对任意的x∈[-1，1]，都有f（x）≥-1=f（0），结合f（x）的图象（开口向上的抛物线）知x=0为其对称轴，即b=0，则a=2。于是，f（x）=2x2
 -1。

例5：设f（x）=x2
 +ax+b，求证：（1）f（1）-2f（2）+f（3）=2；（2）|f（1）|，|f（2）|，|f（3）|中至少有一个不小于1/2。

证明：（1）f（1）-2f（2）+f（3）=（1+a+b）-2（4+2a+b）+（9+3a+b）=2；

（2）用反证法证明，假设|f（1）|，|f（2）|，|f（3）|都小于1/2，则

2=|f（1）-2f（2）+f（3）|≤|f（1）+2|f（2）|+|f（3）|＜1/2+2×1/2+1/2=2，矛盾，从而原命题成立。

例6：函数f（x）=ax2
 +bx+c（a,b，c∈R），且|f（-1）|≤1，|f（0）|≤1，|f（1）|≤1，证明：当-1≤x≤1时，恒有|f（x）|≤5/4。

证明：因f（-1）=a-b+c,f（1）=a+b+c,f（0）=c，所以

a=1/2[f（1）+f（-1）-2f（0）]，b=1/2[f（1）-f（-1）]，c=f（0），

代入f（x）的解析式，整理得

[image: ]


例7：已知函数f（x）=ax2
 +bx+c，当0≤x≤1时，|f（x）|≤1，求|a|+|b|+|c|的最大值。

解：由[image: ]


得[image: ]
 ，于是

[image: ]


[image: ]


所以|a|+|b|+|c|≤17。当f（0）=1，f（1/2）=1，f（1）=1时，f（x）=8x2-8x+1符合题意，故|a|+|b|+|c|的最大值为17。

例8：求证：对任意的n∈N*
 和x∈R，都有|sinnx|≤n|sinx|。

证明：用数学归纳法证明如下：

（1）当n=1时，结论显然成立；

（2）假设当n=k时结论成立，即有|sinkx|≤k|sinx|，则当n=k+1时，有|sin（k+1）x|=|sinkxCosx+Coskxsinx|≤|sinkx||Cosx|+|Coskx||sinx|≤|sinkx|+|sinx|≤k|sinx|+|sinx|=（k+1）sinx，

即当n=k+1时，结论也成立。由（1）、（2）可知对所有的n∈N*
 都有|sinnx|≤n|sinx|。

例9：设x,y∈R,M=max{|x+y|,|x-y|，|1-x|，|1-y|}，试求M的最小值。

解：M≥max{x+y，1-x，1-y}≥1/3（x+y+1-x+1-y）≥1/3（x+y+1-x+1-y）=2，当x=y=1时，等号成立，则M的最小值为2/3。

例10：（2009湖北）在R上定义运算：
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记f1
 （x）=x2
 -2c,f2（x）=x-2b,x∈R。令f（x）=f1
 [image: ]
 。

（Ⅰ）略；（Ⅱ）略；（Ⅲ）记g（x）=f′（x）（-1≤x≤1）的最大值为M。若M≥k对任意的b,c恒成立，试求k的最大值。

解：由已知得，[image: ]
 ，故g（x）[image: ]
 ，又由[image: ]
 知，M≥g

（1）=1-2b-c,M≥g（-1）=1+2b-c,M≥g（0）=c，于是有4M≥g（1）+g（-1）+2g（0）≥1-2b-c+1+2b-c+2c=2，则M≥1/2，又当b=0，c=12时，g（x）=x2
 -1/2在区间[-1，1]上有最大值12，故M的最小值为1/2。于是，使M≥k对任意的b,c恒成立的k的最大值为1/2。

例11：已知函数f（x）=ax3
 +bx2
 +cx+d a≠（0），当-1≤x≤1时，有f′（x）≤M恒成立，求a的最大值。解：由已知得f′（x）=3ax2
 +2bx+c，于是

f′（0）=c

f′（1）=3a+2b+c

f′（-1）=3a-2b+c

消去b,c得
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所以
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所以a≤2M/3。

又当a=2M/3，b=0，c=-M时，f（x）=2M/3x3
 -Mx+d,f′（x）x=|2Mx2
 -M|≤M对-1≤x≤1恒成立，故a=2M/3满足题意。综上，a的最大值为2M/3。

其实，该问题与2010年全国高中数学联赛一试第9题如出一辙：已知函数f（x）=ax3
 +bx2
 +cx+d,a≠（0）0，当0≤x≤1时，f′（x）≤1，试求a的最大值。

上面对于区间[-1，1]，我们计算了f′（-1），f′（0），f′（1），是区间的端点与中点处的函数值，现在区间换作了[0，1]，我们依葫芦画瓢，计算f′（0），f′（1/2），f′（1），套路同上：由已知得f′（x）=3ax2
 +2bx+c，于是有
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消去b,c得

[image: ]


所以
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所以a≤8/3。

又当f（x）=8/3x3
 -4x2
 +x+d时，|f′（x）|=8x2
 -8x+1≤1对0≤x≤1恒成立，故a=8/3满足题设条件，所以a的最大值为8/3。

【思维点拨】

在一条笔直的大街上有n座房子，每座房子里有一个或多个小孩，问：他们应在什么地方相会，才能使所有人走的路程之和最小？

用数轴表示笔直的大街，n座房子分别位于x1
 ，x2
 ，……，xn
 处，不妨设x1
 ＜x2
 ＜……＜xn
 ，各座房子里分别有a1
 ，a2
 ，……，an
 个小孩，则问题转化为求实数x使得函数[image: ]
 |x-xi
 |达到最小。下面对函数[image: ]
 =1，2，……，n,x1
 ＜x2
 ＜……＜xn
 ）做一般性的讨论：

显然函数f（x）在x趋向正无穷大或负无穷大时，其函数值都将趋向正无穷大。下面讨论函数f（x）的最小值。

（1）若x＜x1
 ，去掉绝对值符号，则f（x）中x的系数必定为负，此时f（x）严格单调递减，则f（x）＞f（x1
 ），故最小值不能在（-∞，x1
 ）中取得；

（2）若x＞xn
 ，去掉绝对值符号，则f（x）中x的系数必定为正，此时f（x）严格单调递增，则f（x）＞f（xn
 ），故最小值也不能在（xn
 ，+∞）中取得；

（3）f（x）在[x1
 ，xn
 ]中的图象是折线段，折点为（x1
 ，f（x1
 ）），（x2
 ，f（x2
 ）），……，（xn
 ，f（xn
 ）），又因为当xi
 ≤x≤xi
 +1（1≤i≤n-1）时，

[image: ]


若[image: ]
 ，则f（x）中x的系数为负，此时f（x）严格单调递减；若[image: ]
 ，则f（x）中x的系数为正，此时f（x）严格单调递增；若[image: ]
 ，去掉绝对值符号，则f（x）是一个常数。于是得到如下结论（k是非负整数）：

（1）若[image: ]
 ，则当x=xk时，f（x）取得最小值；

（2）若[image: ]
 ，则满足xk≤x≤xk+1的x值都能使f（x）取得最小值。


第四章　耐克函数与耐克不等式

【课堂掠影】

最近一直在讲函数，大家掌握得还行。学习函数，关键是要形成考察函数的科学思维方法：从哪些方面考察，怎样考察，考察的结果是什么……。彭老师这样边想边走进了教室。

“这节课我们来认识一个熟悉而又陌生的函数”。彭老师开门见山。

“正比例函数大家都熟悉吧？”

“是的！”

“好，那就写一个正比例函数y=x。”

“反比例函数呢？”

“也学过！”

“那好，我也写一个，y=1/x”，彭老师顿了顿，“这两个函数大x家都不陌生，现在把它们相加，得到y=x+1/x，这个函数又有什x么性质呢？”

大家都静静地看着彭老师，一双双期待的眼神，那是对新知的渴求。

“这就是我们要研究的对象，该怎么研究它呢？”

“画图象”、“三要素”、“奇偶性”……同学们七嘴八舌。

“研究一个函数，我们要养成科学的思维习惯，首先应考察它的三要素——”

“定义域，值域，对应法则！”同学们补充道。

“分别是什么？”

“定义域是{x x≠0}，对应法则f就是x→x+1/x，值域x是……”

“求值域有困难的话就先放一放，它由定义域和对应法则唯一确定。接着我们考察这个函数的基本性质，有哪些呢？”

“单调性！”

“周期性！看着应该不是周期函数。”

“奇偶性！奇偶性容易证明！”

“是奇函数还是偶函数？怎么证明？”彭老师趁机提问了一位同学。

“是奇函数！定义域关于原点对称，而且[image: ]
 [image: ]
 。”

“很好！请坐。奇偶性的考察对于我们研究单调性很有帮助。因为f（x）是奇函数，所以它的图象——”

“关于原点中心对称！”

“那是不是只用考察f（x）在（0，+∞）上的单调性就可以了？”

“是的！”

“为什么？”

“因为奇函数在[a,b]上的单调性和在[-b，-a]上的单调性相同！”

“下面聚焦（0，+∞）！y1
 =x单调递增，而y2
 =1/x单调递减，它俩相加，单调性又如何呢？”彭老师装作一筹莫展的样子。

“用单调性的定义试试？”有同学提议。

“好像不行，定义是用来证明已知单调性的。”有同学反驳。

同学们也一筹莫展了。彭老师则半开玩笑地说：“何不让这两个函数PK一下，谁厉害就依谁的单调性？”

“嗯，这个想法不错！”还真有人应和。

“怎么PK呢？怎么刻画函数的‘厉害’程度呢？”新的问题出现了。

“用函数值吧！谁的函数值大谁就厉害！”

“嗯，似乎很有道理，我们一起来试试看。在同一直角坐标系中画出它俩在第一象限内的图象（如图1），发现当0＜x＜1时，y2
 ＞y1
 ，y2
 =1/x胜出，f（x）在（0，1）上单调递减；当x＞1时，y1
 ＞y2
 ，y1
 =x胜出，f（x）在（1，+∞）上单调递增。这个结论对吗？”

“对！”

“现在说对还为时过早。这里我要郑重声明：刚才的方法并没有什么科学依据，所得结论顶多算是我们的猜想”，彭老师一脸严肃，“猜想是否正确要用——”

“单调性的定义证明！

用定义法证明单调性已不成问题，以区间（0，1）为例：设x1
 ，x2
 是区间（0，1）上的任意两个实数，且x1
 ＜x2
 ，则
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由0＜x1
 ＜x2
 ＜1，得x1
 -x2
 ＜0，x1
 x2
 -1＜0，x1
 x2
 ＞0，所以[image: ]
 ，即f（x1
 ）-f（x2
 ）＞0，f（x1
 ）＞f（x），所以f（x）在（0，1）上单调递减。

“那请同学们叙述一下f（x）在整个定义域上的单调性吧！”

“f（x）在（-∞，-1]上单调递增，在[-1，0）上单调递减，在（0，1]上单调递减，在[1，+∞）上单调递增。”

“非常好！基于以上认识请大家试着画画f（x）的函数图象吧！（用计算机可演示图象的合成过程，如图2），发现它的值域是——”
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“f（x）的图象恰似一正一反两弯对勾，故名对勾函数。又因品牌耐克的商标也是对勾，故又名耐克函数。”

下面欢呼一片。大家似乎很青睐这样的命名方式：形象、直观。
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图1
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图2

“好戏还没有结束。”彭老师提醒大家，“由此还可以派生出如下结论：

当x＞0时，有x+1/x≥2，当且仅当x=1时，等号成立；当x＜0时，有x+1/x≤-2，当且仅当x=-1时，等号成立。

不妨把它叫做耐克不等式吧！”

一般地，对于f（x）=ax+b/x（a＞0，b＞0），又有什么性质呢？又可派生出什么结论呢？大家快快展开联想和类比的翅膀，去探索吧！

【精彩故事】

窗外的雨淅沥沥地下个不停。

这次的命题任务又落在了我的肩上。

我望着眼前的雨幕出神，思维漫无边际地一路狂奔，忽然一个急刹车！

给这次保送生考试命一道耐克函数的最值问题吧，我心里这样想着：对于x＞0，耐克函数y=x+1/x，这对中学x的最小值为2生来说是容易的事实。

那怎么变得复杂一点呢？倍乘一个系数，变成k（x+1/x）？显然x是徒劳的。

做题目时往往要遇繁化简，但现在我却想化简为繁。前者不易，后者更难啊！

我极力使自己的思路变得开阔：若已知了x+1/x，设为t，则任意的[image: ]
 都是可以用t表出的，如[image: ]
 [image: ]
 。

这又有什么用呢？我苦笑着。

要不要和其他知识扯上联系呢？算了，还是简单朴素一点吧。

思维这匹野马又脱缰了：数学试题应着重考察学生的四大能力——逻辑思维能力、运算能力、空间想象能力以及分析问题和解决问题的能力。

对，就在运算能力上下功夫！

我似乎找到了点思路，缓缓地舒了口气。

“简单”、“纯粹”、“由简化繁”、“运算能力”……脑海里不停地在回闪着这些关键词。

突然间来了灵感，我赶紧扯掉一张草稿纸记下思维的火花。不一会儿，一个恒等式出现在我的眼前：
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它是多么的和谐、对称和优美呀！

[image: ]
 1/x），每一项都含有数字3，但其位置却各不相同，一个等号把它们连在了一起，从此生死相依，不离不弃。

我像是在欣赏自己的上乘作品，微醺醺的，似乎已是醉了。

一阵冷风袭来，不禁打了个寒战。

这样的变形不够力道！我清醒了许多：顶多展开一下就变回去了。

将化繁进行到底！我坚定地对自己说。

于是，拿来草稿本，翻开新的一页，又开始了写写算算。

又是一阵头脑风暴，试题已初见雏形：

设对于x＞0，求[image: ]
 的最小值。

式子变到这里已是面目全非。

我又开始了自我欣赏：[image: ]
 本是完全平方-[image: ]
 ，但我偏拆开写，看你能不能看出；分母[image: ]
 [image: ]
 本是[image: ]
 ，我非拆开重组一番，瞧你还能否再组合回去……

我的脸上露出了得意的神色，但挑剔的眼光却一直盯着题目不放。

“总觉得形式上不够整齐优美”，我略带遗憾地自言自语。

分子有三处6次方，不如把后两个括起来，这样更整齐一些，而且进一步隐匿了完全平方；分母为了追求优美的形式，还是变回原样吧！

我似乎找到了解决方案，提笔又把题目写了一遍：

设对于x＞0，求[image: ]
 的最小值。

我又仔细审视了一番，终于定稿如下：

设对于x＞0，[image: ]
 ，求f（x）【3标@】的最小值。

我双手捧着题目，一遍遍地读，并在心中给出解答；观赏玩味再三，心里乐滋滋的。

猛地一抬头，却不知窗外的雨已停了许久。

以上是笔者杜撰的2001年上海交通大学保送生考试数学卷命题者在命第20题时的心路历程，原题如下：

设对于x＞0，[image: ]
 ，求f（x）的最小值。

此题结构简单，特征鲜明，直接展开硬算，显然不是明智之举，这也不是命题人的初衷。要求f（x）的最小值，但其表达式却是复杂的，则化简工作势在必行！然而市场上流行的自主招生书籍里给出的解答却往往是这样的：

令x+1/x=t，则[image: ]
 [image: ]
 ，所以
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所以，f（x）=3（x+1/x）≥6，当且仅当x=1时，等号成立，f（x）的最小值为6。

这样的解答显然是繁琐的，有了前文心路历程的揣测，便可给出简解如下：
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当且仅当x=1时，等号成立，所以f（x）的最小值为6。

【不等式介绍】

耐克不等式：

一般地，对于任意的正数a,b，当x＞0时，有[image: ]
 [image: ]
 ，当且仅当[image: ]
 时，等号成立；当x＜0时，有[image: ]
 [image: ]
 ，当且仅当[image: ]
 时，等号成立。也即总有[image: ]
 [image: ]
 ，当且仅当[image: ]
 时，等号成立。

【趣味案例】

一个简单的不等式，经过生活中实际背景的洗礼，就会变得趣味曼妙起来。

案例1：某人要买房，随着楼层的升高，上下楼耗费的精力增多，因此“不满意度”升高；但高处空气好，安静，因此环境“不满意度”降低。已知住在第n层楼的居民因上下楼造成的“不满意度”为n，环境的“不满意度”为9/n，则此人应选择几楼？

案例2：某面粉厂定期买面粉，每次都购买x吨，运费为4万元/次，已知面粉厂一年购买面粉400吨，一年的总存储费用为4x万元，要使一年的总运费与总存储费用之和最小，则x应为多少？

案例3：经过长期观察测得，在交通繁忙的时段内，某公路段汽车的车流量y（千辆/小时）与汽车的平均速度v（千米/小时）之间的函数关系式为[image: ]
 ，在该时间段内，当平均速度v为多少时，车流量y最大？最大车流量为多少？案例4：已知26列货车以相同的速度v由A地驶向400千米外的B地，每两列货车间的距离为d千米，且d与速度v的平方成正比，当v=20（千米/时）时，d=1（千米），若不计货车的长度，则26列货车都到达B地最少需要多少时间？

案例5：有一座大桥既是交通拥挤地段，又是事故多发地段。为了保证安全，交通部门规定，大桥上的车距d（m）与车速v（km/h）和车身长j（m）的关系近似满足d=kv2
 j+l/2（k为正的常数）。假定车身长为4m，当车速为60km/h时，车距为2.66个车身长，则应规定怎样的车速，才能使大桥上每小时通过的车辆最多？

案例6：要制造一个无盖的长方体盒子，底宽为2米，底长x∈[3，5]米，现有制盒铁皮60平方米（不计厚度），当盒子的底长、高各为多少时，盒子的体积V最大？

案例7：某种汽车购买时的费用是10万元，每年的保险费、养路费及汽油费合计为9千元，汽车的维修费平均为：第一年2千元，第二年4千元，第三年6千元，大致符合等差数列规律逐年递增，问这种汽车几年后报废最合算？

【案例分析】

案例1：n层居民的“不满意度”有两部分，两者之积为定值n·9/n=9，两者之和为n+9/n，由耐克不等式知[image: ]
 6，当且仅当n=9/n，即n=3时，等号成立。也就是说，购房者应买第3层楼，可使总的“不满意度”最小。

案例2：由题意知，一年内购买次数为400/x，则总运费为400/x×4=1600/x万元，又一年的总存储费用为4x万元，故一年的总费用为y=1600/x+4x万元，由耐克不等式知
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当且仅当1600/x=4x，即x=20时，等号成立。

案例3：由耐克不等式知

[image: ]


当且仅当v=1600/v，即v=40时，等号成立。即当平均速度v为40千米/小时，车流量y最大，为10千辆/小时。

案例4：设d=kv2
 ，当v=20时，d=1，得k=1/400，即d=v2
 /400；26列货车都到达B地所需要的时间t=400/v+25d/v=400/v+[image: ]
 ，当且仅当v=80时，等号成立。故26列货车到达B地最少用10小时，此时货车的速度为80千米/时。

案例5：当v=时，d=j，则[image: ]
 =0.0006，所以d=0.0024v2
 +2。设每小时通过的车辆为Q，则
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因为[image: ]
 ，所以Q≤10000.24=12500/3，当且仅当0.0024v=6/v，即v=50时，车辆Q有最大值12500/3。

案例6：设盒子的高为h，由无盖盒子的表面积为60m2
 得2x+2×2h+2×hx=60，[image: ]
 ，于是盒子的体积
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令t=x+2∈[5，7]，x=t-2，则
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由y=t+64/t在[5，7]上单调递减，知V（t）在[5，7]上单调递增，故当t=7，即盒子的底长x=5米，盒子的高h=25/7米时，盒子的体积V有最大值。

案例7：设这种汽车使用n年报废最合算，即平均每年的费用最少。n年中汽车的维修总费用为0.2+0.4+……+0.2n=0.2n+n（n-1）/2×0.2=0.1（n2
 +n）万元，平均每年的费用
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当且仅当10/n=n/10，即n=10时，等号成立，就是说使用10年后报废最合算。

【不等式证明】

对于耐克不等式，只需证明x＞0的情形即可，当x＜0时，ax[image: ]
 ，即转化为x＞0的情形。其常见证法有判别式法、配方法、构造函数法、三角换元法等等，下面再提供三种。

向量证法：设[image: ]
 ，记t=ax＞0，则y=t+ab/t=（t,ab/t）·（1，1），设向量[image: ]
 ，如图3所示，
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→m为起点在原点，终点在y=ab（x＞0）的图象上的一个向量，[image: ]
 的几何意义为→m在→n上的投影，显然当→m与→n共线时，[image: ]
 取得最小值。

此时，[image: ]
 。
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图3
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图4

图象证法：当x＞0时，[image: ]
 ，该式表示函数y=ax与y=-b/x的图象间的竖直距离（如图4），平移直线y=ax，显然当它与曲线y=-b/x相切时，两图象间的竖直距离最小。

对y=-bx求导得y′=bx2
 ，令bx2
 =a得[image: ]
 ，即为切点的横坐标，故当[image: ]
 时[image: ]
 。

平面几何证法：如图5，菱形ABCD中，两条对角线交于点O，过O作直线EF使得OE⊥BC,OF⊥AD，设BE=DF=ax,AF=CE=b/x，由射影定理可得OE=OF=[image: ]
 。因EF为平行线AD与BC间的距离，故AB≥EF，即[image: ]
 ，当且仅当ABCD为正方形时取等号，易求此时[image: ]
 。

[image: ]


图5

【不等式应用】

例1：已知a,b,c,d∈R+
 求证：[image: ]
 。

证明：因为a,b,c,d都是正数，由耐克不等式得

[image: ]


当且仅当a=b，且c=d时，等号成立。

例2：某加工厂需要定期购买原材料，已知每千克原材料的价格为1.5元，每次购买原材料需支付运费600元。每千克原材料每天的保管费用为0.03元，该厂每天需要消耗原材料400千克，每次购买的原材料当天即开始使用（即有400千克不需要保管）。

（1）设该厂每x天购买一次原材料，试写出每次购买的原材料在x天内总的保管费用y1
 （元）关于x的函数表达式；

（2）求该厂多少天购买一次原材料才能使平均每天支付的总费用y（元）最少，并求出这个最小值。

解：（1）每x天购买一次原材料，需要购买400x千克，第一天使用的400千克原材料不需要保管，第二天使用的400千克原材料保管了1天，费用为400×1×0.03元，……，第x天使用的400千克原材料保管了x-1天，费用为400×（x-1）×0.03元，于是x天内总的保管费用

y1
 =400×0.03×[1+2+……+（x-1）]=6x（x-1）。

（2）x天内的总费用分三部分：购买费用为400x·1.5=600x元，运费为600元，保管费用为6x（x-1）元。于是，平均每天支付的总费用
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当且仅当6x=600/x，即x=10时，等号成立。即是说，每10天购买一次原材料，可使平均每天支付的总费用最少，为714元。

例3：设过点P（2，1）的直线L分别交x轴和y轴正向于A,B两点，设O为坐标原点，求△AOB的面积的最小值。

[image: ]


解：可设直线L的方程为y-1=k（x-2），点A（a，0），B（0，b），其中a＞0，b＞0，k＜0，易求a=2-1/k,b=1-2k，于是

[image: ]


因k＜0，故[image: ]
 -（-4）]=4，当且仅当4k=1/k，即k=-1/2时，等号成立。所以△AOB的面积的最小值是4。

另解：如图，设∠OAB=α∈（0，π/2），则

[image: ]


于是

[image: ]


当且仅当4tanα=1/tanα，即tanα=1/2时，等号成立。所以△AOB的面积的最小值是4。

例4：设函数[image: ]
 ，令函数F（x）=f（x）·g（x），是否存在自然数a，使得F（x）的值域为[2，3]，若存在，请写出所有满足条件的自然数a所构成的集合M，若不存在请说明理由。

解：F：[image: ]
 1]，则x=（t-1）2
 ，

[image: ]


易知h（1）=h（4）=3，h（t）≥h（2）=2，h（t）在[1，2]上单调递减，在[2，4]上单调递增，要使F（x）即h（t）的值域为[2，3]，只需使[image: ]
 ，故所有满足条件的自然数a所构成的集合M={1，2，……，9}。

例5：在平面直角坐标系XOY中，曲线C1
 ：y=x+2/x（x＞0），直线C2
 ：y=x,P为C1上一动点，由点P向X轴，Y轴，C2
 作垂线PS,PA,PB，垂足分别为S,A，B。（1）设PS交C2
 于T，连接PO，求证：△POT的面积为定值；（2）问点P位于什么位置时，四边形PAOB的面积最小最小值是多少？

[image: ]


解：（1）设动点P的坐标为（x,x+2/x）（x＞0），

则TS=OS=x,PT=PS-TS=2/x，所以

[image: ]
 =1，为定值；

（2）可证△PTB为等腰直角三角形，故

[image: ]


[image: ]


当且仅当[image: ]
 ，即[image: ]
 时，等号成立。于是，当点P的坐标为[image: ]
 时，四边形PAOB的面积取最小值为[image: ]
 。

例6：设a1
 ，a2
 ，……，an∈R+
 ，且a1
 +a2
 +……+an
 ≤nb，其中整数n≥2，实数b∈（0，1]，求证：

[image: ]


证明：构造函数f（x）=x+1/x（x＞0），由a1+a2+……+an≤nb并结合均值不等式知[image: ]
 b≤1，又f（x）在（0，1]上单调递减，故

[image: ]


代入即得证。

例7：（1986年全国卷）如图在平面直角坐标系中，y轴的正半轴（坐标原点除外）上给定两点A,B，试在x轴的正半轴（坐标原点除外）上求一点C，使∠ACB最大。

[image: ]


解：设OA=a,OB=b，且0＜a＜b,OC=x＞0，则

[image: ]


当且仅当x=ab时，tan∠ACB最大，则∠ACB最大。

改编1：墙上有一幅画，上、下边缘分别高出一个人的视线a米和b米，则此人应站在离墙多远的地方才能收到最佳的观赏效果？

改编2：如图所示，某足球赛场上，一运动员带球直线前进，当PA为多少时，他起脚射门最佳？

[image: ]


改编1图

[image: ]


改编2图

改编3：（2010年江苏卷）某兴趣小组测量电视塔AE的高度H（单位：米），如示意图，垂直放置的标杆BC的高度h=4米，仰角∠ABE=α，∠ADE=β，该小组分析若干测得的数据后，认为适当调整标杆到电视塔的距离d（单位：米），使α与β之差较大，可以提高测量精确度。若电视塔的实际高度为125米，则当d为多少时，α-β最大？

[image: ]


该类问题的背景是：1471年，德国数学家米勒（JoannesMiiller）向诺德尔（ChristionRoder）教授提出了一个有趣的问题：在地球表面的什么部位，一根垂直的悬杆呈现最长（即可见角最大）？其一般情形是著名的米勒问题：设点M,N是锐角∠AOB的一边OA上的两点，试在OB边上找点P，使得∠MPN最大？

例8：（2006年上海市高考压轴题）已知函数y=x+a/x有如下性质：如果常数a＞0，那么该函数在[image: ]
 上是减函数，在[image: ]
 上是增函数。

（1）如果函数[image: ]
 的值域为[6，+∞），求b的值；

（2）研究函数[image: ]
 （常数c＞0）在定义域内的单调性，并说明理由；

（3）对函数[image: ]
 和[image: ]
 （常数a＞0）作出推广，使它们都是你所推广的函数的特例。研究推广后的函数的单调性（只需写出结论，不必证明），并求函数[image: ]
 [image: ]
 （n是正整数）在区间[1/2，2]上的最大值和最小值（可以利用你的研究结论）。

解：（1）因[image: ]
 ，当且仅当[image: ]
 时，等号成立则[image: ]
 ，解得b=log29
 。

（2）设0＜x1
 ＜x2
 ，则

[image: ]


当[image: ]
 时，y1
 ＞y2
 ，则函数[image: ]
 在[image: ]
 上是减函数；

当[image: ]
 时，y2
 ＞y1
 ，则函数[image: ]
 在[image: ]
 上是增函数；

又[image: ]
 是定义域上的偶函数，故其在[image: ]
 上是减函数，在[image: ]
 上是增函数。

（3）可以把函数推广为[image: ]
 （常数a＞0），其中n是正整数。

当n是奇数时，函数[image: ]
 在[image: ]
 上是减函数，在[image: ]
 上是增函数，在[image: ]
 上是增函数，在[image: ]
 0）上是减函数；

当n是偶数时，函数[image: ]
 在[image: ]
 上是减函数，在[image: ]
 上是增函数，在[image: ]
 上是减函数，在[image: ]
 0）上是增函数。

由于

[image: ]


因此，F（x）在[1/2，1]上是减函数，在[1，2]上是增函数。所以，当x=1/2或x=2时，F（x）取最大值（9/2）n+（9/4）n；当x=1时，F（x）取最小值2n+1。

【思维点拨】

1.木桶不等式一节的例2已给出了耐克不等式的一部分：当x＞0时，有[image: ]
 ，为基本不等式的直接推论。这里则从耐克函数出发，轻松派生出了其完整形式，可见函数是处理不等式问题的强有力工具。

2.数学源于生活，又高于生活。“耐克”本是商标名称，只因函数y=x+1/x的图象与该商标形似，所以就干脆把它叫做“耐克函数”吧，可算作生活走进数学的例子。

那数学走进生活呢？早已屡见不鲜。不是么！刚才从食堂打饭回来的小王还说：今天食堂N多的人，排了N久的队！

当别人问到你不熟悉的人时，你是不是也可以来句“不好意思，我和他的交集为空集”呢？

“为什么你是x，我是y，因为我心甘情愿因你而改变；如果你走了，定义域就成空集，我这个函数又有什么意义呢？”这样的表白足以使每一个懂数学的女孩为之感动！


第五章　万丈高楼平地起——基本不等式

【课堂掠影】

彭老师的PPT上映着几个大字——会说话的图形，显得格外醒目。

“图形会说话吗？”

“不会！”，“会！”，看来大家意见不一。

彭老师将PPT翻到下一页：“请看图1，它想告诉我们什么呢？”

“一个长方形被分成了四个长方形！”

“如果给每条线段都标上字母，大长方形的面积就是（a+b）（c+d），四个小长方形的面积分别是ac,bc,ad,bd，那么它们的面积之间有什么样的关系？”
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图1

[image: ]


图2

“大长方形的面积等于四个小长方形的面积之和！”

“用字母表示就是——”

“（a+b）（c+d）=ac+bc+ad+bd！”

“这不就是多项式的乘法吗？你瞧，简简单单一个图形，却蕴含了这样一个公式，看来图形可以告诉我们不少信息呢。当然，图形用的是数学语言，你只有用数学的眼光看它，才能听懂它无声的语言。好了，老师抛砖引玉，大家能再举出一些例子吗？”

同学们初步领略了数与形的完美结合，思维一下子就打开了。

“还是这样一个方块图，如果按图2划分，就得到（x+y）2
 =x2
 +2xy+y2
 。”

“得到了完全平方公式，真好！而且你发现这是刚才公式的特例：a=c=x,b=d=y。对吧？”彭老师补充道。

“如果按图3那样添条斜线，并且赋予x和y以新的意义，则大正方形去掉小正方形以后，剩下两个梯形，每个梯形的面积都是1/2（x+y）（x-y），于是它告诉我们一个公式：x2
 -y2
 =（x-y）（x+y）。”
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图3

“哇，太棒了！平方差公式！刚才大家所给的例子都是从图形中得出等式，那图形能不能告诉我们一些不等关系呢？请看——”

随着PPT的缓缓切换，大屏幕上出现了一个精美的图形（图4）。

“这是2002年在北京召开的第24届国际数学家大会的会标，这次国际数学家大会是第一次在发展中国家举行，而这个发展中国家就是——中国！（持续的掌声）大会的会标是根据我国古代数学家赵爽的弦图设计的，图形颜色的明暗变幻使它看上去像一个风车，风车能聚八面之风，意指中国愿接八方来客，愿与世界各地的数学家进行沟通和交流。大家说说看会标能告诉我们什么信息呢？你能找到一些相等或不等的关系吗？”

“正方形的四条边都相等！”

“图中的四个直角三角形是全等的！”

“大正方形的面积等于小正方形的面积与4个直角三角形的面积之和！”
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图4

“直角三角形的斜边长大于直角边长！”

“大正形方的边长大于小正方形的边长！”

“大正方形的面积大于小正方形的面积，也大于直角三角形的面积！”

……
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图5

“同学们说得都很好，我来总结一下。将图4中的“风车”抽象成图5单独研究，在正方形ABCD中有四个全等的直角三角形，设直角三角形的两条边的长为a,b（a＞b），那么正方形ABCD的边长为——[image: ]
 （勾股定理），正方形EFGH的边长为a-b。这样，四个直角三角形的面积之和为4×1/2ab=2ab，大正方形的面积为[image: ]
 ，小正方形的面积为（a-b）2
 ，它们之间有什么关系？”

“a2
 +b2
 =（a-b）2
 +2ab！”

“哇，图形中竟蕴藏了这么漂亮的一个恒等式！那是否有a2
 +b2
 ＞2ab？”

“有！大正方的面积大于小正方的面积。”

“两者会相等吗？小正方的大小固定吗？大家不妨用运动与变化的眼光再看看图形。”

“会相等！当正方形EFGH缩为一个点，即a=b时，有a2
 +b2
 =2ab，这时直角三角形变为等腰直角三角形。”

“所以，综合起来，我们总是有——”

“a2
 +b2
 ≥2ab！”

“你能给出证明吗？”

“移项，把2ab移到左边，用完全平方公式得（a-b）2
 ≥0，成立！”

“所以式子中的a,b是任意实数，它们的大小关系也是任意的，对吧？而当a≥0，且b≥0时，如果我们用a,b分别代替a,b，又会得到什么结论呢？”
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“而该式中的a,b应为非负实数，当且仅当a=b时，等号成立。好了，这就是今天所要学习的内容——基本不等式。”

【精彩故事】

从前有个金店的天平坏了，天平两臂的长度不相等。

店主是个吝啬之人，不想购置新天平，但又怕别人说他缺斤短两，于是他想出了一个自以为很公平的称量金子的方法：

先把黄金放入右边的托盘中，并在左边的托盘中增加砝码，这样得到一个读数；然后把黄金再放入左边的托盘中，在右边的托盘中增加砝码，也会得到一个读数。最后，把两个读数相加除以2，作为黄金的真实质量向顾客出售。

用这个办法，店主认为他买卖公平、童叟无欺了。

生意做得也倒“诚信”，还真有不少人买他的账。

一天，店里来了一位不速之客。

顾客：“老板，来200克黄金！”

店主：“好嘞！同样的黄金称两次……”

顾客：“且慢！老板，我这里有一个称法，不知是否愿意一试？”

店主知来者不善，但他决定先听听再说。

顾客的称法是这样的：

我要200克黄金，先把，在右盘中不断加黄金，直至天平平衡为止；然后，再在右盘放好100克的砝码放在左盘100克砝码，在左盘中不断加黄金，也至天平平衡为止。最后，把两次称得的黄金放在一起，就是100+100=200克黄金了。

店主心头掠过一丝不祥之感，但一时也猜不出其中蹊跷，只好照做。片刻后，称量完毕，店主搭眼一看，就知自己吃亏了，大呼一声“不妙！”。

“高人！高人呐！烦请高人指点迷津！”

这有何难。

“纸笔拿来！”

于是顾客和店主之间展开了如下一段对话。

“天平的工作原理是什么？”

“杠杆原理。”

“没错。杠杆原理是指作用在杠杆两端力的大小跟力臂成反比，即动力×动力臂=阻力×阻力臂。”

“接下来呢？”

“下面我们就用杠杆原理来求原来称法下黄金的真实质量：设天平左右两臂长分别为L1
 和L2
 （L1
 ≠L2
 ），两次称量的结果分别是a和b，黄金的真实质量为m，根据杠杆原理可以得到下面的两个等式：

[image: ]


解得[image: ]
 。”

店主一看和自己的结果不一样，便急着问：“这又怎样？我按（a+b）/2出售错在哪里？”

“由于天平的两臂长不等，所以两次的称量结果不一样，即a≠b，根据数学里不等式的知识知道：

对两个不相等的正数a,b，总有[image: ]
 。

所以，你向顾客多收钱了！”

店主自知理亏，便托辞道：“小人才疏学浅，不明其中之理，高人勿怪。”

“那按您的办法，为什么又多称了呢？”

“按我的称法，设两次称得黄金的质量分别为m1
 和m2
 ，就有
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于是两次称得的黄金质量就为[image: ]
 ，和刚才一样，有

[image: ]


则m1
 +m2
 ＞100×2=200。所以，您就吃亏了，哈哈！”顾客颇有几分自得之意。

“真是大开眼界！高人可否留下墨迹，以作开店之本？”

“笔墨伺候！”

须臾间，“科学经营，诚信兴商”八个大字便跃然纸上。

【不等式介绍】

一般地，对于任意实数a,b，由平方数的非负性知（a-b）2
 ≥0，展开得

[image: ]


当且仅当a=b时，等号成立。

特别地，如果a,b，我们用[image: ]
 分别代替a,b，可得

[image: ]


或许变形之后式子的几何意义更为明显，所以通常也把上式写作[image: ]
 。

[image: ]


这便是基本不等式：

如果a,b∈R+
 ，那么[image: ]
 ≤（a+b）/2，当且仅当a=b时，等号成立。

我们这就阐释其几何意义：如图，AB是圆O的直径，点C是AB上一点，AC=a,BC=（a+b）/2，则圆O的半径为。过点C作垂直于AB的弦DE，连接AD,BD。在Rt△ABD中，由射影定理得CD2=AC·BC，则[image: ]
 ，由于CD小于或等于圆的半径，所以[image: ]
 。显然，上述不等式当且仅当点C与圆心重合，即当a=b时，等号成立。

基本不等式（basiCinequality）是高中数学中最重要的一个不等式，在现行教材编排体系中（以人教版为例），基本不等式首先出现在《数学5》（必修），之后在《数学4-5（选修）》中又再次出现。基本不等式结构简单，均匀对称，两个正数通过加法，乘法，除法和开方四种运算，产生了它们的算术平均数（arithmetiCmean）和几何平均数（geometriCmean）的内在规律，实现了概念原理（基本不等式）、符号语言[image: ]
 、图形语言（几何图形）与自然语言（直角三角形斜边上的高不大于斜边之半）的有机结合和高度统一，数学之美，数学之奇，数学之简，数学之趣尽在其中，蕴含了丰富的数学文化特征和多样的数学智慧因素。

如下基本不等式的一些变式也经常用到，略去取等条件和参数的范围：

（1）若a,b∈R+
 ，则a2
 +b2
 ≥2ab,ab≤（a2
 b2
 ）/2；如果需要，还可配上参数：

[image: ]


（2）若a,b∈R+
 ，则[image: ]
 ；如果需要，还可配上参数：

[image: ]


（3）对于任意的实数a,b，都有a（a-b）≥b（a-b）；对于b＞0，有a2
 /b≥2a-b；对于a/b2＞0，有ab2
 ≥2/b-1a。

（4）若x＞0，则x+1/x≥2；若x＜0，则x+1/x≤-2。即若x≠0，则[image: ]
 。

（5）若ab＞0，则a/b+b/a≥2；若ab＜0，则a/b+b/a≤-2。即若ab≠0，则|a/b+b/a|≥2。

由（4）、（5）可见，耐克不等式仅是基本不等式的一个特例。

由基本不等式[image: ]
 知，对于两个正数，当其和为定值S时，其积有最大值S2
 /4；

当其积为定值P时，其和有最小值2P（即为木桶不等式一节的例3）。这一浅显的结论有极其广泛的应用，不要忽视了它！另外，基本不等式在求最值、比较大小、求变量范围、证明不等式、解决实际问题等方面有着广泛的应用。

【趣味案例】

一个简单的不等式，经过生活中实际背景的洗礼，就会变得趣味曼妙起来。

案例：适逢节假日，某商场推出了如下两种促销方案。

方案1：对商品先打7折，再打8折销售；

方案2：两次对商品都打七五折销售。

如果你是一个聪明的消费者，你会选择哪一种打折形式呢？

【案例分析】

案例：设商品原价格是M元，打7折后是0.7M元，打8折是0.8M元。按第一种方案打折后商品价格变为M×0.7×0.8=0.56M，按第二种方案打折后商品价格变为M×（0.7+0.8）/2×[image: ]
 ，由基本不等式的变式知

[image: ]


所以应该选择方案1。

若是聪明的消费者就不会误入打折陷阱，看起来第二种更省钱，其实不然。由此看来，掌握一些基本的数学知识，特别是不等式的相关知识，已成现代公民生活之必需。

【不等式证明】

数学中知识、定理虽多，但被称为“基本××”的却寥寥无几。一旦认真考究起来，数学前辈们在命名的时候可不是随意的。基本不等式的基本之处从其证明中就可略见一斑。

1.代数视角

（平均值换元法）令[image: ]
 ，其中a＞0，b＞0，则

[image: ]


所以[image: ]
 。

（增量换元法）不妨设a≤b，令t=b-a≥0，b=a+t，其中a＞0，b＞0，则

[image: ]


所以[image: ]
 。

2.方程视角

以[image: ]
 为根的一元二次方程为[image: ]
 即[image: ]
 ，此方程有根，所以判别式△=[image: ]
 ，即[image: ]
 。

3.函数视角

（）构造函数[image: ]
 显然，[image: ]
 ，则0＜x＜1时，f′（x）＜0，f（x）单调递减；x≥1时，f′（x）≥0，f（x）单调递增。

故x=1时，f（x）取得最小值f（x）=2，即x＞0时，f（x）=

x+（1/x）≥2。

则[image: ]
 。

（2）构造函数[image: ]


不妨令a＞b，则[image: ]
 ，因a/b＞1，则[image: ]
 为增函数[image: ]
 也为增函数，故f（x）在R上为增函数。

则

[image: ]


（3）构造函数[image: ]


因[image: ]
 +（a+b）≥0对x∈R恒成立。

则[image: ]
 。

（4）构造凸凹函数

设f（x）=ex，因f″（x）=ex＞0，故它是R上的凸函数，由Jensen不等式得[image: ]
 ，即[image: ]
 y），当且仅当x=y时等号成立。令x=a,y=b，即得[image: ]
 [image: ]
 ，当且仅当a=b时等号成立。

若构造函数f（x）=lgx，易知f（x）是凹函数，类似可得lga+[image: ]
 ，即是[image: ]
 。

4.统计视角

（1）构造方差

今视a,b为一组数据，由方差公式

[image: ]


则[image: ]
 。

（2）构造分布列

视a,b为一组随机变数，其分布列为

[image: ]


则[image: ]
 。

由Eξ2
 ≥（Eξ）2
 ，得[image: ]
 。

5.向量视角

构造向量[image: ]
 ，其中a＞0，b＞0，由[image: ]
 知[image: ]
 ，即[image: ]
 [image: ]
 。

6.复数视角

记[image: ]
 ，则z1
 ·z2
 =[image: ]
 。

因[image: ]
 表示z1
 ·z2
 的实部），则[image: ]
 ，即[image: ]
 。

7.解析几何视角

（1）借助点到直线的距离

如图由于直线[image: ]
 0（a＞0，b＞0）过原点，所以点[image: ]
 到直线[image: ]
 的距离应不大于该点到原点的距离，即是

[image: ]


[image: ]


图1

则[image: ]
 。

（2）借助面积

在直角坐标系中，构造关于x轴对称的两点[image: ]
 [image: ]
 （如图2）。

则[image: ]
 [image: ]
 。

又

[image: ]


[image: ]


则[image: ]
 。

（3）借助曲线

当a=b时，有[image: ]
 ，下设a＜b。如图3所示，在平面直角坐标系XOY中，设A是直线x+y=a+b与直线y=x的交点，其横坐标A′=（a+b）/2。现用双曲线xy=ab替换直线x+y=a+b，算得新的交点G的横坐标[image: ]
 。

[image: ]


图2

[image: ]


图3

因为f（x）=ab/x是凸函数，所以弦PQ位于曲线PGQ的上方，从而点G在点A的左侧，则G′＜A′，即[image: ]
 。

8.三角视角

（1）借助三角函数定义

构造两点[image: ]
 （如图4），将它们写成参数形式，即

[image: ]


则[image: ]


故[image: ]
 。

（2）借助余弦定理

如图4，在直角坐标系中，构造两点[image: ]
 ，则

[image: ]


[image: ]


图4

△AOB中，由余弦定理，得

[image: ]


因∠AOB∈[0，π]，则Cos∠AOB≤1，即[image: ]
 。

9.矩阵视角

设[image: ]
 a,b＞0，这是关于a,b的二次型函数，其矩阵[image: ]
 是半正定的，根据二次型定理，有f（a,b）0，即[image: ]
 ，当且仅当a=b时，等号成立。

10.平面几何视角

（1）直角三角形斜边上的高不大于中线模型

如图5，[image: ]


[image: ]


（2）切割线定理模型

如图6，AB=a,AC=b，

[image: ]


[image: ]


[image: ]


图5

[image: ]


图6

（3）赵爽弦图模型

[image: ]


（4）正方形正交切割模型

[image: ]


[image: ]


图7

[image: ]


图8

（5）正方形单向切割模型

如图，[image: ]


[image: ]


（6）直角三角形直角边小于斜边模型

如图10[image: ]
 。

（7）相似直角三角形翻折模型

如图11，Rt△ADC≌Rt△AEC,Rt△BDC≌Rt△BFC。

[image: ]


（8）梯形模型

如图12，BC=a,AD=b，

[image: ]


梯形AGHD∽梯形GBCH。

则

[image: ]


则GH在EF上方，[image: ]
 。

[image: ]


图9

[image: ]


图10

[image: ]


图11

[image: ]


图12

（9）矩形单向切割模型

[image: ]


（10）两圆外切模型

不妨设a＞b，画两个半径分别为a/2和b/2且彼此相切的圆周，则可作出如图14所示的直角三角形，易知[image: ]
 ，而a=b时的情况是显然的。

[image: ]


图13

[image: ]


图14

【不等式应用】

例1：若实数a,b满足a+b=2，则3a+3b的最小值是______。

解：3a和3b都是正数，由基本不等式知

[image: ]


当且仅当3a=3b时等号成立，又a+b=2，两者联立解得a=b=1，故3a+3b的最小值是6。

例2：若a＞b＞1，[image: ]
 [image: ]
 ，则P,Q，R的大小关系是_____。

解：因为a＞b＞1，所以lga＞0，lgb＞0，则

[image: ]


所以R＞Q＞P。

例3：当0＜x＜4时，求y=x（8-2x）的最大值。

解：由0＜x＜4知8-2x＞0，利用基本不等式求最值，必须和为定值或积为定值，此题为两个式子积的形式，但其和不是定值。注意到2x+（8-2x）=8为定值，故只需将x前凑上一个系数即可。

[image: ]


当且仅当2x=8-2x，即x=2时等号成立，故y=x（8-2x）的最大值为8。

例4：（2010年四川）设a＞b＞c＞0，求[image: ]
 -10ac+25c2的最小值。

解：

[image: ]


当且仅当[image: ]
 时，等号成立。故原式的最小值为4。

例5：设x,y，z为正实数，满足x-2y+3z=0，求y2
 /xz的最小值。

解1：考虑直接运用均值不等式，由已知x-2y+3z=0，得2y[image: ]
 ，即[image: ]
 ，两端平方即得y2/xz≥3。

解2：考虑消去其中某一变量后再利用均值不等式，由已知x-2y+3z=0，得[image: ]
 ，故[image: ]
 。

[image: ]


解3：考虑把条件往结论的形式上靠拢后利用均值不等式，由已知x-2y+3z=0，得[image: ]
 所以y2
 /xz≥3。

例6：（2011浙江卷理数16）设x,y为实数，若4x2
 +y2
 +xy=1，则2x+y的最大值是。

分析：条件中含有x,y的乘积及各自的二次项，联想到基本不等式[image: ]
 的变形[image: ]
 进行放缩，从而求得最大值。

解：由4x2
 +y2
 +xy=1得（2x+y）2=3xy+1=3/2×2xy+1[image: ]
 （当且仅当x=y时取“=”），则[image: ]
 [image: ]
 。故2x+y的最大值为[image: ]
 。

例7：已知a＞0，b＞0，求证[image: ]
 8。

证明：[image: ]
 [image: ]
 。

例8：已知△ABC的三边长分别为a,b，c，求证：（a+b-c）（b+c-a）（c+a-b）≤abc。

证明：由基本不等式得

[image: ]


[image: ]


三式相乘得证。

例9：已知a1
 ，a2
 ，……，an
 均为正数，且a1
 +a2
 +……+an
 =1，求证：

[image: ]


证明：显然，取等条件为a1
 =a2
 =……=an
 ，此时[image: ]
 a1
 /2，考虑为其配凑（a1
 +a2
 ）/4（当a1
 =a2
 时，也为a1
 /2）。于是，由基本不等式得[image: ]
 ，同理有

[image: ]


诸式相加即[image: ]
 [image: ]
 ，故

[image: ]


例10：已知xi
 ＞0（i=1，2，……，n），求证[image: ]
 [image: ]
 。

证明：由基本不等式得

[image: ]


以上各式相加移项即得证。

例11：设xi
 ＞0（i=1，2，……，n），且x1
 +x2
 +……+xn
 =1，求证：

[image: ]


证明：观察知，当x1
 =x2
 =……=xn
 =1/n时，要证的不等式中等号成立，于是想到构造以下不等式：

[image: ]


分别令i=1，2，……，n，累加得

[image: ]
 [image: ]
 ，所以[image: ]
 [image: ]
 ，得证。

【思维点拨】

已知x,y,z∈R+
 ，求函数[image: ]
 的最大值。

分析：若xy+yz≤k（x2
 +y2
 +z2
 ）（k为常数），且等号可以取到，则u≤k，那么k就是所求的最大值了。这就是说，只要建立了分子与分母之间倍数的不等关系，则u的最大值可求。若直接运用不等式[image: ]
 ，则有[image: ]
 ，并不能“约分”得到最大值。那本题是不是就不能用基本不等式求解了呢？当然不是！因为还可以这样用基本不等式：[image: ]
 [image: ]
 。基于此，考虑引入两个参数α，β，并运用基本不等式放缩，由“约分”条件确定α，β，进而求得最大值。

解：取待定正数α，β，由基本不等式得

[image: ]


令[image: ]
 ，解得[image: ]
 ，于是

[image: ]


所以[image: ]
 ，当且仅当[image: ]
 时，等号成立，即u的最大值为[image: ]
 。

基于基本不等式的“失效”，我们考虑引入两个正参数α，β后，再运用基本不等式放缩，并由“约分”条件确定α，β，从而求得最大值。当然也可对分母引进参数，再用基本不等式放缩，而且运算量比上述方法小。仿此题可解：已知不全为0的实数x,y,z,w，求[image: ]
 的最大值。

推广：设a,b为给定实数，x,y，z为任意不全为0的实数，则[image: ]
 的最大值为[image: ]
 ，最小值为-[image: ]
 。

证明：即证[image: ]
 ，即

[image: ]


亦即

[image: ]


由基本不等式的变式知

[image: ]


又由绝对值不等式知

[image: ]


且容易检验以上等号均可取到，故得证.

特别地，当a=1，b=2时，有[image: ]
 的最大值为[image: ]
 ，最小值为[image: ]
 。

猜想：设x,y为不全为0的实数，显然有[image: ]
 的最大值为1/2，即Cosπ/3；设x,y，z为不全为0的实数，已求出u（x，[image: ]
 的最大值为[image: ]
 ，即Cosπ/4。于是我们猜测：设ai（i=1，2，……，n）为不全为0的实数，则

[image: ]


的最大值为[image: ]
 。


第六章　各种平均数，究竟谁最大——均值不等式

【课堂掠影】

“……刚才说了高分段人数，下面我们再谈谈成绩的总体情况。这次数学考试（满分150），高一年级共有1123人参加，平均分数为89.7分；其中，我们班有62人参加，平均分为91.2分。所以，从整体上看，我班数学成绩高于年级平均成绩，希望大家再接再厉，再创辉煌！”

彭老师为大家带来了好消息，班里一下子就沸腾了。

“刚才我在分析成绩时，用到了‘平均’一词，谁还能再发现一些日常生活中的‘平均’呢？”

好多人都举手了，彭老师一一请他们陈述自己的发现。

“平均每班……”

“平均每人……”

“全班同学的平均年龄……”

“某家庭的日平均用电量……”

“工厂的日平均生产量……”

……

生活中的“平均”实在是太多了！无论是听新闻、看报纸、浏览网页或者是和周围的人交谈，差不多总要提到“平均”这一个词儿。每次听到或者讲到这两个字的时候，实际上我们都是在无意中走进了一大堆有趣的数学问题的边缘。然而也正是由于我们对“平均”这个词儿太熟悉了，觉得没有必要去进一步思索它的全部含义，所以每次触碰到这些数学问题时，我们又漫不经心地离开了它们，没有发觉到它们的存在。

“大家说了很多种‘平均’，我们举一个简单的例子。在某次考试中，小明考了90分，小娟考了80分，请求出他们的平均成绩。”

“相加除以2！就是（90+80）/2=85分。”同学们抢着回答。

“这太简单了！”有同学附和道。

“那为什么要这样算呢？或者这样问，有没有其他求平均值的方法呢？”

下面变得一片寂静。

沉思了一会儿，一位同学站起来说：“还可以这样算，他们的平均成绩是[image: ]
 分，这好像是数列那章学过的。”

“非常好！我们一起回忆一下：若a,A，b成等差数列，则A=（a+b）/2，A是a和b的算术平均数；若a,G，b成等比数列，则G=[image: ]
 ，其中[image: ]
 是a和b的几何平均数。对于刚才的例子，我们求出的是算术平均数，而就是几何平均数。”

同学们恍然大悟，都记起来了。

“刚才讲到了两种平均数，事实上，同一组数据的平均数还远不止这些。下面我借助长方形为大家一一介绍。”

如图，现有一个长为a，宽为b的长方形，其周长为2（a+b），其面积为ab。几何平均，很有可能来源于下述事实：作边长为x的正方形，使它的面积等于已有长方形的面积，易求[image: ]
 b），其中G是几何平均（geometriCmean）的首字母，G（a,b）称为正数a,b的几何平均数。

若使正方形的周长和已有长方形的周长相等，则有4x=2（a+b），x=（a+b）/2=A（a,b），其中A是算术平均（arithmetiCmean）的首字母，A（a,b）称为正数a,b的算术平均数。

[image: ]


那么其他几种平均如何而来？也可利用上述图形。

若要使正方形的对角线和已有长方形的对角线相等，那么[image: ]
 ，其中Q是平方平均（），（，），。

若要使正方形和长方形的面积与周长比相等，那么x2
 /4x=[image: ]
 ，其中H是调和平均（harmoniCmean）的首字母，H（a,b）称为正数a,b的调和平均数。

“定义了四种平均数以后，首先我们十分关心的是这几种平均数之间的关系。它们之间哪个大些，哪个小些？或者它们的大小关系本身就不确定？事实上，四种平均数有如下确定的大小关系：

[image: ]


这就是我们今天要学习的内容——均值不等式。”

【精彩故事】

早晨，菜市场。

买：喂，卖菜哩，这白菜多少钱一斤呀？

卖：两块，两块。这可是大棚菜，大冬天上哪儿找这么好的白菜呀！

买：咦，啥大棚菜呀，五块钱三斤，中不中？

卖：白菜啥时候也没有卖过这价儿！你再转转吧！

买：刚才那边儿都卖五块钱三斤哩，我瞅没有你的白菜好。中了买三斤，中不中？

卖：白菜真卖不了这价儿。哪儿有五块钱三斤你去哪儿买吧！

买：不卖算了，两块就两块。那你就给我称五块钱吧！

买菜的大概是个穷人，不然也不会如此讨价还价！如果是富人来买，就不会这么啰嗦，对话也简单得多。

买：喂，卖菜哩，这白菜给我来一斤！

卖：好嘞。

富人就是有钱，买菜根本不问价钱，自己需要多少就买多少。前后一对比，就可看出“贫富差距”（此处指时间上的差距），穷人买菜少说也得花上个四五分钟，富人买菜呢，一分钟之内绝对搞定！这可真是：穷人花时间买钱，富人花钱买时间！

下面用数学的眼光看问题。

假设白菜k元钱一斤，若照富人的买法：按需购买，就有一斤k元，两斤2k元，三斤3k元，……，这是一个正比例函数关系y=kx；穷人买菜就不一样了，他要计划着兜里的钱，没钱时就买一块钱的，那就是1/k斤，有钱时才买上两三块钱的，分别是2/k斤，3/k斤，……，这也是一个正比例函数关系，不过是y=x/k。y=kx，y=x/k，这不就是原函数和反函数吗？它们互为反函数！谁料两种k不同的购买方式却恰恰蕴含了数学里原函数与反函数的知识！我被感动了，为数学，也为生活。

感动之余不禁要问：富人和穷人的两种购买方式，到底哪个更经济划算一些呢？

什么才叫划算呢？单看谁买的白菜多是不对的，单看谁花的钱少也是不行的，应当计算两个人平均每斤白菜花了多少钱，谁少谁就划算！

简单起见，假设在每个月里，富人和穷人都在同一地点购买白菜，富人每一次总是买一斤白菜，而穷人每一次只拿一元钱来买白菜，不管能买多少。

设他俩在一个月内共买了n次白菜，每次每斤白菜的价格分别是a1
 元，a2
 元，……，an
 元。

富人每一次买一斤白菜，共花去a1
 +a2
 +……+an
 元，得到了n斤白菜，因此平均每斤白菜的价格为

[image: ]


穷人每一次只用一元钱买白菜，所以一共花去了n元，但他每一次得到的白菜的斤数分别为1/a1
 ，1/a2
 ，……，1/an
 ，因此平均每一斤白菜的价格为

[image: ]


至此，实际生活中的问题已转变成一个纯粹的数学问题了：对于同一组正数a1
 ，a2
 ，……，an
 ，是（a1
 +a2
 +……+an
 ）/n大，还是[image: ]
 大？

学过均值不等式的人就会知道[image: ]
 称为a1
 ，a2
 ，……，an
 的算术平均数，记作A（a1
 ，a2
 ，……，an
 ）；[image: ]
 称为a1
 ，a2
 ，……，an
 的调和平均数，记作H（a1
 ，a2
 ，……，an
 ）。那两者谁大谁小呢？

答案是：当a1
 ，a2
 ，……，an
 都相等时，才有A（a1
 ，a2
 ，……，an
 ）=H（a1
 ，a2
 ，……，an
 ）；当a1
 ，a2
 ，……，an
 不全相等时，就有A（a1
 ，a2
 ，……，an
 ）＞H（a1
 ，a2
 ，……，an
 ）。也就是说，对于任意的正数a1
 ，a2
 ，……，an
 ，总有A（a1
 ，a2
 ，……，an
 ）≥H（a1
 ，a2
 ，……，an
 ），当且仅当a1
 =a2
 =……，an
 。

所以，只要白菜的价格在变化，穷人的购买方式还是比较划算的。你看，还是咱穷人会过日子吧！

家底儿再富，终挡不住儿女挥霍无度；

家底儿再穷，精打细算也会步步为赢。

【不等式介绍】

n元均值不等式：设a1
 ,a2
 ，……，an
 是n个正数，则有

[image: ]


其中[image: ]
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分别称为a1
 ，a1
 ，……，an
 的调和平均数，几何平均数，算术平均数，平方平均数。

当n=2时，便得二元均值不等式：设a,b＞0，则

[image: ]


当且仅当a=b时，等号成立。

该不等式链曾被选作2009年太原市高中数学竞赛试题，是我国中学数学课本中鲜有的一个基本不等式链，蕴含了数学的统一简洁之美，备受数学教师和数学爱好者之青睐，人们对于寻求它的无字证明更感兴趣，下面简单介绍一些。

（1）直角模型

[image: ]
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图1
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（2）切割线模型
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图2

（3）半圆模型
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图3

[image: ]
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2010年湖北省高考理科数学第15题也取材于该不等式链的证明：设a＞0，b＞0，如图，C为线段AB上的点，且AC=a,CB=b,O为AB的中点，以AB为直径作半圆。过点C作AB的垂线交半圆于D，连结OD,AD,BD。过点C作OD的垂线，垂足为E。则图中线段OD的长度是a,b的算术平均数，线段____的长度是a,b的几何平均数，线段_____的长度是a,b的调和平均数。
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另外，由柯西不等式知

[image: ]


则[image: ]
 。

由柯西不等式知

[image: ]


则[image: ]
 。

由此可见，均值不等式和柯西不等式在有些地方是相通的。从辩证法的角度讲，事物的联系是普遍的、客观的，所以注意一些重要不等式之间的内在联系对初学者来说是必要的。

供有兴趣的读者参考，下面再对均值不等式做三个维度的推广：指数推广（幂平均不等式）、权数推广（加权平均数）和指数、权数双重推广（加权幂平均不等式）。


幂平均不等式


定义：如果P是一个非零实数，我们可以定义正数a1
 ，……，an
 指数为P的幂平均为[image: ]
 。

照此，H（n）=M-1
 （a1
 ，……，an
 ），A（n）=M1
 （a1
 ，……，an
 ），Q（n）=M2
 （a1
 ，……，an
 ），那G（n）呢？这就需要补充Mp
 （a1
 ，……，an
 ）在P=0处的定义：

[image: ]


这可以保证函数Mp
 （a1
 ，……，an
 ）在实数集R上是连续的。

下面我们说明有[image: ]
 ，其中要用到洛必达法则：

[image: ]


定义过后，幂平均不等式就是：一般地，如果P＜q，则MP
 （（a1
 ，（a2
 ……，an
 ）≤Mq
 （a1
 ，……，an
 ），当且仅当a1
 =a2
 =……=an
 时，等号成立。

于是，均值不等式就是幂平均不等式的一个特例：

[image: ]



加权平均数


前面所讲的各种平均，有一个共同特点，就是在求平均的过程中，我们对待各个原始数据是一视同仁的：既不特别看重a1
 ，也不刻意贬低a2
 。在各个平均数的表达式中，我们可以随意交换数据ai
 和aj
 的位置而不影响平均值的大小，每一个数据的地位是相同的。这种求平均的方式有点硬性拉平的味道，在许多实际情况下是不合适的。

因为在实际生产生活中，各个数据所占的比重往往不同，我们常常给它们配一个系数，以反映其在求平均过程中所起的作用。如现在大学里学生每门功课的成绩都是按平时成绩40%，期末考试成绩60%的比重加权而得的，平均学分则是以每门功课所占的学分为权重加权平均而得。在这样的实际背景下，就产生了加权平均数：

如果有一组数满足条件P1
 +P2
 +……+Pn
 =1，诸Pi
 ＞0，那么称数

[image: ]


为数组a1
 ，a2
 ，……，an
 的加权平均数，Pi
 为ai
 的加权系数。

加权平均也可定义为

[image: ]


其中诸qi
 ，若令[image: ]
 ，这就回到了原来的定义。

算术平均是加权平均的一个特例，相当于加权系数彼此相等，即诸Pi
 皆为1/n的情形。

加权幂平均不等式

我们还可以引入加权幂平均作为加权平均概念的推广。

我们把

[image: ]


其中诸Pi
 ＞0，且P1
 +P2
 +……+Pn
 =1，或者

[image: ]


其中诸qi
 ＞0，叫做a1
 ，a2
 ，……，an
 的加权幂平均。

和前面一样，这里的M0
 （a,P）和Mo
 （a,q）是没有意义的，我们必须补充定义：

[image: ]


自然地，我们也会这样问：加权幂平均是否具有幂平均所具有的性质？比如，若α＜β，是否一定有Mα
 （a,P）≤Mβ
 （a,P）？答案是肯定的，这便是加权幂平均不等式：

一般地，如果α＜β，则Mα
 （a,P）≤Mβ
 （a,P），当且仅当a1
 =a2
 ……=an
 时，等号成立。

【趣味案例】

一个简单的不等式，经过生活中实际背景的洗礼，就会变得趣味曼妙起来。

案例1：甲乙两人同时同地沿同一条路线走到同一地点，甲有一半时间以速度m行走，另一半时间以速度n行走；乙有一半路程以速度m行走，另一半路程以速度n行走。若m≠n，问：甲乙两人谁先到达指定地点？若m=n，结果又会怎样？

案例2：已知圆柱体的体积为V，求其表面积最小时，圆柱体的高与底面半径的比值。

案例3：某广告宣称，如果买溜溜蛋卷，里面会有红、黄、蓝、绿、黑共五种颜色的卡片。只要集齐五种颜色卡片，就可向商店换一只溜溜球。结果是：许多孩子买了许多包溜溜蛋卷，却总也集不齐，特别是缺少红色的一张。请从数学角度分析这桩商业案例。

【案例分析】

案例1：设从出发点到指定地点的路程为S，甲乙两人走完这段路程所用的时间分别为t1
 和t2
 ，由题意得
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则[image: ]
 ,

若m≠n，由二元均值不等式知[image: ]
 ，则t1
 ＜t2
 ，甲先到达指定地点；若m=n，显然t1
 =t2
 ，两人同时到达指定地点。

案例2：设圆柱体的底面半径为R，高为h，表面积为S，则有V=πR2
 h,h=V/πR2
 ，故

[image: ]


当且仅当[image: ]
 ，即[image: ]
 时，等号成立。所以表面积有最小值[image: ]
 ，此时[image: ]


如果你仔细留心一下超市里出售的罐头瓶子，就会发现它们的形状大致都是高和底面直径基本相等的圆柱形，还有革命年代喝茶用的搪瓷缸等，这些生活现象都是基于本例中的数学原理，在容积一定的前提下致力于用料最省。

案例3：设买一包溜溜蛋卷，其中有红、黄、蓝、绿、黑卡片的概率分别是P1
 ，P2
 ，P3
 ，P4
 ，P5
 ，显然P1
 +P2
 +P3
 +P4
 +P5
 =1。按红、黄、蓝、绿、黑次序集齐五种颜色卡片的概率是P1
 ·P2
 ·P3
 ·P4
 ·P5
 ，如果不论次序，则可获得溜溜球的概率是A=（P1
 ·P2
 ·P3
 ·P4
 ·P5
 ）·5！，由均值不等式知，此概率最大当且仅当P1
 =P2
 =P3
 =P4
 =P5
 ，这就是说，那位老板投放卡片时，五种颜色平均放，即各投20%，此时可以算得A=0.0384，这个概率已经相当小了！更何况某些黑心老板在投放卡片时故意使某种颜色的卡片极少，那样A值就会变得更小了。

【不等式证明】

二元、三元均值不等式易证，详情不表，难点是推广到n元情形的证明。

n元均值不等式的证明可用数学归纳法，倒推归纳法（19世纪法国大数学家柯西创造），这两种证法都利用了比较容易证明的事实——当n=2m时均值不等式成立。均值不等式的证明还可用逐步调整法，这三种证法的细节可参考我国老一辈数学家为高中数学竞赛所写的科普小丛书中的《平均》一书（史济怀，科学出版社，2002）。另外，依据函数凸凹性，利用Jensen不等式也可证明均值不等式，详见P175案例3。

值得一提的是，均值不等式中H（n）≤A（n）≤Q（n）还有概率证法：构造一维离散型随机变量X的分布列如下表：

[image: ]


由分布列可知，[image: ]
 [image: ]
 ，结合D（X）=E（X2）-（E（X））2≥0便得，[image: ]
 ，当且仅当a1
 =a2
 =……=an
 时等号成立；

构造一维离散型随机变量Y的分布列如下表：

[image: ]


由分布列可知，E（Y）=n,E（Y2
 ）=（a1
 +a2
 +……+an
 ）（1/a1
 +1/a2
 +……+1/an
 ），结合D（X）=E（X2）-（E（X））2
 ≥0可得，（a1
 +a2
 [image: ]
 ，即[image: ]
 [image: ]
 ，当且仅当[image: ]
 ，即a1
 =a2
 =……=an
 时等号成立。

概率证法的关键是D（X）=E（X2）-（E（X））2≥0，将其表达式写出就会发现其本质是柯西不等式。而G（n）≤A（n）比较简单的证明是利用ex≥ex：

[image: ]


则[image: ]
 ，即[image: ]
 [image: ]
 。将其中诸ai皆换作1/ai
 便得

[image: ]


整理即H（n）G（n）。

最后，提供均值不等式的一种别致证法，既基本又精巧！

引理：若ai
 ＞0，i=1，2，……，n，且a1
 a2
 ……an
 =1，则a1
 +a2
 +……+an≥n，等号当且仅当a1
 =a2
 =……=an
 =1时成立。

证明：设xi
 =lnai
 ,i=1，2，……，n，则

[image: ]


由ex
 ≥x+1知

[image: ]


下面利用引理证明n元均值不等式：

[image: ]


而[image: ]
 ，由引理知上式成立，则H（n）≤G（n），等号当且仅当[image: ]
 [image: ]
 ，即a1
 =a2
 =……=an
 时成立。

[image: ]


而[image: ]
 ，所以由引理知上式成立，G（n）≤A（n）.等号显然当且仅当a1
 =a2
 =……=an
 时成立。

（Ⅲ）令c=（a1
 +a2
 +……+an
 ）/n，再令ai
 =c+αi
 ,i=1，2，……，n，则

[image: ]


[image: ]


等号当且仅当α1
 2
 +α2
 2
 +……+αn
 2
 =0，即a1
 =a2
 =……=an
 时成立。

【不等式应用】

例1：（2009年清华大学自主招生试题）已知x,y，z＞0，a,b，c是x,y，z的一个排列，求证：a/x+b/y+c/z≥3。

证明：此题多用排序不等式证明，且不易想到。其实，用均值不等式可一步到位：由题意知abc=xyz，则[image: ]
 =3。

例2：已知a,b，c∈R+
 ，求证：[image: ]
 [image: ]
 。

证明：将原不等式整理，易得[image: ]
 ，看到右边的系数3，考虑将左端拆分为三个正数之和，再运用均值不等式，于是有

[image: ]


当且仅当a=b=c时，等号成立。

题中的不等式很有意思：由均值不等式我们知道[image: ]
 [image: ]
 ，那它们的差随着指数会怎样变化呢？本题给了我们回答。而且，一般地可以证明

[image: ]


例3：设n∈N*
 ，证明：n！＜[（n+1）/2]n。

证明：此题用数学归纳法可证，用倒序相乘的思路也可证：记T n=n！=1×2×……×n，倒写Tn
 =n×（n-1）×……×1，则

[image: ]


其实，最简单的证法还是用均值不等式：

[image: ]


例4：（2006年清华大学自主招生试题）已知a,b为非负实数，且a+b=1，求M=a4
 +b4
 的取值范围。

解：一方面，由题意知0≤a≤1，0≤b≤1，于是M=a4
 +b4
 ≤a+b=1，当且仅当a,b之一为0，另一为1时，等号成立；

另一方面，由均值不等式得

[image: ]


于是

[image: ]


当且仅当a=b=1/2时，等号成立。

综上所述，M的取值范围是[1/8，1]。

若熟悉幂平均不等式，则可一招制敌：[image: ]
 [image: ]
 。另2000年上海交通大学自主招生考试有一题与此类似，留给读者练习：

[image: ]


例5：（2009年清华大学自主招生试题）设x,y∈R，且x+y=1，求证：对任意正整数n，有[image: ]
 。

证明：此题的背景仍是幂平均不等式：[image: ]
 [image: ]
 。下面给出纯均值证法。

容易知道当x=0或y=0或x,y中有一个为负数时，上述结论显然成立，也就是说本题只要证明当x,y均为正数时结论成立即可。

[image: ]


两式相加整理即得证。

例6：在桌子上挂有一盏灯，若桌面上点P与灯的水平距离为S，问当灯挂在离地面多高时，P点的亮度最强？

[image: ]


解：设从P点出发至灯的仰角为α，根据物理学知识，P点的亮度I与角α的正弦成正比，与P点到光源的距离r的平方成反比，即可设

[image: ]


因为r=S/Cosα，所以I=ksinαCos2
 α/S2
 ，又

[image: ]


故[image: ]
 ，当且仅当2sin2
 α=Cos2
 α，即[image: ]
 时，等号成立。

于是，当灯挂在离地面高为[image: ]
 时，P点亮度最强。

例7：（第39届IMO试题）设x,y,z是正实数，且xyz=1，求证：

[image: ]


证明：观察知当x=y=z=1时，原不等式等号成立，此时

[image: ]


考虑到“≥”在均值不等式中表现为“和”与“积”的转换，且原不等式左边每一项分子均为三次方，故想到给原不等式左边每一项配上两项，这两项的值当x=y=z=1时都为1/4，且能通过均值放缩消去原项分母中的（1+y）（1+z），（1+z）（1+x），（1+x）（1+y）。为此对原不等式左边第一项配凑[image: ]
 ，其余类似，即

[image: ]


同理

[image: ]


以上三式相加得

[image: ]


例8：（2008年浙江大学自主招生试题）已知a＞0，b＞0，n∈N*
 ，求证：

[image: ]


证明：由均值不等式知

[image: ]


则[image: ]
 [image: ]
 ，所以可加强地证[image: ]
 [image: ]
 。

而

[image: ]


得证。

下面结合两个具体问题谈谈均值不等式的应用。

洗衣服问题：洗衣服时，清水漂洗是不可或缺的一步。设衣服上还残留含有污物的水1斤，用20斤清水来漂洗，怎样才能漂得更干净呢？

如果把衣物一下子全都放进20斤清水里，连同衣服上那1斤水，一共21斤水。假定经过充分揉搓和涮洗后，污物均匀分布在这21斤水里。捞起衣服，拧干，衣服上仍有1斤水，但这1斤水和开始的1斤水大不相同，它含有污染物1/21斤，是原来的1/21。

如果赶时间或是有什么急事，这样一次漂洗的情况时有发生，而且漂洗效果也还不错。但通常你不会这么做，你会把20斤水分两次用，比如第一次用5斤，使污物减少到1/6，再用15斤，把污物减少到1的1/6的1/16，即1/96。可见，分两次漂洗，效果好多了。

如果两次用的水一样多呢？同样的方法，可以算出残留的污物为原来的1/121，效果更好了！

要是时间够用，你又不怕麻烦，且衣服是耐得住多次漂洗的，干嘛不再多分几次呢？如果分n次漂洗，每次用同样的水20/n斤，可

知最后残留污物为原来的[image: ]
 。

一般地，设衣服充分拧干之后残存水量为w斤，其中含有污物m0
 克，可供漂洗用的清水有A斤，我们把A斤清水分n次使用，每次分别用a1
 ，a2
 ，……，an
 （斤），经过n次漂洗后，衣服上还有多少污染物呢？易求n次漂洗之后，衣服上残存的污物为

[image: ]


其中a1
 +a2
 +……+an
 =A。

由均值不等式知

[image: ]


即[image: ]
 ，则

[image: ]


当且仅当a1
 =a2
 =……=an
 =A/n时，等号成立。

上述推理表明：对于固定的漂洗次数n，当每次的用水量相等时，残存污物最少，即洗得最干净。

接下来的问题是：如果洗上很多很多次，是不是能用一定量的水把衣服洗得要多干净有多干净呢？

为了回答这个问题，我们有必要谈谈自然底数e是怎么来的。

数e的来历：对于数列[image: ]
 ，记an
 =[image: ]
 [image: ]
 ，显然an
 ＞1，由几何平均数不大于算术平均数知

[image: ]


所以{an
 }是N*
 上的严格单调递增数列。

[image: ]
 ，有bn
 ＞1，由几何平均数不小于调和平均数知

[image: ]


所以{bn
 }是N*
 上的严格单调递减数列。

数列{an
 }与{bn
 }有着紧密的联系：n∈N*
 ，有an
 ＜bn
 ，结合前面关于单调性的论述就有a1
 ≤an
 ＜bn
 ≤b1
 ，可见{an
 }与{bn
 }均为有界数列。

于是，数列{an
 }单调递增且有上界，由单调有界定理知{an
 }是收敛的，我们通常用拉丁字母e代表该数列的极限，即[image: ]
 ；于是

[image: ]


数列[image: ]
 的极限为我们引入了一个新的无理数e，而且在高等数学中，把极限[image: ]
 视作重要极限之一，它在经济、金融、机械、工程等众多科学领域中都有广泛的应用。数e和圆周率π一样，不仅是无理数，而且还是超越数，即它们都不是任何整系数的代数方程的根。利用电子计算机，可以把这两个数算到小数点后好几百位，数e的小数点后15位的值是e=2.718281828459045……。

有了这些知识作为铺垫，我们再来研究洗衣服问题。

在每次平均用水的前提下，由数列[image: ]
 关于n单调递增知，把A斤水均分为n+1次要比均分为n次洗得干净。由[image: ]
 知，当分的份数n趋于无穷大时，mn并非无穷小，而是有一个极限，记为m*，则有mn
 ＞[image: ]
 ，可见，用一定量的水并不能把衣服洗得要多干净有多干净，这似乎有点出乎我们的意料。

需要指出的是，上述洗衣服问题仅仅是一个理想化了的模型。比如，我们假设在每次漂洗过后，污物能均匀分布到水里，这就很难办到，只是我们的一厢情愿。另外，多洗几次固然省水，可花费的时间必然增多了，在生活快节奏的今天，显得并不明智。算出来的结果是，n越大越好，但洗得次数多，衣服就容易弄皱甚至是破损。其实，在实际生活中，我们一般漂洗个三四次也就足够了，全自动洗衣机设定的三次漂洗也足以把残留污物变得很少很少，所以这并不是因为怕麻烦，而是衣服的漂洗完全已达到了理想的要求。

【思维点拨】

已知a1
 ，a2
 ，……，an
 是n个正数，满足a1
 a2
 ……an
 =1，求证：

[image: ]


此题证法有多种，这里考虑用均值不等式证明。

解题宜从简单或特殊的情形入手，对于不等式证明，则可以先抓取等条件。易见，当a1
 =a2
 =……=an
 =1时，原式中等号成立。这有什么用呢？它明示了等号可以取到，提醒我们左边不能放缩太小，如不能采用严格的不等式放缩。其次，它告诉我们平均地看，a1
 ,a2
 ,…，an
 大致与相当。

这样的放缩估计你会尝试：对于诸ai
 ，直接由基本不等式得2[image: ]
 ，则

[image: ]


而[image: ]
 ，放缩过头了！另外[image: ]
 中的等号当且仅当ai
 =2时取得，所以①式中的等号是不能取到的（由条件a1
 a2
 ……an
 =1限制），所以有

[image: ]


这样的结果于证明无益。

证明陷入困境，开始的分析能为我们吹来一缕春风，越是简单的东西越有威力！取等条件做风向标，指引我们将2+ai
 拆分为1+1+ai
 ，再用均值不等式放缩

[image: ]


于是
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这样的放缩显然优于②式，而且恰好达到所要证的目标。

取等条件做指引，恰当分拆，逐一放缩，何其妙哉！


第七章　柯西讲的不等式的故事——柯西不等式

【课堂掠影】

在黑板上写下一个向量不等式：

[image: ]
 之后，彭老师开始了他今天的新课。

“这个式子对吗？”

“对！”

“怎么证明呢？来，你来说说。”彭老师示意一位男同学回答。

“老师，我是这样想的：要证明[image: ]
 ，根据数量积的定义，它等价于[image: ]
 ，也就是|θ|，而这是显然的。好了，得证！”

仿佛这位同学正在汇报什么重要的事情似的，“得证”二字被说得格外响亮，以示结束。

“答得不错，不过我不明白你说的θ是什么呀？”

“哦，老师，我忘记说了，角θ是向量→m和→n的夹角！”这位同学连忙补充道。

“嗯，在数学证明中，当引入新的变量时，一定要记得交代清楚。以后注意啊！”

男同学不好意思地挠了挠头。

“好，请坐。大家都认同他的回答吗？”

“认同！”大家出奇地一致。

但是——但是就在这时，一个女生怯怯地站了起来，说：“彭老师，我觉得刚才的证明有点问题。”

“咦，有什么问题呢？你说说看！”

“由[image: ]
 如何得到|Cosθ|≤1呢？如果是做除法的话，就必须考虑[image: ]
 的情形。所以说[image: ]
 与|Cosθ|≤1是不等价的，你也没说→m和→n是不是非零向量呀！”

“那你有什么补救的办法吗？”

“有。如果→m和→n中有一个是→0的话，原不等式两边都是0，也成立！”女生的回答并没有结束，“其实直接移项就好了，即|→m|·[image: ]
 ，因为[image: ]
 ，所以是成立的，而且还可以看出等号成立的条件。”

“好！好！非常好！”彭老师又激动了，“在平面直角坐标系中，向量和有序实数对一一对应，那我现在就设→m=（x1
 ，y1
 ），→n=（x,y），大家把刚证明过的向量不等式坐标化吧！”

[image: ]
 不一会儿，同学们就给出了答案。

“平方一下吧！把烦人的根号去掉，就会得到（x1x2+y1y2）2≤（x12+y12）（x22+y22）①，是不是更优美了？”彭老师把这个“新鲜出炉”的不等式用粉笔框了起来。

“刚才我们给向量设的是二维坐标，那如果设的是三维坐标呢？也就是说把向量→m和→n看作空间向量。大家再试试看。”

由于彭老师没有事先设定字母，大家得到的答案五花八门，但本质上都是这样一个式子：[image: ]
 [image: ]
 。仍然平方，把根号去掉，即

[image: ]


彭老师把这个不等式也框了起来。

“看这两个不等式，它们是多么的对称、优美、和谐与统一呀！大家看好了，我再写一个不等式，请判断是否成立。”

三下五除二，彭老师就在黑板上又写出了个不等式：

[image: ]


同学们沉思了几分钟，终于有几位同学小声说着：成立，是成立的。

“为什么成立呢？”彭老师试探性地问。

一位同学站起来说：“这个不等式其实是刚才两个不等式的推广，现在是n维向量空间。设[image: ]
 bn
 ），根据[image: ]
 可以得到

[image: ]


平方一下就是了。”

“哦，确实是这样子。”其他的同学也恍然大悟，看透了其中之玄机。

但唯独彭老师不买账的样子，继续追问：“在n维向量空间中，还有[image: ]
 成立吗？”

“当然成立了，道理不是和之前的一样吗？”

“仍然记θ为向量→m和→n的夹角，是因为|Cosθ|≤1吗？”

“是的。”

“那么请问，n＞3时的θ是否有几何意义？为什么又有|Cosθ|≤1呢？在二维和三维空间中，向量可以用有向线段来表示，向量的夹角自然地也就可以看作是有向线段的夹角，那么就有|Cosθ|。但n（n）维空间呢？”

同学们默不作声，彭老师继续阐释。

“这时向量→m=（a1
 ，a2
 ，……，an
 ），→n=（b1
 ，b2
 ，……，bn
 ）已失去了几何直观性，向量的“夹角”也就无法再看作有向线段的夹角了。所以，直接说|Cosθ|≤1有失严谨，因为这里θ的意义都不清楚。

大家听明白了吗？”

“明白了，但是老师，在n维空间中，向量的夹角又是怎么定义的呢？”

“问得好！③式虽然无法用向量不等式来证明，但这不影响它的正确性。其实，它就是数学里大名鼎鼎的柯西不等式，它是正确的！有柯西不等式做后盾，我们就有[image: ]
 ，也就可以定义向量→m和→n的夹角为[image: ]
 ，因为可以保证[image: ]
 。大家切不可颠倒了因果关系。”

“老师，能详细地讲一讲柯西不等式吗？”

“好啊！这是不等式章节里的重点内容。”

【精彩故事】

家，夜晚。

夜晚啊，我喜欢静谧的夜晚。

夜里，可以什么都想，也可以什么都不想。我可以拥有大量自由的时间，也可以拥有一个谁都无法进入的世界，这是白天在学校里所无法实现的。

把呆呆地望着天花板的眼睛缓缓闭上后，我开始回想着今天课堂上所学的内容。

彭老师从一个向量不等式[image: ]
 出发，引出了柯西不等式，而柯西不等式又是那么的对称、优美和迷人。如果引入求和符号，就可以把柯西不等式写得简洁些：

[image: ]


柯西不等式真是一个神奇的不等式！

我又想到了物理老师上课讲的一个题目：

铅球运动员在掷铅球时，铅球距离地面的高度为h，铅球出手时的速度大小为v0
 ，与水平方向的夹角为θ，问：θ为何值时，可使铅球的水平射程最远？最远距离又是多少？

躺在床上自然没办法画图，算了，就靠大脑想吧！其实这个问题并不算很难。对，就是一个斜上抛运动嘛！按照惯例，我们把铅球的运动分解为水平方向上的匀速运动和竖直方向上的匀变速运动。

水平方向：铅球做匀速运动，速度大小为v0
 Cosθ。

竖直方向：铅球做匀变速运动，初速度大小为v0
 sinθ，竖直向上；加速度大小是重力加速度g，竖直向下。

下面就是列运动方程了。设铅球的运动时间为t，得到

水平方向：铅球位移x=v0
 tCosθ①。

我怎么又回到上课时的思路了呢？白天我就是这样想的，但物理老由②式解出时间t，然后代入①式求得x的最大值吗？哎呀，师说这样做会很麻烦，很少有人能够做得出来。我的脑海里还浮现着物理老师那不容置疑的表情。

竖直方向：铅球位移为h=-v0
 tsinθ+1/2gt2
 ②。

好吧，先搁在这里。不过，物理老师讲了一种巧妙的方法，好像是什么速度的矢量三角形？啊，真是太巧妙了，以致我现在一点也想不起来了。

这样一个问题就在一个小小的三角形中解决了？当时的我惊诧不已。那通常的思路为什么就不行了呢？也不知道哪来的勇气，我决定挑战一下权威，或许是因为我现在有大把思考的时间吧。

②式是关于t的一元二次方程，用求根公式把t解出来吗？好麻烦啊！我费了九牛二虎之力才把它整理为标准形式：gt2
 -2v0
 tsinθ-2h=0。我尽量使自己的注意力集中：判别式△=[image: ]
 于是取正根得
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哇！成功一半了。我把时间t的公式又复述了好几遍，以免自己忘记。向最终结果进发吧！我给自己鼓了鼓劲儿。

水平位移[image: ]
 ，好复杂一个式子呀，要想求它的最大值，就是求式子A=v0
 sinθCosθ+[image: ]
 的最大值，该怎么求呢？我的耳边又回响起物理老师的话：这样做是很麻烦的，记住上课讲的方法就可以了！失望立刻充溢了我的心头。

不行！我不能轻易放弃！我又开始仔细分析起式子的结构：A是两项的和，v0
 sinθCosθ和Cosθ[image: ]
 ，每一项又都是乘积的形式，要求最大值，最大值必然是一个定值……。

突然灵光一闪，柯西不等式！柯西不等式？对！就是它！试试吧！把vθθ看作是（vθ）×θ，把θ[image: ]
 看作是Cosθ×[image: ]
 ，这样就出现了两组数（v0sinθ，Cosθ）和[image: ]
 ，根据柯西不等式得到
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咦，不对呀？右边不是一个定值。该怎么办呢？

该怎么办呢？真的不行了吗？哈哈！我突然兴奋得要叫出声来，但赶紧用被子捂住自己的嘴，警告自己：这可是夜里！

柯西不等式果真是个神奇的不等式，把刚才的方法稍微调整一下：两组数改为

[image: ]


也即是有

[image: ]


水平位移x的最大值就是[image: ]
 。哇！解出来了，和上课时老师求出来的最大值一模一样。

此时的θ又是多大呢？这就好办了，根据取等条件有[image: ]
 [image: ]
 ，解得……。

哦，好复杂的一个式子啊！太困了，先睡觉吧。

【不等式介绍】

柯西不等式是在数学分析和数学物理方程研究中的一个非常重要的不等式。柯西不等式有二维形式、三维形式等，一般形式是n维形式，它们分别对应着不同维数的向量不等式，本质上是一致的。

奥古斯丁·路易·柯西（CauChy, Augustin-Louis，1789-1857），19世纪前半叶法国最杰出的数学家，复变函数论的奠基人。柯西最重要的数学贡献在微积分、复变函数和微分方程等方面，此外，对力学和天文学也有许多贡献。柯西一生著述颇丰，共出版了7部著作，其论文全集包括789篇论著，从1882年开始出版，直到1974年才出齐最后一卷，总共多达24卷。整个数学领域中许多公式、定理和方法都冠有柯西的大名，柯西不等式只是其中之一。

二维形式的柯西不等式：若a1
 ，a2
 ，b1
 ，b2
 都是实数，则（a1
 2+a2
 2
 ）（b1
 2+b2
 2
 ）≥（a1
 b1
 +a2
 b2
 ）2
 ，当且仅当a1
 b2
 =a2
 b1
 时，等号成立

二维形式的柯西不等式反映了4个实数之间的某种特定数量关系，不仅排列形式上整齐规律，具有简洁、对称的美感，而且在数学和物理中有重要作用。它是柯西不等式的最简形式。

[image: ]


三维形式的柯西不等式：若a1
 ，a2
 ，a3
 ，b1
 ，b2
 ，b3
 都是实数，则（a1
 2
 +a2
 2
 +a3
 2
 ）（b1
 2
 +b2
 2+b3
 2
 ）≥（a1
 b1
 +a2
 b2
 +a3
 b3
 ）2
 ，当且仅当a1
 b2
 =a2
 b1
 ，a1
 b3
 =a3
 b1
 ，a2
 b3
 =a3
 b2
 时，等号成立。

n维形式的柯西不等式：若a1，a2，……，an；b1，b2，……，bn都是实数，则（a12+a22+……+an2）（b12+b22+……+bn2）≥（a1b1+a2b2+……+anbn）2，可简写为[image: ]
 ，当且仅当λai=bλ为常数i=n时等号成立

注：通俗一点表述，柯西不等式的取等条件其实是数组a1
 ，a2
 ，……，an
 与b1
 ，b2
 ，……，bn
 对应成比例，但如果写作a1
 /b1
 =a2
 /b2
 =……=an
 /bn
 的话，就默认了诸bi
 皆不为0，显然是不合适的，但也有补救之法：可约定当某个bi
 =0时，相应的ai
 =0。取等条件的另一种常见错误表示为ai
 =λbi
 （λ为常数，i=1，2，……，n），这至少遗漏了“当诸i全为0，但诸bi
 不全为0时取等号”的情形。

由于式子中各项只要为实数即可，所以柯西不等式的应用范围很广，只需简记为“平方和的乘积不小于乘积和的平方”。另外，取等条件是运用不等式时不容忽视的细节，需牢记。以下两个柯西不等式的变形更为常用。

变形1：若ai
 ∈R,bi
 ＞0（i=1，2，……，n），则

[image: ]


变形2：若ai
 ＞0，bi
 ＞0（i=1，2，……，n），则

[image: ]


柯西不等式的向量形式：设→a，→b是两个向量，则|→a·→b|≤|→a||→b|，当且仅当→b是零向量，或存在实数λ，使→a=→λb时，等号成立。

【趣味案例】

一个简单的不等式，经过生活中实际背景的洗礼，就会变得趣味曼妙起来。

案例：有n个可变电阻，串联之后的最大总电阻为m，若把它们并联起来，其总电阻的最大值是多少？

【案例分析】

案例：设n个可变电阻的大小分别为R,R，……，Rn，由柯西不等式得[image: ]
 [image: ]
 ，则并联后总电阻R=[image: ]
 的最大值为m/n2
 。

【不等式证明】

先证二维形式的柯西不等式（方法有多种）。作差有

[image: ]


当且仅当a1
 b2
 =a2
 b1
 时，等号成立。

再证三维形式的柯西不等式：（a1
 2
 +a2
 2
 +a3
 2
 ）（b1
 2
 +b2
 2
 +b3
 2
 2
 ）-（a1
 b1
 +a2
 b2
 +a3
 b3
 ）2
 =（a1
 b2
 -a2
 b1
 ）2
 +（a1
 b3
 -a3
 b1
 ）2
 +（a2
 b3
 -a3
 b2
 ）2
 ≥0，当且仅当a1
 b2
 =a2
 b1
 ，a1
 b3
 =a3
 b1
 ，a2
 b3
 =a3
 b2
 时等号成立。

平移作差法的思路，即可证明n维形式的柯西不等式，简写如下。

[image: ]


上面的作差变形其实是拉格朗日恒等式，那有没有简单易懂的证明方法呢？当然有！这就给出四种。

证法1：当诸ai
 全为0时，命题显然成立；否则就有[image: ]
 考察关于x的二次函数[image: ]
 ，显然f（x）≥0对任意的实数x都成立。注意到

[image: ]


=（a1
 2
 +……+an
 2
 ）x2
 -2（a1
 b1
 +……+an
 bn
 ）x+（b1
 2
 +……+bn
 
2

 ）f（x）的图象是开口向上的抛物线，且与x轴至多只有一个公共点，故判别式

[image: ]


整理即得证。

证法2：先给出一个引理：如果a,b，x,y是实数，且x,y＞0，那么[image: ]
 。引理请读者自证。应用这个引理，我们得到[image: ]
 ，于是通过简单的归纳推理就可得到：对于两组实数a1
 ，a2
 ，……，an
 和x1
 ，x2
 ，……，xn
 ，且x1
 ，x2
 ，……，xn
 ＞0，我们有[image: ]
 [image: ]
 。由此得到柯西不等式的证明如下
[1]



即

[image: ]


证法3：（数学归纳法）①当n=2时，已证成立；②假设当n=k时，柯西不等式成立，即有
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则当n=k+1时，有

[image: ]


由数学归纳法知柯西不等式对一切n≥2都成立。

证法4：设[image: ]
 ，则由基本不等式知，对诸ai
 ,bi
 ，均有[image: ]
 （M,N之一为零的情形易证），对该式求和有[image: ]
 ，MN≥[image: ]
 ，得证。

无字证明：
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物理解释：在如图所示的串联电路中，n个恒定电阻的阻值分别为R1
 ，R2
 ，……，Rn
 ，当电路处于暂态即非稳态时，设n个电阻所分担的电压分别为U1
 ，U2
 ，……，Un
 ，则U1
 +Un
 +……+Un
 =E，且电路所耗功率[image: ]
 ；当电路处于稳态时，电路所耗功率[image: ]
 ，由最小作用量原理知P≥P*
 ，即[image: ]
 [image: ]
 。
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【不等式应用】

例1　一个质量为m的物体放在水平面上，物体与平面间动摩擦因数为μ，现对物体施一拉力F，如使物体移动，则拉力F至少需要多大？
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解：如图，该物体处于由静到动的临界状态时应满足：FCosθ=μN=μ（mg-Fsinθ），F=μmg/（Cosθ+μsinθ）。由柯西不等式得

[image: ]


[image: ]
 ，故[image: ]
 ，当且仅当1/μ=Cosθ/sinθ，即tanθ=μ时等号成立。则F的最小值为[image: ]
 。

例2已知x,y,z∈R+
 ，且[image: ]
 [image: ]
 ，求A2
 -B2
 的最小值甲：需要先算出A2
 和B2
 吗？那样似乎比较麻烦哦。

师：那就试试别的思路吧！

甲：用平方差公式如何？
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下面该怎么做呢？好像也很麻烦。

师：重新组合，适当变形，利用柯西不等式即可得解
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甲：好漂亮的解法！所以A2
 -B2
 的最小值是36！检验一下取等条件：当且仅当[image: ]
 [image: ]
 时，等号成立。

师：数学解题的关键在于变形，有时明明不能，但变一变就有出路了。

例3（1）已知正数x,y,z满足x+2y+3z=1，求1/x+2/y+3/z的最小值；（2）设ai
 ＞0，i=1，2，……，n，且a1
 +a2
 +……+an
 =1，求证：1/a1
 +1/a2
 +……+1/an
 ≥n2
 。

（1）解：由柯西不等式知1/x+2/y+3/z=（x+2y+3z）（1/x+2/y+3/z）≥（1+2+3）2
 =36，当且仅当x=y=z=1/6时，等号成立，则1/x+2/y+3/z的最小值为36。

（2）证明：由柯西不等式知（a1
 +a2
 +……+an
 ）（1/a1
 +1/a2
 +……+1/an）≥（1+1+……+1）2
 =n2
 ，又a1
 +a2
 +……+an
 =1，故1/a1
 +1/a2
 +……+1/an
 ≥n2
 。

注：以上两个问题的解决都用到了柯西不等式，解题的关键在于结合题设构造两组实数，这是柯西不等式的基本模型。由此可见，柯西不等式是一个构造性非常强的不等式。其实，也可巧用柯西不等式的变形避开构造，让解法来得自然一些：

例4　已知x,y为任意实数，求（y-1）2
 +（x+y-3）2
 +（2x+y-6）2
 的最小值。
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师：这是一个最值问题，涉及几个变量？

甲：两个。

师：对！我们称之为二元函数的最值问题。要求它的最小值，有什么好的办法吗？

甲：好像没有。

乙：以前遇到的最值问题只含有一个变量，利用函数的知识可以解决，但现在有两个变量，而且它们也没什么联系。

师：目标式子是三个数的平方和，试试柯西不等式吧！

甲：现在只有一组数y-1，x+y-3，2x+y-6，那另一组数呢？

师：另一组数靠自己创造呀！

甲：创造出怎样的一组数才合适呢？

乙：可用待定系数法找到它。因
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1·（y-1）+（-2）·（x+y-3）+1·（2x+y-6）=-1，由柯西不等式得

[image: ]


则[image: ]
 。

甲：根据最值定义，要断言1/6就是所求式子的最小值，还需验证取等条件：当且仅当[image: ]
 ，即x=5/2，y=5/6时，等号成立。

例5（2009年南京大学自主招生试题）P为△ABC内一点，它到三边BC,CA,AB的距离分别为d1
 ，d2
 ，d3
 ，S为△ABC的面积，求证：[image: ]
 。（这里a,b，c分别表示BC，CA,AB的长）

证明：由[image: ]
 ，得2S=ad1
 +bd2
 +cd3
 。于是，由柯西不等式知
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例6（2010年浙江大学自主招生试题）有小于1的n（n≥2）个正数x1
 ，x2
 ，……，xn
 ，且x1
 +x2
 +……+xn
 =1，求证：[image: ]
 [image: ]
 。

证明：对诸xi
 ，因0＜xi
 ＜1，故xi
 -xi
 3
 ＞0，由柯西不等式得
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例7已知a,b,c∈R+
 ，求[image: ]
 的最小值。

解：设[image: ]
 ，则
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由柯西不等式得
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当且仅当[image: ]
 时，等号成立。故M的最小值为3。

例8设a,b,c∈R+
 ，求证：

[image: ]


分析：若直接运用柯西不等式有[image: ]
 ，于是想证[image: ]
 ，即[image: ]
 易知此式不成立，放缩过头了！

证明：由柯西不等式知
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又由柯西不等式知

[image: ]
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例9　设x,y,z∈R+
 且x+y+z≤xy+yz+zx求证：[image: ]
 .

分析：待证不等式左端三个分式的分母各异，可否分别放缩将其统一化？右端为常数1，也可考虑将其分拆，分别与左端三项建立联系。这就是局部不等式的思想！

证明：由柯西不等式知[image: ]
 [image: ]
 ，故[image: ]
 ，同理有[image: ]
 [image: ]
 ，所以

[image: ]


【思维点拨】

1.柯西不等式在数学的各个分支里都有着极其广泛的应用，它在不同的领域里有着不同的表现形式，但其本质是一致的。

数学分析：若f（x），g（x）均为[a,b]上的连续函数，则有[image: ]
 ，当且仅当存在不全为零的常数k1
 ，k2
 使得k1
 f（x）+k2
 g（x）=0时，等号成立。
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概率论：任意的随机变量ξ，η，若Eξ2，Eη2存在，则有（Eξη）2≤Eξ2·Eη2，当且仅当存在不全为零的常数k1，k2使得P（k1ξ+k==时等号成立

2.已知a,b,c,d，m∈R，并且m≠-1，a≠c，求证：
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直接从原式出发证明，稍有困难，问题可变更为证明：
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左右两端同时平方，就类似于柯西不等式：
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三下五除二，陌生就变为了熟悉，变形的魅力即在于此！是什么指引着我们做如此变形呢？是直观，是感觉，是丰富的经验和有效的联想！

从上式左边出发仍有困难，从右边出发较好：由柯西不等式得

右端[image: ]
 稍细心一点就知道这样应用柯西不等式不行，应该a-c与[image: ]
 结合，b-d与[image: ]
 结合，调整一下就是
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离左端的（ad-bc）2
 还差得远呀！演算过的朋友会发现：有些看似可以抵消的项却因前面的符号原因而又被保留下来了！有挽救的方法吗？当然！再调整一下（注意差别）：
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终于成功了！

由此可见，柯西不等式中元素的选取很有讲究，元素顺序的不同，元素前正负号的差别，得到的柯西不等式的形式就不同，这就要求我们将项进行匹配和调整，进行有机结合。这是由柯西不等式诸量a1
 ，a2
 ，……，an及b1
 ，b2
 ，……，bn
 的广泛选择性（对称性）所决定的。又如：

已知α，β，γ∈（0，π/2），且tanα+tanβ+tanγ=3，求证：
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分析：条件中是三个角的正切，而要证明的式子中全是余弦，故要将两者联系起来；由平方关系sin2
 x+Cos2
 x=1易知1/Cos2
 x=1+tan2
 x，于是得到如下证法。

证明：因α，β，γ∈（0，π/2），故由柯西不等式知
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证明中用柯西不等式放缩一步是与已知条件的有机结合，其实对于式子
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的放缩完全有两种方式：

和

[image: ]


这都由柯西不等式而来，只因项与项之间的结合方式而异。基于此，可编拟如下变式：已知α，β，γ∈（0，π/2），且tanαtanβ+tanβtanγ+tanγtanα=3，求证：
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再如：设a,b,c∈R+
 ，求证：
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证明：直接由柯西不等式得
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如果我们改变项与项的结合方式就得：
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这显然是原有不等式的加强：设a,b,c∈R+
 ，则
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第八章　打水排序你可知——排序不等式

【课堂掠影】

自打彭老师进教室起，眼睛就没离开过教室后面的饮水机，一句话也不说。

大家都疑惑地看着他。

“都说生活中有数学”，彭老师好像突然想到了什么，“那我今天就从生活中给大家找出一个数学问题，好不好？”

“好！”

“咱班有多少位同学？”

“27个！”这个数字班长最有发言权了。

“谢谢。教室后面的饮水机大家都看到了吧？”

“嗯。”同学们边应和着边扭头往后瞅，瞅得饮水机都不好意思了。

“大家口渴了都会去接水喝吧？”

“是的！”大家边笑边答，不知彭老师的葫芦里卖的是什么药。

“很好！现在假设大家口渴了，每个人都拿着自己的水杯去接水喝，饮水机只有一个水龙头可供使用。实际上，饮水机是有两个水龙头的，一个接热水，一个接凉水，但为了简单，我们就假定一个好了。仔细听！问题要出场了，如果我想使得27个人接水所花费的总时间最少，该如何安排大家的接水顺序呢？”

“对啊，怎样才能使总时间最少呢？”同学们一下子被问住了：我们每天都去接水，却从来没有考虑过这个问题，但现在确实应该思索一番了，因为最优化从来都是人类不懈的追求！

“这是一个实际问题，最好把它数学化，即转化为数学问题。”

彭老师挽了挽袖子，拿起粉笔，开始边说边写。

“假设第一个人的接水时间是t1
 秒，接这杯水时有27个人在等候，则第一杯水接完，27个人等候的总时间就是27t1
 秒；设第二个人的接水时间是t2
 秒，接这杯水时有，则第二杯水接完，26个人在等候26个人等候的总时间就是26t2
 秒；以此类推，到第27个人接水时，只有一人在等，需要t27
 秒。所以，按照这个顺序（不知为何，彭老师把“顺序”这个词说的格外重），27个人都接满水所需的等候总时间……”

“27t1
 +26t2
 +……+t27
 秒！”同学们抢着答道。

“那我们现在就要考虑t1
 ，t2
 ，……，t27
 满足什么条件时这个和数最小。”彭老师又把问题抛给了大家。

教室里沉寂了片刻，一位同学试探着说：“彭老师，27个人是不是有点多？我想简单点儿，我们先考虑2个人如何？”

“可以啊，那就请你分析一下吧！”彭老师难掩自己的激动。

“我是这样想的，假设只有2个人去接水，顺序只有2种。假设两个人是A和B,A接水需要1秒，B接……”

还没等这位同学说完，全班同学爆笑：神速啊，谁接水这么快呵！

“假设，假设”，彭老师连忙打圆场，“这位同学你继续”。

“B接一杯水需要2秒。如果按先A后B的顺序，等待的总时间就是1×2+2=4秒；如果按先B后A的顺序，等待的总时间就是2×2+1=5秒。所以，要使等待的总时间最少，就应该按先A后B的顺序。”

“分析得不错，请坐。我们乘胜追击，哪位同学来分析一下3人接水时的情形？”

“我来试试！”只见一位女同学自信满满地站了起来。

“设三人为甲、乙、丙，接水的时间分别是1分钟、2分钟和3分钟（显然吸取了上一位同学的教训），他们接水的顺序就有6种情况，可以用一个表格展示。”

说话间这位女同学就走上讲台，开始画了起来。
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“所以接水顺序应该是甲→乙→丙。”女孩激动地说。

“分析得太漂亮了！”在彭老师的带动下，全班响起了热烈的掌声。

“细细打量这两次分析，大家是否有所启发？对于27人的情形，又该如何安排接水顺序呢？”

“先少后多。”有几位同学小声说。

“请君细细讲来！”

【精彩故事】

W城的冬天很冷。

自习回来，刚进寝室门口，就看见水房排起了长龙。

回屋，掂了掂自己空空的暖水瓶，还是决定去打一瓶热水。

在冬天，晚上能用热水泡泡脚也是一种幸福。

顺便帮同寝的小叶也带了一瓶。

刚出屋，就碰见了隔壁的小黄，见他掂了三个暖水瓶，我说：今天轮你“值日”啊！

他笑了笑，没答。

我们一起走到队伍的最后面，耐心地等了起来。只见打水的队伍蔚为壮观：前面有拿三个瓶的，四个瓶的，五个瓶的……。我心想：等会儿看你们怎么拎回去。

等了很久，终于轮到了我俩。我说：小黄，你先吧！

他却一脸正经地说：你先！你用的时间少。

我说：什么我的时间少，我接完等你。

小黄却坚持自己的意见，非要我先接。

正在我俩你一言我一语的时候，后面传来了一个弱弱的声音：同学，我能先接吗？我就一瓶水，我有急事。

我心说：一瓶也不行，没看我们等了这么久吗！

正要开口回绝，小黄却快我一句：行！你先吧！谁让你接水用时最少呢。为了追求接水的总时间最少，还是你先喽。

那位同学连忙道谢，只剩下我满脸的不解和一肚子的不快。

打完水回去的路上，我问小黄：凭什么让他先接啊？

小黄笑着说：因为他接水需要的时间最短，如果要使我们三个接水所需的总时间最少的话，理应让那位同学先接，然后是你，最后才是我。

我更加疑惑了：这都是些什么道理啊？

小黄笑了笑说：这里边可有不少学问呢，赶紧回去翻翻书吧！

以上两个片段都源自于张广厚的“打水”问题：甲、乙、丙三人各拿着1、2、3个水壶去打水，水龙头只有一个，问如何安排打水顺序，可使他们三个人花费的总时间（包括等待的时间）最少？

张广厚（1937-1987），数学家，1962年毕业于北京大学数学系，1966年中国科学院数学研究所研究生毕业，1979年晋升为研究员。主要从事单复变函数理论的研究。

张广厚善于把抽象的数学问题与现实生活中的具体问题对照，使问题变得形象生动，易于理解，打水问题就是他为了解释“排序不等式”而提出的。那究竟什么是“排序不等式”呢？
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【不等式介绍】

排序不等式（又称排序原理）：设a1
 ≤a2
 ≤……≤an
 ,b1
 ≤b2
 ≤……≤bn
 为两组实数，c1
 ，c2
 ，……，cn
 是b1
 ，b2
 ，……，bn
 的任一排列，则
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可简记为反序和≤乱序和≤顺序和，当且仅当a1
 =a2
 =……=an
 或b1
 =b2
 =……=bn
 时，反序和等于顺序和。

排序不等式是基本而重要的不等式，它的思想简单明了，便于记忆和使用，许多重要不等式可以借助排序不等式得到证明。排序不等式也是解决实际生活中涉及最优化问题的重要工具，有着丰厚的几何背景、现实背景和广泛的应用。

【趣味案例】

一个简单的不等式，经过生活中实际背景的洗礼，就会变得趣味曼妙起来。

案例1：某班同学进行新年联欢会，需要购买价格不同的奖品5件、4件、6件，现在选购超市中单价为3元、2元和1元的奖品，花费最低与最高分别是多少？

案例2：某公共场所只有一个可供充电的外接插口，现有四个人的手机均需充电，4块电池必需的充电时间分别为15分钟、10分钟、20分钟、8分钟，要使四人的手机均获得必需的电量，问应如何安排四个人的顺序，使他们等候的总时间最少？这个最少总时间是多少？

案例3：高一某班有学生64人，课间时有10人各拿一只水杯去接水，设饮水机注满第i（i=1，2，……，10）个人的水杯所需的时间为Ti
 ，假定这些Ti
 各不相同。当然一个教室只有一台饮水机，问这10位同学应如何安排他们的接水次序，才能使等待的总时间最少？这个最少的总时间是多少？

案例4：在某公交车站有一群排队上车的乘客，受所拿行李多少等因素的影响，每个人的上车时间各不相同，问应如何安排乘客的上车顺序，可使所有人的等待时间最少？

案例5：“锤子、剪刀、布”的游戏规则如下：两人同时口念“锤子、剪刀、布”，一念到“布”时要同时出手，规定布赢锤，锤赢剪刀，剪刀赢布。若约定布赢锤得7分，锤赢剪刀得5分，剪刀赢布得2分，问在赢的次数相同的情况下，各种赢法的多少对得分如何影响？

【案例分析】

案例1：对需要买的奖品按件数从小到大排列为4件、5件、6件，对超市中的奖品按单价从小到大排列为1元、2元、3元。根据排序原理，由“反序和最小，顺序和最大”知，花费最高为1×4+2×5+3×6=32元，花费最低为1×6+2×5+3×4=28元。

案例2：设第i个人充电需要ti
 （i=1，2，3，4）分钟，则等候的总时间为4t1
 +3t2
 +2t3
 +t4
 ，根据排序不等式，当t1
 ＜t2
 ＜t3
 ＜t4
 时，4t1
 +3t2
 +2t3
 +t4
 为“反序和”，最小。即按充电时间由少到多依次充电，四个人的等候时间最少，最少为4×8+3×10+2×15+20=112分钟。

案例3：等待的总时间为10T1
 +9T2
 +……+2T9
 +T10
 ，根据排序不等式，当T1
 ＜T2
 ＜……＜T9
 ＜T10
 时，总时间取最小值。这就是说，按接水时间的多少由小到大依次排序，才能使等待的总时间最少，这个最少的总时间为10T1
 +9T2
 +……+2T9
 +T10
 ，其中T1
 ＜T2
 ＜……＜T9
 ＜T10
 。

案例4：应按上车时间的多少由小到大依次排序，才能使所有人的等待时间最少。

案例5：设布赢锤的次数为x，锤赢剪刀的次数为y，剪刀赢布的次数为z，则得分为7x+5y+2z。由排序不等式知，当x≥y≥z时，7x+5y+2z最大；当x≤y≤z时，7x+5y+2z最小。则在赢的次数相同的情况下，x越大，z越小，得分越多；x越小，z越大，得分越少。

【不等式证明】

记

[image: ]


因为b1
 ，b2
 ，……，bn
 的全排列最多有n！个（有限），所以

[image: ]


的不同值也只有有限个，其中必有最大值和最小值。

考虑①式，若c1
 ≠b1
 ，则有某个ck
 =b1
 （k＞1），c1
 ＞ck
 。

将①中c1
 ，ck
 对换，得

[image: ]


②-①得

[image: ]


这说明将①中的第一项调换为a1
 b1后，和式不减小。

若c1
 =b1
 ，则转而考察c2
 ，并进行类似讨论。

类似地，可以证明，将①中的第一项调换为a1
 b1，第二项调换为a2
 b2
 后，和式不减小。

如此进行下去，经有限步调整，可知一切和数中，最大和数所对应的情况只能是数组{ci}由小到大排序的情况，最大和数是顺序和，即S≤S2
 。同样可证，最小和数是反序和，即S1
 ≤S。因此有S1
 ≤S≤S2
 。

下面说明等号成立的情况。

容易发现，当a1
 =a2
 =……=an
 或b1
 =b2
 =……=bn
 时，反序和等于顺序和，即

[image: ]


进一步地，如果a1
 ，a2
 ，……，an
 不全相等，且b1
 ，b2
 ，……，bn
 也不全相等，则一定有a1
 ＜an
 ,b1
 ＜bn
 。考虑和数

[image: ]


可以看出，和数S*符合前面S的形式，而且

[image: ]


即

[image: ]


进而得

[image: ]


因此

上面证明的核心思想是调整。其实还可以用数学归纳法给出严格证明，有兴趣的读者请参考《竞赛数学原理与方法》（徐学文，科学出版社，2011）。

[image: ]


下面给出n=2时，排序不等式的一个直观的几何解释。

已知a1
 ≤a2
 ，b1
 ≤b2
 ，则有a1
 b2
 +a2
 b1
 ≤a1
 b1
 +a2
 b2
 。

如图1，设三个向量[image: ]
 a2
 ），则→OA、→OB关于直线y=x（即直线OH）对称，且有

[image: ]


显然∠BOC≥∠AOC，则Cos∠BOC≤Cos∠AOC，又|→OA|=|→OB|，故

[image: ]


图1

|→OC|·|→OB|Cos∠BOC≤|→OC|·|→OA|Cos∠AOC，即

[image: ]


【不等式应用】

例1：如图2，设∠AOB=α，自点O沿OA边依次取n个点A1
 ，A2
 ，……，An
 ，沿OB边也依次取n个点B1
 ，B2
 ，……，Bn
 。选取某个点Ai
 （i=1，2，……，n）与某个点Bj
 （j=1，2，……，n），连结它们，得到△Ai
 OBj
 。这样一一搭配，一共可以得到n个三角形。显然，搭配的

[image: ]


图2

方法不同，得到的△Ai
 OBj
 不同，因而三角形的面积也可能不同。问：OA边上的点与OB边上的点如何一一搭配，才能使得到的n个三角形面积之和最大？如何一一搭配，才能使得到的n个三角形面积之和最小？

解：设OAi
 =ai
 ,OBj
 =bj
 （i,j=1，2，……，n），由已知条件得a1
 ＜a2
 ＜……＜an
 ,b1
 ＜b2
 ＜……＜bn
 。因S△Ai
 OBj
 =1/2ai
 bj
 sinα，而1/2sinα是常数，于是，该几何问题就可以归结为：设c1
 ，c2
 ，……，cn是b1
 ，b2
 ，……，bn的任何一个排列，如何搭配ai
 和bj
 才能使S=a1
 c1
 +a2
 c2
 +……+an
 cn
 最大与最小？根据排序不等式知，顺序和S1
 =a1
 b1
 +a2
 b2
 +……+anbn最大，反序和S2
 =a1
 bn+a2
 bn-1
 +……+an
 b1
 最小这与我们的几何直观是一致的

例2：设x,y是任意实数，且x+y=2，求x2
 x+y2
 y的最小值。

解：不妨设x≤y，则2x≤2y，由排序不等式知
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再由基本不等式知

[image: ]


当且仅当x=y=1，等号成立。于是，x2
 x+y2
 y的最小值为4。

注：该题容易推广到n个实数的情形：设x1
 ，x2
 ，……，xn
 为任意实数，且[image: ]
 ，则[image: ]
 的最小值为2n。

例3：已知x,y,z∈R+
 ，求证：

[image: ]


师：这是W·janous（罗杰斯）提出的一个猜想，它最早发表在加拿大的《数学难题》杂志第1612期上。遗憾的是，W·Janous本人未能证明这个猜想，后作为数学难题刊登在《数学通讯》1992年第4期上，从此引入国内，激起了诸多数学爱好者的兴趣，你们能试着证一证吗？

甲：我来试试！原不等式等价于

[image: ]
*可参考本书附录一。



上面这个不等式涉及了两组数：x2
 ，y2
 ，z2
 与1/（x+y），1/（y+z），1/（z+x），正是利用排序不等式的大好时机，不妨设x≥y≥z＞0，则有

[image: ]


易见（*）式左端为顺序和，右端为乱序和，由排序不等式得证。

乙：排序不等式用得真好，但我不懂为什么可以假设x≥y≥z呢？

甲：因为原不等式中x,y,z的地位是相同的吧。

乙：是这样吗？老师，怎么判断的呢？

师：原不等式中x,y,z的地位并不相同，它仅仅是关于x,y,z的轮换对称式，即将x换成y,y换成z,z换成x时，原式不变。

甲：那是否可以假定x≥y≥z呢？

师：不可以。关于轮换不等式变量的设序问题以后会讲*。

甲：那W·janous猜想是不是就不能用排序不等式证明了呢？

师：其实也不是，只要你耐心考量，还有挽回的余地。

甲：老师我想出来了！虽然不能假设x≥y≥z，但我发现：不论x,y，z的顺序如何，x2
 ，y2
 ，z2
 与1/（y+z），1/（z+x），1/（x+y）这两组数总是同顺序的则[image: ]
 总为顺序和。由排序不等式知，顺序和最大。

师：证得漂亮！不过W·janous猜想的证法远不止这一种，可以再试试其他的思路。这里还有两个类似的问题，你们俩也一起想想吧！

（1）设x,y,z∈R+
 ，求证：
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（2）已知a,b,c∈R+
 ，求证：
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例4：有两根劲度系数不同的轻质弹簧和重量不等的两个物体，现将弹簧与物体按如图3所示的方式悬挂起来，若要求两根弹簧的总伸长量最大，则应怎么安排弹簧与重物的连接次序？若要使两根弹簧的总伸长量最小呢？

[image: ]


图3

解：设下面一根弹簧的弹性系数为k1
 ，悬挂着重量为G1
 的物体，则其伸长量x1
 =G1
 /k1
 ；设上面一根弹簧的劲度系数为k2
 ，悬挂着重量为G2
 的物体，则其伸长量x2
 =（G1
 +G2
 ）/k2
 。于是，两根弹簧的总伸长量为x=x1
 +x2
 =G1
 /k1
 +（G1
 +G2
 ）/k2
 ，因为G1
 ＜G1
 +G2
 ，要使x最大，则有1/k1
 ＜1/k2
 ，k1
 ＞k2
 ，即劲度系数小的弹簧在上面，劲度系数大的弹簧在下面；当弹簧的次序确定后，（G1
 +G2
 ）/k2
 为定值，要使x最大，即G1
 k1
 最大，则G1
 ＞G2
 ，即重量大的物体在下面，重量小的物体在上面。同理可分析两根弹簧总伸长量最小的情况。

用这种方法可将该案例推广到n个弹簧和n个重物的情形。

例5：已知a1
 ，a2
 ，……，an
 是两两不相同的自然数列，求证：对任意正整数n都有

[image: ]


证明：注意到[image: ]
 ，所以[image: ]
 [image: ]
 可以看作是一个乱序和，将a1
 ，a2
 ，……，an
 排序后就可以利用排序不等式了。注意到诸ai的地位并不均等，所以不能直接设序，只好设b1
 ，b2
 ，……，bn
 是a1
 ，a2
 ，……，an
 的一个排列，且b1
 ＜b2
 ＜……＜bn
 这已足够了

由于b1
 ，b2
 ，……，bn
 都是互不相同的自然数，故bk
 ≥k,k=1，2，……，n。由排序不等式（乱序和≥反序和）知

[image: ]


【思维点拨】

1.打水问题的一般情形是：n个人同到m（n＞m）个水龙头前去接水，那么让接水的人按接水时间从小到大的次序排队，然后依次到各个水龙头下接水，哪个水龙头下的水杯接满了，等待的第一个人就跟上去接水。这样，可以使所有接水的人花费的总时间最少。

2.应用排序不等式的关键在于构造出两个有大小顺序的数组。构造有序数组的过程和方法灵活多变，奥妙无穷，需要我们结合具体的问题，具体分析。唯有不断地探索，方能运用得轻巧娴熟，直至炉火纯青之境地。

3.设x1
 ≤x2
 ≤……≤xn
 ，y1
 ≤y2
 ≤……≤yn
 为两组实数，根据排序不等式有

[image: ]


以上n个式子相加得

[image: ]


也简记为[image: ]
 。这个不等式是19世纪俄国数学大师切比雪夫（ЧебЫШёв，—）首先建立的，称为切比雪夫不等式。

4.为了记忆、叙述和应用的方便，我们常把排序不等式中出现的数组写成矩阵形式。例如，对于数组a1
 ≤a2
 ≤……≤an
 ,b1
 ≤b2
 ≤……≤bn
 ，称[image: ]
 为顺序矩阵（各行按同一单调顺序排序），称[image: ]
 为乱序矩阵（各行不一定单调，即使单调，各行也不一定按同样的单调顺序排列），称A-=[image: ]
 为反序矩阵（两行都单调，但顺序相反），如果先求矩阵的每一列元素之积，再把这些积相加，把所得到的值记为S，则有排序不等式即S（A-）≤S（A′）≤S（A）。至此发现，排序不等式原来是矩阵的性质，与此相关的不等式还有卡尔松不等式、微微对偶不等式等。


第九章　凸凹不平怎反映——Jensen不等式

【课堂掠影】

昨天留了这样一道作业题，证明：

（1）若f（x）=ax+b，则[image: ]
 。

（2）若g（x）=x2
 +ax+b，则[image: ]
 。

这节课，彭老师打算就从它开始！从学生的作业情况来看，严格的证明已不成难事：

[image: ]


当且仅当x1
 =x2
 时，等号成立。

“结论中的x1
 和x2
 是任意的，f（x）和g（x）也具有一定的任意性，这很可能暗藏了一类函数的特殊性质。”彭老师提醒道，“大家的证明是从数的角度进行的，那同学们能否从形的角度考虑一下呢？不妨动手画画f（x）和g（x）的图象吧！”

线（如图“f（x）的图象是一条直线（如图1），g（x）的图象是一条抛物2）。”

“如何将（1）和（2）的结论在图中表示出来呢？试试看！”

[image: ]


图1

[image: ]


图2

[image: ]
 都有明显的几何意义。不一会儿，有不少同学都画出了上图，大家被数与形的完美结合深深折服了！

[image: ]


“注意！结合g（x）的图象我们要学习新定义了！如果函数图象上任意两点间的弧段总在这两点连线的下方，我们把这样的曲线称为凸的，相应的函数称为凸函数，如上面的y=g（x）和y=x2
 等；大家再看y=x的图象（如上图），则恰好相反，其图象上任意两点间的弧段总在这两点连线的上方，这样的曲线称为凹的，相应的函数称为凹函数。同样的，对于凹函数f（x）的定义域上任意两个自变量x1
 和x2
 又有什么结论呢？”

“画图可知[image: ]
 ！”

“很好！像常数函数、正比例函数和一次函数的图象是一条直线，我们说它们不具有凸凹性。那下面大家把我们已学过的函数梳理一番，看看哪些是凸函数，哪些是凹函数，相应的，又有什么样的结论？”

[image: ]


这难不倒大家，同学们的结果异彩纷呈：

反比例函数y=1/x在（0，+∞）上是凸的（如右图），有

[image: ]
 [image: ]
 ，这由柯西不等式也容易得到。

二次函数f（x）=ax2
 +bx+c（a≠0），当a＞0时，f（x）为凸函数（如下左图），有[image: ]
 ；当a＜0时，f（x）为凹函数（如下右图），有[image: ]
 。

[image: ]


指数函数f（x）=ax
 （a＞0，且a≠1），不论a如何取值，f（x）总为凸的（如下图），即总有[image: ]
 。

[image: ]


对数函数f（x）=logax（a＞0，且a≠1），当0＜a＜1时，f（x）为凸函数（如下图），有[image: ]
 ；当a＞1时，f（x）为凹函数（如下图），有[image: ]
 。

彭老师最后总结道：“随着学习的深入，我们还会碰到更多的凸函数和凹函数，留待以后研究。现在新的问题是，刚才我们结论中只涉及了两个变量x1
 ，x2
 ，能否推广到多个自变量的情形呢？即对于凸函数f（x）是否总有

[image: ]


[image: ]
 呢？

对凹函数g（x）是否总有

[image: ]
 呢？

其中x1
 ，x2
 ，……，xn
 是定义域上任意的n个自变量。”

这就是本节所要学习的Jensen不等式！

【精彩故事】

师：我这里有三个不等式猜想：若a,b，c是满足a+b+c=1的正数，则

[image: ]


你们研讨一下。

甲：三个猜想都是关于a,b，c的对称不等式。

乙：准确点儿说，三个不等式左端都是a,b，c的单变量和式，猜想（2）可以化成这样的形式。

师：对，它们的特征明显，有什么证明思路吗？

甲：可以构造局部不等式吗？

师：这是个思路，但该怎么构造呢？构造的出发点是什么？

甲：我再想想。

乙：老师，我想用Jensen不等式，设[image: ]
 1），画出它的图象如下，应该是个凸函数，但该如何严格证明呢？

师：这个问题提得好！凸凹性虽是曲线的直观性质，但数学是严谨的学科，给出严格的说明是必要的，这需用到二阶导数。仔细观察f（x）的图象，它在（0，1）上单调递减，但是它的导函数f′（x）的单调性如何呢？即曲线上任一点处的切线斜率如何变化？

[image: ]


乙：切线斜率越来越大。

师：所以导函数f′（x）是——

乙：增函数。

师：导函数f′（x）的单调性由其导函数f″（x）决定，于是就有f″（x）＞0。好了，这就是我们今后判别函数凸凹性的一般准则：

设f为区间I上的二阶可导函数，则在I上f为凸（凹）函数的充要条件是f″（x）≥0（f″（x）≤0），x∈I。

准则的证明以后再给出，现在只要会用就行了，赶快用它去解决猜想（1）吧！

甲：老师，猜想（1）我用柯西不等式证出来了。

师：（惊讶）快说说。

甲：对原式先分离常数，再用柯西不等式的变形就可以了：

[image: ]


当且仅当a=b=c=1/3时，等号成立。

乙：老师，我也证出来了。[image: ]
 [image: ]
 ，故f（x）在（0，1）上是凸函数，则由Jensen不等式知

[image: ]


师：你们证得都非常好，相互学习一下各自的方法，赶紧向猜想（2）进发吧！

经过一阵交流和探索之后。

乙：对猜想（2）Jensen不等式仍然奏效。原不等式即[image: ]
 [image: ]
 ，设[image: ]
 ，则[image: ]
 在（0，1）上是凸函数，于是

[image: ]


师：这个证明和刚才的几乎一样，只是换了个函数。甲同学有什么好的方法吗？

甲：我用的仍然是柯西不等式：

[image: ]


而[image: ]
 [image: ]
 ，得证。

师：这样的柯西证法太漂亮了！相比Jensen不等式证法而言更富有变化的美感，但同时具有一定的技巧性，难以想到；而前者的套路相对固定，可操作性强。当然各有千秋，最好都能熟练掌握。再去证证猜想（3）吧！

又经过一阵交流和探索之后。

师：你们证出来了吗？

甲、乙：没有。

师：那分享一下你们的想法也好，看到哪里走不下去了，问题出在哪里。

甲：我本来已经证出来了：

由[image: ]
 得[image: ]
 ，故[image: ]
 [image: ]
 ，同理有

[image: ]


于是

[image: ]


但后来发现，从一开始就错了，因为不知道a-的正负，所以就不一定有[image: ]
 ，建立局部不等式的思路宣告失败。

乙：设[image: ]
 ，然后算出来f″（x）=[image: ]
 ，本以为会有f″（x）＜0，但没料到因为11x2
 +16x-1的存在，f″（x）在（0，1）上有正有负，故f（x）在（0，1）上有凸有凹，Jensen不等式证法也宣告失败。

师：你们的分析都很有道理。甲同学根据取等条件a=b=c=1/3将a2
 +1放缩为2/9（3a+4），实现了二次到一次的转化，或者说是由曲到直的转化；乙同学本想借助Jensen不等式来证，却不料函数曲线（几何直观）凸凹性不一致。那若将两者结合一下又如何呢？请看下图：

画出f（x）的图象，并作出其图象上一点（1/3，3/2）处的切线，其方程求出为y=9x-3/2，发现f（x）的图象恒在切线的下方，也即是有f（x）≤9x-3/2（0＜x＜1），这个式子成立吗？证明留给你们完成。

[image: ]


甲、乙：[image: ]
 ≤0，当且仅当x=1/3时，等号成立。

师：那猜想（3）的证明是不是就有了呢？

甲、乙：是的。[image: ]
 [image: ]
 。

师：你们各自评述一下自己对三个猜想的证明吧。

甲：我的证明主要是用柯西不等式及其变形，具有一定的技巧性和局限性（对猜想（3）失效）。另外也用到了一些变形与放缩的技巧，如分离常数、配凑常数1、结合取等条件的放缩等，这对于不等式证明是很有帮助的。

乙：三个猜想都可以通过“构造函数”的方法证明，但也有所不同。（的凸凹性，最后利用1）、（2）求出函数的二阶导数，由其符号判断函数在区间上Jensen不等式得证；（3）中由于f（x）在（0，1）上有凸有凹，所以只能另寻他法：先求出f（x）在均值x=1/3处的（x），最后累加获得原不等式的证明。切线方程y=g（x），再证得f（x）≤g(x)，最后累加获得原不等式的证明。

师：猜想（3）的证法可以叫做“构造切线法”，是以直代曲的重要策略。所以你有什么收获？

乙：以后面对此类问题，应先判断函数的凸凹性，如果函数在区间上是凸（凹）的，则利用Jensen不等式立即得证，这样可以省去许多复杂的运算与比较；如果函数在区间上不具备凸凹性，则再考虑使用“构造切线法”去证明。两种方法的联合运用才是上策。

师：说得好！容易将上面的三个猜想推广到一般情形：若x1
 ，x2
 ，……，xn
 是满足

[image: ]


的正数，则

[image: ]


有兴趣的话可以研究一下，看看自己已有的证法是否可以平移。最后，留一个思考题给你们：已知a,b∈R+
 ，a+b=1，求证：3/2[image: ]
 。

【不等式介绍】

在现实世界中，凹凸现象是层出不穷的：高山凹凸起伏，蜿蜒连绵；大海波澜壮阔，峰谷迭起；在机械工业中，凸轮的应用非常广泛。用数学的语言来讲，凸函数是数学中一个值得研究的分支，它几乎包括中学数学中大多数重要的函数。

韩愈在《进学解》里说：“记事者必提其要，纂言者必钩其玄。”万山磅礴，必有主峰，龙衰九章，但掣一领。不等式题目成百上千，把凸函数和不等式结合起来，从凸函数的基本不等式（Jensen不等式）学起，有条不紊和较有系统地领略千姿百态的不等式领域，对提高读者的数学水平是有益的。这里，先给出一些基本概念。

凸（凹）函数的定义：设f为定义在区间I上的函数，若对I上的任意两点x1
 ，x2
 和任意实数λ∈（0，1）总有f（λx1
 +（1-λ）x2
 ）≤λf（x1
 ）+（1-λ）f（x2
 ），则称f为I上的凸函数。反之，如果总有f（λx1
 +（1-λ）x2
 ）≥λf（x1
 ）+（1-λ）f（x2
 ），则称f为I上的凹函数。

Jensen不等式：若f为区间I上的凸函数，则对任意xi
 ∈I，λi
 ＞0（i=1，2，……，n），且[image: ]
 ，有

[image: ]


对于凹函数，上述不等式反向。

特别地，诸λi
 皆取1/n就得：若f为区间I上的凸函数，则对任意的xi
 ∈I（i=1，2，……，n）都有

[image: ]


凹函数亦反向。

这个不等式是丹麦数学家詹森（Jensen，1859年～1925年）在1905年至1906年间所建立的，国内音译为琴生不等式。

在高等数学中，Jensen不等式是一个较为典型的不等式，将它作为基础不等式可推得高等数学中一类常见的重要不等式，而Jensen不等式易于从凸函数中获得。因此，研究、推广、应用Jensen不等式是很有意义的。

【趣味案例】

案例1：（Jensen不等式的概率应用）设f（x）是凸函数，ξ是一个离散型随机变量，E表示数学期望，则有f（Eξ）≤Ef（ξ）。

案例2：利用Jensen不等式证明三角不等式：在△ABC中，有

[image: ]


案例3：试用Jensen不等式证明均值不等式：设ai
 ＞0（i=1，2，……，n），则

[image: ]


案例4：试用Jensen不等式证明Young不等式：若x＞0，y＞0，P＞1，q＞1，且1/P+1/q=1，则[image: ]
 。

案例5：试用Young不等式证明Hölder不等式：若ai
 ,bi
 ＞0，i=1，2，……，n，且P＞1，1/P+1/q=1，则[image: ]
 [image: ]
 。

案例6：试用Hölder不等式证明Minkowski不等式：若ai
 ,bi
 ＞0，i=1，2，……，n，且P＞1，1/P+1/q=1，则[image: ]
 [image: ]
 。

【案例分析】

案例1：设ξ的分布列如下

[image: ]


其中诸Pi
 ＞0，且[image: ]
 ，则f（ξ）有分布列

[image: ]


于是，ξ的数学期望[image: ]
 ，f（ξ）的数学期望Ef（ξ）=[image: ]
 ，即f（Eξ）≤Ef（ξ）。

，由Jensen不等式知[image: ]
 案例2：（1）设f（x）=sinx，0＜x＜π，则f″（x）=-sinx＜0，f（x）为（0，π）上的凹函数，由不等式得

[image: ]


代入即[image: ]
 ；

（2）设g（x）=Cosx，0＜x＜π/2，则g″（x）=-Cosx＜0，g（x）为（0，π/2）上的凹函数，由Jensen不等式得

[image: ]


代入即[image: ]
 。

案例3：设f（x）=-x，[image: ]
 ，则f（x）在（0，+∞）上为凸函数，由Jensen不等式得

[image: ]


代入即得[image: ]
 ；

以及

[image: ]


代入即得[image: ]
 。

设g（x）=x2
 ，g″（x）=2＞0，则g（x）为R上的凸函数，由Jensen不等式得

[image: ]


代入整理得[image: ]
 。

案例4：设f（t）=lnt,[image: ]
 ，则f（t）在（0，+∞）上为凹函数，又1/P+1/q=1，由Jensen不等式得

[image: ]


代入化简即[image: ]


案例5：在Young不等式中，令[image: ]
 ，则有

[image: ]


令i=1，2，……，n，并累加求和得

[image: ]


案例6：注意到[image: ]
 （ai
 +bi
 ）P-1
 ，对右端两项分别运用Hölder不等式得

[image: ]


两式相加得

[image: ]


将右端[image: ]
 除到左端即

[image: ]


[image: ]


得证。

【不等式证明】

以凸函数为例，应用数学归纳法。

当n=2时，由凸函数的定义知不等式成立；假设n=k时不等式成立，即对任意的x1
 ，x2
 ，……，xk
 ∈I及αi
 ＞0（i=1，2，……，k），[image: ]
 ，都有[image: ]
 。

现设x1
 ，x2
 ，……，xk
 ,xk+1
 ∈I及λi
 ＞0（i=1，2，……，k+1），[image: ]
 ，令[image: ]
 ，i=1，2，……，k，则[image: ]
 ，由n=2时的情形和归纳假设可推得

[image: ]


这就证得了对于任何正整数n（≥2），凸函数f总有[image: ]
 [image: ]
 成立。

下面用矢量图的方法给出Jensen不等式的合理性说明。设平面上有n个质量相同的点，其位置矢量记为→αi
 ,i=1，2，……，n，于是其质量中心的位置矢量为[image: ]
 ，从而有[image: ]
 即从质量中心到各质点的矢量和为零。现设这n个点组成一个凸包K，如下图

若在凸包K外部有一点P，则可在P点画一条直线L,L与凸包K不相交。由图可知，从P到凸包K的各个顶点的矢量在直线L上的法矢量n→上的分量皆为正数，因而这些矢量的和不会为零。这就说明了，若c是n个点的质量中心（这n个点组成一个凸包K），则c位于凸包K的内部。

[image: ]


现令这n个质点的坐标为（xi
 ,f（xi
 ）），i=1，2，……，n，它们的连线组成一个凸包，如下图所示，它们的质量中心c应在凸包H内部。

而质量中心c的坐标为[image: ]
 由图知q→的模不大于c→的模，于是有[image: ]
 [image: ]
 。

【不等式应用】

例1：（2003全国联赛）设3/2≤x≤5，证明：[image: ]
 [image: ]
 。

分析：左端为三个根式之和，当然也可拆分为四个根式，右端是一个常数，怎么放缩到成功的彼岸呢？直接运用柯西不等式有

[image: ]


然而[image: ]
 ，放缩过头了！

[image: ]


放缩过头表明每个根式前所配系数不当，需要调整，怎么调整？不妨配上参数，以不变应万变！设λ，μ＞0，则

[image: ]


令[image: ]
 ，可取[image: ]
 =4/5，易使原不等式成立。

平心而论，这个方法有些繁琐且难以想到，有没有简单一点的证法呢？试看当年的参考解答：由柯西不等式得

[image: ]


上式中等号成立的条件是x+1=2x-3=15-3x且x=5，这显然是不可能的，从而上式中等号不取，得证。

对比前面的失败证法发现：我们急于在运用柯西不等式的一步就出现定值，而参考答案恰恰相反，柯西一步不出定值，出现一个含有x的根式，再放缩到欲证的结果。放缩之妙义全在于此！

受参考答案启发，我们也可把原不等式左端拆分为四项，再局部运用柯西不等式：

[image: ]


幸运的是[image: ]
 ，放缩成功了！

其实，妙解可以用Jensen不等式给出，其本质与参考解答相同。

证明：设[image: ]
 ，故f（x）为（0，+∞）上的凹函数，则

[image: ]


例2：设x,y，z≥0，且x+y+z=1，求证：[image: ]
 [image: ]
 。

证明：设[image: ]
 ，则[image: ]
 ＜0，f（t）为[0，1]上的凹函数，又0≤x,y，z≤1，故由Jensen不等式得

[image: ]


代入即得[image: ]
 ，得证。

注：作出函数f（t）的图象，易求过点A（0，2）和[image: ]
 的直线的方程为[image: ]
 +2，由凹函数的定义知，对任意的t∈[0，1]，都有

[image: ]


[image: ]


于是

[image: ]


从而原不等式可完善为

[image: ]


例3：（2004新加坡奥数题）设0＜a,b，c＜1，且ab+bc+ca=1，求证：

[image: ]


证明：设[image: ]
 ，则[image: ]
 ＞0，从而f（x）为（0，1）上的凸函数，由Jensen不等式得

[image: ]


又[image: ]
 ，故[image: ]
 ，得证。

题中条件ab+bc+ca=1让人觉得不该使用Jensen不等式，大胆尝试后发现“确实如此”：f（a）+f（b）+f（c）≥[image: ]
 ，右端不是定值！就这样轻易下结论否定吗？解答中没有！而是将a+b+c看做整体，求出其范围后又放缩了一步得证，其实也可利用f（x）的单调性：由[image: ]
 知f（x）为增函数，又[image: ]
 ，故[image: ]
 [image: ]
 ，亦得证。如此充分展现了不等式证明的不拘一格。

例4：（2005年日本数学奥林匹克试题）若正实数a,b,c满足a+b+c=1，求证：

[image: ]


证明：设[image: ]
 ，则[image: ]
 ，故f（x）在（0，+∞）上是凹函数，又a+b+c=1，于是

[image: ]


例5：（第4届CMO试题）设x1
 ，x2
 ，……，xn
 ∈R+
 ，且x1
 +x2
 +……+xn
 =1，求证：

[image: ]


证明：设[image: ]
 ，则[image: ]
 ＞0，故f（x）在（0，1）上是凸函数，且x1
 +x2
 +……+xn
 =1，于是

[image: ]


设[image: ]
 则[image: ]
 ，故f（x）在（0,1）上是凹函数，且x1
 +x2
 +……+xn
 =1，于是

[image: ]


所以

[image: ]


例6：设n∈N+
 ，x1
 ，x2
 ，……，xn
 为正数，且x1
 x2
 ……xn
 =1，求证：

[image: ]


证明：由于x1，x2，……，xn＞0，且x1x2……xn=1，则lnx1+lnx2+……+lnxn=0。令a1=lnx1，a2=lnx2，……，an=lnxn，则a1+a2+……+an=0，于是

[image: ]


设[image: ]
 ，则[image: ]
 0，故f（x）在R上是凸函数，且a1
 +a2
 +……+an
 =0，于是

[image: ]


用Jensen不等式证明该例堪称一绝！“绝”就绝在换元后把原始条件x1
 x2
 ……xn
 =1巧妙地转化为新的条件a1
 +a1
 +……+an
 =0，从而在应用Jensen不等式时有机地用上了f（a1
 +a2
 +……+an
 /n）=f（0）这个得天独厚的条件，这无疑是含“x1
 x2
 …xn
 =1”的条件不等式证明的函数化思想的一个新亮点。

例7：试证在圆的所有内接凸n边形中，正n边形的面积最大。

证明：设A1
 A2
 ……An-1
 An
 是半径为R的圆的任一内接凸n边形，记其各边所对的圆心角分别为α1
 ，α2
 ，……，αn-1
 ，αn
 。欲使n边形的面积最大，则易知圆心应在n边形的内部，于是

[image: ]


由于函数f（x）=sinx在（0，π）上为凸函数，故由Jensen不等式得

[image: ]


则

[image: ]


当且仅当αi
 =2π/n(i=1，2，……n）时取等号，此时该凸n边形为正n边形。得证。

例8：（2005全国Ⅰ卷）设正数P1
 ，P2
 ，……，P2
 n满足P1
 +P2
 +……+P2n
 =1，证明：

[image: ]


证明：当年提供的参考答案是用数学归纳法证明，其实可用Jensen不等式给出简解。

设f（x）=xlog2x,x∈（0，+∞），则f″（x）=1/xlog2e＞0，f（x）为（0，+∞）上的凸函数，故

[image: ]


另外2011年高考湖北卷理数压轴题中：设ak
 ,bk
 （k=1，2，……，n）均为正数，证明：

若b1
 +b2
 +……+bn
 =1，则1/n≤b1
 b1
 b2
 b2
 ……bn
 bn
 ≤b1
 2
 +b2
 2
 +……+bn2
 。

可以用Jensen不等式秒杀：

[image: ]


[image: ]


由f（x）=xlnx为（0，+∞）上的凸函数得证；

[image: ]


由g（x）=lnx为（0，+∞）上的凹函数得证。

【思维点拨】

设x,y∈[1,1/2]，求证：[image: ]
 。

该不等式证明不易。先看左端[image: ]
 x,y的排列看似毫无规律，但若看到1，x,xy三个整体规律就出现了，其实质就是Nesbitt不等式[image: ]
 0）的一个特例，当且仅当x=y=1时，等号成立。

而右端的证明则需要用到如下引理：设f（x）为闭区间[a,b]上的凸（凹）函数，则f（x）的最大（小）值一定在区间端点处取得。

证明：对于凸函数f（x），记M=max{f（a），f（b）}，则对任意的x∈[a,b]，设x=λa+（1-λ）b，λ∈[0，1]。由凸函数的定义知

f（x）=f[λa+（1-λ）b]≤λf（a）+（1-λ）f（b）

≤λM+（1-λ）M=M。

凹函数的情形同理可证。

下证右端，记

[image: ]


则[image: ]
 ，故f（y）为[1/2，2]上的凸函数，则f（y）的最大值必在区间端点处取得，于是转证

[image: ]


当然可以用函数工具处理，但分解因式会来得直接些：

[image: ]


得证。

由此例可见，凸函数理论是处理不等式问题的强有力的工具。


第十章　令人费解的Höfder不等式

【课堂掠影】

今天，彭老师给竞赛班的同学上课。

走进教室，彭老师不紧不慢地在黑板上写下：设a,b,c,d＞0，求

[image: ]


的最小值。

彭老师笑着对大家说：“最近这个问题在网络上引起了网友们的广泛讨论，不知咱班上的同学能给出几种解法呢？”

竞赛班高手云集，学生好胜心强，自然不甘示弱。

男生A抢着说：“最小值是625/81，当且仅当a=b=c=d时取得。”

“数学的直观感觉不错，该怎么证明呢？”

“我还没想好，暂时想到了这点儿。”

过了一会儿，B男生举手示意，彭老师请他到黑板前为大家讲解。B同学的解法如下：由齐次性，不妨设abcd=1，则

[image: ]


[image: ]


当且仅当a=b=c=d时，等号成立。

“通分拆项，运用均值不等式，漂亮！”彭老师发出了由衷的赞叹，教室里也响起了热烈的掌声，“你能详细解释一下为什么可以设abcd=1吗？”

“好的。原式是一个零次齐次式，这表现为：若设abcd=m4
 ，则有

[image: ]


如果我们把a/m看作a′，b/m看作b′，c/m看作c′，d/m看作d′，那么不就变成了：已知a′b′c′d′=1，求

[image: ]


的最小值了吗？

所以，不妨就令原来的变量满足乘积为1吧！这就是不妨设的道理，这样不会失去原题的一般性。”

“说得太好了！这是我迄今为止听到的关于不等式齐次性的最好阐述！大家再想想，此题不用齐次性可以证吗？”

这当然难不倒大家，学生C说：“只要把B同学的解法稍微修改一下就可以：
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[image: ]


当且仅当a=b=c=d时，等号成立。”

“结合取等条件，大胆分拆，运用五元均值不等式证得，很好！”，彭老师也给予了很高评价，“不过，我这里也有一种证法，大家看看怎样：因为

[image: ]


所以

这个证法一步到位，但背后的原理是什么呢？下面炸成了一锅粥，大家议论纷纷。
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“看不懂不要紧”，彭老师清了清嗓子，“这就是今天要给大家介绍的赫尔德（Hölder）不等式，柯西不等式想必大家都已熟悉，它是证明不等式的一把利器。奥图·赫尔德（OttoHölder）曾弱化柯西不等式的条件，得到了柯西不等式的推广——赫尔德（Hölder）不等式，其应用更为广泛。”

学生的好奇心促使他们急着想知道Hölder不等式到底是什么……

【精彩故事】

设x,y，z＞1，且1/x+1/y+1/z=2，求证：
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师：这是1998年伊朗的一道竞赛试题，有什么好方法吗？

甲：看到根式的自然想法是去掉根式，可以整体代换，设a=[image: ]
 ，条件1/x+1/y+1/z=2变成了[image: ]
 ，要求证的结论变为
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从形式上来看变简单了。

师：接下来呢，对新条件怎么处理？对新结论怎么求证？

甲：需要的话，可对新结论两端平方，整理一下，就是要证明ab+bc+ca≤3/2。当然，这要依新条件来求证，对新条件“分式化整”得
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师：这个条件是什么意思呢？怎么利用？

甲：联想到△ABC中有恒等式
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再做三角代换：ab=CosA,bc=CosB,ca=CosC，待证结论即
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这在三角形中是容易证明的，终于证出来了。

师：这个证法自然，易想，但需要扎实的基本功。其中，做了两次代换，运用联想、迁移的思维能力，最终转化为证明一个三角不等式，可谓是代数与三角互化的绝妙案例。保持代数不等式、几何不等式、三角不等式随时随地的相互转化是一种数学素养，可以为证明带来新的思路，但若转化之后仍不好证，那么转化就失去了其本身的意义。

此题还有其他证法吗？

乙：可以用柯西不等式，一步就证出来了。将条件1/x+1/y+1/z=2变形即
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巧配常数1，就有

[image: ]


师：这个证法简洁，有力，太妙了！能想起将条件变形为（x-1）/x+（y-1）/y+（z-1）/z=1，必然是对柯西不等式和要求证不等式的结构有十足的了解，再将两者联系在一起，变形也就显得十分必要和自然了。

现在将不等式做一个次数上的推广：设x,y,z＞1，且[image: ]
 [image: ]
 ，n∈N*
 ，求证：

[image: ]
 ，你们再证证看。

甲：我的证法三角代换一步具有局限性，显然失效了。乙同学，你的柯西证法呢？

乙：从形式上看，柯西不等式是放缩平方和的利器，但现在是n次，我也不知道该怎么办了。

师：你们分析得很好。问题本身做了推广，那我们的证明工具也要进行相应的推广，才有可能得证。柯西不等式有哪些推广，你们知道吗？

乙：我听过，好像是赫尔德（Hölder）不等式，它是柯西不等式次数上的推广，但具体的内容我说不清楚了。

师：记不清知识的具体内容没有关系，关键是要弄清知识的来龙去脉。柯西不等式
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有一种巧妙的证法，你们谁说说？

甲：老师，您说的应该是这种：设[image: ]
 ，若M和N中有一个为0时，不等式显然成立；否则，由基本不等式知，对诸ai
 ,bi
 ，均有

[image: ]


对该式求和有

[image: ]


即[image: ]
 ，得证。

师：这个巧妙证法背后的道理是什么？我们不能仅观赏表面上冰冷的美丽，更要挖掘出问题背后的火热思考。

乙：柯西不等式即[image: ]
 ，等价于
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这个式子说明若做代换[image: ]
 后，柯西不等式就等价于
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其中[image: ]
 。这其实是不等式的齐次性。

师：柯西不等式是齐次的吗？关于谁的几次齐次式？

乙：柯西不等式关于诸ai
 和诸bi
 都是2次齐次的，因为记
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对任意的非零常数t，易得
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同理有f（tb1
 ，tb2
 ，……，tbn
 ）=t2
 f（b1
 ，b2
 ，……，bn
 ）。

师：从齐次化的角度，能给出柯西不等式的简证吗？

甲：由齐次性，不妨设[image: ]
 ，则柯西不等式即

[image: ]


亦即

[image: ]


而

[image: ]


得证。

师：很好，是这样子。从齐次化的角度看问题的好处是，可以很容易把柯西不等式进行推广：
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这其实就是赫尔德（Hölder）不等式！

于是，对于m个正数序列

[image: ]


我们有

[image: ]


特别地，取m=2，就得到柯西不等式。

甲、乙：不等式好复杂啊！该怎么记忆呢？

师：熟能生巧，别无他耳。Hölder不等式应用广泛，但因其表达式复杂，使得我们首次使用时感到混乱。但仔细一想，不论什么不等式，我们不都是从陌生走向熟悉，从简单模仿走向熟练运用吗？

初学均值不等式时，仅是记忆H（n）、G（n）、A（n）、Q（n）的形式就费了好大劲，但最后你不也能灵活运用了吗？初学柯西不等式时，你抱怨怎么涉及那么多数，两个数组，2n个数，还有其变式，其构造，总是让你眩晕；初学排序不等式时，你感慨它灵活多变，数组还需自己观察写出，顺序积、反序积、乱序积呀，到底怎么个排法才能把题目证出来呢……

甲、乙：老师，我们明白了，勤加练习，打好基础，是数学学习的不二法门。

师：现在到了，请收起你的犹豫，相信自己能尽快掌握它！许多困难的问题使用Hölder不等式Hölder不等式将变得非常简单！先给出Hölder不等式的两个直接推论，希望你们尽快熟悉Hölder不等式的结构形式。

推论1：设a,b，c,x，y,z，t,u，v＞0，我们有
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推论2：设a1
 ，a2
 ，……，an
 ＞0，我们有
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好了，前面的问题还没解决呢。平移乙同学的柯西证法，运用Hölder不等式可以证明，你们试试吧！

甲、乙：由[image: ]
 得[image: ]
 ,于是
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【不等式介绍】

赫尔德（Hölder）不等式是基础数学理论中重要的不等式，在中学数学、数学分析、实变函数与泛函分析等领域中均有其不同的表现形式。赫尔德（Hölder）不等式有离散与连续两种形式，离散形式即为中学里常用的形式，也是本节阐述的重点；连续形式即为积分形式，在高等数学里常用。

Hölder不等式：设ai
 ,bi
 ＞0（i=1，2，……，n），P＞1，q＞1，1/P+1/q=1，则
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当且仅当[image: ]
 时，等号成立。

特别地，取P=q=2，则得到柯西不等式：设ai
 ,bi
 ＞0（i=1，2，……，n），则
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当且仅当a1
 /b1
 =a2
 /b2
 =……=an
 /bn
 时，等号成立。

以上Hölder不等式看作柯西不等式的一种推广，但限于两项之积，约束了更为广泛的应用。其实，Hölder不等式还可以推广为多项之积而得到其一般形式。

一般形式的Hölder不等式：设aij
 （i=1，2，……，n；j=1，2，……，m）是正实数，λi
 （i=1，2，……，m）是正实数，且λ1
 +λ2
 +……+λm
 =1，则
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有时，问题中不直接给出λ1
 +λ2
 +……+λm
 =1，需要我们配凑常数项（1+1+……+1）α
 ，再应用Hölder不等式进行放缩。于是，我们得到更为一般的不等式如下。

推广：设aij
 （i=1，2，……，n；j=1，2，……，m）是正实数，λi
 （i=1，2，……，m）是正实数，且λ1
 +λ2
 +……+λm
 =r＜1，则
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数学分析中的Hölder不等式：若f（x），g（x）在[a,b]上可积，且1/P+1/q=1，P＞1，q＞1，则有
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【不等式证明】

证明1：Hölder不等式的证明参见P175案例5。

证明2：利用数学归纳法证明一般形式的赫尔德（Hölder）不等式

当m=2时，由证明1知结论成立；

假设当m=k时，结论成立；当m=k+1时，因为λ1
 +λ2
 +……+λk+1
 =1，设λ1
 +λ2
 +……+λk
 =s，则s+λk+1
 =1，记ti
 =λi
 /s（i=1，2，……，）k，则[image: ]
 ，所以

[image: ]


由证明1知
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又由归纳假设知
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将（2）、（3）代入（1）式中得，
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这说明当m=k+1时，结论也成立。综合得结论成立。

推广形式Hölder不等式的证明：由一般形式的赫尔德（Hölder）不等式得
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【不等式应用】

例1（第39届IMO预选试题）设x,y,z是正实数，且xyz=1，证明：
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证明：由赫尔德不等式知
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于是
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只需证明
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记P=x+y+z，则[image: ]
 ，则以上等价于[image: ]
 ≥3/4，继续等价于（P-3）（4P2
 +9P+9）≥0，显然成立，故原不等式得证。

例2　设a,b，c，且a+b+c=1，求证：
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证明由赫尔德不等式知

[image: ]


由于a+b+c=1，所以
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得证。

例3　设a,b,c，求证：
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证明由赫尔德不等式知
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于是（1+a）（a+b）（b+c）（c+16）≥81abc，所以

[image: ]


例4（第31届IMO预选试题）设a,b,c,d是满足ab+bc+cd+da=1的正实数，证明[image: ]
 [image: ]
 。

证明：由赫尔德不等式知
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于是
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又注意到1=ab+bc+cd+da=（a+c）（b+d）≤（a+b+c+d）2
 /4，所以
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例5　设n∈N*
 ，x1
 ，x2
 ，……，xn
 ∈R，求证：
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证明：由赫尔德不等式得

[image: ]


于是

[image: ]


[image: ]


于是只需证明
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上式左边展开后共有n3
 项（合并同类项之前），去掉x1
 3-3n
 ,x2
 3n-3
 ，……，xn
 3n-3
 这n项后，还剩下n（n2
 -1）项，这些项分为n组后由均值不等式放缩知其不小于[image: ]
 ，所以上式成立，原不等式得证。

注：特别地，取n=2，则得到《数学通报》2003年第5期第1435题：设a,b＞0，求证：[image: ]
 ；取n=3，则得到第42届IMO试题第2题：设a,b,c∈R+
 ，求证：[image: ]
 [image: ]
 ；取n=4，则得到《中等数学》2013年第1期数学奥林匹克问题338：设a,b,c,d∈R，求证：[image: ]
 。

例6　设a,b,c＞0，且a+b+c=1，求证：
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证明：由赫尔德不等式知
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由于a（a+2b）+b（b+2c）+c（c+2a）=（a+b+c）2
 =1，所以

[image: ]
 ，得证。

例7　设0＜θ＜π，a,b＞0，n∈N*
 ，求[image: ]
 的最小值。

解：由赫尔德不等式知
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且等号可以取到。于是，[image: ]
 有最小值（a2/(n+2)
 [image: ]
 。

例8　设ai
 ,bi
 ∈R+
 （i=1，2，……，n），q＞0，且P≥q+1，则有
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证明：由赫尔德不等式知
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所以
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该题所证不等式称为权方和不等式，80年代初由杨克昌教授命名并用数学归纳法给出了证明，而国外学者称其为Radon不等式。特别地，取P=q+1，就有
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这是初学者需要熟悉的。

例9　设a,b,c∈R+
 ，求证：
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证明：由于1/2+1/3+1/6=1，则[image: ]
 [image: ]
 ，于是由赫尔德不等式知，
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第十一章　叱咤风云数十年——Schur不等式

【课堂掠影】

天下之大，变幻万千。数学学习也讲求“变化”之道。

“同学们，刚才和大家一起认识了舒尔（SChur）不等式：对于任意的非负实数x,y，z都有——”

“x（x-y）（x-z）+y（y-z）（y-x）+z（z-x）（z-y）≥0！”

“很好。不仅舒尔（SChur）不等式本身在竞赛中十分重要，而且它的诸多变形在不等式证明中也经常用到。下面我们就来看看舒尔（SChur）不等式到底有哪些变式。面对舒尔不等式你们想怎么变？”

“直接展开整理。”

“不错，基本自然的想法。都动手试一试，看能得到什么？”

不一会儿，同学们就都得到了下式（或与之等价的式子）：

x3
 +y3
 +z3
 +3xyz≥x2
 y+xy2
 +y2
 z+yz2
 +z2
 x+zx2
 。

“不妨将其称为变式一。那变式二呢？再想想看，还能怎么变？”

大家一筹莫展，不知往什么方向变化。

“大家是否还记得以前（P93例8）我们讲过这样一道题：已知△ABC的三边长分别为a,b，c，求证：（a+b-c）（b+c-a）（c+a-b）≤abc？”

“嗯，好像做过。”

“当时是怎么证明的？是用基本不等式放缩得到三个局部不等式，再相乘得证。如果把题目中的a,b,c换作x,y,z得到（x+y-z）（y+z-x）（z+x-y）≤xyz，大家试着把它展开看是什么？”

过了一会儿，教室里顿时活跃了起来。

“它就是变式一！”

“原来是舒尔不等式的变式！”

“真令人难以置信！”

“好，那我们就把它称为舒尔（SChur）不等式的变式二好了。继续向变式三进发！大家试着对式子（x+y+z）3
 +9xyz放缩看看？”

经过一阵探索，能力强的学生得到了一个漂亮的式子：

（x+y+z）3
 +9xyz

=x3
 +y3
 +z3
 +3xyz+3（x2
 y+xy2
 +y2
 z+yz2
 +z2
 x+zx2
 ）+12xyz

≥4（x2
 y+xy2
 +y2
 z+yz2
 +z2
 x+zx2
 ）+12xyz

=4[xy（x+y+z）+yz（y+z+x）+zx（z+x+y）]

=4（x+y+z）（xy+yz+zx）。

“第一步的分拆以及第二步的放缩的理由是什么？”

“变式一！”

“太棒了！刚刚学到的知识就派上了用场。让我们赶紧记下舒尔（SChur）不等式的变式三：4（x+y+z）（xy+yz+zx）≤（x+y+z）3
 +9xyz。”

“老师，还有其他变式吗？”学生的好奇心被代数变形的魅力所激发，显然有些迫不及待了。

“当然有啦！盯紧变式三，看好了：当x+y+z≠0时，就有x+y+z＞0，左右两端同时除以x+y+z不变号，就是——”

[image: ]


“把（x+y+z）2
 移到左端，整理下就是变式四啦！快去化化吧，看谁最先发现真理。”
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“能不能把上式中的分式放缩为整式呢？或许就是变式五，快快变化吧！”

[image: ]
 [image: ]
 ，于是就得到变式五：
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移项即
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数学的变化是无穷无尽的，变式还有很多，留给大家课下探索。还是先把我们刚才的“战利品”展览一下吧：

SChur不等式：x（x-y）（x-z）+y（y-z）（y-x）+z（z-x）（z-y）≥0（x,y,z均为非负实数，下同）；

变式一：x3
 +y3
 +z3
 +3xyz≥x2
 y+xy2
 +y2
 z+yz2
 +z2
 x+zx2
 ；
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“解决代数问题的关键是掌握代数变形的技巧，代数变形是数学解题的基石，变形能力的强弱直接制约着解题能力的高低。希望SChur不等式及其变式能助大家解题一臂之力。”

【精彩故事】

师：在1983年瑞士的数学奥林匹克竞赛中有这样一道试题：在△ABC中，求证：
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甲：这不是舒尔不等式的变式二吗？可用基本不等式证明。

师：没错。十几年来，在各级各类竞赛和各类期刊上出现的许多不等式都和舒尔不等式有关，先看1964年第6届IMO的一题：设a,b,c是三角形的三边，求证：
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做做看？

甲：（惊讶）左边展开，再整理一下就是舒尔不等式的变式一呀！

师：是的。再看1992年加拿大数学奥林匹克试题：对任意的x,y,z≥0，证明：
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甲：（演算了一会儿）哈哈，还是舒尔不等式的变式一！它们怎么都是以舒尔不等式为背景呢？

师：这其实是一种潜移默化的普及工作，在考试中出现的次数多了，总能引起大家的关注，慢慢地，越来越多的人就开始认识并懂得舒尔不等式，这也从侧面反映了舒尔不等式的重要性。还有更多的例证，如第41届IMO试题：设a,b,c是正数，且满足abc=1，证明：
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甲：（尝试了好久）老师，做不出来。这个和舒尔不等式也有关系吗？

师：你或是受了思维定式的影响，以为这道题和前两题一样简单化简后就会等价于舒尔不等式，具体问题还得具体分析。这是关于三个正数a,b,c的条件不等式，“条件”是abc=1，如何消除此条件的约束呢？

甲：（脱口而出）可以做代换：a=x/y,b=y/z,c=z/x！

师：试试？

甲：令a=x/y,b=y/z,c=z/x，其中x,y，z均为正数，则原不等式等价于
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即是（x+y-z）（y+z-x）（z+x-y）≤xyz，还是舒尔不等式（震惊）！

师：证得漂亮！再看第17届全俄中学生数学竞赛试题：设a,b,c＞0，且a+b+c=1，求证：
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你可以往变式二上靠拢试试？

甲：好。变式二一端是xyz，那就用整体代换：令x=1+a,y=1+b,z=1+c，由a+b+c=1，知x+y-z=2(1-c），y+z-x=2(1-a），z+x-y=2(1-b），于是所证不等式等价于

[image: ]


哇，仍是舒尔不等式（震撼）！

师：证得精彩！竞赛中的舒尔不等式告一段落，我们再看看杂志上同类的不等式吧！1993年3月《数学通报》问题823：设x,y，z＞0，且x+y+z=xyz，证明：

[image: ]


甲：（脱口而出）这是变式四！因为x+y+z=xyz，所以变式四就是

[image: ]
 ，移项就是要证的不等式了！

师：观察力不错！再看《数学通报》杂志2001年4月数学问题131O：设a,b,c∈R+
 ，且abc=1，n∈N*
 ，证明：

[image: ]


甲：将条件abc=1看作an
 bn
 cn
 =1，作代换（an
 ,bn
 ,cn
 ）→（a,b,c），就和前面第届那道题一致了。

师：好一个化归与转化！《数学教学》杂志2001年5月数学问题543：设a,b,c为三角形的三边长，求证：
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由变式二知[image: ]
 ，得证。

师：《数学通报》2001年11月数学问题1324：在△ABC中，求证：

[image: ]


甲：和上题一样，均值放缩，不过这回需要两次：

[image: ]


得证。

师：看来你已经对舒尔不等式及其变式掌握得差不多了，那就留给你两道思考题吧：

（1）《数学通报》2003年3月数学问题1421：锐角三角形ABC中，求证：

（2）欧拉不等式：设△ABC的外接圆半径为R，内切圆的半径为r，求证：R≥2r。

[image: ]


【不等式介绍】

舒尔（SChur）不等式：

设x,y，z是非负实数，则对任意的实数r，都有xr
 （x-y）（x-z）+yr
 （y-z）（y-x）+zr
 （z-x）（z-y）≥0，简记为∑xr
 （x-y）（x-z）≥0，当且仅当x=y=z或者x,y，z中两个数相等而另外一个为0时，等号成立。

这是SChur在1934年或者更早的时候建立的，舒尔不等式结构简约，内涵深刻，有着极其广泛的应用，它本身就是一个十分重要的不等式。

当r为正偶数时，舒尔不等式对任意的实数x,y，z都成立。

经常用到，希望读者熟练掌握。r=1时的舒尔不等式∑x（x-y）（x-z）≥0及其变式（前已述及，这里不再重复）

【不等式证明】

证明：由对称性，不妨设x≥y≥z≥0，下面分三种情况进行讨论：

（1）当r=0时，∑xr
 （x-y）（x-z）=x2
 +y2
 +z2
 -（xy+yz+zx）≥0；

（2）当r＞0时，xr
 ≥yr
 ＞0，zr
 （z-x）（z-y）≥0，则

=y∑xr
 （x-y）（x-z）≥yr
 （x-y）（x-z）-yr
 （y-z）（x-y）r（x-y）2≥0；

（3）当r＜0时，zr
 ≥yr
 ＞0，xr
 （x-y）（x-z）≥0，则

=y∑xr
 （x-y）（x-z）≥yr
 （y-z）（y-x）+yr
 （z-x）（z-y）r（y-z）2≥0。

【不等式应用】

例1：（2001年奥地利波兰数学奥林匹克试题）已知a,b，c是△ABC的三条边，证明：

[image: ]


证明：左端[image: ]
 即∑a3
 +2abc＜∑ab（a+b），分解因式得（a+b-c）（b+c-a）（c+a-b）＞0，成立；

右端[image: ]
 即∑ab（a+b）≤a3
 +3abc，即是舒尔不等式的变式一，得证

例2：（第25届IMO试题）设x,y，z是非负实数，且x+y+z=1，求证：
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证明：先证不等式左边，即（xy+yz+zx）（x+y+z）-2xyz≥0，展开化简得

[image: ]


因x,y，z均为非负实数，故左端得证；

再证右边，即（xy+yz+zx）（x+y+z）-2xyz≤7/27（x+y+z）3，展开化简得

[image: ]


即证明

[image: ]


由均值不等式x3
 +y3
 +z3
 ≥3xyz及舒尔不等式的变式一即知上式成立。

例3：（IMO美国国家队训练题）证明：在任意锐角△ABC中，有

[image: ]


证明：令CotA=x,CotB=y,CotC=z，则xy+yz+zx=1，所以只要证下面的齐次不等式即可

[image: ]


这等价于x（x-y）（x-z）+y（y-z）（y-x）+z（z-x）（z-y）≥0，即是SChur不等式。

例4：设a,b，c是正实数，且ab+bc+ca=3，求证：a3
 +b3
 +c3
 +6abc≥9。

证明：由舒尔不等式的变式二知

[image: ]


因（a+b+c）2≥3（ab+bc+ca）=9，故a+b+c≥3，则a3+b3+c3+6abc≥9，等号当且仅当a=b=c=1时成立。

例5：已知a,b，c∈R+
 ，求证：2（a3
 +b3
 +c3
 ）+3abc≥3（ab2
 +bc2
 +ca2
 ）。

证明：由舒尔不等式的变式四知∑a3
 +3abc≥∑ab（a+b）①，又

[image: ]


即∑a3
 +∑a2
 b≥2∑ab2
 ②，①+②得2∑a3
 +3abc≥3∑ab2
 。

例6：（2000年IMO预选题）设正实数a,b，c满足abc=1，求证：
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证明：令a=x/y,b=y/z,c=z/x，则所证不等式等价于∑（x/y+z/y-1）（y/z+x/z-1）≥3，通分整理即∑x（z+x-y）（x+y-z）≥3xyz，亦即

[image: ]


[image: ]
 [image: ]
 ，即是舒尔不等式变式二。

2004年亚太地区数学奥林匹克竞赛中有这样一道不等式证明题。

证明：对任意正实数a,b，c，均有（a2
 +2）（b2
 +2）（c2
 +2）≥9（ab+bc+ca）。

分析：原式中每个变量的最高次数均为2，不妨将其整理为

（b2
 +2）（c2
 +2）a2
 -9（b+c）a+2（b2
 +2）（c2
 +2）-9bc≥0，

将左端看做关于a的二次函数，其开口向上，要证f（a）≥0对任意的正数a恒成立，由对称轴的位置知只需证判别式

△=81（b+c）2
 -4（b2
 +2）（c2
 +2）[2（b2
 +2）（c2
 +2）-9bc]≤0

对任意实数b,c恒成立，即

81（b+c）2
 +36bc（b2
 +2）（c2
 +2）≤8（b2
 +2）2（c2
 +2）2


对任意正数b,c恒成立，似乎不好证。

常见的证明是这样的：原不等式左端展开即
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由均值不等式得a2
 +b2
 ≥2ab,b2
 +c2
 ≥2bc,c2
 +a2
 ≥2ca，所以

[image: ]


又由均值不等式得a2
 b2
 +1≥2ab,b2
 c2
 +1≥2bc,c2
 a2
 +1≥2ca，所以

[image: ]


两式相加得

[image: ]


欲证原不等式成立，只需证

[image: ]


再次运用均值不等式得

[image: ]


故只需证[image: ]
 ，即为SChur不等式的变式五。

其实该不等式较弱，我们完全有能力证其如下加强形式：对任意正实数a,b，c，均有（a2
 +2）（b2
 +2）（c2
 +2）≥3（a+b+c）2
 。

证明:由（a2
 -1）2
 （b2
 -1）2
 （c2
 -1）2
 ≥0知

（a2
 -1）（b2
 -1），（b2
 -1）（c2
 -1），（c2
 -1）（a2
 -1）三者中至少有一个非负。无妨设（a2
 -1）（b2
 -1）≥0，则a2
 b2
 ≥a2
 +b2
 -1，于是有

[image: ]


得证。

这样的加强及其简洁证明恐怕是命题人始料未及的。

另外，安振平老师的第11个优美不等式
[2]

 与此题颇有几番相似：设x,y，z∈R+
 ，求证：

（x2
 +y）（y2
 +z）（z2
 +x）xyz（x+y+z）。可借助以上加强形式证得：

原不等式等价于[image: ]
 ，因为

[image: ]


于是只需证明

[image: ]


它等价于

[image: ]


在P143的例8中，令[image: ]
 ，即得上式，证毕。


第十二章　一个会生蛋的不等式——嵌入不等式

【课堂掠影】

本节课，彭老师准备向竞赛班的同学介绍一个重要的不等式——嵌入不等式。

“在代数中，是不是有这样一个不等式：

[image: ]


成立呢？”

“是的！”

“可以由x2
 +y2
 ≥2xy,y2
 +z2
 ≥2yz,z2
 +x2
 加得证！≥2zx三式相加得证！”

“直接移项配方就是1/2[（x-y）2
 +（y-z）2
 +（z-x）2
 ]≥0，显然成立！”

同学们的回答令彭老师满意，大家说得都很好。我们继续想，在△ABC中，是否有这样的恒等式

[image: ]


成立呢？

“成立！”

“在△ABC中，由余弦定理知a2
 =b2
 +c2
 -2bcCosA,b2
 =c2
 +a2
 -2caCosB,c2
 =a2
 +b2
 -2abCosC，三式相加即得证！”

“也可用射影定理证明：
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“同学们证得太漂亮了！请思考，现在我的问题是：把（1）式右边各项分别乘以2CosC，2CosA，2CosB，不等号仍然成立吗？或者将样的结果？”（2）式中△ABC的三边a,b，c换成三个任意的实数x,y，z，会有怎样的结果？”

“也就是说，这样一个不等式：

[image: ]


其中x,y，z为任意实数，A,B，C为△ABC的三个内角，成立吗？”

竞赛班的同学数学功底深厚，不一会儿就有人证明出来了。

“老师，我是这么想的：不等式中x,y，z的地位均等，且最高次数都是2，于是可以把它看作为一个变元（不妨设为x）的二次式，由于x是任意实数，配方法应该可以奏效：

[image: ]


当且仅当[image: ]
 ，即x：y：z=sinA：sinB：

C时取等号，得证。”

“老师，既然配方法有效，那判别式法应该也可以：

设[image: ]
 ，它是关于实数x且开口向上的二次函数，又判别式

[image: ]


从而恒有f（x）≥0，得证。”

“不等式中三个变量x,y，z位置对称，地位均等，若平均使力则不易把握。不管是配方法还是判别式法都将变量x看作主元，把不等式问题转化为二次式（或二次函数）恒大于或等于零的问题，从而轻易得证。两种方法的本质是一致的。大家还有什么好方法吗？”

班里一时也没有什么好方法，彭老师只好把自己准备的第三种方法“奉献”给大家。

“原不等式等价于x2
 +y2
 +z2
 -2xyCosC-2yzCosA-2zxCosB≥0，左端一个完全平方式吗？”

“左端有点像（a+b+c）2
 的展开式a2
 +b2
 +c2
 +2ab+2bc+2ca，但又不完全一样。”

“这个思路不错。那左端能化成三项和的完全平方吗？”

“有点困难。最大的困难在于如何产生三个内角A,B，C。”

“一般地，数量与数量的乘积还是数量，那什么与什么相乘才会出现角呢？好好想想。”

“向量！”

“太棒了！请试着构造三个向量，使得式子左端为完全平方和。”

“考虑与→AB，→BC，→CA同向的单位向量e→1，e→2，e→3，如图所示，则对任意实数x,y，z都有
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展开即得原不等式。”

“确实如此。刚才我们证明的这个不等式就是竞赛中大名鼎鼎的嵌入不等式！”

【精彩故事】

师：60年代国外的一次数学竞赛中出现了这样一道试题：设A,B，C是一个三角形的三个内角，则对任意实数x,y，z，都有

[image: ]


这道试题有着极其深刻的内涵，我们称其为嵌入不等式。

生：这个不等式有什么重要的呢？

师：请注意不等式中x,y，z和A,B，C的任意性。x,y，z既可以是任意实数，也可以是任一三角形的三条边，还可以是你随意赋予的任何意义；A,B，C只限定为三角形的三个内角，而不说明具体值，所以也具有一定的灵活性，是可以掌控的。于是，嵌入不等式是非常有用的一个不等式，它是产生新的几何不等式或三角不等式的一个重要源头，被称为“会生蛋的不等式”。接下来我们就来看它是如何下蛋的。

师：若令x=y=z=1，会得到什么？

生：CosA+CosB+CosC≤3/2，这是一个三角不等式。

师：若令[image: ]
 呢？

生：化简得[image: ]
 ，还是一个三角不等式！

师：那一般地，对任意的正实数P,q，r，又有PCosA+qCosB+rCosC小于或等于什么呢？

生：令P=2yz,q=2zx,r=2xy，解得[image: ]
 [image: ]
 ，代入嵌入不等式有

[image: ]


师：对，这就是该类不等式的一般形式。某大学的自主招生考试中就有这样一道试题：已知α，β，γ≥0，且α+β+γ=π，求3Cosα+4Cosβ+5Cosγ的最大值。你们说说怎么做？

生：直接套用结论就有

[image: ]


当且仅当sinα：sinβ：sinγ=1/3：1/4：1/5时，等号成立，故所求的最大值为769/120。

师：可见若掌握了嵌入不等式，此题便唾手可得。同理，在嵌入不等式中，若给A,B，C赋一些特殊值，就会得到一批代数不等式。如令A=π/2，B=C=π/4，就会得到——

生[image: ]
 。

师：若令A=2/π，B=C=π/6呢？

生：得到[image: ]
 。

师：你是不是已经发现，嵌入不等式虽然只是一个不等式，但是它可以生产一批不等式！这就是它的威力所在。在近年来的国内外竞赛中，频频出现以嵌入不等式为背景的问题，它俨然已是数学竞赛命题的新考点。如1965年民主德国的一道竞赛试题：在△ABC中，求证：CosA+CosB+CosC≤3/2，并确定何时等号成立。

生：前面已经证过了。

师：看此题摇身一变就成为1998年韩国的一道竞赛试题：已知正实数a,b，c满足a+b+c=abc，求证[image: ]
 [image: ]
 ，并判断等号何时成立。

生：这是一个代数不等式，和上面的三角不等式能有什么联系呢？

师：看条件a+b+c=abc，从形式上你能想到哪个三角恒等式吗？

生：tanA+tanB+tanC=tanAtanBtanC。

师：所以可令a=tanA，b=tanB,c=tanC，原不等式就变为——

生：（惊讶）CosA+CosB+CosC≤3/2。

师：再变一下：已知正实数a,b，c满足a+b+c=abc，实数u,w,v满足uwv＞0，求证：[image: ]
 [image: ]
 。

生：根据上面的代换，原不等式可变为

[image: ]
 ，这也是前面证明过的。

师：再看1998年印度的MO试题：已知x,y，z为正实数，xy+yz+zx+xyz=4，求证：x+y+z≥xy+yz+zx。

生：这个也要用三角代换吗？

师：是的，试着往恒等式Cos2
 A+Cos2
 B+Cos2
 C+2CosACosBCosC=1上化。

生：把条件xy+yz+zx+xyz=4写成如下形式：

[image: ]


于是可设

[image: ]


[image: ]


对照嵌入不等式，令[image: ]
 [image: ]
 即得证。

师：证得好！谁能料到如此复杂的一个三角不等式竟然是嵌入不等式的一个特例？嵌入不等式的威力实在不可小觑。再看2007年IMO中国国家集训队测试题：设正数u,v，w满足u+v+w+[image: ]
 ，求证：[image: ]
 此题和上一题类似。

生：把条件改写为

[image: ]


可设[image: ]
 ，于是只需证明

[image: ]


此式已证过。

师：由此可见新的竞赛题也可能是根据以往赛题改编而来的。再如2000年夏季数学奥林匹克的一道试题：设角形，求证：△ABC为锐角三角形，求证：

[image: ]


生：待证不等式和刚才证过的式子好像呀！

师：那就往已证过的式子上化化试试？

生：由恒等式cos2
 A+cos2
 B+cos2
 C+2cosABC=1得

[image: ]


因此只需证明

[image: ]


右端几乎一样了！我们多么希望有这样一个不等式

[image: ]


成立呀！如果真是如此，那原不等式传递一下就得证了。

对照嵌入不等式，设

[image: ]


，则有

[image: ]


哇，梦想成真！

师：现在对嵌入不等式的重要性有较深刻的认识了吧？

生：是的。

师：那我们就重新来认识一下嵌入不等式：

（1）式中的x,y，z可以随意交换位置吗？式中的A,B，C呢？

[image: ]


（2）在△ABC中，有如下三个不等式成立吗？

[image: ]


[image: ]


其中x,y，z为任意实数。

【不等式介绍】

嵌入不等式：对△ABC和任意的实数x,y，z，总有不等式

[image: ]


成立，当且仅当x：y：z=sinA：sinB：sinC时，等号成立。

依据嵌入不等式的配方法证明，其中只用到了CosA=-Cos（B+C），可见嵌入不等式的条件A+B+C=π，可以推广到A+B+C=（2k+1）π，k∈Z。

嵌入不等式最早出现在J.Wolstenholme1867年的著作中，1971年M.S.Klamkin将嵌入不等式推广为Wolstenholme-Klamkin加权三角不等式：对△ABC和任意的实数x,y，z,n为正整数，总有不等式

[image: ]


成立。

在嵌入不等式中，只要求A,B，C满足A+B+C=（2k+1）π，（k∈Z），x,y，z可以是任意实数，因而x,y，z也可以是任一三角形的三条边，所以它是非常有用的不等式，是产生新的几何不等式或三角不等式的一个重要源头。

【不等式证明】

嵌入不等式前面已证。下面证明Wolstenholme-Klamkin加权三角不等式：

原式等价于

[image: ]


将x2
 +x（-）n
 （zcosnB+ycosnC）配方，上式等价于

[image: ]


只需证明

[image: ]


移项即

[image: ]


如果n=2k为偶数，则nA+nB+nC=2kπ，所以

[image: ]


上式可化为

[image: ]


显然成立。

如果n=2k+1为奇数，则nA+nB+nC=（2k+1）π，所以

[image: ]


上式可化为

[image: ]


也显然成立。

在以上的证明中，等号当且仅当（ysinnC-zsinnB）2=0，即y/sinnB=z/sinnC，依据对称性，当且仅当x/sinnA=y/sinnB=z/sinnC时，等号成立。

【不等式应用】

例1：在△ABC中，求证[image: ]
 。

证明：在嵌入不等式中令[image: ]
 ，即得

[image: ]


当且仅当[image: ]
 时，等号成立

例2：已知x,y，z∈R+
 ，且满足x2
 +y2
 +z2
 +xyz=4，求证：x+y+z≤3。

证明：由题设得[image: ]
 ，故可设[image: ]
 ，其中0＜A,,B，C＜2/π，则由Jensen不等式知

[image: ]


注：若令[image: ]
 ，便得2005年罗马

尼亚数学奥林匹克预选试题：设a, b，c∈R+，且ab+bc+ca+

2abc=1，证明：[image: ]


【思维点拨】

前文说到，嵌入不等式是产生新的几何不等式和三角不等式的一个重要源头，此言不虚。与嵌入不等式

[image: ]


类似的一个命题是：对于任意正数x,y，z及△ABC的三个内角A,B，C，有

[image: ]


事实上，上式配方后即（x+zCos2B+yCos2C）2
 +（ysin2C-zsin2B）2
 ≥0，当且仅当[image: ]
 时，等号成立。

在（1）中用1/x，1/y，1/z代替x,y，z，则有不等式

[image: ]


在（2）中用1/x，1/y，1/z代替x,y，z，则有不等式

[image: ]


在（4）中应用二倍角公式就得

[image: ]


在（3）中用三角形的三条边a,b，c代替x,y，z得

[image: ]


又aCosA+bCosB+cCosC为△ABC的垂足三角形的周长
[3]

 ，这就是说，△ABC的垂足三角形的周长不超过[image: ]
 。

在（6）中应用正弦定理有

[image: ]


在（1）中令x=tanA/2，y=tanB/2，z=tanC/2，则有

[image: ]


上式右边又可改写为

[image: ]


这样，在△ABC中，我们得到不等式

[image: ]


其间用到三角恒等式[image: ]
 及[image: ]
 。

用tanA,tanB,tanC代替（3）中的x,y，z得到，在锐角△ABC中，有

[image: ]


用1/（y+z），1/（z+x），1/（x+y）代替（5）中的x,y，z，则有

[image: ]


用x2
 +k,y2
 +k,z2
 +k（k＞0）来代替（5）中的x,y，z，则在△ABC中，有

（x2
 +k）sin2
 A+（y2
 +k）sin2
 B+（z2
 +k）sin2
 C

[image: ]
 ，而（xsinA+ysinB+zsinC）2


≤[（x2
 +k）sin2
 A+（y2
 +k）sin2
 B+

[image: ]


令[image: ]
 ，即[image: ]
 这样

（xsinA+ysinB+zsinC）2
 ≤（x2
 +k）sin2
 A+（y2
 +k）sin2
 B+（z2
 +k）sin2
 C≤1/k2
 （x2
 +k）（y2
 +k）（z2
 +k），当且仅当[image: ]
 时，等号成立。随之，我们就得到了一个很有意义的问题：设正数x,y，z,k满足[image: ]
 [image: ]
 ，A,B，C为△ABC的三个内角，则

[image: ]



第十三章　小小三角形，蕴藏大乾坤

【课堂掠影】

以前学习三角形，多是定性分析，如“大边对大角，小边对小角”的边角关系，如“三边对应相等的两个三角形全等”的三角形全等判别法则，如“全等三角形对应边上的中线相等”的结论等。仅有定性分析当然不够，还要有定量计算，由“定性”走向“定量”才能使数学研究变得准确、严谨。

在一个小小的三角形中，又有哪些定量化的结论呢？

正弦定理，余弦定理，大家早已耳熟能详，还有吗？且看彭老师给同学们出的题目：

1.△ABC的三边长分别为a,b，c，边BC、CA、AB上的中线分别记为ma
 ,mb
 ,mc
 ，证明[image: ]
 [image: ]
 。

2.已知三角形的三边长为a,b，c，设P=（a+b+c）/2，求证：

（1）三角形的面积[image: ]
 ；

（2）设r为三角形的内切圆半径，则[image: ]
 ；

（3）把边BC、CA、AB上的高分别记为ha
 ,hb
 ,hc
 ，则

[image: ]


[image: ]


“三角形中还有这么多如此怪异的结论？”大家一下子炸开了锅。

“看似意料之外，实则情理之中。这些结论的证明并不难，用平时学过的定理就可以，大家动手算算！”彭老师解释道。

[image: ]


确实如此。不一会儿，学生A便得到了第1题的如下解答：根据余弦定理，得CosB=（a2
 +c2
 -b2
 ）/2ac，所以

[image: ]


所以[image: ]
 。同理，

[image: ]


原来此题只是长得“丑陋”而已，其实这么简单呀！这使大家对解决第2题的信心倍增。于是，彭老师让大家分组讨论，继续算下去，算出这些看似“丑陋”实则“美丽”的结果！

“第2题主要考察三角形面积公式的运用，三角形都有哪些面积公式呢？”

“算完的同学可以欣赏一下结论中各个字母的对称美。”

彭老师提醒道。

过了一会儿，大部分同学都已证得，第7小组的B同学自告奋勇地要展示自己的证明过程，彭老师欣然应之：

（1）根据余弦定理的推论[image: ]
 ，代入面积公式[image: ]
 得

[image: ]


又P=（a+b+c）/2，故

[image: ]


（2）三角形的面积S与其内切圆半径r之间有关系式S=1/2（a+b+c）r=Pr，所以

[image: ]


（3）由三角形的面积公式[image: ]
 知

[image: ]


经过A、B两位同学的讲解，大家似乎有所感悟，彭老师则想继续发挥小组讨论的优势：我们知道，给定△ABC的三边a,b，c后，该三角形便唯一确定，相应地，三角形中的所有几何元素也唯一确定，这是定性分析。循着定量计算的步子，大家不妨试试：如何用△ABC的三边长a,b，c表示出三内角及其半角的各个三角函数值，三边上的中线、高线和角平分线，还有三角形的面积以及三角形外接圆与内切圆的半径等几何元素？

这是个浩大的“工程”，工作量不小，但有了前面的“准备活动”，大家倒兴致盎然。彭老师将全班分为三个小组“合力攻关”，最终将组员们的结果汇总之后得到如下一群式子：

[image: ]


[image: ]


如果不是彭老师将这些结果写在黑板上，大家都难以相信自己已得到了这么多复杂又美丽的结果！

“这些公式重在推导，不要求记忆。强记的意义不大，重要的还是得到这些结论的方法。”看着这些结果，彭老师意味深长地说：“至此，应该算是‘圆满’了吧？但伟大的数学家、教育家波利亚先生曾告诉我们：没有任何一道题可以解决得十全十美，总剩下一些工作要做，经过充分的探讨总结，总会有点滴的发现。以上我们只是得到了一些‘相等’的结论，那‘不等’的结论呢？小小的三角形中，又蕴藏了多少乾坤呢？希望大家积极探索！”

叮铃铃，下课铃响，同学们满载着收获目送彭老师走出教室……。

【精彩故事】

师：昨晚有学生问我一道三角不等式的证明题：在△ABC中，求证：

[image: ]


你们好好探究一下，看总共能找到多少种证明方法。

甲：（不屑一顾）这由Jensen不等式易得，因为f（x）=Cosx在（0，π）内为凹函数，所以[image: ]
 3/2。

师：甲同学的证法可以吗？

乙：（激动）老师，余弦函数在（0，π）内不是凹函数！因为f′（x）=-sinx,f″（x）=-Cosx，当x∈（0，π/2）时，f″（x）＜0，f（x）在（0，2/π）内为凹函数；但当x∈（π，2/π）时，f″（x）＞0，f（x）在（2/π，π）内为凸函数。所以甲同学的证法有问题。

甲同学听得心服口服，确实是自己疏忽大意了。

师：失之毫厘，谬以千里！数学证明中切忌想当然，还是要老老实实地去演算推理才能得证。

甲：老师，这次可以了！利用和差化积公式和二倍角的余弦公式有

[image: ]


师：证得漂亮！中间进行了两次放缩[image: ]
 和[image: ]
 ，由此知原不等式的取等条件为A=B=C=3/π。还有其他证法吗？

丙：老师，我在别的书上看到这样一个证明，反复利用和差化积公式，觉得很巧妙：

[image: ]


所以[image: ]
 。而且用这个方法可以证明：在

△ABC中，有[image: ]
 。

师：该证法妙就妙在为原式配上了Cos60º，这应是受了取等条件的启发。丙同学阅读面广，且善于思考，大家要多向其学习！另外，能否用上一节的嵌入不等式证明它呢？

丁：老师，可以！在嵌入不等式

[image: ]


中，令x=y=z=1，就得[image: ]
 。

师：很好！三种证法已收囊中，我们继续探索。

数学离不开相等，也离不开不等。从其意义上来说，这是两个既对立又统一的概念，而且在某些条件下，它们可以相互转化，所以不妨用恒等式来证明不等式，有与待证的三角不等式相关的三角恒等式吗？

“有”，乙同学小声地说：“在△ABC中，有恒等式”

[image: ]


师：能由它放缩得到CosA+CosB+CosC≤3/2吗？

乙：可由均值不等式及不等式放缩得到

[image: ]


所以[image: ]
 。

师：证得太好了！乙同学运用三角恒等式将CosA+CosB+CosC的范围问题转化为sinA/2sinB/2sinC/2的范围问题，从而突破了余弦函数在（0，π）内非凸非凹而不能利用Jensen不等式的“尴尬”，只因正弦函数在（0，π）内是凹函数。而且还有

[image: ]


这可算是对原不等式的一个隔离与加强！

由恒等式到不等式，由余弦到正弦，由全角到半角，好一个化归与转化！一直在旁边静听的戊同学也忍不住要发言了。

戊：老师，我想起了以前的一道题目：已知α，β，γ∈（0，π），且满足α+β+γ=2π，求Cosα+Cosβ+Cosγ的最小值。当时好像构造了一个圆，用向量法做出来的！

师：是的，但两道题目有点区别，你把这道题目的做法平移成功了吗？我想问题的关键应该是如何将α，β，γ与△ABC的三个内角联系起来。

戊：我是这样想的，设α=π-A，β=π-B，γ=π-C，如下图，A1，B1，C1为单位圆上三点，∠A1OB1=α，∠B1OC1=β，∠C1OA1=γ，且

[image: ]


α+β+γ=2π。于是有

[image: ]


所以[image: ]
 ，即[image: ]
 。

师：漂亮！戊同学善于积累并能进行广泛联想，将未知化为已知，将陌生化为熟悉，从而有效地解决了原不等式。大家还有证法吗？

见学生们良久未出声，彭老师调侃地说：“看来大家是想给我点表现的机会呀，那我就满足大家的心愿，说说我的想法。不过我的想法有些复杂，需从长计议。”

如图，在△ABC中，设角A,B，C的对边分别为a,b，c，其内切圆半径为r，外接圆半径为R，面积为S, BC边上的中线、高线与角平分线分别为ma
 ,ha
 ,ta
 ,AC边上的中线、高线与角平分线分别为mb
 ,hb
 ,tb
 ,AB边上的中线、高线与角平分线分别为mc
 ,hc
 ,tc
 等等。

作内切圆代换：a=y+z,b=z+x,c=x+y，其中x,y，z＞0。则半周长

不等式探秘

[image: ]


由海伦公式知

[image: ]


[image: ]


又由[image: ]
 知

[image: ]


于是

[image: ]


由同角三角函数间的基本关系知

[image: ]


由二倍角公式知

[image: ]


[image: ]


由正弦定理[image: ]
 得

[image: ]


昨天在练习题中已经推过[image: ]
 ，直接代入x,y，z就有

[image: ]


同理可得

[image: ]


也已推过[image: ]
 诸式，直接代入x,y，z就有

[image: ]


因AG为∠BAC的平分线，由角平分线定理知BG/GC=AB/AC=c/b，于是BG=ac/（b+c）。又在△ABG中，由余弦定理知AG2
 =AB2
 +BG2
 -AB·BG·B，即

[image: ]


而[image: ]
 ，计算得

[image: ]


代入x,y，z有

[image: ]


同理可得

[image: ]


生：这些式子都好复杂呀，推导它们有什么用呢？

师：由内切圆代换出发，以三个独立的正数x,y，z为基本量，将三角形中几乎所有的三角量与几何量都用含x,y，z的代数式来表示，形成一个相对完备的系统。这样的系统有什么用呢？用处可大着呢。以后你再碰到三角形中的一些三角不等式或是几何不等式，都可转化为三个正数x,y，z的代数不等式，证明起来相对容易一些。

我们且用它来证[image: ]
 ，一验究竟。

证明：由内切圆代换系统知

[image: ]


[image: ]


于是只需证明

[image: ]


即

[image: ]


展开后为

[image: ]


这由六元均值不等式显然，证毕。

学生们有些惊叹：一个三角不等式怎么会等价于一个代数不等式？而且只用均值不等式就能得证？太不可思议了！

彭老师则故作洋洋得意状：怎么样？见识到它的威力了吧！用内切圆代换系统证题，思维量小，可操作性强，具有算法化特征，以后何不多用用呢？内切圆代换系统蕴藏着一个极其丰富的世界，能够证明小小三角形中的一群等式或不等式，更多的案例希望你们积极去探索，未知的宝藏希望你们大胆去开发！

【趣味案例】

案例1：在△ABC中，求证：

[image: ]


案例2：在△ABC中，求证[image: ]
 。

案例3：设a,b，c为△ABC的三边长，求证：

[image: ]


案例4：设a,b，c为△ABC的三边长，ha
 ，hb
 ,hc
 分别为BC,CA,AB边上的高，ta
 ,tb
 ,tc
 分别为角A,B，C的平分线，P,r分别为△ABC的半周长与内切圆半径，求证：

[image: ]


【案例分析】

案例1：利用内切圆代换系统的结果有

[image: ]


[image: ]


所以[image: ]


[image: ]


所以只需证明

[image: ]


即证

[image: ]


显然成立。

案例2：

[image: ]


[image: ]


于是只需证明

[image: ]


即

8（x+y+z）（xy+yz+zx）≤9（x+y）（y+z）（z+x），展开后为6xyz≤x2
 y+xy2
 +y2
 z+yz2
 +z2
 x+zx2
 ，成立。

案例3：[image: ]
 [image: ]
 ，即证[image: ]
 ，至此，分式化整展开后即可得证。这里，容笔者施展一点变形技巧：[image: ]
 ≥1，由柯西不等式的变形知

[image: ]


[image: ]


由均值不等式知

[image: ]


得证。

（3）原不等式即

[image: ]


由均值不等式知

[image: ]


得证。

[image: ]


[image: ]


即证

[image: ]


由均值不等式知

[image: ]
 +y+z，得证。

[image: ]


即证

[image: ]


由均值不等式知[image: ]
 诸式成立，所以左端[image: ]
 ，可证

[image: ]


即[image: ]
 ，由三元均值不等式知成立。

（3）原不等式即

[image: ]


[image: ]


也即

[image: ]


由均值不等式知

[image: ]


得证。

【不等式介绍】

1.三角不等式

在△ABC中，有许多形式简洁、外观优美的三角不等式，对于一些常用的三角形内角及其半角三角函数的对称式，我们将其取值范围用表格列出，表头的含义是：当x=sinA时，Πx=sinAsinBsinC，∑x=sinA+sinB+sinC，∑x2
 =sin 2A+sin 2B+sin 2C，如此等等。

表13-1　△ABC中一些三角函数对称式的值域

[image: ]


2.中线长不等式

在△ABC中，设a,b，c为△ABC的三边长，ma
 ，mb
 ，mc
 分别为相应边上的中线长，则有b+c＞2ma
 ＞b-c,c+a＞2mb
 ＞c-a,a+b＞2mc
 ＞a-b。

3.欧拉不等式

18世纪瑞士数学家欧拉（Euler）提出并证明了如下三角形外接圆与内切圆半径之间的一个优美不等式：设△ABC的外接圆半径为R，内切圆半径为r，则R≥2r，当且仅当△ABC为等边三角形时，等号成立。

4.外森比克不等式

1919年，数学家外森比克（WeitzenböCk）提出了如下三角形边长和面积的一个优美不等式：设a,b，c为ABC的三边长，S为△ABC的面积，则有[image: ]
 ，当且仅当△ABC为等边三角形时，等号成立。

【不等式证明】

1.三角不等式

要想证得表格中的所有三角不等式，这些知识想必是要用到的：和差化积公式、积化和差公式、Jensen不等式、均值不等式、若干三角恒等式等。如果用内切圆代换系统将所有的三角不等式都转化为代数不等式，则可批量证明，且相对容易些。请读者自行尝试，进一步感受内切圆代换系统的威力。

2.中线长不等式

如图，倍长中线AD至点E，连接BE，则AE=2AD,BE=AC，在△ABE中，有AB+BE＞AE＞|AB-BE|,即b+c＞2ma
 ＞b-c，同理其他两式也成立。

[image: ]


也可用代数方法证明[image: ]
 [image: ]
 ，成立；[image: ]
 [image: ]
 ，成立。

3.欧拉不等式

由均值不等式知

[image: ]


当且仅当x=y=z，即△ABC为等边三角形时等号成立。欧拉不等式的其他证法请读者自行探究。

4.外森比克不等式

证明1：原不等式等价于证明

[image: ]


由均值不等式知

[image: ]


于是只需证

[image: ]


即证

[image: ]


展开后由均值不等式知上式成立，得证。

注：因（x+y）2
 +（y+z）2
 +（z+x）2
 =4（xy+yz+zx）+（x-y）2
 +（y-z）2
 +（z-x）2
 ，由以上证明过程知，外森比克不等式可加强为

[image: ]


除了这种内切圆代换的证法外，外森比克不等式还有很多其他证法，在此列出供读者参考。

证明2：由余弦定理和均值不等式知

[image: ]


同理还有

[image: ]


三式相加得

[image: ]


只需证[image: ]
 ，该式成立。

证明3：由余弦定理知

[image: ]


三式相加得

[image: ]


又[image: ]


故

[image: ]


只需证CotA+CotB+CotC≥3，由表13-1知该式成立。

证明4：由余弦定理知

[image: ]


又S=abc/R，则

[image: ]


只需证明[image: ]
 ，即[image: ]
 ，成立

证明5：由均值不等式知

[image: ]


得证。

证明6：设[image: ]
 ，由c2=a2+b2-2abCosC,S=1/2absinC得

[image: ]


所以f（a）≥0，即

[image: ]


，得证。

注：由以上过程我们可以将外森比克不等式加强为2ab+c2
 [image: ]
 等等。

证明7：由海伦公式知

[image: ]


于是，外森比克不等式等价于

[image: ]


展开整理得

[image: ]


显然成立，得证。

【不等式应用】

1.设△ABC的三边分别为a,b，c，求证：

证明：左端的三个根号是否吓退了你？其实，用一下基本不等式就可将其消去得证。左端[image: ]
 +b+c。

2.已知a,b，c是△ABC的三边长，求证：[image: ]
 [image: ]
 。

证明1：原不等式即[image: ]
 [image: ]
 ，平方得

[image: ]


移项后分解因式即


[image: ]



再平方得

[image: ]


展开整理即

[image: ]


亦即b+c＞a，这是显然的。

证明2：由内切圆代换系统知，原不等式等价于

[image: ]


即

平方整理得（x+y）（x+z）＞yz，显然成立。

[image: ]


3.设△ABC的三边长为a,b，c，面积为△，求证：3a2
 +3b2
 -[image: ]
 。

证明[image: ]
 [image: ]
 ，结合正弦定理和余弦定理即

[image: ]


亦即

[image: ]


这个不等式很弱，因为[image: ]


[image: ]
 。

4.设△ABC的三边长为a,b，c，求证：

[image: ]


证明：

不等式左端[image: ]
 ,

第二个括号内由均值不等式知非负，得证。

5.设△ABC的三边长为a,b，c，且a≤b≤c，求证：

8abc≥2(a+b-c)(2b+c-a)(2c+a-b)

证明：作增量代换a=b-m,c=b+n，其中m,n≥0，则

[image: ]


当且仅当m=n=即a=b=c时等号成立。

.在ABC中，abc=，求证：

[image: ]


证明1：原不等式利用abc=齐次化后为

[image: ]


即

[image: ]


由内切圆代换系统知上式等价于

[image: ]


再由内切圆代换系统知，上式即[image: ]
 ，而[image: ]
 ，得证

证明2：原不等式即[image: ]
 [image: ]
 ，亦即

[image: ]


由余弦定理及二倍角公式知，上式即

[image: ]


这由柯西不等式和三角不等式[image: ]
 知是成立的。

7.在△ABC中，求证[image: ]
 [image: ]
 。

证明1：由内切圆代换系统知原不等式等价于

[image: ]


即[image: ]
 ，亦即

[image: ]


左端[image: ]


=6（xy+yz+zx）≤2（x+y+z）2
 ，得证。

证明2：设[image: ]
 ，则x,y，z＞0，且xy+yz+zx=1。原不等式等价于[image: ]
 ，齐次化有

[image: ]


等价于

[image: ]


这很弱，只要均值一下即可

[image: ]


8.设△ABC的三边长为a,b，c，外接圆与内切圆的半径分别为R,r，求证：

[image: ]


证明：由内切圆代换系统知，原不等式可化为

[image: ]


即是

[image: ]


亦即

[image: ]


显然成立。

9.设△ABC的三边长为a,b，c，面积记为△，求证：a2
 +b2
 +[image: ]
 。

证明1：由内切圆代换系统知，原不等式等价于

[image: ]


由均值不等式得

[image: ]
 [image: ]
 ，所以[image: ]
 [image: ]
 。于是，只需证[image: ]
 [image: ]
 ，这由三元均值不等式知是成立的。

证明2：由[image: ]
 及正弦定理有a+b+c[image: ]
 ，又△=abc/4R，所以[image: ]
 。原不等式为△≤[image: ]
 ，于是只需证

[image: ]


即证

[image: ]


得证。

10.在△ABC中，三内角A,B，C所对三边长分别为a,b，c，内切圆半径为r，求证：

[image: ]


证明：由内切圆代换系统知，原不等式等价于

[image: ]


由二元均值不等式知

[image: ]


得证。

11.在△ABC中，三内角A,B，C所对三边长分别为a,b，c，面积为△，求证：

[image: ]


证明：由内切圆代换系统知，原不等式等价于

[image: ]


即

[image: ]


由均值不等式知

[image: ]


得证。

12.设h,l是由三角形的一个顶点引向对边的高线和角平分线的长度，R,r分别为该三角形的外接圆和内切圆半径，求证：h/l[image: ]
 。

证明：不妨设从△ABC的顶点A处所引高线和角平分线的长分别为h,j，则由内切圆代换系统知

[image: ]


于是原不等式等价于证明

[image: ]


即

[image: ]


由基本不等式知显然成立，得证。

【思维点拨】

表13-1给出了三角形中几乎所有常用的三角不等式，但记忆该表格是没有意义的，重要的还是得出这些结论的方法。知道了这些对称式的取值范围，有时可以使复杂题目的解法简单一些。而且可以此为出发点，得到一些由边的对称式构成的不等式。

把正弦定理分别作用在

[image: ]


上就有

[image: ]


即有

[image: ]


式中等号当且仅当a=b=c时成立。

将R=abc/4S代入以上三式就有

[image: ]


其中等号当且仅当a=b=C时成立。

（4）、（5）、（6）三式是有联系的：从（4）式出发，反复利用三元均值不等式

[image: ]


就可依次得出（5）、（6）两式。有趣的是对（6）式再次利用三元均值不等式，就可以得出关于面积S的一个不断放大（因而也是不断减弱）的不等式序列：

[image: ]


放大到最后一步就是外森比克（WeitzenböCk）不等式：a2
 +b2
 +c2
 [image: ]
 。可见这个不等式有多么弱。

将[image: ]
 代入上述不等式序列，就得到[image: ]
 倒数第二项[image: ]
 是利用不等式a+b+c≤[image: ]
 插入的。

从中抽出[image: ]
 得到[image: ]
 ，所以[image: ]
 即[image: ]
 。或者结合（2）式有[image: ]
 =R/2，即得欧拉不等式R≥2r。

关于这类不等式，还有一些具有普遍意义的命题可用，请有兴趣的读者自行搜索。


附录一　不等式的对称性及齐次性问题

在众多初等不等式证明题中，具有对称性或齐次性的不等式占了绝大多数，这些不等式常常具有优美的性质，而且在证明这些不等式的方法上也有一些特别之处，下面我们就来讲讲不等式的对称性及齐次性问题。

一、对称性

不等式的对称性有对称和轮换对称两种。

对称：在一个不等式中，若把其中任何两个字母ai
 和aj
 （i,j=1，2，……，n且i≠j）交换位置后，这个不等式不变，我们就称此不等式是关于a1
 ，a2
 ，……，an
 对称的。例如x+y+z≥3，a/（b+c）+b/（c+a）+c/（a+b）≥3/2，x（x-y）（x-z）+y（y-z）（y-x）+z（z-x）（z-y）≥0等等。

轮换对称：在一个不等式中，如果把所有字母a1
 ，a2
 ，……，an
 按一定顺序依次轮换（如a1
 →a2
 ，a2
 →a3
 ，……，an-1
 →an
 ,an
 →a1
 ）后，这个不等式不变，我们就称此不等式是关于a1
 ，a2
 ，……，an
 轮换对称的。例如[image: ]
 [image: ]
 等等。

由定义易知：对称的不等式一定是轮换对称的，而轮换对称的不等式却不一定是对称的。对于这两类不等式，在上下文语意明晰的情况下，也常常用求和符号∑进行简记，以避免书写上的麻烦，如[image: ]
 可简记为[image: ]
 [image: ]
 可简记为[image: ]
 等等

在对称不等式和轮换对称不等式的证明中，我们分别作如下处理：

对于对称不等式f（x1
 ，x2
 ，……，xk
 ）≥0，可以不妨设x1
 ≥x2
 ≥……≥xk
 （或x1
 ≤x2
 ≤……≤xk
 ，或其他任意一种大小关系），若此时不等式成立，则原不等式成立。这是因为我们可以交换x1
 ，x2
 的位置，得到的式子与原式一样，于是当x2
 ≥x1
 ≥……≥xk
 时原不等式也成立，而变量所有的大小顺序情况均可经过有限次这样的交换而得出，于是原不等式成立。也就是说，对于对称不等式，我们只需证明一种顺序情况即可。

对于轮换对称不等式f（x1
 ，x2
 ，……，xk
 ）≥0，可以不妨设x1
 ，x2
 ，……，xk
 中x1
 （或x2
 ，……，或xk
 ）最大（小），若此时不等式成立，则原不等式成立。这是由于我们可以作轮换x1
 →x2
 ，x2
 →x3
 ，……，xk
 →x1
 ，得到的式子与原式一样，所以当x2
 最大（小）时原不等式也成立，依此类推，其他元最大（小）时原不等式均成立。因此，对于轮换对称不等式，我们只需证明其中一元最大（小）的情况即可。

上面我们清晰地阐述了不等式的对称与轮换对称之区别，但近年来在一些资料和发表的期刊文章中混淆两者的错误仍然屡见不鲜。

例1　证明或否定：x2
 （y-z）+y2
 （z-x）+z2
 （x-y）≥0。

解：这其实是关于x,y，z的一个轮换对称式，若你误以为是个对称式，并且设x≥y≥z的话，就有x2
 （y-z）+y2
 （z-x）+z2
 （x-y）=（x-y）（y-z）（x-z）≥0。而事实上，当x=-1，y=0，z=1时，原不等式已不成立。

例2（第24届IMO试题）设a,b，c为△ABC的三边长，求证：

[image: ]


证明：原证法是作内切圆代换：a=y+z,b=z+x,c=x+y（x,y，z＞0），从而将三角形三边的不等式转化为三个任意正实数x,y，z的不等式（化简后易证），但代入整理的过程比较麻烦，于是引起了不少人的兴趣，一些人宣称发现了简单证明：

由对称性不妨设a≥b≥c＞0，则a-b≥0，b-c≥0，a-c≥0，故

[image: ]


但遗憾的是所谓的简单证明其实是错误的：欲证不等式是关于a,b，c的轮换对称式，上面的证明却附加了条件a≥b≥c，显然是不合理的。当年西德选手伯恩哈德·李由于此题的巧妙解答而被授予特别奖，他记不等式左边为I，利用I的轮换对称性，不妨设a≥b，且a≥c，有

I=a（b-c）2（b+c-a）+b（a-b）（a-c）（a+b+c）≥0，当且仅当a=b=c时，等号成立。

再如人教A版教材选修4-5习题3.3中的第3题：设a1
 ，a2
 ，a3
 。为正数，求证：

[image: ]


教师用书里提供的答案写着“由于要证的式子中a1
 ，a2
 ，a3
 。是轮换对称的，所以不妨设a1
 ≥a2
 ≥a3
 。”，这不是自相矛盾吗？明眼人即可看出这是个对称式，所以可设a1
 ≥a2
 ≥a3
 。

该习题中的第4题：设a1
 ，a2
 ，……，an为正数，试分别用柯西不等式与排序不等式证明

[image: ]


用柯西不等式的证明留给读者。待证不等式是一个轮换对称式，所以不能对所有的ai
 设出顺序，既然不能排列顺序，那又何谈用排序不等式给出证明呢？这似乎已成不可能之事，但参考答案却为我们处理轮换对称式提供了一种新思路：设ai1
 ≥ai2
 ≥……≥ain
 ＞0，其中i1
 ，i1
 ，……，in
 是1，2，……，n的一个排列，则

[image: ]


由排序不等式知，反序和最小，从而

[image: ]


如前所述，在对称不等式和轮换对称不等式中，基于各个变量间的对称关系，可以给变量设定一定的顺序而不失其一般性，这能为我们的解题增加条件，带来便利。

首先，给变量设定顺序后，就可以利用与序有关的不等式进行新的不等式证明。中学阶段与序有关的不等式有排序不等式及切比雪夫不等式等。

例3设a,b，c∈R+
 ，求证：[image: ]
 [image: ]
 。

证明：由于要证不等式是关于a,b，c的对称不等式，故可设a≥b≥c＞0，则a2
 ≥b2
 ≥c2
 ，1/c≥1/b≥1/a，利用排序不等式有

[image: ]


两式相加变形即[image: ]
 ，不等式左端得证；为证不等式右端，再考虑a3
 ≥b3
 ≥c3
 以及1/bc≥1/ca≥1/ab，同样由排序不等式得

[image: ]


两式相加变形即[image: ]
 。原不等式得证。

该例中的不等式直接化简也可证明，但该证法设序后巧妙地构造出有序数组，使问题的解决十分方便快捷，新颖独特。

例4　设非负实数a1
 ，a2
 ，……，an
 满足a1
 +a2
 +……+an
 =1，求证：

[image: ]


证明：记不等式左端为

[image: ]


基于对称性，不妨设1≥a1
 ≥a2
 ≥……≥an≥0，则0＜2-a1
 ≤2-a2
 ≤……≤2-an，于是

不等式探秘

[image: ]


由切比雪夫不等式及柯西不等式得

[image: ]


其次，对于某些条件不等式，给变量设序后即可得到变量的范围，依据范围引入新的变量，再对欲证不等式进行变形与放缩即可得证。

例5　设a,b，c是非负实数，且a+b+c=1，求证：

[image: ]


证明：要证不等式关于a,b，c对称，不妨设a≥b≥c，由题设条件得，c≤1/3，a+b≥2/3。

[image: ]


得证。

该证法通过设序将多个变量的条件不等式问题转化为单个变量的极值问题，使得问题处理起来游刃有余。

最后，对于某些特征明显的不等式，设序后可充分利用不等式的特征对其进行变形，发现通过简单的比较即可得证，而不需要任何复杂的计算和特殊的技巧。

例6　设x1
 ，x2
 ，x3
 均为正数，求证：

[image: ]


证明：不妨设x1
 ≥x2
 ≥x3
 ，发现欲证不等式左端三项的分子和为0，则原不等式等价于

[image: ]


[image: ]


所以式（*）成立，原不等式得证。

读者用同样的方法，就可将这个不等式轻松推广为：

[image: ]


其中x1
 ，x2
 ，x3
 ，α，β＞0。

例7　设x,y，z均为正实数，求证：[image: ]
 [image: ]
 。

证明：所证不等式是关于x,y，z轮换对称的，故可设z最小（即x≥z，且y≥z），下面分两种情况进行讨论：

（1）x≥y≥z。原不等式等价于[image: ]
 [image: ]
 ，变形即[image: ]
 [image: ]
 易证[image: ]
 [image: ]
 ，故①式成立；

（2）y≥x≥z。原不等式等价于[image: ]
 [image: ]
 ，变形即[image: ]
 [image: ]
 。易证[image: ]
 [image: ]
 故②式成立。得证。

读者用同样的方法就可顺利证得W·Janous猜想和该例的两个推广：

（1）（W·Janous猜想）已知x,y，z∈R+
 ，则

[image: ]


（2）已知x,y，z∈R+
 ，m,n∈N，则

[image: ]


（3）已知x,y，z，α，β∈R+
 ，则

[image: ]


行文至此，不妨理一理思路：我们首先辨识了不等式的对称与轮换对称，并分别介绍了其处理方法，那就是设序；接着便给出了混淆对称与轮换对称的若干错误案例，以期认识上的更加清晰；最后，在正确区分和完全理解的前提下，我们就要充分利用其优势和条件，发挥其解题的独特功效。谁料小小的顺序却有如此大的作用，更多应用留给读者探究。

二、齐次性

对于不等式f（x1
 ，x2
 ，……，xk
 ）≥0，若对任意的非零常数t，都有

则称f（x1
 ，x2
 ，……，xk
 ）≥0为变量x1
 ，x2
 ，……，xk
 的n次齐次不等式。

例如a/（b+c）+b/（c+a）+c/（a+b）≥3/2是关于a,b，c的0次齐次不等式，x2
 +y2
 +z2
 ≥xy+yz+zx是关于x,y，z的2次齐次不等式，x（x-y）（x-z）+y（y-z）（y-x）+z（z-x）（z-y）≥0是关于x,y，z的3次齐次不等式等等。

对于齐次不等式，我们有下面的处理办法：已知x1
 ，x2
 ，……，xk
 ＞0（注意这个条件），对于齐次不等式f（x1
 ，x2
 ，……，xk
 ）≥0，可以不妨设x1
 +x2
 +……+xk
 =1或x1
 x2
 ……xk
 =1等等，若此时不等式成立则原不等式成立。

其中的道理不难讲，就拿x1
 +x2
 +……+xk
 =1来说，假如x1
 +x2
 +……+xk
 =m＞0，则作代换xi
 ′=xi
 /m,i=1，2，……，m，有x1
 ′+x2
 ′+……+xk
 ′=1，而

[image: ]


于是原不等式f（x1
 ，x2
 ，……，xk
 ）≥0等价于mn
 f（x1
 ′，x2
 ′，……，xk
 ′）≥0，f（x1
 ′，x2
 ′，……，xk
 ′）≥0，即要证的不等式等价于各变量和为1的情形。

例8　设a,b∈R+
 ，求证[image: ]


证明：由齐次性可设ab=1，则三次运用均值不等式有

[image: ]


利用齐次化思想，也能证明三个字母时的情形：设a,b，c∈R+
 ，求证：

[image: ]


证明：由齐次性设abc=1，则[image: ]
 [image: ]
 ，由幂平均不等式知[image: ]
 [image: ]
 ，故

[image: ]


而且容易将其推广到更一般的情形：设a1
 ，a2
 ，……，an
 ∈R+
 ，求证：

[image: ]


例9（第届试题）对所有a,b，c∈R+
 ，求证：

[image: ]


分析：关于此题网上有不少资料可供查询，已有多种证法，推广和加强的工作也很多。这里仅介绍一种构造辅助函数的齐次化证法。

证明：设[image: ]
 ，则[image: ]
 ，故f（x）为（0，+∞）上的凸函数，且单调递减。因齐次性可设a+b+c=1，于是，由Jensen不等式知

[image: ]


最后一步放缩是因为

[image: ]


这由均值不等式是显然的。

注：证明中由齐次性假设a+b+c=1，这是利用Jensen不等式不可或缺的条件；在证明a3
 +b3
 +c3
 +24abc≤1时，进一步发挥齐次性的思想，将1换作（a+b+c）3
 ，顺利实现了由非齐次到齐次的跨越。

例10　若x＞0，y＞0，求证：[image: ]
 [image: ]
 。

证明：观察知，待证不等式是齐次的，那不妨设x+y=1，还是xy=1呢？经过权衡，我们不妨设x+y=2，则原不等式等价于

[image: ]


设t=xy∈（0，1]，则继续等价于

[image: ]


转化为一个单变量的不等式了！怎么化简呢？直接移项平方是麻烦的，继续换元！

设[image: ]
 ，则t=2-m2
 ，代入有

[image: ]


即[image: ]
 ，平方整理得

[image: ]


成立，得证。

需要说明的是，前面的不等式不从齐次性的角度当然也可以证明，齐次只是不等式的一种外在特征，可以为我们的证题增加条件。而齐次化则是不等式证明中的一种方法，一门重要的技术，一类深刻的思想。

其实我们看到的大多数不等式都是齐次的，在这种情况下，变量之间的条件（如之和为1，之积为1等）就没有意义，但有时这样的条件仅仅是帮助我们简化问题，如下面的一类题目：

1.设x,y，z是非负实数，且x+y+z=1，求证：0≤xy+yz+zx-2xyz≤7/27（第25届IMO第1题）。

2.设非负实数a,b，c满足a+b+c=1，求证：9abc≤ab+bc+ca≤1/4（1+9abc）（2010年全国高中数学联赛广东省预赛解答题第3题）。

3.设△ABC的三边长为a,b，c，且a+b+c=1，求证：a2
 +b2
 +c2
 +4abc≥13/27（前苏联奥林匹克竞赛试题）。

4.设△ABC的三边长a,b，c满足a+b+c=1，求证：5（a2
 +b2
 +c2
 ）+18abc≥7/3（《数学通讯》竞赛之窗1992年第11期问题31）。

5.设a,b，c∈R+
 ，且a+b+c=2，求证[image: ]
 3/4（《数学通报》问题1830）。

6.设a,b，c∈R+，且x+y+z=1，求证：x2
 +y2
 +z2
 +9xyz≥2（xy+yz+zx）（2004年南昌市高中数学竞赛试题）。

7.设a,b，c∈R+
 ，且a+b+c=3，求证：2（a3
 +b3
 +c3
 ）+3abc≥9（《数学通讯》2010年9月上（学生刊）征解问题27）。

8.设a,b，c∈R+
 ，且a+b+c=3，求证：（3/a-2）（3/b-2）（3/c-2）≤1（安振平第19个优美不等式）。

这些题目中的不等式都是非齐次的，而且，它们都有一个共同的条件：各变量之和为定值。这个条件有什么用呢？其实它可以帮助我们把非齐次的不等式化为齐次的不等式。

下面给出该类不等式的P-Q-R证法，以揭示其本质和渊源。

设a,b，c≥0，记

[image: ]


则有2P≥P+3Q≥R≥6Q。

证明：2P≥P+3Q即P≥3Q，这由三元均值不等式易知；P+3Q≥R即为SChur（舒尔）不等式的变式一；R≥6Q由六元均值不等式可证。

P-Q-R证法的基本思想是：以P,Q，R这三个代数式为基本量，利用题设条件，通过“齐次化”的手段，将待证不等式化为三个基本量的不等式，再用不等关系2P≥P+3Q≥R≥6Q去证。

[image: ]


+6Q+3R），左端即Q+R≥0，成立；右端即Q+R≤7/27（P+6Q+3R），6R≤7P+15Q，这由R≤2P及5R≤5（P+3Q）相加即得。

2：ab+bc+ca=（ab+bc+ca）（a+b+c）=∑ab（a+b）+3abc=R+3Q，1/4（1+9abc）=1/4（a+b+c）3+9/4abc=1/4（P+15Q+3R），左端即9Q≤R+3Q，6Q≤R，成立；右端即R+3Q≤1（P+15Q+3R），R≤P+3Q，成立。

3：a2
 +b2
 +c2
 +4abc=（a2
 +b2
 +c2
 ）（a+b+c）+4abc=P+R+4Q；13/27=13/27（a+b+c）3
 =13/27（P+6Q+3R），原不等式即P+R+4Q≤13（P+6Q+3R），6R≤7P+15Q，已证。

4：即5（P+R）+18Q≥7/3（P+6Q+3R），4P+6Q≥3R，这由2（P+3Q）≥2R及2P≥R相加即得。

5：待证不等式即c（1-a）（1-b）+a（1-b）（1-c）+b（1-c）（1-a）≥3/4abc，2+3abc-2（ab+bc+ca）≥3/4abc，利用条件“a+b+c=2”进行齐次化，（a+b+c）3/4+3abc-（a+b+c）（ab+bc+ca）≥3/4abc，14（P+6Q+3R）-R≥3/4Q,P+3Q≥R，成立。

6：即1+9xyz≥4（xy+yz+zx），xy+yz+zx≤1/4（1+xyz），已证。

7：即2P+3Q≥1/3（P+6Q+3R），5P+3Q≥3R，这由P+3Q≥R及4P≥2R相加即得。

8：即Π（3-2a）≤abc，12（ab+bc+ca）≤27+9abc，利用条件“a+b+c=3”进行齐次化，4（ab+bc+ca）（a+b+c）≤（a+b+c）3
 +9abc，4（R+3Q）≤（P+6Q+3R）+9Q,R≤P+3Q，成立。

齐次化的思想已被广泛应用于不等式的证明，而且通过齐次化可以使原本繁琐的解答变得相当简洁，这在不少的竞赛试题中已经得到了很好的证明，有兴趣的读者可翻阅相关的不等式书籍。


附录二　不等式的加强

一般地，如果有A强于B，但B不强于A，我们就说A比B强（或B比A弱）。如果有A等价于B并且B不等价A，就说A与B是等价的不等式（简称A与B等价），记作A等价于B。弄清一些现有不等式的强弱、等价关系，或者寻求比现有不等式更强的不等式，这些都是很有意义的工作。这里我们就说说不等式的加强。

不等式的妙义在于放缩，要想加强已有不等式，还得从放缩说起。

引例1：已知数列｛an
 }中，[image: ]
 ，如何对Sn
 （n≥2，下同）的上界和下界进行估计呢？

一方面，对任意的n≥2时，都有[image: ]
 ，则

[image: ]


另一方面，对任意的n∈N*
 ，都有[image: ]
 ，则

[image: ]


于是，

[image: ]


我们利用“放缩工具[image: ]
 ”放缩得到了Sn
 的上界2-1/n，利用“放缩工具[image: ]
 ”放缩得到了Sn
 的下界n/（n+1），当然这个下界是显见的，因为Sn
 ＞1。现在要问：能不能对①式进行加强呢即能不能使Sn
 的上界和下界更精确些？

一个容易寻到的思路是：不从第一项开始放缩，不妨保留几项再开始放缩，这样做的目的是减少放缩次数，从而提高精度。循着这条路走就会得到如下成果：

[image: ]


则

[image: ]


不等式探秘

[image: ]


则

[image: ]


则

[image: ]


……

由①式到④式，随着保留项数的增多，不等式越来越强，但随之的计算也越来越麻烦。如果要证明Sn
 ＜5/3，你会怎么办？5/3这个上界的精度还是比较高的，因为即使是④式给出的上界241/144也不能满足其要求（5/3＜241/144）。你说：别担心，继续增加保留的项数，就可以了。还真是，保留五项不动，有

[image: ]


得证。

你还会说：预先给定一个放缩目标，通过保留适当的项数总可以放缩达到！不得不承认，这条路可以走，但到底放缩几项才可到达理想的彼岸呢？计算的繁琐容易使人急躁并导致最终的放弃，那我们能不能换个思路，换一种加强方式呢？除了减少放缩的次数，我们还可以优化放缩工具。

优化1：当n≥2时，[image: ]
 [image: ]
 。因为[image: ]
 ，所以该放缩工具确是原来的优化！利用它，只需保留两项就可达到5/3的精度：

[image: ]


优化2：对任意的n∈N*
 ，[image: ]
 [image: ]
 。因为[image: ]
 ，所以该放缩工具也是原来的优化！利用它，只需保留一项就可达到5/3的精度：

[image: ]


优化3：……

随着放缩工具的优化，前面需要保留不动的项数也随之发生变化，放缩程度越小，精度越高，保留不动的项数就越少，运算越简单。因此，用放缩法解题时，要尽可能寻求较优的放缩工具，减小放缩度，以避免运算上的麻烦。

引例2：已知数列｛an
 }中，[image: ]
 ，求证：[image: ]
 3。

解：[image: ]
 ，下面利用不同的放缩工具对该式进行放缩，你会发现：有些工具因放缩幅度过大而不能达到预想的精度，而有些工具因其自身优势则可顺利完成放缩任务，甚至是超额完成。

放缩1：

[image: ]


[image: ]


小结一下：减少放缩次数和优化放缩工具是提高放缩精度的必由之路，亦是不等式加强的必经之途！因为不等式证明的妙义全在于适度恰当的放缩。

例1在锐角△ABC中，求证：CosA+CosB+CosC＜sinA+sinB+sinC。

证明：在锐角△ABC中，由A+B＞π/2得A＞π/2-B，又A∈（0，π/2），π/2-B∈（0，π/2），则CosA＜Cos（π/2-B），即CosA＜sinB同理有cosB＜sinC，cosC＜sinA，三式相加即得证。

以上证明是三次放缩的结果（三个同向不等式相加），是不是弱了些呢？能不能减少放缩次数，而使原不等式加强呢？在不等式的证明中，我们应该经常提这样的问题。为了减少放缩的次数，我们先不急于放缩，而是做恒等变形：

sinA+sinB+sinC-CosA-CosB-CosC

[image: ]


因为△ABC是锐角三角形，故A-B＜C＜A+B，则（A-B）/2＜C/2＜（A+B）/2，Cos（A-B）/2＞CosC/2＞Cos（A+B）/2，故sinA+sinB+sinC-cosA-cosB-cosC即

CosA+CosB+CosC+1＜sinA+sinB+sinC，

这比原不等式加强了。

例2　不等式a3
 +b3
 +c3
 ≥3abc（a,b，c＞0）。

这样一个不等式是大家所熟知的：若a,b，c＞0，则a3
 +b3
 +c3
 ≥3abc。这可由三元均值不等式立得，那该怎么对它加强一番呢？先走“减少放缩次数之路”，我们做恒等变形：

[image: ]


到这里，我们把a3
 +b3
 +c3
 与3abc的差用一个非负量

[image: ]


具体地表现出来了。下面对这个非负量慢慢地放缩，就可以得到原不等式的一个又一个加强。

加强1：因

[image: ]


故

[image: ]


加强2：继续放缩：由绝对值不等式得|a-b|+|b-c|+|c-a|≥2|a-b|，故

[image: ]


同理还有[image: ]
 [image: ]
 。

加强3：继续放缩：因[image: ]
 ，故

[image: ]


同理还有[image: ]
 [image: ]
 。

当然，每放缩一次，加强的程度就弱了一次。

再走“优化放缩工具”之路，接着对原不等式进行加强。因a,b，c＞0，通过作差因式分解可以证明这样三个同向不等式[image: ]
 成立，三式相加变形得

[image: ]


这个结果是否加强了原不等式呢？答案是肯定的：直接运用六元均值不等式得

[image: ]


即有：

[image: ]


式子R=a2
 b+ab2
 +b2
 c+bc2
 +c2
 a+ca2
 内涵丰富，值得玩味，它有如下三种变形：

[image: ]


我们继续放缩，对于①式：易证[image: ]
 [image: ]
 成立，故

[image: ]


这是不是加强了原不等式呢？答案是肯定的：

[image: ]


即有：

[image: ]


对于②式：同①式有[image: ]


c/（a+b））abc，这即是安振平老师提出的第4个有趣的不等式问题。由Nesbitt不等式[image: ]
 知这是对原不等式的加强，即有：

[image: ]


[image: ]


即有：

[image: ]


例3　不等式（x+y）（y+z）（z+x）≥8xyz（x,y，z＞0）。

对于正数x,y，z，成立不等式：（x+y）（y+z）（z+x）≥xyz。这个不等式很弱：由基本不等式的变形知[image: ]
 [image: ]
 ，三式相乘即得证。

下面我们加强它。直接作差变形：

[image: ]


又出现了式子R，利用它的不同表现形式，我们可获得原不等式的一些加强。下面只给出结果，证明留给读者。

[image: ]


[image: ]


或直接放缩有

[image: ]


即得

[image: ]


这是安振平老师提出的第5个有趣的不等式问题。

例4（2009年湖北省预赛试题）设a,b，c,d为正实数，且a+b+c+d=4，求证[image: ]
 。

分析：若直接用柯西不等式进行放缩，就有[image: ]
 [image: ]
 ，该赛题显然加强了此结论，我们恒等变形找差距。

证明：

[image: ]


[image: ]


由绝对值不等式得|a-b|+|b-c|+|c-d|+|d-a|≥2|a-b|，故

[image: ]


得证。同理可知，右端的项（a-b）2
 也可换为（b-c）2
 或（c-d）2
 或（d-a）2
 。

该赛题是2005年巴尔干数学奥林匹克试题的四元推广：设a,b，c是正数，求证：
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它们的一般形式为：已知x1
 ，x2
 ，……，xn
 ∈R+
 ，则有

[image: ]


还可推广到更一般的情形：已知x1
 ，x2
 ，……，xn
 ∈R+，m,n，s∈N*
 ，m＞s，则有

[image: ]


例5：已知x,y，z∈R+，x+y+z=1，求证：

[image: ]


原不等式的证明留给读者。因为[image: ]
 =9，故下面我们直接证明它的加强形式，方法仍然是恒等变形，谨慎放缩：

[image: ]


因为[image: ]
 ，所以[image: ]
 因为

[image: ]


所以[image: ]
 于是

[image: ]


例6：设a,b，c∈R+
 ，证明：[image: ]
 [image: ]
 。

证明：这道题目常常作为构造法的经典案例出现，不少书上已有介绍。如图，我们从平面上一点P出发，引两两夹角分别为120º的三条线段PA,PB,PC，并设它们的长度分别为a,b，c，连接AB,BC,CA便得△ABC，易知

[image: ]


根据三角形两边之和大于第三边得

[image: ]


其实，这个问题完全没有必要兜这么大个圈子，直接对不等式左边进行放缩，就有

[image: ]


毫不费力，得证。可见，这个不等式是多么的弱！
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[image: ]


与之类似的一个题目是这样的：设a,b，c∈R+
 ，证明：

[image: ]


给出其解法前先看这样一个智力题：你能用6根相同的火柴搭建出4个等边三角形吗？4个独立的三角形需要12根火柴，而现在只给出了6根火柴，这就要求每两个三角形都必须有一条公共边，于是很自然地联想到正四面体，从而使问题得到解决。说到这里，上面不等式的证法也就有了：

如图，从空间中一点A引出两两夹角分别为60º的三条线段AB,AC,AD，并设它们的长度分别为a,b，c，连接BC,CD,DB，便得到四面体A-BCD，易算

[image: ]


根据三角形两边之和大于第三边有

[image: ]


其实，这个问题也可直接证明：原不等式左右两边平方整理得

[image: ]


不过构图也自有其存在的价值：实现了数与形的沟通和转化，给人以美的享受。

两个构图，一个是平面图形，一个是空间图形，其共同点是都利用了余弦定理和三角形不等式。这样的构造是巧妙的，前者或许还容易想到，但后者就难了。下面我们就着力分析后者，看这样的构图是如何想到的。

从表面上看，要求证的不等式较复杂，但结构清晰明朗，这启示我们可以先试试几何构造的证明方法。通过仔细审题发现，不等式中每个根号下算式的形式酷似余弦定理，其意义都是线段的长度，而两条线段的长度和大于另一条线段的长度，与三角形两边之和大于第三边这一几何性质不谋而合，证法似乎就在眼前。

构造[image: ]
 需要边长a,b和它们的夹角60º，构造[image: ]
 步构图如下：

需要边长b, c和它们的夹角60º，于是b为公共边，初

在△ABC中，设AB=a, BD=b, BC=c，∠ABD=∠CBD=60º，则[image: ]
 ，这里出现了一个∠ABC=120º，但我们需要的是60º呀！[image: ]
 又该如何构造呢？非要由平面走向空间吗？

[image: ]


不妨梳理一下图中已有的信息：点D在哪里呢？可能在△ABC的内部，也可能在△ABC的外部，还可能就在线段AC上，总之有

AD+CD≥AC

成立，即

[image: ]


当且仅当点D在AC上，即S△ABC=S△ABD+S△CBD，等价于1/b=1/a+1/c时，等号成立。

这是我们要证的结论吗？不是！但强于我们要证的结论！综合前面的结果有

[image: ]


你能说这不是一个很好的加强吗？但好戏还没有结束！再给出安振平老师关于此的一个不等式链和一个构图供读者欣赏：

[image: ]


当且仅当b2
 =ac时，式中等号成立。

[image: ]


真可谓一图说三式！


附录三　三个简单不等式问题的多证与推广

这里主要介绍三个大家所熟知的不等式问题的多种证法及其推广，其中涉及均值不等式的“配凑”、柯西不等式与Jensen不等式的运用和一些变换，请读者细心体会。在看解答之前，可以尝试先给出自己的解法，再作对照，这样效果更好。

问题1设x,y∈R+
 ，且x+y=1，证明[image: ]
 ≥9。

证法1：原不等式即[image: ]
 ，整理得[image: ]
 ，则0＜xy≤1/4，这由条件x,y＞0和x+y=1易得，当且仅当x=y=1时，等号成立（取等条件下同）。

证法2：直接展开，运用基本不等式有

[image: ]


证法3：巧变常数1后展开，运用基本不等式有

[image: ]


证法4：根据取等条件x=y分拆后，运用均值不等式有

[image: ]


证法5：根据取等条件x=y=1/2分拆后，运用均值不等式有

[image: ]


证法6：由柯西不等式及[image: ]
 [image: ]
 。

证法7：原不等式为积的形式，考虑运用Jensen不等式，不妨取对数转化为和的形式[image: ]
 。设f（t）=[image: ]
 ，则[image: ]
 ，f（t）为（0，1）上的凸函数，故[image: ]
 ，代入即得证。

证法8：作均值变换x=1/2+t, y=1/2-t，则-1/2＜t＜1/2，且

[image: ]


[image: ]


容易将问题1作如下推广。

推广1：设x,y∈R+
 ，且x+y=n，证明[image: ]
 [image: ]
 。

以上八种证法均可简单平移至此证明该推广。

推广2：设x1
 ，x2
 ，……，xn
 ∈R+
 ，且x1
 +x2
 +……+xn
 =1，证明：

[image: ]


该推广的证明可平移证法4、证法5和证法7。

问题2　设x,y∈R+
 ，且x+y=1，证明：[image: ]
 [image: ]
 。

证法1[image: ]
 2，由x,y＞0和x+y=1得0＜xy≤1/4，利用耐克函数的性质有xy+2/xy-2≥1/4+8-2=25/4，得证。

证法2[image: ]
 [image: ]
 。

证法3：由柯西不等式及[image: ]
 知[image: ]
 。

证法4：设[image: ]
 ，则f'＇(t)[image: ]
 ，f（t）为（0，1）上的凸函数，由Jensen不等式得[image: ]
 ，代入即得证。

证法5：作均值变换x=1/2+t,y=1/2-t，则-1/2＜t＜1/2，

且

[image: ]


设m=1-4t2
 ∈（0，1]，则

[image: ]


下面给出问题2的如下四个推广。

推广1：设x,y∈R+
 ，且x+y=n，证明：

[image: ]


证明：记[image: ]
 ，令t=xy[image: ]
 ，则[image: ]
 ，它在[image: ]
 上单调递减，在[image: ]
 上单调递增，下面分两种情况讨论：

（1）当[image: ]
 ，即[image: ]
 时，函数f在（0，n2
 /4]上单调递减，故在t=n2
 /4处取得最小值（n/2+2/n）2
 ；

（2）当[image: ]
 ，即[image: ]
 时，函数f在（0，[image: ]
 上单调递减，在[image: ]
 上单调递增，故在t=[image: ]
 处取得最小值[image: ]
 。

综上即有

[image: ]


由此可见，（x+1/x）（y+1/y）的最小值并不总在x=y=n/2处取得,如若[image: ]
 ，则应由[image: ]
 解出当[image: ]
 时，（x+1/x）（y+1/y）取得最小值[image: ]
 。这也说明了：对称不等式并不总在各个变量相等时取得等号。

推广2：设x1
 ，x2
 ，……，x2
 ∈R+
 ，且x1
 +x2
 +……+xn
 =1，证明：

[image: ]


该推广的证明可平移证法2和证法4。当n=3时，即得2008年南京大学自主招生试题：若正数a,b，c满足a+b+c=1，求证：（a+1/a）（b+1/b）（c+1/c）≥1000/27。

推广3：设x1
 ，x2
 ，……，xn
 ∈R+
 ，且x1
 +x2
 +……+xn
 =m（m＞0），证明：

[image: ]


该推广的证明可平移证法2和证法4。

推广4：若[image: ]
 ，i=1，2，……，n，且x1
 +x2
 +……+xn
 =m，证明：

[image: ]


证明：设[image: ]
 ，则f″（t）=[image: ]
 ，f（t）为[image: ]
 上的凸函数，故由Jensen不等式得

[image: ]


代入即

[image: ]


即

[image: ]


得证。

[image: ]


[image: ]


证法1：[image: ]
 [image: ]
 ，因为x,y∈R+
 ，且x+y=1，所以x2
 +y2
 ≥1/2，0＜xy≤1/4，于是

[image: ]


当且仅当x=y=1/2时，等号成立（取等条件下同）。

证法2：由问题知[image: ]
 [image: ]
 。

[image: ]


[image: ]


[image: ]


证法6：因为x+y=1，所以点M（x,y）在直线j：x+y=1上，又点P（-1/x，-1/y）到点M（x,y）的距离不小于P到直线l的距离，故

[image: ]


即[image: ]
 。

问题3　有如下三个推广，证明留给读者。

推广1：设x,y∈R+
 ，且x+y=n，证明：

[image: ]


推广2：设x1
 ，x2
 ，……，xn
 ∈R+
 ，且x1
 +x2
 +……+xn
 =1，证明：

[image: ]


当n=3时，即得2008年南开大学自主招生试题：设a,b，c为正数，且a+b+c=1，求[image: ]
 的最小值。

推广3：设x1
 ，x2
 ，……，xn
 ∈R+
 ，且x1
 +x2
 +……+xn
 =1，证明：

[image: ]


上面对三个简单不等式问题的“研究”可谓丰富多彩，这不禁让人反思：面对一个简单的不等式，我们能做些什么？该做些什么？难道仅仅给出其证明就草草了事？如果这样，就很难达到做题的效果，解题能力的提高也将成为空谈。

科学的思维方法对数学解题至关重要！以不等式证明为例，当我们看到一个数学问题之后，不管是难还是易，请不要轻易放过它！首先你要进行有效的联想（是否在哪里见过，或者是看到过类似的，等等），有时不妨去翻翻“历史”，检索一番，在前人经验的基础上，自己再尝试去做一做（解答或证明），变一变（变式训练等），拓一拓（对问题进行改进、加强、推广等），研一研（深入挖掘问题的本质）。这样下来，每一个数学问题才会显得丰满和立体，且对于初学者是大有裨益的。

读者或有疑问：如果每一个数学问题都要如此一番“折腾”，那解题效率不就大大降低了吗？其实，熟练之后，有些步骤可在大脑中一闪而过，有些步骤也能在短时间内完成，有些步骤也可能限于当时所掌握知识的范围不能完成，那就放一放，在以后的学习中再慢慢补充完善，因为，学习是一个循序渐进的过程！


附录四　Nesbitt不等式面面观

Nesbitt不等式：设a,b，c∈R+
 ，求证[image: ]
 2/3。

是否在哪儿见过？Nesbitt不等式是一道非常经典的分式不等式证明问题，其本身或其变式、推广在数学资料中常见。

Nesbitt不等式形式简单对称，但证法众多，内涵丰富。不等式入门者可将其作为一块锋利的“磨刀石”，因为对它的探索可以串联起多个重要的不等式和多种不等式证明方法，反复揣摩，定可使你回味无穷。

它有怎样的身世（历史考量）？

1954年，美国数学家H.S.Shapiro提出了一个猜想：当n≥3时，有循环不等式

[image: ]


其中，xn+1
 =x1
 ,xn+2
 =x2
 。

1958年，英国剑桥大学教授莫尔捷洛首先提出了（*）式当n≤6时成立，并猜测n=7时（*）式不成立。有趣的是，若能找到x1
 ，x2
 ，……，x7
 使得（*）式不成立，那么对于一切n≥7，（*）式将都不成立。但是，1961年贝尔格莱德的数学家德耶科维奇推翻了莫尔捷洛的猜测，并证明了当n=8时（*）式成立，证法也适用于n=7时的情形。1967年巴西数学家诺沃萨德给出了n=10时（*）式的证明。1974年苏联数学家B.И.列维与E.K.可杜诺娃证明了n=12时（*）式也是成立的。

早在1956年英国数学家赖特希尔认为，一般地说，（*）式是不成立的，他还构造出一个由20个数组成的数组，使得f20
 （x1
 ，x2
 ，……，x20
 ）＜10。1958年苏联的数学家楚劳弗举出了n=14时的反例。同年，格拉斯哥的数学家拉金证明了对充分大的奇数n，（*）式不成立。1959年楚劳弗再次证明了对奇数n≥53，（*）式不成立。1961年新加坡的学者贾南大给出了n=27时的反例。1971年英国的学者捷金吕举出了n=25时的反例。而列宁格勒大学数学寄宿学校的两位中学生P.阿列克赛耶夫和E.霍斯京用IBM计算机独立地做出了n=25时的反例。

经过几十年的研究，目前只是证明了当n≤12时，（*）式成立，而n为不小于25的奇数以及n为不小于14的偶数时，（*）式不成立。在1985年，美国数学家B.A.TroesCh又证明了余下的几个n，即n=15，17，19，21，23时，（*）式成立。对此，他给出了n=23时的证明。至此，困惑数学界近40年的循环不等式的判定问题已经解决。

总结一下，Shapiro循环不等式仅对n=3，4，5，6，7，8，9，10，11，12，13，15，17，19，21，23成立。取n=3，就是Nesbitt不等式。

它该如何证明？你见过哪些证法？能否再给出一些证明？不要着急看下文的证明，反问自己：我能给出多少种证法？

证法1（直接化简证明）：原不等式结构较简单，分式化整又如何：

2a（c+a）（a+b）+2b（b+c）（a+b）+2c（b+c）（c+a）≥3（a+b）（b+c）（c+a），

化简即

2（a3
 +b3
 +c3
 ）≥a2
 b+a2
 c+ac2
 +ab2
 +b2
 c+bc2
 ，

注意到

[image: ]


三式相加得证。

证法2（分母置换法）：原不等式分母“重”，分子“轻”，不妨将分母看作一个整体，便于处理。设a+b=m＞0，b+c=n＞0，c+a=P＞0，联立解得

[image: ]


于是

[image: ]


得证。

证法3（整体代换法）：设[image: ]
 [image: ]
 ，即证A≥1/2。因为

[image: ]


整理得xy+yz+zx+2xyz=1，则由均值不等式得

[image: ]


因式分解得（2A-1）（A+1）2≥0，故A≥1/2。

证法4（柯西不等式或均值不等式）：[image: ]
 2/3等价于

[image: ]


即2（a+b+c）（1/（a+b）+1/（b+c）+1/（c+a））≥9，变形得

[image: ]


至此，已能由柯西不等式立得；这里再介绍均值不等式证法：

[image: ]


两者相乘即得。

证法5（分式型柯西不等式）：

[image: ]
 [image: ]
 ，最后一步放缩利用了（a+b+c）2
 ≥3（ab+bc+ca），它展开后由配方法或均值不等式可得。

观察知，Nesbitt不等式既是对称不等式（可不妨设a≥b≥c），又是齐次不等式（可不妨设a+b+c=1），这为不等式证明带来了新的契机。

证法6（排序不等式）：待证不等式是关于a,b，c的对称不等式，故不妨设a≥b≥c，于是a+b≥c+a≥b+c＞0，所以[image: ]
 [image: ]
 ，由排序不等式得

[image: ]


两式相加即得[image: ]
 。

证法7（Jensen不等式）：由于待证不等式是关于a,b，c的齐次不等式，故不妨设a+b+c=1，于是原不等式即[image: ]
 [image: ]
 。

设[image: ]
 ，则[image: ]
 ，所以f（x）在（0，1）上为凸函数，由Jensen不等式得f（a）+f（b）+f（c）[image: ]
 ，代入即得证。

证法8（构造切线法）：设a+b+c=1，则

[image: ]


[image: ]


事实上[image: ]
 ，于是

[image: ]


不妨设a+b+c=1后，Nesbitt不等式变为[image: ]
 [image: ]
 ，该不等式中各个变量是分离的，从而引进函数f（x）=x/（1-x），证法7在判断了函数的凸凹性后，利用Jensen不等式可谓方便快捷。而证法8根据取等条件a=b=c=1/3构造f（x）在点（1/3，1/2）处的切线，通过建立不等式x/（1-x）≥（9x-1）/4将曲线放缩为了直线，以直代曲，也是一种不错的思路。在实际操作中，两种方法的联合运用才是上策。

证法9（整体代换+Jensen不等式）：沿用证法3中x,y，z的记法，设[image: ]
 ，则f（x）+f（y）+f（z）=1，又[image: ]
 ，故f（t）在（0，+∞）上是增函数，也是凹函数，由Jensen不等式得

[image: ]


所以[image: ]
 ，得证。

证法10（均值不等式）：不妨设a+b+c=3，则由均值不等式得

[image: ]


同理有[image: ]
 ，三式相加得

[image: ]


证法11（拆项比较法）：原不等式等价于[image: ]
 [image: ]
 ，注意到a,b，c是对称的，不妨设a≥b≥c，继续变形得

[image: ]


因2a-b-c≥0，0＜b+c≤c+a，故[image: ]
 [image: ]
 因2c-a-b≤0，a+b≥c+a＞0，故[image: ]
 [image: ]
 于是（*）式成立。证毕。

该证法紧紧抓住原不等式的特征，进行适当的变形，设序后将正负性不确定的项（2b-c-a）/（c+a）移到右边，并拆分为（2a-b-c）/（c+a）与（2c-a-b）/（c+a）的和，后经过简单的比较即得证，而不需要任何复杂的计算和特殊的技巧。相对于其他证法而言，起点更低，过程更初等简捷。

证法12（配以对偶）：记[image: ]
 ，将式子中的字母轮换两次分别得到

[image: ]


它们称为A的对偶式（轮换三次将回到A）。

[image: ]


（c+a）/（b+c）+（a+b）/（c+a）≥3，所以

[image: ]


而B+C=3，故A≥3/2。

证法13（配方法）：

[image: ]


该证法从步骤或计算量来说，比其他证法要麻烦得多，但它有一个重要的好处就是：它把不等式左右两边的差用一个非负量具体地表现出来了，这样有利于不等式的加强或证明更强的不等式。

对于一些元素对称呈现的和式、积式不等式证明题，很多情况下较难从整体下手，往往需要先考虑局部式子的特征，想办法去估计局部的性质，建立一些局部不等式，最后进行简单的“叠加”，便可达到完美证题的目的。这样的思路也适用于Nesbitt不等式。

证法14　（建立局部不等式）：考虑将右端常数3/2分拆，尝试构建[image: ]
 即4a（a+b+c）-（b+c）（8a-b-c）≥

0，4a2
 -4a（b+c）+（b+c）2≥0，即

（2a-b-c）2
 ≥0，

显然成立，同理有[image: ]
 ，三式相加得证。

证法15　（建立局部不等式）：寻找合适的实数k，以期建立局部不等式[image: ]
 ，等价于2（ak
 +bk
 +ck
 ）≥3ak-1
 b+

3ak-1
 c，根据不等式右端的形式，尝试分拆左端，利用均值不等式有

[image: ]


相加有[image: ]
 对比有k/3=k-1，且2k/3

=1，解得k=3/2，则有[image: ]
 同理有b/（c+a）≥[image: ]
 三式相加得证。

证法16　（概率证法）：由于a,b，c＞0，且[image: ]
 [image: ]
 ，故可构造一维离散型随机变量

X的概率分布如下表：

[image: ]


[image: ]


（a+b+c）/（b+c）=（a+b+c）/（c+a）=（a+b+c）/（a+b），即a=b=c时等号成立。

证法17　（级数法）：沿用证法7中的齐次性假设，有

[image: ]


该证法的合理性可由级数的敛散性保证，此处略去说明。

看了这么多的证法，相信读者定有所思所获，那就接着问自己：它有哪些变式或是推广？又该如何证明？前面的证法是否可以平移？

下面陈列一些已有的推广或者证明。

1.设a,b，c∈R+
 ，且0≤λ＜min[image: ]
 ，求证：

[image: ]


2.设a,b，c，μ∈R+
 ，且0≤λ/μ＜min[image: ]
 ，求证：

[image: ]


3.设xi＞0（i=1，2，……，n），记S=x1
 +x2
 +……+xn
 ，则

[image: ]


4.设0≤ai＜1（i=1，2，……，n），[image: ]
 ，求证：

[image: ]


5.（四元Nesbitt不等式）设a,b，c,d均为正数，证明：

[image: ]


证法1：由柯西不等式有

[image: ]


当且仅当a=b=c=d时取等号。

[image: ]


则

[image: ]


同理有M+Q≥4②，N+P≥4③；

[image: ]


同理有N+Q；

[image: ]


由②、④、⑥式得M≥2，由③、⑤、⑥式得N≥2，均当且仅当a=b=c=d时取等号。

6.（五元Nesbitt不等式）设a,b，c,d，e均为正数，证明：

[image: ]


证明：由柯西不等式，我们有

[image: ]


记上式右端的分母为S，则

[image: ]


再次运用柯西不等式，有

[image: ]


即

[image: ]


从而，2S≤4/5（a+b+c+d+e）2
 ，则原不等式得证。

7.（六元Nesbitt不等式）设a,b，c,d，e,f均为正数，证明：

[image: ]


证明：由柯西不等式，我们有

[image: ]


记上式右端的分母为S，则

[image: ]


再次运用柯西不等式，有

[image: ]


即

[image: ]


从而，2S≤2/3（a+b+c+d+e+f）2
 ，则原不等式得证。

第一步用柯西不等式放缩后，也可直接分离出想要的常数，再对剩余项进行配方，读者不妨试试。

最后提供十个Nesbitt不等式的加强，供有兴趣的读者探究。
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[image: ]



附录五　美丽背后的火热的思考——证明一组优美不等式的心路历程

笔者曾证得一组优美不等式及其推广，期间“思前想后”，思维历程曲折反复，但符合认知规律，既感到了不等式证明之难、之巧、之妙，也收获了许多心得体会。现将自己的“火热思考”写在这里与读者分享，顺便谈谈不等式证明的六步曲，供参考。

一组优美不等式：已知a,b，c∈R+
 ，求证：

[image: ]


1.不等式证明第一步——感性认识

①、②都是关于a,b，c的轮换对称不等式，为了获取对①、②的感性认识，我们先取一些特殊值：令a=b=c=1，则有A≈2.121＞2，B≈2.381＞2；令a=b=1，c=0.1，则A≈2.13，B≈2.306……。

有了直观感受之后，不禁要问：A、B会“等于”2吗？仔细审视后发现：当a,b，c三个数中，某个数趋于0，另外两个数相等时，左端的值会非常接近于2。如当c→0+
 ，a=b时，有A→2+
 且B→2+
 ，而且这个趋势与根号的次数似乎并无关系，于是我们大胆猜想：

若a,b，c∈R+
 ，则对任意的n≥2，都有[image: ]
 [image: ]
 。

③是①、②的推广，①、②与③是特殊与一般的关系：一方面，若③得证，①、②则“不攻自破”；另一方面，①、②得证虽不能推出③成立，但其证法或许能为③的证明提供一些思路。下面我们先探索①式的证明。

2.不等式证明第二步——初步尝试

看到三个根式的和，自然想到了均值不等式，则有[image: ]
 [image: ]
 。尝试失败——不等号的方向反了，这启示我们是不是要做一些适当的变换？

笔者尝试了倒数代换（设a=1/M,b=1/N,c=1/P）、分母代换

（设a+b=j,b+c=m,a+c=n）、整体代换（设[image: ]
 [image: ]
 等方法，也都以失败告终，但也有所获：必须想办法将“根号”去掉，否则不等式证明将很难进行下去。

3.不等式证明第三步——构造证明

为了建立A与2的不等关系，能否构造一些不含“根号”的中间不等式呢？结合①式的结构特征，将常数2进行拆分，是否有

[image: ]


（a+b+c）2
 ≥4a（b+c），记b+c=P＞0，则继续等价于（a+P）2
 ≥4aP，（a-P）2
 ≥0，显然成立，得证。同理可证⑤、⑥两式，于是[image: ]
 ，注意到等号不可取得，故有A＞2，①式证毕。

这个证法适用于②式的证明吗？自然想证[image: ]
 2a/（a+b+c），即a/（b+c）≥8a3
 /（a+b+c）3
 ，（a+b+c）3
 ≥8a2
 /（b+c），同样令b+c=P＞0，则有（a+P）3
 ≥8a2
 P⑦，⑦式成立吗？展开即a3
 -5a2
 P+3aP2
 +P3
 ≥0。我们记f（a）=a3
 -5a2
 P+3aP2
 +P/3，a∈（0，+∞），则f′（a）=3a2
 -10aP+3P2
 =（3a-P）（a-3P），当0＜a＜P/3或a＞3P时，f′（a）＞0；当P3＜a＜3P时，f′（a）＜0。于是f（a）在（0，P/3），（3/P，+∞）上单调递增，在（P/3，3P）上单调递减，又f（0）=P3
 ＞0，f（P/3）=40/27P3
 ＞0，f（3P）=-8P3
 ＜0，结合f（a）的图象知⑦式是不成立的。证法的“平移”失败。

当然构造的方法不是唯一的：2也可拆分为[image: ]
 [image: ]
 的和。尝试证[image: ]
 分析发现该式也是不成立的。其他的构造方法呢？未可知否，②式的证明陷入了僵局。

4.不等式证明第四步——善于联想

“构造证明”部分已给出了④式的证明，发现它可由（a-P）2≥0变化得到，当且仅当a=P=b+c时等号成立。这让我们联想到均值不等式，于是有如下解释：
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即两正数的几何平均数不小于它们的调和平均数。这不仅仅是一种解释，也是一种思路，更是一种启发。将其运用到②式是否奏效？

于是

[image: ]


同理有[image: ]
 ，于是[image: ]
 ，右端≥2吗？继续放缩有[image: ]
 ，放过了！分母不一致，我们就统一地将分母放大，却导致了放缩过度。要是分母一致就好了！

考虑引入参数λ，以不变应万变！[image: ]
 [image: ]
 。为了使分母一致，取λ3
 =2，则[image: ]
 同理有[image: ]
 三式相加得B[image: ]
 再次放过了！笔者又考虑引入两个参数λ，μ，尝试后发现仍然不能证出B＞2，这里就不再详细展开了。证法的“平移”再次失败。

5.不等式证明第五步——抓住本质

①式已通过均值不等式放缩得证，然而其证法却在“平移”中屡遭失败，是“平移”不得“法”，还是没有抓住问题的本质？经过数日的苦思冥想，笔者终于发现了问题的“本质”，顺利地证得了②、③两式，下面我们直接证明③式。
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这是因为[image: ]
 [image: ]
 ，利用二项式定理或数学归纳法可证上式成立。同理有[image: ]
 [image: ]
 ，三式相加，注意到等号不能同时取得，即得证。

先将n次根式转化为二次根式，再沿用①式的证明思路，并对分母进行放缩使其一致化，则③式得证。于是可见，①、②、③式的共同本质——两正数的几何平均数不小于它们的调和平均数。解题一旦抓住本质，则可如鱼得水。

6.不等式证明第六步——合理推广

①、②、③式确实“优美”，结构对称和谐，虽然次数不同，但都有公共的下确界2。笔者拟对③式进行再推广：若xi
 ＞0，i=1，2，……，m（m≥3），常数α∈（-∞，1/2]，记[image: ]
 ，则有[image: ]
 （当m=3，α=1/n时即为③式）。证明留给读者完成。

现在回首证明此题的心路历程，从最初的屡次失败到现在的从容解决，过程曲折，但收获颇丰！张奠宙教授曾说：教师的任务是把知识的学术形态转化为教育形态。学术形态的知识准确严谨，但学生比较难懂；教育形态的知识，散发着数学的巨大魅力，引人入胜。数学的学术形态通常表现为冰冷的美丽，而数学知识的教育形态则是一种火热的思考。数学教师的任务在于返璞归真，在于把数学的形式化逻辑链条，恢复为当初数学家发明创新时的火热思考。数学教学如此，解题更应如此。很多题目的“巧法妙招”都是“冷冰冰的美丽”，让人难以自然地接受，我们更期待看到解法背后那“火热的思考”，即“美丽”是怎样产生的，这种解法是怎么想到的。

后记1：优美不等式的前世今生

文中的①式是在1999年全国不等式研究学术会议上提出的，当时杨路教授应用通用软件BOTTEMA给出了其“机器证明”，后来与会的宋庆老师给出了一个简洁的“可读证明”，发表在《中学数学》杂志上，摘录如下。
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八年之后，宋庆老师将其推广，得到了如下定理：若a,b，c为正数，n为不小于2的正整数，则[image: ]
 。即为文中的②式。

2010年，安振平老师在《中学数学教学参考》杂志上提出了26个优美不等式与广大数学工作者研讨，上面的定理是第21个，但做了稍许改动：若a,b，c为非负实数，n≥2，n∈N*
 ，求证[image: ]
 [image: ]
 。

2012年，笔者着力探索了①、②两式的证明，并将证明时的思维历程整理成文，于11月份投稿给《数学通讯》杂志。

又过了一年，时间定格在2013年。5月份，笔者的拙文在《数学通讯》杂志上发表了！同年12月份，《数学教学》杂志刊登了数学问题874如下：
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它又进了一步，将原来的三个元一般化为m个元，前面的证明经验是否还奏效呢？笔者又进行了积极探索。证明之前，先给出一个简单而实用的引理。

引理　若a1
 ，a2
 ，……，an
 ＞0，k≤1，则有
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证明：原不等式等价于[image: ]
 ，而a1
 ，a2
 ，……，an
 ＞0，k≤1，所以

[image: ]


得证。

下面利用该引理和已有的证明思路尝试解决问题874。

试证：对每一个xi
 ，有

[image: ]


由引理知[image: ]
 ，

[image: ]


问题得证！但我们的思绪却不能就此停止，笔者在前文末处提出的推广是问题874的再推广，照搬前面的思路证证试试？

试证：对每一个xi
 ，有

[image: ]


由于xi
 ∈R+
 且常数α∈（-∞，1/2]，于是由引理知

[image: ]


经过如此一番探索，再简单的不等式也会变得丰满立体，可亲可近起来。一次不等式的证明，就像是一次美妙的旅程：终点就在那里，你要想办法努力达到它，这不仅需要坚强的意志，也需要灵机一动的智慧，更重要的是那沿途的风景使人沉醉……

后记2：第23个优美不等式问题

前文已述，2010年，安振平老师提出了26个优美不等式，这26个不等式犹如投入江水中的巨石一般，自见刊之日起，就激发了无数数学爱好者的兴趣，不断有人去探索、证明、加强、推广，着实魅力不小！其中，第23个优美不等式如下：

在△ABC中，求证：
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证明：我们先建立局部不等式[image: ]
 [image: ]
 ，它等价于

[image: ]


展开并化简得

[image: ]


显然成立。

你肯定觉得这个局部不等式建立得很突兀，那我们就换个思路，由柯西不等式知

[image: ]


则

[image: ]
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同理还有另外两个局部不等式

[image: ]


于是可加强地证

[image: ]


设△ABC的三边长分别为a,b，c，由正弦定理知上式可化为

这可算作②式的一个推广，为证该式，我们利用前面的思路再次建立局部不等式：
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同理还有另外两个局部不等式

[image: ]


三式相加即可得证，当且仅当A=B=C=π/3时取等号。

[image: ]


局部不等式仿若一架中间桥梁，贯通了待证不等式左端与右端之间的道路，促使问题向有利的方向转化，使天堑变通途！


附录六　简单三角不等式引致的优美代数不等式

在三角形中，有许多大家耳熟能详且形式简洁优美的三角不等式；在三角形不等式的证明中，内切圆代换a=y+z,b=z+x,c=x+y经常用到，其中x,y，z是正数。本文首先列举△ABC中6个常见的三角不等式，然后利用内切圆代换给出△ABC的三个内角及其半角的相关三角函数的代数式表示，最后再将常见的三角不等式转化为优美的代数不等式，这也算是由三角不等式生成代数不等式的一种方法，供参考。

1.常见三角不等式

ZdravkoCvetkovski在其专著《Inequality》中总结了15个常用的三角不等式，限于篇幅，笔者挑选其中6个如下，证明留给读者。
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⑥2sinC/2＞CosA/2+CosB2＞CosC/2。

2.内切圆代换的相关结论

如右图，设△ABC的三边长分别为a,b，c，内切圆半径为r，面积为S，作内切圆代换：a=y+z,b=z+x,c=x+y，其中x,y，z＞0。

[image: ]


则半周长P=（a+b+c）/2=x+y+z，由海伦公式知

[image: ]


[image: ]


由同角三角函数间的基本关系知

[image: ]


[image: ]


由二倍角公式知

注：sinA,sinB,sinC的表达式也可由面积公式S=1/2bcsinA等得到；CosA,CosB,CosC的表达式也可用余弦定理求得。

[image: ]


3.从三角不等式到代数不等式

下面利用上述基本结论实现由三角不等式到代数不等式的转化。

3.1　由①式引致的优美代数不等式

[image: ]


若x+y+z=1，则[image: ]
 ，此为安振平老师的第6个优美不等式；

若xyz=1，由x+y+z≥3[image: ]
 ，则

[image: ]


此不等式类似于2005年罗马数学奥林匹克试题：设正数a,b，c满足（a+b）（b+c）（c+a）=1，证明：ab+bc+ca≤3/4；

若xy+yz+zx=1，则

[image: ]


3.2　由②式引致的优美代数不等式

②式等价于

[image: ]


若x+y+z=1，则[image: ]
 ，此即2005年法国国家队试题；

若xyz=1，则

[image: ]


又[image: ]
 ，故此不等式左端可减弱为：若xyz=1，则[image: ]
 ；

若xy+yz+zx=1，则

[image: ]


3.3　由③式引致的优美代数不等式

③式等价于

[image: ]


若x+y+z=1，则[image: ]
 ，此即2008年加拿大数学竞赛试题；

若xyz=1，则[image: ]
 [image: ]
 ，此不等式可减弱为：

若xyz=1，则[image: ]
 ；若xy+yz+zx=1，则[image: ]
 。

3.4　由④式引致的优美代数不等式

[image: ]


若x+y+z=1，则[image: ]
 [image: ]
 ，此式左端为安振平老师的第7个优美不等式；

若xyz=1，则

[image: ]


又[image: ]
 ，此式左端可减弱为：若xyz=1，则

[image: ]


此式右端可减弱为：若xyz=1，则

[image: ]


若xy+yz+zx=1，因（x+y+z）2
 ≥3（xy+yz+zx）=3，x+y+z≥3，则

[image: ]


3.5　由⑤式引致的优美代数不等式

⑤式等价于

[image: ]


若x+y+z=1，则[image: ]
 ，由此立得第20届全苏数学奥林匹克试题：设x,y，z都是正数，且x2
 +y2
 +z2
 =1，求S=xy/z+yz/x+zx/y的最小值；

若xyz=1，则[image: ]
 。

3.6　由⑥式引致的优美代数不等式

⑥式等价于

[image: ]


若x+y+z=1，则

[image: ]


若xy+yz+zx=1，则

[image: ]


简单的三角不等式背后竟有如此新颖优美的代数不等式，而且其中很多已在世界各级各类数学竞赛中崭露头角，不禁令人叹为观止。同时，这也启示我们：今后在遇到满足x+y+z=1或xyz=1或xy+yz+zx=1的条件不等式时，不妨找找与其等价的三角形式，或许可为证明带来一缕春风。


附录七　三角代换，巧证代数不等式

在不等式证明中，我们经常遇到条件为xy+yz+zx=1，x+y+z=xyz,x2
 +y2
 +z2
 +2xyz=1和xy+yz+zx+2xyz=1的代数不等式，这类不等式的证明往往也不拘一格，对代数变形的能力要求较高。本文将利用相应的三角代换给出这类条件不等式的巧妙证法，望对读者起到抛砖引玉的作用。

1.相应的三角代换

下面假设x,y，z＞0，A,B，C为△ABC的三个内角，下面给出条件不等式所对应的三角代换。篇幅限制，这里略去合理性的说明。

（1）若x+y+z=1，可设x=tanB/2tanC/2，y=tanC/2tanA/2，z=tanA/2tanB/2；

（2）若xy+yz+zx=1，可设x=tanA/2，y=tanB/2，z=tanC/2；

（3）若x+y+z=xyz，可设x=tanA,y=tanB,z=tanC；

（4）若x2
 +y2
 +z2
 +2xyz=1，可设x=CosA,y=CosB,z=CosC；

（5）若xy+yz+zx+xyz=1，可设[image: ]
 [image: ]
 。

注：（1）、（2）中△ABC可为任意三角形；（3）、（4）、（5）中△ABC应约束为锐角三角形。

2.条件不等式的巧证

在一些条件不等式的证明中，以上代换可使代数不等式转化为三角不等式，且对应的三角不等式简单易证，这很好地揭示了该类试题的命制背景与渊源。

2.1　x+y+z=1和xy+yz+zx=1型条件不等式

在遇到条件为x+y+z=1、xy+yz+zx=1的代数不等式时，利用三角恒等式tanA/2tanB/2+tanB/2tanC/2+tanC/2tanA/2=1进行代换，可去掉约束条件，回避复杂的代数变形与运算，有时可达事半功倍之效果。

例1（2005年法国国家队试题）设x,y，z都是正数，且x+y+z=1，求证：
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证明：设x=tanB/2tanC/2，y=tanC/2tanA/2，z=tanA/2tanB/2，则原不等式等价于

[image: ]


即

[image: ]


此式由不等式易得。

例2（2008年加拿大数学竞赛试题）若x,y，z≥0，且x+y+z=1，求证：

[image: ]


证明：原不等式等价于

[image: ]


设x=tanB2tanC/2，y=tanC/2tanA/2，z=tanA/2tanB/2，则继续等价于

[image: ]


即

[image: ]


也即

[image: ]


[image: ]


例3（第20届全苏数学奥林匹克试题）设x,y，z都是正数，且x2
 +y2
 +z2
 =1，求S=xy/z+yz/x+zx/y的最小值。

[image: ]


则由Jensen不等式知

[image: ]


当且仅当A=B=C=π/3时等号成立，故S的最小值为[image: ]
 。

例4设x,y，z都是正数，且xy+yz+zx=1，求证：

[image: ]


证明：设x=tanA/2，y=tanB/2，z=tanC/2，则由万能公式和Jensen不等式知

注：类似地，可以证得2004年新加坡国家队选拔考试题：设0＜x,y，z＜1，且xy+yz+zx=1，求证：

[image: ]
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2.2　x+y+z=xyz型条件不等式

在遇到条件为x+y+z=xyz的代数不等式时，利用三角恒等式tanA+tanB+tanC=tanAtanBtanC进行代换，化代数为三角，有时功效独特。

例5（1998年韩国数学奥林匹克试题）设x,y，z都是正数，且x+y+z=xyz，求证：

[image: ]


证明：设x=tanA,y=tanB,z=tanC，其中0＜A,B，C＜π/2，则由Jensen不等式知

[image: ]


注：由条件x+y+z=xyz变形得1/xy+1/yz+1/zx=1，故也

可以设[image: ]
 ，则有

[image: ]


2.3　x2
 +y2
 +z2
 +2xyz=1和xy+yz+zx+2xyz=1型条件不等式

在遇到条件为x2
 +y2
 +z2
 +2xyz=1和xy+yz+zx+2xyz=1的代数不等式时，利用三角恒等式Cos2A+Cos2B+Cos2C+2CosACosBCosC=1进行代换，从三角的视角去研讨问题，有时给人以“山重水复疑无路，柳暗花明又一村”的喜悦之感。

例6（2002年伊朗数学奥林匹克第三轮试题）已知x,y，z∈R+
 ，且满足x2+y2+z2+xyz=4，求证：x+y+z≤3。

证明：由条件得（x/2）2
 +（y/2）2
 +（z/2）2
 +2·x/2·y/2·z/2=1，故可设x/2=CosA,y/2=CosB,z/2=CosC，其中0＜A,B，C＜π/2，则由Jensen不等式知

x+y+z=2（CosA+CosB+CosC）≤6Cos(A+B+C)/3=3。

注：若令[image: ]
 ，便得2005年罗马尼亚数学奥林匹克预选试题：设a,b，c属于R+
 ，且ab+bc+ca+2abc=1，证明[image: ]
 。

例7（2007年伊朗数学奥林匹克试题）设x,y，z∈R+
 ，且[image: ]
 ，求证：xy+yz+zx≤3/2。

证明：将已知条件变形为x2
 y2
 +y2
 z2
 +z2
 x2
 +2x2
 y2
 z2
 =1，故可设xy=CosA,yz=CosB,zx=CosC，则有xy+yz+zx=CosA+CosB+CosC≤3/2，得证。

由上观之，从常见三角恒等式出发，针对条件不等式中的条件进行相应的三角代换，新颖复杂的代数不等式有时就等价为简单优美的三角不等式，可为证明带来“洞天石扉，訇然中开”之惊喜，不禁令人叹为观止。其实，类似地，也很容易将△ABC中常见的三角不等式转化为代数条件不等式，在此留给读者探究。
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[1]
 这里略去了某bi=0的情形。


[2]
 参见文献：安振平.二十六个优美不等式[J]，中学数学教学参考（上旬），2010，1-2.


[3]
 以△ABC的三条高的三个垂足为顶点的三角形称为△ABC的垂足三角形，其周长为aCosA+bCosB+cCosC，请读者自行推导。
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