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高校自主选拔录取改革试点自2003年启动以来，对于完善高校考试招生制度、促进基础教育阶段实施素质教育、选拔培养拔尖创新人才发挥了积极作用．它是高校考试招生制度的有机组成部分，是我国高校招生多元录取的重要方式之一，招收的主要对象是具有学科特长和创新潜质的优秀学生．

目前，参加自主招生考试的院校不断增多，由2003年的22所扩大到2012年的80所，而且各院校自主招生人数录取比例也在不断增加，以复旦大学为例，2012年复旦大学在上海通过高考裸分录取的人数占6％．近几年，自主招生呈三足鼎立之势：由清华大学、上海交通大学、中国科技大学、南京大学等学校组成的联盟称为“华约”；由北京大学、香港大学、北京航空航天大学、武汉大学等学校组成的联盟称为“北约”；由上海同济大学、北京理工大学等学校组成的联盟称为“卓越联盟”．全国综合排名靠前的高校大多在这三大联盟中．

与此同时，国内有关自主招生的书籍也雨后春笋般地出现．与目前市场上的辅导参考书相比，范端喜老师编著的这本书有以下几个特点：

1．便于自学，这是本书最大的特色．本书的体例是每一道例题后都配套了至少一道与此题相关且类型相似的问题．每一道习题都配有很详细的解答，并且标有试题难度（以星号表示）和解答提示．

2．取材广泛．例题和习题所覆盖到的学校有“华约”“北约”“卓越联盟”、复旦大学、南开大学、武汉大学、华南理工大学、华东师范大学、中南财经大学、上海财经大学等．此外还有各省市的数学竞赛题，清华大学、北京大学保送生考试题和日本自主招生试题等．

3．知识拓展内容详细．知识拓展部分一般是高考不考而自主招生可能考到的内容．大部分拓展知识点都配有一道例题及至少一道模仿训练，为的是便于读者进一步巩固和举一反三使用．

自主招生考试实际是考“三度”，即深度、广度和速度．本书在深度和广度方面都进行了相应的拓展，在速度方面，只要读者配合一定量的练习，相信认真阅读此书后会有所收获．

范端喜老师研究生毕业后就在华东师范大学第二附属中学担任理科班数学老师，一直从事数学竞赛辅导和自主招生考试的教学和研究工作，所教的学生大多进入了国内外著名高校．本书中很多问题的解法和思路是作者多年教学经验的积累，凝聚了作者的教学理念，其中有不少独到的见解，我认为参加自主招生考试的学生和从事中学数学教学的教师都会从中有所收获．
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前　　言

近几年随着自主招生规模的逐步扩大，高校自主招生考试越来越受到社会的关注．与此同时有关自主招生参考的书籍也越来越多．与目前市场上的辅导参考书相比，本书各章的知识框架及体例如下：

一、知识拓展[image: alt]


二、重要例题[image: alt]


三、练习[image: alt]


四、综合练习[image: alt]


五、解答[image: alt]


注①　星级：表示题目的难度系数，五星最难．

注②　指针：表示例题的问题核心、题眼，以及问题解决的思路与方法．

注③　反思：表示例题的解答检验，关联内容的比较，拓展内容的点拨，使学生理解解题过程．

注④　表示与例×相仿的问题．

注⑤　HINT：提示．

注⑥　模仿训练是与知识拓展相匹配的习题；练习是与重要例题相匹配的习题；综合练习题目比较综合，比较难的题目大多放在综合练习．

考虑到自主招生难度介于高考和竞赛之间，每一章节前都做了“知识拓展”，并配有相关例题及练习．除了常规高考考纲范围，后面章节也延伸到竞赛难度，如组合、数论等．考虑到自主招生的特殊性，第26章是杂题选讲，如矩阵、行列式（目前只有复旦大学自主招生有涉及）等．

本书例题及习题取材绝大多数是往届自主招生真题，少数是近两年各省市竞赛题，还有少数来自日本自主招生考试．之所以选取这些题目，一是题目比较典型，二是其难度和自主招生相当．

本书的试题难度跨度比较大，从一“☆”到五“☆”．五“☆”就完全达到竞赛难度．建议读者遇到难题时不要急于看解答，可以先参看指针或HINT（提示），养成独立思考的习惯对提高解题能力很重要．

书中不足之处，恳请读者批评指正．


第1章　集合与命题

集合与命题在自主招生考试中所占的分数比例不高，一般以小题形式出现．

知识拓展1　容斥原理

令n（A）表示集合A的元素个数（有时也记为｜A｜），则n（A∪B）＝n（A）＋n（B）－n（A∩B），n（A∪B∪C）＝n（A）＋n（B）＋n（C）－n（A∩B）－n（A∩C）－n（B∩C）＋n（A∩B∩C）．

更一般地，令n（A）表示集合A中元素的个数，则n（A1
 ∪A2
 ∪…∪Am
 ）=[image: alt]
 n（Ai
 ）－[image: alt]
 n（Ai
 ∩Aj
 ）＋[image: alt]
 n（Ai
 ∩Aj
 ∩Ak
 ）－…＋（－1）m－1
 n（A1
 ∩A2
 ∩…∩Am
 ）．


例1
 　U为全集，A，B⊆U，n（U）＝100，n（A）＝60，n（B）＝48，求：

（1）n（A∩B）的最大值及最小值；

（2）n（∁U
 A∩B）的最大值及最小值．


指针：
 n（A∩B）＝n（A）＋n（B）－n（A∪B）＝60＋48－n（A∪B），等价于求n（A∪B）的最大值和最小值．


解：
 （1）如图1.1所示，n（A∩B）＝n（A）＋n（B）－n（A∪B）＝60＋48－n（A∪B），下面求n（A∪B）的最大值和最小值．

[image: alt]


图1.1

易见max｛n（A），n（B）｝＝60≤n（A∪B）≤n（U）＝100，故n（A∩B）的最大值为48，最小值为8．

（2）n（∁U
 A∩B）=n（B）－n（A∩B）＝48－n（A∩B）．由（1）知，n（∁U
 A∩B）的最小值为48－48＝0；最大值为48－8＝40．


反思：
 经常借助文氏图解决与集合有关的问题．

模仿训练：

1．（日本久留米大学）某商场对100位顾客做了一项调查，购买A商品有80人，购买B商品有70人，则两种商品都购买的人数的最大值为______，最小值为______；两种商品都没购买的人数的最大值为______，最小值为______．

知识拓展2　差集与对称差

（1）给定两个集合A，B，称集合C＝｛c｜c∈A，且c∉B｝为A减B，记为A－B．其文氏图如图1.2所示，显然A－B＝A∩∁U
 B．

[image: alt]


图1.2

（2）设A，B是两个集合，称（A－B）∪（B－A）为A，B的对称差，有时记为AΔB．其文氏图如图1.3所示．

[image: alt]


图1.3

根据对称差的定义，易知下述几个性质成立：①AΔB＝BΔA；②AΔ⌀＝A；③AΔA＝⌀；④AΔB＝（A∪B）－（A∩B）．

知识拓展3　德摩根定理

U是全集，∁U
 （A∩B）＝（∁U
 A）∪（∁U
 B），∁U
 （A∪B）＝（∁U
 A）∩（∁U
 B）．

重要例题


例2
 　（2009上海交大）珠宝店丢失了一件珍贵珠宝，以下四人只有一人说真话，且只有一人偷了珠宝．甲：我没有偷；乙：丙是小偷；丙：丁是小偷；丁：我没有偷，则说真话的人是______，偷珠宝的人是______．

（☆☆）


指针：
 根据题意，四人中只有一人说真话，对甲、乙、丙、丁四人逐个检验，看是否导出矛盾．


解：
 四人中有且只有一人说真话，先设甲说的是真话，即甲没有偷．由于丙说的是假话，故丁不是小偷，另一方面，由于丁说的也是假话，故丁是小偷，矛盾．

设乙说的是真话，即丙是小偷，但由于丁说的是假话，故丁也是小偷，矛盾．

设丙说的是真话，即丁是小偷，但由于甲说的是假话，故甲也是小偷，矛盾．

故只有丁说的是真话，且由于甲说的是假话，故甲是小偷．


反思：
 本题属于逻辑推理问题，用的是排除法；此外，图表法等也是解决这类问题常用的方法．


例3
 　（2010复旦）设f（x）是区间［a，b］上的函数，如果对任意满足a≤x＜y≤b的x，y都有f（x）≤f（y），则称f（x）是［a，b］上的递增函数，那么，f（x）是［a，b］上的非递增函数应满足（　　）．

（A）存在满足x＜y的x，y∈［a，b］，使得f（x）＞f（y）

（B）不存在x，y∈［a，b］满足x＜y且f（x）≤f（y）

（C）对任意满足x＜y的x，y∈［a，b］，都有f（x）＞f（y）

（D）存在满足x＜y的x，y∈［a，b］，使得f（x）≤f（y）

（☆☆☆）


指针：
 考虑原命题的等价命题．


解：
 问题等价于命题“如果对于任意满足a≤x＜y≤b的x、y都有f（x）≤f（y），则称f（x）是［a，b］上的递增函数”的逆否命题，即“存在满足x＜y的x，y∈［a，b］，使得f（x）＞f（y）”，故选A．


反思：
 “任意”的否定形式是“存在”．


例4
 　（2008复旦）40名学生参加数学奥林匹克竞赛，他们必须解决一个代数学问题、一个几何学问题以及一个三角学问题，具体情况如表1.1所述．

表1.1

[image: alt]


其中有三名学生一个问题都没有解决，则三个问题都解决的学生数是（　　）．

（A）5

（B）6

（C）7

（D）8

（☆☆）


指针：
 运用容斥原理．


解：
 令A＝｛解决代数学问题的学生｝，B＝｛解决几何学问题的学生｝，C＝｛解决三角学问题的学生｝．依题意，n（A）＝20，n（B）＝n（C）＝18，n（A∩B）＝7，n（A∩C）＝8，n（B∩C）＝9．由容斥原理，n（A∩B∩C）＝n（A∪B∪C）－n（A）－n（B）－n（C）＋n（A∩B）＋n（A∩C）＋n（B∩C）＝40－3－20－18－18＋7＋8＋9＋5，故选A．


反思：
 本题属于应用题，解决这类问题的第一步是把它转化为数学问题．


例5
 　（日本滋贺大学）f（x）＝ax2
 ＋bx＋c，试证明：对任意整数x，f（x）的值为偶数的充要条件是a＋b，a－b，c都是偶数．

（☆☆☆）


指针：
 必要性，令x＝0，x＝±1即可；充分性，设a＋b＝2p，a－b＝2q，c＝2r，将f（x）恒等变形．


证明：
 （1）必要性．由于对任意整数x，f（x）的值都是偶数，故f（0）＝c，f（1）＝a＋b＋c，f（-1）＝a－b＋c都是偶数，从而c＝f（0），a＋b＝f（1）－f（0），a－b＝f（-1）－f（0）都是偶数．

（2）充分性．若a＋b，a－b，c都是偶数，可设a＋b＝2p，a－b＝2q，c＝2r，p，q，r∈Z
 ，则a＝p＋q，b＝p－q，c＝2r．f（x）＝ax2
 ＋bx＋c＝（p＋q）x2
 ＋（p－q）x＋2r＝p（x2
 ＋x）＋q（x2
 －x）＋2r＝px（x＋1）＋qx（x－1）＋2r，对任一整数x，x（x＋1），x（x－1）都是偶数，故f（x）必为偶数．


反思：
 对于“充要条件”的问题的证明，一般分“充分性”和“必要性”两步证明．两个连续的整数的乘积必为2的倍数，更一般地，n个连续整数的积是n！的倍数．


例6
 　（2009复旦）定义全集X的子集A⊆X的特征函数为[image: alt]
 ．那么，对A，B⊆X，下列命题中不正确的是（　　）．

（A）A⊆B⇔fA
 （x）≤fB
 （x），∀x
 ∈X

（B）f∁X
 A（x）＝1－fA
 （x），∀x
 ∈X

（C）fA∩B
 （x）＝fA
 （x）fB
 （x），∀x
 ∈X

（D）fA∪B
 （x）＝fA
 （x）＋fB
 （x），∀x
 ∈X

（☆☆☆）


指针：
 逐项排除，牢牢把握“特征函数”的定义．


解：
 对于选项A，∀x
 ∈X，若x∈A，由A⊆B，必有x∈B，此时fA
 （x）＝fB
 （x）＝1；若x∉A，则x∈B或x∉B，此时fA
 （x）＝0，fB
 （x）＝1或0，显然fA
 （x）≤fB
 （x）；反之，也成立．故选项A正确．

对于选项B，∀x
 ∈X，x∈A与x∈∁X
 A居且仅居其一，故｛fA
 （x），f∁X
 A（x）｝＝｛0，1｝，从而B选项也正确．

对于选项C，∀x
 ∈X，若x∈A与x∈B同时成立，则x∈A∩B，fA
 （x）＝fB
 （x）＝fA∩B
 （x）＝1；若x∈A与x∈B不同时成立，则x∉A∩B，fA∩B
 （x）＝min｛fA
 （x），fB
 （x）}＝0．均有fA∩B
 （x）＝fA
 （x）fB
 （x）成立，故C选项也正确．

对于选项D，fA∪B
 （x）＝fA
 （x）＋fB
 （x）左边最大值为1，而右边最大值能取到2．故不成立．综上所述，选D．


反思：
 这是一道学习型问题，涉及以往没有学习过的概念、定理、公式或方法等，要求考生在当前情境下通过阅读理解、即时学习，解决相关的问题．学习型问题是复旦大学自主招生考试中常常出现的问题．

练　习　1

1．（2007武大）运动会上，甲、乙、丙三名同学各获得一枚奖牌，其中一人得金牌、一人得银牌、一人得铜牌．王老师曾猜测“甲得金牌，乙不得金牌，丙不得铜牌”，如果王老师只猜对了一人，那么甲、乙、丙分别获得______、______、______牌．

（☆）→例2

2．（2010复旦）对于原命题“单调函数不是周期函数”，下列陈述正确的是（　　）．

（A）逆命题为“周期函数不是单调函数”

（B）否命题为“单调函数是周期函数”

（C）逆否命题为“周期函数是单调函数”

（D）以上三者都不正确

（☆☆☆）→例3

3．分母是810，分子是1～809的分数构成的集合{[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，…，[image: alt]
 }，其中有多少个最简分数？

（☆☆☆）→例4

4．（日本大阪教育大学）f（x）＝a＋bx＋cx2
 ，求证：对任意整数x，f（x）的值为整数的充要条件是a，b＋c，2c为整数．

（☆☆☆）→ 例5

5．（2010复旦）设集合X是实数集R
 的子集，如果点x0
 ∈R
 满足：对任意a＞0，都存在x∈X，使得0＜｜x－x0
 ｜＜a，那么称x0
 为集合X的聚点．用Z
 表示整数集，则在集合：①[image: alt]
 ，②R
 \0，③[image: alt]
 ，④整数集Z
 中，以0为聚点的集合有（　　）．

（A）②③

（B）①④

（C）①③

（D）①②④

（☆☆☆）→例6

综合练习1

一、选择题

1．（2006复旦）若非空集合X＝｛x｜a＋1≤x≤3a－5｝，Y＝｛x｜1≤x≤16｝，则使得X⊆X∩Y成立的所有a的集合是（　　）．

（A）｛a｜0≤a≤7｝

（B）｛a｜3≤a≤7｝

（C）｛a｜a≤7｝

（D）空集

（☆☆）

2．（2011吉林预赛）设集合[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，则M与N的关系是（　　）．

（A）M⊆N

（B）N⊆M

（C）M＝N

（D）以上都不对

（☆☆）

3．（2009复旦）实轴R
 中的集合X如果满足：任意非空开区间都含有X中的点，则称X在R
 中稠密，那么，“R
 中的集合X在R
 中不稠密”的充要条件是（　　）．

（A）任意非空开区间都不含有X中的点

（B）存在非空开区间不含有X中的点

（C）任意非空开区间都含有X的补集中的点

（D）存在非空开区间含有X的补集中的点

（☆☆）

4．（2007武大）某珠宝店失窃，甲、乙、丙、丁四人涉嫌被拘审，四人的口供如下：

甲：作案的是丙；

乙：丁是作案者；

丙：如果我作案，那么丁是主犯；

丁：作案的不是我．

如果四人口供中只有一个是假的，那么以下判断正确的是（　　）．

（A）说假话的是甲，作案的是乙

（B）说假话的是丁，作案的是丙和丁

（C）说假话的是乙，作案的是丙

（D）说假话的是丙，作案的是丙

（☆☆）

5．（2009复旦）“要使函数f（x）≥0成立，只要x不在区间［a，b］内就可以了”的意思是（　　）．

（A）如果f（x）≥0，则x∉［a，b］

（B）如果x∈［a，b］，则f（x）＜0

（C）如果x∉［a，b］，则f（x）≥0

（D）前面三个解释都不准确

（☆☆☆）

6．（2011辽宁省预赛）已知x∈R
 ，y∈R
 ，则“｜x｜＜1且｜y｜＜1”是“｜x＋y｜＋｜x－y｜＜2”的（　　）．

（A）充分条件而非必要条件

（B）必要条件而非充分条件

（C）充要条件

（D）既非充分条件亦非必要条件

（☆☆☆）

7．（2010复旦）设集合A＝｛（x，y）｜loga
 x＋loga
 y＞0｝，B=｛（x，y）｜y＋x＜a｝．若A∩B=⌀，则a的取值范围是（　　）．

（A）⌀

（B）a＞0，a≠1

（C）0＜a≤2，a≠1

（D）1＜a≤2

（☆☆☆）

8．（2007复旦）“[image: alt]
 ”是“直线（a＋2）x＋3ay＋1＝0与直线（a－2）x＋（a＋2）y－3＝0相互垂直”的（　　）．

（A）充要条件

（B）充分不必要条件

（C）必要不充分条件

（D）既不充分也不必要条件

（☆☆☆）

9．（2009复旦）设X是含n（n＞2）个元素的集合，A，B是X中的两个互不相交的子集，分别含有m，k（m，k≥1，m＋k≤n）个元素，则X中既不包含A也不包含B的子集的个数是（　　）．

（A）2n－m
 ＋2n－k
 －2n－m－k


（B）2n－m－k


（C）2n
 －2n－m
 －2n－k
 ＋2n－m－k


（D）2n＋1
 －2n－m
 －2n－k
 ＋2n－m－k


（☆☆☆）

10．（2010复旦）设集合A，B，C，D是全集X的子集，A∩B≠⌀，A∩C≠⌀，则下列选项中正确的是（　　）．

（A）如果D[image: alt]
 B或D[image: alt]
 C，则D∩A≠⌀

（B）如果D[image: alt]
 A，则∁X
 D∩B≠⌀，∁X
 D∩C≠⌀

（C）如果D[image: alt]
 A，则∁X
 D∩B=⌀，∁X
 D∩C=⌀

（D）上述各项都不正确

（☆☆☆）

11．（2011复旦）设S是由任意n≥5个人组成的集合，如果S中任意4个人当中都至少有1个人认识其余3个人，那么，下面的判断中正确的是（　　）．

（A）S中没有人认识S中所有的人

（B）S中至少有1人认识S中所有的人

（C）S中至多有2人不认识S中所有的人

（D）S中至多有2人认识S中所有的人

（☆☆☆）

12．（2006复旦）条件甲：[image: alt]
 ；条件乙：[image: alt]
 ，则（　　）．

（A）甲是乙的充要条件

（B）甲是乙的必要条件

（C）甲是乙的充分条件

（D）甲既不是乙的必要条件，也不是充分条件

（☆☆☆☆）

二、填空题

1．（2009中科大）命题“若x2
 ＋y2
 ＞2，则｜x｜＞1或｜y｜＞1”的否命题是______．

（☆）

2．（2007武大）来自英、法、日、德的甲、乙、丙、丁四位客人同时参加一个国际会议．他们除了懂本国语言外，每人还会说其他三国语言中的一种，有一种语言是三个人都会说的，但没有一种语言人人都懂，现在知道：①甲是日本人，丁不会说日语，但他俩能自由交谈；②四个人中，没有一个人既能用日语交谈，又能用法语交谈；③乙不会说英语，当甲与丙交谈时，他都能做翻译；④乙、丙、丁交谈时，找不到共同语言沟通．由上述可知，丁会说的两种语言是______、______．

（☆☆☆☆）

3．（2011安徽省预赛）以｜X｜表示集合X的元素个数．若有限集合A，B，C满足｜A∪B｜＝20，｜B∪C｜＝30，｜C∪A｜＝40，则｜A∩B∩C｜的最大可能值为______．

（☆☆☆☆）

三、解答题

1．（2008武大）有50名学生参加跳远和铅球两项测试，跳远和铅球测验成绩分别及格的有40人和31人，两项测验成绩均不及格的有4人，两项测验成绩都及格的有多少人？

（☆☆）

2．（2013北大保送生考试题）称｛1，2，3，…，9｝的某非空子集为奇子集；如果其中所有数之和为奇数，则共有几个奇子集？

（☆☆☆）

3．（2003复旦）定义闭集合S，若a，b∈S，则a＋b∈S，a－b∈S．

（1）举一例，真包含于R
 的无限闭集合．

（2）求证：对任意两个闭集合S1
 ，S2
 [image: alt]
 R
 ，存在c∈R
 ，但c∉S1
 ∪S2
 ．

（☆☆☆☆）

4．（2009浙大）给出1，2，3，4，5五个数字，排列这五个数字，要求第一个到第i个位置（1≤i≤4）不能由1，2，…，i的数字组成，如21534不可，因为第一位到第二位由1，2组成，同理32145也不可，求满足要求的所有可能的组合数．

（☆☆☆☆）

5．（2007清华）对于集合M⊆R
 2
 （表示二维点集），称M为开集，当且仅当∀P0
 ∈M，∃r＞0，使得｛P∈R2
 ｜｜PP0
 ｜＜r｝⊆M，判断集合｛（x，y）｜4x＋2y－5＞0｝与｛（x，y）｜x≥0，y＞0｝是否为开集，并证明你的结论．

（☆☆☆☆）




HINT


（选择题）1．原条件等价于X⊆Y．

2．[image: alt]
 ，k∈Z
 ．

3．等价于找逆否命题．

4．逐个排除．

5．即找“函数f（x）≥0”的充分条件．

6．｜x＋y｜＋｜x－y｜＝2｜x｜或2｜y｜．

7．分a∈（0，1）和a∈（1，+∞）讨论．

8．考虑法向量．

9．容斥原理．

10．结合文氏图，构造反例．

11．（A）、（C）、（D）都容易构造反例．

12．[image: alt]
 ．

（填空题）1．否命题的定义．

2．可结合图表．

3．结合文氏图．

（解答题）1．容斥原理．

2．若某一个集合为奇子集，则它的补集为偶子集．

3．若c1
 ∉S2
 ，则令c=c1
 ，结论成立；同理，由S2
 [image: alt]
 R
 知，必存在c2
 ∈R
 ，c2
 ∉S2
 ，若c2
 ∉S1
 ，则结论成立．否则，c1
 ∈S2
 ，c2
 ∈S1
 ．令c＝c1
 ＋c2
 即可．

4．用容斥原理来解决．

5．集合｛（x，y）｜4x＋2y－5＞0｝是开集；集合｛（x，y）｜x≥0，y＞0｝不是开集．


第2章　均值不等式及其应用

知识拓展　均值不等式

设a1
 ，a2
 ，…，an
 是n个正实数，记

[image: alt]


则Qn
 ≥An
 ≥Gn
 ≥Hn
 ．其中等号成立的条件是a1
 ＝a2
 ＝…＝an
 ．

Qn
 ，An
 ，Gn
 ，Hn
 分别称为平方平均、算术平均、几何平均、调和平均．这几个平均中，算术平均大于等于几何平均的证明见第7章凸函数的应用，平方平均大于等于算术平均见第3章柯西不等式的推论1，而几何平均大于等于调和平均则可以由算术平均大于等于几何平均导出．


例7
 　已知：a，b，c∈R
 +
 ，且a＋b＋c＝1．求证：（1）（1－a）（1－b）（1－c）≥8abc；（2）[image: alt]
 ；（3）[image: alt]
 ．

（☆☆）


指针：
 分别利用上述几个平均．


证明：
 （1）[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，三式相乘即得．

（2）由算术平均≥调和平均有

[image: alt]


即

[image: alt]


或由算术平均≥几何平均有

[image: alt]


两式相乘得

[image: alt]


即

[image: alt]


（3）由平方平均≥算术平均有

[image: alt]


即

[image: alt]



反思：
 这四个平均要用得灵活自如还需要配合一定量的练习．

模仿训练：

2．已知：a，b，c∈R
 +
 ，且a＋b＋c＝1．求证：（1）[image: alt]
 ；（2）[image: alt]
 ；（3）[image: alt]
 ．

（☆☆）

重要例题


例8
 　已知：x，y为正实数，3x＋2y＝10，求函数[image: alt]
 的最大值．

（☆☆）


指针：
 取平方．


解：


法1：若利用算术平均与平方平均之间的不等关系

[image: alt]


则有

[image: alt]


即[image: alt]
 ．当[image: alt]
 时取最大值[image: alt]
 ．

法2：条件与结论均为和的形式，设法直接用基本不等式，应通过平方化函数式为积的形式，再向“和为定值”条件靠拢．

w＞0，w2
 ＝3x＋2y＋[image: alt]
 ＝10＋[image: alt]
 ≤10＋（3x＋2y）＝20，则[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，当[image: alt]
 时取最大值[image: alt]
 ．


反思：
 一般含有根式类的问题常常先平方．


例9
 　（2009复旦）设x，y，z＞0满足xyz＋y＋z＝12，则log4
 x＋log2
 y＋log2
 z的最大值是（　　）．

（☆☆☆）

（A）3

（B）4

（C）5

（D）6


指针：
 先化为同底，再用均值不等式．


解：
 显然，log4
 x＋log2
 y＋log2
 z＝log4
 xy2
 z2
 ，由均值不等式知，12＝xyz＋y＋z≥[image: alt]
 ，即xy2
 z2
 ≤64，所以log4
 x＋log2
 y＋log2
 z=log4
 xy2
 z2
 ≤log4
 64＝3，当[image: alt]
 ，y＝z＝4时取等号．故选A．


反思：
 三元均值不等式在自主招生考试中属于基本知识点，应加强这方面的练习．


例10
 　证明：数列[image: alt]
 是单调增加的．

（☆☆☆☆☆）


指针：
 将[image: alt]
 看成n＋1个实数的几何平均数．


证明：
 由均值不等式得，[image: alt]
 ．从而[image: alt]
 ，即数列[image: alt]
 是单调增加的．


反思：
 这是一个很重要的数列，还可以证明它有上界．根据高等数学有关数列极限的一个重要定理：单调有界数列必有极限．数列[image: alt]
 极限存在，并定义为e，这就是无理数e的由来．另外，此题还可以用二项式定理展开，读者不妨一试．


例11
 　（2004复旦）比较log24
 25与log25
 26的大小．

（☆☆☆☆）


指针：
 作差，化为同底，再用算术平均大于等于几何平均求解．


解：


法1：先作差并化为同底，即

[image: alt]


下面比较lg2
 25与lg24·lg26的大小．

由均值不等式，有

[image: alt]


故lg24·lg26＜lg2
 25，从而log24
 25＞log25
 26．

法2：[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，而[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．所以log24
 25＞log25
 26．


反思：
 此题的结论可推广为logx
 （x＋1）＞log（x＋1）
 （x＋2）（x＞1）．

练　习　2

1．求函数[image: alt]
 的最大值．

（☆☆）→例8

2．（2009清华）已知x，y，z＞0，a，b，c是x，y，z的一个排列．求证：[image: alt]
 ．

（☆☆）→例9

3．求证：数列[image: alt]
 单调递减．

（☆☆☆☆）→例10

4．（2001云南高考）求证：logn
 （n＋1）＞log（n＋1）
 （n＋2）（n＞1，n∈N
 *
 ）

（☆☆☆）→例11

综合练习2

一、选择题

（2011复旦）设n是一个正整数，则函数[image: alt]
 在正半实轴上的最小值是（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）

二、填空题

1．（2005上海交大）方程[image: alt]
 的两根x1
 ，x2
 满足[image: alt]
 ，则p＝______（p∈R
 ）．

（☆☆☆）

2．（2008南开）已知正数a，b，c满足：[image: alt]
 ，则3a＋b＋2c的最小值是______．

（☆☆☆）

3．（2008南开）已知实数a，b满足：2b2
 －a2
 ＝4，则｜a－2b｜的最小值为______．

（☆☆☆）

4．（2009上海交大）已知tanθ1
 tanθ2
 …tanθ10
 ＝1，则sinθ1
 sinθ2
 …sinθ10
 的最大值为______．

（☆☆☆☆）

5．（2011江西省预赛）设x，y，z∈R
 +
 ，x＋y＋z＝1，则函数f（x，y，z）＝xy2
 z3
 的最大值是______．

（☆☆☆☆☆）

三、解答题

1．若a＋b＋c＝1，a，b，c∈R
 +
 ，求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

2．（日本学习院大）a，b，c∈R
 +
 ，求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

3．设a，b，c＞0，求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

4．假设a，b，c都是正数，证明：abc≥（a＋b－c）（b＋c－a）（c＋a－b）．

（☆☆☆）

5．（2006清华）已知a，b为非负数，M＝a4
 ＋b4
 ，a＋b＝1，求M的最值．

（☆☆☆）

6．（2011吉林省预赛）求正实数A的最大值，使得对于任意实数x，y，z，不等式

x4
 ＋y4
 ＋z4
 ＋x2
 yz＋xy2
 z＋xyz2
 －A（xy＋yz＋zx）2
 ≥0

成立．

（☆☆☆☆）

7．（2008南开大学数学试点班）在数列｛an
 ｝中，a1
 ＞0，a2
 ＞0，且[image: alt]
 ，定义[image: alt]
 ，求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆☆☆）




HINT


（选择题）n＋1个正实数的算术平均≥几何平均．

（填空题）1．先用韦达定理，[image: alt]
 用p表示，并用均值不等式求出其下界．

2．将已知条件左边因式分解．

3．考虑（a－2b）2
 的最小值．

4．利用几何平均与平方平均的关系．

5．用推广的六元均值不等式．

（解答题）1．算术平均小于等于平方平均．

2．调和平均小于等于算术平均．

3．[image: alt]
 ．

4．（a＋b－c），（b＋c－a），（c＋a－b）三者中至多一个负数．若只有一个负数（包括可以为0），不等式显然成立；若全部为正，再用算术平均大于等于几何平均求解．

5．利用a＋b＝1，将a4
 ＋b4
 降次．

6．证明A的最大值为[image: alt]
 ．

7．[image: alt]
 ；

（2）∀x，y∈R
 +
 ，由调和平均≤算术平均有[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．


第3章　柯西不等式及其应用

柯西不等式在不等式中的地位仅次于均值不等式，而且在较难不等式中，柯西不等式较均值不等式应用更广．

柯西（Cauchy）是19世纪前半叶最杰出的分析家，他奠定了数学分析的理论基础．数学中很多定理都冠以柯西的名字，如柯西收敛原理、柯西中值定理、柯西积分不等式、柯西判别法、柯西方程等．

知识拓展1　柯西不等式

设a1
 ，a2
 ，…，an
 ；b1
 ，b2
 ，…，bn
 是2n个实数，则有

[image: alt]


也可简写为

[image: alt]


其中等号成立的条件是ai
 ＝λbi
 （i＝1，2，…，n），λ是一个常数．


证明：


法1：若a1
 ＝a2
 ＝…＝an
 ＝0，则柯西不等式

[image: alt]


显然成立．

若ai
 不全为零（i＝1，2，…，n），令

[image: alt]


一方面，因

[image: alt]


另一方面，[image: alt]
 ，f（x）≥0恒成立的充要条件为

[image: alt]


即柯西不等式，由（*）式知等号成立的条件为ai
 ＝λbi
 （i＝1，2，…，n）．

法2：将平面向量、空间向量推广到n维向量，令[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

[image: alt]
 ，由于[image: alt]
 ，故

[image: alt]


等号成立的条件是[image: alt]
 共线，即ai
 =λbi
 （λ∈R
 ）．

知识拓展2　柯西不等式的推论


推论1：
 当b1
 ＝b2
 ＝…＝bn
 ＝1时，柯西不等式为

[image: alt]


若ai
 ∈R
 +
 （i＝1，2，…，n），则

[image: alt]


此即平方平均大于等于算术平均．


例12
 　已知a，b，c，d，e是实数，满足a＋b＋c＋d＋e＝8，a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＋d2
 ＋e2
 ＝16．试确定e的最大值．

（☆☆☆）


指针：
 将e暂且看作常数，移到等式右端，利用推论1．


解：
 由柯西不等式推论1可得

（1·a＋1·b＋1·c＋1·d）2
 ≤（a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＋d2
 ）（12
 ＋12
 ＋12
 ＋12
 ）＝4（a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＋d2
 ）．

由已知a＋b＋c＋d＝8－e，a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＋d2
 ＝16－e2
 ，可得（8－e）2
 ≤4（16－e2
 ）．整理得5e2
 －16e≤0，即[image: alt]
 ．由[image: alt]
 ，柯西不等式等号成立条件，取[image: alt]
 ．有[image: alt]
 ．适合条件中等式，故e的最大值为[image: alt]
 ．


反思：
 这个问题可以推广到一般情形，读者不妨一试．

模仿训练：

3．（1990全国高考）设定义在R
 上的函数[image: alt]
 ，若0≤a≤1，n∈N
 *
 ，n≥2，求证：f（2x）≥2f（x）．

（☆☆☆）


推论2：
 当[image: alt]
 时，有

[image: alt]



例13
 　设P1
 ，P2
 …，Pn
 是1，2，…，n的任意排列，求证：

[image: alt]



指针：
 先由推论2，再用不等式放缩法进行放缩．


证明：
 由柯西不等式推论2，有

[image: alt]


即

[image: alt]



反思：
 在遇到倒数和形式时常用到推论2．

模仿训练：

4．（2002上海交大）若x，y，z＞0且x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝1，则[image: alt]
 的最小值为______．

（☆）

重要例题


例14
 　求[image: alt]
 的最大值．

（☆☆☆）


指针：
 直接用柯西不等式．


解：
 由柯西不等式有

[image: alt]


当

[image: alt]


时等号成立，则x2
 y2
 ＝1－x2
 －y2
 ＋x2
 y2
 ，即x2
 ＋y2
 ＝1，且x，y∈R
 +
 时成立，即所求的最大值为1．


反思：
 （1）柯西不等式也可以广泛地应用于求函数的极值或最值．事实上，由

[image: alt]


可得

[image: alt]


如将该不等式左端当作一个函数，而右端值确定时，则可知a1
 b1
 ＋a2
 b2
 ＋…＋an
 bn
 的最大值与最小值分别是[image: alt]
 与－[image: alt]
 ，且取最大值与最小值的充要条件是

[image: alt]


反之，如果把柯西不等式右端的一个因式或两个的积当作函数，而其他的因式已知时，则可求出此函数的最小值．

（2）此题也可用三角代换法，留给读者思考．


例15
 　（2008同济）解方程组：[image: alt]


（☆☆☆）


指针：
 考虑柯西不等式等号成立的条件．


解：
 由柯西不等式（x2
 ＋y2
 ＋z2
 ）［（-8）2
 ＋62
 ＋（-24）2
 ］≥（-8x＋6y－24z）2
 ，即[image: alt]
 ×262
 ≥392
 ，又[image: alt]
 ×262
 ＝392
 ，由柯西不等式等号成立条件知

[image: alt]


所以[image: alt]
 ．


反思：
 一般地，只有两个方程构成的三元二次方程组的解不是唯一的，但本题的解是唯一的，原因就是它恰好满足柯西不等式等号成立的条件．


例16
 　（2009南大）P为△ABC内一点，它到三边BC，CA，AB的距离分别为d1
 ，d2
 ，d3
 ，S为△ABC的面积．求证：

[image: alt]


这里a，b，c分别表示三边BC，CA，AB的长．

（☆☆）


指针：
 将△ABC面积用d1
 ，d2
 ，d3
 及a，b，c表示，再用柯西不等式．


解：
 如图3.1所示，易见

[image: alt]


[image: alt]


图3.1

由柯西不等式有（ad1
 ＋bd2
 ＋cd3
 ）[image: alt]
 ≥（a＋b＋c）2
 [image: alt]
 ≥（a＋b＋c）2
 [image: alt]
 ．


反思：
 本题关键是只要熟悉柯西不等式，问题就容易解决．


例17
 　（2008南开）设a，b，c为正数，且a＋b＋c＝1，求[image: alt]
 的最小值．

（☆☆☆）


指针：
 同时用推论1和推论2．


解：
 由柯西不等式，得

[image: alt]


当且仅当[image: alt]
 时取等号，即最小值为[image: alt]
 ．


反思：
 同时用到两个推论时注意检验等号是否可以同时成立．

练　习　3

1．求函数[image: alt]
 的最大值．

（☆☆）→例14

2．设a，b，c，x，y，z为实数，且a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＝25，x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝36，ax＋by＋cz＝30，求[image: alt]
 的值．

（☆☆）→例15

3．解方程组：[image: alt]


（☆☆☆）→例15

4．P为△ABC内一点，D，E，F分别为P到BC，CA，AB各边所引垂线的垂足，求使：[image: alt]
 取到最小值的P点．

（☆☆）→例16

5．（2011甘肃省预赛）设a1
 ，a2
 ，…，an
 为正数，且a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ＝1，求证：

[image: alt]


（☆☆☆☆）→例17

综合练习3

一、选择题

1．（2009华南理工）已知a，b∈R
 ，a2
 ＋2b2
 ＝6，则a＋b的最小值为（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）-3

（D）[image: alt]


（☆☆）

2．（2007复旦）当a和b取遍所有实数时，函数f（a，b）＝（a＋5－3｜cosb｜）2
 ＋（2｜sinb｜－a）2
 所能取到的最小值为（　　）．

（A）1

（B）2

（C）3

（D）4

（☆☆☆）

3．（2007复旦）给定正整数n和正常数a，对于满足不等式[image: alt]
 的所有等差数列a1
 ，a2
 ，a3
 ，…和式[image: alt]
 的最大值为（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆☆）

二、填空题

1．（2003上海交大）已知x，y∈R
 +
 ，x＋2y＝1，则[image: alt]
 最小值是______．

（☆☆）

2．（2004复旦）椭圆[image: alt]
 内接矩形的周长最大值是______．

（☆☆）

3．（2002上海交大）若a，b满足关系：[image: alt]
 ，则a2
 ＋b2
 =______．

（☆☆☆）

4．（2008中科大）集合[image: alt]
 ，B＝{（x，y）｜｜x－1｜＋2｜y－2｜≤a｝，A⊆B，则a的取值范围是______．

（☆☆☆☆）

三、解答题

1．已知实数a，b，c，d满足a＋b＋c＋d＝3，a2
 ＋2b2
 ＋3c2
 ＋6d2
 ＝5，试求a的最值．

（☆☆☆）

2．利用柯西不等式证明：点P（x0
 ，y0
 ）到直线Ax＋By＋C＝0的距离d＝[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

3．[image: alt]
 ，求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

4．（2008全国高考数学卷Ⅱ、2011中南财大自主招生）设椭圆中心在坐标原点，A（2，0），B（0，1）是它的两个顶点，直线y＝kx（k＞0）与AB相交于点D，与椭圆相交于E、F两点．求四边形AEBF面积的最大值．

（☆☆☆）

5．若n是不小于2的正整数，试证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆☆）

6．（2010浙大）有小于1的正数x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，且x1
 ＋x2
 ＋…＋xn
 ＝1，求证：

[image: alt]


（☆☆☆☆）

7．已知a1
 ，a2
 ，…，an
 为互不相等的正整数，求证：对于任意的正整数n，有不等式[image: alt]
 ．

（☆☆☆☆☆）

8．（2009北大）已知对任意x∈R
 ，acosx＋bcos2x≥-1恒成立，求（a＋b）max
 ．

（☆☆☆☆☆）

9．（2008浙大）已知a＞0，b＞0，求证：

[image: alt]





HINT


（选择题）1．用二元柯西不等式，配取适当系数．

2．先用柯西不等式消去a，再求一个三角式最小值．

3．先由等差数列求和公式，用首项、末项表示，再利用柯西不等式．

（填空题）1．将[image: alt]
 前乘1，再用柯西不等式．

2．设矩形在第一象限内的顶点坐标为（x，y），则x，y＞0，矩形的周长是4（x＋y），再用柯西不等式．

3．用柯西不等式，再考虑等号成立的条件．

4．利用柯西不等式，求｜x－1｜＋2｜y－2｜的最大值．

（解答题）1．将a移到等式右端，再用柯西不等式[image: alt]
 ．

2．设Q（x，y）是直线上任意一点，则Ax＋By＋C＝0，再求｜PQ｜2
 ＝（x－x0
 ）2
 ＋（y－y0
 ）2
 的最小值．

3．先放缩掉一个变量β．

4．将四边形AEBF面积用F的坐标表示，再用柯西不等式．

5．求证式等价于[image: alt]
 ，再用柯西不等式的推论．

6．先用柯西不等式推论2，再放缩．

7．利用柯西不等式．

[image: alt]


8．分（1）b≤0；（2）b＞0，[image: alt]
 ；（3）b＞0，[image: alt]
 三种情形讨论，其中第三种情况，a＋b有最大值．

9．由柯西不等式推论1，有

[image: alt]


再设法对分母进行放缩，使得分母能裂项．


第4章　不等式的证明及应用

自主招生考试中涉及不等式的问题主要分为三类：不等式的证明、解不等式、不等式的应用，其中不等式的证明是难点．

证明不等式没有固定的程序，证明方法因题而异，而且灵活多样，技巧性强，一个不等式的证明方法常有多种，证明不等式的基本方法主要有比较法（又分为作差比较与作商比较）、放缩法（为了证明A≤B，引进一些中间量如C，D，依次证明A≤C，C≤D，D≤B等）、反证法、数学归纳法、变量代换法、构造法（如构造函数、构造图形）等．

下面的排序不等式虽然在自主招生考试中很少涉及，但非常著名，而且本身的证明思想和方法也值得借鉴．

知识拓展1　排序不等式

设有两组数a1
 ，a2
 ，…，an
 ；b1
 ，b2
 ，…，bn
 ，满足a1
 ≤a2
 ≤…≤an
 ，b1
 ≤b2
 ≤…≤bn
 ，则有

[image: alt]


其中i1
 ，i2
 ，…，in
 是1，2，…，n的一个排列，当且仅当a1
 ＝a2
 ＝…＝an
 或b1
 ＝b2
 ＝…＝bn
 时，等号成立．


证明：
 先证左端．设乱序和为S，要S最大，证明必须an
 配bn
 ，an－1
 配bn－1
 ，…，a1
 配b1
 ．

设an
 配bin

 （in
 ＜n），bn
 配某个ak
 （k＜n），下证an
 bin

 ＋bn
 ak
 ≤ak
 bin

 ＋an
 bn
 ，这是因为an
 bn
 ＋ak
 bin

 －ak
 bn
 －an
 bin

 ＝（an
 －ak
 ）（bn
 －bin

 ）≥0．同理可证an－1
 必配bn－1
 ，an－2
 必配bn－2
 ，…，a1
 必配b1
 ，所以　a1
 bi1

 ＋a2
 bi2

 ＋…＋an
 bin

 ≤a1
 b1
 ＋a2
 b2
 ＋…＋an
 bn
 ．

再证右端．又a1
 ≤a2
 ≤…≤an
 ，-bn
 ≤-bn－1
 ≤…≤-b1
 ，由以上证明结论（乱序和≤顺序和），可得a1
 （-bn
 ）＋a2
 （-bn－1
 ）＋…＋an
 （-b1
 ）≥a1
 （-bi1

 ）＋a2
 （-bi2

 ）＋…＋an
 （-bin

 ）．于是有a1
 bn
 ＋a2
 bn－1
 ＋…＋an
 b1
 ≤a1
 bi1

 ＋a2
 bi2

 ＋…＋an
 bin

 ．当且仅当a1
 ＝a2
 ＝…＝an
 或b1
 ＝b2
 ＝…＝bn
 时，等号成立．


例18
 　对a，b，c∈R
 +
 ，比较a3
 ＋b3
 ＋c3
 与a2
 b＋b2
 c＋c2
 a的大小．

（☆☆）


指针：
 要应用“排序不等式”，必须取两组便于排序的数，这要从两式的结构上去分析．


解：
 取两组数a，b，c；a2
 ，b2
 ，c2
 ．不管a，b，c的大小顺序如何，a3
 ＋b3
 ＋c3
 都是顺序和，而a2
 b＋b2
 c＋c2
 a都是乱序和，故a3
 ＋b3
 ＋c3
 ≥a2
 b＋b2
 c＋c2
 a．


反思：
 找出适当的两组数是解此类题目的关键．

模仿训练：

5．已知a≥b≥c，x≥y≥z，求证：

（1）（a＋b）（x＋y）≤2（ax＋by）；

（2）（a＋b＋c）（x＋y＋z）≤3（ax＋by＋cz）．

（☆☆☆）

6．设a1
 ，a2
 ，…，an
 是互不相同的正整数，试证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆☆）


反思：
 本题曾在柯西不等式一章综合练习中出现，这里用的是排序原理。

7．（日本津田塾大学）a，b，c为正数，求证：（a2
 ＋b2
 ＋c2
 ）（a3
 ＋b3
 ＋c3
 ）≤3（a5
 ＋b5
 ＋c5
 ）．

（☆☆☆）

知识拓展2　构造法

构造法中，常见的有构造函数（二次或一次函数）、构造图形等方法，这类问题技巧性比较强．


例19
 　（2009南京大学）已知x∈R
 ，[image: alt]
 ，则f（x）的值域为______．

（☆☆☆）


指针：
 根式中的二次函数配成平方和的形式，构造出两点间的距离公式．


证明：
 [image: alt]
 ，该式可看作直角坐系中，点[image: alt]
 到点A（-[image: alt]
 ，0）与B（[image: alt]
 ，0）的距离的差的值，如图4.1所示．

[image: alt]


图4.1

根据三角形两边之差小于第三边及AB＝1，得[image: alt]
 ．即f（x）的值域为（-1，1）．

模仿训练：

8．（2013华东师大）已知x，y∈R
 ，求[image: alt]
 的最大值．

（☆☆☆）


反思：
 根式中能写成平方和的二次函数常考虑两点间的距离．

重要例题


例20
 　（2013北大保送生考试题）正数a，b，c满足a＜b＋c，求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆）


指针：
 利用不等式[image: alt]
 ．


证明：
 熟知著名不等式：y＞x＞0，m＞0，[image: alt]
 ．

回到原题：因a＜b＋c，b，c∈R
 +
 ，故

[image: alt]



反思：
 有些资料中称不等式[image: alt]
 为“加糖”不等式，这是因为往“糖水”中加“纯糖”，“糖水”变“甜”．


例21
 　设a，b，c为正实数，求[image: alt]
 的最小值．

（☆☆☆☆）


指针：
 换元．


解：
 令x＝a＋2b＋c，y＝a＋b＋2c，z＝a＋b＋3c，则有x－y＝b－c，z－y＝c，由此可得a＋3c＝2y－x，b＝z＋x－2y，c＝z－y，从而

[image: alt]


取[image: alt]
 时，等号成立．故最小值为[image: alt]
 ．


反思：
 分母是一次函数的分式型问题常常用换元法，将分母整体用一个变量代替．


例22
 　（2011“北约”）求f（x）＝｜x－1｜＋｜2x－1｜＋…＋｜2011x－1｜的最小值．

（☆☆☆☆）


指针：
 设a1
 ≤a2
 ≤…≤an
 ，f（x）＝｜x－a1
 ｜＋｜x－a2
 ｜＋…＋｜x－an
 ｜，则由绝对值的几何意义知，n为奇数，[image: alt]
 时，f（x）有最小值；n为偶数，[image: alt]
 任何值时，f（x）有最小值．


解：


引理：首先设a1
 ≤a2
 ≤…≤an
 ，f（x）＝｜x－a1
 ｜＋｜x－a2
 ｜＋…＋｜x－an
 ｜，则由绝对值的几何意义知，n为奇数，[image: alt]
 时，f（x）有最小值；n为偶数，[image: alt]
 中任何值时，f（x）有最小值．

回到原题：

[image: alt]


共有1＋2＋3＋…＋2011＝[image: alt]
 ＝2023066个点．设a1
 ＝1，a2
 ＝a3
 ＝[image: alt]
 ，a4
 ＝a5
 ＝a6
 ＝[image: alt]
 ，…，a2023066
 ＝[image: alt]
 ，因为[image: alt]
 ．

现求a1011533
 和a1011534
 的值，设[image: alt]
 ，则1＋2＋3＋…＋t≥1011533，1＋2＋…＋t－1＜1011533．可得t＝1422，且a1011533
 ＝a1011534
 ＝[image: alt]
 ．故x＝[image: alt]
 时，f（x）的值最小．

[image: alt]



反思：
 本题的引理结论很重要．设a1
 ≤a2
 ≤…≤an
 ，f（x）＝｜x－a1
 ｜＋｜x－a2
 ｜＋…＋｜x－an
 ｜，则由绝对值的几何意义知，n为奇数，[image: alt]
 时，f（x）有最小值；n为偶数，[image: alt]
 中任何值时，f（x）有最小值．


例23
 　（2004同济）求证：对于任何实数a，b，三个数｜a＋b｜，｜a－b｜，｜1－a｜中至少有一个不小于[image: alt]
 ．

（☆☆☆）


指针：
 用反证法或由绝对值不等式性质．


解：


法1：反证法．若｜a＋b｜＜[image: alt]
 ，｜a－b｜＜[image: alt]
 ，｜1－a｜＜[image: alt]
 ，则

[image: alt]


由前两式相加，得－[image: alt]
 ＜a＜[image: alt]
 ，由第三式，得[image: alt]
 ＜a＜[image: alt]
 ，矛盾．

法2：由绝对值不等式性质，得｜a＋b｜＋｜a－b｜＋｜1－a｜＋｜1－a｜≥｜a＋b＋a－b＋1－a＋1－a｜＝2，故｜a＋b｜，｜a－b｜，｜1－a｜中至少有一个不小于[image: alt]
 ．


反思：
 题干中出现“至多”、“至少”等字眼时，一般考虑反证法．


例24
 　（2008复旦）设f（x）＝x8
 －x5
 ＋x2
 －x＋1，则f（x）有性质（　　）．

（A）对任何实数x，f（x）总是大于0

（B）对任何实数x，f（x）总是小于0

（C）当x＞0时，f（x）≤0

（D）以上均不对

（☆☆☆）


指针：
 分x≤0，x≥1，0＜x＜1三种情况讨论或用配方法．


解：


法1：注意到含x的偶次方幂的项，其系数为正；含x的奇次方幂的项，其系数为负，故x≤0时，f（x）＋x8
 ＋x2
 ＋1－x5
 －x＞0显然成立．

再注意到对∀x
 ∈R
 ，x2
 －x＋1＞0，而x8
 －x5
 ＝x5
 （x3
 －1），故当x≥1时，x8
 －x5
 ＋x2
 －x＋1＞0也成立．最后，当0＜x＜1时，f（x）＝x8
 －x5
 ＋x2
 －x＋1＝x8
 ＋（x2
 －x5
 ）＋（1－x），x2
 ＞x5
 ，1＞x，故f（x）＞0仍成立．

综上，对∀x
 ∈R
 ，f（x）＞0，选A．

法2：配方法．

[image: alt]



反思：
 配方法是证明不等式最基本的方法，尤其在证明f（x）≥0时常用．


例25
 　（2009中科大）求证：对∀x，y
 ∈R
 ，x2
 ＋y2
 ＋xy≥3（x＋y－1）恒成立．

（☆☆☆）


指针：
 配方法和增量法．


解：


法1：配方法．

[image: alt]


法2：配方法．

[image: alt]


此式显然成立．

法3：配方法．

[image: alt]


令μ＝x－1，υ＝y－1，则[image: alt]
 ，从而（x－1）2
 ＋（y－1）2
 ＋（x－1）（y－1）≥0成立．

法4：增量法．令x＝m＋t，y＝m－t，则

[image: alt]


此式显然成立．


反思：
 本题是一道典型的例题，解决该题需要一定的代数知识，尤其是恒等变形、因式分解等．除了上面提供的方法之外，还有其他方法，读者不妨一试．


例26
 　（2000上海交大）已知正数数列a1
 ，a2
 ，…，an
 ，对大于1的n，有a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ＝[image: alt]
 n，a1
 a2
 …an
 ＝[image: alt]
 ．试证：a1
 ，a2
 ，…，an
 中至少有一个小于1．

（☆☆☆☆）


证明：
 若结论不成立，则对任意i＝1，2，…，n，有ai
 ≥1．设ai
 ＝1＋bi
 ，则bi
 ≥0，且b1
 ＋b2
 ＋…＋bn
 ＝[image: alt]
 ，（b1
 ＋1）（b2
 ＋1）…（bn
 ＋1）＝[image: alt]
 ，而（b1
 ＋1）…（bn
 ＋1）＝1＋（b1
 ＋b2
 ＋…＋bn
 ）＋…≥1＋（b1
 ＋b2
 ＋…＋bn
 ）＝1＋[image: alt]
 ＞[image: alt]
 ，矛盾．


反思：
 换元法在不等式的证明中有时会有很显著的效果．

练　习　4

1．求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆）→例20

2．x，y，z∈R
 +
 ，求证：

[image: alt]


3．（2010浙大）如图4.2所示，一条公路两侧有六个村庄，欲建造一车站，使得车站到六个村庄的距离和最小，应该选在哪里建最合适？如果公路两侧有七个村庄，那么车站应建在哪里？

→例22

[image: alt]


图4.2

4．（2009上海高考）某地街道呈现东—西、南—北向的网格状，相邻街距都为1．两街道相交的点称为格点．若以互相垂直的两条街道为轴建立直角坐标系，现有下述格点（-2，2），（3，1），（3，4），（-2，3），（4，5），（6，6）为报刊零售点．请确定一个格点（除零售点外）为发行站，使六个零售点沿街道到发行站之间的路程和最短．

（☆☆☆）→例22

5．（2007高中联赛）不等式｜2x－a｜＋｜3x－2a｜≥a2
 对∀x∈R
 恒成立，则满足条件的实数a组成的集合为（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）［-3，3］

（☆☆☆）→例22

6．（日本东京女子大学）a，b，c∈（0，1），求证：三个不等式a（1－b）＞[image: alt]
 ，b（1－c）＞[image: alt]
 ，c（1－a）＞[image: alt]
 不可能同时成立．

（☆☆☆）→例23

7．证明：对任意实数t，有t4
 －t＋[image: alt]
 ＞0．

（☆☆☆）→例24

8．设A，B，C为△ABC的内角．求证：对任意实数x，y，z，x2
 ＋y2
 ＋z2
 －2xycosC－2yzcosA－2zxcosB≥0（此不等式称为“嵌入不等式”）．

（☆☆☆☆）→例25

9．（2012北大保送生考试题）设a1
 ，a2
 ，…，a10
 为10个正数，a1
 ＋a2
 ＋…＋a10
 ＝30，a1
 a2
 …a10
 ＜21，求证：a1
 ，a2
 ，…，a10
 中存在一个数小于1．

（☆☆☆☆）→例26

综合练习4

一、选择题

1．（2009复旦）若实数x满足：对任意正数a＞0，均有x2
 ＜1＋a，则x的取值范围是（　　）．

（A）（-1，1）

（B）［-1，1］

（C）[image: alt]


（D）不能确定

（☆☆）

2．（2011山东省预赛）已知x，y均为正实数，则[image: alt]
 的最大值为（　　）．

（A）2

（B）[image: alt]


（C）4

（D）[image: alt]


（☆☆☆）

3．（2010四川省预赛）记[image: alt]
 ，则F（x，y）的最小值是（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）4

（☆☆☆）

4．（2007复旦）设a，b，c为非负数，且满足方程[image: alt]
 ，则a＋b＋c的最大值和最小值是（　　）．

（A）互为倒数

（B）其和为13

（C）其乘积为4

（D）均不存在

（☆☆☆）

5．（2006复旦）下列不等式中正确的是（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）

6．（2011“华约”）如图4.3所示，已知△ABC的面积为2，D，E分别为边AB，AC上的点，F为线段DE上一点，设[image: alt]
 ，且y＋z－x＝1，则△BDF面积的最大值为（　　）．

[image: alt]


图4.3

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）

7．（2012“华约”）已知－6≤xi
 ≤10（i＝1，2，…，10），[image: alt]
 xi
 ＝50，当[image: alt]
 取得最大值时，在x1
 ，x2
 ，…，x10
 这10个数中等于－6的数共有（　　）个．

（A）1

（B）2

（C）3

（D）4

（☆☆☆☆☆）

二、填空题

1．（2008南大）若对任意实数x都有f（x）＝loga
 （2＋ex－1
 ）≤-1，则实数a的取值范围是______．

（☆☆）

2．（2009上海交大）已知不等式组[image: alt]
 有唯一解，则a＝______．

（☆☆）

3．（2006武大）已知不等式[image: alt]
 对任意实数x恒成立，则p=______．

（☆☆）

4．（2011福建省预赛）已知实数x，y满足条件3x2
 ＋4y2
 ＝48，则[image: alt]
 ＋[image: alt]
 的最大值为______．

（☆☆☆☆）

三、解答题

1．（2003同济）不等式[image: alt]
 对于任意x∈R
 都成立，求实数k的取值范围．

（☆☆）

2．（2008福建高考）已知函数f（x）＝ln（1＋x）－x，若f（x）在区间［0，n］（n∈N
 *
 ）上的最小值为bn
 ，令an
 ＝ln（1＋n）－bn
 ，求证：

[image: alt]


3．已知a，b，c＞0，求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

4．（2003复旦）a1
 ，a2
 ，…，an
 是各不相同的自然数，a≥2，求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

5．（2005复旦）a，b满足何条件，可使[image: alt]
 ．

（☆☆☆☆）

6．（2004复旦）求证：对一切n（n∈N
 *
 ），都有[image: alt]
 ．

（☆☆☆☆）

7．（2008浙大）x＞0，y＞0，a＝x＋y，[image: alt]
 ．问：是否存在正数m，使得对于任意正数x，y，可使a，b，c为三角形的三边构成三角形？如果存在，求出m的值；如果不存在，请说明理由．

（☆☆☆☆）

8．（2008北大）实数ai
 （i＝1，2，3），bi
 （i＝1，2，3）满足a1
 ＋a2
 ＋a3
 ＝b1
 ＋b2
 ＋b3
 ，a1
 a2
 ＋a2
 a3
 ＋a3
 a1
 ＝b1
 b2
 ＋b2
 b3
 ＋b3
 b1
 ，min（a1
 ，a2
 ，a3
 ）≤min（b1
 ，b2
 ，b3
 ），求证：max（a1
 ，a2
 ，a3
 ）≤max（b1
 ，b2
 ，b3
 ）．

（☆☆☆☆☆）

9．（2011“华约”）[image: alt]
 ，数列｛xn
 ｝满足xn＋1
 ＝f（xn
 ），且x1
 ＝[image: alt]
 ．

（1）求xn
 的通项．

（2）求证：x1
 x2
 …xn
 ＞[image: alt]
 ．

（☆☆☆☆☆）

10．（2012清华保送生考试题）在△AOB内（含边界），其中O为坐标原点，A在y轴正向，B在x轴正向，且有OA＝OB＝2．

（1）用方程表示△AOB的区域．

（2）求证：在△AOB内的任意的11个点，总可以分成两组，使一组的横坐标之和不大于6，另一组的纵坐标之和不大于6．

（☆☆☆☆☆）

11．（2012南开大学数学试点班）已知：ab＝c2
 ＋4d2
 ＝1．求证：（a－c）2
 ＋（b－d）2
 ≥[image: alt]
 ．

（☆☆☆☆☆）




HINT


（选择题）1．对任意正数a＞0，均有x2
 ＜1＋a⇔x2
 ＜（1＋a）min
 ．

2．可对分母进行换元．

3．数形结合，构造图形．

4．先解方程，再对5a＋9b＋4c三个系数分别放缩．

5．利用式子[image: alt]
 ．

6．先将△BDF面积表示成x，y，z的表达式，再用三元均值不等式．

7．设ai
 ＝xi
 ＋6，则ai
 ∈［0，16］，且[image: alt]
 ai
 ＝110，则

[image: alt]


再用调整法考虑．

（填空题）1．先求2＋ex－1
 的值域．

2．配方．

3．注意到x2
 －x＋1＞0恒成立，分母乘到两边，考虑判别式．

4．数形结合．

（解答题）1．等价于2x2
 ＋2kx＋k＜3x2
 ＋6x＋4恒成立．

2．放缩法．

3．可考虑对分母进行换元．

4．左边的最大值是[image: alt]
 ．

5．设法去掉绝对值符号．

6．利用均值不等式．

7．分离出变量m．

8．用反证法．构造两个函数：f（x）＝（x－a1
 ）（x－a2
 ）（x－a3
 ），g（x）＝（x－b1
 ）（x－b2
 ）（x－b3
 ）．

9．（1）参见“递推数列”求通项（第11章），（2）用推广的均值不等式．

10．设任意11个点的坐标为（xi
 ，yi
 ），i＝1，2，…，11.0≤xi
 ＋yi
 ≤2，设x1
 ≤x2
 ≤…≤x11
 ．令x1
 ＋x2
 ＋…＋xp
 ≤6，x1
 ＋x2
 ＋…＋xp
 ＋xp＋1
 ＞6，设法证yp＋1
 ＋yp＋2
 ＋…＋y11
 ≤6．

11．原问题等价于在双曲线xy＝1和椭圆x2
 ＋4y2
 ＝1上各取一点M，N，求证这两点之间的距离的平方不小于[image: alt]
 ．


第5章　函数的性质

知识拓展1　有关函数的一个基本性质

定义域为（-l，l）的任何函数都能表示为一个奇函数与一个偶函数之和．这是由于

[image: alt]


显然，[image: alt]
 是偶函数，[image: alt]
 是奇函数．

知识拓展2　分式函数的图像和性质

分式函数[image: alt]
 （又称“耐克”函数）的图像与性质：

（1）定义域：{x｜x≠0}；

（2）值域：｛y｜y≥2[image: alt]
 或y≤－2[image: alt]
 ｝；

（3）奇偶性：奇函数；

（4）单调性：在区间[image: alt]
 和[image: alt]
 上是增函数，在区间[image: alt]
 和[image: alt]
 上为减函数；

（5）渐近线：以y轴和直线y＝ax为渐近线；

（6）图像：如图5.1所示．

[image: alt]


图5.1

另一种类型的分式函数[image: alt]
 的图像如图5.2所示．

[image: alt]


图5.2

知识拓展3　分离参数法

在给出的不等式中，通过恒等变形分离出参数，即若a≥f（x）恒成立，只须求出f（x）max
 ，则a≥f（x）max
 ；若a≤f（x）恒成立，只须求出f（x）min
 ，则a≤f（x）min
 ，转化为函数求最值问题．

知识拓展4　对称性、周期性

图像对称性分为函数内部和函数之间的对称性．

（1）y＝f（x）的图像关于x＝a对称⇔f（a＋x）＝f（a－x），也可以写成f（x）＝f（2a－x）或f（-x）＝f（2a＋x）．若写成f（a＋x）＝f（b－x），函数y＝f（x）关于直线x＝[image: alt]
 对称．

（2）函数y＝f（x）关于点（a，b）对称⇔f（a＋x）＋f（a－x）＝2b．也可以写成f（2a＋x）＋f（-x）＝2b或f（2a－x）＋f（x）＝2b．若写成f（a＋x）＋f（b－x）＝c，函数y＝f（x）关于点对[image: alt]
 称．

（3）两个函数之间的图像的对称性．

①y＝f（x）与y＝-f（x）关于x轴对称．

换种说法：y＝f（x）与y＝g（x）若满足f（x）＝-g（x），则它们关于直线y＝0对称．

②y＝f（x）与y＝f（-x）关于y轴对称．

换种说法：y＝f（x）与y＝g（x）若满足f（x）＝g（-x），则它们关于直线x＝0对称．

③y＝f（x）与y＝f（2a－x）关于直线x＝a对称．

换种说法：y＝f（x）与y＝g（x）若满足f（x）＝g（2a－x），则它们关于直线x＝a对称．

④y＝f（x）与y＝2a－f（x）关于直线y＝a对称．

换种说法：y＝f（x）与y＝g（x）若满足f（x）＋g（x）＝2a，则它们关于直线y＝a对称．

⑤y＝f（x）与y＝2b－f（2a－x）关于点（a，b）对称．

换种说法：y＝f（x）与y＝g（x）若满足f（x）＋g（2a－x）＝2b，则它们关于点（a，b）对称．

⑥y＝f（a－x）与y＝f（x－b）关于直线[image: alt]
 对称．

（4）周期性．

①函数y＝f（x）满足如下关系，则f（x）的周期2T．

a．f（x＋T）＝-f（x）；b．f（x＋T）＝[image: alt]
 或f（x＋T）＝-[image: alt]
 ；c．[image: alt]
 或[image: alt]
 （等式右端添加负号亦成立）．

②函数y＝f（x）满足f（a＋x）＝f（a－x）且f（b＋x）＝f（b－x），则可推出f（x）＝f（2a－x）＝f［b＋（2a－x－b）］＝f［b－（2a－x－b）］＝f［x＋2（b－a）］，即可得到y＝f（x）的周期为2（b－a）．即“如果函数在定义域内关于垂直于x轴的两条直线对称，则该函数一定是周期函数．”

重要例题


例27
 　（2009上海交大）实数a，b满足a＋lga＝10，b＋10b
 ＝10，则a＋b＝______．

（☆☆☆）


指针：
 数形结合．


解：


法1：原方程等价于lga＝10－a，10b
 ＝10－b．如图5.3所示，分别作出y＝10－x，y＝x，y＝10x
 ，y＝lgx的图像，a，b分别为y＝lgx，y＝10x
 与y＝10－x交点A，B的横坐标，由于y＝10x
 ，y＝lgx互为反函数，故A，B点关于y＝x对称，设y＝x与y＝10－x的交点为M，则M的横坐标为5，故a＋b＝10．

[image: alt]


图5.3

法2：令lga＝m，即a＝10m
 ．又a＋lga＝10，所以10m
 ＋m＝10，又10b
 ＋b＝10，且注意到f（x）＝10x
 ＋x单调递增，从而m＝b．故a＋b＝a＋m＝a＋lga＝10．


例28
 　（2007武大）已知函数[image: alt]
 的定义域为（0，1］．

（1）当a＝1时，求函数y＝f（x）的值域；

（2）若函数y＝f（x）在定义域上为增函数，求实数a的取值范围．

（☆☆☆）


指针：
 运用单调性的定义．


解：
 （1）a＝1时，[image: alt]
 ，等号成立[image: alt]
 ；又x→0+
 时，f（x）→+∞，故f（x）的值域为[image: alt]
 ．

（2）任取x1
 ，x2
 ，0＜x1
 ＜x2
 ≤1，则

[image: alt]


由于y＝f（x）在定义域上为增函数，故

[image: alt]


所以a＜2x1
 x2
 ，该不等式对0＜x1
 ＜x2
 ≤1恒成立，故a≤0．


反思：
 涉及单调性问题时，若无现存的结论可利用，就回归到原始的定义去考虑．另外，本题（2）也可用导数解决．


例29
 　（2012“卓越联盟”）已知a∈（0，1），[image: alt]
 ，x＝（sinθ）loga
 sinθ
 ，y＝（cosθ）loga
 tanθ
 ，比较x，y的大小．

（☆☆☆☆）


指针：
 找中间量或取相同对数．


解：


法1：这两个数底数与指数都不一样，可考虑通过中间量比较大小．

由于[image: alt]
 ，故0＜sinθ＜cosθ＜1．又a∈（0，1），tanθ∈（0，1），且sinθ＜tanθ，故loga
 sinθ＞loga
 tanθ＞0．考虑以sinθ为底的指数函数，它是单调递减的（因0＜sinθ＜1），故（sinθ）loga
 sinθ
 ＜（sinθ）loga
 tanθ
 ．同理，考察以loga
 tanθ为指数的幂函数的单调性，它是单调递增的（因loga
 tanθ＞0）．故（sinθ）loga
 tanθ
 ＜（cosθ）loga
 tanθ
 ．从而（sinθ）loga
 sinθ
 ＜（cosθ）loga
 tanθ
 ，即x＜y．


注：
 也可通过中间量（cosθ）loga
 sinθ
 比较大小．

法2：loga
 x＝（loga
 sinθ）2
 ，loga
 y＝loga
 tanθ·loga
 cosθ．

由于loga
 sinθ＞loga
 tanθ＞0，loga
 sinθ＞loga
 cosθ＞0，故loga
 sinθ·loga
 sinθ＞loga
 tanθ·loga
 cosθ，即loga
 x＞loga
 y，而a∈（0，1），所以x＜y．


反思：
 在比较大小时，遇到底数和指数均不相同的情况时，常常通过中间量比较大小，而这个中间量常常是各取其半，即取甲数的底数，取乙数的指数，组合的新数即可．


例30
 　（2007复旦）已知[image: alt]
 （a，b为实数）且f（lglog3
 10）＝5，则f（lglg3）（　　）．

（A）-5

（B）-3

（C）3

（D）随a，b取值的不同而不同

（☆☆）


指针：
 [image: alt]
 是奇函数．


解：
 [image: alt]
 ，故f（lglg3）＝f（-lglog3
 10）＝-（5－4）＋4＝3．选C．


反思：
 熟悉各种常见函数的奇偶性和对数的运算法则是解决此题的关键．

练　习　5

1．（2013复旦）方程ex
 ＝4－x，lnx＝4－x的解分别为x1
 ，x2
 ，则x1
 ＋x2
 ＝______．

（☆☆☆）→例27

2．（2007上海高考、2008武大）已知函数[image: alt]
 （x≠0，常数a∈R）．

（1）讨论函数f（x）的奇偶性，并说明理由．

（2）若函数f（x）在x∈［2，+∞）上为增函数，求实数a的取值范围．

（☆☆☆）→例28

3．（2008西北工业大学）若a＞a2
 ＞b＞0，[image: alt]
 ，p＝logb
 a，q＝loga
 b，则把m，n，p，q从小到大的排列顺序是______．

（☆☆☆）→例29

4．（2011山东省预赛）已知函数[image: alt]
 （a，b为常数，a＞1），且f（lglog8
 1000）＝8，则f（lglg2）的值是（　　）．

（A）8

（B）4

（C）-4

（D）-8

（☆☆☆）→例30

综合练习5

一、选择题

1．（2010复旦）某校有一个班级，设变量x是该班同学的姓名，变量y是该班同学的学号，变量z是该班同学的身高，变量w是该班同学某一门课程的考试成绩，则下列选项中正确的是（　　）．

（A）y是x的函数

（B）z是y的函数

（C）w是z的函数

（D）w是x的函数

（☆☆）

2．（2009复旦）设a＞0，a≠1，函数[image: alt]
 在（1，+∞）上单调递减，则f（x）（　　）．

（A）在（-∞，-1）上单调递减，在（-1，1）上单调递增

（B）在（-∞，-1）上单调递增，在（-1，1）上单调递减

（C）在（-∞，-1）上单调递增，在（-1，1）上单调递增

（D）在（-∞，-1）上单调递减，在（-1，1）上单调递减

（☆☆）

3．（2008复旦）设a＞0，a≠1，函数[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，则（　　）．

（A）f（x）和g（x）均为奇函数

（B）f（x）和g（x）均为偶函数

（C）f（x）是偶函数，但g（x）是奇函数

（D）f（x）是奇函数，但g（x）是偶函数

（☆☆）

4．（2008复旦）设f（x）的定义域是全体实数，且f（x）的图像关于直线x＝a和x＝b对称，其中a＜b，则f（x）是（　　）．

（A）一个以b－a为周期的周期函数

（B）一个以2b－2a为周期的周期函数

（C）一个非周期函数

（D）以上均不对

（☆☆）

5．（2007复旦）设函数y＝f（x）对一切实数x均满足f（2＋x）＝f（2－x），且方程f（x）＝0恰好有7个不同的实根，则这7个不同实根的和为（　　）．

（A）0

（B）10

（C）12

（D）14

（☆☆）

6．（2007复旦）已知函数f（x）的定义域为（0，2），则函数g（x）＝f（x＋c）＋f（x－c）在0＜c＜[image: alt]
 时的定义域为（　　）．

（A）（1－c，2＋c）

（B）（c，2－c）

（C）（1－c，2－c）

（D）（c，2＋c）

（☆☆）

7．（2007复旦）设f（x）是定义在实数集上周期为2的周期函数，且是偶函数．已知当x∈［2，3］时，f（x）＝-x，则当x∈［-2，0］时，f（x）的表达式是（　　）．

（A）-3＋｜x＋1｜

（B）2－｜x＋1｜

（C）3－｜x＋1｜

（D）2＋｜x＋1｜

（☆☆）

8．（2006武大）已知f（x）是定义在R
 的偶函数，并满足[image: alt]
 ，当2≤x≤3时，f（x）＝x，则f（5.5）＝（　　）．

（A）5.5

（B）-5.5

（C）-2.5

（D）2.5

（☆☆）

9．（2010复旦）对函数f：［0，1］→［0，1］，定义f1
 （x）＝f（x），…，fn
 （x）＝f（fn－1
 （x）），n＝1，2，3，…．满足fn
 （x）＝x的点x∈［0，1］称为f的一个n－周期点，现设f（x）=[image: alt]
 ．问f的n－周期点的个数是（　　）个．

（A）2n

（B）2n2


（C）2n


（D）2（2n－1）

（☆☆☆）

10．（2009中南财大）f（x）是定义在R
 上的以3为周期的奇函数，且f（2）＝0，则方程f（x）＝0在区间（-6，6）内的解的个数的最小值是（　　）．

（A）11

（B）10

（C）9

（D）8

（☆☆☆）

11．（2010复旦）参数方程[image: alt]
 所表示的函数f（x）是（　　）．

（A）图像关于原点对称

（B）图像关于直线x＝π对称

（C）周期为2aπ的周期函数

（D）周期为2π的周期函数

（☆☆☆☆）

二、填空题

1．（2009中科大）y＝ln（x2
 －4｜x｜＋3）的定义域是______．

（☆）

2．（2010同济）若奇函数f（x）满足f（x－1）＋f（x＋1）＝0，则f（2010）＝______．

（☆☆）

3．（2003上海交大）已知f（x）＝ax7
 ＋bx5
 ＋x2
 ＋2x－1，f（2）＝-8，则f（-2）＝______．

（☆☆）

4．（2002复旦）从奇偶性看，函数[image: alt]
 是______．

（☆☆）

5．（2011福建省预赛）若函数[image: alt]
 在区间［1，2］上为增函数，则a的取值范围是______．

（☆☆☆）

6．（2007武大）如果函数y＝log[image: alt]

 （x2
 －ax－a）在区间[image: alt]
 上单调递增，那么实数a的取值范围为______．

（☆☆☆）

7．（2011河北省预赛）函数[image: alt]
 的图像的对称中心为______．

（☆☆☆☆）

三、解答题

（2012“卓越联盟”）已知函数[image: alt]
 ．

（1）求f（x）的单调区间；

（2）a＞0，x1
 ＋x2
 ＞0，x2
 ＋x3
 ＞0，x1
 ＋x3
 ＞0，[image: alt]
 （i＝1，2，3），求证：

[image: alt]


（3）如果f（x）有极小值fmin
 ＝f（1）＝2，试证明｜fn
 （x）｜－｜f（xn
 ）｜≥2n
 －2．

（☆☆☆☆☆）




HINT


（选择题）1．按照函数的定义，对于自变量任何一个值x，相应地只有唯一的y与之对应．

2．分别对（-∞，-1）和（-1，1）讨论，去掉绝对值符号；并利用复合函数的单调性．

3．利用定义．

4．利用知识拓展结论．

5．利用知识拓展结论．

6．利用定义域的定义，解不等式组，求交集．

7．特殊值法．

8．[image: alt]
 ．

9．画出图像．

10．f（x）为奇函数，f（2）＝0，f（-2）＝0；f（-1）＝0，f（5）＝f（-5）＝f（1）＝0．

11．用排除法．

（填空题）1．真数大于零．

2．根据条件f（x－1）＋f（x＋1）＝0可导出f（x）的周期为4．

3．利用ax7
 ＋bx5
 是奇函数．

4．利用定义．

5．根据分式函数的性质．

6．利用复合函数的单调性．

7．[image: alt]
 ．

利用分式函数的性质和二项式定理．


第6章　方程的根的问题

方程的根（零点）的问题也是自主招生考试中的热点问题之一，这是因为它可以与其他知识点交汇，如数形结合、换元、多项式问题，甚至三角问题等，这类问题往往能体现考生数学代数的功底，因此颇受命题老师青睐．

知识拓展1　零值定理

设函数f（x）在闭区间［a，b］上连续，且f（a）·f（b）＜0，那么在开区间（a，b）内至少存在一点ξ，使f（ξ）＝0．

零值定理实际上是大学数学分析中讲到的介值定理的一种特殊情形．


介值定理：
 设函数y＝f（x）在闭区间［a，b］上连续，且在该区间端点处取不同的函数值，f（a）＝A，f（b）＝B，且A≠B．那么，不论C是A与B之间的怎样一个数，在开区间（a，b）内至少有一点ξ，使得f（ξ）＝C（a＜ξ＜b）．

特别地，如果f（a）与f（b）异号，那么在开区间（a，b）内至少有一点ξ，使得f（ξ）＝0（a＜ξ＜b）——零值定理
 ．

知识拓展2　三次方程的韦达定理

设三次方程ax3
 ＋bx2
 ＋cx＋d＝0的三个根（可以是虚根）分别为x1
 ，x2
 ，x3
 ，则有

[image: alt]



证明：
 ax3
 ＋bx2
 ＋cx＋d＋a（x－x1
 ）（x－x2
 ）（x－x3
 ），展开等式右端，比较x的同次项系数．韦达定理还可以推广到更一般的情形，在此不再阐述．


例31
 　三次方程x3
 ＋x2
 ＋ax＋b＝0的两个解为-1，-3，求常数a，b及其余的解．

（☆☆）


指针：
 利用三次方程的韦达定理．


解：
 设另一个根为x3
 ，则

[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ．


反思：
 注意韦达定理中的符号是负正交错出现的．

模仿训练：

9．三次方程x3
 ＋ax2
 －21x＋b＝0的两个解为1，3，求常数a，b及其余的解．

（☆☆）

知识拓展3　整系数多项式的根及其推论

若既约分数[image: alt]
 （p，q互质）为整系数多项式an
 xn
 ＋an－1
 xn－1
 ＋…＋a1
 x＋a0
 的根，则p｜an
 ，q｜a0
 ．

证明要用到简单的数论知识（参见第24章）．由

[image: alt]


有

an
 qn
 ＋an－1
 qn－1
 p＋…＋a1
 qpn－1
 ＋a0
 pn
 ＝0．

注意到从第二项起，p能整除每一项，从而p｜an
 qn
 ，又（p，q）＝1，则（p，qn
 ）＝1，所以p｜an
 （这里用到整除性质：a｜bc，（a，b）＝1，则a｜c）；同理，q｜a0
 ．


推论1
 ：首项系数为1的整系数多项式的有理数根必是整数根．


推论2
 ：整系数多项式的整数根，必是常数项a0
 的约数．


例32
 　求方程2x4
 －x3
 ＋2x－3＝0的有理数根．

（☆☆）


指针：
 利用知识拓展3．


解：
 2，-3的约数分别是±1，±2和±1，±3，故方程的有理数根只能是±1，±3，±[image: alt]
 ，±[image: alt]
 ，经检验知，除1外其余全不是它的根，因此这个方程的有理数根只有1．


反思：
 对于次数比较高的方程在求它的有理数根时，这个结论非常适用．

模仿训练：

10．求方程x3
 －2x2
 －3x＋10＝0的有理数根．

（☆☆）

重要例题


例33
 　（2011复旦）设a，b∈（-∞，+∞），b≠0，α，β，γ是三次方程x3
 ＋ax＋b＝0的三个根，则总以[image: alt]
 为根的三次方程是（　　）．

（A）a2
 x3
 ＋2abx2
 ＋b2
 x－a＝0

（B）b2
 x3
 ＋2abx2
 ＋a2
 x－b＝0

（C）a2
 x3
 ＋2ab2
 x2
 ＋bx－a＝0

（D）b2
 x3
 ＋2a2
 bx2
 ＋ax－b＝0

（☆☆☆）


指针：
 先把原方程的三个根用韦达定理表示，再把新方程的三个根的和求出来，对四个选项中的新方程用韦达定理检验，逐一排除．


解：
 由三次方程的韦达定理，可得

[image: alt]


而

[image: alt]


对选项逐个用韦达定理检验，只有选项B适合．


反思：
 作为选择题，没有必要把新方程完全求出再与答案比较，这样比较费时．


例34
 　（2008复旦）方程3x2
 －ex
 ＝0的实根是（　　）．

（☆☆☆）

（A）不存在

（B）有一个

（C）有两个

（D）有三个


指针：
 数形结合，再根据零值定理判断具体根的个数．


解：
 此方程属于超越方程，没有精确解，只能用数形结合法来解决．画出y＝3x2
 与y＝ex
 的函数图像草图，显然方程有且仅有一个小于0的解，那么有多少个大于0的解，其通常被误认为只有一个解．事实上，认真分析后就发现有两个大于0的解．理由如下：令f（x）＝3x2
 －ex
 ，则f（0）＝-1＜0，f（1）＝3－e＞0，f（5）＝75－e5
 ＜0，由于f（0）·f（1）＜0，f（1）·f（5）＜0．由零值定理，开区间（0，1）和（1，5）内各有一根．故方程有两正根和一负根，故选D．


反思：
 本题极易误选C．究其原因就是对两种函数的性态把握不准．


例35
 　（2005复旦）在实数范围内求方程[image: alt]
 的实数解．

（☆☆☆☆）


指针：
 将无理方程化为有理方程或利用等差中项性质进行换元．


解：


法1：显然，移项后两端四次方是不可取的，不妨先作一个换元．

令[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．

[image: alt]


从而（uv）2
 －18uv＋32＝0，解得uv＝2或16（舍去）．

联立[image: alt]
 ，可得u＝1，v＝2或u＝2，v＝1．故x＝6或-9．

法2：由[image: alt]
 ，联想到等差中项的概念，可设

[image: alt]


则

[image: alt]


两式相加得17＝2d4
 ＋27d2
 ＋[image: alt]
 ，即16d4
 ＋216d2
 －55＝0，（4d2
 －1）（4d2
 ＋55）＝0，解得d＝±[image: alt]
 ，从而x＝6或-9．


反思：
 法1引入两个变量后得到一个四次方程组，再对其中一个式子降次；法2利用等差中项引入一个变元再利用二项式定理展开，相加化为一个双二次方程，这两种做法均值得推敲．


例36
 　（2007上海交大）设f（x）＝（1＋a）x4
 ＋x3
 －（3a＋2）x2
 －4a，试证明对任意实数a：

（1）方程f（x）＝0总有相同实根；

（2）存在x0
 ，恒有f（x0
 ）≠0．

（☆☆☆）


指针：
 换个角度，看成关于a的一次函数，再因式分解．


解：
 本题若看成关于x的四次多项式，则很难因式分解，若展开重新整理为关于a的一次多项式：

[image: alt]


显然f（x）＝0总有相同实根x＝-2；当x0
 ＝2时，f（2）＝16≠0．


反思：
 这种方法称为变换主元法，有时换一个主元在某些问题中会起到意想不到的效果．


例37
 　（2009清华）求一个整系数多项式f（x）＝an
 xn
 ＋an－1
 xn－1
 ＋…＋a0
 ，使得f（x）＝0有一根为[image: alt]
 ．

（☆☆☆☆）


指针：
 设x＝[image: alt]
 ，把[image: alt]
 移到左端，两端同时三次方，再把无理数项分离，平方即可．


解：
 令x＝[image: alt]
 ，可得（x－[image: alt]
 ）3
 ＝3，即x3
 ＋6x－3＝[image: alt]
 （3x2
 ＋2），两端再平方，得

x6
 ＋12x4
 －6x3
 ＋36x2
 －36x＋9＝18x4
 ＋24x2
 ＋8，

即x6
 －6x4
 －6x3
 ＋12x2
 －36x＋1＝0．令f（x）＝x6
 －6x4
 －6x3
 ＋12x2
 －36x＋1即可．


反思：
 本问题用到了方程的思想，先构造一个方程．对一端有两个无理数的方程化简问题，一般把其中一项移到另一边，保持两边无理数项尽量平衡．

练　习　6

1．（2012复旦）设三次方程x3
 ＋px＋q＝0的三个根互异，且可成等比数列，则它们的公比是（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）→例33

2．（2011“卓越联盟”）若关于x的方程[image: alt]
 有四个不同的实数解，则k的取值范围为（　　）．

（A）（0，1）

（B）（[image: alt]
 ，1）

（C）（[image: alt]
 ，+∞）

（D）（1，+∞）

（☆☆☆☆）→例34

3．在实数范围内，解方程[image: alt]
 ．

（☆☆☆）→例35

4．（2004上海交大）f（x）＝ax4
 ＋x3
 ＋（5－8a）x2
 ＋6x－9a，试证明对任意实数a：

（1）方程f（x）＝0总有相同实根；

（2）存在x0
 ，恒有f（x0
 ）≠0．

（☆☆☆）→例36

5．（2006上海交大）设k≥9，解关于x的方程x3
 ＋2kx2
 ＋k2
 x＋9k＋27＝0．

（☆☆☆）→例36

6．当a3
 －a－1＝0时，a＋[image: alt]
 是某个整系数多项式的根，求最高次项系数为1的次数最低的多项式．

（☆☆☆）→例37

综合练习6

一、选择题

1．（2008复旦）已知关于x的方程x2
 －6x＋（a－2）｜x－3｜＋9－2a＝0有两个不同的实数根，则系数a的取值范围是（　　）．

（A）a＞0或a＝-2

（B）a＜0

（C）a＝0或a＞0

（D）a＝-2

（☆☆）

2．（2008复旦）方程｜x－3｜（x2
 －8x＋15）/（x－2）
 ＝1有（　　）个解．

（A）1

（B）2

（C）3

（D）4

（☆☆）

3．（2006复旦）已知x1
 ，x2
 是方程x2
 －（a－2）x＋（a2
 ＋3a＋5）＝0（a为实数）的两个实根，则[image: alt]
 的最大值为（　　）．

（A）18

（B）19

（C）20

（D）不存在

（☆☆☆）

二、填空题

1．（2007上海交大）设a＞0且a≠1，则方程ax
 ＋1＝-x2
 ＋2x＋2a的解的个数为______．

（☆☆☆）

2．（2004上海交大）已知1≤a≤[image: alt]
 ，则方程[image: alt]
 的相异实根的个数是______．

（☆☆☆）

3．（2003复旦）解方程[image: alt]
 ，x＝______．

（☆☆☆）

4．（2008武大）若关于x的方程a·4x
 －a·2x＋2
 ＋6a－3＝0在x∈［0，2］上有解，则实数a的取值范围是______．

（☆☆☆）

5．（2011湖北省预赛）满足方程x2
 ＋8xsin（xy）＋16＝0（x∈R
 ，y∈［0，2π））的实数对（x，y）的个数为______．

（☆☆☆）

三、解答题

1．（2007北大保送生考试题）求证：对任意实数k，方程x2
 ＋y2
 －2kx－（6＋2k）y－2k－31＝0恒过两定点．

（☆☆）

2．（2012“北约”）求[image: alt]
 的实根的个数．

（☆☆）

3．（2007北大）解方程组：[image: alt]
 ．

（☆☆）

4．（2005上海交大）x3
 ＋ax2
 ＋bx＋c＝0的三根分别为a，b，c，并且a，b，c是不全为零的有理数，求a，b，c的值．

（☆☆☆）

5．（2006上海交大）a，b，c∈R
 ，abc≠0，b≠c，a（b－c）x2
 ＋b（c－a）x＋c（a－b）＝0有两个相等根，求证：[image: alt]
 成等差数列．

（☆☆☆）

6．（2009上海交大）若f（x）满足f（x0
 ）＝x0
 ，称x0
 为f（x）的不动点．证明：若F（x）＝f（f（x））有唯一不动点，则f（x）也有唯一不动点．

（☆☆☆☆）

7．（2008南开）方程x3
 ＋px2
 ＋qx＋1＝0有三个实根，且p＞0，q＞0．求证：pq≥9．

（☆☆☆☆）

8．（2002复旦）参数a取何值时，[image: alt]


（1）有解？（2）仅有一解？

（☆☆☆☆）

9．（2008上海交大）已知函数f（x）＝ax2
 ＋bx＋c（a≠0），且f（x）＝x没有实数根．那么f（f（x））＝x是否有实数根？并证明你的结论．

（☆☆☆☆）

10．（2009南大）解方程[image: alt]
 ．

（☆☆☆☆☆）

11．（2009上海交大）求方程[image: alt]
 （n重根号）的解．

（☆☆☆☆☆）

12．（2011北大保送生考试题）f（x）＝x2
 ＋px＋q，若f（f（x））＝0只有一个实数根，求证：p，q≥0．

（☆☆☆☆☆）

13．（2012“华约”）请证明：方程[image: alt]
 在n为偶数时没有实数根，在n为奇数时，有且仅有一个实数根．

（☆☆☆☆☆）




HINT


（选择题）1．因式分解．

2．分幂指数为0和底数为1两种情况．

3．先考虑判别式，求出a的范围，再将[image: alt]
 用a表示．

（填空题）1．数形结合．

2．数形结合．

3．方程两端同时取以a为底的对数．

4．将a分离出来，转化为求函数的值域．

5．按x配方．

（解答题）1．按k分离整理．

2．将根式中式子配方．

3．对原方程组三个方程进行因式分解．

4．先用三次方程的韦达定理，再多次进行消元，还要用到整系数多项式有理数根的知识．

5．利用原方程判别式为零，再配方．

6．先证存在性，把F（x）的唯一不动点设出来，换元，再用f作用，并利用唯一性．

7．利用韦达定理及基本不等式，分别证明p，q≥3．

8．先去掉对数符号，化归为一个与之等价的有理方程，并考虑定义域．

9．可设法证明f（f（x））＞x（a＞0）或f（f（x））＜x（a＜0）．

10．利用三角代换．

11．用反证法证明[image: alt]
 ．

12．f（f（x））＝0，即f2
 （x）＋pf（x）＋q＝0，Δ＝p2
 －4q≥0．

（1）若Δ＝p2
 －4q＞0，设f（x）＝x1
 ，f（x）＝x2
 （x1
 ≠x2
 ），设法证明x1
 ＜0，x2
 ＜0．

（2）若Δ＝p2
 －4q＝0，设f（x）＝x0
 ．

13．用归纳法证明，n为奇数时，fn
 （x）单调递增，且值域为（-∞，+∞）；n为偶数时，fn
 （x）＞0恒成立．这里

[image: alt]



第7章　凸函数、函数的应用

知识拓展1　凸函数的定义


定义：
 设f（x）是定义在区间I上的函数，若对I上的任意两点x1
 ，x2
 ，都有

[image: alt]


则称f（x）为I上的凸函数图7.1（a）．


凸函数的等价定义：
 设f（x）在区间I上有定义，f（x）在I上为凸函数当且仅当对任意x1
 ，x2
 ∈I，任意λ∈（0，1）有f（λx1
 ＋（1－λ）x2
 ）≤λf（x1
 ）＋（1－λ）f（x2
 ）．

若不等号反向，则称f（x）为I上的凹函数
 图7.11（b）．

[image: alt]


图7.1

怎样判断一个函数是否为凸函数，有下面定理．


定理1：
 设f为（a，b）上的可导函数，那么f为（a，b）上的凸函数的充要条件为其导数f′在（a，b）上不减．特别地，当f二阶可导时，f为（a，b）上的凸函数的充要条件为其二阶导数f″（x）≥0在（a，b）上总成立．

利用定理1，就可以判断下列常见的凸函数：

（1）f（x）＝[image: alt]
 ，x∈（0，+∞）．

（2）f（x）＝xp
 ，p≥1，x∈（0，+∞）．

（3）f（x）＝ln[image: alt]
 ，x∈（0，+∞）．

（4）f（x）＝ex
 ，x∈（-∞，+∞）．

（5）f（x）＝ax
 ，a＞0，且a≠1，x∈（-∞，+∞）．

知识拓展2　Jensen不等式


定理2：
 设函数f（x）为区间（a，b）上的凸函数，则对∀x1
 ，x2
 ，…，xn
 ∈（a，b），∀λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ∈（0，1），[image: alt]
 ，有Jensen不等式

f（λ1
 x1
 ＋λ2
 x2
 ＋…＋λn
 xn
 ）≤λ1
 f（x1
 ）＋λ2
 f（x2
 ）＋…＋λn
 f（xn
 ），

特别地

[image: alt]



例38
 　利用凸函数证明：n个正实数的算术平均数不小于它们的几何平均数．

（☆☆☆）


指针：
 考虑对数函数y＝ln[image: alt]
 ，它在x∈（0，+∞）上是凸函数．


证明：
 对数函数y＝ln[image: alt]
 ＝-lnx在x∈（0，+∞）上是凸函数．从而∀x1
 ，x2
 ，…，xn
 ∈（0，+∞），有

[image: alt]



反思：
 算术平均数大于等于几何平均数，这一结论证明方法很多，凸函数是比较简单的证明方法．

模仿训练：

11．求证：n个正实数的平方平均数不小于算术平均数．

（☆☆☆）


反思：
 第3章柯西不等式推论中出现过此问题，这里用的是Jensen不等式方法．

知识拓展3　抽象函数问题的解法

抽象函数是指没有给出具体的函数解析式或图像，只给出一些函数符号及其满足的条件的函数，如给出函数的定义域、解析递推式、特定点的函数值、特定的运算性质等．它是高中函数部分的难点，也是与高等数学函数部分的一个衔接点．由于抽象函数没有具体的解析式作为载体，因此研究起来比较困难．但由于此类试题既能考察函数的概念和性质，又能考察学生的思维能力，所以备受命题者的青睐．那么，怎样求解抽象函数问题呢？我们可以利用函数性质法、特殊化法等多种方法，从多角度、多层面去分析研究抽象函数问题．

1．函数性质法

函数的特征是通过其性质（如奇偶性、单调性、周期性等）反映出来的，抽象函数也是如此，只有充分挖掘和利用题设条件和隐含的性质，灵活地进行等价转化，才能将抽象函数问题化难为易．常用的方法有：①利用奇偶性整体思考；②利用单调性等价转化；③利用周期性回归已知；④利用对称性数形结合；⑤借助特殊点列方程．

2．特殊化法

（1）在求解函数解析式或研究函数性质时，一般用代换的方法，将x替换成-x或将x替换成其他字母等；

（2）在求函数值时，可用特殊值代入；

（3）研究抽象函数的具体模型，用具体模型解选择题、填空题，或通过具体模型函数为解答综合题提供思路和方法．


例39
 　已知函数f（x）的定义域为R
 ，对任意实数m，n都有f（m＋n）＝f（m）·f（n），且当x＞0时，0＜f（x）＜1．

（1）证明：f（0）＝1，且当x＜0时，f（x）＞1；

（2）证明：f（x）在R
 上单调递减；

（3）设A＝{（x，y）｜f（x2
 ）·f（y2
 ）＞f（1）}，B＝{（x，y）｜f（ax－y＋2）＝1，a∈R
 }，若A∩B＝⌀，试确定a的取值范围．

（☆☆☆）


指针：
 （1）用赋值法；（2）用单调性定义．


解：
 （1）令m＝0，n＝1，则f（0＋1）＝f（0）·f（1）．因为当x＞0时，0＜f（x）＜1，故f（1）＞0，可得f（0）＝1；当x＜0时，-x＞0，则f（-x＋x）＝f（-x）·f（x）⇒f（x）＝[image: alt]
 ＞1．

（2）任取x1
 ，x2
 ∈R
 ，且x1
 ＜x2
 ，则f（x2
 ）－f（x1
 ）＝f［（x2
 －x1
 ）＋x1
 ］－f（x1
 ）＝f（x2
 －x1
 ）f（x1
 ）－f（x1
 ）＝［f（x2
 －x1
 ）－1］f（x1
 ）．因为x2
 －x1
 ＞0，故0＜f（x2
 －x1
 ）＜1，又因f（x1
 ）＞0，所以［f（x2
 －x1
 ）－1］f（x1
 ）＜0，可得f（x1
 ）＞f（x2
 ），所以f（x）在R
 上单调递减．

（3）因为A＝{（x，y）｜f（x2
 ）·f（y2
 ）＞f（1）}，可得{（x，y）｜f（x2
 ＋y2
 ）＞f（1）}．由（2）知f（x）在R
 上单调递减，可得x2
 ＋y2
 ＜1．因为B＝{（x，y）｜f（ax－y＋2）＝1，a∈R
 }，可得ax－y＋2＝0．

又A∩B=⌀，故方程组[image: alt]
 无解，即直线ax－y＋2＝0与单位圆x2
 ＋y2
 ＜1的内部无公共点．所以[image: alt]
 ，即a2
 ≤3，可得[image: alt]
 ，故a的取值范围是[image: alt]



反思：
 满足本题的函数是指数函数的一个模型，且底数小于1．

模仿训练：

12．（2001全国高考）设f（x）是定义在R
 上的偶函数，其图像关于直线x＝1对称，对任意x1
 ，x2
 ∈［0，[image: alt]
 ］都有f（x1
 ＋x2
 ）＝f（x1
 ）·f（x2
 ）且f（1）＝a＞0．

（1）求f（[image: alt]
 ）及f（[image: alt]
 ）；

（2）证明f（x）是周期函数；

（3）记[image: alt]
 ，求[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

知识拓展4　复合最值问题

有时会遇到求复合函数的最值问题，即求最大值中的最小值或最小值中的最大值，解决这类问题的方法通常有数形结合、整体构造定值等思想．


例40
 　已知n（n≥3）是给定的自然数，x1
 ，x2
 ，…，xn
 ∈R
 ．且x1
 ＋x2
 ＋…＋xn
 ＝1，求max｛min｛x1
 ＋x2
 ＋x3
 ，x2
 ＋x3
 ＋x4
 ，…，xn－2
 ＋xn－1
 ＋xn
 ，xn－1
 ＋xn
 ＋x1
 ，xn
 ＋x1
 ＋x2
 ｝｝的值．

（☆☆☆）


指针：
 设m＝min｛x1
 ＋x2
 ＋x3
 ，x2
 ＋x3
 ＋x4
 ，…，xn－2
 ＋xn－1
 ＋xn
 ，xn－1
 ＋xn
 ＋x1
 ，xn
 ＋x1
 ＋x2
 ｝，则有m≤x1
 ＋x2
 ＋x3
 ，m≤x2
 ＋x3
 ＋x4
 ，…．


解：
 设m＝min｛x1
 ＋x2
 ＋x3
 ，x2
 ＋x3
 ＋x4
 ，…，xn－2
 ＋xn－1
 ＋xn
 ，xn－1
 ＋xn
 ＋x1
 ，xn
 ＋x1
 ＋x2
 ｝，则有m≤x1
 ＋x2
 ＋x3
 ，m≤x2
 ＋x3
 ＋x4
 ，…，m≤xn－2
 ＋xn－1
 ＋xn
 ，m≤xn－1
 ＋xn
 ＋x1
 ，m≤xn
 ＋x1
 ＋x2
 ，从而n·m≤3（x1
 ＋x2
 ＋x3
 ＋…＋xn－2
 ＋xn－1
 ＋xn
 ）＝3，即m≤[image: alt]
 ．

当且仅当[image: alt]
 时，m＝[image: alt]
 ．故max｛min｛x1
 ＋x2
 ＋x3
 ，x2
 ＋x3
 ＋x4
 ，…，xn－2
 ＋xn－1
 ＋xn
 ，xn－1
 ＋xn
 ＋x1
 ，xn
 ＋x1
 ＋x2
 ｝｝＝[image: alt]
 ．


反思：
 本题利用整体思想构造已知中的x1
 ＋x2
 ＋…＋xn
 ＝1的定值解决问题．

模仿训练：

13．（2009中南财大）设a，b，c∈R
 ，且a＋b＋c＝3，若x＝max｛a＋b，b＋c，c＋a｝，则x的最小值为______．

（☆☆☆）

重要例题


例41
 　求下列函数的值域（最值）．

（1）[image: alt]
 ．

（2）若x2
 ＋y2
 ＝1，求3x－4y的最大值．

（3）（2011浙江预赛）设x，y为实数，且5x2
 ＋4y2
 ＝10x，求（x2
 ＋y2
 ）max
 ．

（☆☆）


指针：
 （1）用换元法；（2）可用三角代换法；（3）把y用x表示．


解：
 （1）令[image: alt]
 ，t∈［0，+∞），则[image: alt]
 ．值域为[image: alt]
 ．

（2）法1：令

[image: alt]


则3x－4y＝3cosθ－4sinθ＝5cos（θ＋φ）≤5，即3x－4y的最大值为5．

法2：（柯西不等式）（3x－4y）2
 ≤（x2
 ＋y2
 ）（32
 ＋（-4）2
 ）＝25，可得3x－4y≤5．

（3）5x2
 ＋4y2
 ＝10x，即4y2
 ＝10x－5x2
 ≥0，解得0≤x≤2.4（x2
 ＋y2
 ）＝10x－x2
 ＝25－（5－x）2
 ≤25－32
 ，所以x2
 ＋y2
 ≤4．当x＝2，y＝0时取到最大值4．


反思：
 对于根号中是一次函数的函数常常考虑换元；（3）中容易忽视变量x的取值范围，也可以用三角代换法进行求解．


例42
 　（2009华南理工）已知函数f（x）是定义在［-4，+∞）单调增函数，要使得对于定义域的一切实数x，不等式f（cosx－b2
 ）≥f（sin2
 x－b－3）恒成立，求实数b的取值范围．

（☆☆☆）


指针：
 先去掉f的符号，还要注意定义域．


解：
 依题意

[image: alt]


对定义域内的一切实数x，该不等式组恒成立．①⇔-b2
 ＋b＋3≥sin2
 x－cosx＝1－cos2
 x－cosx＝-（cosx＋[image: alt]
 ）2
 ＋[image: alt]
 ，此式对定义域内的一切实数x恒成立⇔-b2
 ＋b＋3≥［-（cosx＋[image: alt]
 ）2
 ＋[image: alt]
 ］max
 ⇔-b2
 ＋b＋3≥[image: alt]
 ．②⇔b≤sin2
 x＋1，它对定义域内的一切实数x恒成立⇔b≤（sin2
 x＋1）min
 ＝1，所以[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ．


反思：
 本题属于抽象函数问题，解题中还是用到了分离变量的思想（见第6章）．


例43
 　（2006复旦）设[image: alt]
 ，且x1
 ≠x2
 ，下列不等式中成立的是（　　）．

①[image: alt]
 ；

②[image: alt]
 ；

③[image: alt]
 ；

④[image: alt]
 ．

（A）①③

（B）①④

（C）②③

（D）②④

（☆☆☆）


指针：
 数形结合，分别画出正切函数和正弦函数的图像．


解：
 这是一道与凸函数有关的问题，分别画出y＝tanx，y＝sinx，[image: alt]
 的草图．如图7.2（a）所示，设A（x1
 ，tanx1
 ），B（x2
 ，tanx2
 ），C是AB的中点，过A，B，C分别作x轴的垂线，垂足分别为A1
 ，B1
 ，C1
 ，CC1
 与y＝tanx交于D点．由CC1
 ＞DC1
 ，得[image: alt]
 （tanx1
 ＋tanx2
 ）＞[image: alt]
 ．

同理，如图7.2（b）所示，[image: alt]
 ．故①，④正确，选B．

[image: alt]


图7.2


反思：
 易发现y＝tanx，y＝sinx在x∈（0，[image: alt]
 ）上分别是凸函数和凹函数．


例44
 　（2009清华）x＞0，y＞0．x＋y－1，n∈N
 *
 ，求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆☆）


指针：
 构造函数y＝x2n
 ，n∈N
 *
 ，利用它是凸函数．


解：
 为习惯起见，把题中的字母作一改变，不影响原问题：a＞0，b＞0，a＋b＝1，n∈N
 *
 ，求证：[image: alt]
 ．

构造函数y＝x2n
 ，n∈N
 *
 ，先证明它是凸函数．事实上，y′＝2nx2n－1
 ，y″＝2n（2n－1）x2n－2
 ≥0，故y=x2n
 ，n∈N
 *
 是（-∞，+∞）上的凸函数，从而[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，证毕．


反思：
 本题也可这样考虑，设x=[image: alt]
 －t，y＝[image: alt]
 ＋t，再用二项式定理展开．另外，条件“x＞0，y＞0”是多余的．


例45
 　（2011清华保送生考试题）求[image: alt]
 ．

（☆☆☆）


指针：
 数形结合，画出两者的图像．


解：
 先画出两者的图像，如图7.3所示．记[image: alt]
 ，则f（x）的图像如图7.3中实线部分，易见，当x＝4时，f（x）有最小值2．

[image: alt]


图7.3


反思：
 数形结合是求复合最值问题中的一类很重要的思想和方法．

练　习　7

1．（2011山西省预赛）函数[image: alt]
 的最大值是______．

（☆☆）→例41

2．（2011四川省预赛）函数[image: alt]
 的最大值为（　　）．

（A）[image: alt]


（B）3

（C）2[image: alt]


（D）3[image: alt]


（☆☆☆）→例41

3．（2009华南理工）已知函数是定义在（0，+∞）上的增函数，且满足f（3）＝1，f（xy）＝f（x）＋f（y），x＞0，y＞0，则不等式f（x）＋f（x－3）≤3的解集为______．

（☆☆☆）→例42

4．（2009复旦）如果一个函数f（x）在其定义区间内对任意x，y都满足[image: alt]
 ，则称这个函数是下凸函数，下列函数中是下凸函数的有（　　）．

①f（x）＝2x
 ；②f（x）＝x3
 ；③f（x）＝log2
 x（x＞0）；④[image: alt]
 ．

（A）①②

（B）②③

（C）③④

（D）①④

（☆☆☆）→例43

5．设a，b，k∈R
 +
 ，a＋b＝1，求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆）→例44

6．记max｛a1
 ，a2
 ，…，an
 ｝为a1
 ，a2
 ，…，an
 中最大的一个，设f（x）＝max｛｜x－2｜，-x2
 ＋6x－4｝，x∈［0，6］，求f（x）的最值．

（☆☆）→例45

综合练习7

一、选择题

1．（2007武大）已知函数y＝f（x）的图像关于直线x＝1对称，如果当x≥1时，f（x）＝x3
 ，那么当x＜1时，f（x）＝（　　）．

（A）-（x－2）3


（B）-x3


（C）-（x－1）3


（D）-x3
 ＋1

（☆）

2．（2009复旦）若x＞y＞1，0＜a＜b＜1，则下列各式中一定成立的是（　　）．

（A）xa
 ＞yb


（B）xa
 ＜yb


（C）ax
 ＞by


（D）ax
 ＜by


（☆）

3．（2009复旦）设函数[image: alt]

 的图像是曲线C，曲线C1
 和C关于直线x＝1对称，曲线C2
 和C1
 关于直线y＝x对称，则C2
 是函数（　　）的图像．

（A）y＝1－2lgx

（B）y＝2－2lgx

（C）y＝2lgx＋1

（D）y＝2lgx＋2

（☆）

4．（2007复旦）若a＞1，b＞1且lg（a＋b）＝lga＋lgb，则lg（a－1）＋lg（b－1）＝（　　）．

（A）lg2

（B）1　　

（C）不是与a，b无关的常数

（D）0

（☆）

5．（2006复旦）函数[image: alt]
 的最值为（　　）．

（A）ymin
 ＝-[image: alt]
 ，ymax
 ＝[image: alt]


（B）无最小值，ymax
 ＝[image: alt]


（C）ymin
 ＝-[image: alt]
 ，无最大值

（D）既无最小值也无最大值

（☆☆）

6．（2006复旦）设有三个函数，第一个是y＝f（x），它的反函数就是第二个函数，而第三个函数的图像与第二个函数的图像关于直线x＋y＝0对称，则第三个函数是（　　）．

（A）y＝-f（x）

（B）y＝-f（-x）

（C）y＝-f-1
 （x）

（D）y＝-f-1
 （-x）

（☆☆）

7．（2007武大）已知函数[image: alt]
 （a是常数）是奇函数，则f（x）的反函数是（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆）

二、填空题

1．（2009中科大）函数f（x）图像为折线ABC，已知A（-3，0），B（-2，2），C（0，3），则f（x）的反函数是______．

（☆）

2．（2008上海交大）若[image: alt]
 ，g（x）＝f-1
 （x），则g（[image: alt]
 ）=______．

（☆）

3．（2006武大）将函数y＝f（2x－1）的图像向左平移2个单位后得到曲线C，如果曲线C与函数y＝3x
 的图像关于直线y＝x对称，则f（7）＝______．

（☆）

4．（2001上海交大）p＝log8
 3，q＝log3
 5，则用p，q表示，lg5＝______．

（☆☆）

5．（2002上海交大）函数y＝ax＋b（a，b∈Z
 ）的图像与三条抛物线y＝x2
 ＋3，y＝x2
 ＋6x＋7，y＝x2
 ＋4x＋5分别有2，1，0个交点，则（a，b）＝______．

（☆☆）

6．（2002上海交大）若3a
 ＝4b
 ＝6c
 ，则[image: alt]
 ＝______．

（☆☆）

7．（2008西北工业大学）已知函数f（x）满足：f（p＋q）＝f（p）f（q），f（1）＝3，则[image: alt]
 ______．

（☆☆）

8．（2000上海交大）函数[image: alt]
 的反函数是______．

（☆☆☆）

9．（2011中南财大）已知函数[image: alt]
 的值域是［0，+∞），则实数m的取值范围是______．

（☆☆☆）

10．（2005复旦）定义在R
 上的函数f（x）（x≠1）满足[image: alt]
 ，则f（2004）=______．

（☆☆☆）

11．（2009南京大学）方程3logx
 4＋2log4x
 4＋3log16x
 4＝0的解集为______．

（☆☆☆）

12．（2011安徽省预赛）设a是正实数．若[image: alt]
 ，x∈R
 的最小值为10，则a=______．

（☆☆☆）

13．（2008上海财大）函数y＝ax2
 －2（a－3）x＋a－2中，a为负整数，则使函数至少有一个整数零点的所有a的值之和为______．

（☆☆☆☆）

三、解答题

1．（2007北大）已知f（x）＝x2
 －53x＋196＋｜x2
 －53x＋196｜，求f（1）＋f（2）＋…＋f（50）．

（☆☆）

2．（2011四川省预赛）已知m＞0，若函数[image: alt]
 ，求g（m）的最小值．

（☆☆）

3．（2008浙大）已知a＞0，b＞0，log9
 a＝log12
 b＝log16
 （a＋b），求[image: alt]
 的值．

（☆☆☆）

4．（2008上海财大）对于定义在区间D上的函数f（x）和g（x），如果对于任意x∈D，都有｜f（x）－g（x）｜≤1成立，那么称函数f（x）在区间D上可被函数g（x）替代．

（1）f（x）＝x，[image: alt]
 ，试判断在区间[image: alt]
 上f（x）能否被g（x）替代？

（2）f（x）＝lg（ax2
 ＋x），x∈D1
 ，g（x）＝sinx，x∈D2
 ，则是否存在常数a，使得f（x）在D1
 ∩D2
 上能被g（x）替代？若存在，则求出a的取值范围；若不存在，请说明理由．

（☆☆☆）

5．（2004复旦）若存在M，使对任意x∈D（D为函数f（x）的定义域），都有｜f（x）｜≤M，则称函数f（x）有界，则函数[image: alt]
 在x∈（0，[image: alt]
 ）上是否有界？

（☆☆☆）

6．（2009浙大）已知a≥[image: alt]
 ，设二次函数f（x）＝-a2
 x2
 ＋ax＋c，其中a，c均为实数．求证：对于任意x∈［0，1］均有f（x）≤1的充要条件是[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

7．（2005上海交大）函数[image: alt]
 的最大值为9，最小值为1，求实数a，b．

（☆☆☆）

8．（2011全国高中数学联赛）设函数f（x）＝｜lg（x＋1）｜，实数a，b（a＜b）满足[image: alt]
 ，f（10a＋6b＋21）＝4lg2求a，b的值．

（☆☆☆☆）

9．（2003复旦）一矩形的一边在x轴上，另两个顶点在函数[image: alt]
 的图像上，如图7.4所示，求此矩形绕x轴旋转而成的几何体的体积的最大值．

（☆☆☆☆）

[image: alt]


图7.4




HINT


（选择题）1．函数y＝f（x）的图像关于直线x＝1对称，则f（x）＝f（2－x）．

2．通过中间量比较．

3．先求得[image: alt]
 ，再求反函数．

4．将条件化简，并因式分解．

5．换元．

6．利用关于x＋y＝0对称的特点，即x→-y，y→-x．

7．利用f（0）＝0，ln（2＋a）＝0，故a＝-1．

（填空题）1．先写出f（x）的解析式．

2．等价于求方程f（x）＝[image: alt]
 的解．

3．求出曲线C的解析式．

4．换成常用对数．

5．考虑判别式．

6．设3a
 ＝4b
 ＝6c
 ＝k（＞0），a，b，c都用k表示．

7．赋值求出f（x）的解析式．

8．等式两端同时三次方．

9．问题等价于f（x）＝mx2
 ＋（m－3）x＋1的最小值（若有）小于等于0或无最小值，且无最大值．

10．赋值．

11．利用倒数公式．

12．[image: alt]
 可看作是动点M（x，0）到A（3a，a）和B（-a，2a）距离之和．

13．函数至少有一个整数零点，则Δ必为完全平方数，故9－4a为完全平方数．

（解答题）1．将f（x）＝x2
 －53x＋196＋｜x2
 －53x＋196｜因式分解．

2．先用换元法求出g（m）．

3．设log9
 a＝log12
 b＝log16
 （a＋b）＝k．

4．根据分式函数的性质求出｜f（x）－g（x）｜的值域．

5．令[image: alt]
 ＝t，则t∈（2，+∞），则[image: alt]
 ．

6．问题等价于f（x）max
 ≤1．

7．判别式法．

8．[image: alt]
 ，知[image: alt]
 ，则｜lg（a＋1）｜＝｜lg（b＋2）｜．

由于a＋1＜b＋2，故lg（a＋1）＝-lg（b＋2），即[image: alt]
 ．

9．先写出体积为V（x）的表达式（也可用体积为V（y）），再设法求出函数的最值．


第8章　三角比、解三角形及三角变换

知识拓展1　三倍角公式


三倍角公式：


[image: alt]



例46
 　试利用三倍角公式推导出sin18°的值．

（☆☆☆）


指针：
 令θ＝18°，5θ＝90°，2θ＝90°－3θ，两边取正弦．


解：
 令θ＝18°，5θ＝90°，2θ＝90°－3θ，则sin2θ＝sin（90°－3θ）＝cos3θ，即2sinθcosθ＝4cos3
 θ－3cosθ．cosθ≠0，所以2sinθ＝-3＋4cos2
 θ，即2sinθ＝-3＋4（1－sin2
 θ），4sin2
 θ＋2sinθ－1＝0．解得[image: alt]
 ，又sin18°＝sinθ＞0，故[image: alt]
 ．


反思：
 这个公式比较常用，需要牢记．

另外，也可这样考虑，如图8.1所示，△ABC是顶角为36°的等腰三角形，AD，BE分别为∠A，∠B的角平分线，不妨设AB＝AC＝1，AE＝BC＝BE＝x，显然△BEC与△ABC相似，可得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．

[image: alt]


图8.1

模仿训练：

14．利用三倍角公式推导出cos36°的值．

（☆☆☆）

15．（2013华东师大）求边长为1的正五边形的外接圆、内切圆半径和对角线长度（要求用实数的有限次加、乘、幂的形式表示）．

（☆☆☆）

16．（2013“北约”）对任意角θ，求32cos6
 θ－cos6θ－6cos4θ－15cos2θ的值．

（☆☆☆）

知识拓展2　几个重要的结论

（1）两个有用的三角不等式：若θ是锐角，则sinθ＋cosθ＞1，sinθ＜θ＜tanθ．

（2）第一余弦定理：为了区分常规的余弦定理，把下面的公式称为第一余弦定理．

△ABC中有a＝c·cosB＋b·cosC，b＝a·cosC＋c·cosA，c＝b·cosA＋a·cosB


证明：
 （1）如图8.2（a）所示，0°＜C≤90°，显然a＝c·cosB＋b·cosC．

（2）如图8.2（b）所示90°＜C＜180°，a＝c·cosB＋b·cosC也成立．

[image: alt]


图8.2

知识拓展3　三角形中的三角恒等式

在△ABC中，以下等式成立：

（1）[image: alt]
 ；

（2）[image: alt]
 ；

（3）sin2
 A＋sin2
 B＋sin2
 C＝2＋2cosAcosBcosC；

（4）cos2
 A＋cos2
 B＋cos2
 C＝1－2cosAcosBcosC；

（5）[image: alt]
 ；

（6）[image: alt]
 ；

（7）tanA＋tanB＋tanC＝tanAtanBtanC；

（8）cotAcotB＋cotAcotC＋cotBcotC＝1；

（9）[image: alt]
 ；

（10）[image: alt]
 ．

知识拓展4　积化和差与和差化积公式

1．积化和差公式

（1）sinαcosβ＝[image: alt]
 ［sin（α＋β）＋sin（α－β）］；

（2）cosαsinβ＝[image: alt]
 ［sin（α＋β）－sin（α－β）］；

（3）cosαcosβ＝[image: alt]
 ［cos（α＋β）＋cos（α－β）］；

（4）sinαsinβ＝-[image: alt]
 ［cos（α＋β）－cos（α－β）］．

2．和差化积公式

（1）[image: alt]
 ；

（2）[image: alt]
 ；

（3）[image: alt]
 ；

（4）[image: alt]
 ．


例47
 　（日本滋贺医大学）在△ABC中，求证：[image: alt]
 ．

（☆☆）


指针：
 不等式左端积化和差．


证明：
 [image: alt]
 ，

[image: alt]


所以[image: alt]
 ，得证．


反思：
 三角形中的恒等式和不等式非常多，其证明多数用到三角变换公式．

模仿训练：

17．在△ABC中，求证：[image: alt]
 ．

（☆☆）

知识拓展5　角度成等差数列正、余弦求和公式

对形如sinα＋sin（α＋β）＋sin（α＋2β）＋…＋sin（α＋（n－1）β）及cosα＋cos（α＋β）＋cos（α＋2β）＋…＋cos（α＋（n－1）β）的式子，可乘以[image: alt]
 ，再逐项积化和差，依次将各项一拆为二，达到相消的目的．

可推导出β≠2kπ时，有

[image: alt]



例48
 　求cos20°＋cos60°＋cos100°＋cos140°的值．

（☆☆☆）


指针：
 分子、分母同乘以公差一半的正弦．

解：[image: alt]



反思：
 本题也可以用和差化积公式，读者不妨一试．

模仿训练：

18．求[image: alt]
 的值．

（☆☆☆）

重要例题


例49
 　（2004复旦）已知[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，且α＞0，β＞0，α＋β＜[image: alt]
 ，求tan2α．

（☆☆）


指针：
 2α＝（α＋β）＋（α－β）．


解：
 0＜α＋β＜[image: alt]
 ，-[image: alt]
 ＜α－β＜0，由[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，所以tan（α＋β）＝[image: alt]
 ．由[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

故[image: alt]
 ．


反思：
 本题属于用已知条件的角度表示所求的角度问题．


例50
 　（2010清华等五校联考）在△ABC中，[image: alt]
 ，三角形的外接圆半径R＝2．

（1）求C；（2）求S△ABC
 最大值．

（☆☆☆）


指针：
 （1）利用降幂公式和二倍角公式；（2）利用正弦和余弦定理及基本不等式．


解：
 （1）[image: alt]
 ，1＋cosC－2cos2
 C＋1＝1⇒2cos2
 C－cosC－1＝0，解得cosC＝-[image: alt]
 ，1（舍去），故[image: alt]
 ．

（2）法1：由正弦定理知，[image: alt]
 ，由余弦定理知，[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，当[image: alt]
 时等号成立，故[image: alt]
 ．

法2：[image: alt]
 ，a＝2RsinA＝4sinA，b＝4sinB，ab＝16sinAsinB＝-8（cos（A＋B）－cos（A－B））＝-4＋8cos（A－B）≤4（A＝B等号成立）．（S△ABC
 ）max
 ＝[image: alt]
 ．


反思：
 本题实属不难，但考察到的降幂公式和二倍角公式、正弦定理和余弦定理都是三角中非常重要的知识点．


例51
 　（2011“华约”）A，B，C为△ABC的内角，且△ABC不为直角三角形．

（1）求证：tanA＋tanB＋tanC＝tanAtanBtanC．

（2）当[image: alt]
 ，且sin2A，sin2B，sin2C的倒数成等差数列时，求[image: alt]
 的值．

（☆☆☆☆）


指针：
 （1）A＋B＋C＝π，A＋B＝π－C，两边取正切；（2）用（1）的结论及和差化积、积化和差公式．

解：（1）A＋B＋C＝π，A＋B＝π－C，两边取正切，则

[image: alt]


可得tanA＋tanB＋tanC＝tanAtanBtanC．

（2）[image: alt]
 tanAtanC－tanA＝tanB＋tanC，即[image: alt]
 tanAtanC＝tanA＋tanB＋tanC．由（1）知[image: alt]
 tanAtanC＝tanAtanBtanC，所以tanB＝[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．又

[image: alt]


所以

[image: alt]


即

[image: alt]


将[image: alt]
 代入，得

[image: alt]


整理得，3cos（A－C）＝1＋2cos（2A－2C）＝4cos2
 （A－C）－1，所以4cos2
 （A－C）－3cos（A－C）－1＝0，得cos（A－C）＝1（此时△ABC为等边三角形）或-[image: alt]
 ．由于[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 或[image: alt]
 ．


反思：
 此题的（1）结论非常重要，多次自主招生考试中都会涉及，另外（2）中，cos（A－C）＝-[image: alt]
 容易被舍去，究其原因是对余弦函数的单调性认识不够．


例52
 　（2005复旦）在△ABC中，tanA∶tanB∶tanC＝1∶2∶3，求[image: alt]
 ．

（☆☆☆）


指针：
 利用例52中（1）的结论．


解：
 在△ABC中，tanA＋tanB＋tanC＝tanAtanBtanC．设tanA＝k，tanB＝2k，tanC＝3k，则6k＝6k3
 ，得k＝0，-1（舍去），或k＝1，即tanA＝1，tanB＝2，tanC＝3．故[image: alt]
 ．


反思：
 在遇到“连续比”一类问题时，一般引进一个参数k．


例53
 　（2009北大）在圆内接四边形ABCD中，AB＝1，BC＝2，CD＝3，DA＝4，求ABCD的外接圆半径．

（☆☆☆）


指针：
 连接BD，设∠BAD＝θ，则∠BCD＝π－θ，在△ABD，△BCD中分别利用余弦定理．


解：
 如图8.3所示，连接BD，设∠BAD＝θ，则∠BCD＝π－θ，设四边形ABCD外接圆半径为R．

[image: alt]


图8.3

在△ABD中，由余弦定理知，BD2
 ＝12
 ＋42
 －2×1×4×cosθ＝17－8cosθ；在△BCD中，由余弦定理知，BD2
 ＝22
 ＋32
 －2×2×3×cos（π－θ）＝13＋12cosθ．

即17－8cosθ＝13＋12cosθ，故[image: alt]
 ．所以，[image: alt]
 ．

在△ABD中，由正弦定理，有[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．


反思：
 余弦定理和正弦定理常常在同一个题目中同时出现．


例54
 　（2010清华）求sin4
 10°＋sin4
 50°＋sin4
 70°的值．

（☆☆☆☆）


指针：
 两次用降幂公式．


解：


法1：遇到高次函数时，一般采取降幂的策略．

[image: alt]


而

[image: alt]


而

cos40°＋cos200°＋cos280°＝2cos120°cos80°＋cos（100°＋180°）＝-cos800
 －cos1000
 ＝0，

故cos2
 20°＋cos2
 100°＋cos2
 140°＝[image: alt]
 ．

所以

[image: alt]


法2：[image: alt]



反思：
 解答本题除了必须熟练掌握三角公式之外，还需要一定的恒心和代数功底．

本题还可进一步推广：[image: alt]
 是一个定值[image: alt]
 ．另外，[image: alt]
 也是一个定值0；[image: alt]
 也是一个定值[image: alt]
 ．

更进一步，n是大于1的奇数，则

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


练　习　8

1．（2011“卓越联盟”）已知sin2（α＋γ）=nsin2β，则[image: alt]
 ＝（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）→例49

2．（2013“卓越”）在△ABC中，三个内角A，B，C的对边分别为a，b，c，已知（a－c）（sinA＋sinC）＝（a－b）sinB．

（1）求角C的大小；

（2）求sinAsinB的最大值．

（☆☆☆）→例50

3．（2012“华约”）在△ABC中，[image: alt]
 ．

（1）求C的值；

（2）若c2
 ＝2b2
 －2a2
 ，求cos2A－cos2B．

（☆☆）→例50

4．（1996全国高考）已知△ABC的三个内角A，B，C满足：[image: alt]
 ，求[image: alt]
 的值．

（☆☆☆）→例51

5．（2011中南财大）在△ABC中，tanA是以-4为第三项，以4为第七项的等差数列的公差，tanB是以[image: alt]
 为第三项，以9为第六项的等比数列的公比，则tanC=______．

（☆）→例52

6．（2012北大夏令营）求边长为2，3，4的三角形内切圆与外接圆的半径．

（☆☆）→例53

7．（2011山西省预赛）sin2
 130°＋sin70°cos80°＝______．

（☆☆）→例54

综合练习8

一、选择题

1．（2006复旦）已知sinα，cosα是关于x的方程x2
 －ax＋a＝0的两个根，这里a∈R
 ，则sin3
 α＋cos3
 α＝（　　）．

（A）－1－[image: alt]


（B）1＋[image: alt]


（C）-2＋[image: alt]


（D）2－[image: alt]


（☆☆）

2．（2008武大）如果sin3
 θ＋cos3
 θ＜0，那么sinθ＋cosθ的取值范围为（　　）．

（A）［-[image: alt]
 ，0）

（B）［-[image: alt]
 ，1）

（C）（0，[image: alt]
 ］

（D）（0，[image: alt]
 ］

（☆☆）

3．（2010复旦）设[image: alt]
 ，且满足sinαcosβ＋sinβcosα＝1，则sinα＋sinβ的取值范围是（　　）．

（A）［-[image: alt]
 ，[image: alt]
 ］

（B）［-1，[image: alt]
 ］

（C）［0，[image: alt]
 ］

（D）［1，[image: alt]
 ］

（☆☆）

4．（2010清华等五校联考）在△ABC中，三边长a，b，c满足a＋c＝3b，则[image: alt]
 的值为（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）

二、填空题

1．（2008上海交大）若cosx－sinx＝[image: alt]
 ，则cos3
 x－sin3
 x＝______．

（☆☆）

2．（2006上海交大）在地面距离塔基分别为100m，200m，300m的A，B，C处测得塔顶的仰角分别为α，β，γ，且α＋β＋γ＝90°，则塔高为______．

（☆☆☆）

3．（2005上海交大）[image: alt]
 ，则x＝______．

（☆☆☆）

4．（2008南大）（1＋tan1°）（1＋tan2°）…（1＋tan44°）（1＋tan45°）＝______．

（☆☆☆）

5．（2009中科大、2011江西省预赛）sin6°sin42°sin66°sin78°＝______．

（☆☆☆）

三、解答题

1．（2006清华）已知sinθ，sinα，cosθ为等差数列，sinθ，sinβ，cosθ为等比数列，求cos2α－[image: alt]
 cos2β的值．

（☆☆）

2．（2008清华）已知[image: alt]
 ，求θ的取值范围．

（☆☆）

3．（日本自治医大学）[image: alt]
 ，求[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

4．（2008浙大）已知A，B，C为△ABC的三个内角，求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

5．（2013“华约”）已知sinx＋siny＝[image: alt]
 ，cosx－cosy＝[image: alt]
 ，求cos（x＋y），sin（x－y）的值．

（☆☆☆）

6．（2012南开大学数学试点班）实数A，B，C满足A＋B＋C＝π，cosA＋cosB＋cosC＝1，求证：（1－cosA）（1－cosB）（1－cosC）＝0．

（☆☆☆）

7．求证：tan1°不可能是有理数．

（☆☆☆）

8．（2011“北约”）△ABC的三边a，b，c满足a＋b≥2c，A，B，C为△ABC的内角．求证：C≤60°．

（☆☆☆）

9．（2005上海交大）是否存在三边为连续自然数的三角形，使得（1）最大角是最小角的两倍；（2）最大角是最小角的三倍．

若存在，求出该三角形；若不存在，请说明理由．

（☆☆☆）

10．（2003复旦）已知[image: alt]
 ，cosα＋sinβ＝[image: alt]
 ，求tanαcotβ的值．

（☆☆☆☆）

11．（2009南大）求所有满足tanA＋tanB＋tanC≤［tanA］＋［tanB］＋［tanC］的非直角三角形．这里［x］表示不超过x的最大整数．

（☆☆☆☆）

12．（2010浙大）若sin（x＋20°）＝cos（x＋10°）＋cos（x－10°），求tanx．

（☆☆☆☆）

13．（2011“卓越联盟”）在△ABC中，AB＝2AC，AD是∠A的角平分线，且AD＝kAC．

（1）求k的取值范围；

（2）若S△ABC
 ＝1，则k为何值时，BC最短？

（☆☆☆☆）

14．（2011江西省预赛）设A＋B＋C＝180°，且满足：[image: alt]
 ，求[image: alt]
 的值．

（☆☆☆☆）




HINT


（选择题）1．利用立方和公式因式分解．

2．利用立方和公式因式分解，再用辅助角公式．

3．逆向应用正弦和角展开式．

4．先用正弦定理将边化为角，再用和差化积公式．

（填空题）1．用立方差公式．

2．α＋β＝90°－γ，两边取正切，建立方程．

3．利用sin4
 x＋cos4
 x＝1－2sin2
 xcos2
 x．

4．最后一项单独计算，第一项与倒数第二项结合．

5．从第二项开始全部化为余弦．

（解答题）1．利用sinθ＋cosθ和sinθcosθ的关系，消去θ．

2．[image: alt]
 ．

3．原式可化为关于sinθ＋cosθ和sinθcosθ的对称式．

4．先用正弦定理转化为角度之间的关系，再用三角变换公式．

5．分别平方相加，和差化积．

6．C＝π－A－B，条件可化为cosA＋cosB－cos（A＋B）＝1，再和差化积．

7．反证，若tan1°是有理数，则由二倍角公式可得tan64°，tan4°都是有理数．

8．由余弦定理及基本不等式可证明cosC≥[image: alt]
 ．

9．不妨设AB＝n＋1，BC＝n，AC＝n－1．在△ABC中，用正弦定理及余弦定理．

10．令sinαcosβ＝x，cosαsinβ＝y．记

[image: alt]


两式平方后相加、减，利用三角变换公式，可得到关于x，y的方程组．

11．利用三角形中的重要结论，tanA＋tanB＋tanC＝tanAtanBtanC．

12．按和角（差角）公式展开，将tanx表示出来．

13．设AC＝t，∠BAC＝2θ．由S△ABD
 ＋S△ACD
 ＝S△ABC
 ，建立方程．

14．将条件式两端平方．


第9章　三角函数、三角的应用

知识拓展1　凸函数与三角不等式

由凸函数的定义（见第7章），易得下述三角不等式．

（1）当0≤x1
 ，x2
 ，…，xn
 ≤π时，有

[image: alt]


特别地，在△ABC中有[image: alt]
 （等边三角形时等号成立）．

（2）当-[image: alt]
 ≤x1
 ，x2
 ，…，xn
 ≤[image: alt]
 时，有

[image: alt]


特别地，在锐角三角形（事实上任意三角形也成立）中cosA＋cosB＋cosC≤[image: alt]
 （等边三角形时等号成立）．

（3）当0≤x1
 ，x2
 ，…，xn
 ＜[image: alt]
 时，有

[image: alt]


特别地，在锐角△ABC中有tanA＋tanB＋tanC≥3[image: alt]
 （等边三角形时等号成立）．

（4）当0＜x1
 ，x2
 ，…xn
 ≤[image: alt]
 时，有

[image: alt]


特别地，锐角三角形中有cotA＋cotB＋cotC≥3[image: alt]
 （等边三角形时等号成立）．

知识拓展2　三角代换

利用三角代换可以用于求函数值域、数列通项等．


例55
 　求[image: alt]
 的值域．

（☆☆☆）


指针：
 [image: alt]
 ．


解：
 [image: alt]
 ，令[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，从而易得y∈［1，2］．


反思：
 对于根式中是一次函数的函数问题，常常考虑用三角代换．

模仿训练：

19．利用三角代换求下列函数的值域：

（1）[image: alt]
 ；（2）[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

20．（2011辽宁省预赛）函数[image: alt]
 的值域为（　　）．

（A）［1，[image: alt]
 ］

（B）［1，[image: alt]
 ］

（C）［1，[image: alt]
 ］

（D）［1，2］

（☆☆☆）


例56
 　（2002上海交大）数列｛an
 ｝满足[image: alt]
 ，其中N∈｛2，3，4，…｝．

（1）求证：｜a1
 ｜≤1．

（2）求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆）


指针：
 （1）用反证法；（2）中，令a1
 =cosθ．


解：
 （1）用反证法．若｜a1
 ｜＞1，则[image: alt]
 ，…，对于一切n≥2．有an
 ＞1，故不存在N，使aN
 ＝1．矛盾．

（2）注意到[image: alt]
 与二倍角公式似，且由（1）知，可令a1
 ＝cosθ，于是a2
 ＝2cos2
 θ－1＝cos2θ，a3
 ＝2cos2
 2θ－1＝cos22
 θ，…，aN
 ＝cos2N－1
 θ＝1，所以，2N－1
 θ＝2kπ，[image: alt]
 ，k∈Z
 ．所以[image: alt]
 ．


反思：
 （2）之所以用三角代换的原因是因为式[image: alt]
 与余弦二倍角公式cos2θ＝2cos2
 θ－1极为相似．

模仿训练：

21．设x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，y1
 ，y2
 ，…，yn
 满足x1
 ＝y1
 ＝[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，求证：2＜xn
 yn
 ≤3．

（☆☆☆）

重要例题


例57
 　（2003同济）已知[image: alt]
 ．

（1）求y的最小值；

（2）求取到最小值时的θ．

（☆☆☆）


指针：
 t＝sinθ＋cosθ．


解：
 一个函数关系中既出现了sinθ＋cosθ，又出现了sinθcosθ，一般的解决方法是设t＝sinθ＋cosθ，t∈［-[image: alt]
 ，[image: alt]
 ］，则

[image: alt]


再令t＋2＝u，则u∈［2－[image: alt]
 ，2＋[image: alt]
 ］，t＝u－2，所以

[image: alt]


当且仅当u＝[image: alt]
 时等号成立，即t＝[image: alt]
 －2．

此时，有

[image: alt]


所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

又θ∈［0，2π），故k＝1，2．


反思：
 本题两次换元．一般地，形如[image: alt]
 或[image: alt]
 的最值问题，其中g（x）是一个二次函数，可令t＝ax＋b，然后考虑用均值不等式或分式函数解决．


例58
 　（日本同志社大学）若关于θ的方程sin2
 θ＋acosθ－2a－1＝0有解，求a的范围．

（☆☆☆）


指针：
 将参数a分离出来．


解：
 原方程即（cosθ－2）a＝1－sin2
 θ＝cos2
 θ，即[image: alt]
 ．令cosθ＝t，t∈［-1，1］．问题化归为求函数[image: alt]
 的值域．[image: alt]
 ，t－2∈［-3，-1］．

由分式函数的性质知，[image: alt]
 ，故a∈［-1，0］．


反思：
 本题用到的是分离变量法，读者可参看第5章函数的性质．


例59
 　a为定值，关于θ的方程sin2
 θ－cosθ＋a＝0，0≤θ＜2π．

（1）求a的取值范围，使得原方程有解．

（2）讨论原方程解的个数．

（☆☆☆）


指针：
 先化为同名函数，再分离变量，最后数形结合．


解：
 （1）令cosθ＝x，则-1≤x≤1，原方程可化为x2
 ＋x－1＝a．令f（x）＝x2
 ＋x－1，则f（x）＝（x＋[image: alt]
 ）2
 －[image: alt]
 ．原方程有解，即求f（x）的值域．易见[image: alt]
 ．故a的范围是[image: alt]
 ．

（2）x＝-1，θ＝π；x＝1，θ＝0．当-1＜x＜1时，每一个x对应于（0，2π）内的两个θ．如图9.1所示，a＜-[image: alt]
 时，0个解；a＝-[image: alt]
 时，2个解；-[image: alt]
 ＜a＜-1时，4个解；a＝-1时，3个解；-1＜a＜1时，2个解；a＝1时，1个解；a＞1，0个解．

[image: alt]


图9.1


反思：
 判断方程个数的问题常常用数形结合的思想．


例60
 　（2012“卓越联盟”）函数[image: alt]
 的值域是______．

（☆☆☆）


指针：
 可用万能公式、数形结合、导数法等．


解：
 本题的方法很多，现提供如下几种解法．

法1：记[image: alt]
 ，则2y＋ycosθ＝sinθ，所以[image: alt]
 ．由[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

法2：令[image: alt]
 ，t∈（-∞，+∞），则[image: alt]
 ，再用判别式法或均值不等式，求得[image: alt]
 ．

法3：数形结合法．

[image: alt]


可以看成是圆x2
 ＋y2
 ＝1上的点与点（-2，0）的连线的斜率，由解析几何有关知识，可得[image: alt]
 ，如图9.2所示．

[image: alt]


图9.2

法4：导数法．

[image: alt]


令y′＝0，cosθ＝-[image: alt]
 ，从而有[image: alt]
 ．

法5：根据题意知

[image: alt]


令t＝cosθ＋2，则t∈［1，3］，从而

[image: alt]


故[image: alt]
 ．


反思：
 本题是一道典型的例题，属于一题多解．


例61
 　（2012“卓越联盟”）设f（x）＝sin（ωx＋φ）（ω＞0，φ∈R
 ），若存在常数T（T＜0），使f（x＋T）＝Tf（x）恒成立，则ω可取到的最小值为______．

（☆☆☆）．


指针：
 f（x＋T）＝Tf（x）恒成立，左右两端函数值域相等，可由此求出T．


解：
 当x∈R
 时，f（x＋T）∈［-1，1］；f（x）∈［-1，1］．欲使f（x＋T）＝Tf（x）恒成立，则只有T＝1或-1，但T＜0，所以T＝-1．

故f（x－1）＝-f（x），所以sin（ω（x－1）＋φ）＝-sin（ωx＋φ）＝sin（-ωx－φ），可得ω（x－1）＋φ＝-ωx－φ＋2kπ或ω（x－1）＋φ＋（-ωx－φ）＝（2k＋1）π，k∈Z
 ．

前一个式子，对x∈R
 不恒成立；由后一个式子有-ω＝（2k＋1）π，又ω＞0，所以ωmin
 ＝π


反思：
 本题的关键之处是求出T．

练　习　9

1．（日本北海道大学）a∈R
 ，函数f（x）＝a（sinx＋cosx）－sinxcosx的最大值为3，x∈R
 ，求a的值．

（☆☆☆）→例57

2．若关于θ的方程2cos2
 θ＋2ksinθ＋k－5＝0有解，求k的范围．

（☆☆☆）→例58

3．（日本山口大学）a为定值，试判断关于x的方程：cos2
 x＋2asinx－a－1＝0，0≤x＜2π实数根的个数．

（☆☆☆☆）→例59

4．（2005复旦）求[image: alt]
 的最大值是______．

（☆☆☆）→例60

5．（2003上海高考）已知集合M是满足下列性质的函数f（x）的全体：存在非零常数T，对任意x∈R
 ，有f（x＋T）＝Tf（x）成立．

（1）函数f（x）＝x是否属于集合M？说明理由；

（2）设函数f（x）＝ax
 （a＞0，a≠1）的图像与y=x的图像有公共点，证明：f（x）＝ax
 ∈M；

（3）若函数f（x）＝sinkx∈M，求实数k的取值范围．

（☆☆☆）→例61

综合练习9

一、选择题

1．（2010复旦）已知f（x）＝sinxcosx＋[image: alt]
 cos2
 x，定义域[image: alt]
 ，则f-1
 （x）＝（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆）

2．（2007复旦）已知函数[image: alt]
 ，其中x为实数且k为整数，则f（x）的最小正周期为（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）π

（D）2π

（☆☆）

3．（2012“华约”）在锐角△ABC中，已知A＞B＞C，则cosB的取值范围为（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）（0，1）

（D）[image: alt]


（☆☆）

4．（2008武大）函数[image: alt]
 的单调递增区间是（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆）

5．（2009复旦）已知关于x的方程[image: alt]
 在区间（0，2π）内有两个不同的根，则常数a的取值范围是（　　）．

（A）（-1，3）

（B）（-1，2）∪（2，3）

（C）［-1，3］

（D）［-1，2）∪（2，3］

（☆☆）

二、填空题

1．（2004同济）函数f（x）＝log[image: alt]

 （sinx＋cosx）的单调递增区间是______．

（☆☆）

2．（2011福建预赛）函数f（x）＝sin4
 x＋sinxcosx＋cos4
 x的最大值为______．

（☆☆）

3．（2007上海交大）设a≥0，且函数f（x）＝（a＋cosx）（a＋sinx）的最大值为[image: alt]
 ，则a＝______．

（☆☆）

4．（2004上海交大）函数[image: alt]
 的值域是______．

（☆☆☆）

5．（2004复旦）设x1
 ，x2
 是方程[image: alt]
 的两解，则arctanx1
 ＋arctanx2
 ＝______．

（☆☆☆）

6．（2011辽宁省预赛）函数[image: alt]
 的最大值与最小值之和为______．

（☆☆☆）

7．（2011全国高中数学联赛）函数[image: alt]
 的值域为______．

（☆☆☆）

三、解答题

1．（2004同济）试利用三角函数求函数[image: alt]
 的最大值与最小值．

（☆☆）

2．（2011北大暑假夏令营）已知sinx，siny，sinz依次成严格递增的等差数列，求证：cosx，cosy，cosz不构成等差数列．

（☆☆）

3．求[image: alt]
 的值域．

（☆☆☆）

4．（日本学习院大学）平面上点P（x，y）在单位圆上运动，求Q＝15x2
 ＋10xy－9y2
 的最大值及取得最大值时的点P的坐标．

（☆☆☆）

5．（2010北大）是否存在0＜x＜[image: alt]
 ，使得sinx，cosx，tanx，cotx的某种排列为等差数列．

（☆☆☆）

6．（2008同济）设方程acosx＋bsinx＋c＝0（a≠0，c＞a），在0＜x＜π中有两个相异实根α，β．求cos（α＋β）．

（☆☆☆）

7．（2007上海交大）设函数f（x）=｜sinx｜＋｜cosx｜，试讨论f（x）的性态（有界性、奇偶性、单调性和周期性），求其极值，并作出其在［0，2π］内的图像．

（☆☆☆）

8．（2006复旦）解三角方程：[image: alt]
 ，a为一实常数．

（☆☆☆）

9．（法国入学考试）解方程：cosn
 x－sinn
 x＝1，n∈N
 *
 ．

（☆☆☆）

10．（2011吉林预赛）若函数[image: alt]
 ．

（1）设ω＞0，且为常数，若函数y＝f（ωx）在区间[image: alt]
 上是增函数，求ω的取值范围；

（2）集合[image: alt]
 ，B＝｛x｜｜f（x）－m｜＜2}，若A∪B＝B，求实数m的取值范围．

（☆☆☆）

11．（2011山东省预赛）不等式

[image: alt]


对[image: alt]
 恒成立．求实数a的取值范围．

（☆☆☆）

12．（2012北大保送生考试题）设锐角△ABC三边为a＞b＞c，求证：四个顶点分别在三边上的正方形边长最大值为[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

13．（2012“北约”）求使得sin4xsin2x－sinxsin3x＝a在［0，π）有唯一解的a．

（☆☆☆☆）




HINT


（选择题）1．利用辅助角公式．

2．先化简，再利用辅助角公式．

3．等价于求B的范围．

4．利用辅助角公式．

5．利用辅助角公式，并结合正弦函数的图像．

（填空题）1．用辅助角公式，并注意真数大于零．

2．降次，配方．

3．参看例58的解法．

4．先平方，再参考例58的解法．

5．对所求的式子取正切，再用韦达定理．

6．令sinx＝[image: alt]
 cosθ．

7．设x＝tanθ．

（解答题）1．令[image: alt]
 ．

2．反证法．

3．利用万能公式．

4．三角代换．

5．由对称性，不妨设0＜x≤[image: alt]
 （否则用[image: alt]
 －x代替x），则sinx≤cosx，tanx≤cotx，cosx＜cotx，sinx＜tanx．

6．将两根代入原方程，相减，和差化积．

7．数形结合，画出f（x）的图像．

8．令[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．

9．分n为奇偶讨论．

10．化简f（x）．

11．设x＝sinθ＋cosθ．

12．由相似形可求得

[image: alt]


13．本题的关键是找出函数f（x）＝sin4xsin2x－sinxsin3x的对称轴．


第10章　等差、等比数列以及数列求和

知识拓展　有关幂和的两个公式

（1）12
 ＋22
 ＋…＋n2
 ＝[image: alt]
 n（n＋1）（2n＋1）；

（2）13
 ＋23
 ＋…＋n3
 ＝［[image: alt]
 n（n＋1）］2
 ．


例62
 　求证：[image: alt]
 ．

（☆☆）


指针：
 考虑恒等式（k＋1）3
 －k3
 ＝3k2
 ＋3k＋1．


证明：
 （k＋1）3
 －k3
 ＝3k2
 ＋3k＋1，令k＝1，2，…，n，有

23
 －13
 ＝3×12
 ＋3×1＋1，

33
 －23
 ＝3×22
 ＋3×2＋1，

…

（n＋1）3
 －n3
 ＝3n2
 ＋3n＋1．

以上各式左右两端同时相加，得

[image: alt]



反思：
 一般教材推导此公式用的是数学归纳法．

模仿训练：

22．求证：[image: alt]
 ．

（☆☆）

23．（2011复旦）设n为一个整数，记[image: alt]
 ，则P（n）是n的一个多项式，下列结论正确的是（　　）．

（A）P（n）的最高次项系数为1

（B）P（n）的常数项系数为-3

（C）P（n）是n的一个四次多项式

（D）P（n）的四次项系数为[image: alt]


（☆☆☆）

重要例题


例63
 　（2006复旦）在等差数列｛an
 ｝中，a5
 ＜0，a6
 ＞0，且a6
 ＞｜a5
 ｜，Sn
 是前n项之和，则下列（　　）是正确的．

（A）S1
 ，S2
 ，S3
 均小于0，而S4
 ，S5
 ，…均大于0

（B）S1
 ，S2
 ，…，S5
 均小于0，而S6
 ，S7
 ，…均大于0

（C）S1
 ，S2
 ，…，S9
 均小于0，而S10
 ，S11
 ，…均大于0

（D）S1
 ，S2
 ，…，S10
 均小于0，而S11
 ，S12
 ，…均大于0

（☆☆☆）


指针：
 由a5
 ＋a6
 ＞0，有a1
 ＋a10
 ＞0．


解：
 显然公差d＞0，且a5
 ＋a6
 ＞0．故

[image: alt]


故选C．


反思：
 作为选择题，也可用特殊值法选出答案．


例64
 　（2010复旦）已知数列｛an
 ｝满足：a1
 ＝2，且[image: alt]
 是公比为2的等比数列，则[image: alt]
 ＝（　　）．

（A）n·2n＋1
 －2

（B）（n－1）·2n＋1
 ＋2

（C）n·2n
 ＋2（n－1）

（D）（n－1）·2n
 ＋2n

（☆☆）


指针：
 用错位相减法．


解：
 [image: alt]
 是公比为2的等比数列，故[image: alt]
 ，即an
 ＝n·2n
 ．记[image: alt]
 ，则Sn
 ＝1·21
 ＋2·22
 ＋3·23
 ＋…＋n·2n
 ，2Sn
 ＝1·22
 ＋2·23
 ＋…＋（n－1）·2n
 ＋n·2n＋1
 ．

两式相减得

-Sn
 ＝21
 ＋22
 ＋…＋2n
 －n·2n＋1
 ＝2n＋1
 －2－n·2n＋1
 ，

即Sn
 ＝（n－1）·2n＋1
 ＋2，选B．


反思：
 形如｛ak
 bk
 ｝的数列，其中｛ak
 ｝是等差，｛bk
 ｝是等比的数列求和，用错位相减法．


例65
 　（2003复旦）设[image: alt]
 ，求S2003
 ．

（☆☆☆）


指针：
 裂项相消法．

解：[image: alt]



反思：
 根式求和问题大多用裂项法．


例66
 　（2005复旦）定义在R
 上的函数，

[image: alt]


（1）求Sn
 ；

（2）是否存在常数M＞0，∀n≥2，有[image: alt]
 ．

（☆☆☆）


指针：
 倒写相加．


解：
 （1）根据题意得

[image: alt]


故

[image: alt]


得[image: alt]
 ．

（2）不存在．由（1）知

[image: alt]


取n＝2m
 ，则

[image: alt]


当m→+∞时，m＋2→+∞，故不存在m＞0，使得对[image: alt]
 ．


反思：
 本题说明调和数列[image: alt]
 的前n项和是发散的，事实上高等数学中有结论：

[image: alt]
 （C≈0.57722…，称为欧拉常数）．

练　习　10

1．（2011山东省预赛）在等差数列｛an
 ｝中，若[image: alt]
 ，且它的前n项和Sn
 有最大值，那么当Sn
 取最小正值时，n＝（　　）．

（A）1

（B）10

（C）19

（D）20

（☆☆☆）→例63

2．（2001上海交大）已知数列[image: alt]
 （k是不等于1的常数），则a1
 ＋a2
 ＋a3
 ＋…＋an
 ＝______．

（☆☆）→例64

3．（2008上海交大）数列｛an
 ｝的通项公式为[image: alt]
 ，则这个数列的前99项之和S99
 ＝______．

（☆）→例65

4．（2011辽宁省预赛）设函数[image: alt]
 ，定义[image: alt]
 ，其中n∈N
 *
 （n≥2）．则Sn
 ＝______．

（☆☆）→例66

综合练习10

一、选择题

1．（2007武大）已知Sn
 是等差数列｛an
 ｝的前n项和，若a2008
 ＝S2008
 ＝2008，则首项a1
 ＝（　　）．

（A）2008

（B）-2008

（C）2006

（D）-2006

（☆）

2．（2010中南财大）在等差数列｛an
 ｝中，Sn
 是其前n项和，且[image: alt]
 ，若a1
 ＝-2010，则S2010
 ＝（　　）．

（A）0

（B）2010

（C）-2010

（D）以上答案均不对

（☆☆）

3．（2012“华约”）已知数列｛an
 ｝的通项为[image: alt]
 是数列的前n项和，则[image: alt]
 ＝（　　）．

（A）0

（B）[image: alt]


（C）lg2

（D）lg3

（☆☆）

4．（2011辽宁省预赛）设正数数列｛an
 ｝的前n项之和为bn
 ，数列｛bn
 ｝的前n项之积为cn
 ，且bn
 ＋cn
 ＝1，则数列[image: alt]
 中最接近2011的数是（　　）．

（A）1980

（B）2010

（C）2040

（D）2070

（☆☆☆）

5．（2011复旦）设数列a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 ，前三个数构成一个等比数列，其和为k，后三个数构成一个等差数列，其和为9，且公差非零．对于任意固定的k，若满足条件的数列的个数大于1，则k应满足（　　）．

（A）12k＞27

（B）12k＜27

（C）12k＝27

（D）其他条件

（☆☆☆☆）

二、填空题

1．（2010同济）设｛an
 ｝，｛bn
 ｝都是公差为2的等差数列，其首项a1
 ，b1
 满足：a1
 ＋2b1
 ＝5，a1
 ，b1
 ∈N
 *
 ．设cn
 ＝abn

 （n∈N
 *
 ），则数列｛cn
 ｝的通项cn
 ＝______．

（☆）

2．（2008上海交大）在等差数列中，3a8
 ＝5a13
 ，则前n项和Sn
 取最大值时，n的值为______．

（☆）

3．（2005上海交大）已知等差数列｛an
 ｝中，a3
 ＋a7
 ＋a11
 ＋a19
 ＝44，a5
 ＋a9
 ＋a16
 ＝______．

（☆）

4．（2005复旦）[image: alt]
 ＝______．

（☆）

5．（2007武大）如果数列a1
 ，a2
 －a1
 ，a3
 －a2
 ，…，an
 －an－1
 ，…是首项为1，公差为1的等差数列，那么数列｛an
 ｝的通项公式an
 ＝______．

（☆）

6．（2011湖南省预赛）已知数列｛an
 ｝满足递推关系式an＋1
 ＝2an
 ＋2n
 －1（n∈N
 +
 ），且[image: alt]
 为等差数列，则λ的取值是______．

（☆☆）

7．（2011山西省预赛）数列｛an
 ｝满足：a1
 ＝1，[image: alt]
 ；则其前100项的和S100
 ＝______．

（☆☆）

8．（2011浙江省预赛）已知等差数列{an
 }前15项的和S15
 ＝30，则a1
 ＋a8
 ＋a15
 ＝______．

（☆☆）

9．（2011福建省预赛）已知Sn
 ，Tn
 分别是等差数列｛an
 ｝与｛bn
 ｝的前n项的和，且[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ＝______．

（☆☆）

10．（2006上海交大）已知[image: alt]
 ，则其前100项和为______．

（☆☆☆）

11．（2012“卓越联盟”）设｛an
 ｝是等差数列，｛bn
 ｝是等比数列，记｛an
 ｝，｛bn
 ｝的前n项和分别为Sn
 ，Tn
 ，若a3
 ＝b3
 ，a4
 ＝b4
 ，且[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ＝______．

（☆☆☆）

12．（2011甘肃省预赛）数列满足a0
 ＝[image: alt]
 ，且对于自然数n，an＋1
 ＝[image: alt]
 ＋an
 ，则[image: alt]
 的整数部分是______．

（☆☆☆☆）

三、解答题

1．（2011“北约”）｛an
 ｝是等差数列，a3
 ＝-13，a7
 ＝3，Sn
 表示其前n项和，求Sn
 的最小值．

（☆）

2．（2008武大）数列｛an
 ｝的前n项和为Sn
 ，a1
 ＝1，an＋1
 ＝2Sn
 （n∈N
 *
 ）．求数列｛an
 ｝的通顶．

（☆☆）

3．（2006复旦）求和：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]
 ．

（☆☆）

4．（2007上海交大）已知等差数列｛an
 ｝的首项为a，公差为b；等比数列｛bn
 ｝的首项为b，公比为a，n＝1，2，…，其中a，b均为正整数，且a1
 ＜b1
 ＜a2
 ＜b2
 ＜a3
 ．

（1）求a的值；

（2）若对于｛an
 ｝，｛bn
 ｝，存在关系式am
 ＋1＝bn
 ，求b；

（3）对于满足（2）中关系式的am
 ，求a1
 ＋a2
 ＋…＋am
 ．

（☆☆☆）

5．（2009上海交大）在等比数列｛an
 ｝中，a1
 ＝1025，q＝-[image: alt]
 ，求∏n
 ＝a1
 a2
 …an
 的最大值．

（☆☆☆）

6．（日本同志社大学）p为质数，m，n为正数，且m＜n，求分母是p，且介于m，n之间的所有既约分数之和．

（☆☆☆）

7．（2008上海财大）在1和9两数之间插入2n－1个正数a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 …，a2n－1
 ，使这2n＋1个正数成等比数列，又在1和9之间插入2n－1个正数b1
 ，b2
 ，b3
 ，b4
 …，b2n－1
 ，使这2n－1个正数成等差数列，设An
 ＝a1
 ·a2
 ·a3
 …·a2n－1
 及Bn
 ＝b1
 ＋b2
 ＋b3
 ＋…＋b2n－1
 ．

（1）求数列｛An
 ｝及｛Bn
 ｝的通项；

（2）若f（n）＝9An
 ＋4Bn
 ＋17（n∈N
 *
 ），试求出最大的自然数p，使得f（n）均能被p整除．

（☆☆☆）

8．（2011甘肃省预赛）已知正项数列{an
 }满足：（1）a1
 ＝2012；（2）a2
 ，a3
 是整数；（3）数列{nan
 －n2
 }是公比不大于10的等比数列．求数列{an
 }的通项公式．

（☆☆☆）

9．（2011江苏省预赛）设数列{an
 }的前n项和为Sn
 ．如果a1
 ＝[image: alt]
 ，an
 ＝-5Sn
 Sn－1
 （n≥2），求数列{an
 }的通项公式an
 ．

（☆☆☆）

10．（2011辽宁省预赛）已知定义在R
 上的函数fn
 （x）具有下列性质：

①fn
 （0）＝[image: alt]
 ；②[image: alt]
 ，k＝0，1，2，3，…．

（1）当n为定值时，记[image: alt]
 ，求ak
 的表达式；

（2）对n∈N
 *
 ，证明：[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

11．（2001复旦）设数列｛bn
 ｝满足b1
 ＝1，bn
 ＞0，其前n项乘积Tn
 ＝（an－1
 bn
 ）n
 ，其中a是大于1的常数．

（1）求证：｛bn
 ｝是等比数列．

（2）求｛bn
 ｝中所有（脚标）不同两项的乘积之和．

（☆☆☆）




HINT


（选择题）1．利用等差数列求和公式．

2．利用等差数列求和公式．

3．对数的真数部分进行因式分解．

4．[image: alt]
 ．

5．前三个数成等比数列，不妨设公比为q，可得（k－3）q2
 －3q－3＝0．

（填空题）1．将a1
 ，b1
 分两类讨论．

2．由3a8
 ＝5a13
 ，可得a1
 ，d的关系．

3．全部用a1
 ，d表示．

4．利用幂和公式．

5．累加求和．

6．利用等差数列的定义．

7．可得奇数项、偶数项都成等比数列．

8．全部用a1
 ，d表示．

9．利用等差数列基本性质，设法使分母相同．

10．裂项求和．

11．统一用a3
 表示．

12．an+1
 =an
 （an
 +1），有[image: alt]
 ．

（解答题）1．Sn
 表示为n的二次函数．

2．[image: alt]
 ．

3．[image: alt]
 ，利用等比数列求和公式写出它们的通项．

4．由已知可得a＜b＜a＋b＜ab＜a＋2b．

5．an
 ＝aqn－1
 ，[image: alt]
 ．

6．设m＜[image: alt]
 ＜n，则pm＜q＜pn，q＝pm＋1，pm＋2，…，pn－1．再减去不是既约分数的项．

7．（1）比较容易，（2）先通过前两项求出最大公约数，再用归纳法．

8．可推出公比q是2的倍数，也是3的倍数．

9．因为an
 ＝Sn
 －Sn－1
 ，所以Sn
 －Sn－1
 ＝-5Sn
 Sn－1
 ，先证明Sn
 ≠0（n≥1）．

10．条件②可变为[image: alt]
 ，（2）利用二项式定理展开．

11．[image: alt]
 ．


第11章　递推数列

递推数列是数列中的一类非常重要的问题，一般地，可以通过给出数列的第一项（或前若干项），并给出数列的某一项（或前若干项）的关系式来表示数列，这种表示数列的式子叫作数列递推式．

与自主招生有关的递推数列通常有两类：an
 ＝f（an－1
 ）（n＝2，3，4…）及一个初始项a1
 所确定的数列，叫一阶递归数列；an
 ＝f（an－1
 ，an－2
 ）（n＝3，4，5…）及两个初始项a1
 ，a2
 所确定的数列，叫二阶递归数列．递推数列求通项问题主要有下列类型及方法．

知识拓展1　an＋1
 ＝an
 ＋f（n）类型


方法：
 利用迭加法．

a2
 ＝a1
 ＋f（1），a3
 ＝a2
 ＋f（2），…，an
 ＝an－1
 ＋f（n－1），得[image: alt]
 ．


例67
 　数列｛an
 ｝满足a1
 ＝1，[image: alt]
 ，求｛an
 ｝通项．

（☆☆☆）


指针：
 迭加，利用[image: alt]
 ．


解：
 an＋1
 ＝[image: alt]
 ，an
 ＝a1
 ＋[image: alt]
 ＝1＋[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ．


反思：
 在用裂项求和时，应特别注意保留下来的哪些项未消去．

模仿训练：

24．a1
 ＝1，an＋1
 ＝an
 ＋2n
 －3n＋1，求｛an
 ｝通项．

（☆☆☆）

知识拓展2　an＋1
 ＝an
 f（n）类型


方法：
 利用迭代法．

a2
 ＝a1
 f（1），a3
 ＝a2
 f（2），…，an
 ＝an－1
 f（n－1），得[image: alt]
 ．


例68
 　数列｛an
 ｝中，a1
 ＝2，且[image: alt]
 ，求｛an
 ｝通项．

（☆☆☆）


指针：
 迭代，先升下标，再利用[image: alt]
 ．


解：
 [image: alt]
 ．


反思：
 在迭代约分时，应特别注意哪些项被约分约掉，哪些项保留下来．

模仿训练：

25．a1
 ＝[image: alt]
 ，（n＋1）an
 ＝（n－1）an－1
 （n≥2），求an
 的通项．

（☆☆☆）

知识拓展3　an＋1
 ＝pan
 ＋q（p，q是常数且p≠1，q≠0）类型


方法：
 用待定系数法，构造一个公比为p的等比数列，令an＋1
 ＋λ＝p（an
 ＋λ），（p－1）λ＝q，[image: alt]
 ，从而[image: alt]
 是一个公比为p的等比数列．


例69
 　数列｛an
 ｝满足a1
 ＝1，an＋1
 ＝[image: alt]
 an
 ＋1，求an
 ．

（☆☆☆）


指针：
 待定系数构造一个公比是[image: alt]
 的等比数列．


解：
 [image: alt]
 ，｛an
 －2｝是一个公比为[image: alt]
 的等比数列．[image: alt]
 ．


反思：
 记忆这类问题所构造等比数列的公比是an
 前的系数．

模仿训练：

26．a1
 ＝6，an＋1
 ＝2an
 －3，求an


（☆☆☆）

知识拓展4　[image: alt]
 类型


方法：
 两边同时取倒数，化归为第三类问题．


例70
 　[image: alt]
 ，求an
 ．

（☆☆☆）


指针：
 取倒数．


解：
 两边同时取倒数，[image: alt]
 ，可得bn＋1
 ＝4－bn
 ，bn＋1
 －2＝-（bn
 －2），b1
 －2＝[image: alt]
 －2＝5－2＝3，｛bn
 －2｝是一个以3为首项，-1为公比的等比数列，故bn
 －2＝3·（-1）n－1
 ，[image: alt]
 ．


反思：
 取倒数是关键．

模仿训练：

27．a1
 ＝1，[image: alt]
 ，求an


（☆☆☆）

知识拓展5　an＋1
 ＝pan
 ＋f（n）（p为常数且p≠1）类型


方法：
 同时除以[image: alt]
 ，令[image: alt]
 ，有[image: alt]
 ，转化为第一种类型，用迭加法解决．


例71
 　在数列｛an
 ｝中，a1
 ＝1，an＋1
 ＝3an
 ＋2n－2，求an
 ．

（☆☆☆）


指针：
 两边同除以3n＋1
 ．


解：
 两边同除以[image: alt]
 ，令[image: alt]
 ，利用迭加法及错位相减法易得[image: alt]
 ．


反思：
 本题也可用待定系数法构造一个公比是3的等比数列，设an＋1
 －（α（n＋1）＋β）＝3（an
 －（αn＋β）），可得an＋1
 ＝3an
 －2αn－2β＋α，所以α＝-1，β＝[image: alt]
 ，以下留给读者完成．

模仿训练：

28．an＋1
 ＝2an
 ＋3n＋1
 ，a1
 ＝3，求an
 ．

（☆☆☆）

29．（2013华东师大）在数列｛an
 ｝中，a1
 ＝1，an＋1
 ＝-an
 ＋n2
 ，求｛an
 ｝的通项及a2000
 ．

知识拓展6　an＋1
 ＝pan
 ＋qan－1
 （n≥2，p，q为常数）类型


方法：
 可用下面的定理求解．


定理1：
 令α，β为相应的二次方程x2
 －px－q＝0的两根（此方程又称为特征方程），则当α≠β时，an
 ＝Aαn
 ＋Bβn
 ；当α＝β时，an
 ＝（A＋Bn
 ）αn－1
 ，其中A，B分别由初始条件a1
 ，a2
 所得的方程组

[image: alt]


唯一确定．


例72
 　斐波那契数列定义如下：f0
 ＝f1
 ＝1，fn＋2
 ＝fn＋1
 ＋fn
 ，求通项．

（☆☆☆☆）


指针：
 求出对应特征方程的特征根．


解：
 特征方程是x2
 －x－1＝0，特征根是[image: alt]
 ，将初始条件代入：

[image: alt]


所以[image: alt]
 ．


反思：
 斐波那契数列是意大利数学家斐波那契以兔子繁殖为例而引入的，故又称为“兔子数列”．

一般而言，兔子在出生两个月后，就有繁殖能力，一对兔子每个月能生出一对小兔子．如果所有兔子都没有死亡，那么一年后可以繁殖多少对兔子？

如果设F（n）为该数列的第n项（n∈N
 ＋
 ）．那么斐波那契数列可以写成如下形式：F（0）＝0，F（1）＝1，F（n）＝F（n－1）＋F（n－2）（n≥2）．

斐波那契数列不仅是数学中一类很重要的问题，甚至在现代物理、准晶体结构、化学等领域都有直接的应用．

模仿训练：

30．a1
 ＝0，a2
 ＝1，an＋2
 ＝an＋1
 ＋6an
 ，求an
 ．

（☆☆☆☆）

31．（2013“北约”）在数列｛an
 ｝中，a1
 ＝1，前n项和为Sn
 ，Sn＋1
 ＝4an
 ＋2，则a2013
 的值为（　　）．

（A）3019×22012


（B）3019×22013


（C）3018×22012


（D）无法确定

（☆☆☆）

知识拓展7　[image: alt]
 （α，β，γ是常数）类型


方法：
 不动点法．先求出分式线性函数[image: alt]
 的不动点，即由x＝[image: alt]
 得出不动点x1
 ，x2
 ．

若x1
 ≠x2
 ，则可得[image: alt]
 是一个等比数列；若x1
 ＝x2
 ，则[image: alt]
 是一个等差数列．


例73
 　数列{an
 }定义如下：[image: alt]
 ，求通项公式．

（☆☆☆☆）


指针：
 求出不动点．


解：
 先求出不动点，令[image: alt]
 ，得x1
 ＝3，x2
 ＝-2．

[image: alt]
 ，两式相除得

[image: alt]


故[image: alt]
 是一个公比为-[image: alt]
 的等比数列，且首项为[image: alt]
 ，

所以

[image: alt]


所以[image: alt]
 ．


反思：
 类似于an＋1
 ＝[image: alt]
 型的数列求通项一般用不动点法．f（x）＝x，x的取值称为不动点，读者可以根据上述解题过程总结利用不动点解这类问题的方法．

模仿训练：

32．数列｛an
 ｝满足a1
 ＝4，[image: alt]
 ，求an
 ．

（☆☆☆☆）

重要例题


例74
 　（2008武大）在数列｛an
 ｝中，a1
 ＝2，an＋1
 ＝4an
 －3n＋1，n∈N
 *
 ．

（1）求证：数列｛an
 －n｝是等比数列；

（2）求数列｛an
 ｝的前n项和Sn
 ．

（☆☆）


指针：
 根据等比数列的定义．


解：
 （1）由an＋1
 ＝4an
 －3n＋1，可得an＋1
 －（n＋1）＝4（an
 －n），数列{an
 －n}是一个公比为4的等比数列．

（2）由（1）知an
 －n＝4n－1
 （a1
 －1）＝4n－1
 ，所以an
 ＝4n－1
 ＋n．故Sn
 ＝（1＋4＋…＋4n－1
 ）＋（1＋2＋…＋n）＝[image: alt]
 ．


反思：
 在高考或自主招生考试中的递推数列求通项问题常有两类，一类是由命题者设计一个循序渐进式的“台阶”，一般第一问为第二问做铺垫，本题属于此类；另一类是没有“台阶”，这类问题往往要求较高．本题也可采用如下方法：对式子an＋1
 ＝4an
 －3n＋1两边同时除以4n＋1
 （知识拓展5），以下留给读者完成．


例75
 　（2012复旦千分考）设x0
 ＝0，x1
 ＝1，[image: alt]
 ，则数列｛xn
 ｝的极限为______．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）


指针：
 利用特征方程求出数列的通项公式，再取极限．


解：
 递推数列对应的特征方程为2t2
 ＝t＋1，即（2t＋1）（t－1）＝0，解得t1
 ＝-[image: alt]
 ，t2
 ＝1，故[image: alt]
 ．再由x0
 ＝0，x1
 ＝1，有

[image: alt]


解得

[image: alt]


所以，[image: alt]
 ．从而｛xn
 ｝的极限为[image: alt]
 ．故选A．


反思：
 此题若不先求出数列的通项公式，则不易求出它的极限．


例76
 　（2004复旦）数列｛an
 ｝，｛bn
 ｝满足：[image: alt]
 ，且a1
 ＝2，b1
 ＝4，求an
 ，bn
 ．

（☆☆☆☆）


指针：
 对于由两个数列｛an
 ｝，｛bn
 ｝构成的混合数列组求通项问题，一般先消去an
 （或bn
 ），得到bn＋2
 ＝pbn＋1
 ＋qbn
 （或an＋2
 ＝pan＋1
 ＋qan
 ），再由特征根方法求解．


解：
 由bn＋1
 ＝6an
 ＋6bn
 得an
 ＝[image: alt]
 bn＋1
 －bn
 ，an＋1
 ＝[image: alt]
 bn＋2
 －bn＋1
 代入an＋1
 ＝-an
 －2bn
 ，有bn＋2
 ＝5bn＋1
 －6bn
 ．由特征方程可得[image: alt]
 ，代入bn＋1
 ＝6an
 ＋6bn
 ，可得[image: alt]
 ．


反思：
 如何把两个数列分离出来还要分析哪一个数列较好分离．

练　习　11

1．（2011“卓越联盟”）设数列｛an
 ｝满足a1
 ＝a，a2
 ＝b，2an＋2
 ＝an＋1
 ＋an
 ．

（1）设bn
 ＝an＋1
 －an
 ，证明：若a≠b，则bn
 是等比数列．

（2）若[image: alt]
 ，求a，b的值．

（☆☆☆）→例74

2．（2003上海交大）数列｛an
 ｝满足：a1
 ＝1，a2
 ＝3，3an＋2
 ＝2an＋1
 ＋an
 ，求an
 和[image: alt]
 ．

（☆☆☆）→例75

3．（2000全国高中数学联赛）设数列｛an
 ｝，｛bn
 ｝满足a0
 ＝1，b0
 ＝0，且

[image: alt]


证明：an
 （n＝0，1，2，…）是完全平方数．

（☆☆☆☆☆）→例76

综合练习11

解答题

1．（日本名古屋大学）a1
 ＝2，an＋1
 ＝3an－2
 ，求an
 ．

（☆☆）

2．（日本信州大学）a1
 ＝4，an＋1
 ＝4an
 －2n＋1
 ，求an
 ．

（☆☆☆）

3．（日本关西学院）数列｛an
 ｝，｛bn
 ｝定义如下，a1
 ＝1，b1
 ＝2，an＋1
 ＝an
 ＋2bn
 ，bn＋1
 ＝2an
 ＋bn
 ．

（1）an
 ＋bn
 ，an
 －bn
 用n表示；

（2）求数列｛an
 ｝，｛bn
 ｝的通项．

（☆☆☆）

4．（2004上海交大）已知｛bn
 ｝为公差为6的等差数列，bn
 ＝an＋1
 －an
 （n∈N
 ）．

（1）用a1
 ，b1
 ，n表示数列｛an
 ｝的通项公式；

（2）若a1
 ＝-b1
 ＝a，a∈［27，33］，求an
 的最小值及取最小值时的n的值．

（☆☆☆）

5．（2008武大）已知各项均为正数的数列｛an
 ｝的前n项和Sn
 满足Sn
 ＞1，且6Sn
 ＝（an
 ＋1）（an
 ＋2），n∈N
 *
 ，求an
 的通项公式．

（☆☆☆）

6．（2010浙大）如图11.1所示，[image: alt]
 下有一系列正三角形，求第n个正三角形的边长an
 ．

（☆☆☆）

[image: alt]


图11.1

7．（2008武大）已知数列｛an
 ｝满足递推关系：[image: alt]
 ，且a1
 ＝2．

（1）求证：[image: alt]
 ；

（2）求证：an
 ＜an＋1
 （n∈N
 +
 ）．

（☆☆☆）

8．a1
 ＝1，a2
 ＝2，an＋2
 －2an＋1
 －3an
 ＝0，求an
 ．

（☆☆☆☆）

9．数列｛an
 ｝满足a1
 ＝1，[image: alt]
 ，求an
 ．

（☆☆☆☆）

10．（2006武大）如果正数列｛an
 ｝满足：an－1
 ＋an＋1
 ≥2an
 （n≥2，n∈N
 ）．

（1）求证：ap
 －aq
 ≥（p－q）（aq＋1
 －aq
 ），p，q∈N
 *
 ；

（2）若数列｛an
 ｝的前n项和为Sn
 ，求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆☆）

11．（2009中科大）正数数列｛xn
 ｝，｛yn
 ｝满足：xn＋2
 ＝2xn＋1
 ＋xn
 ，yn＋2
 ＝yn＋1
 ＋2yn
 ，（n∈N
 +
 ）．证明：存在正整数n0
 ，对任意正整数n＞n0
 ，有xn
 ＞yn
 恒成立．

（☆☆☆☆）

12．（2010清华等五校联考）设函数[image: alt]
 ，且存在函数s＝φ（t）＝at＋b[image: alt]
 ，满足[image: alt]
 ．

（☆☆☆☆☆）

（1）证明：存在函数t＝ψ（s）＝cs＋d（s＞0），满足[image: alt]
 ；

（2）设x1
 ＝3，xn＋1
 ＝f（xn
 ），n＝1，2，…．证明：[image: alt]
 ．

13．（2010武大）设｛An
 （an
 ，bn
 ）｝为平面上的点列，其中数列｛an
 ｝，｛bn
 ｝满足[image: alt]
 ．已知A1
 的坐标为（1，2）．

（1）确定点A1
 ，A2
 ，A3
 所在圆C的方程；

（2）证明：点列｛An
 ｝在定圆C上；

（3）证明：求数列｛an
 ｝的通项公式．

（☆☆☆☆☆）

14．（2011吉林省预赛）已知数列｛an
 ｝满足：a1
 ＝0，[image: alt]
 ．求数列an
 的通项公式．

（☆☆☆☆☆）

15．（2011四川省预赛）已知m为实数，数列｛an
 ｝的前n项和为Sn
 ，满足：Sn
 ＝[image: alt]
 an
 －[image: alt]
 ×3n
 ＋m，且an
 ≥[image: alt]
 对任意的正整数n恒成立．求证：当m取到最大值时，对任意正整数n都有[image: alt]
 ．

（☆☆☆☆☆）

16．（2011浙江省预赛）给定两个数列｛xn
 ｝，｛yn
 ｝满足x0
 ＝y0
 ＝1，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．证明对于任意的自然数n，都存在自然数jn
 ，使得yn
 ＝xjn

 ．

（☆☆☆☆☆）




HINT


（解答题）1．例69的类型．

2．例71的类型．

3．将给出的两个条件式相加减．

4．化为关于n的二次函数，配方讨论对称轴．

5．将条件式降一个下标，两式相减，化为只含有an
 ，an－1
 的式子，再因式分解．

6．先建立an
 与an－1
 ，an－2
 ，…，a2
 ，a1
 之间的递推关系式，再求解；或者先求出前几项，再猜想通项并用归纳法证明．

7．用分析法将所求证式子中的an＋1
 用an
 表示，转化为证明an
 ＜3．

8．例72的类型．

9．例73的类型，但属于重根的情况．

10．原条件⇔数列｛an
 －an－1
 ｝单调不减，将ap
 －aq
 写为连续两项差的和的形式．

11．先利用特征方程求出两个数列的通项公式，表达式中的形式含有各自的前两项，但当n充分大时，起决定性作用的是绝对值大的那个特征根．

12．将[image: alt]
 代入[image: alt]
 ，按照t的降幂排列整理；利用恒成立求出a，b，m的值；（2）用不动点法．

13．（2）用数学归纳法，（3）用不动点法求通项．

14．两边同时加上[image: alt]
 或通过前几项猜想通项，再用数学归纳法证明．

15．进（退）下标，消去Sn
 ，得到an
 的递推关系，求出其通项．

16．一个取倒数，另一个两边同时加上1，分别求出它们的通项．


第12章　数列极限、数学归纳法及数列的应用

知识拓展1　单调有界数列必存在极限


例77
 　求证：数列[image: alt]
 的极限存在．

（☆☆☆）


指针：
 利用二项式定理展开证明[image: alt]
 ．


证明：
 下证此数列单调递增且有上界（显然有下界），

在“均值不等式及其应用”一章例10中给出了一种证明方法（在排列组合二项式定理一章中将再给出一种证明方法）．

[image: alt]



反思：
 这是一个非常重要的数列，无理数e就是它的极限，即[image: alt]
 ，它和π一样，也是无限不循环的数，现在借助计算机可以将其计算到小数点后1000多位，同时也是超越数（即不能满足任何整系数代数方程的实数）．

模仿训练：

33．（2011华东师大）设数列[image: alt]
 是常数，证明：

（1）当n≥2时，an
 ＞c；

（2）当n≥2时，数列｛an
 ｝单调递减；

（3）[image: alt]
 ．

（☆☆）

知识拓展2　第二数学归纳法

除了常规的第一数学归纳法之外，偶尔也要用到第二数学归纳法．

（1）先证n＝1，2时命题成立；假设n＝k，k＋1时命题成立，再证明n＝k＋2时命题也成立（有时称之为跨度为2的数学归纳法）．

（2）当n＝1时，命题成立；假设对一切小于n的正整数命题成立，能够推出（证明）n时命题也成立．

以上两种都是第二数学归纳法．


例78
 　用数学归纳法证明：若x＋x-1
 ＝2cosθ，则xn
 ＋x-n
 ＝2cosnθ（n∈N
 *
 ）．

（☆☆☆）


指针：
 用第二数学归纳法．


证明：
 n＝1时，x＋x-1
 ＝2cosθ．n＝2时，x2
 ＋x-2
 ＝（x＋x-1
 ）2
 －2＝（2cosθ）2
 －2＝2cos2θ．

设n＝k，k－1时成立，则n＝k＋1时，

[image: alt]


由数学归纳法知，对一切n∈N
 *
 有xn
 ＋x-n
 ＝2cosnθ．


反思：
 这个问题也可用复数的三角形式——棣莫弗定理解决．读者不妨一试．

模仿训练：

34．（2006全国高中数学联赛）给定整数n（n≥2），设M0
 （x0
 ，y0
 ）是抛物线y2
 ＝nx－1与直线y＝x的一个交点．证明：对于任意正整数m，必存在整数k（k≥2），使[image: alt]
 为抛物线y2
 ＝kx－1与直线y＝x的一个交点．

（☆☆☆☆）

重要例题


例79
 　（2006清华）设正三角形T1
 边长为a，Tn＋1
 是Tn
 的中点三角形，An
 为Tn
 除去Tn＋1
 后其余三个三角形内切圆面积之和，求[image: alt]
 ．

（☆☆）


指针：
 运用无穷递缩等比数列求和．


解：
 如图12.1所示，边长为x的正三角形，其内切圆半径r＝[image: alt]
 x．于是[image: alt]
 ，显然[image: alt]
 ，数列｛An
 ｝是一个公比为[image: alt]
 的等比数列．由无穷递缩等比数列的求和公式，得[image: alt]
 ．

[image: alt]


图12.1


反思：
 运用无穷递缩等比数列求和公式时，首项和公比是关键．


例80
 　（2010南开）求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆）


指针：
 数学归纳法．


解：
 （1），（2）均可用数学归纳法加以证明．

（1）n＝2时，[image: alt]
 ，不等式成立．

设n＝k时不等式成立，即[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．现欲证[image: alt]
 ，只需证[image: alt]
 ．由二项式定理，有[image: alt]
 ．

即n＝k＋1时不等式也成立．

（2）n＝1时不等式显然成立．

设n＝k时原不等式成立，即[image: alt]
 ，则n＝k＋1时，[image: alt]
 ．下证：[image: alt]
 ．

由二项式定理，有[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．

注意到[image: alt]
 ，只需证[image: alt]
 ，最后一式显然成立．


反思：
 对于幂指数是正整数的问题，常常考虑用二项式定理．


例81
 　（2009南大）N个圆至多将平面分成多少个部分？N个球至多将空间分成多少个部分？

（☆☆☆☆）


指针：
 建立递推关系式．


解：
 设n个两两相交的圆C1
 ，C2
 ，…，Cn
 把平面分成了f1
 （n）个部分，则第n＋1个圆Cn＋1
 与圆C1
 ，C2
 ，…，Cn
 两两相交，共有n对交点．这n对交点把圆Cn＋1
 分成2n个部分，所以圆Cn＋1
 又从被原来的n个圆所分的f1
 （n）个平面区域中截分了2n个部分，即f1
 （n＋1）＝f1
 （n）＋2n．又f1
 （1）＝2，从而可得f1
 （n）＝n2
 －n＋2．

再设n个两两相交的球分空间为f2
 （n）个部分，则第n＋1个球的球面被原来的n个球分成的部分数等价于n个圆（两两相交）分平面数，即n2
 －n＋2．故f2
 （n＋1）＝f2
 （n）＋n2
 －n＋2，且f2
 （1）＝2，解得[image: alt]
 ．


反思：
 同理，n条直线至多把平面分成[image: alt]
 个部分；n个平面至多把空间分成[image: alt]
 （n3
 ＋5n＋6）个部分．


例82
 　（2013“卓越联盟”）已知数列｛an
 ｝满足：[image: alt]
 ，首项a1
 ＝3．

（1）若对一切n恒满足an
 ≥2n，求α取值范围；

（2）若α＝-2，求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆☆）


指针：
 先通过前几项得出α的范围，再用归纳法证明．


解：
 （1）由[image: alt]
 ，可得α≥-2；由a3
 ＝[image: alt]
 －2a2
 ＋α＝（6＋α）2
 －2（6＋α）＋α＝α2
 ＋11α＋24≥6，可得α≥-2，或α≤-9（舍去）．

下证：对一切α≥-2恒有an
 ≥2n．

n＝1时是显然的，且n＝2时也是成立的；设ak
 ≥2k（k≥2），则ak＋1
 ＝[image: alt]
 －kak
 ＋α＝ak
 （ak
 －k）＋α≥2k（2k－k）＋α＝2k2
 ＋α，所以ak＋1
 －2（k＋1）≥2k2
 ＋α－2（k＋1）＝2k（k－1）＋α－2≥2×2＋α－2＝α＋2≥0（这里注意到k≥2），即n＝k＋1时命题也成立．

综上，α的取值范围为α≥-2．

（2）法1：an＋1
 －2－2（an
 －2）＝[image: alt]
 －nan
 －4－2an
 ＋4＝an
 （an
 －n－2）．显然an
 ＞0，且α＝-2时，an
 ≥2n≥n＋2（n≥2）．所以当n≥2时，an＋1
 －2≥2（an
 －2）．又a2
 －2＝2，a1
 －2＝1，故对一切n∈N
 *
 ，an＋1
 －2≥2（an
 －2），所以

[image: alt]


故

[image: alt]


法2：α＝-2时，易得a1
 ＝3，a2
 ＝4，a3
 ＝6，a4
 ＝16．当n≥4时，an＋1
 ＝[image: alt]
 －nan
 －2，an＋1
 －2＝an
 （an
 －n）－4≥2n（2n－n）－4＝2n2
 －4＞2（n－2）（n＋2）有

[image: alt]


练　习　12

1．（2003复旦）一圆锥的底面半径为12，高为16，球O1
 内切于圆锥，球O2
 内切于圆锥侧面，与球O1
 外切，…，依此类推．

（1）求所有这些球的半径rn
 的通项公式；

（2）所有这些球的体积分别为V1
 ，V2
 ，…，Vn
 ，…，求[image: alt]
 ．

（☆☆）→例79

2．（2003上海交大）证明不等式[image: alt]
 ．

（☆☆☆）→例80

3．（2013华东师大）求证：[image: alt]
 ，这里m是正整数，n是自然数．

（☆☆☆☆）→例80

4．n条直线至多把平面分成多少个部分？n个平面至多把空间分成多少个部分？

（☆☆☆）→例81

5．一个圆形区域分成n个扇形区域，用k种颜色涂这些扇形，使得相邻的扇形没有相同的颜色，则共有多少种染法？

（☆☆☆）→例81

6．（2013“卓越联盟”）如图12.2所示，在A，B，C，D，E五个区域中栽种三种植物，要求同一区域只种一种植物，相邻两区域所种植物不同，则不同的栽种方案的总数为______．

（☆☆☆）→例81

[image: alt]


图12.2

7．（2003江苏高考试题）某城市在中心广场建造一个花圃，花圃分成6个部分，如图12.3所示，现要栽种4种不同颜色的花，每部分栽种一种且相邻部分不能栽种同样颜色的花，求不同的栽种方法有多少种？

（☆☆☆）→例81

[image: alt]


图12.3

8．（2002全国高考）设数列｛an
 ｝满足：an＋1
 ＝an
 2
 －nan
 ＋1，n＝1，2，3，…．

（1）当a1
 ＝2时，求a2
 ，a3
 ，a4
 并由此猜测an
 的一个通项公式．

（2）当a1
 ≥3时，证明对所的n≥1，有（Ⅰ）an
 ≥n＋2，（Ⅱ）[image: alt]
 ．

（☆☆☆）→例82

综合练习12

一、选择题

1．（2006复旦）设an
 是[image: alt]
 的展开式中x项的系数（n＝2，3，4，…），则极限[image: alt]
 ＝（　　）．

（A）15

（B）6

（C）17

（D）8

（☆）

2．（2009复旦）已知x2
 －（tanθ＋cotθ）x＋1＝0（0＜θ＜π），且满足x＋x3
 ＋…＋x2n－1
 ＋…＝[image: alt]
 ，则θ的值是（　　）

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆）

3．（2007复旦）设Sn
 ＝1＋2＋…＋n，n∈N
 *
 ，则[image: alt]
 ＝（　　）．

（A）2

（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）64

（☆☆）

4．（2011四川省预赛）设数列｛an
 ｝为等差数列，数列｛bn
 ｝满足：b1
 ＝a1
 ，b2
 ＝a2
 ＋a3
 ，b3
 ＝a4
 ＋a5
 ＋a6
 ，…．若[image: alt]
 ，则数列｛an
 ｝的公差d为（　　）．

（A）[image: alt]


（B）1

（C）2

（D）4

（☆☆☆）

5．（2009华东师大）[image: alt]
 的值是（　　）．

（A）∞

（B）1

（C）e

（D）不同于前面的值

（☆☆☆）

6．（2011复旦）设x1
 ＞0，[image: alt]
 ，n＝1，2，3，…，那么（　　）．

（A）数列｛xn
 ｝是单调增的

（B）数列｛xn
 ｝是单调减的

（C）数列｛xn
 ｝或是单调增的，或是单调减的

（D）数列｛xn
 ｝既非单调增的，也非单调减的

（☆☆☆）

二、填空题

1．（2005复旦）[image: alt]
 ＝______．

（☆☆）

2．（2008上海交大）数列｛an
 ｝中，a0
 ＝0，[image: alt]
 ，a2
 ＝6，[image: alt]
 ，a4
 ＝20，[image: alt]
 ，a6
 ＝42，[image: alt]
 ，a8
 ＝72．此数列的一个通项式为an
 ＝______．

（☆☆）

3．（2003复旦）a＞0，[image: alt]
 ＝______．

（☆☆）

4．（2011湖北省预赛）已知数列｛an
 ｝满足：a1
 ＝2，a2
 ＝1，an
 an＋1
 an＋2
 ＝an
 ＋an＋1
 ＋an＋2
 （n∈N
 *
 ），则a1
 ＋a2
 ＋…＋a2011
 ＝______．

（☆☆☆）

三、解答题

1．（2009清华）[image: alt]
 的整数部分为A，小数部分为B．

（1）求A，B；

（2）求[image: alt]
 ；

（3）求[image: alt]
 ．

（☆☆）

2．（2008武大）已知数列｛log2
 （an
 －1）｝（n∈N
 *
 ）为等差数列，且a1
 ＝3，a2
 ＝5，求[image: alt]
 ．

（☆☆）

3．（2008同济）设在数列｛an
 ｝中，a1
 ＝1，an＋3
 ≤an
 ＋3，an＋2
 ≥an
 ＋2，求a2009
 ．

（☆☆☆）

4．（2005上海交大）已知月利率为r，采用等额本息还款方式，若本金为10000元，试推导每月等额还款金额m关于r的函数关系（贷款时间为两年）．

（☆☆☆）

5．（2000上海交大）如图12.4所示，设曲线y＝[image: alt]
 上的点与x轴上的点顺次构成等腰直角三角形B1
 OA1
 ，B2
 A1
 A2
 ，…（斜边OA1
 ，A1
 A2
 ，…在x轴上，直角顶点B1
 ，B2
 ，…在曲线y＝[image: alt]
 上）．试求An
 的坐标的表达式，并说明这些三角形面积之和是否存在．

（☆☆☆）

[image: alt]


图12.4

6．（2002上海交大）A，B两人轮流掷一个骰子，第一次由A先掷，若A掷到一点，下次仍由A掷；若A掷不到一点，下次换B掷．对B同样适用该规则．如此依次投掷，记第n次由A掷的概率为An
 ．

（1）求An＋1
 与An
 的关系．

（2）求[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

7．（2008北大）数列[image: alt]
 定义如下：a1
 ＝1，a2
 ＝a3
 ＝2，a4
 ＝a5
 ＝a6
 ＝3，…．

（1）给定自然数n，求使al
 ＝n的l的范围；

（2）令[image: alt]
 ，求[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

8．（2007武大）已知数列｛an
 ｝的前n项和Sn
 满足Sn
 ＝2an
 ＋（-1）n
 ，（n≥1）．

（1）求数列｛an
 ｝的通项公式；

（2）求证：对任意正整数m＞4，有[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

9．（2007武大）设二次函数y＝f（x）过点（0，0），且满足－3x2
 －1≤f（x）≤6x＋2．数列｛an
 ｝满足a1
 ＝[image: alt]
 ，an＋1
 ＝f（an
 ）．

（1）确定f（x）的表达式；

（2）证明：an＋1
 ＞an
 ；

（3）证明：[image: alt]
 ．

（☆☆☆☆）

10．（2013“华约”）数列｛an
 ｝各项均为正数，且对任意n∈N
 *
 ，满足an＋1
 ＝an
 ＋c[image: alt]
 （c＞0且为常数）．

（1）求证：对任意正数M存在N∈N
 *
 ，当n＞N时，有an
 ＞M；

（2）设[image: alt]
 ，Sn
 是｛bn
 ｝的前n项和，求证：对任意的d＞0，存在N∈N
 *
 ，当n＞N时，有[image: alt]
 ．

（☆☆☆☆）

11．（2000复旦）设[image: alt]
 ，其中xn
 ，yn
 为整数，求n→∞时，[image: alt]
 的极限．

（☆☆☆☆）

12．（2006复旦）对于任意n∈N
 *
 ，x1
 ，x2
 ，…，xn
 均为非负实数，且x1
 ＋x2
 ＋…＋xn
 ≤[image: alt]
 ，试用数学归纳法证明：（1－x1
 ）（1－x2
 ）…（1－xn
 ）≥[image: alt]
 成立．

（☆☆☆☆）

13．（2012南开大学数学试点班）是否存在一个2012位数，各数码均由1或2组成，且可被22012
 整除？

（☆☆☆☆）

14．（2009华南理工）已知a2
 ＋a－1＝0，b2
 ＋b－1＝0，a＜b，设a1
 ＝1，a2
 ＝b，an＋1
 ＋an
 －an－1
 ＝0（n≥2），bn
 ＝an＋1
 －a·an
 ．

（1）证明：数列｛bn
 ｝是等比数列；

（2）求数列｛an
 ｝的通项；

（3）设c1
 ＝c2
 ＝1，cn＋2
 ＝cn＋1
 ＋cn
 ，证明：当n≥3时，有（-1）n
 （cn－2
 a＋cn
 b）＝bn－1
 ．

（☆☆☆☆☆）




HINT


（选择题）1．利用二项式定理求出an
 的表达式．

2．无穷递缩等比数列求和公式．

3．将[image: alt]
 代入．

4．[image: alt]
 ．

5．利用知识拓展例77的结论．

6．作差．

（填空题）1．分子有理化．

2．分奇偶讨论．

3．讨论a与2的大小．

4．求出前几项．

（解答题）1．易求得[image: alt]
 ．

2．可求得an
 ＝2n
 ＋1．

3．考虑an＋6
 ，利用两边夹思想．

4．设想有两家银行，月利率完全一样，均为r，现从甲家银行借款10000元，2年还清；在乙银行存款，每月存款m元，两年后连本带利取出．

5．建立递推关系式．

6．A掷到一点的概率是[image: alt]
 ，掷不到一点的概率是[image: alt]
 ．

7．使ak
 ≤n－1的k的个数为[image: alt]
 ．

8．[image: alt]
 ．

9．（2）用数学归纳法证明[image: alt]
 ．

10．｛an
 ｝单调递增．

11．考虑对偶式（1－[image: alt]
 ）n
 ．

12．假设n＝k时命题成立，则n＝k＋1时，令x′k
 ＝xk
 ＋xk＋1
 ．

13．归纳法证明存在一个n位数，各数码由1或2组成，且可被2n
 整除．

14．（2），（3）都用到了第二数学归纳法（有关第二数学归纳法请参看本章知识拓展）．


第13章　平面向量

知识拓展1　两个重要公式

（1）向量数量积表示三角形的面积公式：[image: alt]
 ，其中[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

[image: alt]


图13.1

（2）类似于定比分点坐标公式的向量公式．

设A，B，C是直线l上的三个不同点，O为直线l外一点，如图13.1所示．已知[image: alt]
 ，其中λ≠-1，则[image: alt]
 ．特别地，C为AB的中点，则[image: alt]
 ．

知识拓展2　三角形“四心”的向量表示

（1）O为△ABC的外心[image: alt]
 ；

（2）O为△ABC的垂心[image: alt]
 ；

（3）O为△ABC的重心[image: alt]
 ；

（4）O为△ABC的内心[image: alt]
 ．


例83
 　已知点O是三角形所在平面上一点，a，b，c分别为角A，B，C对应的边长．若[image: alt]
 ，则O是△ABC的（　　）．

（A）内心

（B）外心

（C）重心

（D）垂心

（☆☆☆）


指针：
 将[image: alt]
 分别用[image: alt]
 和[image: alt]
 表示．


解：
 依题意[image: alt]
 ，又因为[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 ，因为[image: alt]
 与[image: alt]
 分别表示[image: alt]
 和[image: alt]
 方向上的单位向量．设[image: alt]
 ，则[image: alt]
 平分∠BAC．又[image: alt]
 共线，知[image: alt]
 平分∠BAC．同理可证，[image: alt]
 平分∠BAC，[image: alt]
 平分∠BAC．从而O是△ABC的内心．选A．

模仿训练：

35．（2005全国高考）已知点O是三角形所在平面上一点，若[image: alt]
 ，则O是三角形ABC的（　　）．

（A）内心

（B）外心

（C）重心

（D）垂心

（☆☆）

知识拓展3　梅涅劳斯定理在向量中的应用


梅涅劳斯定理：
 一直线与△ABC的三边AB，BC，CA或它们的延长线分别相交于X，Y，Z，则[image: alt]
 ．

梅涅劳斯定理的证明见平面几何．


例84
 　△ABC中，[image: alt]
 ，线段BN与CM交于点P．求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆）


指针：
 利用梅涅劳斯定理求出[image: alt]
 ．


证明：
 考虑MPC截△ABN，如图13.2所示．由梅涅劳斯定理，有[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．而[image: alt]
 ．

[image: alt]


图13.2


反思：
 在涉及线段比例关系时，梅涅劳斯定理特别有用．

模仿训练：

36．△ABC中，[image: alt]
 ，AD与BC交于点M．设[image: alt]
 ，试用[image: alt]
 表示[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

知识拓展4　欧拉定理、欧拉线

下面以例题的形式给出欧拉定理．


例85
 　△ABC重心为G，外心为O，且[image: alt]
 ．

（1）求证：H为△ABC的垂心；

（2）求证：O，G，H三点共线，且OG∶GH＝1∶2．

（☆☆☆）


指针：
 （1）[image: alt]
 等；（2）[image: alt]
 ．


证明：
 （1）如图13.3所示，由[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ．[image: alt]
 ，所以AH⊥BC．同理[image: alt]
 ，BH⊥CA，故H为△ABC的垂心．

[image: alt]


图13.3

（2）[image: alt]
 ，三式相加，并由重心性质及（1）有[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．所以OG∶GH＝1∶2，故O，G，H三点共线，且OG∶GH＝1∶2．


反思：
 欧拉定理是很重要的定理，O，G，H这一条直线称为欧拉线．

模仿训练：

37．（2010清华等五校联考）△ABC的两条高线AD，BE交于H，其外接圆圆心为O，过O作OF垂直BC于F，OH与AF相交于G，则△OFG与△GAH面积之比为（　　）．

（A）1∶4

（B）1∶3

（C）2∶5

（D）1∶2

（☆☆☆）

重要例题


例86
 　（2012“卓越联盟”）已知△ABC中，∠A＝90°，BC＝4，点A是线段EF的中点，EF＝2，若[image: alt]
 与[image: alt]
 的夹角为60°，则[image: alt]
 ＝______．

（☆☆☆）


指针：
 建立坐标系或[image: alt]
 ．


解：
 如图13.4（a）所示，[image: alt]
 [image: alt]
 ．


反思：
 本题也可以通过建立平面直角坐标系解决，如图13.4（b）所示．留给读者完成．

[image: alt]


图13.4


例87
 　平面上[image: alt]
 满足[image: alt]
 ，求[image: alt]
 的取值范围．

（☆☆☆）


指针：
 [image: alt]
 用[image: alt]
 和[image: alt]
 表示．


解：
 设[image: alt]
 ，即[image: alt]
 可得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．[image: alt]
 ；由[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ．即[image: alt]
 ；所以[image: alt]
 ．


反思：
 本题的思想也适合于不等式中求变量取值范围的问题．例如，已知f（x）＝ax2
 －c，且-4≤f（1）≤-1，-1≤f（2）≤5，求f（3）的取值范围．


解：
 由已知，-4≤a－c≤-1，-1≤4a－c≤5．设f（3）＝9a－c＝m（a－c）+n（4a－c）＝（m+4n）a－（m+n）c．由[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ．即[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．故f（3）∈［-1，20］．


例88
 　[image: alt]
 ，若对任意实数t，[image: alt]
 恒成立，求实数k的范围．

（☆☆）


指针：
 由[image: alt]
 ，求出[image: alt]
 ，对[image: alt]
 两边平方．


解：
 由[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，4－2[image: alt]
 ＋9＝16，[image: alt]
 ．又由[image: alt]
 ，有[image: alt]
 ，所以9t2
 －3kt＋4k2
 －1＞0．该式对∀t
 ∈R恒成立，则Δ＝（-3k）2
 －4×9（4k2
 －1）＜0，解得k＞[image: alt]
 或k＜-[image: alt]
 ．


反思：
 对于含有向量模一类问题，常常两边平方．


例89
 　（日本名古屋大学）（1）△ABC内有点P满足[image: alt]
 ，试确定P在△ABC内的位置；

（2）求△PAB，△PBC，△PCA的面积比．

（☆☆☆）


指针：
 （1）对于[image: alt]
 问题，可转化为以A为始点的向量，从而[image: alt]
 ．

（2）利用等高的两个三角形面积比等于底边之比，及同底的两个三角形面积之比等于高之比．


解：


法1：（1）如图13.5所示，由[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，延长AP交BC于D，则D为BC上的一个定比分点，且[image: alt]
 ，P为AD上的一个定比分点，且[image: alt]
 ．

[image: alt]


图13.5

（2）设△ABC的面积为S，由（1）知[image: alt]
 ．同理[image: alt]
 ．故S△PAB
 ∶S△PBC
 ∶S△PCA
 ＝2∶6∶3．

法2：（1）延长AP交BC于D，则原条件式可化为[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，显然，[image: alt]
 与[image: alt]
 不共线，从而[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

（2）分别延长PA，PB，PC至PA′，PB′，PC′使PA′＝6PA，PB′＝3PB，PC′＝2PC，如图13.6所示．则[image: alt]
 ，可知P为△A′B′C′的重心，由重心性质知S△PA′B′
 ＝S△PB′C′
 ＝S△PC′A′
 ，而[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，所以S△PAB
 ∶S△PBC
 ∶S△PCA
 ＝2∶6∶3．

[image: alt]


图13.6


反思：
 一般地，△ABC内有一点P，满足[image: alt]
 ，l，m，n为正数，则P在△ABC内部，且S△PBC
 ∶S△PCA
 ∶S△PAB
 ＝l∶m∶n．

练　习　13

1．（2012苏州大学）Rt△ABC中，斜边BC＝a，PQ是以A为圆心，以a为半径的圆上的一条直径，[image: alt]
 与[image: alt]
 的夹角为θ．当θ取何值时，[image: alt]
 和[image: alt]
 内积取到最大值，并求此最大值．

（☆☆☆）→例86

2．平面上[image: alt]
 满足[image: alt]
 ，求[image: alt]
 的取值范围．

（☆☆☆）→例87

3．（日本关西大学）[image: alt]
 是两个非零向量，且只有唯一一个实数t，使[image: alt]
 与[image: alt]
 垂直，求[image: alt]
 的夹角θ．

（☆☆）→例88

4．△ABC内部有一点P，[image: alt]
 ．

（1）求P在△ABC内的位置．

（2）S△PAB
 ∶S△PBC
 ∶S△PCA
 ．

（☆☆☆）→例89

综合练习13

一、选择题

1．（2011“卓越联盟”）向量[image: alt]
 均为非零向量，[image: alt]
 ，则[image: alt]
 的夹角为（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆）

2．（2009华南理工）在△ABC中，向量[image: alt]
 ，则下列结论一定成立的是（　　）．

（A）向量[image: alt]
 一定与向量[image: alt]
 平行

（B）向量[image: alt]
 一定与向量[image: alt]
 平行

（C）向量[image: alt]
 一定与向量[image: alt]
 平行

（D）向量[image: alt]
 一定与向量[image: alt]
 平行

（☆☆）

3．（2011武大）如图13.7所示，设P，Q为△ABC内的两点，且[image: alt]
 ，则△ABP的面积与△ABQ的面积之比为（　　）．

[image: alt]


图13.7

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）

4．（2011吉林省预赛）在△ABC中，已知[image: alt]
 ，则∠A＝（　　）．

（A）30°

（B）45°

（C）60°

（D）135°

（☆☆☆）

5．（2011“华约”）[image: alt]
 ，且x[image: alt]
 ＋y[image: alt]
 ＋z[image: alt]
 ＝（1，1），则x2
 ＋y2
 ＋z2
 的最小值为（　　）．

（A）1

（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）2

（☆☆☆）

6．（2012“华约”）向量[image: alt]
 ≠[image: alt]
 ，｜[image: alt]
 ｜＝1，若对∀t
 ∈R
 ，｜[image: alt]
 －t[image: alt]
 ｜≥｜[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ｜，则（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）

二、填空题

1．（2011湖南省预赛）已知平面内三点A，B，C满足[image: alt]
 ，则[image: alt]
 的值为______．

（☆）

2．（2010同济）记等差数列｛an
 ｝的前n项和为Sn
 ，设A，B，C为三角形的三个顶点，点D在直线BC上，若[image: alt]
 ，则S2010
 ＝______．

（☆☆☆）

3．（2011山东省预赛）已知△ABC中，G是重心，三内角A，B，C的对边分别为a，b，c，且[image: alt]
 ，则∠B＝______．

（☆☆☆）

4．（2011湖北预赛）已知P是△ABC所在平面上一点，满足[image: alt]
 ，则△ABP与△ABC的面积之比为______．

（☆☆☆）

三、解答题

1．（2010北大）向量[image: alt]
 与[image: alt]
 已知夹角，[image: alt]
 在t0
 时取得最小值．问当[image: alt]
 时，夹角的取值范围．

（☆☆☆）

2．（日本群马大学）[image: alt]
 都是两个非零向量，且[image: alt]
 与[image: alt]
 垂直，[image: alt]
 ．

（1）求[image: alt]
 夹角θ．

（2）若｜[image: alt]
 ｜＝1，求[image: alt]
 的最小值．

（☆☆☆）

3．（日本弘前大学）△OAB中，M，N分别为OA，OB上的点，AN，BM交于G，且[image: alt]
 ．P，Q分别为OA，OB上的点，且P，G，Q三点共线．△OAB，△OPQ面积分别为S，T．

（1）若[image: alt]
 ，求证：[image: alt]
 ；

（2）求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

4．（2008武大）设S是一些向量的集合，[image: alt]
 ∈S，如果[image: alt]
 的长度不小于S中其余所有向量之和的长度，那么称[image: alt]
 是S中的一个长向量．对于[image: alt]
 ，已知S中的每一个向量都为长向量，证明：[image: alt]
 ．

（☆☆☆☆）

5．（2008南大）△ABC中任取一点O，用SA
 ，SB
 ，SC
 分别表示△BOC，△COA，△AOB的面积，求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆☆☆）




HINT


（选择题）1．利用两个向量垂直的充要条件是内积为零．

2．将[image: alt]
 统一用[image: alt]
 表示．

3．数形结合，如图13.7所示，利用向量几何意义．

4．利用数量积的定义及余弦定理．

5．y，z都用x表示出来．

6．对原条件不等式两边平方．

（填空题）1．注意到三角形是一个直角三角形．

2．设[image: alt]
 ，将[image: alt]
 用两种不同的形式表示出来．

3．G是重心，则[image: alt]
 ．

4．将条件中的向量全部统一以A为起点的向量表示．

（解答题）1．[image: alt]
 ，用t，θ表示（θ表示[image: alt]
 夹角）．

2．[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

3．（1）利用知识拓展5；（2）先证明G是△OAB的重心．

4．反证，将[image: alt]
 两边平方．

5．建立坐标系，设[image: alt]
 ，∠AOC＝α，∠AOB＝β，∠BOC＝γ，则α＋β＋γ＝2π．


第14章　复数

知识拓展1　复数的三角形式

z＝r（cosθ＋isinθ）（r≥0）称为复数的三角形式，r为模，θ为辐角，若θ∈［0，2π），则称为辐角主值．复数的三角形式目前在高考中属于“超纲”内容．但在自主招生考试中则不属于“超纲”．这一点请考生务必注意．有关三角形式的运算如下：

（1）r1
 （cosθ1
 ＋isinθ1
 ）r2
 （cosθ2
 ＋isinθ2
 ）＝r1
 r2
 ［cos（θ1
 ＋θ2
 ）＋isin（θ1
 ＋θ2
 ）］；

（2）[image: alt]
 ；

（3）［r（cosθ＋isinθ）］n
 ＝rn
 （cosnθ＋isinnθ）（棣莫弗定理）．

又若复数z＝r（cosθ＋isinθ）（r≥0），则它的n次方根是以下n个复数：[image: alt]
 ．


复数乘法的几何意义：
 由对应于被乘数所对应的向量z2
 ＝r2
 （cosθ2
 ＋isinθ2
 ），按逆时针方向旋转一个角度θ2
 （θ2
 ＞0，如果θ2
 ＜0就按顺时针方向旋转一个角度｜θ2
 ｜），再把模变为原来的r2
 倍（r2
 ＞1，应伸长；r2
 ＜1，应缩短；r2
 ＝1，模长不变），所得的向量就表示积z1
 z2
 ．


例90
 　（2010复旦）已知复数[image: alt]
 ，则复数z1
 z2
 的辐角是（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆）


指针：
 先将它们化为三角形式，再用三角形式乘法法则．


解：
 [image: alt]
 ，选A．


反思：
 利用乘法法则时，必须先化为三角形式．

模仿训练：

38．（2011复旦）设有复数[image: alt]
 ，令ω＝ω1
 ω2
 ，则复数ω＋ω2
 ＋ω3
 ＋…＋ω2011
 ＝（　　）．

（A）ω

（B）ω2


（C）ω1


（D）ω2


（☆☆☆）


例91
 　（2011复旦）将复数z＝（sin75°＋isin15°）3
 （其中[image: alt]
 ）所对应的向量按顺时针方向旋转15°，则所得向量对应的复数是______．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆）


指针：
 根据复数乘法的几何意义．


解：
 由复数乘法的几何意义知，所得向量对应的复数为（sin75°＋isin15°）3
 ·（cos（-15°）＋isin（-15°））＝（cos15°＋isin15°）3
 ·（cos（-15°）＋isin（-15°））＝cos30°＋isin30°＝[image: alt]
 ．故选A．


反思：
 本题除了考察几何意义外，还要用到棣莫弗定理．

模仿训练：

39．已知等腰Rt△ABC的斜边AB的两个端点的坐标分别为A（-1，2），B（2，3），求顶点C的坐标．

（☆☆☆）

40．（2008中科大）已知点P（x1
 ，y1
 ）将平面直角坐标系逆时针旋转30°，求新坐标系下点P坐标．

（☆☆☆）

知识拓展2　公式[image: alt]


公式[image: alt]
 （特别地，若｜z｜＝1，则[image: alt]
 ）非常有用，不管在高考还是自主招生考试中都频频出现，考生需要熟练地应用它．不仅要求能正向用，而且逆向也能应用．下面重要例题中多次用到此公式．


例92
 　（2013“北约”）若复数x，y，z的模长均为1，x＋y＋z≠0，则[image: alt]
 的值为（　　）．

（A）-[image: alt]


（B）1

（C）2

（D）无法确定

（☆☆☆）


指针：
 应用公式[image: alt]
 ．


解：


法1：由｜x｜＝｜y｜＝｜z｜＝1，可得[image: alt]
 ．

[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．选B．

法2：[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

模仿训练：

41．（2006上海交大）已知｜z｜＝1，k是实数，z是复数，求｜z2
 ＋kz＋1｜的最大值．

（☆☆☆）

知识拓展3　单位根

（1）三次单位根及其性质：1，ω，[image: alt]
 是方程z3
 ＝1的三个三次方程根，其中[image: alt]
 ．关于ω，[image: alt]
 的性质主要有1＋ω＋ω2
 ＝0，[image: alt]
 ．


例93
 　（2005复旦）复数x满足[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ＝______．

（☆☆）


指针：
 先解方程．


解：
 运用求根公式解得[image: alt]
 ，即x＝ω或[image: alt]
 ，它们都是三次单位根，所以

[image: alt]



反思：
 三次单位根是单位根中最基础的，因此在高考或自主招生考试中出现的频率较高．

模仿训练：

42．（2005上海交大）若z3
 ＝1，且z∈C
 ，z3
 ＋2z2
 ＋2z＋20＝______．

（☆☆）

（2）n次单位根的常用性质：

设n个单位根为ε0
 ，ε1
 ，…，εn－1
 ，其中ε0
 ＝1，[image: alt]
 ，则有

（1）｜εk
 ｜＝1；

（2）εk
 ·εj
 ＝εk＋j
 （k，j∈N
 ）；

（3）（εk
 ）m
 ＝εkm
 （k，m∈N
 ）；

（4）[image: alt]
 ；

（5）1＋ε1
 ＋ε2
 ＋…＋εn－1
 ＝0；

（6）[image: alt]
 ．

重要例题


例94
 　已知｜z1
 ｜＝3，｜z2
 ｜＝5，｜z1
 －z2
 ｜＝7，求[image: alt]
 ．

（☆☆☆）


指针：
 将z1
 ，z2
 写成三角形式，或将式子｜z1
 －z2
 ｜＝7平方，逆向应用知识拓展1提到的公式．


解：


法1：设z1
 ＝3（cosα＋isinα），z2
 ＝5（cosβ＋isinβ），由｜z1
 －z2
 ｜＝7有｜（3cosα－5cosβ）＋i（3sinα－5sinβ）｜＝7．即（3cosα－5cosβ）2
 ＋（3sinα－5sinβ）2
 ＝49.34－30（cosαcosβ＋sinαsinβ）＝49．cos（α－β）＝-[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

法2：｜z1
 －z2
 ｜＝7，得｜z1
 －z2
 ｜2
 ＝49，即[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，而｜z1
 ｜＝3，｜z2
 ｜＝5．故[image: alt]
 ．两边同时乘以[image: alt]
 ，有[image: alt]
 ．故[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．


反思：
 这两种方法都很有代表性，需熟练掌握．


例95
 　（2003复旦）已知｜z｜＝1，求｜z2
 ＋z＋4｜的最小值．

（☆☆☆）


指针：
 由｜z｜＝1，得[image: alt]
 ．


解：
 由｜z｜＝1，得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

设z＝cosθ＋isinθ，则原式的平方＝｜（5cosθ＋1）－i（3sinθ）｜2
 ＝（5cosθ＋1）2
 ＋（3sinθ）2
 ＝10＋10cosθ＋16cos2
 θ＝[image: alt]
 ，当且仅当[image: alt]
 时取到，所以原式最小值是[image: alt]
 ．


反思：
 本题若直接设z＝a＋bi（a，b∈R
 ），运算量较大．


例96
 　若复数z1
 ，z2
 ，z3
 满足z1
 ＋z2
 ＋z3
 ＝0，且｜z1
 ｜＝｜z2
 ｜＝｜z3
 ｜＝1．求证：复平面以z1
 ，z2
 ，z3
 所对应的点为顶点的三角形是内接于单位圆的正三角形．

（☆☆☆）


指针：
 设z1
 ＝cosα＋isinα，z2
 ＝cosβ＋isinβ，z3
 ＝cosγ＋isinγ，0≤α≤β≤γ＜2π．


证明：
 设z1
 ＝cosα＋isinα，z2
 ＝cosβ＋isinβ，z3
 ＝cosγ＋isinγ，0≤α≤β≤γ＜2π．由于z1
 ＋z2
 ＋z3
 ＝0，则[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，两式平方和有（cosα＋cosβ）2
 ＋（sinα＋sinβ）2
 ＝1，即2＋2cos（α－β）＝1，cos（α－β）＝-[image: alt]
 ．由于0≤β－α＜2π，故β－α＝[image: alt]
 或[image: alt]
 ．同理γ－β＝[image: alt]
 或[image: alt]
 ．

再注意到γ－α＜2π，则只有β－α＝γ－β＝[image: alt]
 ．故复平面内z1
 ，z2
 ，z3
 所对应的点为顶点的三角形是内接于单位圆的正三角形．


反思：
 本题的几何意义是重心和外心都在原点的圆内接三角形是正三角形．


例97
 　已知半径为1的定圆O的内接正n边形的顶点为Pk
 （k＝1，2，…，n），P为该圆周上任意一点．求证：｜PP1
 ｜2
 ＋｜PP2
 ｜2
 ＋…＋｜PPn
 ｜2
 为一定值．

（☆☆☆☆）


指针：
 利用复数减法的几何意义，将两点之间的距离写成这两点对应的复数之差的模．


解：
 以O为坐标原点，不妨设P1
 （1，0），设Pk
 对应的复数为zk
 ，P对应的复数为z．则｜PP1
 ｜2
 ＋｜PP2
 ｜2
 ＋…＋｜PPn
 ｜2
 ＝｜z－z1
 ｜2
 ＋｜z－z2
 ｜2
 ＋…＋｜z－zn
 ｜2
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ．

依题意，｜z｜＝｜z1
 ｜＝…＝｜zn
 ｜＝1，所以有[image: alt]
 ．由于P1
 P2
 …Pn
 为正n边形，故它们对应的复数之和为0，即[image: alt]
 ，即｜PP1
 ｜2
 ＋｜PP2
 ｜2
 ＋…＋｜PPn
 ｜2
 ＝2n，为定值．


反思：
 本题结论可推广如下：

已知半径为R的定圆O的内接正n边形的顶点为Pk
 （k＝1，2，…，n），P为该圆周上任意一点．则｜PP1
 ｜2
 ＋｜PP2
 ｜2
 ＋…＋｜PPn
 ｜2
 为一定值2nR2
 ．


例98
 　（2011“卓越联盟”）设σ是平面按顺时针方向绕原点作角度为[image: alt]
 的旋转，τ表示坐标平面关于y轴的镜面反射．用τσ表示变换的复合，先做τ再做σ，用σk
 表示连续k次的变换，则στσ2
 τσ3
 τσ4
 是（　　）．

（A）σ4


（B）σ5


（C）σ2
 τ

（D）τσ2


（☆☆☆☆）


指针：
 不妨建立一个复平面，设Z0
 ＝cosθ＋isinθ，记σz0

 表示σ对Z0
 作顺时针方向旋转角度为[image: alt]
 的变换后得到的复数，则[image: alt]
 ．同理τz0

 ＝cos（π－θ）＋isin（π－θ）．


解：
 不妨建立一个复平面，设Z0
 ＝cosθ＋isinθ，记σz0

 表示σ对Z0
 作顺时针方向旋转角度为[image: alt]
 的变换后得到的复数，则[image: alt]
 ．同理τz0

 ＝cos（π－θ）＋isin（π－θ）．由于每次变换仅改变辐角．στσ2
 τσ3
 τσ4
 对Z0
 变换后所得到的辐角变化为[image: alt]
 [image: alt]
 ．

A选项：[image: alt]
 ；B选项：[image: alt]
 ；C选项：[image: alt]
 ；D选项：[image: alt]
 ．故选D．


反思：
 本题也可通过数形结合的方法解决．

练　习　14

1．（2003复旦）已知｜z1
 ｜＝2，｜z2
 ｜＝3，｜z1
 ＋z2
 ｜＝4，则[image: alt]
 ＝______．

（☆☆☆）→例94

2．设｜z｜＝1，求｜z2
 －z＋2｜的最大值，最小值．

（☆☆☆）→例95

3．（2011北大保送生考试题）单位圆x2
 ＋y2
 ＝1上三点A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），C（x3
 ，y3
 ）．若x1
 ＋x2
 ＋x3
 ＝y1
 ＋y2
 ＋y3
 ＝0，求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆）→例96

4．（2012南开大学数学试点班）P1
 ，P2
 ，…，P7
 为单位圆内接正七边形顺次七个顶点，则｜P1
 P2
 ｜2
 ＋｜P1
 P3
 ｜2
 ＋｜P1
 P4
 ｜2
 ＝______．

（☆☆☆）→例97

5．（2012复旦）设S是xOy平面上的一个正n边形，中心在原点O处，顶点依次为P1
 ，P2
 ，…，Pn
 ，有一个顶点在正y轴上．又设变换σ是将S绕原点O旋转一个角度使得旋转后的图形与原图形重合，σ-1
 表示σ的反变换（即旋转角度大小和σ相同但方向相反），变换τ是将S作关于y轴的对称变换即将（x，y）变为（-x，y），στ表示先作变换τ再做变换σ，而τσ，τστ，στστ等的含义类推，则有（　　）．

（A）τστ＝σ

（B）τστ＝σ-1


（C）τσ＝στ

（D）τστσ＝σσ

（☆☆☆☆）→例98

综合练习14

一、选择题

1．（2010清华等五校联考）设复数[image: alt]
 ，其中a为实数，若ω的实部为2，则ω的虚部为（　　）．

（A）-[image: alt]


（B）-[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆）

2．（2007复旦）已知z∈C
 ，若｜z｜－z＝2－4i，则[image: alt]
 （　　）．

（A）3＋4i

（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆）

3．（2007复旦）复数[image: alt]
 （a∈R
 ，i为虚数单位）在复平面上对应的点不可能位于（　　）

（A）第一象限

（B）第二象限

（C）第三象限

（D）第四象限

（☆☆）

4．（2008复旦）在复平面上，满足方程[image: alt]
 的复数z所对应的点构成的图形是（　　）．

（A）圆

（B）两个点

（C）线段

（D）直线

（☆☆）

5．（2011“华约”）已知｜z｜＜1，且[image: alt]
 ，则｜z｜＝（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆）

6．（2006复旦）设Z1
 ，Z2
 为一对共轭复数，如果[image: alt]
 ，且[image: alt]
 为实数，那么｜Z1
 ｜＝｜Z2
 ｜＝（　　）．

（A）[image: alt]


（B）2

（C）3

（D）[image: alt]


（☆☆）

7．（2009复旦）复平面上点z0
 ＝1＋2i关于直线l：｜z－2－2i｜＝｜z｜的对称点的复数表示是（　　）．

（A）-i

（B）1－i

（C）1＋i

（D）i

（☆☆）

8．（2010复旦）设复数z＝cosα＋isinβ，ω＝sinα＋icosβ，满足[image: alt]
 ，则sin（β－α）＝（　　）．

（A）±[image: alt]


（B）[image: alt]
 ，-[image: alt]


（C）±[image: alt]


（D）[image: alt]
 ，-[image: alt]


（☆☆）

9．（2010复旦）复平面上圆周[image: alt]
 的圆心是（　　）．

（A）3＋i

（B）3－i

（C）1＋i

（D）1－i

（☆☆）

10．（2009复旦）设实数r＞1，如果复平面上的动点z满足｜z｜＝r，则动点[image: alt]
 的轨迹是（　　）．

（A）焦距为4的椭圆

（B）焦距为[image: alt]
 的椭圆

（C）焦距为2的椭圆

（D）焦距为[image: alt]
 的椭圆

（☆☆☆）

11．（2012复旦）[image: alt]
 ＝（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）

12．（2011“卓越联盟”）设复数z满足｜z｜＝1，则[image: alt]
 的最大值为（　　）．

（A）[image: alt]
 －1

（B）2－[image: alt]


（C）[image: alt]
 ＋1

（D）2＋[image: alt]


（☆☆☆）

13．（2012“华约”）若复数[image: alt]
 的实部为0，Z是复平面上对应[image: alt]
 的点，则点Z（x，y）的轨迹是（　　）．

（A）一条直线

（B）一条线段

（C）一个圆

（D）一段圆弧

（☆☆☆）

14．（2007复旦）设Z0
 （Z0
 ≠0）为复平面上一定点，Z1
 为复平面上的动点，其轨迹方程为｜Z1
 －Z0
 ｜＝｜Z1
 ｜，Z为复平面上另一个动点，满足Z1
 Z＝-1，则Z在复平面上的轨迹形状是（　　）．

（A）一条直线

（B）以[image: alt]
 为圆心，[image: alt]
 为半径的圆

（C）焦距为2[image: alt]
 的双曲线

（D）以上均不对

（☆☆☆☆）

二、填空题

1．（2006上海交大）ω是x5
 ＝1的非实数根，ω（ω＋1）（ω2
 ＋1）＝______．

（☆☆）

2．（2009南大）z为模大于1的复数，[image: alt]
 ，则z＝______．

（☆☆）

3．（2011天津市预赛）复数z满足｜z｜（3z＋2i）＝2（iz－6），则｜z｜等于______．

（☆☆）

4．（2011湖北省预赛）设z是模为2的复数，则[image: alt]
 的最大值与最小值的和为______．

（☆☆☆）

5．（2004复旦）[image: alt]
 的非零解是______．

（☆☆☆）

6．（2008上海交大）复数｜z｜＝1，若存在负数a使得z2
 －2az＋a2
 －a＝0，那么a＝______．

（☆☆☆）

7．（2006复旦）在实数范围内分解因式：x4
 ＋x3
 ＋x2
 ＋x＋1＝______．

（☆☆☆☆☆）

三、解答题

1．（2006清华）求最小正整数n，使得[image: alt]
 为纯虚数，并求出I．

（☆☆）

2．（2009清华）已知sint＋cost＝1，设s＝cost＋isint，求f（s）＝1＋s＋s2
 ＋…＋sn
 ．

（☆☆☆）

3．利用复数方法证明：[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

4．（日本茶水大学）a，b，c，d为实数关于x的五次方程x5
 ＋x4
 ＋ax3
 ＋bx2
 ＋cx＋d＝0有四个相异的纯虚数根．求a，b，c，d满足的条件．

（☆☆☆）




HINT


（选择题）1．化简ω．

2．将z设成代数形式．

3．将z化简，求出实部和虚部．

4．化为直角坐标下的方程．

5．[image: alt]
 ．

6．设Z1
 ＝a＋bi（a，b∈R
 ），则Z2
 ＝a－bi．

7．设对称点为a＋bi（a，b∈R
 ），则由斜率及中点列两个方程．

8．[image: alt]
 ．

9．设z＝a＋bi（a，b∈R
 ）．

10．由｜z｜＝r，可令z＝r（cosθ＋isinθ），设[image: alt]
 ．

11．[image: alt]
 ，再利用复数乘法的几何意义．

12．｜z2
 －2z＋2｜＝｜（z－1）2
 ＋1｜＝｜（z－1－i）（z－1＋i）｜．

13．设[image: alt]
 ．

14．将[image: alt]
 代入｜Z1
 －Z0
 ｜＝｜Z1
 ｜．

（填空题）1．利用单位根的性质．

2．设z＝r（cosφ＋isinφ）．

3．设｜z｜＝r，代入条件，z用r表示．

4．设z＝2（cosθ＋isinθ）．

5．原式两边乘以z，得[image: alt]
 为非负实数，所以z2
 ＝±｜z｜，故z只能是实数或纯虚数．

6．用求根公式将z用a表示．

7．先在复数范围内分解因式．

（解答题）1．用复数的三角形式．

2．先解出t，再用等比数列的求和公式．

3．[image: alt]
 ．[image: alt]
 ．

4．根据实系数方程根若有虚根必共轭成对出现，故可设x5
 ＋x4
 ＋ax3
 ＋bx2
 ＋cx＋d＝（x－α）（x＋pi）（x－pi）（x＋qi）（x－qi），其中α，p，q∈R
 ，p≠q，p＞0，q＞0．


第15章　排列组合、二项式定理

排列组合、二项式定理、概率统计在自主招生中占有比较重要的地位．从n个不同元素中任取m个元素的排列的个数一般记为[image: alt]
 ，也有的教材中记为[image: alt]
 ．

知识拓展1　不尽相异的m个元素的全排列

在m个元素中，有n1
 个元素相同，又另有n2
 个元素，…，一直到另有nr
 个元素相同，且n1
 ＋n2
 ＋…＋nr
 ＝m，这m个元素的全排列叫作不尽相异的m个元素的全排列．易证不尽相异的m个元素的全排列计算公式为[image: alt]
 ．

事实上，若m个元素互不相同，则全部排列数有m！，但其中有ni
 个元素相同，它们之间任意交换顺序（共有ni
 ！种交换顺序的方法）（i＝1，2，…，r），得到的是同一排列，故不同的排列个数为[image: alt]
 ．

也可以这样考虑：设n1
 个相同元素为a1
 ，n2
 个相同元素为a2
 ，…，nr
 个相同元素为ar
 ．先从m个位置中选出n1
 个位置放置a1
 ，有[image: alt]
 种放法；再从剩下m－n1
 个位置中选出n2
 个位置放置a2
 ，有[image: alt]
 种放法；…故共有[image: alt]
 ．由此可知，[image: alt]
 ．


例99
 　（日本立命馆大学）红色卡片4张，蓝色卡片3张，黄色卡片2张，白色卡片1张．同色卡片没有区别．将这10张卡片从左至右排成一列有多少种排法？从左开始有3张卡片颜色相同的有多少种排法？

（☆☆）


指针：
 利用知识拓展1中结论．


解：
 （1）[image: alt]
 ．

（2）左边3张卡片为红色的有：[image: alt]
 ．左边3张卡片为蓝色的有：[image: alt]
 ．共有420＋105＝525（种）．


反思：
 也可这样解，[image: alt]
 ．

模仿训练：

43．（日本福冈大学）现有英文8个字母K，Z，A，I，G，A，K，U，分别写在8张卡片上．把这些卡片排成一列有多少种排法？从中取出7张卡片排成一列有多少种排法？

（☆☆）

44．（2013“北约”）有6×6的方格中停放三辆完全相同的红色车和三辆完全相同的黑色车，每一行每一列只有一辆车，每辆车占一格，则停放的方法数为（　　）．

（A）720

（B）20

（C）518400

（D）14400

（☆☆☆）

知识拓展2　错位排列问题

设集合I＝｛1，2，…，n｝，所有元素的一种全排列t1
 ，t2
 ，…，tn
 满足ti
 ≠i（i＝1，2，…，n），则称这样的排列t1
 ，t2
 ，…，tn
 为错位全排列．


例100
 　用Dn
 表示I＝｛1，2，…，n｝错位全排列的总数，求证：

[image: alt]



指针：
 容斥原理．


证明：
 记Ai
 为满足条件ti
 ＝i的1，2，…，n共n个元素全排列的总数．易知[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 （1≤i＜j＜k≤n），…，｜A1
 ∩A2
 ∩…∩An
 ｜＝1．

由容斥原理，有[image: alt]
 [image: alt]
 ．


反思：
 这个问题是容斥原理的一个典型应用，容斥原理见第1章．

模仿训练：

45．（1993全国高考）同室四人各写一张贺年卡，先集中起来，然后每人从中拿一张别人送出的贺年卡，则四张贺年卡不同的分配方式有（　　）种．

（A）6

（B）9

（C）11

（D）23

（☆☆）

知识拓展3　一次不定方程x1
 ＋x2
 ＋…＋xn
 ＝r的整数解的个数


例101
 　求证：一次不定方程x1
 ＋x2
 ＋…＋xn
 ＝r的非负整数解的个数等于[image: alt]
 （或[image: alt]
 ）；正整数解的个数等于[image: alt]
 （或[image: alt]
 ）．

（☆☆☆）


指针：
 先证正整数解，用“隔板法”．


解：
 先证正整数解的个数等于[image: alt]
 ，这是因为x1
 ＋x2
 ＋…＋xn
 ＝r的正整数解的个数等价于r个1的r－1个空隙里放入n－1个“＋”，[image: alt]
 ，每一种放法对应于方程的一组解．故正整数解的个数等于[image: alt]
 ；（x1
 ＋1）＋（x2
 ＋1）＋…＋（xn
 ＋1）＝r＋n．令[image: alt]
 ，则方程x1
 ＋x2
 ＋…＋xn
 ＝r的非负整数解的个数，即[image: alt]
 的正整数解的个数：[image: alt]
 ．


反思：
 本题用到的是“隔板法”，就是在n个元素间的n－1个空隙中插入若干个b隔板，可以把n个元素分成b＋1组的方法．应用隔板法必须满足三个条件：①这n个元素必须相同；②所分成的每一组至少分得一个元素；③分成的组别彼此相异．

模仿训练：

46．（2002全国联赛）已知两个实数集合A＝｛a1
 ，a2
 ，…，a100
 ｝与B＝｛b1
 ，b2
 ，…，b50
 ｝．若从A到B的映射f使得B中每个都有原像，且f（a1
 ）≤f（a2
 ）≤…≤f（a100
 ）．则这样的映射共有（　　）个．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆☆）

47．（2011江西预赛）2011是这样的一个四位数，它的各位数字之和为4；像这样各位数字之和为4的四位数总共有______个．

（☆☆☆）

重要例题


例102
 　求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆）


指针：
 阶乘展开或构造组合模型．


解：


法1：[image: alt]
 [image: alt]
 ．

法2：构造模型法．

从n个不同的学生中选出k个学生参加某项活动，并从选出的k个学生中选出一名作为班长．一方面，有[image: alt]
 种选法；另一方面，先从n个学生中选出一名学生作为班长．再从剩下n－1名学生中选出k－1名学生参加某项活动，共[image: alt]
 种选法．故[image: alt]
 ．


反思：
 证明组合恒等式常用的方法主要有阶乘展开法、构造组合模型、母函数法等．


例103
 　（2008上海交大）（1＋x）＋（1＋x）2
 ＋…＋（1＋x）98
 ＋（1＋x）99
 中x3
 的系数为______．

（☆☆☆）


指针：
 利用等比数列的求和公式．


解：


法1：[image: alt]


故x3
 的系数为[image: alt]
 ．

法2：显然x3
 的系数为[image: alt]
 [image: alt]
 ．


反思：
 本题可以推广为[image: alt]
 ．


例104
 　（日本南山大学）求10115
 的百万位数字．

（☆☆☆）


指针：
 二项式定理展开．


解：
 [image: alt]
 ．k＝0时，[image: alt]
 ；k＝1时，[image: alt]
 ；k＝2时，[image: alt]
 ；k＝3时，[image: alt]
 ；k≥4时，[image: alt]
 百万位数字都是0．从而10115
 百万位数字是1＋5＝6．


反思：
 在求形如mn
 某一指定位置数字问题时，常常用二项式展开法．


例105
 　（2007复旦）将一个四棱锥的每个顶点染上一种颜色，并使一条棱的两端异色，若只有五种颜色可使用，则不同的染色方法的总数为（　　）．

（A）120

（B）260

（C）340

（D）420

（☆☆☆）


指针：
 分五种颜色、四种颜色、三种颜色三种情况讨论．


解：
 若用五种颜色，则共有[image: alt]
 （种）方法；若用四种颜色，如图15.1所示，A，C同色，或B，D同色，共有[image: alt]
 （种）方法；若用三种颜色，对角线上的顶点必同色，由于四个侧面中任一个面确定下来，其余也随之确定，故共有[image: alt]
 （种）方法．

[image: alt]


图15.1

综上，不同染色方法共有120＋240＋60＝420（种）．选D．


反思：
 注意分类讨论时不要重复也不要遗漏．


例106
 　（2011湖南省预赛）设A，B是两个集合，称（A，B）为一个“对子”．当A≠B时，将（A，B）与（B，A）视为不同的“对子”．满足条件A∪B＝｛1，2，3，4｝的不同的对子（A，B）的个数为______．

（☆☆☆）


指针：
 借助文氏图．


解：
 如图15.2所示，对元素如1，它有三种安排方式，即Ⅰ或Ⅱ，Ⅲ；同理，对元素2，也有三种安排方式；对3，4也一样，由乘法原理，（A，B）的对子有34
 ＝81（个）．

[image: alt]


图15.2


反思：
 在求与集合有关的计数问题时，常常考虑用文氏图．


例107
 　（2006复旦）对于一个四位数，其各位数字至多有两个不相同，试求共有多少个这种四位数？

（☆☆☆☆）


指针：
 分恰好只有一种数字和恰好两种数字两种情况讨论．


解：


法1：

（1）只有一种数字，9个；

（2）只有两种数字，有三个相同，即形如[image: alt]
 ，共[image: alt]
 个（包括首位为0的情况）．

（3）只有两种数字，各两个相同，即形如[image: alt]
 ．共[image: alt]
 个（包括首项为0的情况）．但由于0不能排在首位，0在首位的情况：有一个0，[image: alt]
 ，9个；有两个0，[image: alt]
 ，9×3个；有三个0，[image: alt]
 ，9×3个．共9＋[image: alt]
 ×6－9－9×3－9×3＝576（个）．

法2：显然，四位数字全部相同的四位数恰有9个．下面考虑四位数字恰有两个不同数字的四位数，分三个步骤考虑：

第一步，先考虑千位数字，有9种可能取法：1，2，3，…，9．

第二步，再考虑百位、十位、个位上的数字，由于恰有两个不同数字，故除了千位数字外，再从0，1，2，…，9中选出1个数字．

第三步：前两步两个数字确定后，再对个位、十位、百位上的数字进一步确定；这三个位置上分别各有两种可选择性，但要去掉一种情况，即个位、十位、百位上的数字选出的都和千位数字完全相同，故有（2×2×2－1）种选法．

综上，共有四位数9＋9×9×（2×2×2－1）＝576（个）．


反思：
 相比较而言，法2从整体上把握，技巧性更强．

练　习　15

1．解不等式：[image: alt]
 ．

（☆☆☆）→例102

2．（2009华南理工）在（1＋x）2n
 ＋x（1＋x）2n－1
 ＋…＋xn
 （1＋x）n
 的展开式中，xn
 的系数为（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）→例103

3．（2005复旦）求31000
 在十进制中最后4位______．

（☆☆☆☆）→例104

4．（2009华东师大）502009
 被2401除的余数的个位数是（　　）．

（A）0

（B）1

（C）2

（D）3

（☆☆☆）→例104

5．（2011辽宁省预赛）将凸五边形ABCDE的每个顶点染上五种颜色之一，使每条对角线的两个端点颜色不同的染色方式共有______种（用数字作答）．

（☆☆☆）→例105

6．（2009湖北省预赛）设A∪B∪C＝｛1，2，3，4，5，6｝，且A∩B＝｛1，2｝，｛1，2，3，4｝⊆B∪C，则符合条件的（A，B，C）共有______组（注：A，B，C顺序不同视为不同组）．

（☆☆☆）→例106

7．写有数字1，2，3的卡片分别有2张，3张，4张（每张卡片只有一个数字）．现从中任取4张，可组成多少个四位的整数．

（☆☆☆）→例107

综合练习15

一、选择题

1．（2007复旦）在[image: alt]
 的展开式中有（　　）项为有理数．

（A）10

（B）11

（C）12

（D）13

（☆）

2．（2007复旦）在集合｛1，2，…，11｝中任选两个数作为椭圆方程[image: alt]
 中的a和b，则能组成落在矩形区域｛（x，y）｜｜x｜＜11，｜y｜＜9｝内的椭圆的个数是（　　）．

（A）70

（B）72

（C）80

（D）88

（☆）

3．（2009复旦）设有n＋1个不同颜色的球，放入n个不同的盒子中，要求每个盒子至少有一个球，则不同的放法有（　　）种．

（A）（n＋1）！

（B）n（n＋1）！

（C）[image: alt]
 （n＋1）！

（D）[image: alt]
 n（n＋1）！

（☆☆）

4．（2008复旦）在二项式[image: alt]
 的展开式中，若前三项的系数成等差数列，则展开式中有理项的项数为（　　）．

（A）二

（B）三

（C）四

（D）五

（☆☆）

5．（2008复旦）在二项式（1＋x）100
 的展开式中系数之比为33∶68的相邻两项是（　　）．

（A）第29，30项

（B）第33，34项

（C）第55，56项

（D）第81，82项

（☆☆）

6．（2008复旦）5个不同元素ai
 （i＝1，2，3，4，5）排成一列，规定a1
 不许排第一，a2
 不许排第二，不同的排法共有（　　）种．

（A）64

（B）72

（C）78

（D）84

（☆☆）

7．（2007复旦）三边均为整数，且最大边长为11的三角形，共有（　　）个．

（A）20

（B）26

（C）30

（D）36

（☆☆）

8．（2006复旦）在[image: alt]
 的展开式中系数最大的项是（　　）．

（A）第4，6项

（B）第5，6项

（C）第5，7项

（D）第6，7项

（☆☆）

9．（2006武大）a，b，c，d，e五人站成一排准备合影，如果a要求既不与b相邻，也不与c相邻，那么不同的排法有（　　）种．

（A）12

（B）24

（C）36

（D）72

（☆☆☆）

10．（2006武大）设｛an
 ｝是等差数列，从｛a1
 ，a2
 ，a3
 ，…，a20
 ｝中任取三个不同的数，使这三个数仍然成等差数列，则这样不同的等差数列最多有（　　）个．

（A）90

（B）120

（C）180

（D）200

（☆☆☆）

11．（2011“卓越联盟”）数列｛an
 ｝共有11项，a1
 ＝0，a11
 ＝4，且｜ak＋1
 －ak
 ｜＝1，k＝1，2，…，10．满足这种条件的不同数列的个数为（　　）．

（A）100

（B）120

（C）140

（D）160

（☆☆☆）

12．（2008武大）某停车场内有序号为1，2，3，4，5的五个车位顺次排成一排，现在A，B，C，D四辆车需要停放，若A，B两辆车的停放车位必须相邻，则停放方式的种数为（　　）．

（A）120

（B）48

（C）24

（D）12

（☆☆☆）

13．（2007武大）如果9名同学分别到三个不同的工厂进行社会实践调查活动，每个工厂三人，那么不同的分配方案共有（　　）种．

（A）[image: alt]


（B）3[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）

14．（2012“华约”）红蓝两色车、马、炮棋子各一枚，将这六枚棋子排成一列，其中每对同字的棋子中，均为红棋子在前，蓝棋子在后，满足这种条件的不同排列方式共有（　　）种．

（A）36

（B）60

（C）90

（D）120

（☆☆☆）

二、填空题

1．（2010同济）若多项式x2
 ＋x10
 ＝a0
 ＋a1
 （1＋x）＋…＋a9
 （1＋x）9
 ＋a10
 （1＋x）10
 ，则a9
 ＝______．

（☆）

2．（2008武大）七个人站在一排，如果甲必须站在正中间，并且乙、丙两人不站在两端，那么排法数为______．

（☆☆）

3．（2003上海交大）有n个元素的集合分为两部分，空集除外，可有______种分法．

（☆☆）

4．（2004复旦）12只手套（左右有区别）形成6双不同的搭配，要从中取出4只正好能形成2双，有______种取法．

（☆☆）

5．（2011安徽省预赛）设展开式（5x＋1）n
 ＝a0
 ＋a1
 x＋…＋an
 xn
 ，n≥2011．若a2011
 ＝max（a0
 ，a1
 ，…，an
 ），则n＝______．

（☆☆☆）

6．（2011福建省预赛）在平面直角坐标系中，已知点集I＝｛（x，y）｜x，y为整数，且0≤x≤5，0≤y≤5｝，则以集合I中的点为顶点且位置不同的正方形的个数为______．

（☆☆☆）

7．（2003复旦）划船时有8人，有3人只能划右边，1人只能划左边，共有______种分配方法（注：划船时两边各4人）．

（☆☆☆）

8．（2013复旦）有2，3，4，5，6，7，8，9这8个数字，每个数字用一次，随机组成5位数，将这些5位数从小到大依次排列，则第833个数为______．

（☆☆☆）

9．（2011山西省预赛）在集合A＝｛1，2，3，…，2011｝中，末位数字为1的元素个数为______．

（☆☆☆）

10．（2011吉林省预赛）现有四种颜色的灯泡（每种颜色的灯泡足够多），要在三棱柱ABC－A1
 B1
 C1
 各个顶点上各装一个灯泡，要求同一条棱两端点的灯泡颜色不相同，且每种颜色的灯泡都至少有一个的安装方法共有______种．

（☆☆☆）

11．（2011江苏省预赛）设ai
 ∈｛0，1，2，…，9｝，其中i＝1，2，3，4，则在排列a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 中，至少有两个9相邻的排列的个数为______．

（☆☆☆）

12．（2011浙江预赛）马路上有编号为1，2，3，…，2011的2011只路灯，为节约用电要求关闭其中的300只灯，但不能同时关闭相邻两只，也不能关闭两端的路灯，则满足条件的关灯方法共有______种（用组合数符号表示）．

（☆☆☆）

13．（2011河北省预赛）6名大学毕业生到3个用人单位应聘，若每个单位至少录用其中一人，则不同的录用情况的种数是______．

（☆☆☆☆）

14．（2011山西省预赛）如果四位数[image: alt]
 的四个数码满足a＋b＝c＋d，就称其为“好数”；例如，2011就是一个“好数”．那么，“好数”的个数是______．

（☆☆☆☆）

15．（1989全国联赛）如果从数1，2，…，14中按由小到大的顺序取出a1
 ，a2
 ，a3
 ，使得同时满足a2
 －a1
 ≥3与a3
 －a2
 ≥3．那么所有符合要求的不同取法有______种．

（☆☆☆☆）

三、解答题

1．（2008武大）记者要为5名志愿者和他们帮助的2位老人拍照，要求排成一排，2位老人相邻但不排在两端，有多少种不同的排法？

（☆☆）

2．（日本近畿大学）从1，2，3，4，5这5个整数中，允许重复地取出3个数a，b，c，构成一个三位数X＝100a＋10b＋c．

（1）这样的X有多少个？其中偶数有多少个？

（2）3的倍数有多少个？5的倍数有多少个？

（3）7的倍数有多少个？

（☆☆☆）

3．（日本奈良女子大学）（1）p是素数，1≤r≤p－1，r为整数，求证：[image: alt]
 ，由此证明[image: alt]
 是p的倍数；

（2）p是素数，求2p
 除以p的余数．

（☆☆☆）

4．求证：数列[image: alt]
 是单调递增的．

（☆☆☆）

5．（2008上海交大）通信工程中常用n元数组（a1
 ，a2
 ，a3
 ，…，an
 ）表示信息，其中ai
 ＝0或1（i，n∈N
 *
 ）．设u＝（a1
 ，a2
 ，a3
 …，an
 ），v＝（b1
 ，b2
 ，b3
 …，bn
 ），d（u，v）表示u和v中相对应的元素不同的个数．

（1）u＝（0，0，0，0，0），问存在多少个5元数组v，使得d（u，v）＝1．

（2）u＝（1，1，1，1，1），问存在多少个5元数组v，使得d（u，v）＝3；

（3）令[image: alt]
 ，u＝（a1
 ，a2
 ，a3
 …，an
 ），v＝（b1
 ，b2
 ，b3
 ，…，bn
 ），求证：d（u，w）＋d（v，w）≥d（u，v）．

（☆☆☆）

6．（2004上海交大）某二项展开式中，相邻a项的二项式系数之比为1∶2∶3∶…∶a，求二项式的次数、a以及二项式系数．

（☆☆☆）

7．（2013“华约”）设A＝｛x｜x≥10，x∈N
 ｝，B⊆A，且B中元素满足：①任意一个元素的各数位的数字互不相同；②任意一个元素的任意两个数位的数字之和不等于9．

（1）求B中的两位数和三位数的个数；

（2）是否存在五位数、六位数？

（3）若从小到大排列B中元素，求第1081个元素．

（☆☆☆）

8．（2012“北约”）求证：对任意的正整数n，（1＋[image: alt]
 ）n
 必可表示成[image: alt]
 的形式，其中s∈N
 *
 ．

（☆☆☆☆）




HINT


（选择题）1．先写出通项．

2．注意去掉圆的情形．

3．n个盒子所放球只能为1个盒子放2个，其余n－1个盒子各放1个．

4．先求出n，再写出通项．

5．相邻两项比用r表示．

6．容斥原理．

7．不妨设三边长为a，b，c，且a≤b≤c，则c＝11．按a讨论．

8．先写出通项，按r讨论．

9．容斥原理．

10．ap
 ，aq
 ，as
 成等差数列当且仅当p，q，s成等差数列，即p＋s＝2q（p≠s）．

11．先求出ak＋1
 －ak
 中分别有多少个1和-1．

12．A，B可停在｛1，2｝，｛2，3｝，｛3，4｝，｛4，5｝共四种可能．

13．先平均分堆．

14．选C．

（填空题）1．先考虑两端x10
 的系数，易知a10
 ＝1．再考虑两端x9
 的系数．

2．先考虑乙、丙两人．

3．注意每个元素有两种选法．

4．原题即为在6双手套中选出2双的取法数．

5．[image: alt]
 ，i＝0，1，…，n，设ak
 ＝max｛a0
 ，a1
 ，…，an
 ｝，则[image: alt]
 ．

6．分其边所在的直线与坐标轴垂直称为“标准正方形”和其边所在的直线与坐标轴不垂直称为“斜正方形”两种情况讨论．

7．特殊元素优先考虑．

8．29863．

9．将集合A＝｛0001，0002，…，2011｝中的每个数都截去其末位数字．

10．先安装A，B，C，再从A1
 ，B1
 ，C1
 中选出一个顶点安装第四种颜色的灯泡．

11．分四个9，三个9，两个9讨论．

12．化归为在明灯中插入暗灯．

13．分录用人数分别为3，4，5，6四种情况讨论．

14．令k＝a＋b＝c＋d，分1≤k≤9和10≤k≤18讨论．

15．令a1
 ＝x1
 ，a2
 －a1
 ＝x2
 ，a3
 －a2
 ＝x3
 ，14－a3
 ＝x4
 ．则x1
 ＋x2
 ＋x3
 ＋x4
 ＝14．于是，问题转化为求不定方程在x1
 ≥1，x2
 ≥3，x3
 ≥3，x4
 ≥0下的整数解的组数．

（解答题）1．插空法．

2．（2）X为3的倍数，等价于a＋b＋c为3的倍数；5的倍数的数：当且仅当个位数字为5．（3）令X＝7（14a＋b）＋2a＋3b＋c，X为7的倍数，即2a＋3b＋c＝x为7的倍数．

3．（1）阶乘展开；（2）用二项式定理展开2p
 并用（1）的结论．

4．二项式定理展开．

5．设u，v中对应项同时为0的共有m个，同时为1的共有s个，从而对应项一项为1、一项为0的共有n－m－s个，这里n≥m＋s，从而d（u，v）＝n－m－s．

6．根据相邻前三项的比列两个方程，构成方程组．

7．五位数存在．

8．考虑（1＋[image: alt]
 ）n
 的对偶式（[image: alt]
 －1）n
 ，并利用二项式定理．


第16章　概率与统计

知识拓展1　几何概型

几何概型的概率问题，是指具有下列特征的一些随机现象的概率问题：设在空间上有一区域G，又区域g包含在区域G内，而区域G与g都是可以度量的（可求面积），现随机地向G内投掷一点M，假设点M必落在G中，且点M落在区域G的任何部分区域g内的概率只与g的度量（长度、面积、体积等）成正比，而与g的位置和形状无关．具有这种性质的随机试验（掷点），称为几何概型．

关于几何概型的随机事件“向区域G中任意投掷一个点M，点M落在G内的部分区域g”的概率P定义为：g的度量与G的度量之比，即[image: alt]
 ．


例108
 　（2011复旦）在半径为1的圆周上随机选取三点，它们构成一个锐角三角形的概率是（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆☆）


指针：
 不妨设[image: alt]
 ＝x，[image: alt]
 ＝y，[image: alt]
 ＝2π－x－y，则△ABC为锐角三角形的充要条件是[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．


解：
 如图16.1（a）所示，若△ABC为锐角三角形，当且仅当[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 的长度均小于π．不妨设[image: alt]
 ＝x，[image: alt]
 ＝y，[image: alt]
 ＝2π－x－y，则△ABC为锐角三角形的充要条件是[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．

检验的全部结果Ω＝｛（x，y）｜0＜x＜2π，0＜y＜2π，π＜x＋y＜2π｝，如图16.1（b）所示，故由几何概型知，所求锐角三角形概率为[image: alt]
 ，选C．

[image: alt]


图16.1


反思：
 在圆周上任取三点，它们构成钝角三角形的概率是[image: alt]
 ；事实上，每个锐角三角形ABC对应于三个钝角三角形（图16.2），连结AO延长与圆交于A′，则△A′BC是钝角三角形，同理，△B′AC，△C′AB也是钝角三角形．而构成直角三角形的概率是0．

[image: alt]


图16.2

模仿训练：

48．（2012河南省预赛）将长为3的线段任意截成三段，则这三段能够组成三角形的概率为______．

（☆☆☆☆）

49．（2013“卓越联盟”）设曲线[image: alt]
 与x轴所围成的区域为D，向区域D内随机投一点，该点落在D内任一小区域的概率只与该小区域的面积成比例，则该点落入区域｛（x，y）∈D｜x2
 ＋y2
 ＜2｝内的概率为______．

（☆☆☆）

知识拓展2　离散型随机变量的分布列、数学期望

（1）离散型随机变量的分布列：一般地，设离散型随机变量ξ可能的取值为x1
 ，x2
 ，…，xi
 ，…，ξ取每一个值xi
 （i＝1，2，…）的概率P（ξ＝xi
 ）＝Pi
 ，则称下表为随机变量ξ的概率分布，简称为ξ的分布列．

[image: alt]


（2）数学期望：一般地，若离散型随机变量ξ的概率分布为

[image: alt]


则称Eξ＝x1
 p1
 ＋x2
 p2
 ＋…＋xn
 pn
 ＋…为ξ的数学期望（平均数，均值），简称为期望．它反映了离散型随机变量取值的平均水平．


例109
 　一般地，在含有M件次品的N件产品中，任取n件，其中恰有ξ件次品数，则事件｛ξ＝m｝发生的概率为[image: alt]
 （m＝1，2，…，l，l＝min｛M，n｝，n≤N，M≤N），称随机变量ξ的分布列为超几何分布列，且称随机变量ξ服从超几何分布（注：超几何分布的模型是不放回抽样），求超几何分布的数学期望．

（☆☆☆☆）


指针：
 根据数学期望的定义及[image: alt]
 （范德蒙恒等式）（见练习23）．


解：
 [image: alt]
 ．设k＝m－1，则[image: alt]
 ．由组合数的性质知，[image: alt]
 （范德蒙恒等式），故[image: alt]
 ．


反思：
 除了范德蒙恒等式外，这里还用到了另一个很重要的组合恒等式：[image: alt]
 ，见第15章例102．

模仿训练：

50．一般地，在n次独立重复试验中，设事件A发生的次数为ξ，每次试验中，事件A发生的概率为p，那么在n次独立重复试验中，事件A发生k次的概率为：[image: alt]
 ，k＝0，1，2，…，n．此时称随机变量ξ服从二项分布，记作ξ～B（n，p），求二项分布的数学期望．

（☆☆☆）

重要例题


例110
 　如图16.3（a）所示，东西方向有4条道路，南北方向有5条道路，现从点A出发沿最短的道路行走至B．在各交差点处，往东或往北走的的概率相同，只能往一个方向，概率为1．求从点A出发沿最短的道路行走至B的走法中，中途经过点P的概率．

（☆☆☆☆）

[image: alt]


图16.3


指针：
 考虑P点的前一步D与P′．


解：
 由于P点的前一步是P′或D点，分两种情况讨论：

（1）如图16.3（b）所示，从A点出发到点P′的道路共[image: alt]
 条（向东走两步，向北走两步），每一种情况的概率是相同的，都是[image: alt]
 ．再注意到P′走到P的概率也是[image: alt]
 ，故此时的概率为[image: alt]
 ；

（2）从A点出发到D点的道路共[image: alt]
 条，其中由A→A′→C′→C→D的概率是[image: alt]
 ×[image: alt]
 ×[image: alt]
 ×1；其余三条的概率是相同的，均为[image: alt]
 ，故此时的概率为[image: alt]
 ．

综上，所求的概率为[image: alt]
 ．


反思：
 本题容易将其当作等可能性事件，从而误以为结果是[image: alt]
 ．


例111
 　数轴上有2个点A，B，最初A在原点，B在坐标2的位置．规定如下，若投掷出来的硬币为正面，则A点坐标加上1，B点坐标不动；反之，若投掷出来的硬币是反面，则B点坐标加上1，A点坐标不动．求下列事件发生的概率：

（1）硬币投4次，A的坐标为3的概率；

（2）A比B先到坐标4的概率；

（3）硬币投掷6次，A第一次追上B的概率．

（☆☆☆）


指针：
 分别计算出正面和反面各出现多少次．


解：
 （1）硬币投4次，A的坐标为3，说明正面出现3次，反面出现1次，故所求概率为[image: alt]
 ．

（2）分两种情况．情形①：最初连续投掷四次都是正面，概率为[image: alt]
 ；情形②：前四次中有三次正面，1次反面，此时A的坐标为3，B的坐标也为3，此时再掷一次，A比B先到和A比B后到坐标4的概率相同，故此时概率为[image: alt]
 ．

综上，A比B先到坐标4的概率为[image: alt]
 ；

（3）设投掷6次硬币，其中正面的次数为x，则A点的坐标为x，B点的坐标为2＋（6－x）．当A追上B时，有x＝2＋（6－x），x＝4．当A第一次追上B时，第六次投掷出的为正面．前面5次共3个正面，2个反面，共10种情况，但正正反反正正等的情况不符合要求．

只有下列五种情况符合要求：反反正正正正，反正反正正正，反正正反正正，正反反正正正，正反正反正正．故所求概率为[image: alt]
 ．


反思：
 （3）用到了枚举的思想．


例112
 　如图16.4所示，圆周上顺时针方向有6个等分点A，B，C，D，E，F，在点A出发点处放一个小石子．现投掷一个骰子，当掷出的数目是偶数时，石子就顺时针向前移动2个位置，当掷出的数目是奇数时，石子就顺时针向前移动1个位置．石子第一次至A点的地方就算一个轮回．

[image: alt]


图16.4

（1）求石子恰好转一周回到A点的概率．

（2）石子转两周回到A点（第一次不过点A）的概率．

（☆☆☆）


指针：
 分别算出投掷出来的数字中偶数和奇数分别有多少个．


解：
 （1）设投掷的骰子中出现偶数字的次数是m次，奇数的次数是n次，则2m＋n＝6．（m，n）＝（0，6），（1，4）（2，2），（3，0），且这四种情况互斥．故所求概率为[image: alt]
 ．

（2）石子转两周回到A点，则必须经历下述3个步骤①→②→③．

①A至F，由2m＋n＝5，有（m，n）＝（0，5），（1，3），（2，1）．此时概率为[image: alt]
 ；

②F至B，掷出的必须是偶数数字，概率为[image: alt]
 ；

③B至A，概率与①相同．故所求概率为[image: alt]
 ．


反思：
 对于比较复杂的问题往往分解为几个简单的问题．


例113
 　（2012“华约”）系统中每个元件正常工作的概率都是p（0＜p＜1），各个元件正常工作的事件相互独立，如果系统中有多于一半的元件正常工作，系统就能正常工作．系统正常工作的概率称为系统的可靠性．

（1）某系统配置有2k－1个元件，k为正整数，求该系统正常工作概率的表达式；

（2）现为改善（1）中系统的性能，拟增加两个元件，试讨论增加两个元件后，能否提高系统的可靠性．

（☆☆☆☆☆）


指针：
 建立递推关系式，分前2k－1个元件中恰有k－1个正常工作、前2k－1个元件中恰有k个正常工作和前2k－1个元件中至少有k＋1个元件正常工作三种情况．


解：
 2k－1个元件中，恰有k个正常工作的概率为[image: alt]
 ；恰有k＋1个元件正常工作的概率为[image: alt]
 ，…，恰有2k－1个元件正常工作的概率为[image: alt]
 ．故[image: alt]
 ．

当有2k＋1个元件时，考虑前2k－1个元件，为使系统正常工作，前2k－1个元件中至少有k－1个元件正常工作．

①前2k－1个元件中恰有k－1个正常工作，它的概率为[image: alt]
 ．此时后两个元件必须同时正常工作．所以这种情况下系统正常工作的概率为[image: alt]
 ；

②前2k－1个元件中恰有k个正常工作，它的概率为[image: alt]
 ，此时后两个至少有一个正常工作即可．所以这种情况下系统正常工作的概率为[image: alt]
 ．

③前2k－1个元件中至少有k＋1个元件正常工作，它的概率为[image: alt]
 ．此时系统一定正常工作．

故[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 ．

故当p＝[image: alt]
 时，Pk＋1
 ＝Pk
 系统可靠性不变；当0＜p＜[image: alt]
 时，Pk＋1
 ＜Pk
 系统可靠性降低；当[image: alt]
 ＜p＜1时，Pk＋1
 ＞Pk
 系统可靠性增加．


反思：
 此题的结果很容易想象，当每个元件正常工作的概率超过[image: alt]
 时，元件个数越多，系统越能正常工作；反之，当每个元件正常工作的概率小于[image: alt]
 时，元件个数越多，系统越不能正常工作；当每个元件正常工作的概率恰好等于[image: alt]
 时，系统正常工作的概率是不变的．

练　习　16

1．如图16.5所示，有格子状的路．从始点出发，投硬币，投出正面向右走一格，投出反面向上走一格，若走到终点（右上角落）则不动．

[image: alt]


图16.5

（1）投七次硬币，到终点的概率．

（2）投七次硬币，经过A点到终点的概率．

（☆☆☆）→例110

2．像图16.6一样，有格子状的路．A（一个人）投一枚硬币，投出正面向右走一格，投出反面向上走一格，B（一个人）投另一枚硬币，投出正面向左走一格，投出反面向下走一格．A从点O处，B从点P处同时出发，每人各投四次，两人相遇的概率是多少？

（☆☆☆）→例111

[image: alt]


图16.6

3．如图16.7所示，动点P从正五边形ABCDE的顶点A出发沿着边运动．当P在某个顶点时，一秒后移动到与这个顶点相邻的左右两个顶点的概率各为[image: alt]
 ．

[image: alt]


图16.7

（1）求P从点A出发，3秒后在E点的概率；

（2）求P从点A出发，4秒后在B点的概率；

（3）求P从点A出发，9秒后回到A点的概率．

（☆☆☆☆）→例112

4．（2011“华约”）投掷一枚硬币（正反等可能），设投掷n次不连续出现三次正面向上的概率为Pn
 ．

（1）求P1
 ，P2
 ，P3
 和4
 ；

（2）写出Pn
 的递推公式，并指出单调性；

（3）[image: alt]
 是否存在？有何统计意义．

（☆☆☆☆☆）→例113

综合练习16

一、选择题

1．（2007复旦）设甲、乙两袋子中装有若干个均匀的白球和红球，且甲、乙两个袋子中的球数之比为1∶3．已知从甲袋中摸到红球的概率为[image: alt]
 ，将甲、乙两个袋子中的球装在一起后，从中摸到红球的概率为[image: alt]
 ，则从乙袋中摸到红球的概率为（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆）

2．（2008复旦）一批衬衣中有一等品和二等品，其中二等品率为0.1．将这批衬衣逐件检测后放回，在连续三次检测中，至少有一件是二等品的概率是（　　）．

（A）0.271

（B）0.243

（C）0.1

（D）0.081

（☆☆）

3．（2011四川省预赛）甲、乙、丙三人一起玩“剪刀、石头、布”的游戏．每一局甲、乙、丙同时出“剪刀、石头、布”中的一种手势，且是相互独立的．设在一局中甲赢的人数为ξ，则随机变量ξ的数学期望Eξ的值为（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）1

（☆☆☆）

4．（2012复旦）随机任取一个正整数，则它的三次方的个位和十位上的数字都是1的概率是（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）

5．（2006复旦）复旦大学外语系某年级举行一次英语口语演讲比赛，共有十人参加，其中一班有三位，二班有两位，其他班有五位．若采用抽签的方式确定他们的演讲顺序，则一班的三位同学恰好演讲的序号相连．问二班的两位同学的演讲序号不相连的概率是（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）

6．（2009复旦）某种细胞如果不能分裂则死亡，并且一个细胞死亡和分裂为两个细胞的概率都为[image: alt]
 ，现有两个这样的细胞，则两次分裂后还有细胞存活的概率是（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）

7．（2011辽宁省预赛）一个盒子里有3个黑球和4个白球，现从盒子里随机每次取出一个球，取出后不再放回，每个球被取出的可能性相等．直到某种颜色的球全部被取出．最后取出的是黑球的概率是（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆☆）

二、填空题

1．（2008上海交大）甲、乙两厂生产同一种商品．甲厂生产的此商品占市场上的80％，乙厂生产的占20％；甲厂商品的合格率为95％，乙厂商品的合格率为90％．若某人购买了此商品发现为次品，则此次品为甲厂生产的概率为______．

（☆）

2．（2005复旦）一个班20个学生，有3个女生，抽4个人去参加展览馆，恰好抽到1个女生的概率为______．

（☆☆）

3．（2006武大）投掷骰子两次，至少有一次出现1点或2点的概率为______．

（☆☆）

4．（2007武大）投掷骰子两次，两个点数之差的绝对值为3的概率为______．

（☆☆）

5．（2008南大）设A，B是随机事件，且[image: alt]
 ．则[image: alt]
 ＝______．

（☆☆）

6．（2009华南理工）甲、乙两人下围棋，下三盘棋，甲平均能赢两盘．某日，甲、乙进行五打三胜制比赛，那么甲胜出的概率为______．

（☆☆☆）

7．（2003同济）从1～100这100个自然数中取两个数，它们的和小于等于50的概率是______．

（☆☆☆）

8．（2009中科大）已知正方体各个面的中心，甲乙分别相互独立的从这6个点中取出3个，则构成两个三角形全等的概率是______．

（☆☆☆）

9．（2007上海交大）6名考生坐在两侧各有通道的同一排座位上应考，考生答完试卷的先后次序不定，且每人答完后立即交卷离开座位，则其中一人交卷时为到达通道而打扰其余尚在考试的考生的概率为______．

（☆☆☆）

10．（2004同济）从0，1，2，…，9这10个数码中随机抽出5个，排列成一行，则恰好构成可以被25整除的五位数的概率是______（用分数给出答案）．

（☆☆☆）

11．（2004上海交大）n×n的正方格，任取得长方形是正方形的概率是______．

（☆☆☆）

12．（2011甘肃省预赛）将正整数1，2，3，4，5，6，7任意分成两组，使每组至少有一个数，则第一组数的和与第二组数的和相等的概率是______．

（☆☆☆）

13．（2011吉林省预赛）现有5双不同号码的鞋，从中取出4只，恰能配成一双的概率为______．

（☆☆☆）

14．（2011福建省预赛）有5个乒乓球，其中有3个是新球，2个是旧球（即至少用过一次的球）．每次比赛，都拿其中的2个球用，用完后全部放回．设第二次比赛时取到新球的个数为ξ，则ξ的数学期望Eξ＝______．

（☆☆☆☆）

15．（2011安徽省预赛）设n是大于4的偶数．随机选取正n边形的4个顶点构造四边形，得到矩形的概率为______．

（☆☆☆☆☆）

三、解答题

1．（2013“华约”）7个红球，8个黑球，一次取出4个．

（1）求恰有一个红球的概率；

（2）取出黑球的个数为x，求x的分布列和Ex；

（3）取出4个球同色，求全为黑球的概率．

（☆☆☆）

2．（2009清华）随机挑选一个三位数I．

（1）求I含有因子5的概率；

（2）求I中恰有两个数码相等的概率．

（☆☆☆）

3．（2010浙大）甲、乙两人轮流掷硬币，第一局甲先掷，谁先掷出正面谁就胜，上一局的负者下一局先掷．问：

（1）任意一局甲胜的概率；

（2）第n局甲胜的概率．

（☆☆☆☆）

4．（2012“卓越联盟”）C1
 ：y＝ax＋b（a，b∈｛1，2，3，4，5｝），C2
 ：x2
 ＋y2
 ＝2，求：

（1）C1
 ，C2
 有交点的概率P（A）；

（2）求交点个数的数学期望E（A）．

（☆☆☆）

5．（2010清华）在蒲丰投针试验中，平行线间距为a，针长为b，试求针与线相交概率与a，b的关系，并求什么情况下概率是[image: alt]
 ．

（☆☆☆☆☆）

6．（2011“卓越联盟”）一袋中有a个白球和b个黑球．从中任取一球，如果取出白球，则把它放回袋中；如果取出黑球，则该黑球不再放回，另补一个白球放到袋中．在重复n次这样的操作后，记袋中白球的个数为xn
 ．

（1）求x1
 的数学期望Ex1
 ；

（2）设P（xn
 ＝a＋k）＝pk
 ，求P（xn＋1
 ＝a＋k），k＝0，1，…，b；

（3）证明：xn＋1
 的数学期望[image: alt]
 ．

（☆☆☆☆☆）




HINT


（选择题）1．设甲袋共有x个球，则乙袋有3x个球．

2．考虑其反面．

3．离散型数学期望的定义．

4．易得一个正整数的三次方的个位数是1的正整数个位数字也必须是1．

5．用“捆绑法”和“插空法”．

6．先考虑一个母细胞，两次分裂后还有细胞存活的概率．

7．分别算出7个球全被取出的方式和3个黑球全部被取出的方式．

（填空题）1．只要算出甲厂生产的次品占整个次品的比例．

2．计算出恰好抽到1个女生的概率．

3．算出其否定：一次也不出现1点或2点的概率．

4．枚举出两个点数之差的绝对值为3的情况．

5．利用容斥原理．

6．分三种情况：打五盘甲胜、打四盘甲胜、打三盘甲胜．

7．设所取两个数为a，b，且设a＜b，由a＋b≤50，可得2a＜a＋b≤50，则a≤24，按a讨论．

8．构成的三角形只有两种，为正三角形或等腰直角三角形，分别计算它们的个数．

9．考虑其否定．

10．能被25整除的数末两位只能是25，50或75．

11．正方形个数为n2
 ＋（n－1）2
 ＋…＋12
 ＝[image: alt]
 n（n＋1）（2n＋1）．

12．将1，2，3，4，5，6，7分成两组，且每组至少有一个数，共有[image: alt]
 种分组方式．

13．先从5双不同号码的鞋，从中取出1双，再从其他两双中各取出1只．

14．先算出第一次比赛时取到新球的个数为m，则[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

15．显然，对偶数条边正多边形，只要确定矩形的一条边，这个矩形就唯一确定了．即只需要确定矩形两个相邻点，或者说“一对”点（还要去掉是正n边形对称轴的“点对”情况）．

（解答题）1．全为黑球的概率为[image: alt]


2．（2）分不含数码0和含有数码0两种情形．

3．（1）是一个公比为[image: alt]
 的无穷等比数列，（2）利用（1）结论，并建立递推关系．

4．若C1
 ，C2
 有交点，则[image: alt]
 ，即b2
 ≤2（a2
 ＋1）．分b＝1，2两种情况讨论．

5．本问题属于几何概型问题：令M表示针的中点；x表示针投在平面上时，M与最近一条平行线的距离；φ表示针与最近一条平行线的交角．显然，[image: alt]
 ．

6．（2）首先[image: alt]
 时，第n＋1次取出有a＋k个白球的可能性有两种，第n次袋中有a＋k个白球，第n次袋中有a＋k－1个白球．

（3）第n＋1次白球的个数xn＋1
 的数学期望Exn＋1
 分为两类：第n＋1次取出的是白球；第n＋1次取出的是黑球．


第17章　直线与圆

知识拓展1　到角公式


l1
 到l2
 的角：
 l1
 绕交点依逆时针方向旋转到与l2
 重合时所转的最小正角．设此角为θ，l1
 ，l2
 的斜率分别为k1
 ，k2
 ，则[image: alt]
 ，l1
 到l2
 的角与l2
 到l1
 的角是互补的．


例114
 　已知等腰三角形的底边过点P（2，1），两腰所在直线方程为x＋y－2＝0与7x－y＋4＝0，求底边所在直线的方程．

（☆☆）


指针：
 到角公式．


解：
 如图17.1所示，设所求直线斜率为k，则由到角公式[image: alt]
 ，即3k2
 ＋8k－3＝0，解得k＝[image: alt]
 或-3．所求直线方程为y－1＝[image: alt]
 （x－2）或y－1＝-3（x－2），即x－3y＋1＝0或3x＋y－7＝0．

[image: alt]


图17.1


反思：
 由于到角公式的有序性，解题时必须先弄清楚是哪一条直线到哪一条直线的角．

模仿训练：

51．求直线l1
 ：x－y－2＝0关于直线l2
 ：3x－y＋3＝0对称的直线方程．

（☆☆）

知识拓展2　根轴

设有两圆C1
 ：x2
 ＋y2
 ＋D1
 x＋E1
 y＋F1
 ＝0，C2
 ：x2
 ＋y2
 ＋D2
 x＋E2
 y＋F2
 ＝0．将它们相减，得到（D1
 －D2
 ）x＋（E1
 －E2
 ）y＋F1
 －F2
 ＝0，它是一条直线，这条直线称为这两圆的根轴．

有关根轴有下列性质：

（1）若两圆相交，其根轴就是公共弦所在的直线；

（2）若两圆相切，其根轴就是过两圆切点的公切线；

（3）根轴上任一点到两圆是等幂的（有关幂的概念请读者参看作者编写的《数学奥林匹克小丛书》，平面几何第5章圆幂与根轴，华东师大出版社）．


例115
 　已知圆C的方程是x2
 ＋y2
 ＋Dx＋Ey＋F＝0，求经过圆上一点P（x0
 ，y0
 ）的切线方程．

（☆☆☆）


指针：
 将点P（x0
 ，y0
 ）看作是点圆P：（x－x0
 ）2
 ＋（y－y0
 ）2
 ＝0，则所求即圆C与圆P的根轴．


解：
 将点P（x0
 ，y0
 ）看作是点圆P：（x－x0
 ）2
 ＋（y－y0
 ）2
 ＝0，则所求即圆C与圆P的根轴．两圆方程相减得2x0
 x＋2y0
 y＋Dx＋Ey＋F－（[image: alt]
 ）＝0．又点P（x0
 ，y0
 ）在圆C上，所以[image: alt]
 ．故所求切线方程为2x0
 x＋2y0
 y＋Dx＋Ey＋F＋Dx0
 ＋Ey0
 ＋F＝0，即[image: alt]
 ．


反思：
 这种将点看作点圆的想法，值得揣摩．一般地，M（x0
 ，y0
 ）是圆x2
 ＋y2
 ＝r2
 上一点，则过M点的圆的切线方程为x0
 x＋y0
 y＝r2
 ．M（x0
 ，y0
 ）是圆（x－a）2
 ＋（y－b）2
 ＝r2
 上一点，则过M点的圆的切线方程为（x0
 －a）（x－a）＋（y0
 －b）（y－b）＝r2
 ．

模仿训练：

52．求经过点A（1，4），且与直线l：x＋y－3＝0相切于点M（1，2）的圆的方程．

（☆☆☆）

知识拓展3　曲线系

设有两相交曲线的方程为f（x，y）＝0，g（x，y）＝0，则kf（x，y）＋g（x，y）＝0表示过交点的曲线，当k变化时，它们就形成了一个曲线系．

（1）设有两相交直线a1
 x＋b1
 y＋c1
 ＝0，a2
 x＋b2
 y＋c2
 ＝0，则k（a1
 x＋b1
 y＋c1
 ）＋（a2
 x＋b2
 y＋c2
 ）＝0表示过两直线交点的直线系；

（2）设圆x2
 ＋y2
 ＋l1
 x＋m1
 y＋n1
 ＝0，x2
 ＋y2
 ＋l2
 x＋m2
 y＋n2
 ＝0，则k（x2
 ＋y2
 ＋l1
 x＋m1
 y＋n1
 ）＋x2
 ＋y2
 ＋l2
 x＋m2
 y＋n2
 ＝0．k＝-1时，该式表示过两圆交点的公共弦的直线；k≠-1时，该式表示过两圆交点的圆（包括虚圆和点圆）．

（3）若圆C的方程为x2
 ＋y2
 ＋Dx＋Ey＋F＝0，直线l的方程为ax＋by＋c＝0，则以直线l为公共根轴的包含圆C的共轴圆系方程为x2
 ＋y2
 ＋Dx＋Ey＋F＋λ（ax＋by＋c）＝0，其中λ为任意常数，该圆系也包括虚圆及点圆．


例116
 　过圆x2
 ＋y2
 ＝50与直线3x＋y＝20的两个交点，且过（1，0）的圆的方程．

（☆☆☆）


指针：
 利用知识拓展3中（3）的结论．


解：
 设所求圆的方程为x2
 ＋y2
 －50＋k（3x＋y－20）＝0，将（1，0）代入此方程中，可得-49－17k＝0，[image: alt]
 ．把它代入方程，有[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．


反思：
 本题若通过先求交点的方法则运算量比较大．

模仿训练：

53．求经过圆C1
 ：x2
 ＋y2
 －4x－28＝0与圆C2
 ：x2
 ＋y2
 －4x－20y＋52＝0的交点且与直线x＝7相切的圆的方程．

（☆☆☆）

重要例题


例117
 　（2012“北约”）已知点A（-2，0），B（0，2），若点C是圆x2
 －2x＋y2
 ＝0上的动点，求△ABC面积的最小值．

（☆☆）


指针：
 利用圆的参数方程．


解：
 圆的方程（x－1）2
 ＋y2
 ＝1．设C（1＋cosθ，sinθ）到AB：x－y＋2＝0的距离为d，则[image: alt]
 ．因为[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．当C点的坐标取[image: alt]
 时，△ABC的面积的最小值为3－[image: alt]
 ．


反思：
 参数方程的优点是仅一个变量就把距离的表达式表示出来．本题还可以考虑用切线法，△ABC面积最小时点C为与AB平行的直线且与圆相切的切点，如图17.2所示．

[image: alt]


图17.2


例118
 　（2011“北约”）求过两抛物线y＝2x2
 －2x－1，y＝-5x2
 ＋2x＋3交点的直线方程．

（☆☆☆）


指针：
 可以考虑用曲线系的方法．


解：


法1：设交点为（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ），则[image: alt]
 ，①×5＋②×2有7y1
 ＝-6x1
 ＋1．同理，7y2
 ＝-6x2
 ＋1．所以（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ）都在直线6x＋7y－1＝0上，而过两点的直线方程是唯一的．所以所求直线方程为6x＋7y－1＝0．

法2：过两抛物线y＝2x2
 －2x－1，y＝-5x2
 ＋2x＋3交点的曲线方程为2x2
 －2x－1－y＋λ（5x2
 －2x－3＋y）＝0，则（2＋5λ）x2
 －（2＋2λ）x＋（λ－1）y－3λ－1＝0，注意到此方程是直线方程．令2＋5λ＝0，则λ＝-[image: alt]
 ，故所求的直线方程6x＋7y－1＝0．


反思：
 本题若用联立求交点的“暴力”方法则比较麻烦．


例119
 　已知M（x0
 ，y0
 ）是圆x2
 ＋y2
 ＝r2
 外一点，自点M引圆的两条切线，A，B是切点，求证：过两切点的弦AB所在直线的方程为x0
 x＋y0
 y＝r2
 ．

（☆☆☆）


指针：
 利用例115“反思”的结论．


证明：


法1：设A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），则过A，B两点的圆的切线方程分别为x1
 x＋y1
 y＝r2
 ，x2
 x＋y2
 y＝r2
 ，又M都在两条切线上，故x1
 x0
 ＋y1
 y0
 ＝r2
 ，x2
 x0
 ＋y2
 y0
 ＝r2
 ．注意到（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ）都满足直线x0
 x＋y0
 y＝r2
 的方程，而过两不同点的直线是唯一确定的．从而切点弦AB所在直线方程为x0
 x＋y0
 y＝r2
 ．

法2：如图17.3所示，显然A，B在以OM为直径的圆：x2
 ＋y2
 －x0
 x－y0
 y＝0上，故AB是圆x2
 ＋y2
 ＝r2
 与圆x2
 ＋y2
 －x0
 x－y0
 y＝0的根轴，所以AB所在直线方程为x0
 x＋y0
 y＝r2
 ．

[image: alt]


图17.3


反思：
 这个问题有一定的背景，把M点称为直线AB关于圆O的极点，直线AB是M点关于圆O的极线．极线有很多重要性质，如过M点任意引出一条割线MNKL，如图17.3所示，则M，N，K，L四点成调和点列，即[image: alt]
 ，有兴趣的读者可查阅这方面的资料．

练　习　17

1．（2011甘肃省预赛）在平面直角坐标系中，已知点A（1，2）和B（4，1）．圆x2
 ＋y2
 ＝25上的动点P（x，y）与A，B形成三角形，则△ABP的面积的最大值为______．

（☆☆）→例117

2．（2008南大）过直线2x－y＋3＝0和圆x2
 ＋y2
 ＋2x－4y＋1＝0交点且面积最小的圆方程为______．

（☆☆）→例118

3．（2006武大）过点P（1，3）的动直线交圆C：x2
 ＋y2
 ＝4于A，B两点，分别过A，B作圆C的切线，如果两切线相交于点Q，那么点Q的轨迹为（　　）．

（A）直线

（B）直线的一部分

（C）圆的一部分

（D）双曲线的一支

（☆☆☆）→例119

综合练习17

一、选择题

1．（2008武大）圆C：（x－1）2
 ＋（y＋2）2
 ＝9上的点到坐标原点O的最小距离为（　　）．

（A）1

（B）1＋[image: alt]


（C）3－[image: alt]


（D）2（[image: alt]
 －1）

（☆☆）

2．（2009华南理工）已知圆O：x2
 ＋y2
 ＝r2
 ，点P（a，b）（ab≠0）是圆O内一点．过点P的圆O的最短的弦在直线l1
 上，直线l2
 的方程为bx－ay＝r2
 ，那么（　　）．

（A）l1
 ∥l2
 ，且l2
 与圆O相交

（B）l1
 ⊥l2
 ，且l2
 与圆O相切

（C）l1
 ∥l2
 ，且l2
 与圆O相离

（D）l1
 ⊥l2
 ，且l2
 与圆O相离

（☆☆）

3．（2010复旦）将同时满足不等式x－ky－2≤0，2x＋3y－6≥0，x＋6y－10≤0（k＞0）的点（x，y）组成的集合D称为可行域，将函数[image: alt]
 称为目标函数，所谓规划问题就是求解可行域中的点（x，y）使目标函数达到可行域上的最小值．如果这个规划问题有无穷多个解（x，y），则k的取值为（　　）．

（A）k≥1

（B）k≤2

（C）k＝2

（D）k＝1

（☆☆☆）

4．（2007武大）如果直线ax－by＋1＝0（a，b∈R
 ）平分圆C：x2
 ＋y2
 ＋2x－4y＋1＝0的周长，那么ab的取值范围是（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）

二、填空题

1．（2010同济）若圆x2
 ＋y2
 －4x－4y－10＝0上至少有三个不同的点到直线l：ax＋by＝0的距离为2[image: alt]
 ，则直线l的斜率的取值范围是______．

（☆☆☆）

2．（2009华南理工）已知[image: alt]
 ，则x＋2y的最大值为______．

（☆☆☆）

3．（2007武大）如果直线x＝my－1与圆C：x2
 ＋y2
 ＋mx＋ny＋p＝0相交，且两个交点关于直线y＝x对称，那么实数p的取值范围为______．

（☆☆☆）

4．（2008中科大）[image: alt]
 ，B＝｛（x，y）｜｜x－1｜＋2｜y－2｜≤a｝，A⊆B，则a的取值范围是______．

（☆☆☆）

5．（2011河北省预赛）已知O为坐标原点，B（4，0），C（5，0），过C作x轴的垂线，M是这垂线上的动点，以O为圆心，OB为半径作圆，MT1
 ，MT2
 是圆的切线，则△MT1
 T2
 垂心的轨迹方程是______．

（☆☆☆☆）

6．（2011江苏省预赛）若直线系C：xcost＋（y＋1）sint＝2中的三条直线围成正三角形区域D，则区域D的面积为______．

（☆☆☆☆）

三、解答题

1．已知a2
 sinθ＋acosθ－1＝0，b2
 sinθ＋bcosθ－1＝0（a≠b），求证：无论a，b取何实数，坐标原点到经过两点（a，a2
 ），（b，b2
 ）的直线的距离为定值．

（☆☆☆）

2．（日本早稻田大学）三点O（0，0），A（4，0），B（2，2），直线l：y＝mx＋m＋1平分△OAB的面积，求m．

（☆☆☆）

3．（2009上海交大）P，Q分别是圆x2
 ＋（y－3）2
 ＝1与抛物线y＝x2
 上的点，求｜PQ｜的最小值．

（☆☆☆）

4．（2011山东省预赛）在平面直角坐标系中，已知圆C1
 与圆C2
 相交于点P，Q，点P的坐标为（3，2），两圆半径的乘积为[image: alt]
 ．若圆C1
 和C2
 均与直线l：y＝kx及x轴相切，求直线l的方程．

（☆☆☆☆）




HINT


（选择题）1．只需求出坐标原点到圆心（1，-2）的距离．

2．最短的弦l1
 与OP垂直．

3．数形结合．

4．圆心（-1，2）在直线ax－by＋1＝0上．

（填空题）1．考虑临界状态：它们所对的劣弧上恰有一点到直线的距离是2[image: alt]
 ．

2．数形结合．

3．容易求得m＝-1，再由垂径定理得m＝n．

4．利用圆的参数方程．

5．几何法．

6．直线系为一个圆的包络．

（解答题）1．点（a，a2
 ），（b，b2
 ）都在直线xcosθ＋ysinθ－1＝0上．

2．求出OB，AB与l的交点的横坐标．

3．问题化归为抛物线上的点和圆心的距离的最小值．

4．设圆C1
 与圆C2
 的半径分别为r1
 ，r2
 ，直线C1
 C2
 的斜率为tanα≠0．令m＝cotα，则圆C1
 与圆C2
 的圆心分别为C1
 （mr1
 ，r1
 ），C2
 （mr2
 ，r2
 ），两圆的方程分别为[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．


第18章　圆锥曲线、参数方程、极坐标

知识拓展1　圆锥曲线的定义


圆锥曲线统一定义：
 平面内动点M（x，y）到定点F的距离与它到定直线l的距离的比是常数e（e＞0）的点的轨迹．其中定点F是它的焦点，定直线l是它的准线．e是离心率，当0＜e＜1时是椭圆；当e＝1时是抛物线；当e＞1时是双曲线．对于椭圆[image: alt]
 ，它的两条准线方程为[image: alt]
 ，分别是左准线和右准线．对于双曲线[image: alt]
 ，它的两条准线方程为[image: alt]
 ，分别是左准线和右准线．


例120
 　（2006武大、2011湖南省预赛）以圆锥曲线的焦点弦为直径的圆和相应准线相离，则此曲线是（　　）．

（A）椭圆

（B）双曲线

（C）抛物线

（D）圆

（☆☆☆）


指针：
 运用圆锥曲线统一定义


解：
 设AB是圆锥曲线的焦点弦，A，B到相应焦点的距离分别为d1
 ，d2
 ，圆锥曲线的离心率为e，则它们到相应准线的距离分别为[image: alt]
 ，圆心到准线的距离为[image: alt]
 ，而圆的半径[image: alt]
 ．因为圆和准线相离，故d＞R，所以0＜e＜1，即椭圆为所对应的圆锥曲线．选A．


反思：
 同理，若以圆锥曲线的焦点弦为直径的圆和相应准线相交，则此曲线是双曲线；若相切，则此曲线是抛物线．

模仿训练：

54．已知点A（-2，2），点F是椭圆[image: alt]
 的右焦点，P是椭圆上的一动点，求[image: alt]
 的最小值．

（☆☆☆）

知识拓展2　焦半径公式

根据圆锥曲线的统一定义，可得下列结论：

（1）椭圆[image: alt]
 的焦半径公式：M（x0
 ，y0
 ）是椭圆上任一点，F1
 （-c，0），F2
 （c，0），则｜MF1
 ｜＝a＋ex0
 ，｜MF2
 ｜＝a－ex0
 ，其中e是椭圆的离心率．

（2）双曲线[image: alt]
 的焦半径公式：M（x0
 ，y0
 ）是双曲线上任一点，F1
 （-c，0），F2
 （c，0），e是双曲线的离心率，当M（x0
 ，y0
 ）在右支上时，｜MF1
 ｜＝ex0
 ＋a，｜MF2
 ｜＝ex0
 －a；当M（x0
 ，y0
 ）在左支上时，｜MF1
 ｜＝-ex0
 －a，｜MF2
 ｜＝-ex0
 ＋a．


例121
 　已知椭圆[image: alt]
 上三点A（x1
 ，y1
 ），B（4，y2
 ），C（x3
 ，y3
 ）和焦点F（4，0）的距离依次成等差数列．

（1）求x1
 ＋x3
 ；

（2）求证：线段AC的垂直平分线过定点，并求出此定点坐标．

（☆☆☆）


指针：
 （1）用焦半径公式；（2）用“点差法”．


解：
 （1）如图18.1所示，由焦半径公式知，｜AF｜＝5－ex1
 ＝5－[image: alt]
 x1
 ，｜BF｜＝5－ex2
 ＝5－[image: alt]
 x2
 ＝5－[image: alt]
 ×4，｜CF｜＝5－ex3
 ＝5－[image: alt]
 x3
 ，依题意，2｜BF｜＝｜AF｜＋｜CF｜，即[image: alt]
 ，得x1
 ＋x3
 ＝8．

[image: alt]


图18.1

（2）设AC的中点为M（x0
 ，y0
 ），则由（1）知[image: alt]
 ．由[image: alt]
 ，两式相减得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，所以AC中垂线的方程为[image: alt]
 ，即（25x－64）y0
 ＝36y．令y＝0，则[image: alt]
 ．即AC中垂线过定点[image: alt]
 ．


反思：
 由焦半径公式易知，椭圆上三点到焦点距离成等差数列的充要条件是这三点的横坐标成等差数列；（2）用到了“点差法”的思想．

模仿训练：

55．（2011江苏省预赛）已知A，B，C是椭圆[image: alt]
 上的三点，点F（3，0），若[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ＝______．

（☆☆☆）

知识拓展3　圆锥曲线和直线的参数方程

（1）圆x2
 ＋y2
 ＝r2
 的参数方程是[image: alt]
 其中θ是参数．

（2）椭圆[image: alt]
 的参数方程是[image: alt]
 ，其中θ是参数，称为离心角．

（3）双曲线[image: alt]
 的参数方程是[image: alt]
 ，其中θ是参数．

（4）抛物线y2
 ＝2px的参数方程是[image: alt]
 ，其中t是参数．

（5）过定点（x0
 ，y0
 ），倾斜角为α的直线参数方程为[image: alt]
 ，t为参数．

这里参数t的几何意义是，①｜t｜表示直线上的点（x，y）和定点（x0
 ，y0
 ）的距离．②当点（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）的上方时，t＞0；当点（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）的下方时，t＜0；当点（x，y）与点（x0
 ，y0
 ）重合时，t＝0，反之亦然．


例122
 　（2004复旦）椭圆[image: alt]
 内接矩形的周长最大值是______．

（☆☆☆）


指针：
 利用椭圆的参数方程．


解：
 由对称性设A（4cosθ，3sinθ），则矩形的周长＝4×（4cosθ＋3sinθ）＝20sin（θ＋φ）≤20（当[image: alt]
 时取得最大值20）．


反思：
 本题在柯西不等式一章中出现过，这里用的是参数方程的方法．

模仿训练：

56．（2007武大）点P为椭圆C：[image: alt]
 上的一点，F1
 ，F2
 为椭圆两焦点，那么[image: alt]
 的最小值为（　　）．

（A）a2
 －b2


（B）b2


（C）2a2
 －b2


（D）2b2
 －a2


（☆☆☆）


例123
 　已知椭圆x2
 ＋2y2
 ＝8和定点P（4，1），过点P作直线交椭圆于A，B两点，在线段AB上取点Q，使[image: alt]
 ，如图18.2所示，求动点Q的轨迹方程．

（☆☆☆☆）

[image: alt]


图18.2


解：
 设过点P直线方程为[image: alt]
 （这里α是直线的倾斜角），代入x2
 ＋2y2
 ＝8，（4＋tcosα）2
 ＋2（1＋tsinα）2
 ＝8，即（2sin2
 α＋cos2
 α）t2
 ＋（4sinα＋8cosα）t＋10＝0．

设A，B，Q对应的参数分别为t1
 ，t2
 ，t0
 ，由韦达定理知，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．由[image: alt]
 知，[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．①×2＋②得2（x－4）＋y－1＝-5，即2x＋y－4＝0（已知椭圆内部）．

模仿训练：

57．过点P（1，-2），倾斜角为45°的直线l与椭圆x2
 ＋2y2
 ＝8交于A，B两点，求｜PA｜·｜PB｜．

（☆☆）

58．（2011四川省预赛）抛物线y＝x2
 与过点P（-1，-1）的直线l交于P1
 ，P2
 两点．

（1）求直线l的斜率k的取值范围；

（2）求在线段P1
 P2
 上满足条件[image: alt]
 的点Q的轨迹方程．

（☆☆☆☆）

知识拓展4　圆锥曲线的统一极坐标方程

以圆锥曲线的焦点（椭圆的左焦点、双曲线的右焦点、抛物线的焦点）为极点，过极点引相应准线的垂线的反向延长线为极轴，则圆锥曲线的统一极坐标方程为[image: alt]
 ，其中e为离心率，p是焦点到相应准线的距离．


例124
 　（2012复旦）极坐标方程[image: alt]
 （k＞0为常数）所表示的曲线是（　　）．

（A）圆或直线

（B）抛物线或双曲线

（C）双曲线或椭圆

（D）抛物线或椭圆

（☆☆☆）


指针：
 化为统一极坐标方程．


解：
 由圆锥曲线的统一极坐标方程知，[image: alt]
 ．故为椭圆或抛物线（当且仅当k＝1时取抛物线）．选D．


反思：
 对于过焦点的圆锥曲线常常考虑用统一极坐标方程．

模仿训练：

59．已知抛物线y2
 ＝2px焦点弦AB被焦点分成长度为m，n的两段，求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

知识拓展5　圆锥曲线上一点的切线方程

（1）设P（x0
 ，y0
 ）是椭圆[image: alt]
 上一点，则过P（x0
 ，y0
 ）的椭圆切线方程为[image: alt]
 ；

（2）设P（x0
 ，y0
 ）是双曲线[image: alt]
 上一点，则过P（x0
 ，y0
 ）的双曲线切线方程为[image: alt]
 ；

（3）设P（x0
 ，y0
 ）是抛物线y2
 ＝2px上一点，则过P（x0
 ，y0
 ）的抛物线切线方程为y0
 y＝p（x＋x0
 ）．


例125
 　（2001复旦）在直角坐标系中，O是原点，A，B是第一象限内的点，并且A在直线y＝tanθ·x上，其中[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，B是双曲线x2
 －y2
 ＝1上使△OAB面积最小的点．求：当θ在[image: alt]
 中取什么值时，△OAB的面积最大，最大值是多少？

（☆☆☆☆）


指针：
 由于B是双曲线x2
 －y2
 ＝1上使△OAB面积最小的点，故过B的切线必与直线y＝tanθ·x平行．而双曲线x2
 －y2
 ＝1上过（x0
 ，y0
 ）处的切线方程是x0
 x－y0
 y＝1，故[image: alt]
 ．


解：


法1：先提出一个引理．设a，b，c，d∈R
 ，则（ab－cd）2
 ≥（a2
 －c2
 ）（b2
 －d2
 ），当且仅当ad＝bc等号成立．


证明：
 （ab－cd）2
 ≥（a2
 －c2
 ）（b2
 －d2
 ）⇔a2
 b2
 ＋c2
 d2
 －2abcd≥a2
 b2
 －a2
 d2
 －b2
 c2
 ＋c2
 d2
 ⇔-2abcd≥-a2
 d2
 －b2
 c2
 ⇔（ad－bc）2
 ≥0，显然成立．

设B（x0
 ，y0
 ），则S△OAB
 最小⇔B到直线y＝tanθ·x距离d最小，而[image: alt]
 ，且[image: alt]
 ．由引理，[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．

令[image: alt]
 －cosθ＝t，cosθ＝[image: alt]
 －t，则sin2
 θ－cos2
 θ＝1－2cos2
 θ＝1－2（[image: alt]
 －t）2
 ＝-2t2
 ＋4[image: alt]
 t－3，所以[image: alt]
 ，当且仅当[image: alt]
 ，即[image: alt]
 时取等号，即所求△OAB面积的最大值是[image: alt]
 ．

法2：如图18.3所示，由于B是双曲线x2
 －y2
 ＝1上使△OAB面积最小的点，故过B的切线必与直线y＝tanθ·x平行．而双曲线x2
 －y2
 ＝1上过（x0
 ，y0
 ）处的切线方程是x0
 x－y0
 y＝1，故[image: alt]
 ，又[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，然后再用法1的方法代入去求．

[image: alt]


图18.3


反思：
 此题的引理是一个比较有用的代数不等式．希望引起读者的重视．

模仿训练：

60．（2005复旦）在四分之一个椭圆[image: alt]
 （x＞0，y＞0）上取一点P，使过点P的椭圆的切线与坐标轴所围成的三角形的面积最小．

（☆☆☆）

61．（2009华东师大）已知椭圆C：[image: alt]
 的参数表达式是[image: alt]
 ．

（1）求过椭圆C在第一象限上的点P（acost，bsint）的切线方程L；

（2）求椭圆C的左、右焦点F1
 （-c，0），F2
 （c，0）（[image: alt]
 ）到直线L的距离d1
 ，d2
 ，并证明d1
 ·d2
 ＝b2
 ；

（3）证明从椭圆C的左焦点F1
 （-c，0）射出的光线经椭圆上的点P（acost，bsint）反射后都聚集在右焦点F2
 （c，0）．

（☆☆☆）

重要例题


例126
 　（2011复旦）椭圆[image: alt]
 上的点到圆x2
 ＋（y－6）2
 ＝1上的点的距离的最大值是（　　）．

（A）11

（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）9

（☆☆☆）


指针：
 设取到最大值时椭圆上的点为P，圆上的点为Q，则P，Q与圆心三点共线．


解：
 由平面几何知识，椭圆[image: alt]
 上的点到圆x2
 ＋（y－6）2
 ＝1上的点的距离最大值等于椭圆上的动点到圆心的最大距离与圆的半径之和．如图18.4所示，设圆x2
 ＋（y－6）2
 ＝1的圆心为O′，P（5cosθ，4sinθ）是椭圆上的点，则[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 ，当sinθ＝-1时取等号．故所求的最大值为11，选A．

[image: alt]


图18.4


反思：
 或者考虑x2
 ＋（y－6）2
 ＝k2
 与[image: alt]
 的相交情况，用判别式法解决．


例127
 　（2011“华约”）抛物线y2
 ＝4x的焦点为F，弦AB过F，原点为O，抛物线准线与x轴交于点C，∠OFA＝135°，则tan∠ACB＝______．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）


指针：
 利用抛物线定义．


解：


法1：如图18.5所示，设A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），分别过A，B作x轴的垂线，垂足分别为A′，B′，依抛物线定义知｜AF｜＝x1
 ＋1，所以｜AA′｜＝（x1
 ＋1）sin45°，｜CA′｜＝1＋x1
 ，所以[image: alt]
 ．同理，[image: alt]
 ，所以tan∠ACB＝[image: alt]
 ．选A．

[image: alt]


图18.5

法2：

AB：y＝x－1代入抛物线中，x2
 －6x＋1＝0，x1
 ＝3－[image: alt]
 ，x2
 ＝3＋[image: alt]
 ，所以B（3－[image: alt]
 ，2－[image: alt]
 ），A（3＋[image: alt]
 ，2＋[image: alt]
 ）．又C（-1，0），所以[image: alt]
 ，又[image: alt]
 ，则cos∠ACB＝[image: alt]
 ，所以tan∠ACB＝[image: alt]
 ．选A．


反思：
 利用圆锥曲线定义往往可以简化运算，节约工作量．


例128
 　（2007武大）如图18.6所示，过抛物线C：y2
 ＝8x上一点P（2，4）作倾斜角互补的两条直线，分别与抛物线交于A，B两点．

[image: alt]


图18.6

（1）求直线AB的斜率；

（2）如果A，B两点均在y2
 ＝8x（y≤0）上，求△PAB面积的最大值．

（☆☆☆）


指针：
 设[image: alt]
 ，分别用它们的纵坐标表示PA，PB的斜率．


解：
 （1）不妨设[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，同理[image: alt]
 ．依题意，kPA
 ＝-kPB
 ，则[image: alt]
 ，所以y1
 ＋y2
 ＝-8．于是[image: alt]
 ．

（2）AB的直线方程为[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．P到AB的距离[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．由（1）知y2
 ＋y1
 ＝-8，故｜AB｜＝[image: alt]
 ｜y2
 －y1
 ｜＝[image: alt]
 ｜-8－y1
 －y1
 ｜＝[image: alt]
 ｜y1
 ＋4｜．所以[image: alt]
 [image: alt]
 ．

又由y1
 ＋y2
 ＝-8，且y1
 ，y2
 ≤0，知y1
 ∈［-8，0］．令y1
 ＋4＝t，则t∈［-4，4］，所以[image: alt]
 ．

注意到f（t）＝｜t3
 －64t｜是一个偶函数，故只需考虑t∈［0，4］的情况．此时记g（t）＝｜t3
 －64t｜＝64t－t3
 ，对g（t）求导，g′（t）＝64－3t2
 ＞0，t∈［0，4］，故g（t）在［0，4］上是严格单调递增的函数，从而g（t）max
 ＝64×4－43
 ＝192，即[image: alt]
 ．


反思：
 本题（2）在求出△PAB面积最值时，除了用导数外，还可以用函数单调性定义．


例129
 　（2012“卓越联盟”）抛物线y2
 ＝2px（p＞0），F为抛物线的焦点，A，B是抛物线上两点，直线AB与x轴不垂直，线段AB的中垂线交x轴于D（a，0），a＞0，m＝｜AF｜＋｜BF｜．

（1）证明：a是p，m的等差中项；

（2）若m＝3p，l为平行于y轴的直线，其被以AD为直径的圆所截得的弦长为定值，求直线l的方程．

（☆☆☆）


指针：
 （1）利用抛物线的定义，（2）计算出R2
 －d2
 为定值，这里R为圆的半径，d为圆心O′到l的距离．


解：
 （1）如图18.7所示，A（x1
 ，x2
 ），B（x2
 ，y2
 ），由抛物线的定义知[image: alt]
 ．又AB中垂线交x轴于D（a，0），故[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，因为x2
 ≠x1
 ，所以x1
 ＋x2
 －2a＝-2p，x1
 ＋x2
 ＝2a－2p，故[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，a是p，m的等差中项．

[image: alt]


图18.7

（2）因为m＝3p，所以a＝2p．设A（2pt2
 ，2pt），D（2p，0），圆心O′（p＋pt2
 ，pt）．设直线l的方程为x＝n．由于弦长为定值，故R2
 －d2
 为定值，这里R为圆的半径，d为圆心O′到l的距离．

[image: alt]


令2np－3p2
 ＝0，即n＝[image: alt]
 p时，R2
 －d2
 为定值[image: alt]
 ，故这样的直线l的方程为x＝[image: alt]
 p．


例130
 　（2012北大保送生考试题）从O点发出两条固定射线l1
 ，l2
 ，已知直线l交l1
 ，l2
 于A，B两点，且S△OAB
 ＝c（c为定值），记AB中点为X，求证：X的轨迹为双曲线．

（☆☆☆）


指针：
 以l1
 ，l2
 的角平分线所在直线为x轴建立的直角坐标系．


解：


法1：以l1
 ，l2
 的角平分线所在直线为x轴建立如图18.8所示的直角坐标系．设∠AOx＝∠BOx＝α，OA＝a，OB＝b，X（x，y），则[image: alt]
 ．

[image: alt]


图18.8

因为A（acosα，asinα），B（bcosα，-bsinα），所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．两式平方后相减得[image: alt]
 ，故X的轨迹为双曲线．

法2：同法1建立坐标系，设A（x1
 ，kx1
 ），B（x2
 ，-kx2
 ），这里k为OA的斜率，即k＝tanθ，则[image: alt]
 ，可得kx1
 x2
 ＝c，即[image: alt]
 ．

设X（x，y），则[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，两式平方后相减有[image: alt]
 ．

练　习　18

1．已知点P在圆x2
 ＋（y－4）2
 ＝1上移动，点Q在椭圆[image: alt]
 上移动，求｜PQ｜的最大值．

（☆☆☆）→例126

2．（2007上海交大）已知线段AB长度为3，两端均在抛物线x＝y2
 上，试求AB的中点M到y轴的最短距离和此时M点的坐标．

（☆☆☆）→例127

3．（2004北京高考）如图18.9所示，过抛物线y2
 ＝2px（p＞0）上一定点P（x0
 ，y0
 ）（y0
 ＞0），作两条直线分别交抛物线于A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ）．

[image: alt]


图18.9

（Ⅰ）求该抛物线上纵坐标为[image: alt]
 的点到其焦点F的距离．

（Ⅱ）当PA与PB的斜率存在且倾斜角互补时，求[image: alt]
 的值，并证明直线AB的斜率是非零常数．

（☆☆☆）→例128

4．（2010同济）如图18.10所示，已知动直线l经过点P（4，0），交抛物线y2
 ＝2ax（a＞0）于A，B两点，坐标原点O是PQ的中点，设直线AQ，BQ的斜率分别为kAQ
 ，kBQ
 ．

[image: alt]


图18.10

（1）证明：kAQ
 ＋kBQ
 ＝0；

（2）当a＝2时，是否存在垂直于x轴的直线l′，被以AP为直径的圆截得的弦长为定值？若存在，请求出直线l′的方程；若不存在，请说明理由．

（☆☆☆）→例129

5．（2013“华约”）点A在y＝kx上，点B在y＝-kx上，其中k＞0，｜OA｜·｜OB｜＝k2
 ＋1，且A，B在y轴同侧，求：

（1）AB中点M的轨迹C；

（2）曲线C与抛物线x2
 ＝2py（p＞0）相切：

（Ⅰ）求证两切点分别过两定直线，（Ⅱ）求过两切点的切线方程．

（☆☆☆）→例130

综合练习18

一、选择题

1．（2010清华等五校联考）设双曲线C1
 ：[image: alt]
 ，椭圆C2
 ：[image: alt]
 ．若C2
 的短轴长与C1
 的实轴长的比值等于C2
 的离心率，则C1
 在C2
 的一条准线上截得线段的长为（　　）．

（A）[image: alt]


（B）2

（C）[image: alt]


（D）4

（☆）

2．（2008武大）设P为椭圆C：[image: alt]
 上的一点，F1
 ，F2
 是椭圆C的左，右焦点，若｜PF1
 ｜∶｜PF2
 ｜＝5∶1，则△PF1
 F2
 的面积为（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆）

3．（2011复旦）极坐标表示的下列曲线中不是圆的是（　　）．

（A）ρ2
 ＋2ρ（cosθ＋[image: alt]
 sinθ）＝5

（B）ρ2
 －6ρcosθ－4ρsin＝0

（C）ρ2
 －ρcosθ＝1

（D）ρ2
 cos2θ＋2ρ（cosθ＋sinθ）＝1

（☆☆）

4．（2012“华约”）椭圆长轴长为4，左顶点在圆（x－4）2
 ＋（y－1）2
 ＝4上，左准线为y轴，则此椭圆离心率的取值范围为（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）

5．（2010复旦）已知C是以O为圆心、r为半径的圆周，两点P，P*
 在以O为起点的射线上，并且满足｜OP｜·｜OP*
 ｜＝r2
 ，则称P，P*
 关于圆周C对称．那么，双曲线x2
 －y2
 ＝1上的点P（x，y）关于单位圆周C：x2
 ＋y2
 ＝1的对称点P*
 所满足的方程是（　　）．

（A）x2
 －y2
 ＝x4
 ＋y4


（B）x2
 －y2
 ＝（x2
 ＋y2
 ）2


（C）x2
 －y2
 ＝2（x4
 ＋y4
 ）

（D）x2
 －y2
 ＝2（x2
 ＋y2
 ）2


（☆☆☆）

6．（2011复旦）设有直线族和椭圆族分别为x＝t，y＝mt＋b（m，b为实数，t为参数）和[image: alt]
 （a是非零实数），若对于所有的m，直线都与椭圆相交，a，b应满足（　　）．

（A）a2
 （1－b2
 ）≥1

（B）a2
 （1－b2
 ）＞1

（C）a2
 （1－b2
 ）＜1

（D）a2
 （1－b2
 ）≤1

（☆☆☆）

7．（2010复旦）已知常数k1
 ，k2
 满足0＜k1
 ＜k2
 ，k1
 k2
 ＝1．设C1
 和C2
 分别是以y＝±k1
 （x－1）＋1和y＝±k2
 （x－1）＋1为渐进线且通过原点的双曲线，则C1
 和C2
 的离心率之比[image: alt]
 等于（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）1

（D）[image: alt]


（☆☆☆）

8．（2008南开大学、2011山东省预赛）若点P在曲线y＝-x2
 －1上，点Q在曲线x＝1＋y2
 上，则｜PQ｜的最小值是（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）

9．（2011“卓越联盟”）已知抛物线的顶点在原点，焦点在x轴上，△ABC三个顶点都在抛物线上，且△ABC的重心为抛物线的焦点，若BC边所在的方程为4x＋y－20＝0，则抛物线方程（　　）．

（A）y2
 ＝16x

（B）y2
 ＝8x

（C）y2
 ＝-16x

（D）y2
 ＝-8x

（☆☆☆）

10．（2010复旦）经过坐标变换[image: alt]
 ，将二次曲线3x2
 －2[image: alt]
 xy＋5y2
 －6＝0转化为形如[image: alt]
 的标准方程，求θ的值并判断二次曲线的类型（　　）．

（A）θ＝kπ＋[image: alt]
 （k∈Z
 ），为椭圆

（B）θ＝[image: alt]
 （k∈Z
 ），为椭圆

（C）θ＝kπ－[image: alt]
 （k∈Z
 ），为双曲线

（D）θ＝[image: alt]
 （k∈Z
 ），为双曲线

（☆☆☆）

二、填空题

1．（2006武大）椭圆[image: alt]
 （a＞b＞0）的半焦距为c，直线y＝2x与椭圆的一个交点的横坐标恰好为c，则该椭圆的离心率为______．

（☆☆）

2．（2011山东省预赛）设A，B为抛物线y2
 ＝2px（p＞0）上相异两点，则[image: alt]
 的最小值为______．

（☆☆）

3．（2011辽宁省预赛）直线[image: alt]
 与抛物线y2
 ＝4x交于A，B两点（A点在横轴上方），与x轴交于点F，若[image: alt]
 ，则μ2
 －λ2
 ＝______．

（☆☆）

4．（2011吉林省预赛）设A，B分别为椭圆[image: alt]
 （a＞b＞0）和双曲线[image: alt]
 （a＞0，b＞0）的公共顶点，P，M分别是双曲线和椭圆上不同于A，B的两动点，且满足[image: alt]
 ．设直线AP，BP，AM，BM的斜率分别为k1
 ，k2
 ，k3
 ，k4
 ，且k1
 ＋k2
 ＝5，则k3
 ＋k4
 ＝______．

（☆☆☆）

三、解答题

1．（2011甘肃省预赛）已知F1
 ，F2
 为双曲线C：x2
 －y2
 ＝1的左、右焦点，点P在C上，若△PF1
 F2
 的面积是[image: alt]
 ，求∠F1
 PF2
 ．

（☆☆）

2．（2011福建省预赛）已知F1
 ，F2
 分别是椭圆C：[image: alt]
 的左、右焦点，点A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ）在椭圆C上．若x1
 ＋x2
 ＝[image: alt]
 ，且[image: alt]
 ，求λ的值．

（☆☆）

3．（2009浙大）双曲线[image: alt]
 （a＞0，b＞0）的离心率为[image: alt]
 ，A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ）两点在双曲线上，且x1
 ≠x2
 ．

（1）若线段AB的垂直平分线经过点Q（4，0），且线段AB的中点坐标为（x0
 ，y0
 ），试求x0
 的值；

（2）双曲线上是否存在这样的点A与B，满足[image: alt]
 ？

（☆☆☆）

4．（2007清华）已知A（-1，-1），△ABC是正三角形，且B，C在双曲线xy＝1（x＞0）一支上．

（1）求证：B，C关于直线y＝x对称；

（2）求△ABC的周长．

（☆☆☆）

5．（2007武大）如图18.11所示，若一倾斜角为60°的直线l过双曲线C的左焦点F与双曲线C交于A，B两点，与双曲线C的左准线交于M，若[image: alt]
 ，又[image: alt]
 ．

[image: alt]


图18.11

（1）求双曲线C的离心率；

（2）求双曲线C的方程．

（☆☆☆）

6．（2013“卓越联盟”）设椭圆[image: alt]
 （a＞2）的离心率[image: alt]
 ．如图18.12所示，斜率为k的直线l过点E（0，1），且与椭圆相交于C，D两点．

[image: alt]


图18.12

（1）求椭圆方程；

（2）若直线l与x轴相交于点G，且[image: alt]
 ，求k的值；

（3）设A为椭圆的下顶点，kAC
 ，kAD
 分别为直线AC，AD的斜率．

证明：对任意k，恒有kAC
 ·kAD
 ＝-2．

（☆☆☆）

7．（2006上海交大）A（0，1）是椭圆[image: alt]
 （a＞1）的一个顶点，是否存在以A为直角顶点的内接于椭圆的等腰直角三角形？若存在，求出共有几个；若不存在，请说出理由．

（☆☆☆）

8．（2006复旦）已知抛物线y＝ax2
 ，直线l1
 ，l2
 都过点（1，-2）且互相垂直．若抛物线与直线l1
 ，l2
 中至少有一条相交，求实数a的取值范围．

（☆☆☆）

9．（2007武大）过双曲线[image: alt]
 （λ＞0，λ为常数）的左焦点F作斜率为k（k≠0）的动直线l，l与双曲线C的左、右两支分别交于A，B两点，点M满足[image: alt]
 ，其中O为坐标原点．

（1）求点M的轨迹方程；

（2）是否存在这样的直线l，使得四边形OAMB为矩形？若存在，求出直线l的斜率k；若不存在，请说明理由．

（☆☆☆）

10．（2011中南财大、2008全国高考）已知椭圆C：[image: alt]
 （a＞b＞0）的一个焦点到长轴的两个端点的距离分别为2＋[image: alt]
 和2－[image: alt]
 ，椭圆与x，y正半轴的交点分别为A，B，直线y＝kx（k＞0）与AB相交于点D，与椭圆相交于E，F两点．

（1）求此椭圆的方程；

（2）若[image: alt]
 ，求k的值；

（3）求四边形AEBF面积的最大值．

（☆☆☆）

11．（2011“卓越联盟”、2005全国理科卷Ⅱ）已知椭圆的两个焦点为F1
 （-1，0），F2
 （1，0），且椭圆与直线y＝x－[image: alt]
 相切．

（1）求椭圆的方程；

（2）过F1
 作两条互相垂直的直线l1
 ，l2
 ，与椭圆分别交于P，Q及M，N，求四边形PMQN面积的最大值与最小值．

（☆☆☆）

12．（2008上海交大）曲线y2
 ＝2px（p＞0）与圆（x－2）2
 ＋y2
 ＝3交于A，B两点，线段AB的中点在y＝x上，求p．

（☆☆☆）

13．（2008浙大）椭圆x2
 ＋4（y－a）2
 ＝4与抛物线x2
 ＝2y有公共点，求a的取值范围．

（☆☆☆）

14．（2009清华）已知椭圆[image: alt]
 （a＞b＞0），过椭圆左顶点A（-a，0）的直线l与椭圆交于Q，与y轴交于R，过原点与l平行的直线与椭圆交于P．求证：AQ，[image: alt]
 OP，AR成等比数列．

（☆☆☆）

15．（2012“华约”）已知两点A（-2，0），B（2，0），动点P在y轴上的射影是H，且[image: alt]
 ．

（1）求动点P的轨迹C的方程；

（2）已知过点B的直线交曲线C于x轴下方不同的两点M，N，设MN的中点为R，过R与点Q（0，-2）作直线RQ，求直线RQ斜率的取值范围．

（☆☆☆）

16．（2011辽宁省预赛）已知椭圆[image: alt]
 （a＞b＞0）的离心率为[image: alt]
 ，F1
 ，F2
 为左、右焦点，过F2
 的直线与椭圆交于A，B两点．若△F1
 AB面积的最大值为6，求椭圆的方程．

（☆☆☆）

17．（2013华东师大）已知椭圆方程为[image: alt]
 ，过长轴顶点A（-4，0）的两条斜率乘积为[image: alt]
 的直线交椭圆于另两点B，C，问直线BC是否过定点D，若存在，求出D的坐标，若不存在，说明理由．

（☆☆☆）

18．（2004同济）设有抛物线y2
 ＝2px（p＞0），点B是抛物线的焦点，点C在正x轴上，动点A在抛物线上，且不为原点．问：点C在什么范围之内时，∠BAC恒是锐角？

（☆☆☆☆）

19．（2010清华等五校联考）A，B，C，D在x2
 ＝4y上，A，D关于抛物线对称轴对称．过点D作切线，BC平行于切线，点D到AB，AC距离分别为d1
 ，d2
 ，d1
 ＋d2
 ＝[image: alt]
 ｜AD｜．

（1）试问：△ABC是锐角、钝角还是直角三角形？

（2）若△ABC的面积为240，求A的坐标和BC的方程．

（☆☆☆☆）

20．（2011“华约”）已知双曲线C：[image: alt]
 （a＞0，b＞0），F1
 ，F2
 分别为C的左、右焦点．P为C右支上一点，且使∠F1
 PF2
 ＝[image: alt]
 ，又△F1
 PF2
 的面积为[image: alt]
 ．

（1）求C的离心率e；

（2）设A为C的左顶点，Q为第一象限内C上的任意一点，问是否存在常数λ（λ＞0），使得∠QF2
 A＝λ∠QAF2
 恒成立．若存在，求出λ的值；若不存在，请说明理由．

（☆☆☆☆）




HINT


（选择题）1．根据条件列一个基本方程，求出a．

2．利用椭圆定义．

3．转化为直角坐标方程．

4．利用圆的参数方程．

5．任取点（x0
 ，y0
 ）在双曲线x2
 －y2
 ＝1上，设其关于圆周C的对称点为（x0
 t，y0
 t），则[image: alt]
 ．

6．直线y＝mx＋b恒过定点（0，b）．

7．C1
 的方程是[image: alt]
 ，C2
 的方程是[image: alt]
 ．

8．两抛物线y＝-x2
 －1，x＝1＋y2
 关于直线y＝-x对称．

9．可令方程为y2
 ＝2px（p＞0）．设[image: alt]
 ．由[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ．所以4y2
 ＝40p－2py，2y2
 ＋py－20p＝0，[image: alt]
 ，y2
 y3
 ＝-10p．

10．由[image: alt]
 ，知[image: alt]
 代入[image: alt]
 中．

（填空题）1．联立直线与椭圆方程

2．设[image: alt]
 ，[image: alt]
 用yA
 yB
 表示．

3．将[image: alt]
 代入y2
 ＝4x．

4．设A（-a，0），B（a，0），P（x1
 ，y1
 ），M（x2
 ，y2
 ），由[image: alt]
 知，点O，P，M三点共线．

（解答题）1．由双曲线的定义及由余弦定理．

2．A，B，F2
 三点共线．若直线AB⊥x轴，则x1
 ＝x2
 ＝1，不符合要求；若直线AB斜率存在，设为k，则直线AB的方程为y＝k（x－1）．

3．（1）利用中垂线性质；（2）注意到等轴双曲线的渐近线互相垂直，易知，不存在这样的点A与B．

4．（1）设[image: alt]
 ，由｜AB｜＝｜AC｜，设法证明st＝1．

5．过A，B分别作l的垂线，垂足分别为A′，B′，利用双曲线的第二定义．

6．韦达定理．

7．不妨设AC的直线方程为y＝kx＋1（k＞0），算出AC的长度，同理算出AB，化归为关于k的方程解的个数．

8．原问题转化为如下一个问题：过（1，-2）作抛物线y＝ax2
 的切线，这两条切线对抛物线的张角＞90°．

9．（1）将直线方程代入双曲线方程，利用韦达定理；（2）即求使[image: alt]
 的k．

10．直线AB，EF的方程分别为x＋2y＝2，y＝kx（k＞0）．设D（x0
 ，kx0
 ），E（x1
 ，kx1
 ），F（x2
 ，kx2
 ），其中x1
 ＜x2
 ，且x1
 ，x2
 满足方程（1＋4k2
 ）x2
 ＝4，故[image: alt]
 ．由[image: alt]
 知x0
 －x1
 ＝6（x2
 －x0
 ），得[image: alt]
 ．

11．（1）利用判别式为零；（2）可以考虑用极坐标法．

12．设A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），联立[image: alt]
 ，消去y．

13．利用参数方程．

14．由题意可知直线AQ，OP的斜率存在，故设为k，则直线AQ的方程为y＝k（x＋a），直线OP的方程为y＝kx．容易求出R（0，ka），则[image: alt]


15．可设MN：x－2＝my（m≠0），代入双曲线方程，求出m的范围．

16．设直线AB的方程为x＝my＋c，可算得[image: alt]
 ．

17．韦达定理．

18．设A（x0
 ，y0
 ），C（x1
 ，0）（x1
 ＞0），∠BAC恒为锐角，所以[image: alt]
 恒成立，即[image: alt]
 恒成立．

19．设[image: alt]
 ，可算出kAC
 ＝-kAB
 ．

20．根据余弦定理．


第19章　立体几何

知识拓展1　射影面积公式

在二面角的一个半平面上，任意凸多边形的面积为S，此多边形在另一个半平面上射影多边形的面积为S′，又二面角的平面角度数为α，则S′＝S·cosα．


例131
 　设E为正方体ABCD－A1
 B1
 C1
 D1
 的棱CC1
 的中点，求平面AB1
 E和底面A1
 B1
 C1
 D1
 所成角的余弦值．

（☆☆）


指针：
 利用上述面积公式．


解：
 连结A1
 C1
 ，如图19.1所示．显然△A1
 B1
 C1
 是△AB1
 E在底面上的射影．设正方体边长为2，则AB1
 ＝[image: alt]
 ，B1
 E＝[image: alt]
 ，AE＝3，[image: alt]
 ，所以∠B1
 AE＝45°．所以[image: alt]
 ．而S△A1
 B1
 C1

 ＝2，所以平面AB1
 E和底面A1
 B1
 C1
 D1
 所成角θ的余弦值为[image: alt]
 ．

[image: alt]


图19.1


反思：
 对于无棱二面角问题，常常考虑用射影面积公式，它的好处是不需要添加辅助线．

模仿训练：

62．（2005复旦）在棱长为1的正方体ABCD－A1
 B1
 C1
 D1
 中，E，F，G分别是AD，AA1
 ，A1
 B1
 中点，求：

（1）B到面EFG的距离；

（2）二面角G－EF－D1
 的平面角θ．

（☆☆）

知识拓展2　空间余弦定理（三面角公式）


例132
 　如图19.2（a）所示，平面M，N相交于直线l，A，D为l上两点，射线DB在平面M内，射线DC在平面N内，已知∠BDC＝α，∠BDA＝β，∠CDA＝γ，且α，β，γ都是锐角，φ是二面角M－l－N的平面角，则[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

[image: alt]


图19.2


证明：
 在平面M中，过A作DA的垂线，交射线DB于B点，如图19.2（b）．在平面N中，过A作DA的垂线，交射线DC于C点．设DA＝1，则[image: alt]
 ，并且∠BAC＝φ就是二面角M－l－N的平面角．

在△DBC与△ABC中，利用余弦定理，可得等式[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．

特别地，[image: alt]
 时有折叠角公式（图19.3）：cosα＝cosβ·cosγ．

[image: alt]


图19.3


例133
 　如图19.4所示，已知A是△BCD所在平面外一点，连结AB，AC，AD后，∠ADB＝90°，AD＝BD＝[image: alt]
 ，∠ABC＝30°，AC⊥平面BDC．求二面角D－AB－C的大小．

（☆☆☆）

[image: alt]


图19.4


指针：
 考虑过B出发的三条射线．


解：
 考虑过B出发的三条射线BA，BC，BD，它们所成的面角的余弦分别为cos∠ABD＝cos45°＝[image: alt]
 ，cos∠ABC＝cos30°＝[image: alt]
 ，易见AB＝2，BC＝[image: alt]
 ，CD＝1．又BD＝[image: alt]
 ，由三垂线定理的逆定理知，∠BDC＝90°，故[image: alt]
 ．

设所求面角D-AB-C大小为θ，由空间余弦定理得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．


反思：
 利用空间余弦定理一般不需要添加辅助线．

模仿训练：

63．已知△ABC是正三角形，PA⊥平面ABC，且PA＝AB＝a，求二面角A－PC－B的大小．

（☆☆☆）


例134
 　（2004全国联赛）正方体ABCD－A1
 B1
 C1
 D1
 中，二面角A－BD1
 －A1
 的度数是______．

（☆☆☆）


指针：
 利用三垂线定理及空间余弦定理．


解：
 如图19.5所示，考虑过B出发的三条射线，设正方体的棱长为1，则BA1
 ＝[image: alt]
 ，BD1
 ＝[image: alt]
 ．由三垂线定理知，BA1
 ⊥A1
 D1
 ，[image: alt]
 ．又BA⊥AD1
 ，cos∠ABD1
 ＝[image: alt]
 ．所以sin∠A1
 BD1
 ＝[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．由等腰Rt△A1
 AB，知[image: alt]
 ．由空间余弦定理得[image: alt]
 ．从而θ＝60°．

[image: alt]


图19.5


反思：
 利用空间余弦定理时常常先求出三个面角的正余弦．

模仿训练：

64．（2009全国高考）如图19.6所示，四棱椎S－ABCD中，底面ABCD为矩形，SD⊥ABCD，AD＝[image: alt]
 ，DC＝SD＝2，点M在侧棱SC上，∠ABM＝60°．

[image: alt]


图19.6

（1）证明：M是侧棱SC的中点．

（2）求二面角S－AM－B的大小．

（☆☆☆）

知识拓展3　欧拉公式

设F，E和V分别表示凸多面体面、棱（或边）、顶点的个数，则F－E＋V＝2．

利用欧拉公式可以导出正多面体只有以下五种：正四面体、正六面体（正方体）、正八面体、正十二面体、正二十面体．

事实上，设正多面体每个面是n边形，每个顶点引出m条棱，则棱数E应该是F（面数）与n的积的一半，即nF＝2E．同时，E应该是V（顶点数）与m的积的一半，即mV＝2E．

所以，[image: alt]
 ，代入拉公式，有[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．由于[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．

显然，m、n不可能同时大于3，由m和n的意义知m≥3，n≥3，故m，n中至少有一个等于3．当m＝3时，易得n＝3，4，5；同理，n＝3，易得m＝3，4，5．

综上，n＝m＝3时，即正四面体；当n＝4，m＝3时，即正六面体；n＝3，m＝4时，即正八面体；n＝5，m＝3时，即正十二面体；n＝3，m＝5时，即正二十面体．


例135
 　C70
 分子是与C60
 分子类似的球状多面体结构，它有70个顶点，以每个顶点为一端有三条棱，各面是五边形或六边形，求C70
 分子中五边形和六边形的个数．

（☆☆☆）


指针：
 利用欧拉公式及棱数之间关系，列方程．


解：
 设五边形有x个，六边形有y个，则有3V＝2E＝3×70，5x＋6y＝2E，x＋y＝F，V＋F－E＝2，解得x＝12，y＝25．


反思：
 一般地，对于简单多面体，其棱数E有以下三种计算方法．

（1）利用欧拉公式V＋F－E＝2；

（2）若设各面的边数分别为n1
 ，n2
 ，…，nF
 ，则总棱数E＝[image: alt]
 （n1
 ＋n2
 ＋…＋nF
 ），特别地，当各面边数都为n时，[image: alt]
 ．

（3）设各顶点引出的棱数分别为m1
 ，m2
 ，…，mV
 ，则总棱数E＝[image: alt]
 （m1
 ＋m2
 ＋…＋mV
 ），特别地，若各顶点引出的棱数都相等，设为n条，则总棱数[image: alt]
 ．

模仿训练：

65．如果一个简单多面体有n个顶点，从每个顶点出发都有三条棱，各面的形状只有五边形或六边形两种．求证：不管n为何值，这个多面体中五边形的个数都是12．

重要例题


例136
 　（2004复旦）已知E为棱长为a的正方体ABCD－A1
 B1
 C1
 D1
 的棱AB中点，求点B到平面A1
 EC的距离．

（☆☆）


指针：
 体积法．


解：
 如图19.7所示，[image: alt]
 ．在△A1
 CE中，[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．

[image: alt]


图19.7

又[image: alt]
 ，故h＝[image: alt]
 ，即B到面A1
 EC的距离为[image: alt]
 ．


反思：
 体积法求点到平面距离是很重要的思想．


例137
 　（2009华南理工）已知A，B，C，D是某球面上不共面的四点，且AB＝BC＝AD＝[image: alt]
 ，BD＝AC＝2，BC⊥AD，则此球的表面积等于______．

（☆☆☆）


指针：
 构造一个棱长为[image: alt]
 的正方体．


解：
 如图19.8，构造一个棱长为[image: alt]
 的正方体．显然对角线CD即为球的直径，[image: alt]
 （R表示外接球的半径）．所以球的表面积[image: alt]
 ．

[image: alt]


图19.8


反思：
 在涉及垂直和相等线段问题时，常常考虑构造特殊几何体．


例138
 　（2010清华等五校联考）在四棱锥P－ABCD中，B1
 ，D1
 分别为侧棱PB，PD的中点，则四面体AB1
 CD1
 的体积与四棱锥P－ABCD的体积之比为（　　）．

（A）1∶6

（B）1∶5

（C）1∶4

（D）1∶3

（☆☆☆）


指针：
 连AC，BD交于O，连B1
 O，D1
 O．求出VC－B1
 D1
 O
 与VC－PBD
 之比．


解：
 如图19.9所示，连AC，BD交于O，连B1
 O，D1
 O．由于B1
 D1
 是△PBD的中位线，所以S△B1
 D1
 O
 ＝[image: alt]
 S△PBD
 ．从而VC－B1
 D1
 O
 ＝[image: alt]
 VC－PBD
 ；同理，VA－B1
 D1
 O
 ＝[image: alt]
 VA－PBD
 ，故VC－B1
 D1
 O
 ＋VA－B1
 D1
 O
 ＝[image: alt]
 （VC－PBD
 ＋VA－PBD
 ），即VA－B1
 CD1

 ＝[image: alt]
 VP－ABCD
 ，选C．

[image: alt]


图19.9


反思：
 本题用到了求体积问题常用思想方法：分割法．


例139
 　（2009复旦）半径为R的球内部装四个有相同半径r的小球，则小球半径r可能的最大值是（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）


指针：
 考虑四个小球的球心连接起来的正四面体．


解：
 如图19.10所示，将四个小球的球心连接起来构成一个正四面体，O1
 在底面O2
 O3
 O4
 上的射影设为H，则大球的球心O显然在O1
 H上，连接O2
 H，O3
 H，OO3
 ，并设[image: alt]
 ．

[image: alt]


图19.10

在Rt△OO3
 H中，[image: alt]
 ．由勾股定理知[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．由[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，应选B．


反思：
 解决此题需要一定的空间想象力．

练　习　19

1．（2008武大）在棱长为a的正方体ABCD－A1
 B1
 C1
 D1
 中，E为CD的中点．

（1）求证：四面体A－A1
 C1
 E与四面体C－A1
 C1
 E的体积相等；

（2）求点A到平面A1
 C1
 E的距离．

（☆☆）→例136

2．已知三棱锥对棱相等，棱长分别为4，5，6．求该三棱锥的外接球体积．

（☆☆）→例137

3．设正三棱锥P－ABC的高为PO，M为PO的中点，过AM作与棱BC平行的平面，将三棱锥截为上下两部分，求这两部分体积之比．

（☆☆☆）→例138

4．把四个半径都是1的球中的三个放在桌面上，使它们两两外切，然后在它们上面放上第四个球，使它与前三个都相切，求第四个球的最高点与桌面的距离．

（☆☆☆）→例139

综合练习19

一、选择题

1．（2011“卓越联盟”）在正方体ABCD－A1
 B1
 C1
 D1
 中，E为棱AA1
 中点，F是棱A1
 B1
 上的点，且A1
 F∶FB1
 ＝1∶3，则异面直线EF与BC1
 所成角的正弦值为（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆）

2．（2011“华约”）在正四棱锥P－ABCD中，M，N分别为PA，PB的中点，且侧面与底面所成二面角的正切值为[image: alt]
 ，则异面直线DM与AN所成角的余弦值为（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆）

3．（2008复旦）棱长为1的正四面体ABCD中，点M和点N分别是边AB和CD的中点，则线段MN的长度为（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）2

（☆☆）

4．（2006武大）已知一个简单多面体的每个面均为五边形且它共有30条棱，则多面体的面数F和顶点数V分别等于（　　）．

（A）F＝12，V＝20

（B）F＝6，V＝26

（C）F＝8，V＝24

（D）F＝208，V＝12

（☆☆）

5．（2010清华等五校联考）如果平面α，β，直线m，n，点A，B满足：α∥β，m⊂α，n⊂β，A∈α，B∈β，且AB与α所成的角为[image: alt]
 ，m⊥AB，n与AB所成的角为[image: alt]
 ，那么m与n所成的角大小为（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）

6．（2011四川省预赛）如图19.11所示，边长为2的正方形ABCD和正方形ABEF所在的面成60°角，M，N分别是线段AC和BF上的点，且AM＝FN，则线段MN的长的取值范围是（　　）．

[image: alt]


图19.11

（A）[image: alt]


（B）［1，2］

（C）［[image: alt]
 ，2］

（D）［[image: alt]
 ，2］

（☆☆☆）

7．（2006复旦）若四面体的一条棱长为x，其余棱长均为1，体积是V（x），则V（x）在其定义域上为（　　）．

（A）增函数但无最大值

（B）增函数且有最大值

（C）不是增函数且无最大值

（D）不是增函数但有最大值

（☆☆☆）

8．（2007复旦）已知四棱锥P－ABCD，底面ABCD是菱形，∠DAB＝[image: alt]
 ，PD⊥平面ABCD，线段PD＝AD，点E是AB的中点，点F是PD的中点，则二面角P－AB－F的平面角的余弦值为（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）

9．（2011“华约”）两条异面直线互成60°，过空间任何一点A可以作出（　　）个平面与两异面直线都成45°角．

（A）一

（B）两

（C）三

（D）四

（☆☆☆）

10．（2010复旦）在一个底面半径为[image: alt]
 ，高为1的圆柱内放入一个直径为1的实心球后，在圆柱内空余地方放入和实心球、侧面以及两个底面之一都相切的小球，最多可以放入这样的小球的个数是（　　）．

（A）32

（B）30

（C）28

（D）26个

（☆☆☆）

11．（2010复旦）设ABC－A′B′C′是正三棱柱，底面边长和高都是1，P是侧面ABB′A′的中心点，则P到侧面ACC′A′的对角线的距离是（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）

12．（2009复旦）三棱柱ABC－A′B′C′的底是边长为1的正三角形，高AA′＝1，在AB上取一点P，设△PA′C′与底的二面角为α，△PB′C′与底的二面角为β，则tan（α＋β）的最小值为（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）

13．（2007复旦）棱长为a的正方体内有两球互相外切，且两球各与正方体的三个面相切，则两球的半径之和为（　　）．

（A）无法确定

（B）a

（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）

14．（2011辽宁省预赛）正方体ABCD－A1
 B1
 C1
 D1
 的棱长为1，在侧面对角线A1
 D上取点M，CD1
 上取点N，使得线段MN平行于对角面A1
 ACC1
 ，则这样的MN长度最小值为（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）1

（D）[image: alt]


（☆☆☆）

15．（2008复旦）在如图19.12所示的三棱柱中，点A、BB1
 中点M以及B1
 C1
 的中点N所决定的平面把三棱柱切割成体积不相同的两部分，则小部分的体积和大部分的体积之比为（　　）．

[image: alt]


图19.12

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆☆）

16．（2012“华约”）已知三棱锥S－ABC的底面ABC为正三角形，点A在侧面SBC上的射影H是△SBC的垂心，二面角H－AB－C为30°，且SA＝2，则此三棱锥的体积为（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆☆）

二、填空题

1．（2010同济）已知平面α⊥β，A∈α，B∈β，A，B与平面α，β所成角分别为[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，点A，B在平面α，β的交线l上的垂足分别是A′，B′，则线段AB与A′B′的比值为______．

（☆☆）

2．（2011山西省预赛）单位正方体ABCD－A1
 B1
 C1
 D1
 中，E，F，G分别是棱AA1
 ，C1
 D1
 ，D1
 A1
 的中点，则点B1
 到EFG所在平面的距离为______．

（☆☆☆）

3．（2011吉林省预赛）正四面体ABCD与正四棱锥A1
 B1
 C1
 D1
 和一个正八面体KEFGHI（图19.13）的棱长都相等，把它们拼接起来，使表面ACD，A1
 C1
 D1
 分别与表面EFK，GHK重合，所得多面体的面数有______．

（☆☆☆☆）

[image: alt]


图19.13

三、解答题

1．（2005武大）在边长为3的正方体ABCD－A1
 B1
 C1
 D1
 中，M在棱CC1
 上，C1
 M＝1．

（1）求点B到平面AMB1
 的距离；

（2）求BC和平面AMB1
 所成角的正切值．

（☆☆）

2．（2008浙大）有一个圆锥正放，它的高为h，圆锥内水面高为h1
 ，h1
 ＝[image: alt]
 h，将圆锥倒置，求倒置的水面高度h2
 ．

（☆☆）

3．（2005上海交大）有三个12cm×12cm的正方形．如图19.14（a）所示，连接相邻两边的中点，把每一个正方形分割成A与B两块，然后如图19.14（b）所示，将六块粘附于一个正六边形上，再折叠成一个多面体．这个多面体的体积是多少？

（☆☆☆）

[image: alt]


图19.14

4．（2004同济）设四棱锥P－ABCD中，底面ABCD是边长为1的正方形，且PA⊥平面ABCD．

（1）求证：直线PC⊥BD；

（2）过直线BD且垂直于直线PC的平面交PC于点E，如果三棱锥E－BCD的体积取到最大值，求此时四棱锥P－ABCD的高．

（☆☆☆）

5．（2009南大）圆柱形玻璃杯高8cm，杯口周长12cm．内壁距离杯口2cm的点A处有一点蜜糖．A点正对面的外壁（不是A点的外壁）距离杯底2cm的点B处有一个小虫．若小虫沿杯壁爬到A点饱食一顿，最少要爬多少？（不计杯壁厚度和小虫尺寸）．

（☆☆☆）

6．（2006武大）如图19.15所示，已知四棱锥PABCD的底面是边长为2的菱形，且∠BAD＝60°，PA⊥面ABCD，且PA＝1，E，F分别是BC，PA的中点．

[image: alt]


图19.15

（1）求证：BF∥平面PED；

（2）求二面角P－DE－A的大小；

（3）求点C到平面PED的距离．

（☆☆☆）

7．（2007武大）在正四棱柱ABCD－A1
 B1
 C1
 D1
 中，底面ABCD的边长为4，侧棱CC1
 长为3，又E为CC1
 上一点，且CE＝1．

（1）求B1
 D与平面BDE所成角的正弦值；

（2）求四面体A－BED1
 的体积．

（☆☆☆）

8．（2007武大）在棱长为a的正方体ABCD－A1
 B1
 C1
 D1
 中，E，F，M分别是AB，BB1
 ，A1
 D1
 的中点．

（1）求证：CM⊥面DEF；

（2）求点M到平面DEF的距离．

（☆☆☆）

9．（2011武大）如图19.16所示，正四棱锥P－ABCD的侧面与底面所成的二面角为[image: alt]
 ，E为侧棱PB的中点．

[image: alt]


图19.16

（1）求异面直线PD与AE所成角的正切值；

（2）试证明在棱AD上存在一点M，使得ME⊥侧面PBC．

（☆☆☆）

10．（2010武大）有四条长为2的线段和两条长为a的线段，用这六条线段作为棱，构成一个三棱锥，问a为何值时，可构成一个最大体积的三棱锥，最大值为多少？

（☆☆☆）

11．（2009清华）四面体ABCD中，AB＝CD，AC＝BD，AD＝BC．

（1）求证：这个四面体的四个面都是锐角三角形；

（2）设底面为BCD，另外三个面与面BCD所形成的二面角为α，β，γ．求证：cosα＋cosβ＋cosγ＝1．

（☆☆☆）

12．（2009南大）如图19.17所示，四面体ABCD中，平面π截四面体所得截面为EF－GH，且AB∥平面π，CD∥平面π，AB到平面π的距离为d1
 ，CD到平面π的距离为d2
 ，[image: alt]
 ，求立方体图形ABEFGH与四面体ABCD体积之比（用k来表示）．

（☆☆☆☆）

[image: alt]


图19.17

13．（2010同济）如图19.18所示，四面体ABCD中，AB和CD为对棱，设AB＝a，CD＝b，且异面直线AB和CD之间的距离为d，夹角为θ．

[image: alt]


图19.18

（1）若θ＝[image: alt]
 ，且棱AB垂直于平面BCD，求四面体ABCD的体积；

（2）当θ＝[image: alt]
 时，证明：四面体ABCD的体积为一定值；

（3）求四面体ABCD的体积．

（☆☆☆☆）

14．（2009华南理工）如图19.19所示，在正三棱锥P－ABC中，侧棱长为3，底面边长为2，E为BC的中点，EF⊥PA于F．

[image: alt]


图19.19

（1）求证：EF为异面直线PA与BC的公垂线；

（2）求异面直线PA与BC的距离；

（3）求点B到面APC的距离．

（☆☆☆☆）

15．（2012“卓越联盟”）直角梯形ABCD中，∠ABC＝90°，AB＝AD＝AP＝1，BC＝2，面ABP垂直于底面ABCD．

（1）求证：面PAB垂直于面PBC；

（2）若∠PAB＝120°，求二面角B－PD－C的正切值．

（☆☆☆☆）

16．（2010清华等五校联考）（1）正四棱锥的体积为[image: alt]
 ，求正四棱锥表面积的最小值．

（2）一个正n棱锥，体积为V，求一个与n无关的充分必要条件，使得正n棱锥的表面积取最小值．

（☆☆☆☆☆）




HINT


（选择题）1．取A1
 D1
 中点G，连接FG，则EF与BC1
 所成角即∠GEF．

2．建立坐标系，向量法．

3．连接CM，DM．

4．欧拉公式．

5．可用折叠角公式（见知识拓展）．

6．过点M作MH∥BC交AB于H．

7．设AB＝x，可得[image: alt]
 ．

8．∠PEF即是二面角P－AB－F的平面角．

9．将异面直线平移到A点．

10．先求出小球半径是r，考虑大球及小球在底面上的投影，考虑一个小圆对于大圆圆心的张角．

11．在△A′BC中，过P作PH⊥A′C，垂足为H．则P到侧面ACC′A′的对角线的距离是PH．

12．作PP′⊥A′B′，则PP′是三棱柱的高．再过P′作P′H⊥A′C′，则∠PHP′＝α，设AP＝x，则BP＝1－x（0≤x≤1）．

13．考虑截面图．

14．作MM1
 ⊥AD于M1
 ，NN1
 ⊥DC于N1
 ，易证M1
 N1
 ∥AC．

15．选D．

16．先证明它是正三棱锥．

（填空题）1．设AB＝a，可推出A′B′＝[image: alt]
 a．

2．补形法．

3．分别求出正四面体和正四棱锥相邻两侧面所成二面角度数．

（解答题）1．体积法．

2．根据正放、倒放，水的体积不变，列方程．

3．所折叠成的多面体是由一个大正三棱锥切去三个小正三棱锥得到的．

4．（1）用三垂线定理；（2）设高PA＝h，体积用h表示．

5．将圆柱体侧面展开．

6．（1）线面平行的判定定理；（2）∠PDA即为所求二面角．

7．体积法．

8．（1）用三垂线定理；（2）先求C到平面DEF的距离．

9．建立空间直角坐标系．

10．分两条长为a的线段放在同一个三角形中和不在同一个三角形中两种情况讨论．

11．构造一个长方体．

12．将立方体图形ABEFGH分割为一个四棱锥和一个三棱锥．

13．（1）过B作CD边上的高BE；（2）过A作底面BCD的垂线，垂足为O，连接BO与CD相交于E．连接AE，再过E作AB的垂线，垂足为F；（3）将四面体ABCD补成一个平行六面体ABB′D′－A′CC′D．

14．（1）公垂线定义；（2）用（1）结论；（3）用体积法．

15．（1）设法证明BC垂直平面ABP；（2）用空间余弦定理．

16．（1）设正四棱锥底面边长为2a，将表面积表示出来，再用不等式方法．（2）设底面多边形的内切圆半径为r，高为h，将表面积表示出来，再用基本不等式．


第20章　导数、微积分初步及应用

由于少数省市（如上海市）导数尚未纳入高考的范围，因此本章将作一详细的拓展．

知识拓展1　导数的定义

设函数y＝f（x）在点x0
 的某个领域内有定义，若极限[image: alt]
 存在，则称函数f在x0
 处可导，并称其极限值为函数f在x0
 的导数，记作f′（x0
 ）．

若令x＝x0
 ＋Δx，Δy＝f（x0
 ＋Δx）－f（x0
 ），则[image: alt]
 可改写为[image: alt]
 ．


例140
 　（2000上海交大）设f′（x0
 ）＝2，则[image: alt]
 （　　）．

（A）-2

（B）2

（C）-4

（D）4

（☆☆）


指针：
 f（x0
 ＋h）－f（x0
 －h）＝f（x0
 ＋h）－f（x0
 ）＋f（x0
 ）－f（x0
 －h）．


解：
 由导数定义知[image: alt]
 ．故选D．


反思：
 像本题先添加一项，再减去一项的方法是数学分析中常用的方法．

模仿训练：

66．（2000上海交大）已知f（x）在x0
 处可导，则[image: alt]
 ______．

（☆☆）

知识拓展2　导数的几何意义

函数f在点x0
 的导数f′（x0
 ）是曲线y＝f（x）在点（x0
 ，f（x0
 ））处切线的斜率．若α表示这个切线与x轴正向的夹角，则f′（x0
 ）＝tanα．


例141
 　（2010清华等五校联考）设f（x）＝eax
 （a＞0）．过点P（a，0）且平行于y轴的直线与曲线C：y＝f（x）的交点为Q，曲线C过点Q的切线交x轴于点R，则△PQR的面积的最小值是（　　）．

（A）1

（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）


指针：
 先求出△PQR面积的表达式．


解：
 f′（x）＝aeax
 ，由导数的几何意义，f（x）在Q（a，ea2

 ）处切线的斜率为aea2

 ，故切线的方程为y－ea2

 ＝aea2

 （x－a）．

如图20.1，令y＝0，得R点的坐标[image: alt]
 ，再把a看成变量，则[image: alt]
 ．

[image: alt]


图20.1

令S′△PQR
 ＝0，则a＝[image: alt]
 （-[image: alt]
 舍去）．故△PQR面积的最小值为[image: alt]
 ．选B．


反思：
 本题不仅考查到导数的几何意义，还考查到了利用导数求函数的最值．

模仿训练：

67．（2007武大）在曲线y＝[image: alt]
 x3
 －x＋1的所有切线中，斜率最小的切线方程为（　　）．

（A）y＝0

（B）y＝1

（C）x＋y－1＝0

（D）x－y－[image: alt]
 ＝0

（☆）

知识拓展3　基本求导法则

（1）（u±v）′＝u′±v′；

（2）（uv）′＝u′v＋uv′，（cu）′＝cu′（c为常数）；

（3）[image: alt]
 ；

（4）反函数导数：[image: alt]
 ；

（5）复合函数导数：[image: alt]
 ．

知识拓展4　基本初等函数导数公式

（1）（c）′＝0（c为常数）；

（2）（xa
 ）′＝axa－1
 （a为任何实数）；

（3）（sinx）′＝cosx，（cosx）′＝-sinx，

（tanx）′＝sec2
 x，（cotx）′＝-csc2
 x，

（secx）′＝secxtanx，（cscx）′＝-cscxcotx；

（4）[image: alt]
 ，[image: alt]
 ；

（5）（ax
 ）′＝ax
 lna，（ex
 ）′＝ex
 ；

（6）[image: alt]
 ．

知识拓展5　二次曲线在某点处的切线方程

（1）设P（x0
 ，y0
 ）是圆x2
 ＋y2
 ＝R2
 上一点，则过P（x0
 ，y0
 ）的圆切线方程为x0
 x＋y0
 y＝R2
 ；

（2）设P（x0
 ，y0
 ）是椭圆[image: alt]
 上一点，则过P（x0
 ，y0
 ）的椭圆切线方程为[image: alt]
 ；

（3）设P（x0
 ，y0
 ）是双曲线[image: alt]
 上一点，则过P（x0
 ，y0
 ）的双曲线切线方程为[image: alt]
 ；

（4）设P（x0
 ，y0
 ）是抛物线y2
 ＝2px上一点，则过P（x0
 ，y0
 ）的抛物线切线方程为y0
 y＝p（x＋x0
 ）．

知识拓展6　导数与函数的单调性

若函数f在（a，b）内可导，则f在（a，b）内递增（递减）的充要条件是f′（x）≥0（f′（x）≤0），x∈（a，b）．


例142
 　（2007清华）求[image: alt]
 的单调区间及极值．

（☆☆）


指针：
 利用上述结论．


解：
 令[image: alt]
 ，则x＝1或ex
 ＝0（显然不可能）．x＞1时，f′（x）＞0，则f（x）单调递增；0＜x＜1时，f′（x）＜0，则f（x）单调递减；x＜0时，f′（x）＜0，f（x）单调递减．

故f（x）极小值为e（x＝1时取到），f（x）在（-∞，0）上单调递减，在（0，1）上单调递减，在（1，+∞）上单调递增．

模仿训练：

68．（2008南大）函数f（x）＝ex
 －ln（1＋x）＋2的单调减区间为______．

（☆☆）

知识拓展7　极值的必要条件

若函数f在x0
 可导，且在x0
 处取得极值，则f′（x0
 ）＝0．


例143
 　（日本近畿大学）三次函数f（x）＝ax3
 ＋bx2
 ＋cx＋d，x＝0时，有极大值2；x＝2时，有极小值-6，求a，b，c的值．

（☆☆）


指针：
 f（x）在x＝α时有极大（小）值，则f′（α）＝0．


解：
 f′（x）＝3ax2
 ＋2bx＋c．x＝0时，有极大值2，故f（0）＝2，f′（0）＝0．同理，f（2）＝-6，f′（2）＝0．从而[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ．故f（x）＝2x3
 －6x2
 ＋2，f′（x）＝6x2
 －12x＝6x（x－2）．令f′（x）＝0，则x＝0，2．

函数f（x）的单调性如下：

[image: alt]


经检验，f（x）＝2x3
 －6x2
 ＋2满足题意．


反思：
 注意充分条件的检验．

模仿训练：

69．（日本埼玉大学）f（x）＝ax3
 ＋bx2
 ＋cx＋d是三次函数，且x＝1，x＝3时有极值．且极大值为2，极小值为-2，求满足条件的f（x）．

（☆☆）

知识拓展8　原函数

设f（x）是定义在区间D上的函数，若存在函数F（x），对任意x∈D都有F′（x）＝f（x），则称F（x）是f（x）的一个原函数．

一个函数若存在原函数，它必定有无穷多个原函数，若F（x）是f（x）的一个原函数，则F（x）＋C表示f（x）的全体原函数．

设F（x）是f（x）的一个原函数，则称f（x）的全体原函数F（x）＋C为f（x）的不定积分，记为[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

知识拓展9　不定积分性质

（1）[image: alt]
 ；

（2）[image: alt]
 ；

（3）[image: alt]
 ；

（4）[image: alt]
 ．

知识拓展10　常见积分公式

（1）[image: alt]
 ；

（2）[image: alt]
 ；

（3）[image: alt]
 ；

（4）[image: alt]
 ；

（5）[image: alt]
 ；

（6）[image: alt]
 ；

（7）[image: alt]
 ；

（8）[image: alt]
 ；

（9）[image: alt]
 ．

知识拓展11　定积分的定义

设函数f（x）在［a，b］上有界，在［a，b］中任意插入若干个分点a＝x0
 ＜x1
 ＜x2
 ＜…＜xn－1
 ＜xn
 ＝b．把区间［a，b］分成n个小区间，各小区间的长度依次为Δxi
 ＝xi
 －xi－1
 （i＝1，2，…，n），在各小区间上任取一点ξi
 （ξi
 ∈［xi－1
 ，xi
 ］），作乘积f（ξi
 ）Δxi
 （i＝1，2，…），并作和[image: alt]
 ，记λ＝max｛Δx1
 ，Δx2
 ，…，Δxn
 ｝．如果不论对［a，b］怎样的分法，也不论在小区间［xi－1
 ，xi
 ］上ξi
 怎样的取法，只要当λ→0时，和S趋于确定的极限I，我们称这个极限I为函数f（x）在区间［a，b］的定积分，记为[image: alt]
 ．

知识拓展12　定积分存在定理

（1）函数f（x）在区间［a，b］上连续时，则f（x）在区间［a，b］上可积；

（2）函数f（x）在区间［a，b］上有界，且只有有限个间断点，则f（x）在区间［a，b］上可积．

知识拓展13　定积分的几何意义

f（x）＞0时，[image: alt]
 ，则A表示f（x）的图像与x＝a，x＝b及x轴围成的曲边梯形的面积；若f（x）＜0，令[image: alt]
 ，则-A表示f（x）的图像与x＝a，x＝b及x轴围成的曲边梯形的面积的负值．


例144
 　（日本群马大学）记抛物线y＝x2
 －4x＋3为曲线C，过C上点（0，3），（6，15）作C的切线，切线分别为l1
 ，l2
 ．

（1）求l1
 ，l2
 的方程；

（2）求C，l1
 ，l2
 所围成的图形的面积．

（☆☆☆）


指针：
 根据定积分的几何意义．


解：
 （1）由y＝x2
 －4x＋3，有y′＝2x－4，故l1
 ：y－3＝（2×0－4）（x－0），即y＝-4x＋3．同理，l2
 ：y＝8x－33．

（2）如图20.2所示，l1
 ，l2
 的交点的横坐标：-4x＋3＝8x－33，x＝3．则围成的图形的面积[image: alt]
 [image: alt]
 ．

[image: alt]


图20.2


反思：
 定积分是用来求曲边梯形面积的一个有力工具．

模仿训练：

70．（日本东京大学）设不等式：y（y－｜x2
 －5｜＋4）≤0，y＋x2
 －2x－3≤0表示的区域的面积为D．

（1）画出区域D；

（2）求D的面积．

（☆☆☆）

知识拓展14　微积分基本定理：牛顿-莱布尼茨公式

如果f（x）是区间［a，b］上的连续函数，并且F′（x）＝f（x），则[image: alt]
 ．若记[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．

牛顿-莱布尼茨公式沟通了导数与积分之间的关系，由此求定积分问题即转化为求原函数的问题．

知识拓展15　两个重要极限、洛必达法则

1．两个重要极限：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]
 ．

2．洛必达法则

（1）设如果当x→a时，函数f（x），g（x）都趋于零；（2）在U°（a，δ）内，f′（x），g′（x）都存在，且g′（x）≠0；（3）极限[image: alt]
 存在（或为无穷大），则[image: alt]
 存在，且[image: alt]
 ．此准则称为洛必达法则．


例145
 　求[image: alt]
 ．

（☆☆☆）


指针：
 连续两次用洛必达法则．


解：
 原式[image: alt]
 （连续用洛必达法则，最后用重要极限）．


反思：
 注意洛必达法则适合的条件是：x→a时，分子、分母极限都为0．

模仿训练：

71．[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

重要例题


例146
 　（日本早稻田大学）求关于x的多项式f（x）除以（x－a）2
 的余式r（x）（用a，f（a），f′（a）表示）．

（☆☆☆）


指针：
 设f（x）＝（x－a）2
 Q（x）＋px＋q，r（x）＝px＋q．两边对x求导．


解：
 设f（x）＝（x－a）2
 Q（x）＋px＋q，r（x）＝px＋q．对x求导，有f′（x）＝｛（x－a）2
 ｝′Q（x）＋（x－a）2
 Q′（x）＋p＝2（x－a）Q（x）＋（x－a）2
 Q′（x）＋p．令x＝a有[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，故r（x）＝f′（a）x＋f（a）－af′（a）．


反思：
 本问题实际上是泰勒展开式：[image: alt]
 的前两项．


例147
 　（2010南开）求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆）


指针：
 令[image: alt]
 ，考虑它的导数


解：
 令[image: alt]
 ，则f（0）＝0，f′（x）＝cosx－1＋[image: alt]
 x2
 ，f″（x）＝-sinx＋x．

由三角不等式[image: alt]
 ，又由f″（x）＞0，知f′（x）单调递增．又f′（0）＝0，故f′（x）＞0，从而f（x）单调递增．所以，f（x）＞f（0）＝0，即sinx＞[image: alt]
 ．得证．


反思：
 在高等数学中sinx的泰勒展开式为：[image: alt]
 （-∞＜x＜+∞），[image: alt]
 为其前两项．


例148
 　（2000上海交大）若方程x3
 －27x＋m＝0有三个不同实根，求实数m的取值范围．

（☆☆☆）


指针：
 令f（x）＝x3
 －27x＋m，问题等价于f′（x）＝0应该有两根．


解：
 记f（x）＝x3
 －27x＋m，f（x）＝0有三个不同实根，如图20.3所示，当且仅当f（x）的极大值为正、极小值为负（此时，由根的零值定理知（-∞，-3），（3，+∞），（-3，3）各有一根）．

[image: alt]


图20.3

令f′（x）＝3x2
 －27＝0，则x1
 ＝-3，x2
 ＝3．易见，x＝-3时，f（x）有极大值，故f（-3）＞0，所以m＞-54；x＝3时，f（x）有极小值，故f（3）＜0，所以m＜54．所以-54＜m＜54．


反思：
 这个问题可以推广到一般情形（见模仿训练）．


例149
 　（日本名古屋大学）[image: alt]
 ，求f（t）的最小值及取得最小值时的t．

（☆☆☆）


指针：
 令g（x）＝x2
 －tx，令g（x）＝0，则x＝0，t；分t≤0，0＜t＜1，t≥1三种情况讨论，分别在各区间上取最小值．


解：
 令g（x）＝x2
 －tx，令g（x）＝0，则x＝0，t．

（1）t≤0时，由于0≤x≤1，故g（x）≥0；[image: alt]
 ．

（2）0＜t＜1时，0≤x≤t，g（x）≤0；t≤x≤1，g（x）≥0．故[image: alt]
 ．令[image: alt]
 ，t＞0，[image: alt]
 ．易见，此时[image: alt]
 取得最小值．

（3）t≥1时，0≤x≤1，g（x）≤0，[image: alt]
 ．

y＝f（t）的图像如图20.4所示，[image: alt]
 时，f（t）有最小值[image: alt]
 ．

[image: alt]


图20.4


反思：
 本题的关键之处就是分类讨论，去掉绝对值的符号．


例150
 　（日本群马大学）求半径为a的球内接圆柱体体积的最大值，并求此时圆柱体的高．

（☆☆）


指针：
 设圆柱体的高为2h，将体积V用h表示．


解：
 如图20.5所示，设圆柱体的高为2h（0＜2h＜2a）．底面半径为r，则r2
 ＝a2
 －h2
 ．圆柱体体积V＝πr2
 ·2h＝2π（a2
 －h2
 ）·h＝-2π（h3
 －a2
 h）．对h求导，V′＝-2π（3h2
 －a2
 ）＝-2π（[image: alt]
 h＋a）（[image: alt]
 h－a），单调性如下：

[image: alt]


[image: alt]


图20.5

令V′（h）＝0，则[image: alt]
 ．故当圆柱体的高为[image: alt]
 时，体积有最大值[image: alt]
 ．


反思：
 本题属于应用性问题，选择适当的参数来表示体积是关键．


例151
 　f（x）＝x3
 －6x2
 ＋9x，a≤x≤a＋1，求f（x）的最大值M（a）．

（☆☆☆）


指针：
 利用导数知识先画出f（x）的草图．


解：
 f′（x）＝3x2
 －12x＋9＝3（x－1）（x－3），令f′（x）＝0，x＝1，3．f（x）的单调性如图20.6所示．

[image: alt]


图20.6

（1）a＋1＜1时，即a＜0，f（x）在［a，a＋1］上单调递增，故M（a）＝f（a＋1）＝（a＋1）3
 －6（a＋1）2
 ＋9（a＋1）＝a3
 －3a2
 ＋4．

（2）a＜1≤a＋1时，即0≤a＜1，M（a）＝f（1）＝4．

（3）当a＞1时，且a＋1≤3，即1＜a≤2，M（a）＝f（a）＝a3
 －6a2
 ＋9a．设2＜α＜3，f（α）＝f（α＋1），则α3
 －6α2
 ＋9α＝α3
 －3α2
 ＋4，所以3α2
 －9α＋4＝0，[image: alt]
 ，又α∈（2，3），所以[image: alt]
 ．

（4）[image: alt]
 时，M（a）＝f（a）＝a3
 －6a2
 ＋9a．

（5）[image: alt]
 时，M（a）＝f（a＋1）＝a3
 －3a2
 ＋4．

综上，[image: alt]
 ．


反思：
 本题考察到了两种思想：数形结合、分类讨论．


例152
 　（2012清华保送生考试题）[image: alt]
 ．

（1）求证：ex
 x－ex
 ＋1≥0恒成立；

（2）试求f（x）的单调区间；

（3）求证：｛an
 ｝为递减数列，且an
 ＞0恒成立．

（☆☆☆☆）


指针：
 （1），（2）利用导数；（3）用数学归纳法证明：对任意n∈N
 *
 ，都有0＜an＋1
 ＜an
 ．


解：
 （1）令g（x）＝ex
 x－ex
 ＋1，求导g′（x）＝ex
 x．当x＜0时，g′（x）＜0；当x＞0时，g′（x）＞0．所以g（x）在（-∞，0）内为减函数，在（0，+∞）内为增函数．所以g（x）≥g（0）＝0，即ex
 x－ex
 ＋1≥0恒成立．

（2）对[image: alt]
 求导，得[image: alt]
 ．由（1）知，当x≠0时，ex
 x－ex
 ＋1＞0，又x＞0时，ex
 －1＞0；x＜0时，ex
 －1＜0，故[image: alt]
 ，所以f′（x）＞0恒成立．因为f（x）定义域为（-∞，0）∪（0，+∞），所以f（x）的单调增区间为（-∞，0），（0，+∞）．

（3）用数学归纳法证明：对任意n∈N
 *
 ，都有0＜an＋1
 ＜an
 ．

①当n＝1时，a1
 ＝1，a2
 ＝f（a1
 ）＝f（1）＝ln（e－1），由于1＜e－1＜e，所以0＜ln（e－1）＜1，即0＜a2
 ＜a1
 ．

②假设当n＝k（k∈N
 *
 ）时结论成立，即0＜ak＋1
 ＜ak
 ．因为f（x）在（0，+∞）内为增函数，且[image: alt]
 （这里用到洛必达法则，见知识拓展15）＝0，所以0＜f（ak＋1
 ）＜f（ak
 ），即0＜ak＋2
 ＜ak＋1
 ．因此当n＝k＋1（k∈N
 *
 ）时结论也成立．

由①，②可知，0＜ak＋1
 ＜ak
 对任意n∈N
 *
 都成立．所以数列｛an
 ｝为递减数列，且an
 ＞0恒成立．

练　习　20

1．若f（x）＝axn＋1
 ＋bxn
 ＋1，n为正整数，能被（x－1）2
 整除，求a，b（用n表示）．

（☆☆）→例146

2．（2010北大文科生考试）设0＜x＜1，求证：[image: alt]
 ．

（☆☆）→例147

3．（2013“卓越联盟”）设x＞0，（1）求证：ex
 ＞1＋x＋[image: alt]
 x2
 ；（2）若ex
 ＝1＋x＋[image: alt]
 x2
 ey
 ，证明：0＜y＜x．

（☆☆☆）→例147

4．当且仅当p，q满足什么条件时，关于x的方程x3
 －3px＋q＝0有三个相异实数解．

（☆☆☆）→例148

5．（日本山口大学）-[image: alt]
 ≤t≤2，求[image: alt]
 的最大值，最小值．

（☆☆☆）→例149

6．（日本中央大学）半径为1的球有一个内接圆锥，求圆锥侧面积的最大值，并求此时圆锥的高、底面半径．

（☆☆）→例150

7．f（x）＝x3
 －3x2
 －9x，求f（x）在t≤x≤t＋2的最小值m（t）．

（☆☆☆）→例151

8．（2013“华约”）已知f（x）＝（1－x）ex
 －1．

（1）求证：当x＞0时，f（x）＜0；

（2）若数列｛xn
 ｝满足xn
 exn＋1

 ＝exn

 －1，x1
 ＝1，求证：数列｛xn
 ｝单调递减，且[image: alt]
 ．

（☆☆☆☆）→例152

综合练习20

一、选择题

1．（2008武大）函数y＝x3
 －3x＋2有（　　）．

（A）极小值0，极大值4

（B）极小值-15，极大值4

（C）极小值-1，极大值4

（D）极小值0，极大值1

（☆）

2．（2011复旦）设a为正数，f（x）＝x3
 －2ax2
 ＋a2
 ，若f（x）在区间（0，a）上大于0，则a的取值范围是（　　）．

（A）（0，1］

（B）（0，1）

（C）（1，+∞］

（D）［1，+∞）

（☆☆）

3．（2006武大）如果定义在R
 上的函数f（x）＝ax3
 ＋bx2
 ＋cx（a≠0）的单调递增区间为（-1，1），那么实数a，b，c的大小关系为（　　）．

（A）a＞b＞c

（B）b＞c＞a

（C）a＞c＞b

（D）c＞b＞a

（☆☆）

4．（2011“华约”）已知y＝x3
 －x2
 －2x＋1，过（-1，1）的直线与函数图像相切，且（-1，1）不是切点，则直线斜率为（　　）．

（A）2

（B）1

（C）-1

（D）-2

（☆☆）

5．（2013复旦）方程x2
 ＝xsinx＋cosx有（　　）个实数解．

（A）1

（B）2

（C）3

（D）4

（☆☆☆）

6．（2013“卓越联盟”）设函数f（x）在R
 上存在导数f′（x），对任意x∈R
 有f（-x）＋f（x）＝x2
 ，且在（0，+∞）上，f′（x）＞x．若f（2－a）－f（a）≥2－2a，则实数a的取值范围为（　　）．

（A）［1，+∞）

（B）（-∞，1］

（C）（-∞，2］

（D）［2，+∞）

（☆☆☆☆）

二、填空题

（2009中科大）[image: alt]
 ，则[image: alt]
 的最小值是______．

（☆☆☆）

三、解答题

1．（2008武大）求常数a，b的值，使得[image: alt]
 ．

（☆☆）

2．（2006清华）y＝x2
 上有一点P（非原点），在P处引切线交x，y轴于Q，R，求[image: alt]
 ．

（☆☆）

3．（2007上海高考、2008武大）已知函数[image: alt]
 ．

（1）判断函数f（x）的奇偶性；

（2）若f（x）在区间［2，+∞）上是增函数，求实数a的取值范围．

（☆☆）

4．（2010武大）已知f（x）是定义在区间（0，+∞）上的可导函数，满足f（x）＞0，且f（x）＋f′（x）＜0．

（1）讨论函数F（x）＝ex
 f（x）的单调性；

（2）设0＜x＜1，比较函数xf（x）与[image: alt]
 的大小．

（☆☆☆）

5．（2009南大）若四次函数F（x）＝0有四个根，则它的导函数有多少个根？

（☆☆☆）

6．（2007武大）已知函数y＝f（x）的图像与函数[image: alt]
 的图像关于点（0，1）对称．

（1）求函数y＝f（x）的解析式；

（2）若正数列an
 的前n项和为Sn
 ，且满足关系式Sn
 ＝f（an
 ）（n∈N
 *
 ），求证：[image: alt]
 ．

（参考公式[image: alt]
 ）．

（☆☆☆）

7．（2007武大）已知三次曲线C：y＝x3
 ＋bx2
 ＋cx＋d的图像关于点A（1，0）中心对称．

（1）求常数b；

（2）若曲线C与直线l：y＝4x＋12相切，求曲线C的方程．

（☆☆☆）

8．（2008武大）已知三次方程x3
 －3a2
 x－6a2
 ＋3a＝0（a＞0）只有一个实根且是正的，求a的取值范围．

（☆☆☆）

9．（2003复旦）已知过两抛物线C1
 ：x＋1＝（y－1）2
 ，C2
 ：（y－1）2
 ＝-4x＋a＋1的交点的各自的切线互相垂直，求a．

（☆☆☆）

10．（2008南开）求证：方程2x
 －x2
 －7＝0只有x＝5一个实根．

（☆☆☆）

11．（2009清华）一元三次函数f（x）的三次项系数为[image: alt]
 的解集为（1，2）．

（1）若f′（x）＋7a＝0有两个相等实根，求f′（x）的解析式；

（2）若f（x）在R
 上单调递减，求a的范围．

（☆☆☆）

12．（2007武大）已知函数f（x）＝ex
 －x，其中e为自然对数的底．

（1）若函数F（x）＝f（x）－ax2
 －1的导数F′（x）在［0，+∞）上是增函数，求实数a的最大值；

（2）求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

13．（2011北大保送生考试题）是否存在这样的a，使f（x）＝ax＋sinx存在两切线互相垂直．

（☆☆☆）

14．（2011福建省预赛）已知f（x）＝ex
 －x－1（e为自然对数的底数）．

（1）求证：f（x）≥0恒成立；

（2）求证：[image: alt]
 对一切正整数n均成立．

（☆☆☆）

15．（2012南开大学数学试点班）已知曲线C：y＝x3
 －3px2
 ，斜率为m的两条直线与C交于A，B两点．

（1）求证：AB中点在曲线C上．

（2）已知AB：y＝-x－1，求p，m的值．

（☆☆☆）

16．（2011“卓越联盟”）（1）设f（x）＝xlnx，求f′（x）；

（2）设0＜a＜b，求常数C，使得[image: alt]
 取得最小值；

（3）设（2）中的最小值为ma，b
 ，证明ma，b
 ＜ln2．

（☆☆☆☆）

17．（2010北大）如图20.7所示，A，B为y＝1－x2
 上在y轴两侧的点，求过A，B的切线与x轴围成的面积的最小值．

（☆☆☆☆）

[image: alt]


图20.7

18．（2008北大）函数f（x）的导函数f′（x）连续，且f（0）＝0，f′（0）＝a．记曲线y＝f（x）与P（t，0）最近的点为Q（s，f（s）），求极限值[image: alt]
 ．

（☆☆☆☆☆）




HINT


（选择题）1．参见知识拓展．

2．考虑f（x）＝x3
 －2ax2
 ＋a2
 的导函数．

3．f′（x）＝0的两根为-1，1．

4．利用导数的几何意义．

5．构造f（x）＝x2
 －（xsinx＋cosx），易见，它是偶函数，只考虑［0，+∞）上有多少个实根．

6．构造函数g（x）＝f（x）－[image: alt]
 x2
 ．

（填空题）（1）利用权方和不等式．设ai
 ＞0，bi
 ＞0，m＞0，则[image: alt]
 ，等号在ai
 ＝λbi
 时取到．（2）导数法．

（解答题）1．参看例153．

2．利用导数的几何意义．

3．利用知识拓展6．

4．（1）利用导数；（2）利用（1）的结论．

5．利用零值定理．

6．（1）∀M（x，y）是y＝f（x）的图像上一点，M（x，y）关于（0，1）的对称点为M′（-x，2－y），它在[image: alt]
 的图像上；（2）先求[image: alt]
 的通项，再用归纳法证明结论．

7．（1）类似习题6解法；（2）利用导数几何意义．

8．考虑f′（x）＝3x2
 －3a2
 的根．

9．利用导数的几何意义．

10．先证明x∈（-∞，2］，x∈（2，3］，x∈（3，4］上无解；再用导数证明f（x）＝2x
 －x2
 －7在［4，+∞）上单调递增．

11．设[image: alt]
 ，则f′（x）＝ax2
 ＋2bx＋c．

12．（1）F″（x）≥0；（2）用（1）的结论．

13．先假设存在，设出切点的坐标，利用导数几何意义，化归为一个方程有解的问题．

14．（2）由（1）知，不等式1＋x≤ex
 恒成立，所以对任意正整数n有，[image: alt]
 ，其中i＝1，2，…，2n－1．

15．利用导数的几何意义结合分析法．

16．（2）若C≤lna，则｜lnx－C｜＝lnx－C，显然，当C＝lna时，lnx－C取最小；若C≥lnb，则｜lnx－C｜＝C－lnx，显然当C＝lnb时，C－lnx取最小．故不妨设lna≤C≤lnb．

17．设A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），则[image: alt]
 ，过A点切线方程为[image: alt]
 ，即y＝2－2x1
 x－y1
 ＝[image: alt]
 ①．过B切线方程为[image: alt]
 ②．x轴：y＝0③．

①，②，③两两联立，得三个交点为[image: alt]
 ．

18．函数在点（s，f（s））的切线必须与以（t，0）为圆心，过（s，f（s））的圆相切，即与圆y2
 ＋（x－t）2
 ＝（s－t）2
 ＋f2
 （s）相切．


第21章　平面几何——两个重要定理、三角形的全等与相似

平面几何也是自主招生中常考的内容之一，中学学习平面几何始于初中，但高中教材中几乎不涉及纯粹的平面几何，因此，没有接触数学竞赛的学生在这方面普遍比较弱．自主招生中平面几何涉及的知识没有数学竞赛深、广，熟悉和掌握一些基本和重要的定理是非常有必要的．

知识拓展1　梅涅劳斯定理

一直线与△ABC的三边AB，BC，CA或它们的延长线分别相交于X，Y，Z，则[image: alt]
 ．

事实上，过A，B，C分别作直线XYZ的垂线，如图21.1所示．设垂足分别为Q，P，S．由三角形相似有[image: alt]
 ，三式相乘即得．

[image: alt]


图21.1

梅涅劳斯定理的逆定理也成立，即在△ABC的边AB，AC，BC（或其延长线上）分别取X，Z，Y，如果[image: alt]
 ，那么X，Y，Z三点共线．

梅涅劳斯定理的逆定理常用来证明三点共线．

知识拓展2　塞瓦定理

塞瓦定理又可分为边元塞瓦和角元塞瓦定理．


边元塞瓦定理：
 D，E，F分别是△ABC的边BC，CA，AB上的点，且AD，BE，CF交于点P，则[image: alt]
 ．


证明：
 如图21.2所示，[image: alt]
 （用到分比定理）；同理，[image: alt]
 ，[image: alt]
 三式相乘即得．

[image: alt]


图21.2

边元塞瓦定理的逆定理也成立，在△ABC的边BC，CA，AB上分别取点D，E，F，如果[image: alt]
 ，那么直线AD，BE，CF三线相交于同一点．塞瓦定理的逆定理常用来证明三线共点．


角元塞瓦定理：
 D，E，F分别是△ABC的边BC，CA，AB上的点，且AD，BE，CF交于点M，则[image: alt]
 ．


证明：
 如图21.3所示，在△ABM，△ACM，△BCM中分别由正弦定理有[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，三式相乘即得．

[image: alt]


图21.3

塞瓦定理和梅涅劳斯定理常常搭配使用，常在同一个题中同时出现．

重要例题


例153
 　（2008北大）如图21.4（a）所示，已知六边形AC1
 BA1
 CB1
 中，AC1
 ＝AB1
 ，BC1
 ＝BA1
 ，CA1
 ＝CB1
 ，∠A＋∠B＋∠C＝∠A1
 ＋∠B1
 ＋∠C1
 ，求证：△ABC的面积是六边形AC1
 BA1
 CB1
 面积的一半．

（☆☆☆☆）


解：
 如图21.4（b）所示，旋转△BCA1
 至△BC1
 A′1
 ，则△BCA1
 ≌△BC1
 A′1
 ，显然∠AC1
 B＋∠BA1
 C＋∠CB1
 A＝360°，∠AC1
 B＋∠BC1
 A′1
 ＋∠AC1
 A′1
 ＝360°，故∠AB1
 C＝∠AC1
 A′1
 ．

[image: alt]


图21.4

又C1
 A′1
 ＝CA1
 ＝B1
 C，AC1
 ＝AB1
 ，故△AC1
 A′1
 ≌△AB1
 C，所以AA′1
 ＝AC，又A′1
 B＝BC，AB＝AB，所以△ABC≌△ABA′1
 ，所以，S△ABC
 ＝S△ABA′1

 ＝S△AC1
 B
 ＋S△AB1
 C
 ＋S△BCA1

 ，即S△ABC
 ＝[image: alt]
 SAC1
 BA1
 CB1

 ．


反思：
 本题用的是旋转法．


例154
 　（2011北大保送生考试题）已知△ABC中，O是三角形一点，满足∠BAO＝∠CAO＝∠CBO＝∠ACO，求证：ABC三边长成等比数列．

（☆☆☆）


指针：
 可用角元塞瓦定理等．


解：


法1：如图21.5所示，过O作AC平行交BC，AB于D，E，所以DE∥AC，所以∠OAC＝∠1，∠1＝∠BAO，可得∠OAC＝∠OCA．所以AO＝OC，AE＝OE．所以△AOE∽△ACO．所以[image: alt]
 ．因为DE∥AC，所以[image: alt]
 ．

[image: alt]


图21.5

因为∠2＝∠OBC，∠BCO＝∠BCO，所以△OCD∽△BCO，所以[image: alt]
 ．①×②×③得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，所以BC2
 ＝AC·AB．所以△ABC三成等比列．

法2：如图21.6所示，∠BAO＝∠CAO＝∠CBO＝∠ACO＝α，∠OCB＝β，∠ABO＝γ．由角元塞瓦定理知[image: alt]
 ，所以sin2
 α＝sinβ·sinγ．又γ＝π－4α－β，所以sin2
 α＝sinβ·sin（4α＋β）＝[image: alt]
 ［cos4α－cos（4α＋2β）］．

[image: alt]


图21.6

下证：BC2
 ＝AB·AC．

由正弦定理：BC2
 ＝AB·AC⇔sin2
 2α＝sin（α＋β）·sin（γ＋α）．由于sin（α＋β）·sin（γ＋α）＝sin（α＋β）·sin（π－3α－β）＝sin（α＋β）·sin（3α＋β）＝[image: alt]
 ［cos2α－cos（4α＋2β）］．

所以cos4α＝2sin2
 α＋cos（4α＋2β），所以[image: alt]
 ．sin2
 2α＝sin（α＋β）·sin（γ＋α）得证，即△ABC三边成等比数列．

法3：不妨AB＞AC，延CA至P，使CP＝AB，连PB，PO，如图21.7所示．在△BAO与△PCO中，BA＝PC，∠BAO＝∠PCO，AO＝CO．

[image: alt]


图21.7

所以△BAO≌△PCO，所以∠CPO＝∠ABO，所以O，A，P，B四点共圆．所以∠OAB＝∠OPB＝∠OBC．

而∠CPO＝∠ABO，所以∠ABC＝∠CPB，又∠ACB＝∠BCP，所以△CBA∽△CPB．所以[image: alt]
 ，注意到PC＝AB，所以BC2
 ＝AC·AB，即△ABC三边成等比数列．

法4：如图21.8所示，延AO与△BOC的外接圆交于D，BD，CD．设∠BAO＝∠CAO＝∠CBO＝∠ACO＝θ，则∠ODC＝∠OBC＝θ，所以AC＝CD．

[image: alt]


图21.8

又∠CBD＝∠COD＝∠OAC＋∠OCA＝2θ＝∠BAC，且∠BCD＝∠BOD＝∠OAB＋∠ABO＝∠OBC＋∠ABO＝∠ABC，所以△ABC∽△BCD，所以[image: alt]
 ．所以BC2
 ＝AB·AC，即三角形三边成等比数列．

法5：如图21.9所示，∠BAO＝∠CBO＝∠ACO＝α，先证cotα＝cotA＋cotB＋cotC．

[image: alt]


图21.9

在△OAB中，由正弦定理：[image: alt]
 ，而sin∠AOB＝sin（∠BAO＋∠ABO）＝sin（∠CBO＋∠ABO）＝sinB，所以[image: alt]
 ，同理△OBC中有[image: alt]
 ，两式相比有[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，而[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 ，即cotα＝[image: alt]
 cotA＋cotB＋cotC得证，由该式及已知件知，[image: alt]
 ．

所以[image: alt]
 ，而[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，即sin2
 A＝sinBsinC，即b，a，c成等比数列．

法6：在△ABO和△BCO中分别用正弦定理可得[image: alt]
 ．因为AO＝CO，所以两式相比可得

[image: alt]
 ，即1－cosA＝cos（B－C）－cos（B＋C－A），1＋cos（B＋C－A）＝cos（B－C）＋cosA＝cos（B－C）－cos（B＋C）＝2sinB·sinC．

因为B＋C－A＝π－2A，所以2sin2
 A＝2sinBsinC，即a2
 ＝bc，所以△ABC三成等比数列．


反思：
 本问题实际是一个著名的布洛卡点问题，P是△ABC内一点，满足∠PAB＝∠PBC＝∠PCA＝θ，P是△ABC的布洛卡．布洛卡点的一个基本性质是cotA＋cotB＋cotC＝cotθ．

练　习　21

1．设E，F分别为正方形ABCD的边BC，CD上的点，AE，AF分别与对角线BD交于P，Q两点，且BE＋DF＝EF，求证：五边形PECFQ内接于圆．

（☆☆☆）→例153


HINT：
 如图21.10所示，因∠C是直角，所以要证五边形PECFQ内接于圆，只需证明EP⊥PF，且EQ⊥QF，只需证明A，P，F，D共圆，A，B，E，Q共圆，只需证明∠EAF＝45°．

[image: alt]


图21.10

2．等腰△ABC中，AB＝AC，D为BC中点，DE⊥AC于E，F为DE的中点，AF，BE交于H，求证：AF⊥BE．

（☆☆☆）→例154

综合练习21

一、选择题

（2013“北约”）在△ABC中，D为BC中点，DM，DN分别是∠ADB，∠ADC的内角平分线，则MN与BM＋CN的关系为（　　）．

（A）BM＋CN＞MN

（B）BM＋CN＜MN

（C）BM＋CN＝MN

（D）无法确定

（☆☆）

二、解答题

1．（2013北大保送生考试题）△ABC内点M满足∠CMB＝100°，线段BM的中垂线交边AB于P，线段CM的中垂线交边AC于Q，已知P，M，Q三点共线，求∠CAB．

（☆☆）

2．（2009中科大）如图21.11，已知△ABC面积为1，D，E，F分别在BC，CA，AB上，BD＝2DC，CE＝2EA，AF＝2FB，AD，BE，CF两两交于P，Q，R，求△PQR的面积．

（☆☆☆）

[image: alt]


图21.11

3．（2008北大）求证：边长为1的正五边形对角线长为[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

4．（2010北大）A，B为边长为1的正五边形上的点．证明：AB最长为[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

5．设抛物线y2
 ＝2px的焦点为F，准线与对称轴的交点为N，过F作直线与抛物线交于P，Q，并使∠NQP＝90°，过P作PM垂直OX于M，求证：｜PM｜＝｜QM｜．

（☆☆☆）

6．如图21.12所示，在凸四边形ABCD中，∠ADC，∠BCD＞90°，设点E是直线AC与过点B而平行于AD的直线的交点，点F是直线BD与过点A而平行于BC的直线的交点，证明：EF∥CD．

（☆☆☆）

[image: alt]


图21.12

7．（2011山西）如图21.13所示，D，E，F分别是△ABC的边BC，CA，AB上的点，且DE∩AB＝F0
 ，EF∩BC＝D0
 ，FD∩CA＝E0
 ．证明：AD，BE，CF三线共点，当且仅当D0
 ，E0
 ，F0
 三点共线．

（☆☆☆☆）

[image: alt]


图21.13




HINT


（选择题）延长ND至E，使ND＝DE．

（解答题）1．利用中垂线性质．

2．利用梅涅劳斯定理．

3．构造相似三角形．

4．①A，B在同一条边上；②A，B在两条相邻边上；③A，B既不在同一条边上，也不在相邻边上．共三种情况讨论．

5．先证∠PNF＝∠QNF．

6．只证[image: alt]
 ．

7．利用梅涅劳斯定理．


第22章　平面几何——圆

圆是平面几何中非常重要的内容，也是自主招生考试中平面几何中的热点问题．

知识拓展1　和圆有关的角

（1）同弧所对的圆周角相等；同弧所对的圆周角等于圆心角的一半．

（2）弦切角等于弦所对的圆周角．


例155
 　⊙O1
 与⊙O2
 相交于A，B两点，点O1
 在⊙O2
 的圆周上，⊙O1
 的弦AC交⊙O2
 于D点．

证明：线段O1
 D与BC垂直．

（☆☆）


指针：
 问题等价于证明O1
 D是∠CO1
 B的角平分线（△CO1
 B是等腰的）．


证明：
 如图22.1所示，连O1
 B，O1
 C，AB．在⊙O2
 中，由同弧所对的圆周角相等知∠BO1
 D＝∠BAC．在⊙O1
 中，由同弧所对的圆周角等于圆心角的一半知，∠BAC＝[image: alt]
 ∠BO1
 C，所以∠BO1
 D＝[image: alt]
 ∠BO1
 C，在等腰三角形O1
 BC中，显然顶角的平分线O1
 D垂直于底边BC．

[image: alt]


图22.1


反思：
 “同弧所对的圆周角相等；同弧所对的圆周角等于圆心角的一半”这两个结论是圆的角度之间最基本而又重要的定理．

模仿训练：

72．（2012“北约”）如果锐角三角形ABC的外心为O，求O到三角形三边的距离比（用三角形的角和三角函数表示）．

（☆☆）

知识拓展2　圆幂定理（相交弦定理、切割线定理、割线定理）

（1）相交弦定理：
 圆内的两条相交弦，被交点分成的两条线段长的乘积相等．

（2）割线定理：
 从圆外一点P引两条割线与圆分别交于A，B，C，D，则有PA·PB＝PC·PD．

（3）切割线定理：
 从圆外一点引圆的切线和割线，切线长是这点到割线与圆交点的两条线段长的比例中项．

（4）圆幂定理：
 过一定点P向⊙O作任一直线，交⊙O于两点，则自定点P到两交点的两条线段之积为常数｜OP2
 －R2
 ｜（R为圆半径），因为OP2
 －R2
 叫做点对于⊙O的幂，所以将上述定理统称为圆幂定理．

知识拓展3　四点共圆

（1）要证明四点共圆，可证明以这四点为顶点的四边形的对角互补，或证某两点视另两点所连线段的视角相等．

（2）如果两线段AB，CD相交于E点，且AE·EB＝CE·ED，则A，B，C，D四点共圆．

（3）若相交直线PA，PB上各有一点C，D，且PA·PC＝PB·PD，则A，B，C，D四点共圆．

（4）若四边形一个外角等于其内对角，则四边形的四顶点共圆．

（5）要证明若干点共圆，先证其中四点共圆，然后再证其余点都在此圆上．


例156
 　（2012“北约”）求证：若圆内接五边形的每个内角都相等，则它为正五边形．

（☆☆☆）


指针：
 利用四点共圆计算出三角形各个内角．


解：
 如图22.2所示，连接BD，依题意，∠A＝∠ABC＝∠C＝∠CDE＝∠E＝108°．因为A，B，D，E四点共圆，且∠A＝108°，所以∠BDE＝72°，而∠CDE＝108°，故∠CDB＝∠CBD＝36°．所以CD＝CB，同理其他各边也都相等，从而ABCDE是正五边形．

[image: alt]


图22.2


反思：
 本题结论可以推广到一般情况，若圆内接2n＋1边形各个内角相等，则它为正2n＋1边形．

模仿训练：

73．（2013“卓越联盟”）如图22.3所示，AE是圆O的切线，A是切点，AD⊥OE于点D，割线EC交圆O于B，C两点，设∠ODC＝α，∠DBC＝β，则∠OEC＝______（用α，β表示）．

[image: alt]


图22.3

知识拓展4　圆内接三角形与正弦定理、圆外切四边形、三角形内切圆

（1）任何一个三角形都有唯一的外接圆，且有正弦定理：在△ABC中，有[image: alt]
 （这里R是三角形外接圆半径）．

（2）根据切线长定理有圆外切四边形两组对边和相等．

（3）设△ABC的内切圆半径为r，面积为S，周长为l，则有[image: alt]
 ；对于直角三角形，内切圆半径等于两直角边之和与斜边之差的一半．

重要例题


例157
 　△ABC的内心为I，内切圆分别切BC，CA于点D，E．如果BI交DE于点G，求证：AG⊥BG．

（☆☆☆）


指针：
 设法证明△ABG和△IBD相似．


解：


法1：如图22.4所示，连AI，ID，IE，IC，则由I是内心知∠AIB＝90°＋[image: alt]
 ∠ACB，又∠IEC＝∠IDC＝90°，所以I，E，C，D四点共圆，所以∠IDE＝∠ICE，而∠BDG＝∠BDI＋∠IDE＝90°＋∠ICE＝90°＋[image: alt]
 ∠ACB．所以△ABI∽△GBD，可得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以△ABG∽△IBD，又注意到ID⊥BD，故AG⊥BG．

[image: alt]


图22.4

法2：△ABI∽△GBD（法1），则有∠BAI＝∠BGD，所以∠IAE＝∠BGD，所以A，I，E，G四点共圆，所以∠AGB＝∠AEI＝90°．


反思：
 本题也是内心的一个重要性质，结论也很有用．


例158
 　D，E，F分别在△ABC的边BC，CA，AB上，求证：△AEF，△BFD，△CDE的外接圆共点．

（☆☆☆）


指针：
 设其中两个圆的在三角形内的交点为P，再证四点共圆．


解：
 如图22.5所示，设△AEF，△BFD的外接圆除点F之外，还交于点P，连结PD，PE，PF，则∠PEC＝∠AFP＝∠BDP，故E，P，D，C四点共圆，证毕．

[image: alt]


图22.5


反思：
 这也是一个著名结论，上述P点又称为密克点．


例159
 　⊙O1
 与⊙O2
 相交于A点，过A作直线交⊙O1
 于C，交⊙O2
 于B．设M是O1
 O2
 的中点，N是BC的中点，求证：MN＝MA．

（☆☆☆）


指针：
 过两圆心及M分别作BC的垂线，垂足分别为P，Q，T，则两圆心的垂足和两圆心构成直角梯形，再证T是NA的中点．


证明：
 过O1
 ，O2
 ，M分别作BC的垂线，垂足分别为P，Q，T，如图22.6所示，则O1
 O2
 QP是直角梯形，且MT是中位线．由垂径定理知，P，Q分别为AC，AB的中点．[image: alt]
 ，所以NT＝AT，所以T是AN的中点，又MT⊥AN，所以MN＝MA．

[image: alt]


图22.6


反思：
 过圆心作弦的垂线，垂足和圆心形成直角梯形，这一基本图形是解决圆有关问题的常用方法．


例160
 　已知P为△ABC外接圆的[image: alt]
 上一点，则P在直线AB，BC，CA的射影L，M，N共线．


指针：
 设法证明两个角互补．


解：
 如图22.7所示，连结LM，MN，BP，CP，则由L，M，P，B共圆，M，P，N，C共圆及A，B，P，C共圆，得∠LMP＋∠NMP＝∠LMB＋90°＋∠PCN＝∠LPB＋∠ABP＋90°＝180°，故L，M，N共线．

[image: alt]


图22.7


反思：
 这是平面几何的一个重要定理：西姆松定理，这一条直线又称为西姆松线．


例161
 　托勒密定理：四边形ABCD内接于一圆，那么AB·CD＋BC·AD＝AC·BD．


指针：
 设法构造相似三角形．


证明：
 如图22.8所示，在AC上取点E，使∠ABE＝∠DBC，则△ABE∽△DBC．故[image: alt]
 ．所以，AB·CD＝BD·AE①．又由于∠ABD＝∠EBC，可得△ABD∽△EBC．所以，[image: alt]
 ，即AD·BC＝BD·EC②．将①，②两个式子相加即得AB·CD＋AD·BC＝AC·BD．

[image: alt]


图22.8


反思：
 托勒密定理的逆定理，四边形ABCD满足AB·CD＋BC·AD＝AC·BD，那么ABCD内接于圆．

练　习　22

1．（2011江西预赛）如图22.9所示，△ABC的内心为I，M，N分别是AB，AC的中点，AB>AC，内切圆⊙I分别与边BC，CA相切于D，E；证明：MN，BI，DE三线共点．

（☆☆☆）→例157

[image: alt]


图22.9

2．在△ABC的各边向外各作一个正△BCD，△CAE，△ABF，如图22.10所示．求证：这三个正三角形的外接圆共点．

（☆☆☆）→例158

[image: alt]


图22.10

3．如图22.11所示，在锐角△ABC中，BD，CE是它的两条高线，分别过B，C引直线DE的垂线，BF⊥DE于F，CG⊥DE于G，求证：EF＝DG．

（☆☆☆）→例159

[image: alt]


图22.11

4．如图22.12所示，已知AA1
 ，BB1
 ，CC1
 是锐角△ABC的三条高线．证明：C1
 到AC，BC，BB1
 ，AA1
 的垂足在同一条直线上．

（☆☆☆）→例160

[image: alt]


图22.12

5．设P为正五边形ABCDE的外接圆[image: alt]
 上一点，求证：PA＋PC＋PE＝PB＋PD．

（☆☆☆）→例161

综合练习22

一、选择题

1．（2011“卓越联盟”）如图22.13所示，△ABC内接于圆O，过BC中点D作平行于AC的直线l，l交AB于E，交圆O于G，F，交圆O在A点处的切线于P，若PE＝3，ED＝2，EF＝3，则PA的长为（　　）．

[image: alt]


图22.13

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


（☆☆☆）

2．（2012“华约”）如图22.14所示，在锐角△ABC中，AB边上的高CE与AC边上的高BD交于点H，以DE为直径作圆与AC的另一个交点为G．已知BC＝25，BD＝20，BE＝7，则AG的长为（　　）．

[image: alt]


图22.14

（A）8

（B）[image: alt]


（C）10

（D）[image: alt]


（☆☆☆）

3．（2011“华约”）将一个正11边形用对角线划分为9个三角形，这些对角线在正11边形内两两不相交，则（　　）．

（A）存在某种分法，所分出的三角形都不是锐角三角形

（B）存在某种分法，所分出的三角形恰有两个锐角三角形

（C）存在某种分法，所分出的三角形至少有三个锐角三角形

（D）任何一种分法所分出的三角形都恰有一个锐角三角形

（☆☆☆☆☆）

二、解答题

1．如图22.15所示，锐角△ABC中，O为外心，过A，B，O三点作一圆交AC，BC于E，F，求证：CO⊥EF．

（☆☆☆）

[image: alt]


图22.15

2．如图22.16所示，在以O为圆心的圆中，弦CD垂直于直径AB，而弦AE平分半径OC，求证：弦DE平分弦BC．

（☆☆☆）

[image: alt]


图22.16

3．⊙O1
 ，⊙O2
 相交于A，B两点，过B作直线分别交⊙O1
 ，⊙O2
 于点C，E，过B再作直线分别交⊙O1
 ，⊙O2
 于点D，F．点B位于点C，E和D，F之间，M，N分别为CE，DF的中点．证明：△ACD∽△AMN．

（☆☆☆）

4．（2012“卓越联盟”）如图22.17所示，AB是圆O的直径，弦CD⊥AB于M，E是CD延长线上一点，且AB＝10，CD＝8，3DE＝4OM，EF是圆的切线，F是切点，BF交CD于G．

[image: alt]


图22.17

（1）求线段EG的长；

（2）连结FD，判断FD与AB是否平行，并加以证明．

（☆☆☆）

5．（2011江苏省预赛）在四边形ABCD中，M，N分别为边AB，CD上的点，如图22.18所示．若∠BAN＝∠CDM，BN∥MD，CM∥NA，求证：AD∥BC．

（☆☆☆）

[image: alt]


图22.18

6．（2011福建省预赛）如图22.19所示，设锐角△ABC的外接圆为圆O，过点B，C作圆O的两条切线，相交于点P．连结AP交BC于点D，点E，F分别在边AC，AB上，使得DE∥BA，DF∥CA．求证：

[image: alt]


图22.19

（1）[image: alt]
 ；

（2）∠BCF＝∠BEF．

（☆☆☆☆）

7．（2011辽宁省预赛）如图22.20所示，四边形ABCD为圆O的内接四边形，对边BC，AD交于F，AB，DC交于E．△ECF的外接圆与圆O的另一交点为H，AH交EF于M，MC交圆O于G．求证：

（1）M为EF中点；

（2）A，G，E，F四点共圆．

（☆☆☆☆☆）

[image: alt]


图22.20




HINT


（选择题）1．设GE＝t，由相交弦定理用t表示AE，再利用△PAE与△BDE相似，求出t．

2．先由三角和角展开式可得出A＝C．

3．注意正11边形的外心也是各个三角形的外心．

（解答题）1．设法证明O是△CEF的垂心．

2．设法证明△AOF与△BDG相似．

3．先证：△ACM∽△ADN．

4．（1）利用平面几何圆的知识；（2）考虑内错角是否相等．

5．连MN，可证A，M，N，D四点共圆，B，M，N，C四点共圆．

6．（1）用面积法；（2）用（1）的结论并设法证明E，F，B，C四点共圆．

7．（1）设法证明△HMF∽△FMA，△EMH∽△AME；（2）延长CM到I使MC＝MI，连接GA，再设法证明A，E，I，F四点共圆及A，G，E，I四点共圆．


第23章　组合

数学中的组合是自主招生考试中比较难的版块，它与常规教材内容差距比较大，因此没有学习和接触数学竞赛的同学常常碰到这类问题时显得束手无策．求解组合数学问题需要敏锐的洞察力、丰富的想像力和必要的技巧，通常没有一个固定的解题模式可遵循．而抽屉原理是在解决组合问题中常用的基本原理．

自主招生考试中的组合问题通常有计数问题、组合恒等式、存在性问题、操作问题、染色问题、离散量的最值、组合几何等．

知识拓展1　抽屉原理


抽屉原理1：
 将多于n件物品任意放到n个抽屉中，那么至少有一个抽屉中的物品不少于两件．


抽屉原理2：
 将多于m×n件物品任意放到n个抽屉中，那么至少有一个抽屉中的物品不少于（m＋1）件．


例162
 　从1，2，…，2n这2n个整数中，任取n＋1个数，证明其中一定存在两个数是互质的．

（☆☆）


指针：
 相邻的两个数放在一起组成一个抽屉．


解：
 把1，2，…，2n这2n个正整数分成n组，即｛1，2｝，｛3，4｝，…，｛2n－1，2n｝．从这n组中任取n＋1个数，由抽屉原理知，其中一定有两个数取自同一组，同一组中的两个数是相邻的正整数，从而它们是互质的．


反思：
 据说匈牙利数学家路易·波萨小时候就表现出非凡的智慧．有一次，著名的数学家保罗·厄尔多斯（1913－1996）与他共进晚餐，厄尔多斯就考了例162这个问题．结果12岁的波萨不到半分钟的时间就回答出来了．波萨后来成为图论方面的专家．

模仿训练：

74．求证：任给五个整数，必能从中选出三个，使得它们的和能被3整除．

（☆☆）

知识拓展2　染色方法

染色方法是一种将题目研究对象分类的形象化方法，通过将问题中的对象适当染色，我们可以更形象地观察分析出其中所蕴含的关系，再经过一定的逻辑推理，便能得出问题的答案．这类问题不需要太多的数学知识，但技巧性、逻辑性较强．


例163
 　证明：用15块大小是4×1的矩形瓷砖和1块大小是2×2的矩形瓷砖，不能恰好铺盖8×8矩形的地面．

（☆☆☆）


指针：
 将8×8矩形地面的一半染上一种颜色，另一半染上另一种颜色，再用4×1和2×2的矩形瓷砖去盖，如果盖住的两种颜色的小矩形不是一样多，则说明在给定条件下完全铺盖不可能．


证明：
 如图23.1所示，用间隔为两格且与副对角线平行的斜格同色的染色方式，以黑白两种颜色将整个地面的方格染色．显然，地面上黑、白格各有32个．

[image: alt]


图23.1

每块4×1的矩形砖不论是横盖还是竖盖，且不论盖在何处，总是占据地面上的两个白格、两个黑格，故15块4×1的矩形砖铺盖后还剩两个黑格和两个白格．但由于与副对角线平行的相邻格总是同色，而与主对角线平行的相邻格总是异色，所以，不论怎样放置，一块2×2的矩形砖，总是盖住三黑一白或一黑三白．这说明剩下的一块2×2矩形砖无论如何也无法覆盖其余的二黑二白的地面．从而问题得证．


反思：
 如图23.2所示，也可如下这样染色，那么一个田字形盖住1个或3个白格，而一个4×1的矩形盖住2个白格．这样一个田字和15个4×1的矩形能盖住的白格数是一个奇数，但图23.1中的白格数是一个偶数，因此一个田字形和15个4×1的矩形不能复盖8×8的棋盘．

[image: alt]


图23.2

模仿训练：

75．如图23.3所示，由14个大小相同的正方形组成的图形．证明：不论如何用剪刀沿着图中直线剪裁，总剪不出七个由相邻两个小正方形组成的矩形来．

（☆☆）

[image: alt]


图23.3

知识拓展3　离散量的最值

离散量的最值的问题尚无固定的方法，不同的题目需要不同的策略和方法，难度较大．


例164
 　已知集合M是｛1，2，3，…，2012｝的子集，且M中任意两个元素之和均不能被3整除．求集合M中元素个数的最大值．（☆☆☆）


指针：
 考虑模3的剩余类．


解：
 考虑集合A＝｛3，6，9，…，2010｝，B＝｛1，4，7…，2011｝，C＝｛2，5，8…，2012｝，｜A｜＝670，｜B｜＝671，｜C｜＝671．显然A中至多选一个元素与集合B或C构成一个新的集合满足条件，所以M中最多有672个元素．


反思：
 考虑剩余类是处理这类问题常用的方法．

模仿训练：

76．（1995全国联赛）设M＝｛1，2，3，…，1995｝，A是M的子集且满足条件：当x∈A时，15x∉A，则A中元素的个数最多是______．

（☆☆☆）

知识拓展4　组合几何

几何中与组合有关的问题统称组合几何．


例165
 　（2008中科大）一个平面由红点、蓝点组成，且既有红点又有蓝点．对于任意长a（a＞0），证明：

（1）平面内存在两个同色点，距离为a；

（2）平面内存在两个异色点，距离为a．

（☆☆☆）

指针：任取两个异色点，对这两点距离进行讨论，设法构造等腰三角形，它的腰就是a．


解：
 （1）取一个边长为a的正三角形，由抽屉原理，必有两点同色，则这两点满足要求．

（2）任取两个异色点A，B，不妨设A是红色的，B是蓝色的．

（Ⅰ）若AB＜2a，则以AB为底边，作一个腰长a的等腰三角形，设为△ABC．若C点为红色的，则B，C两点满足要求；否则A，C两点满足要求．

（Ⅱ）若AB＝2a，则设AB中点为C．同理，若C点为红色的，则B，C两点满足要求；否则A，C两点满足要求．

（Ⅲ）若AB＞2a，在线段AB上靠近A的地方再找一点B1
 ，且AB1
 ＝a．若B1
 是蓝色的，则A，B1
 两点满足要求；若B1
 是红色的，则考察线段B1
 B．若B1
 B＜2a，同理，以B1
 B为底边，作一个腰长为a的等腰三角形B1
 BC1
 ，满足要求；若B1
 B＝2a，同理，找B1
 B的中点（不妨也设为C1
 ），无论它是红色还是蓝色，总有B1
 C1
 或BC1
 满足要求．若B1
 B＞2a，同理，如此下去…，由于线段AB长有限，到某一步必终止．

综上，总可以找到异色的两点，且它们距离为a．


反思：
 本题先讨论简单情况，再把复杂情况化解．

模仿训练：

77．（2000复旦）设平面上有三个点，任意两个点之间距离不超过1，问：半径至少为多大的圆盘才能覆盖这三个点．请证明你的结论．

（☆☆☆）

重要例题


例166
 　（2006复旦）求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆）


指针：
 母函数法或构造组合模型．


解：


法1：母函数法．考虑（1＋x）2n
 展开式中的系数．一方面，xn
 的系数是[image: alt]
 ；另一方面（1＋x）2n
 ＝（1＋x）n
 ·（1＋x）n
 ＝[image: alt]
 ，将其展开，xn
 的系数是[image: alt]
 （这里用到[image: alt]
 ）．所以[image: alt]
 ．

法2：构造组合模型法．某班有2n名学生，现从中选出n个学生参加某项活动，显然这样的选法有[image: alt]
 种；另一方面，将这2n名学生分为A，B两组，每组n个学生，若从A组中选出0名学生，从B组中选出n个学生，有[image: alt]
 种选法；从A组中选出1名学生，从B组中选出n－1个学生，有[image: alt]
 种选法；…；从A组中选出n名学生（不选），从B组中选出0个学生，有[image: alt]
 种选法．由加法原理，[image: alt]
 ．


反思：
 本题用到了证明组合恒等式的两种典型方法，母函数法和构造组合模型法，这两种方法都用到了“算两次”的思想．所谓“算两次”原理，又称富比尼原理，就是对同一个量，用两种不同的方法去计算，所得的结果应相等．本题组合恒等式可以推广到更一般的情形即范德蒙恒等式（见练习23第1题）．


例167
 　（2012“北约”）在1，2，…，2012中取一组数，使得任意两数之和不能被其差整除，最多能取多少个数？

（☆☆☆）


指针：
 考虑模3的剩余类．


解：
 考虑模3的剩余类：A0
 ＝｛3k｜k＝1，2，…，670｝，A1
 ＝｛3k＋1｜k＝0，1，…，670｝，A2
 ＝｛3k＋2｜k＝0，1，…，670｝．

其中元素最多的是A1
 或A2
 （｜A1
 ｜＝｜A2
 ｜＝671），不妨取A1
 ，由于任意两数之差都是3的倍数，而两数之和模3同余2．显然符合．另一方面，若取672个数，由于（1，2，3），（4，5，6）…，（2008，2009，2010），（2011，2012）共671组，由抽屉原理知，则必有两个数a，b之差小于3（不妨设a＞b）．若a－b＝1，显然a－b｜a＋b；若a－b＝2，则a，b同奇偶，仍有a－b｜a＋b．

综上，至多能选取671个数．


反思：
 这是一道组合兼数论问题，考虑模2或模3或模5等剩余类是常用的方法．

练　习　23

1．求证：[image: alt]
 （范德蒙恒等式）．

（☆☆☆）→例166

2．从1，2，3，…，16这16个数中，最多能选出多少个数，使得被选出的数中，任意3个都不是两两互质的．

（☆☆☆☆）→例167

综合练习23

解答题

1．证明：在任意的52个正整数中，一定可以找到两个数a，b，使得a＋b或a－b能被100整除．

（☆☆☆）

2．在1，2，3，…，100这100个正整数中任取11个数，证明：其中一定有两个数的比值不超过[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

3．（2011山西）20个巫师孤岛聚会．在这期间，任何三个巫师都曾在一起诅咒过别的某些巫师．证明：其中必存在某个巫师，他至少受到过其余九个巫师的诅咒．

（☆☆☆）

4．从1，2，…，2012这2012个数中，最多能取出多少个数，使得对于取出来的任意三个数a，b，c（a＜b＜c），都有ab≠c．

（☆☆☆☆）

5．（2008北大）在由若干南方球队和北方球队参加的排球单循环赛中，已知南方队比北方队多9支，所有南方队得到的分数总和是所有北方队得到的分数总和的9倍（每场比赛胜者得一分，负者得零分）．证明：循环赛结束后，某支南方队积分最高．

（☆☆☆☆）

6．（2012“华约”）某乒乓球培训班共有n位学员，在班内双打训练期间，每两名学员都作为搭档恰好参加过一场双打比赛．试确定n的所有可能值并分别给出对应的一种安排比赛的方案．

（☆☆☆☆）

7．（2008上海交大）世界杯预选赛中，中国、澳大利亚、卡塔尔和伊拉克被分在A组进行主客场比赛．规定每场比赛胜者得三分，平局各得一分，败者不得分，比赛结束后前两名可以晋级．

（1）由于4支队伍均为强队，每支队伍至少得3分，于是甲专家预测：中国队至少得10分才能确保出线．乙专家预测：中国队至少得11分才能确保出线．问：甲、乙专家哪个说得对？为什么？

（2）若不考虑（1）中条件，中国队至少得多少分才能确保出线？

（☆☆☆☆）

8．（2008上海交大）30个人排成矩形，身高各不相同，把每列最矮的人选出，这些人中最高的设为a；把每行最高的人选出，这些人中最矮的设为b．

（1）a是否有可能比b高？

（2）a和b是否可能相等？

（☆☆☆☆）

9．（2009清华）有200件物品，可以用100个相同的箱子装下（每箱装2件）．现不小心将这200件物品弄乱，于是采用如下办法：任取一件物品，装入第一个箱子；再取一件，若能装入第一个箱子则装入第一箱，否则装入第二箱；再取一件，若能装入第二件所在箱子，则装入，否则装入下一箱；以此类推，直至所有物品都装箱．问：至少需准备多少箱子才能确保装下这200件物品？

（☆☆☆☆）

10．（2009北大）某次考试共有333名学生做对了1000道题，做对3道及以下为不及格，6道及以上为优秀，考场中每人做对题目数不全同奇偶．问：不及格与优秀者哪个多？

（☆☆☆☆）

11．（2013“北约”）已知mn个实数，排成m×n阶矩阵，记作｛aij
 ｝m×n
 ，使得数阵中的每一行从左到右都是递增的，即任意i＝1，2，3，…，m．当j1
 ＜j2
 ，都有aij1

 ≤aij2

 ．现将｛aij
 ｝m×n
 的每一列原有的各数按照上到下递增的顺序排列，形成一新的m×n阶数阵，作｛a′ij
 ｝m×n
 ，即任意的j＝1，2，3，…，n，i1
 ＜i2
 ，都有a′i1
 j
 ≤a′i2
 j
 ．试判断｛a′ij
 ｝m×n
 中每一行的n个数的大小关系，并说明理由．

（☆☆☆☆）

12．（2009中科大）2008个白球和2009个黑球任意排成一列．求证：无论如何排列，至少都存在一个黑球，其左侧（不包括自己）的黑球和白球的个数相等（可以为0）．

（☆☆☆☆☆）

13．（2010清华）设计一种为一维数轴的全体实数染色的方案，使得数轴上任意两个相距为1，[image: alt]
 ，[image: alt]
 的点都不同色，要求使用颜色最少．

（☆☆☆☆☆）

14．（2010清华等五校联考）对正六边形的边和所有对角线染色，任意三角形三边染色不同，任意两组三角形染色方式不同，问至少要染多少种颜色？

（☆☆☆☆☆）

15．（2010清华）长为L的木棒（L为整数）可以锯成长为整数的两段，要求任何时刻所有木棒中的最长者长度严格小于最短者长度的2倍．例如，长为4的木棒可以锯成2＋2两段，而长为7的木棒第一次可以锯成3＋4两段，第二次可以再将长为4的木棒锯成2＋2两段，这时2＋2＋3三段不能再锯．问：长为30的木棒可以至多锯成多少段？

（☆☆☆☆☆）




HINT


（解答题）1．把这52个正整数都除以100，考虑52个余数．

2．构造10个抽屉，每个抽屉中的数最大值与最小值之比不超过3/2．

3．反证，从两个方面考虑“三巫组”．

4．将45～2012这些数再加上1，共计1969个数显然满足题意．再证1969是最多的．

5．设南方队有a＋9支，北方队有a支（a∈N
 *
 ）．南方队得分总和为[image: alt]
 （因为每场比赛产生1分，总共产生分数[image: alt]
 ），北方队得分总和为[image: alt]
 ．又北方队必定会得到北方队之间比赛的[image: alt]
 分，故北方队在与南方队比赛中获得了[image: alt]
 分．

6．因为每两个队员恰好搭档过一次，所以搭档的数量为[image: alt]
 ．因为每个搭档只参加过一次，而每场比赛需要两队搭档参与，所以[image: alt]
 为整数，即[image: alt]
 为整数，即n≡0，1（mod 4）．

7．乙专家说得对．

8．（1）不可能；（2）有可能．

9．至少需要199个箱子才能确保装下这200件物品（即最少需199个箱子）．

10．设不及格有a人，优秀有b人，其余有c人，则c＝333－a－b．用反证法，假设b≥a．

11．每一行的数从左到右递增．

12．反证法或推广到一般再用数学归纳法．

13．若x，y∈R
 ，且x－y＝a＋b[image: alt]
 ＋c[image: alt]
 （这里a，b，c∈Z
 ），则称x，y是属于同一个等价类的，记作x′～x．所谓等价，即满足：反身性，显然x－x＝0＝0＋0·[image: alt]
 ＋0·[image: alt]
 ，故x～x；对称性，若x～y，则y～x，这个也是显然的；传递性，即x～y，y～z．

14．至少要染7种颜色．所有的三角形共有[image: alt]
 个．

15．至多6段．6段的例子：30→12，18→8，10，12→6，6，8，10→5，5，6，6，8→4，4，5，5，6，6．

再用反证法证无法锯成7段．可用引理：任何一次分割，最小长度至多有两段．


第24章　初等数论、组合——整除与高斯函数

整除是初等数论的基础．

知识拓展1　整除的性质

a，b∈Z
 ，a≠0，如果存在q∈Z
 使得b＝aq，那么就说b可被a整除，记作a｜b．

（1）[image: alt]
 ；

（2）a｜b且b｜c，则a｜c；

（3）a｜b且[image: alt]
 有a｜bx＋cy；特别地，若a｜b且a｜c，则a｜b±c；

（4）a｜b且b｜a，则b＝±a；

（5）b≠0，a｜b，则｜a｜≤｜b｜．


带余除法：
 设a，b是两个给定的整数，a≠0，那么，一定存在唯一的一对整数q与r，满足b＝qa＋r，0≤r＜｜a｜，特别地，a｜b的充要条件是r＝0．


例168
 　素数（质数）有无穷多．

（☆☆☆）


证明：
 反证法．假设只有有限个素数（素数一定为正），它们是q1
 ，q2
 ，…，qk
 ．考虑a＝q1
 q2
 …qk
 ＋1．显见a＞2，且a是合数，于是必有素数p｜a．由假设知p必等于某个qj
 ，因而p＝qj
 ，一定整除a－q1
 q2
 …qk
 ＝1，但素数qj
 ≥2，这是不可能的，矛盾．因此，假设是错误的，即素数必有无穷多个．


反思：
 这是数论一个基本而又重要结论．

模仿训练：

78．求证：对任意给定的正整数K，必有K个连续正整数都是合数．

（☆☆☆）

知识拓展2　最大公约数与最小公倍数

a1
 ，a2
 的最大公约数记为（a1
 ，a2
 ）；最小公倍数记为［a1
 ，a2
 ］．

（1）∀x∈Z
 ，（a1
 ，a2
 ）＝（a1
 ，a2
 ＋a1
 x）；

（2）设（m，a）＝1．若m｜ab，则m｜b；

（3）a，b＞0，（a，b）·［a，b］＝ab．


裴蜀定理：
 设a1
 ，a2
 ，…，ak
 是不全为0的整数，则对整数n，存在整数y1
 ，y2
 ，…，yk
 ，使得n＝a1
 y1
 ＋a2
 y2
 ＋…＋ak
 yk
 成立的充要条件是（a1
 ，a2
 ，…，ak
 ）｜n．特别地，n＝a1
 y1
 ＋a2
 y2
 ＋…＋ak
 yk
 对n＝1成立的充要条件是（a1
 ，a2
 ，…，ak
 ）｜1，即a1
 ，a2
 ，…，ak
 互素，这里（a1
 ，a2
 ，…，ak
 ）指a1
 ，a2
 ，…，ak
 的最大公约数．


算术基本定理：
 设a＞1，那么必有a＝p1
 p2
 …ps
 ，其中pj
 （1≤j≤s）是素数，且在不计次序的意义下，表示法是唯一的．

若把p1
 p2
 …p中相同素数合并，则得[image: alt]
 ，其中p1
 ＜p2
 ＜…＜ps
 ，称之为a的标准素因数分解．


例169
 　设p是素数，求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆）


指针：
 将[image: alt]
 用阶乘展开．


证明：
 由于[image: alt]
 ，所以j！（p－j）！｜p！，即j！（p－j）！｜p·（p－1）！．由于p是素数，1≤i≤p－1，则（p，i）＝1，所以（p，j！（p－j）！）＝1．于是，j！（p－j）！｜（p－1）！，而[image: alt]
 ，所以p｜[image: alt]
 ．


反思：
 在日本奈良女子大学自主招生考试中曾考到此题，见综合练习15中解答题3．

模仿训练：

79．对任意正整数a，求证：p｜ap
 －a（费尔马小定理），这里p是质数；特别地，若（a，p）＝1，则p｜ap－1
 －1．

（☆☆☆）

知识拓展3　高斯函数

1．高斯函数定义

设x∈R
 ，用［x］表示不超过x的最大整数，则y＝［x］称为高斯函数，也叫取整函数．显然，y＝［x］的定义域是R
 ，值域是Z
 ．任一实数都能写成整数部分与非负纯小数之和，即x＝［x］＋a（0≤a＜1），因此，［x］≤x＜［x］＋1，这里，［x］为x的整数部分，而｛x｝＝x－［x］为x的小数部分．

2．高斯函数及小数部分的图像（图24.1）

[image: alt]


图24.1

3．高斯函数的性质

（1）函数y＝［x］是一个分段表达的不减的无界函数，即当x1
 ≤x2
 时，有［x1
 ］≤［x2
 ］；

（2）［n＋x］＝n＋［x］，其中n∈Z
 ；

（3）x－1＜［x］≤x＜［x］＋1；

（4）若［x］＝［y］＝n，则x＝n＋a，y＝n＋b，其中0≤a，b＜1；

（5）对于一切实数x，y有［x］＋［y］≤［x＋y］；

（6）若x≥0，y≥0，则［xy］≥［x］［y］；

（7）[image: alt]
 ，

（8）若n∈N
 +
 ，则[image: alt]
 ，特别地，当n＝1时，［［x］］＝［x］；

（9）若整数a，b适合a＝bq＋r（b＞0，q，r是整数，0≤r＜b），则[image: alt]
 ；

（10）x是正实数，n是正整数，则在不超过x的正整数中，n的倍数共有[image: alt]
 个；

（11）设p为任一素数，在n！中含p的最高乘方次数记为p（n！），则有[image: alt]
 ．


证明：
 由于p是素数，所有n！中所含p的方次数等于n！的各个因数1，2，…，n所含p的方次数之总和．由性质（10）可知，在1，2，…，n中，有[image: alt]
 个p的倍数，有[image: alt]
 个p2
 的倍数，有[image: alt]
 个p3
 的倍数，…，当pm
 ≤n＜pm＋1
 时，[image: alt]
 ，所以命题成立．

高斯函数是非常重要的数学概念．它的定义域是连续的，值域却是离散的，高斯函数关联着连续和离散两个方面，因而有其独特的性质和广泛的应用．

解决有关高斯函数的问题需要用到多种数学思想方法，其中较为常见的有分类讨论（如对区间进行划分）、命题转换、数形结合、凑整、估值等．


例170
 　若实数r使得[image: alt]
 ，求［100r］．

（☆☆☆）


指针：
 每一项为7或8，先算出从第几项开始变为8．


解：
 等式左边共73项，且因[image: alt]
 都小于1，则每一项为［r］或［r］＋1，注意到73×7＜546＜73×8，故必有［r］＝7．进一步有73×7＋35＝546，所以原式左边从第1项至第38项其值为7，自第39项以后各项值为8．即[image: alt]
 ．所以r＋0.56＜8，r＋0.57≥8，所以7.43≤r＜7.44，［100r］＝743．


反思：
 本题用到的是估值法．

模仿训练：

80．已知0＜a＜1，且满足[image: alt]
 ，求［10a］的值．

（☆☆）


例171
 　计算[image: alt]
 的值．

（☆☆☆）


指针：
 首末相加．


解：
 由题意得，对于任意的n∈｛1，2，…，100｝，[image: alt]
 ，因为[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 ．


反思：
 本例采用了分组凑整的思想．

模仿训练：

81．求[image: alt]
 的值．

（☆☆☆）


例172
 　解方程[image: alt]
 ．

（☆☆）


指针：
 对方程右端换元．


解：
 令[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，代入原方程整理得[image: alt]
 ．由高斯函数的定义有[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ，则n＝0，n＝1．若n＝0，则[image: alt]
 ；若n＝1，则x＝[image: alt]
 ．

综上，原方程的解为[image: alt]
 或x＝[image: alt]
 ．


反思：
 本例中方程为［u］＝v型的，通常运用高斯函数的定义和性质并结合换元法求解．

模仿训练：

82．［a］表示不大于a的最大整数，求方程［3x＋1］＝2x－[image: alt]
 的所有实根的和．

（☆☆）

重要例题


例173
 　（2012复旦）记2012！＝1×2×3×…×2012为从1～2012之间所有整数的连乘积，则2012！的值的尾部（从个位往前计数）连续的0的个数是______．

（☆☆）

（A）504

（B）503

（C）502

（D）501


指针：
 连续0的个数取决于标准素因数分解中5的最高方幂（显然2的方幂大于5的方幂），利用高斯函数性质（11）．


解：
 首先将2012！进行标准素因数分解，设2012！＝2α
 ·3β
 ·5γ
 …，而2012！的值的尾部连续的0的个数是由α和γ定的．显然α＞γ，故归根结底是由5的方幂γ决定．由本章知识拓展中n！的素因数分解式结论知，所求的尾部连续的0个数是[image: alt]
 ．故选D．


反思：
 这类问题本质上和标准素因子分解是一类问题．


例174
 　（2003上海交大）a是正整数，求证：[image: alt]
 为最简分数．

（☆☆☆）


指针：
 原问题等价于（a3
 ＋2a，a4
 ＋3a2
 ＋1）＝1．


解：


法1：[image: alt]
 为最简分数⇔（a3
 ＋2a，a4
 ＋3a2
 ＋1）＝1．

由辗转相除法，（a3
 ＋2a，a4
 ＋3a2
 ＋1）＝（a3
 ＋2a，a（a3
 ＋2a）＋a2
 ＋1）＝（a3
 ＋2a，a2
 ＋1）＝（a（a2
 ＋1）＋a，a2
 ＋1）＝（a，a2
 ＋1）＝（a，a·a＋1）＝（a，1）＝1．

法2：[image: alt]
 为最简分数[image: alt]
 为最简分数[image: alt]
 为最简分数⇔[image: alt]
 为最简分数[image: alt]
 为最简分数[image: alt]
 为最简分数[image: alt]
 为最简分数[image: alt]
 为最简分数．

最后一式显然成立．


反思：
 辗转相除法是基于这样的性质：设a＝b·q＋r，则（a，b）＝（b，r）．由此可方便地求出最大公约数．


例175
 　（厄尔米特恒等式）对正整数n及一切实数x，求证：[image: alt]
 ．

（☆☆☆）


指针：
 令[image: alt]
 ，可证周期是[image: alt]
 ．


证明：


法1：对任意的正整数n，构造函数[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，所以函数f（x）为周期函数，其周期T＝[image: alt]
 ，因此，原命题只需证f（x）＝0在区间[image: alt]
 内成立即可．而这一结论显然是成立的．

法2：设x＝［x］＋｛x｝，且[image: alt]
 ，k是非负整数．右端＝n［x］＋［n｛x｝］＝n［x］＋k，左端[image: alt]
 ．

注意到[image: alt]
 ．显然从[image: alt]
 项起都是1，即[image: alt]
 共k个1（之前所有项都是0）．从而左端也是n［x］＋k．得证．


反思：
 厄尔米特恒等式是一个重要恒等式，特别地，n＝2有[image: alt]
 ．

练　习　24

1．（2006上海交大）2005！的末尾有连续______个零．

（☆☆☆）→例173

2．设m，n是正整数，求证：（2m
 －1，2n
 －1）＝2（m，n）
 －1．

（☆☆☆☆）→例174

3．对怎样的实数x，有[image: alt]
 ．

（☆☆☆☆）→例175

综合练习24

解答题

1．（2005上海交大）对数列｛an
 ｝：1，3，3，3，5，5，5，5，5，…，即正奇数k有k个，是否存在整数r，s，t，使得对于任意正整数n，都有[image: alt]
 恒成立（［x］表示不超过x的最大整数）．

（☆☆☆）

2．求20！的标准素因数分解式．

（☆☆☆）

3．（2008清华）求正整数区间［m，n］（n＞m）中，不能被3整除的数之和．

（☆☆☆）

4．设a＞2是奇数，求证：一定存在正整数d≤a－1，使得a｜2d
 －1．

（☆☆☆☆）

5．证明：若p是大于2的质数，则[image: alt]
 能被p整除．

（☆☆☆☆）

6．（2013“华约”）x，y，z是大于1的正整数，且xyz整除（xy－1）（yz－1）（zx－1），求x，y，z．

（☆☆☆☆）

7．（2013清华保送生考试题）证明：[image: alt]
 ．

（☆☆☆☆）

8．（2013清华保送生考试题）求证：[image: alt]
 ，a，b都是正整数（这里gcd（a，b）表示a，b的最大公约数）．

（☆☆☆☆☆）




HINT


（解答题）1．从第k2
 ＋1项到第（k＋1）2
 项均为2k＋1（k＝0，1，2，…）．

2．利用高斯函数性质．

3．［m，n］中非3的倍数的数的和，即为［0，n］中非3的倍数的数的和减去［0，m－1］中非3的倍数的数的和．

4．考虑a个数20
 ，21
 ，…，2a－1
 除以a的余数．

5．考虑[image: alt]
 ．

6．原问题等价于xyz｜xy＋yz＋zx－1．

7．按模6讨论．

8．先考虑内层等比数列求和．


第25章　初等数论——同余、不定方程、函数方程

知识拓展1　同余

设m≠0，若m｜a－b，即a－b＝km，则称a同余于b模m，b是a模m的剩余，记为a≡b（modm）；否则称a不同余于b模m，b不是a对模m的剩余，记为a≢b（modm）．

同余有下列性质：


性质1：
 同余是一种等价关系，即有

自反性：a≡a（modm）；

对称性：a≡b（modm）⇔b≡a（modm）；

传递性：a≡b（modm），b≡c（modm），则a≡c（modm）．


性质2：
 同余式可以相加（减），若有a≡b（modm），c≡d（modm），则a＋c≡b＋d（modm），a－c≡b－d（modm）．


性质3：
 同余式可以相乘，即若a≡b（modm），c≡d（modm）成立，则有ac≡bd（modm）．

特别地，k为正整数时，若a≡b（modm），则ak
 ≡bk
 （modm）．


性质4：
 同余式ca≡cb（modm）（c≠0）等价于[image: alt]
 ．

特别地，当（c，m）＝1时，ca≡cb（modm）（c≠0）等价于a≡b（modm），即该式两端可以约去c．

奇数和偶数是按模2同余1和0分类的；也是最简单而又最常见的剩余类，以下两个关于奇数和偶数的性质虽然简单但却非常有用．

奇数的平方模4同余1；偶数的平方模4同余0．

奇数的平方模8同余1；偶数的平方模8同余0或4．


例176
 　设x1
 ，x2
 ，…，xn
 （n＞4）为+1或-1，并且x1
 x2
 x3
 x4
 ＋x2
 x3
 x4
 x5
 ＋…＋xn
 x1
 x2
 x3
 ＝0．求证：n是4的倍数．

（☆☆☆）


指针：
 将各个数相乘．


解：
 设x1
 x2
 x3
 x4
 ，x2
 x3
 x4
 x5
 ，…，xn
 x1
 x2
 x3
 中+1有k个，于是-1也有k个，故n＝2k为偶数．把x1
 x2
 x3
 x4
 ，x2
 x3
 x4
 x5
 ，…，xn
 x1
 x2
 x3
 这n个数相乘，得（x1
 x2
 …xn
 ）4
 ＝（-1）k
 ，所以（-1）k
 ＝1．故k是偶数，从而n是4的倍数．


反思：
 本题的做法实际上用到了“算两次”的思想．

模仿训练：

83．2013（“北约”）已知实数a1
 ，a2
 ，…，a2013
 ，a1
 ＋a2
 ＋…＋a2013
 ＝0，且｜a1
 －2a2
 ｜＝｜a2
 －2a3
 ｜＝…＝｜a2013
 －2a1
 ｜，求证：这2013个数都是0．

（☆☆☆）


例177
 　求证：一个十进制数被9除所得的余数，等于它的各位数字之和被9除所得的余数．

（☆☆☆）


指针：
 将十进制数写成10的方幂和的形式．


证明：
 设这个十进制数A＝[image: alt]
 ，10≡1（mod9），对任何正整数k有10k
 ≡1k
 ＝1（mod9）．因此A＝[image: alt]
 ＝an
 ×10n
 ＋an－1
 ×10n－1
 ＋…＋a1
 ×10＋a0
 ≡an
 ＋an－1
 ＋…＋a1
 ＋a0
 （mod9）．即一个十进制数被9除所得的余数，等于它的各位数字之和被9除所得的余数．


反思：
 特别地，一个数能被9整除的充要条件是它的各位数字之和能被9整除，算术中的“弃九验算法”就是依据本题的结论．

模仿训练：

84．求使2n
 －1为7的倍数的所有正整数n．

（☆）

知识拓展2　不定方程

解不定方程（组），需要依据方程（组）的特点，常见方法有：分离整系数法，判别式法，因式分解法，配方法，同余分析法，奇偶分析法，不等式分析法．


例178
 　证明不定方程2x2
 －5y2
 ＝7无整数解．

（☆☆☆）


指针：
 两端同时模4和模8．


解：
 原方程⇔2x2
 ＝5y2
 ＋7，显然y是奇数．

（1）若x为偶数，则2x2
 ≡0（mod8），又y2
 ≡1（mod8），所以5y2
 ＋7≡4（mod8），矛盾．故x不能为偶数．

（2）若x为奇数，则2x2
 ≡2（mod4），但y2
 ≡1（mod4），5y2
 ≡5≡1（mod4），5y2
 ＋7≡0（mod4）矛盾，故x不能为奇数．

由（1），（2）可知，原方程无整数解．


反思：
 本题用到了奇偶分析法和同余分析法．

模仿训练：

85．证明：不定方程x4
 ＋y4
 ＋2＝5z没有整数解．

（☆☆☆）

86．（2013复旦）x2
 －3y2
 ＝2的整数解有______组．

（☆☆☆）


例179
 　求满足方程x2
 ＋y2
 ＝2（x＋y）＋xy的所有正整数（x，y）．

（☆☆☆）


指针：
 整理成关于x（或y）的一元二次方程，再考虑判别式．


解：
 原方程可以变形为x2
 －（y＋2）x＋y2
 －2y＝0，考虑它的判别式Δ＝（y＋2）2
 －4（y2
 －2y）＝-3y2
 ＋12y＋4＝16－3（y－2）2
 必为完全平方数．注意到0≤16－3（y－2）2
 ≤16，故16－3（y－2）2
 ＝0，1，4，9，16．解得y＝2，4．于是原方程的解为[image: alt]
 ．


反思：
 本题另一种解法是利用判别式非负，解出y的范围．

模仿训练：

87．求方程x＋y＝x2
 －xy＋y2
 的整数解．

（☆☆☆）


例180
 　求不定方程2（x＋y）＝xy＋7的整数解．

（☆☆☆）


指针：
 因式分解．


解：
 原方程可化为xy－2（x＋y）＝-7，即（x－2）（y－2）＝-3＝（-1）×3＝（-3）×1．不妨设x≤y，则[image: alt]
 或[image: alt]
 ．解得[image: alt]
 或[image: alt]
 ．

综上，原方程的解为[image: alt]
 ．


反思：
 本题也可用分离整系数法．

模仿训练：

88．a，b，c是正整数，且满足abc＋ab＋ac＋bc＋a＋b＋c＝2003，求a＋b＋c的最小值．

（☆☆☆）

知识拓展3　函数方程

含有未知函数的等式叫作函数方程
 ．寻求函数方程的解或证明函数方程无解的过程，叫作解函数方程
 ．

有关函数方程方面的题目大致可分为三类：确定函数的表达式；确定满足函数方程的函数的性质；确定函数的值．

解函数方程的常用方法有换元法、赋值法等．


例181
 　设f（x）（x≠0，1）满足[image: alt]
 ，求f（x）．

（☆☆☆）


指针：
 先作变量代换[image: alt]
 ，衍生出一个新的方程，再与原方程联立．


解：
 从原方程的形式可以看出，作变量代换[image: alt]
 是有作用的，代入[image: alt]
 ，得[image: alt]
 ．把该式中的y改写成x，得[image: alt]
 ．再令[image: alt]
 ，代入①得[image: alt]
 ，把z换成x，又得[image: alt]
 ．把①，②，③联立，就可以看成是一个关于f（x），[image: alt]
 的三元一次方程组．

①－②＋③解之，可得[image: alt]
 ，经验证这个函数满足原函数方程．


反思：
 本题用到的是解方程组法，所谓解方程组法就是将函数方程的变量（或关系式）进行适当的变量代换（有时需要几次代换），从而衍生出一个（或几个）新的函数方程，然后与原方程联立，解方程组中的未知函数f（x），即可得出所求的函数方程的解．

模仿训练：

89．（2011天津市预赛）函数f（x）的定义域为（0，+∞），且满足[image: alt]
 ，则f（x）的最小值为______．

（☆☆）


例182
 　设f（x）是定义在R
 上的不恒等于零的函数，[image: alt]
 ，且对任意x，y∈R
 ，恒有[image: alt]
 ．证明：

（1）f（x＋2π）＝f（x）；

（2）f（-x）＝f（x）；

（3）f（2x）＝2f2
 （x）－1．

（☆☆☆）


指针：
 对条件中的变量赋值．


证明：
 （1）在[image: alt]
 中，以x＋π，x分别代替x，y，得f（x＋π）＋f（x）＝2f（x＋[image: alt]
 ）f（[image: alt]
 ）＝0，所以f（x＋π）＝-f（x），所以f（x＋2π）＝f［（x＋π）＋π］＝f（x）．

（2）在①中，令x＝y＝a，则f（a）＋f（a）＝2f（a）·f（0）②．因f（x）不恒等于0，故必有x0
 ，使f（x0
 ）≠0，不妨取a＝x0
 ，则f（a）≠0，由②可得f（0）＝1．于是f（x）＋f（-x）＝2f（0）·f（x）＝2f（x），所以f（-x）＝f（x）．

（3）在①中，以2x，0分别代替x，y，得f（2x）＋f（0）＝2f（x）f（x），所以f（2x）＝2f2
 （x）－1．


反思：
 本题用到的是赋值法，赋值法是指在函数定义域内，赋予变量（一个或几个）一些特殊值或式子，使方程化简，从而使问题解决．本题中的函数实际上是余弦函数的一个模型．

模仿训练：

90．（2011福建省预赛）已知定义在R
 上的函数f（x）满足：（1）f（1）＝1；（2）当0＜x＜1时，f（x）＞0；（3）对任意的实数x，y均有f（x＋y）－f（x－y）＝2f（1－x）f（y）．则f（[image: alt]
 ）＝______．

（☆）

91．（2013华东师大）已知函数f（x）不恒为0，且对∀x，y∈R
 ，有f（x＋y）＋f（x－y）＝2f（x）f（y）且存在常数T（T≠0），f（T）＝0，求证：4T是f（x）的一个周期，且-1≤f（x）≤1．

（☆☆☆☆）

重要例题


例183
 　求证：对任意正整数n，3n
 ＋2×17n
 都不是完全平方数．

（☆☆☆）


指针：
 两端模8．


解：
 注意到n为奇数时3n
 ≡3（mod8），n为偶数时3n
 ≡1（mod8），17n
 ≡1（mod8），所以3n
 ＋2×17n
 ≡3或5（mod8）．但完全平方数≡0，1或4（mod8），所以3n
 ＋2×17n
 一定不是完全平方数．


反思：
 模8同余0或4或8只是一个数为完全平方数的必要而非充分条件．


例184
 　设x，y都是正整数，问x2
 ＋2y与y2
 ＋2x是否都是完全平方数？

（☆☆）


指针：
 先不妨取几个特殊值，不难发现结论是否定的．


解：
 不妨设x≥y≥1，则由x2
 ＜x2
 ＋2y≤x2
 ＋2x＜（x＋1）2
 知，x2
 ＋2y不是完全平方数．


反思：
 否定一个数是完全平方数可以借助不等式，设法证明这个数介于两个连续完全平方数之间．


例185
 　（2012复旦）设正整数n可以等于4个不同的正整数的倒数之和，则这样的n的个数是（　　）．

（A）1

（B）2

（C）3

（D）4

（☆☆☆）


指针：
 利用不等式估值．


解：
 设[image: alt]
 ，且a＜b＜c＜d，a，b，c，d∈N
 *
 ，若a≥3，则b≥4，c≥5，d≥6，[image: alt]
 ．所以a＝1或2．

又a＝1时，[image: alt]
 ，所以n只可能等于2，又n＝2时，[image: alt]
 ；a＝2时，[image: alt]
 ．所以n只可能等于1，又n＝1时，[image: alt]
 ．

综上，n＝1或2．故选B．


反思：
 利用不等式估值时一般先把几个变量进行排序，这样讨论时比较方便．


例186
 　（2009清华）写出三个数都是质数，且公差为8的等差数列，并证明之．

（☆☆☆）


指针：
 模3考虑．


解：
 不妨设三个数为a，a＋8，a＋16（a≥1）．考虑a模3的余数．若a≡1（mod3），则a＋8≡9≡0（mod3），这说明3｜a＋8．显然a＋8≥9，故a＋8是合数，与题意不符；若a≡2（mod3），则a＋16≡18≡0（mod3），故a＋16是合数，与题意不符．所以只有a≡0（mod3），又a为质数，只有a＝3，从而这三个数是3，11，19．


反思：
 这道题有深刻历史背景：澳大利亚籍华人陶哲轩证明了这样一个数论问题：存在任意长的素数等差数列．他因此获得了当年的数学最高奖——“菲尔兹”奖．


例187
 　求20122000
 除以17的余数．


解：
 因17是素数，且2012不能被17整除，由费马小定理有201216
 ≡1（mod17），则20122000
 ＝（201216
 ）125
 ≡1（mod17），即20122000
 除以17的余数是1．


反思：
 本题用到了费马小定理：若p是质数，（a，p）＝1，则ap－1
 ≡1（modp）．

练　习　25

1．是否存在正整数m，n，使得a＝3m
 ＋3n
 ＋1是完全平方数．

（☆☆☆）→例183

2．求正整数n，使得n2
 ＋5n＋13是一个完全平方数．

（☆☆☆）→例184

3．（2012清华保送生考试题）求方程[image: alt]
 所有正整数解（x，y，z）为______．

（☆☆☆）→例185

4．若n为正整数，若n＋3与n＋7都是质数，求n除以3的余数．

（☆☆）→例186

5．a是一个整数，求证：30｜a5
 －a．

（☆☆☆☆）→例187

综合练习25

一、选择题

1．（2011吉林省预赛）已知a1
 ，a2
 ，…，a2011
 是一列互不相等的正整数，如果任意改变这2011个数的顺序，把它们记为b1
 ，b2
 ，…，b2011
 ，则数M＝（a1
 －b1
 ）（a2
 －b2
 ）（a3
 －b3
 ）…（a2011
 －b2011
 ）的值（　　）．

（A）必为0

（B）必为1

（C）是奇数

（D）是偶数

（☆☆）

2．（2009复旦）设X＝｛0，1，2，3，4，5，6，7，8，9｝，定义在X上的运算⊕如下：对任意m，n∈X，m⊕n等于m＋n除以10的余数．给定初值n0
 ∈X，记n1
 ＝n0
 ⊕n0
 ，nk
 ＝nk－1
 ⊕n0
 ，k＝1，2，3，…，则使得数列｛nk
 ｝取遍X中所有元素的初值n0
 的集合是（　　）．

（A）空集

（B）X

（C）｛1，3，9｝

（D）｛1，3，7，9｝

（☆☆）

3．（2010复旦）设k，m，n是整数，不定方程mx＋ny＝k有整数解的必要条件是（　　）．

（A）m，n都整除k

（B）m，n的最大公因子整除k

（C）m，n，k两两互素

（D）m，n，k除1外没有其他的公因子

（☆☆）

4．（2000上海交大）若今天是星期二，则31998
 天之后是（　　）．

（A）星期四

（B）星期三

（C）星期二

（D）星期一

（☆☆☆）

二、填空题

1．（2011广东省预赛）已知定义在正整数集上的函数f（n）满足以下条件：

（1）f（m＋n）＝f（m）＋f（n）＋mn，其中m，n为正整数；

（2）f（3）＝6．

则f（2011）＝______．

（☆☆）

2．（2003上海交大）有一个整数的首位是7，当7换至末位时，得到的数是原数的[image: alt]
 ，则原数的最小值是______．

（☆☆☆☆☆）

三、解答题

1．（2008南开）求[image: alt]
 除以31的余数．

（☆☆）

2．（2011北京高考理）若数列An
 ：a1
 ，a2
 ，…，an
 （n≥2）满足｜ak＋1
 －ak
 ｜＝1（k＝1，2，…，n－1），则称An
 为E数列，记S（An
 ）＝a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ．对任意给定的整数n（n≥2），是否存在首项为0的E数列An
 ，使得S（An
 ）＝0，如果存在，写出一个满足条件的E数列An
 ；如果不存在，说明理由．

（☆☆☆）

3．已知P是质数，P＞3，证明P2
 －1是24的倍数．

（☆☆☆）

4．求证：3n
 ＋1（n为正整数）能被2或22
 整除，但不能被2的更高次幂整除．

（☆☆☆）

5．（2006清华）求由正整数组成的集合S（至少两个元素），使S中的元素之和等于元素之积．

（☆☆☆）

6．（2011清华保送生考试题）设函数f（x）是定义在［0，1］上的非负函数，对于任意x，y，x＋y∈［0，1］有f（x＋y）≥f（x）＋f（y），f（1）＝1．证明：f（x）≤2x．

（☆☆☆☆）

7．（2013“北约”）集合M的所有元素均为正整数，M中任意三个数的和为质数，求M元素个数的最大值，并证明你的结论．

（☆☆☆）

8．（2005清华）已知f（x）足任意a，b∈R
 ，有f（a·b）＝af（b）＋bf（a），且｜f（x）｜≤1．求证：f（x）恒为零．

（☆☆☆☆☆）

9．（2009清华）设a1
 ，a2
 ，…，a2n＋1
 为整数，性质P为：对a1
 ，a2
 ，…，a2n＋1
 中任意2n个数，存在一种分法可将其分为两组，每组n个数，使得两组所有元素的和相等．求证：a1
 ，a2
 ，…，a2n＋1
 全部相等当且仅当a1
 ，a2
 ，…，a2n＋1
 具有性质P．

（☆☆☆☆☆）




HINT


（选择题）1．假设M是奇数，则ai
 －bi
 （i＝1，2，…，2011）必定都是奇数．

2．对集合中的元素逐个验证．

3．知识拓展2．

4．模7．

（填空题）1．分别令n＝1，m＝n＝1，m＝2和n＝1．

2．将此数除首位外记为一个整体x，化简后两端模29．

（解答题）1．先利用组合恒等式对内层“∑”化简，再模31．

2．n＝4k，4k＋1型容易构造；n＝4k＋2，4k＋3时，考虑奇数偶数的个数．

3．先模3再模8．

4．按模2分类．

5．不等式估值的思想．

6．由题设即可得出f（x）是［0，1］上的增函数，当[image: alt]
 ＜x≤1时，f（x）≤f（1）＝1＜2x；在f（x＋y）≥f（x）＋f（y）中取x＝y＝x0
 ，得f（x0
 ）≤[image: alt]
 f（2x0
 ）．

7．对任意的整数a，考虑a除以3的余数．

8．先证f（x）为奇函数，然后只需考虑x非负情况．

9．先证明这2n＋1个数奇偶性相同，再令bi
 ＝ai
 －a1
 ．


第26章　自主招生中的杂题选讲

知识拓展1　矩阵的乘法

1．数与矩阵的乘法

数λ与矩A
 ＝（aij
 ）m×n
 的乘积记为λA
 或者A
 λ，规定为

[image: alt]


数乘矩阵的运算满足规律：①λ（μA
 ）＝（λμ）A
 ；②（λ＋μ）A
 ＝λA
 ＋μA
 ；③λ（A
 ＋B
 ）＝λA
 ＋λB
 ，其中λ，μ为数，A
 ，B
 为矩阵．

2．矩阵与矩阵的乘法

设A
 ＝（aij
 ）是一个m×s矩阵，B
 ＝（bij
 ）是一个s×n矩阵，规定A
 和B
 的积为一个m×n矩阵C
 ＝（cij
 ），其中cij
 ＝ai1
 b1j
 ＋ai2
 b2j
 ＋…＋ais
 bsj
 （i＝1，2，…，m；j＝i，2，…，n）．


A
 与B
 的乘积记成AB
 ，即C
 ＝AB
 ．

一般来说，AB
 ≠BA
 ，即矩阵的乘法不满足交换律．


例188
 　（2008复旦）设[image: alt]
 是一个二阶方阵，则100个A
 的乘积A
 100
 ＝（　　）．

（A）299
 A


（B）2100
 A


（C）399
 A


（D）3100
 A


（☆☆）


指针：
 根据矩阵乘法定义．


解：
 [image: alt]
 ，A
 3
 ＝A
 ·A2
 ＝A
 ·（3A
 ）＝3A
 2
 ＝3·（3A
 ）＝32
 A
 ，…，A
 100
 ＝399
 A
 ．选C．


反思：
 显然A
 n
 ＝3n－1
 A
 （n∈N
 *
 ）．

模仿训练：

92．（2009华东师大）设n∈N
 *
 ，[image: alt]
 ＝______．

（☆☆）

知识拓展2　行列式的性质


性质1：
 行列式D与它的转置行列式DT
 相等．

由此性质可知，行列式中的行与列具有同等的地位，行列式的性质凡是对行成立的对列也同样成立，反之亦然．


性质2：
 互换行列式的两行，行列式变号．


推论1：
 如果行列式有两行（列）完全相同，则此行列式等于零．


性质3：
 行列式的某一行（列）的所有元素都乘以同一数k，等于用数k乘此行列式．


推论2：
 行列式中某一行（列）的所有元素的公因子可以提到行列式符号的外面．


性质4：
 行列式中如果有两行（列）元素成比例，则行列式等于零．


性质5：
 若行列式的某一行（列）的元素都是两个数之和，则行列式等于两个行列式之和，即

[image: alt]



性质6：
 把行列式的某一行（列）的各元素乘以同一数然后加到另一行（列）对应的元素上去，行列式不变，即

[image: alt]



例189
 　（2006复旦）方程[image: alt]
 的实根的个数为（　　）．

（A）1个

（B）2个

（C）3个

（D）无实根

（☆☆☆）


指针：
 利用行列式性质化简．


解：
 本题实际是求行列式展开式的问题．由行列式性质，首先将第一行依次乘以（-1）、（-3）分别加到第二、三行，可得[image: alt]
 ；将第二行乘以（-1）加到第一行，有[image: alt]
 ；第二行分别乘以2，（-3）加到第一、三行，可得[image: alt]
 ；按第一列展开得D＝-x（1－2）＝x，故选A．


反思：
 化简行列式时尽量使得某一行（列）出现0的个数越多越好．

模仿训练：

93．（2007复旦）方程

[image: alt]
 的实根的个数为（　　）个．

（A）1

（B）2

（C）3

（D）4

（☆☆☆）

知识拓展3　行列式的应用

（1）二阶行列式应用一：对于二元线性方程组[image: alt]
 ，若记[image: alt]
 [image: alt]
 ，则

①D≠0时，方程组有唯一解[image: alt]
 ；

②D＝D1
 ＝D2
 ＝0，方程组有无穷多个解；

③D＝0，D1
 ，D2
 中至少有一个不为0，则方程组无解．


例190
 　（2008复旦）a是一个实数，则方程组[image: alt]
 解的情况为（　　）．

（A）无论a取何值，方程组均有解

（B）无论a取何值，方程组均无解

（C）若方程组有解，则仅有一组解

（D）方程组有可能无解

（☆☆）


指针：
 利用行列式性质．


解：
 令D＝[image: alt]
 ＝（a＋1）（a＋3）－8a＝a2
 －4a＋3＝（a－1）（a－3），Dx
 ＝[image: alt]
 ＝4（a－1）（a－2），Dy
 ＝[image: alt]
 ＝-（a－1）2
 ．

当D≠0，即a≠1，a≠3时，原方程组有唯一解；当D＝Dx
 ＝Dy
 ＝0时，即a＝1时，原方程组有无穷多解；当D＝0，Dx
 ，Dy
 不全为0时，即a＝3时，原方程组无解．选D．

模仿训练：

94．（2009复旦）a，b是常实数，则二元一次方程组[image: alt]
 无解的充分必要条件是（　　）．

（A）2a＋b＝0，a≠±1

（B）2a＋b＝0，a＋b≠-1

（C）a＝1，b＝-2或a＝-1，b＝2

（D）2a＋b＝0

（☆☆☆）

（2）行列式应用二：面积问题．

平面上三点A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），C（x3
 ，y3
 ），则以A，B，C为顶点的△ABC的面积为[image: alt]
 ．其中A，B，C三点按逆时针排列时，行列式的值正；顺时针排列为负．

由此可见，三点A，B，C共线[image: alt]
 ．


四面体体积公式：
 设P0
 ，P1
 ，P2
 ，P3
 是空间中给定四点，则其所构成的四面体T（P0
 ，P1
 ，P2
 ，P3
 ）的体积可以用下面的公式表示，即

[image: alt]



例191
 　（2008南大）已知点O是△ABC内任意一点．求证：[image: alt]
 （这里S△AOB
 表示△AOB的面积）．

（☆☆☆☆）


指针：
 以O为原点，任意建立平面直角坐标系，利用行列式分别表示△AOB等的面积．


证明：
 以O为原点，任意建立平面直角坐标系，如图26.1所示．设A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），C（x3
 ，y3
 ），则

[image: alt]


[image: alt]


图26.1


反思：
 本题曾在向量一节习题中出现，此处用的是行列式的方法．

模仿训练：

95．（2012复旦）设P1
 （1，2，3），P2
 （2，4，1），P3
 （1，k，5），P4
 （4，k＋1，3）是空间直角坐标系中一个体积为1的四面体的四个顶点，其中k为实数，那么k的值为（　　）．

（A）1或-2

（B）-1或2

（C）-3或4

（D）-6或12

（☆☆☆）

96．（2011武大）设M为椭圆C：[image: alt]
 的左准线与对称轴的交点，椭圆C的左焦点为F，过M作一斜率不为0的直线l与椭圆C相交于不同的两点P，Q，且点Q关于x轴的对称点为Q′．

（1）求证：P，F，Q′三点共线；

（2）当△MPQ′的面积S取得最大值时，求直线l的方程．

（☆☆☆）

97．（2007武大）在棱长为1的正方体ABCD－A1
 B1
 C1
 D1
 中，E，F，P分别为AA1
 ，CD，B1
 C1
 的中点．

（1）求证：BE⊥PF；

（2）求四面体B－PEF的体积．

（☆☆☆）

98．（2008武大）在棱长为a的正方体ABCD－A1
 B1
 C1
 D1
 中，E为棱AB的中点．

（1）求二面角B1
 －EC－B的正切值；

（2）求四面体E－B1
 D1
 C的体积．

（☆☆☆）

重要例题


例192
 　（2008清华）证明：一个四面体中至少存在一个顶点，从其出发的三条棱能够组成一个三角形．

（☆☆☆）


指针：
 考虑最长的一条棱．


解：
 如图26.2所示，不妨设AB是四面体ABCD的六条棱中最长的一条．考虑△ABD，△ABC．AD＋DB＞AB，AC＋CB＞AB，故AD＋DB＋AC＋CB＞2AB，所以（AD＋AC）＋（BD＋BC）＞2AB，则AD＋AC，BD＋BC中至少有一个大于AB．

[image: alt]


图26.2

不妨设AD＋AC＞AB，则从A出发的三条棱AB，AD，AC组成一个三角形．


反思：
 本题用到了极端原理、抽屉原理．所谓极端原理，其主要性质有：①有限个数中一定有最大数和最小数；②无限个正整数中有最小数等．


例193
 　（2011“华约”）有一个圆柱形水杯，质量ag（底面质量不计），重心在中轴线中点，装满水时，水的质量为bg．

（1）若b＝3a，求水装到一半时，重心到底面的距离与整个水杯高度之比；

（2）水的质量是多少时，整体重心最低？

（☆☆☆）


指针：
 根据水的质量及其重心高度的乘积与杯子质量及其重心高度乘积的和等于整个质量与其整体重心高度乘积列方程．


解：
 （1）如图26.3所示，设杯子高度为H，重心到底面距离为x，则[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

[image: alt]


图26.3

（2）设水的质量为xg，重心到底面的距离为y，[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．

令a＋x＝t，则

[image: alt]


因为[image: alt]
 ，等号成立当且仅当[image: alt]
 ．即[image: alt]
 时成立．

此时重心最低，重心离杯子底面为[image: alt]
 ．


反思：
 解决本题需要物理知识．

练　习　26

1．平面上给定100个点，已知其中任意两点的距离不超过1，且任意三点所成的三角形是钝角三角形．证明：这100个点可以被一个半径为[image: alt]
 的圆覆盖．

（☆☆☆）→例192

2．（2012复旦）某船从B点出发，以匀速v向东航行，观察者在B点正南距离为s的A点进行观察，当观察者感觉船速是B处船速的[image: alt]
 时，观察者的视线跟随行船偏转的角度为（　　）．

（A）30°

（B）60°

（C）45°

（D）22.5°

（☆☆☆）→例193

综合练习26

一、选择题

1．（2009复旦）用同样大小的一种正多边形平铺整个平面（没有重叠），有（　　）种正多边形可以铺满平面而不留缝隙？

（A）2

（B）3

（C）4

（D）5

（☆☆）

2．（2007武大）下面上方的四个图形呈现一定的规律性．根据这种规律请在下方给出的备选答案中选出一个最合理的正确答案（　　）．

（☆☆）

[image: alt]


3．（2012复旦）设a1
 x＋b1
 y＋c1
 ＝0，a2
 x＋b2
 y＋c2
 ＝0，a3
 x＋b3
 y＋c3
 ＝0是平面xOy上的三条直线，系数满足当k1
 （a1
 ，b1
 ，c1
 ）＋k2
 （a2
 ，b2
 ，c2
 ）＋k3
 （a3
 ，b3
 ，c3
 ）＝（0，0，0）时，三个实数k1
 ，k2
 ，k3
 必须全为0，则下面结论恒不成立的是（　　）．

（A）三条直线无公共交点

（B）三条直线有公共交点

（C）三条直线相互平行

（D）三条直线中恰有两条平行

（☆☆☆）

4．（2009复旦）给定一组向量a
 ＝（a1
 ，a2
 ，a3
 ），β
 ＝（b1
 ，b2
 ，b3
 ），γ
 ＝（c1
 ，c2
 ，c3
 ）．如果存在不全为零的实数k1
 ，k2
 ，k3
 ，使得k1
 α
 ＋k2
 β
 ＋k3
 γ
 ＝0（0表示零向量），则称向量组α，β，γ
 是线性相关的．下面各组向量中，向量α，β，γ
 是线性相关的是（　　）．

（A）α
 ＝（1，2，1），β
 ＝（-1，3，2），γ
 ＝（3，1，0）

（B）α
 ＝（1，2，1），β
 ＝（-1，3，2），γ
 ＝（0，1，-1）

（C）α
 ＝（1，2，0），β
 ＝（-1，3，2），γ
 ＝（0，1，-1）

（D）α
 ＝（1，2，1），β
 ＝（-1，0，2），γ
 ＝（0，1，-1）

（☆☆☆）

5．（2008复旦）设x1
 ，x2
 ，x3
 是方程x3
 ＋x＋2＝0的三根，行列式[image: alt]
 ＝（　　）．

（A）-4

（B）-1

（C）0

（D）2

（☆☆☆）

6．（2011复旦）S是三维空间中的一个任意点集，S的任意四个不同的点都不在同一平面上，则下面的结论中一定错误的是（　　）．

（A）S的元素个数有限

（B）S的元素个数无穷

（C）S的任意三个不同点都不在一条直线上

（D）S的任意三对点所在的直线都不共面

（☆☆☆）

7．（2012复旦）设S是平面上的一个六边形，不是凸的，且它的任意三个顶点都不共线．称一个以S的某些顶点为顶点的多边形为一个S多边形，则下面的结果一定不对的是（　　）．

（A）每个S四边形都是凸四边形

（B）存在S五边形为凸五边形

（C）每个S五边形都不是凸五边形

（D）至少有两个S四边形是凸四边形

（☆☆☆）

8．下面的两道题各包含两套图形．这两套图形具有某种相似性，也存在某种差异，请从四个图形中选择一个最适合取代问号的一个．正确的答案应不仅使两套图形表现出最大的相似性，而且使第二套图形也表现出自己的特征．

（1）（2007武大）[image: alt]


（☆☆☆）

（2）（2007武大）[image: alt]


（☆☆☆）

9．（2007武大）下面右边的四个图形中，只有一个是由它们左边的纸板折叠而成的，正确的是（　　）．

（☆☆☆）

[image: alt]


二、填空题

1．（2003上海交大）用长度为12的篱笆围成四边形，一边靠墙，则所围四边形的面积S的最大值是______．

（☆☆☆）

2．（2002上海交大）在一个环形地带上顺次有5所学校A，B，C，D，E，它们各有15，7，11，3，14台机器．现在要使机器平均分配，规定机器的运输必须在相邻学校间进行．为了使总的运输台数最小，则A应给B______台，B应给C______台，A应给E______台，总共运输______台．

（☆☆☆）

三、解答题

1．（2011“北约”）是否存在四个正实数，使其两两乘积为2，3，5，6，10，16？

（☆☆）

2．（2011“北约”）已知平行四边形的一组邻边长3，5，一条对角线长度为6，求另一条对角线的长．

（☆☆）

3．（2012北大保送生考试题）设f（x）为一个二次函数，当a∈R
 时，a，f（a），f（f（a）），f（f（f（a）））成正等比数列，求证：f（a）＝a．

（☆☆☆）

4．（2008清华）已知a，b，c都是有理数，[image: alt]
 也是有理数，证明：[image: alt]
 都是有理数．

（☆☆☆）

5．（2008南开）6个球编号为0，1，2，3，4，5，其中1～5中有一个球与0的编号球的重量不同（谁轻谁重不清楚）．试用没有砝码的天平称重两次，找出重量不同的小球．

（☆☆☆）

6．（2009清华）用有限条抛物线以及它们的内部能否覆盖整个平面？（含焦点的区域称为抛物线内部）．

（☆☆☆）

7．（2009上海交大）这是一个由9个小的宫格组成的9×9的方格，如图26.4所示．请逐步确定每个空格中的数字，使之符合两个条件：

[image: alt]


图26.4

（1）每一行每一列中的9个数必须是不重复的1到9；

（2）每一个小九宫格的9个数字必须是不重复的1到9．

填写的每一个数字必须是依推理唯一确定的．

（☆☆☆）

8．（2010同济）设矩阵[image: alt]
 ，并且a≠d，数列｛xn
 ｝满足[image: alt]
 ．

（1）求A2
 ；

（2）设x1
 ＝c，求数列｛xn
 ｝的通项公式；

（3）在什么条件下数列｛xn
 ｝存在极限？并求此时的[image: alt]
 ．

（☆☆☆）

9．（2010清华等五校联考）已知基因型为AA，Aa，aa的比例为u∶2v∶w，且u＋2v＋w＝1．

（1）求子一代AA，Aa，aa的比例；

（2）子二代与子一代比例是否相同？

（☆☆☆☆）

10．（2004上海交大）已知两条垂直的直线和一个椭圆，椭圆无论如何滑动都与两条直线相切，求椭圆中心轨迹．

（☆☆☆☆）

11．（2010清华）12个人玩一个游戏，游戏开始后每个人被随机地戴上红、黄、蓝、绿四种颜色之一的帽子，每个人可以看到其余11个人帽子的颜色，但不能看到自己帽子的颜色，游戏开始后12个人不能再交流，并被要求猜出自己帽子的颜色，请为这12个人在游戏前商定一个方案，使得他们同时猜对自己头上帽子颜色的概率尽可能大，并求出这种方案下同时猜对的概率．

（☆☆☆☆☆）




HINT


（选择题）1．正多边形内角度数必为360的约数．

2．题干中都是五个小图形元素．

3．化归为三元一次方程只有唯一解．

4．化归为方程组解的问题．

5．先将行列式展开，再用三次方程韦达定理（参考“方程的根的问题”一章）．

6．逐项排除．

7．选项B，C，D均可构造事例．

8．（1）考虑将题干中的图形截取一半，再顺时针旋转90°．（2）注意它们涂色的比例．

9．借助空间想象．

（填空题）1．以墙为对称轴形成六边形．

2．平均每校10台，至少运12次．

（解答题）1．可用反证法证明不存在．

2．平行四边形两条对角线长度的平方和等于四条边长度的平方和．

3．设公比为t，考虑方程f（x）－tx＝0的根．

4．设[image: alt]
 ＝p∈Q
 ，则[image: alt]
 ，两边平方．

5．天平左右两边可分别放0，1和2，3号球．

6．考虑与这些抛物线对称轴均不平行的直线．

7．将图26.4不重复地分为9个3×3的九宫格．

8．参考递推数列一章．

9．通过表格把9种情况的比例分别算出．

10．转化为这样一个问题，给定一个椭圆，两条互相垂直的直线与之相切，求直线交点的轨迹．

11．12个人同时猜对的概率一定不大于单独一个人猜对的概率，一个人猜对的概率是[image: alt]
 ，再设法构造出[image: alt]
 的例子．


习题答案

第1章　集合与命题

模仿训练：

1．记商场所有顾客全体构成的集合为U，购买商品A，B构成的集合分别为A，B，则n（U）＝100，n（A）＝80，n（B）＝70．两种商品都购买的集合为A∩B，两种商品都没购买的集合为∁U
 A∩∁U
 B，则有

n（A∩B）＝n（A）＋n（B）－n（A∪B）＝80＋70－n（A∪B），

因为80＝max｛n（A），n（B）｝≤n（A∪B）≤n（U）＝100（等号均可以成立），所以50≤n（A∩B）≤70，即两种商品都购买的顾客最多为70人，最少为50人；

[image: alt]


所以，n（∁U
 A∩∁U
 B）的最大值为20，最小值为0．即两种商品都没购买的顾客最多为20人，最少为0人．

练习1

1．先设王老师猜对的是“甲得金牌”，则由于“乙不得金牌”是错误的，故乙也得金牌，矛盾．再设“乙不得金牌”是正确的，则由于“甲得金牌”是错误的，故甲也不得金牌，只有丙得金牌，而由于“丙不得铜牌”是错误的，故丙得铜牌，矛盾．故猜对的是“丙不得铜牌”，此时甲、乙、丙分别获得铜牌、金牌、银牌．

2．原命题可以改写为：如果一个函数是单调函数，那么它不是周期函数．

逆命题：如果一个函数不是周期函数，那么它是单调函数；

否命题：如果一个函数不是单调函数，那么它是周期函数；

逆否命题：如果一个函数是周期函数，那么它不是单调函数．

故选D．

3．810＝2×34
 ×5．记U＝｛1，2，…，809｝，则n（U）＝809，设U中2的倍数构成的集合为A，3的倍数构成的集合为B，5的倍数构成的集合为C．由于809÷2＝404.5，809÷3≈269.7，…，809÷5＝161.8，故n（A）＝404，n（B）＝269，n（C）＝161．

同理：n（A∩B）＝134，n（B∩C）＝53，n（A∩C）＝80，n（A∩B∩C）＝26．

[image: alt]


n（∁U
 A∩∁U
 B∩∁U
 C）＝n（∁U
 （A∪B∪C））＝n（U）－n（A∪B∪C）＝809－593＝216．

故[image: alt]
 中有216个最简分数．

4．（1）必要性．由于对任意整数x，f（x）的值都是整数，从而f（0），f（1），f（-1）为整数，即f（0）＝a，f（1）＝a＋b＋c，f（-1）＝a－b＋c为整数．故a＝f（0），b＋c＝f（1）－f（0），2c＝f（1）＋f（-1）－2f（0）为整数．

（2）充分性．若a，b＋c，2c为整数，可设a＝l，b＋c＝m，2c＝n（l，m，n为整数）．可得[image: alt]
 ．故[image: alt]
 ，对任意整数x，x（x－1）必为2的倍数，故f（x）的值为整数．

5．这是一道学习型问题，根据定义，“聚点”这个概念理解为以任意无穷小为半径，以x0
 为圆心的圆内都至少有X的一个元素（不包括x0
 ）．

对集合①[image: alt]
 ，若取a＝[image: alt]
 ，则不存在[image: alt]
 ，满足0＜｜x－0｜＜[image: alt]
 ．显然②，③是以0为聚点，对集合④，若令a＝[image: alt]
 （也可取[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，…，只要a＜1均可），则也不存x∈X，使得0＜｜x－0｜＜a．

综上所述，应选A．

综合练习1

一、选择题

1．一方面，X⊆X∩Y；另一方面，X∩Y⊆X，故X＝X∩Y，而这又等价于X⊆Y．再注意到集合X非空，故有[image: alt]
 ，可得3≤a≤7，应选B．

2．[image: alt]
 ，故选C．

3．原命题与逆否命题是等价命题．选B．

4．对于选项A，若A是正确的，则由于甲说的是假话，故作案的不是丙；乙说的是真话，故丁是作案者，但丁说的是真话，作案的不是丁，矛盾．故选项A不正确．

对于选项B，甲、乙、丙说的都是真话，故丙、丁作案，且丁是主犯，当然丁讲的是假话，故选项B正确．同理可知选项C，D均不正确．

5．“要使函数f（x）≥0成立，只要x不在区间［a，b］内就可以了”等价于“x不在区间［a，b］内，则函数f（x）≥0”，选C．

6．（｜x＋y｜＋｜x－y｜）2
 ＝x2
 ＋2xy＋y2
 ＋x2
 －2xy＋y2
 ＋2｜x2
 －y2
 ｜＝[image: alt]
 ，则｜x＋y｜＋｜x－y｜＝2｜x｜或2｜y｜，所以｜x｜＜1且｜y｜＜1时，｜x＋y｜＋｜x－y｜＜2；又｜x｜＝[image: alt]
 ｜x＋y＋x－y｜≤[image: alt]
 （｜x＋y｜＋｜x－y｜），｜y｜＝[image: alt]
 ｜x＋y－（x－y）｜≤[image: alt]
 （｜x＋y｜＋｜x－y｜），所以｜x＋y｜＋｜x－y｜＜2时，｜x｜＜1且｜y｜＜1．故是充要条件．选C．

7．集合A＝｛（x，y）｜loga
 （xy）＞0，x＞0，y＞0｝，若a∈（0，1），则xy＜1，x＞0，y＞0．由A∩B＝⌀知，A中元素（x，y）均满足y＋x≥a．而x→0+
 ，y→0+
 时，xy＜1成立，但y＋x≥a不成立．

若a∈（1，+∞），则xy＞1，x＞0，y＞0．而y＋x≥a恒成立[image: alt]
 ，由y＋x≥[image: alt]
 ＞2，得a≤2，故1＜a≤2，选D．

8．直线（a＋2）x＋3ay＋1＝0与直线（a－2）x＋（a＋2）y－3＝0相互垂直⇔法向量[image: alt]
 ，[image: alt]
 相互垂直[image: alt]
 ，解得a＝-2或[image: alt]
 ．故选B．

9．令X中包含A的子集组成的集合记为P，包含B的子集组成的集合记为Q，则由容斥原理，X中包含A或者包含B的子集的个数是｜P∪Q｜＝2n－m
 ＋2n－k
 －2n－（m＋k）
 ，从而X中既不包含A也不包含B的子集的个数是2n
 －（2n－m
 ＋2n－k
 －2n－（m＋k）
 ）＝2n
 －2n－m
 －2n－k
 ＋2n－m－k
 ，选C．

10．选项A的反例如题图1.1（a）所示，此时D∩A＝⌀；选项B的反例如题图1.1（b）所示，[image: alt]
 ，则∁x
 D∩B＝⌀；选项C的反例如题图1.1（c）所示，易见∁x
 D∩B≠⌀，选D．

[image: alt]


题图1.1

11．首先，题意中的认识是相互的，即不存在甲认识乙，而乙不认识甲的情况．

其次，如果设S中所有人都互相认识，显然这样的S符合题目条件，从而A，D都是错误的；又设a，b，c是S中的三个人，a，b，c三人间相互不认识，而除a，b，c之外其他n－3个人认识所有的人，显然这样的集合符合要求，故C是错误的．

最后来证明B是正确的．注意到集合S中若任何两个人都互相认识，则显然成立；否则，不妨设甲、乙互相不认识．任取另外两个人，设为丙、丁．依题意知，甲、乙、丙、丁这四个人必有一个人认识其余3人，显然，这个人不可能是甲，也不可能是乙，不妨设为丙，则丙认识丁（当然也认识甲和乙）．再在剩下人中另取一个人戊，并考虑甲、乙、丙、戊，依题意丙与戊也必相互认识．从而丙认识S中的所有的人，故选B．

12．条件甲：[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以甲[image: alt]
 乙；条件乙：[image: alt]
 ，若a＜0，则显然[image: alt]
 不成立，即乙[image: alt]
 甲．故选D．

二、填空题

1．若x2
 ＋y2
 ≤2，则｜x｜≤1且｜y｜≤1．

2．首先由①知，甲会说日语，丁不会说日语，甲和丁有一种共同会说的语言．由③知，甲与丙没有共同会说的语言，乙与甲、乙与丙都恰有一种共同会说的语言，由此知，丙不会说日语，又由②知，甲不会说法语．

又因乙不会说英语，甲不会说法语，故甲、乙共同会说的语言只能是日语或德语；而乙不会说英语，丙不会说日语，故乙和丙共同会说的语言只能是法语或德语．

先设甲、乙共同会说的语言是日语，则由②知乙不会说法语，又由已知条件：除本国语言外，每人还会说其他三国语言中的一种，故乙会说德语．而乙与丙共同会说的语言是法语或德语，乙不会说法语，故共同会说的语言只能是德语，即丙会说德语．

由④知，乙、丙、丁没有共同的语言，现在乙、丙都会说德语，故丁不会说德语．由已知条件，每人会说两种语言，丁不会日语、德语，丁会说英语、法语，由①，甲、丁有一门共同语言，而法语、日语、德语都不是共同语言，故只能是英语，即甲既会说英语，又会说日语，所以甲不会说德语，再根据③，甲、丙没有共同语言，故丙不会说英语．又根据丙会说两种语言，故丙会说法语（另会说德语）．此时，所得情况如题表1.1所示（“√”表示会说，“×”表示不会说）．

题表1.1

[image: alt]


但从题表1看出，没有一种语言是三个人都会说的，矛盾！故甲、乙共同会说的语言只能是德语，根据甲会说日语、德语知，甲不会说英语、法语，乙会说法语，不会说日语；因甲、丙没有共同语言，故丙不会说德语，即丙不会说的语言是日语、德语，丙会说的语言是英语、法语．

由①，甲、丁有一种共同会说的语言，不可能是日语，也不可能是英语、法语（因为甲不懂这两种语言），故只能是德语，即丁会说德语．

由④，乙、丙、丁没有共同会说的语言，而乙、丙都会说法语，故丁不会说法语，从而丁会说英语、德语，此时，德语是甲、乙、丁三个人都会说的语言，具体情况见题表1.2．

题表1.2

[image: alt]


综上，丁会说的两种语言是英语、德语．

3．如题图1.2（a）所示，A，B，C三个集合相交，共划分为七个互不相交的部分，分别记为a，b，c，d，e，f，g，并记它们的元素个数也为a，b，c，d，e，f，g，又设｜A∪B∪C｜＝n，则[image: alt]
 ，三式相加得3n－（a＋b＋c）＝90，即a＋b＋c＝3n－90．

又g＝n－a－b－c－d－e－f＝n－（a＋b＋c）－（d＋e＋f）＝n－（3n－90）－（d＋e＋f）＝90－2n－（d＋e＋f）．n＝｜A∪B∪C｜≥｜A∪C｜＝40，d＋e＋f≥0．故g≤90－2×40＝10．等号成立，当且仅当n＝｜A∪B∪C｜＝｜C∪A｜＝40，且d＝e＝f＝0．此时，a＝0，即B＝A∩C，且｜B｜＝10，｜A｜＝20，｜C｜＝30，如题图1.2（b）所示．

综上，｜A∩B∩C｜最大可能值为10．

[image: alt]


题图1.2

三、解答题

1．这是一道涉及容斥原理的试题．记A＝｛跳远测验成绩及格的学生｝，B＝｛铅球测验成绩及格的学生｝，依题意｜A｜＝40，｜B｜＝31，两项测验成绩都及格的即为A∩B，又｜A∪B｜＝50－4＝46．由容斥原理，｜A∪B｜＝｜A｜＋｜B｜－｜A∩B｜，故｜A∩B｜＝｜A｜＋｜B｜－｜A∪B｜＝40＋31－46＝25，即两项测验成绩都及格的有25人．


注：
 本题也可以结合文氏图，设两项测验成绩都及格的有x人，则有方程x＋（31－x）＋（40－x）＋4＝50，解得x＝25．

2．记U＝｛1，2，3，…，9｝，则U的所有元素之和1＋2＋…＋9＝45为奇数．若A是满足条件的一个奇子集，则A的补集∁U
 A中所有元素之和为偶数（不妨称这样的集合为偶子集）；反之亦成立．这样，任何一个奇子集和其相应的偶子集搭配（其中空集和全集U搭配），故所有的奇子集的个数为[image: alt]
 ×29
 ＝256个．


注：
 这里用到了求计数问题的一种重要思想——对应思想．

3．（1）这样的集合很多．如一切有理数构成的有理数集Q
 ，整数集Z
 ，偶数集，所有的3的倍数构成的集合等．

（2）因为S1
 [image: alt]
 R
 ，所以必存在c1
 ∈R
 ，使得c1
 ∉S1
 ．若c1
 ∉S2
 ，则令c＝c1
 ，结论成立；同理，由S2
 [image: alt]
 R
 知，必存在c2
 ∈R
 ，c2
 ∉S2
 ，若c2
 ∉S1
 ，则结论成立．否则，c1
 ∈S2
 ，c2
 ∈S1
 ．令c＝c1
 ＋c2
 （也可令c＝c1
 －c2
 或c2
 －c1
 等），可用反证法证得c∉S1
 ，c∉S2
 ．

事实上，若c∈S1
 ，则由于c2
 ∈S1
 ，所以（c1
 ＋c2
 ）－c2
 ＝c1
 ∈S1
 ，与c1
 ∉S1
 矛盾；同理，c∈S2
 也导致矛盾．

综上，结论成立．

4．用容斥原理来解决．

令Ai
 （1≤i≤4）为1，2，3，4，5的排列所组成的集合，它的任一元素的前i个数是1，2，…，i的一个排列．｜A1
 ｜＝4！＝24，｜A2
 ｜＝2！×3！＝2×6＝12，｜A3
 ｜＝3！×2！＝12，｜A4
 ｜＝4！＝24．｜A1
 ∩A2
 ｜＝3！＝6，｜A1
 ∩A3
 ｜＝2！×2！＝4，｜A1
 ∩A4
 ｜＝3！＝6，｜A2
 ∩A3
 ｜＝2！×2！＝4，｜A3
 ∩A4
 ｜＝3！＝6，｜A2
 ∩A4
 ｜＝2！×2！＝4，｜A1
 ∩A2
 ∩A3
 ｜＝2！＝2，｜A1
 ∩A2
 ∩A4
 ｜＝2！＝2，｜A1
 ∩A3
 ∩A4
 ｜＝2！＝2，｜A2
 ∩A3
 ∩A4
 ｜＝2！＝2，｜A1
 ∩A2
 ∩A3
 ∩A4
 ｜＝1．

所以，｜A1
 ∪A2
 ∪A3
 ∪A4
 ｜＝24＋12＋12＋24－6－6－6－4－4－4＋2＋2＋2＋2－1＝49，所以符合题意的数组的个数为120－49＝71．

5．集合｛（x，y）｜4x＋2y－5＞0｝是开集，理由如下：

如题图1.3所示，∀P0
 ∈｛（x，y）｜4x＋2y－5＞0｝，令P0
 到直线4x＋2y－5＝0的距离为d，一旦给定P0
 后，d是一个大于0的常数，令r＝[image: alt]
 （r取值不唯一），显然｛P∈R
 2
 ｜｜PP0
 ｜＜[image: alt]
 ｝⊆｛（x，y）｜4x＋2y－5＞0｝．

[image: alt]


题图1.3

集合｛（x，y）｜x≥0，y＞0｝不是开集，理由如下：

令P1
 为y轴正半轴上的点，无论r多么小，总有｛P∈R
 2
 ｜｜PP1
 ｜＜r｝⊈｛（x，y）｜x≥0，y＞0．

第2章　均值不等式及其应用

模仿训练：

2．（1）由算术平均≥几何平均有[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

（2）由算术平均≤平方平均有[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

（3）由调和平均≤平方平均有[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

练习2

1．由算术平均≤平方平均有，[image: alt]
 ．当x＝[image: alt]
 时取等号，故ymax
 ＝[image: alt]
 ．

2．由均值不等式

[image: alt]


得证．

3．法1：由几何平均≤算术平均，有

[image: alt]


所以[image: alt]
 单调递减．

法2：[image: alt]
 单调递减[image: alt]
 ．

由于[image: alt]
 ．得证．

4．

[image: alt]


所以logn
 （n＋1）＞log（n＋1）
 （n＋2）．

综合练习2

一、选择题

由n＋1个正实数的算术平均≥几何平均，即

[image: alt]


可知

[image: alt]


等号成立当且仅当[image: alt]
 ，x＝1时，故选C．

二、填空题

1．由韦达定理知

[image: alt]


故

[image: alt]


即[image: alt]
 ．

而

[image: alt]


故

[image: alt]


等号在[image: alt]
 时取到，即[image: alt]
 ．

2．由题意知，[image: alt]
 ，3a＋b＋2c＝（a＋b）＋2（a＋c）≥[image: alt]
 ，当a＋b＝2（a＋c）时取等号，即所求的最小值为[image: alt]
 ．

3．由均值不等式，（a－2b）2
 ＝a2
 ＋4b2
 －4ab≥a2
 ＋4b2
 －（2a2
 ＋2b2
 ）＝2b2
 －a2
 ＝4，故｜a－2b｜min
 ＝2，当a＝b＝2时取等号．或a2
 ＋4b2
 －4ab＝a2
 ＋2b2
 －4ab＋2b2
 ＝a2
 ＋2b2
 －4ab＋（a2
 ＋4）＝2（a－b）2
 ＋4≥4（a＝b等号成立）．

4．由已知有

[image: alt]


当θ1
 ＝θ2
 ＝…＝θ10
 ＝2kπ＋[image: alt]
 （k∈Z
 ）时取最大值．

5．由

[image: alt]


所以

[image: alt]


即

[image: alt]


当[image: alt]
 ，即[image: alt]
 时取得等号．即所求的最大值是[image: alt]
 ．

三、解答题

1．由算术平均≤平方平均有

[image: alt]


即

[image: alt]


2．由调和平均≤算术平均有

[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，

同理，

[image: alt]


三式相加即得．

3．由均值不等式得

[image: alt]


即命题成立．

4．如果a＋b－c，b＋c－a，c＋a－b中有负数，不妨设a＋b－c＜0，则c＞a＋b，b＋c－a与c＋a－b均为正数，则结论显然成立．

设a＋b－c，b＋c－a，c＋a－b均非负，由均值不等式，得

[image: alt]


同理可得

[image: alt]


将三式相乘，即得到要证明的问题，故命题成立．

5．法1：令t＝ab，显然t≥0．由均值不等式

[image: alt]


即0≤t≤[image: alt]
 ．

由a2
 ＋b2
 ＝（a＋b）2
 －2ab＝1－2ab知

M＝（a2
 ＋b2
 ）2
 －2a2
 b2
 ＝（1－2ab）2
 －2a2
 b2
 ＝2（1－ab）2
 －1．

记[image: alt]
 ，显然f（t）在[image: alt]
 上单调递减，故

[image: alt]


法2：设a＝[image: alt]
 －t，b＝[image: alt]
 ＋t，则[image: alt]
 ，易得t＝0时，M取最小值[image: alt]
 ，t＝±[image: alt]
 取到最大值1．

6．当x＝y＝z时，不等式变形为6x4
 ≥A·9x4
 ，x∈R
 ，即A≤[image: alt]
 ．

下面证明：A的最大值为[image: alt]
 ．

对于x，y，z∈R
 ，有

x4
 ＋y4
 ＋z4
 ＋xyz（x＋y＋z）≥[image: alt]
 （xy＋yz＋zx）2
 ．

即证

3（x4
 ＋y4
 ＋z4
 ）＋3xyz（x＋y＋z）≥2（xy＋yz＋zx）2
 ．

由不等式a2
 ＋b2
 ＋c2
 ≥ab＋bc＋ca知

x4
 ＋y4
 ＋z4
 ≥x2
 y2
 ＋y2
 z2
 ＋z2
 x2
 ，

所以，只需证明

3（x2
 y2
 ＋y2
 z2
 ＋z2
 x2
 ）＋3xyz（x＋y＋z）≥2（xy＋yz＋zx）2
 ．

即证

x2
 y2
 ＋y2
 z2
 ＋z2
 x2
 ≥xyz（x＋y＋z），

此即不等式a2
 ＋b2
 ＋c2
 ≥ab＋bc＋ca．

综上，A的最大值为[image: alt]
 ．

7．显然对∀an
 ，有an
 ＞0，且[image: alt]
 ．同理，[image: alt]
 ．

下面多次用到以下均值不等式：∀x，y∈R
 +
 ，由调和平均≤算术平均有[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

（1）[image: alt]
 [image: alt]
 ；

（2）[image: alt]
 [image: alt]
 ；

（3）[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 ；

（4）[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 ；

综上，[image: alt]
 ．

第3章　柯西不等式及其应用

模仿训练：

3．要证明f（2x）≥2f（x），即证

[image: alt]


只需证

[image: alt]


由柯西不等式推论1知

[image: alt]


得证．

4．由柯西不等式，

[image: alt]


当[image: alt]
 时取等号，即[image: alt]
 的最小值为9．

练习3

1．函数[image: alt]
 的定义域为［2，3］．

[image: alt]


当且仅当[image: alt]
 ，即[image: alt]
 时等号成立．所以[image: alt]
 ．

2．由柯西不等式

（a2
 ＋b2
 ＋c2
 ）（x2
 ＋y2
 ＋z2
 ）＝25×36≥（ax＋by＋cz）2
 ＝302
 ．

恰好成立等号，于是，根据柯西不等式等号成立的条件知[image: alt]
 ，则有k2
 （x2
 ＋y2
 ＋z2
 ）＝25，所以[image: alt]
 （舍去负值），即[image: alt]
 ．

3．方程组两式相加并配方，得

（2x）2
 ＋（3y＋3）2
 ＋（z＋2）2
 ＝108，

而第一个方程可化为

2x＋（3y＋3）＋（z＋2）＝18．

由柯西不等式知

108＝（2x）2
 ＋（3y＋3）2
 ＋（z＋2）2
 ≥[image: alt]
 ［2x＋（3y＋3）＋（z＋2）］2
 ＝[image: alt]
 ×182
 ＝108．

等号成立当且仅当2x＝3y＋3＝z＋2，从而易得x＝3，y＝1，z＝4．

4．设△ABC的三边BC＝a，CA＝b，AB＝c，面积为S，PD＝x，PE＝y，PF＝z，则

ax＋by＋cz＝2S，

由柯西不等式知

[image: alt]


即[image: alt]
 ．

当且仅当[image: alt]
 ，即x＝y＝z时取等号，即当P点是△ABC的内心时，[image: alt]
 取到最小值为[image: alt]
 ．

5．由柯西不等式推论1和推论2知

[image: alt]


又

[image: alt]


即

[image: alt]


故

[image: alt]


综合练习3

一、选择题

1．由柯西不等式，有[image: alt]
 ．所以（a＋b）2
 ≤9，所以-3≤a＋b≤3，取最小值时当且仅当a＝-2，b＝-1．选C．

2．由柯西不等式，f（a，b）＝（a＋5－3｜cosb｜）2
 ＋（2｜sinb｜－a）2
 ≥[image: alt]
 （5－3｜cosb｜＋2｜sinb｜）2
 ≥[image: alt]
 ×（5－3）2
 ＝2，当a＝-1，b＝0时取等号．选B．

3．已知

[image: alt]


由柯西不等式，[image: alt]
 ，故[image: alt]
 （当an＋1
 ＝-3a1
 ，[image: alt]
 时取等号），从而[image: alt]
 的最大值为[image: alt]
 ．选A．

二、选择题

1．由柯西不等式，有

[image: alt]


当[image: alt]
 时取等号，即所求的最小值为[image: alt]
 ．

2．设矩形在第一象限内的顶点坐标为（x，y），则x，y＞0，矩形的周长是4（x＋y）．由柯西不等式，有

[image: alt]


所以4（x＋y）≤20，当[image: alt]
 时取等号，即所求的最大值为20．

3．由柯西不等式，[image: alt]
 ，当[image: alt]
 时取等号，化简得a2
 ＋b2
 ＝1．

4．由柯西不等式知，4＝[image: alt]
 ×5≥［（x－1）2
 ＋（y－2）2
 ］（12
 ＋22
 ）≥（｜x－1｜＋2｜y－2｜）2
 ，可得｜x－1｜＋2｜y－2｜的最大值为2，当[image: alt]
 ，且（x－1）2
 ＋（y－2）2
 ＝[image: alt]
 时等号成立．故a≥2．

三、解答题

1．由柯西不等式有

[image: alt]


即2b2
 ＋3c2
 ＋6d2
 ≥（b＋c＋d）2
 ．由条件可得5－a2
 ≥（3－a）2
 ，解得1≤a≤2．当且仅当[image: alt]
 时等号成立．

代入知当[image: alt]
 时，amax
 ＝2；当[image: alt]
 时，amin
 ＝1．

2．设Q（x，y）是直线上任意一点，则Ax＋By＋C＝0．因为｜PQ｜2
 ＝（x－x0
 ）2
 ＋（y－y0
 ）2
 ，A2
 ＋B2
 ≠0，由柯西不等式得

[image: alt]


所以[image: alt]
 ．

当[image: alt]
 时，取等号，由垂线段最短得[image: alt]
 ．

3．[image: alt]
 ．

4．依题设椭圆的方程为[image: alt]
 ，如题图3.1所示．设E（x1
 ，kx1
 ），F（x2
 ，kx2
 ），其中x1
 ＜x2
 ．设y1
 ＝kx1
 ，y2
 ＝kx2
 ，由椭圆对称性知x2
 ＝-x1
 ＞0，y2
 ＝-y1
 ＞0．故四边形AEBF的面积为S＝S△BEF
 ＋S△AEF
 ＝x2
 ＋2y2
 ．

[image: alt]


题图3.1

由柯西不等式知[image: alt]
 ，则x2
 ＋2y2
 ≤[image: alt]
 ．当x2
 ＝2y2
 时，该式取等号．所以S的最大值为[image: alt]
 ．

5．

[image: alt]


所以求证式等价于

[image: alt]


由柯西不等式推论2有

[image: alt]


于是

[image: alt]


又由柯西不等式推论1有

[image: alt]



注：
 不等式左端也可这样证，易证[image: alt]
 是单调递增的，从而[image: alt]
 ．

6．法1：由柯西不等式推论2，有

[image: alt]


注意到

[image: alt]


而[image: alt]
 ．故[image: alt]
 ．从而

[image: alt]


显然n≥2，故

[image: alt]


法2：先证明一个局部不等式：

[image: alt]


事实上

[image: alt]


显然成立．所以

[image: alt]


当且仅当xi
 ＝[image: alt]
 （i＝1，2，…，n）时等号成立，这显然不可能．

7．由柯西不等式得

[image: alt]


而

[image: alt]


故

[image: alt]


8．法1：原不等式可化为b（2cos2
 x－1）＋acosx＋1≥0，即2bcos2
 x＋acosx－b＋1≥0，令f（t）＝2bt2
 ＋at－b＋1，其中t＝cosx∈［-1，1］．

（1）[image: alt]
 ，可得a＋b≤2b＋1≤1＜2；

（2）[image: alt]
 ，可得a＜-4b或a＞4b．

若a＜-4b，则a＋b＜-3b＜0＜2；若a＞4b，则由b－a＋1≥0，得4b＜a≤1＋b，即b＜[image: alt]
 ．故[image: alt]
 ．

（3）[image: alt]
 ，可得a2
 ＋8b2
 －8b≤0，即a2
 ＋8（b－[image: alt]
 ）2
 ≤2．

由柯西不等式，有

[image: alt]


故a＋b－[image: alt]
 ≤[image: alt]
 ，即a＋b≤2，当且仅当[image: alt]
 时等号成立，此时满足[image: alt]
 ＝-[image: alt]
 ∈［-1，1］．所以（a＋b）max
 ＝2．

法2：在acosx＋bcos2x≥-1中取x＝[image: alt]
 π，得[image: alt]
 ，所以a＋b≤2，且当[image: alt]
 时，有

[image: alt]


所以（a＋b）max
 ＝2．

9．由柯西不等式推论1有

[image: alt]


故

[image: alt]


第4章　不等式的证明及应用

模仿训练：

5．（1）由排序不等式，ay＋bx≤ax＋by两边同时加上ax＋by，则有（a＋b）（x＋y）≤2（ax＋by）．

（2）由排序不等式，ax＋by＋cz＝ax＋by＋cz，ay＋bz＋cx≤ax＋by＋cz，az＋bx＋cy≤ax＋by＋cz，三式相加并因式分解有（a＋b＋c）（x＋y＋z）≤3（ax＋by＋cz）．

6．将a1
 ，a2
 ，…，an
 按由小到大的顺序排为aj1

 ＜aj2

 ＜…＜ajn

 ，其中j1
 ，j2
 ，…，jn
 是1，2，…，n的一个排列，则aj1

 ≥1，aj2

 ≥2，…，ajn

 ≥n．于是由排序不等式（乱序和≥逆序和）得

[image: alt]


7．由对称性，不妨设a≥b≥c，则a2
 ≥b2
 ≥c2
 ，a3
 ≥b3
 ≥c3
 ，由“排序不等式”知

a2
 ·a3
 ＋b2
 ·b3
 ＋c2
 ·c3
 ＝a2
 ·a3
 ＋b2
 ·b3
 ＋c2
 ·c3
 ，

a2
 ·b3
 ＋b2
 ·c3
 ＋c2
 ·a3
 ≤a2
 ·a3
 ＋b2
 ·b3
 ＋c2
 ·c3
 ，

a2
 ·c3
 ＋b2
 ·a3
 ＋c2
 ·b3
 ≤a2
 ·a3
 ＋b2
 ·b3
 ＋c2
 ·c3
 ．

三式相加并因式分解得

（a2
 ＋b2
 ＋c2
 ）（a3
 ＋b3
 ＋c3
 ）≤3（a2
 ·a3
 ＋b2
 ·b3
 ＋c2
 ·c3
 ）＝3（a5
 ＋b5
 ＋c5
 ）．

8．原式＝[image: alt]
 ，此式可以看成平面上的动点M（4x，3y）到定点A（-8，1），B（2，1）的距离之差．显然｜AM｜－｜BM｜≤｜AB｜＝10．等号成立当且仅当A，B，M三点共线，且M在线段AB的右侧，如题图4.1所示．所以原式的最大值为10．

[image: alt]


题图4.1

练习4

1．记[image: alt]
 ．则ABC＝3n＋1，且A＞B＞C．

故[image: alt]
 ．

2．令x＋y＝c，y＋z＝a，z＋x＝b，原不等式等价于

[image: alt]


即等价于证明a2
 c2
 ＋a2
 b2
 ＋b2
 c2
 －abc2
 －a2
 bc－ab2
 c≥0．由基本不等式x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≥xy＋xz＋yz知，上述不等式成立．

3．如题图4.2所示，以公路为数轴，设六个村庄在数轴上的坐标依次为a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 ，a5
 ，a6
 ．则车站到六个村庄的距离和为y＝｜x－a1
 ｜＋｜x－a2
 ｜＋…＋｜x－a6
 ｜＋S（S为六个村庄到公路的距离和，为一定值），依例22引理结论知，x∈［a3
 ，a4
 ］时取到最小值，所以应在第三个与第四个村庄之间建造车站．同理，有七个村庄时，应在第四个村庄建造车站．

[image: alt]


题图4.2

4．设所求的格点的坐标为（x，y），则它到六个报亭的距离和为

[image: alt]


前括号中表示数轴上的点x到-2，-2，3，3，4，6的距离之和，故x＝3时有最小值；同理，y＝3或4时，后括号的值有最小值，但由于不能取报刊零售点，故所求的格点为（3，3）．

5．记f（x）＝｜2x－a｜＋｜3x－2a｜，则问题等价于（f（x））min
 ≥a2
 ．f（x）变形为

[image: alt]


无论a是什么实数，[image: alt]
 这五个实数中间的数总归是[image: alt]
 a，即当x＝[image: alt]
 a时，f（x）有最小值[image: alt]
 ．故[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，选A．

6．反证法．若三个不等式a（1－b）＞[image: alt]
 ，b（1－c）＞[image: alt]
 ，c（1－a）＞[image: alt]
 同时成立，则[image: alt]
 ．

另一方面，由均值不等式a（1－b）·b（1－c）·c（1－a）＝［a（1－a）］［b（1－b）］［c（1－c）］≤[image: alt]
 ，矛盾．

7．[image: alt]
 ．（注意这里等号不成立）

8．原不等式[image: alt]


注意到A，B，C为三角形的内角，从而cosBcosC＋cosA＝cosBcosC－cos（B＋C）＝sinBsinC．上式又等价于［x－（ycosC＋zcosB）］2
 ＋y2
 sin2
 C＋z2
 sin2
 B－2yzsinBsinC≥0⇔［x－（ycosC＋zcosB）］2
 ＋（ysinC－zsinB）2
 ≥0．

9．法1：反证法．若ai
 ≥1（1≤i≤10），引理：设x≥1，y≥1，则xy≥x＋y－1．

引理证明：xy≥x＋y－1⇔（x－1）（y－1）≥0成立．

回到原题：

a1
 a2
 …a10
 ≥a1
 ＋a2
 a3
 …a10
 －1≥a1
 ＋a2
 ＋a3
 …a10
 －2≥…≥a1
 ＋a2
 ＋…＋a8
 ＋a9
 a10
 －8≥a1
 ＋…＋a10
 －9＝21，与a1
 a2
 …a10
 ＜21矛盾．

所以存在一个i，1≤i≤10使ai
 ＜1即证．

法2：反证，若ai
 ≥1，1≤i≤10．设bi
 ＝ai
 －1，1≤i≤10，则b1
 ＋b2
 ＋…＋b10
 ＝20，且bi
 ≥0．而a1
 a2
 …a10
 ＝（b1
 ＋1）（b2
 ＋1）…（b10
 ＋1）＝b1
 b2
 …b10
 ＋（b1
 ＋b2
 ＋…＋b10
 ）＋1＋…≥21．另一方面，a1
 a2
 …a10
 ＜21．矛盾．

综合练习4

一、选择题

1．对∀a＞0，有x2
 ＜1＋a，故x2
 ＜（1＋a）min
 ，即x2
 ≤1，从而x∈［-1，1］．故选B．

2．法1：令s＝2x＋y，t＝x＋2y，则

[image: alt]


所以

[image: alt]


法2：令[image: alt]
 ，则t∈（0，+∞），此时

[image: alt]


即有

[image: alt]


显然当t＜1时，f′（t）＞0；当t＞1时，f′（t）＜0，所以函数f（t）在t＝1，即x＝y时取得最大值f（1）＝[image: alt]
 ．

3．法1：设动点[image: alt]
 与[image: alt]
 ，则F（x，y）＝｜PQ｜2
 ，点P的轨迹为直线y＝-[image: alt]
 ，点Q的轨迹为双曲线[image: alt]
 ，双曲线上的任一点[image: alt]
 到直线x＋3y＝0的距离为

[image: alt]


当x0
 ＝±3时等号成立．故F（x，y）的最小值为[image: alt]
 ．选C．

法2：

[image: alt]


等号成立当且仅当[image: alt]
 或[image: alt]
 ．

4．[image: alt]
 ，所以5a＋9b＋4c＝4或36，从而4（a＋b＋c）≤5a＋9b＋4c＝36，9（a＋b＋c）≥5a＋9b＋4c＝4，所以[image: alt]
 ，当且仅当c＝9，a＝b＝0时取最大值，[image: alt]
 ，a＝c＝0时取最小值．故选C．

5．因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


故选C．

6．如题图4.3所示，连接BE，则

[image: alt]


[image: alt]


题图4.3

由三元均值不等式有

[image: alt]


等号成立当且仅当1－x＝y＝z，且-x＋y＋z＝1，即x＝[image: alt]
 ，y＝z＝[image: alt]
 时成立．故（S△BDF
 ）max
 ＝[image: alt]
 ，故选D．

7．设ai
 ＝xi
 ＋6，则ai
 ∈［0，16］，且[image: alt]
 ，则

[image: alt]


于是原问题转化为当[image: alt]
 取最大值时，有多少个ai
 ＝0．当ai
 中有不少于两个数，且同时不等于0，不等于16时，设为p，q．

（1）p＋q≥16时，则162
 ＋（p＋q－16）2
 －（p2
 ＋q2
 ）＝2×162
 －32p－32q＋2pq＝2×162
 ＋2（q－16）p－32q＞2×162
 ＋2（q－16）×16－32q＝0（看作一个关于p的一次函数，q－16＜0，单调递减）．即162
 ＋（p＋q－16）2
 ＞p2
 ＋q2
 ，故不改变其他数字，用16代替p，p＋q－16代替q，[image: alt]
 增大．

（2）p＋q＜16时，则02
 ＋（p＋q）2
 －（p2
 ＋q2
 ）＝2pq＞0，故用0代替p，p＋q代替q，[image: alt]
 增大．

综上，当[image: alt]
 取最大值时，至多只有一个ai
 ≠0，且ai
 ≠16．

而110＝16×6＋14，故ai
 中应取六个16，一个14，三个0，即有三个-6，选C．

二、填空题

1．易知2＋ex－1
 取遍（2，+∞），所以a＜1，且a-1
 ≤2，即[image: alt]
 ≤a＜1．

2．由条件，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，得a＝±[image: alt]
 ．

3．因为[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


均恒成立，由②得p＝-6，代入①也满足，所以p＝-6．

4．[image: alt]
 ．

设P（x，y），A（2，0），B（1，-2），则

[image: alt]


由实数x，y满足条件3x2
 ＋4y2
 ＝48知，点P（x，y）在椭圆[image: alt]
 上，且点A（2，0）为椭圆的右焦点，点B（1，-2）在椭圆内．

设椭圆的左焦点为F1
 （-2，0），则｜PA｜＋｜PB｜＝2a＋（｜PB｜－｜PF1
 ｜）≤2a＋｜F1
 B｜，当且仅当点P是射线BF1
 与椭圆的交点时，等号成立（其中2a为椭圆的长轴长）．所以，[image: alt]
 的最大值为[image: alt]
 ．

三、解答题

1．显然分母3x2
 ＋6x＋4恒大于0，所以2x2
 ＋2kx＋k＜3x2
 ＋6x＋4恒成立，且2x2
 ＋2kx＋k＞0恒成立．由x2
 ＋（6－2k）x＋（4－k）＞0恒成立，得（6－2k）2
 －4（4－k）＜0；由2x2
 ＋2kx＋k＞0恒成立，得4k2
 －8k＜0，解这两个不等式，得[image: alt]
 ．

2．首先根据导数易得f（x）单调递减，bn
 ＝ln（1＋n）－n，an
 ＝n．于是，原问题等价于求证

[image: alt]


先证明

[image: alt]


设

[image: alt]


则A＜B，[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


又

[image: alt]


于是，

[image: alt]


3．法1：原不等式等价于

[image: alt]


由柯西不等式推论2知，最后一个不等式显然成立．

法2：令

[image: alt]


则

[image: alt]


[image: alt]


法3：不妨设a≤b≤c，则[image: alt]
 ，由“排序不等式”知，

[image: alt]


两不等式相加即得．

4．原式左端[image: alt]
 [image: alt]
 ．

5．因为x2
 ＋2x＋2＝（x＋1）2
 ＋1＞0，所以x2
 ＋2x＋2＞｜x2
 ＋ax＋b｜，即x2
 ＋2x＋2＞x2
 ＋ax＋b，且x2
 ＋2x＋2＞-（x2
 ＋ax＋b）．由前式得a＝2且b＜2；由后式得2x2
 ＋（2＋a）x＋2＋b＞0，Δ＝（a＋2）2
 －4×2×（b＋2）＜0，得b＞0，所以a＝2，0＜b＜2．

6．k≥2时，[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 ．

从而

[image: alt]


本题还可以使用其他方法，如

[image: alt]


所以

[image: alt]


7．显然a＞b，故a，b，c可构成三角形的充要条件为

[image: alt]


由于[image: alt]
 ，故

[image: alt]


（当且仅当x＝y时等号成立），即

[image: alt]


而

[image: alt]


即

[image: alt]


综上，存在正数m满足要求，m的取值范围是[image: alt]
 ．

8．不妨设a1
 ≤a2
 ≤a3
 ，b1
 ≤b2
 ≤b3
 ，则由题意知a1
 ≤b1
 ，下证a3
 ≤b3
 ．用反证法．若a3
 ＞b3
 ，构造两个函数：f（x）＝（x－a1
 ）（x－a2
 ）（x－a3
 ），g（x）＝（x－b1
 ）（x－b2
 ）（x－b3
 ）．由已知条件a1
 ＋a2
 ＋a3
 ＝b1
 ＋b2
 ＋b3
 ，a1
 a2
 ＋a2
 a3
 ＋a3
 a1
 ＝b1
 b2
 ＋b2
 b3
 ＋b3
 b1
 ，知f（x）＝g（x）＋b1
 b2
 b3
 －a1
 a2
 a3
 ．

一方面，f（a1
 ）＝g（a1
 ）＋b1
 b2
 b3
 －a1
 a2
 a3
 ＝0，f（a3
 ）＝g（a3
 ）＋b1
 b2
 b3
 －a1
 a2
 a3
 ＝0，故g（a1
 ）＝g（a3
 ）．

另一方面，g（a1
 ）＝（a1
 －b1
 ）（a1
 －b2
 ）（a1
 －b3
 ），a1
 －b1
 ≤0，a1
 －b2
 ≤0，a1
 －b3
 ≤0，故g（a1
 ）≤0；而g（a3
 ）＝（a3
 －b1
 ）（a3
 －b2
 ）（a3
 －b3
 ），a3
 －b1
 ＞0，a3
 －b2
 ＞0，a3
 －b3
 ＞0，故g（a3
 ）＞0，这与g（a1
 ）＝g（a3
 ）矛盾．

因此a3
 ≤b3
 ，max（a1
 ，a2
 ，a3
 ）≤max（b1
 ，b2
 ，b3
 ）．


注：
 从直观角度考虑，f（x）＝（x－a1
 ）（x－a2
 ）（x－a3
 ）与g（x）＝（x－b1
 ）（x－b2
 ）（x－b3
 ）是两个互相“平行”的三次函数，如题图4.4所示．

[image: alt]


题图4.4

9．（1）由题意知[image: alt]
 ，

所以

[image: alt]


解得a＝1，b＝1，所以

[image: alt]


则

[image: alt]


令[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

（2）法1：

[image: alt]


n＝1时，[image: alt]
 显然成立．

n＞1时，由均值不等式

[image: alt]


所以

[image: alt]


注意到[image: alt]
 单调递增，且[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


法2：令g（x）＝x－ln（1＋x），x＞0，则[image: alt]
 ，从而

[image: alt]


所以

[image: alt]


10．（1）0≤x≤2，0≤y≤2，x＋y≤2．

（2）设任意11个点的坐标为（xi
 ，yi
 ），i＝1，2，…，11．0≤xi
 ＋yi
 ≤2，设x1
 ≤x2
 ≤…≤x1
 1．令x1
 ＋x2
 ＋…＋xp
 ≤6，x1
 ＋x2
 ＋…＋xp
 ＋xp＋1
 ＞6，下证yp＋1
 ＋yp＋2
 ＋…＋y11
 ≤6成立．

事实上

yp＋1
 ＋yp＋2
 ＋…＋y11
 ≤（2－xp＋1
 ）＋（2－xp＋2
 ）＋…＋（2－x11
 ）＝2（11－p）－（xp＋1
 ＋yp＋2
 ＋…＋x11
 ）．

而

[image: alt]


（这一步用到x1
 ≤x2
 ≤…≤x11
 ，x1
 ＋x2
 ＋…＋xp
 ＋xp＋1
 ＞6），所以

[image: alt]


yp＋1
 ＋yp＋2
 ＋…＋y11
 ≤6成立，只要证明[image: alt]
 ，

即

11p－22－p2
 ＋2p≤3p＋3⇔p2
 －10p＋25≥0⇔（p－5）2
 ≥0，

这是显然的．

11．原问题等价于在双曲线xy＝1和椭圆x2
 ＋4y2
 ＝1上各取一点M，N，求证这两点之间的距离的平方≥[image: alt]
 ．

将椭圆[image: alt]
 的长半轴、短半轴都扩大n倍，如题图4.5所示使其与双曲线xy＝1相切．

[image: alt]


题图4.5

由

[image: alt]


可得

x4
 －n2
 x2
 ＋4＝0，

令Δ1
 ＝0，解得n2
 ＝4．n＝2，易得切点为[image: alt]
 和[image: alt]
 ．由对称性，只考虑[image: alt]
 ．由[image: alt]
 ，求导得[image: alt]
 ．由导数的几何意义知，过切点[image: alt]
 的直线的斜率为-[image: alt]
 ．

设与椭圆x2
 ＋4y2
 ＝1相切的直线为y＝-[image: alt]
 x＋b，代入x2
 ＋4y2
 ＝1，可得2x2
 －4bx＋4b2
 －1＝0，令Δ2
 ＝0，即（-4b）2
 －8（4b2
 －1）＝0，解得b＝[image: alt]
 ．即两条平行线分别为

[image: alt]


再由两平行线之间的距离公式知

[image: alt]


故

[image: alt]


第5章　函数的性质

练习5

1．依题意知ex1

 ＝4－x1
 ，lnx2
 ＝4－x2
 ，令t＝lnx2
 ，则x2
 ＝et
 ，t＝4－et
 ⇒et
 ＝4－t．结合ex1

 ＝4－x1
 ，显然方程ex
 ＝4－x只有唯一解（因y＝ex
 单调递增，y＝4－x单调递减）．从而x1
 ＝t，即x1
 ＝lnx2
 ，故x1
 ＋x2
 ＝t＋et
 ＝4．

2．（1）当a＝0时，f（x）＝x2
 ，对任意x∈（-∞，0）∪（0，+∞），f（-x）＝（-x）2
 ＝x2
 ＝f（x），所以f（x）为偶函数．

当a≠0时，[image: alt]
 ，取x＝±1，得f（-1）＋f（1）＝2≠0，f（-1）－f（1）＝-2a≠0，所以f（-1）≠-f（1），f（-1）≠f（1），即函数f（x）既不是奇函数，也不是偶函数．

（2）设2≤x1
 ＜x2
 ，则

[image: alt]


要使函数f（x）在x∈［2，+∞）上为增函数，必须f（x1
 ）－f（x2
 ）＜0恒成立．

由于x1
 －x2
 ＜0，x1
 x2
 ＞4，即a＜x1
 x2
 （x1
 ＋x2
 ）恒成立．又因x1
 ＋x2
 ＞4，故x1
 x2
 （x1
 ＋x2
 ）＞16，即a的取值范围是（-∞，16］．

3．由a＞a2
 ，有a∈（0，1），[image: alt]
 ；又[image: alt]
 ，则m＞p；又b＜a，a∈（0，1），所以loga
 b＞loga
 a＝1，即q＞1，[image: alt]
 ．

下面比较m，q的大小．

m-q＝logb
 [image: alt]
 －loga
 b＝1－logb
 a－loga
 b＝1－（logb
 a＋loga
 b）．

由均值不等式知loga
 b＋logb
 a＞2，从而m－q＜0，m＜q．

综上n＜p＜m＜q．

4．由已知可得

[image: alt]


又[image: alt]
 ．

令F（x）＝f（x）－6，则有F（-x）＝-F（x），即F（x）是奇函数，从而有

f（-lglg2）＝F（-lglg2）＋6＝-F（lglg2）＋6＝8．

即知F（lglg2）＝-2，f（lglg2）＝F（lglg2）＋6＝4．故选B．

综合练习5

一、选择题

1．按照函数的定义，由于班上可能会有相同的姓名．故选项A不正确；而任意一个学生的学号是唯一的，也对应了唯一的身高，故选项B正确；同理，C，D不正确，选B．

2．当x∈（1，+∞）时，[image: alt]
 ，令[image: alt]
 ，它在（1，+∞）上单调递增．而[image: alt]
 在（1，+∞）上单调递减．故由复合函数单调性得0＜a＜1．

当x∈（-∞，-1）时，[image: alt]
 ，它在（-∞，-1）上单调递增．从而f（x）在（-∞，-1）上单调递减．

当x∈（-1，1）时，[image: alt]
 ，它在（-1，1）上单调递减．从而f（x）在（-1，1）上单调递增．故选A．

3．f（x）的定义域（-∞，+∞），且[image: alt]
 ；g（x）的定义域（-∞，0）∪（0，+∞），且[image: alt]
 ．从而f（x），g（x）分别是奇函数、偶函数．选D．

4．证明见知识拓展4内容．选B．

5．由f（2＋x）＝f（2－x），得f（x）关于直线x＝2对称．这7个根中有6个根两两关于x＝2对称，其和为3×4＝12，另有一根为2．选D．

6．依题意[image: alt]
 ．当0＜c＜[image: alt]
 时，得c＜x＜2－c，选B．

7．可以考虑特殊值．f（-2）＝f（2）＝-2，f（-1）＝f（1）＝f（3）＝-3，f（0）＝f（2）＝-2，符合条件的只有选项A．

8．[image: alt]


选D．

9．如题图5.1所示，当n＝1时，易见有两个周期点，即x＝0，当[image: alt]
 ．当n＝2时，

[image: alt]
 ；即[image: alt]
 ．

可得2-周期点有4个，[image: alt]
 ．同理，3-周期点有8个，即[image: alt]
 ．一般地，n-周期点有2n
 个．

[image: alt]


题图5.1

10．由于T＝3，且为奇函数，f（2）＝0，则f（-2）＝0，f（-1）＝0，f（5）＝0，所以f（-5）＝f（1）＝0⇒f（4）＝f（-4）＝0．又f（x）为奇函数，则f（0）＝0，从而f（3）＝f（-3）＝0，则f（x）＝0在区间（-6，6）内共有11个解，选A．

11．经过尝试，此参数方程不能转化为普通方程．故本题只能用逐项排除的方法．

对于选项A，t用-t代换，x变为-x，但此时y的值并不改变，故选项A不正确．

对于选项B，设M（a（t0
 －sint0
 ），a（1－cost0
 ））是图像上一点，M关于直线x＝π的对称点为M′（2π－a（t0
 －sint0
 ），a（1－cost0
 ）），显然M′不一定恒在y＝f（x）的图像上，故选项B不正确．

对于选项C，设M（a（t0
 －sint0
 ），a（1－cost0
 ））是y＝f（x）图像上一点．由于2aπ＋a（t0
 －sint0
 ）＝a（2π＋t0
 －sint0
 ）＝a［（2π＋t0
 ）－sin（2π＋t0
 ）］，而a（1－cost0
 ）＝a［1－cos（2π＋t0
 ）］，即t0
 用2π＋t0
 代替后的点M′（a（2π＋t0
 －sin（2π＋t0
 ）），a（1－cos（2π＋t0
 ）））也在y＝f（x）的图像上，且这里t0
 是任意实数，故选项C正确．

二、填空题

1．由x2
 －4｜x｜＋3＞0，可得｜x｜＞3或｜x｜＜1，即x∈（-∞，-3）∪（-1，1）∪（3，+∞）．

2．由f（x－1）＋f（x＋1）＝0，可得f（x＋1）＝-f（x－1），即f（x＋2）＝-f（x），从而f（x＋4）＝f（x），所以f（x）是一个周期为4的周期函数，所以f（2010）＝f（502·4＋2）＝f（2）．在f（x－1）＋f（x＋1）＝0中令x＝1，有f（0）＋f（2）＝0．所以f（2）＝-f（0）．注意到f（x）是奇函数，所以f（0）＝0，从而f（2）＝0，故f（2010）＝0．

3．由f（2）＝-8，可得27
 ·a＋25
 ·b＋22
 ＋2·2－1＝-8，即27
 ·a＋25
 ·b＝-15，从而f（-2）＝-27
 ·a－25
 ·b＋22
 －2·2－1＝15－1＝14．

4．令[image: alt]
 ，由于[image: alt]
 ，故x∈R
 ，而

[image: alt]


从而f（x）是奇函数．

5．设[image: alt]
 ．由[image: alt]
 在区间［1，2］上为增函数知，当0＜a＜1时，g（x）在区间［1，2］上为减函数，且g（x）＞0，因此，根据分式函数的性质有[image: alt]
 ，这样的a不存在；当a＞1时，g（x）在区间［1，2］上为增函数，且g（x）＞0，因此，根据分式函数的性质有[image: alt]
 ．

综上，a的取值范围为（1，4］．

6．令t＝x2
 －ax－a，则y＝log[image: alt]

 t，y关于t在（0，+∞）上是单调递减的函数．由复合函数的单调性可知，（-∞，-[image: alt]
 ）是t＝x2
 －ax－a的一个单调递减区间，且在区间（-∞，-[image: alt]
 ）上t＞0．从而有

[image: alt]


即实数a的取值范围为[image: alt]
 ．


注：
 解本题时容易忽视条件[image: alt]
 ．

7．[image: alt]


记

[image: alt]


则f（x）＝-g（x）＋2011．易见

[image: alt]


为奇函数，它关于点（0，0）对称，故g（x）关于点（1006，0）对称，-g（x）关于点（-1006，0）对称，可得f（x）＝-g（x）＋2011关于点（-1006，2011）对称．

三、解答题

（1）由已知得

[image: alt]


当a＝0时，[image: alt]
 ，由于b＞0，故x在（-∞，0）和（0，+∞）上单调递减；当a＞0时，由分式函数的性质知，x在[image: alt]
 上单调递减，x在[image: alt]
 上单调递增，x在[image: alt]
 上单调递增，x在[image: alt]
 上单调递减；当a＜0时，x在（-∞，0）和（0，+∞）上单调递减．

（2）显然x1
 ，x2
 ，x3
 中至多有一个是负的．

若x1
 ，x2
 ，x3
 均为正数，则[image: alt]
 ，由（1）知[image: alt]
 ，f（x1
 ）＋f（x2
 ）＋f（x3
 ）＞[image: alt]
 ；若x1
 ，x2
 ，x3
 中有一个负的，不妨设x3
 ＜0，则由x2
 ＋x3
 ＞0有x2
 ＞-x3
 ＞0，且[image: alt]
 ，从而[image: alt]
 ，再注意到f（x）为奇函数，所以f（x2
 ）＋f（x3
 ）＞0，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

综上，[image: alt]
 成立．

（3）由于f（x）的极小值为f（1）＝2，故[image: alt]
 ，且[image: alt]
 ，得a＝1，b＝1．所以f（x）＝[image: alt]
 ．下证[image: alt]
 ．

令[image: alt]
 ，则g（x）为偶函数，故只考虑x＞0的情况．

x＞0时，有

[image: alt]


注意到：

[image: alt]


故[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

第6章　方程的根的问题

模仿训练：

9．设另一个根为x3
 ，则有[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ．

10．将±1，±2，±5，±10代入检验，只有-2是它的唯一有理数根．

练习6

1．设这三个根为x1
 ，q′x1
 ，q′2
 x1
 ，其中q′为公比，则由三次方程根的韦达定理有x1
 ＋q′x1
 ＋q′2
 x1
 ＝0，可得1＋q′＋q′2
 ＝0，[image: alt]
 ．故选A．

2．易知x＝0是原方程的解；当x≠0时，[image: alt]
 ＝k｜x｜，如题图6.1所示，分别画出y＝[image: alt]
 和y＝k｜x｜的图像．考虑临界状况，即第二象限-kx与[image: alt]
 相切的情况．由-kx＝[image: alt]
 可得kx2
 ＋4kx＋1＝0，Δ＝16k2
 －4k＝0，k＝[image: alt]
 ，k＝0（舍去）．当k越大，折线与y轴越靠近，此时除原点外有三个根符合要求，故[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图6.1

3．法1：设[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．

由u＝v＋1代入u5
 －v5
 ＝31，并化简有（v2
 ＋v）2
 ＋（v2
 ＋v）－6＝0，可得（v2
 ＋v＋3）（v2
 ＋v－2）＝0，（v2
 ＋v＋3）＝0（舍去），所以v2
 ＋v－2＝0，得v＝-2或1．从而可得x＝17±4[image: alt]
 或[image: alt]
 ．

法2：设[image: alt]
 ，即[image: alt]
 31，（u＋1）5
 －（u－1）5
 ＝31×32，则u4
 ＋2u2
 －99＝0，u2
 ＝9，u2
 ＝-1（舍去），所以u＝±3，从而可得x＝17±4[image: alt]
 或[image: alt]
 ．

4．重新整理成关于a的一次函数（x4
 －8x2
 －9）a＋（x3
 ＋5x2
 ＋6x）＝（x＋3）（x－3）（x2
 ＋1）a＋x（x＋2）（x＋3）．故当x＝-3时，对任意实数a，总有f（-3）＝0；当x0
 ＝3时，对任意实数a，总有f（3）＝90．

5．换一个角度，整理成关于k的二次方程，即xk2
 ＋（2x2
 ＋9）k＋（x3
 ＋27）＝0．Δ＝（2x2
 ＋9）2
 －4x（x3
 ＋27）＝36x2
 －108x＋81＝（6x－9）2
 ．所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 或[image: alt]
 ，化简得x2
 ＋（k－3）x＋9＝0或k＝-x－3．解得[image: alt]
 或x＝-k－3．

6．设x＝a＋[image: alt]
 ，则0＝a3
 －a－1＝（x－[image: alt]
 ）3
 －（x－[image: alt]
 ）－1，可得x3
 ＋5x－1＝[image: alt]
 （3x2
 ＋1），两边平方并整理得，即得所求多项式为f（x）＝x6
 －8x4
 －2x3
 ＋13x2
 －10x－1．

综合练习6

一、选择题

1．原方程可化为（x－3）2
 ＋（a－2）｜x－3｜－2a＝0，即（｜x－3｜－2）（｜x－3｜＋a）＝0．由｜x－3｜－2＝0，要得x＝5或1，故方程｜x－3｜＋a＝0或无实根或实根是1，5．故a＞0或a＝-2．故选A．

2．由原方程可得

[image: alt]
 或[image: alt]
 或[image: alt]
 ．

解得x＝5或4．故选B．

3．首先，Δ＝（a－2）2
 －4（a2
 ＋3a＋5）≥0，解得-4≤a≤-[image: alt]
 ．[image: alt]
 ＝（x1
 ＋x2
 ）2
 －2x1
 x2
 ＝（a－2）2
 －2（a2
 ＋3a＋5）＝-a2
 －10a－6＝-（a＋5）2
 ＋19．当a＝-4时有最大值18．故选A．

二、填空题

1．数形结合，原方程即ax
 ＝-（x－1）2
 ＋2a．当a＞1时，分别画出y＝ax
 和y＝-（x－1）2
 ＋2a的图像，注意到抛物线y＝-（x－1）2
 ＋2a的顶点（1，2a）在（1，a）的上方，故此时交点的个数是2，如题图6.2（a）所示；当0＜a＜1时，同理也有两个交点，如题图6.2（b）所示．

[image: alt]


题图6.2

2．如题图6.3所示，[image: alt]
 表示圆心在原点，半径为a的半圆；y＝[image: alt]
 －｜x｜表示两条射线（关于y轴对称）．当a＝1时，这两条射线与半圆[image: alt]
 均相切；当1＜a＜[image: alt]
 时，两条射线与半圆相交，故有四个交点；当a＝[image: alt]
 时恰有三个交点．

[image: alt]


题图6.3

3．对原方程两边同时取以a为底的对数，有（loga
 x）2
 ＝3loga
 x－2，loga
 x＝1或2，解得x＝a或a2
 ．

4．先分离变量a，（4x
 －2x＋2
 ＋6）a＝3，[image: alt]
 ，原问题等价于求函数的值域（a看成x的函数），其中x∈［0，2］．令2x
 ＝t∈［1，4］，4x
 －2x＋2
 ＋6＝t2
 －4t＋6＝（t－2）2
 ＋2∈［2，6］，从而[image: alt]
 ．

5．原方程即（x＋4sin（xy））2
 －16sin2
 （xy）＋16＝0，即（x＋4sin（xy））2
 ＋16cos2
 （xy）＝0．故

[image: alt]


可得

[image: alt]


共8组解．

三、解答题

1．原方程即（-2x－2y－2）k＋（x2
 ＋y2
 －6y－31）＝0．令

[image: alt]


可得[image: alt]
 或[image: alt]
 ．故恒过（-6，5），（2，-3）两定点．

2．原方程即[image: alt]
 ．[image: alt]
 ．令[image: alt]
 ，可得｜t－3｜＋｜t－5｜＝1．由于｜t－3｜＋｜t－5｜≥｜（t－3）－（t－5）｜＝2．所以原方程无实根．

3．原方程可化为

[image: alt]


消去（y－2），（z－3），得（x－1）（x－4）＝-2，解得x1
 ＝2，x2
 ＝3．所以两组解分别为[image: alt]
 ．

4．由三次方程的韦达定理，知

[image: alt]


由③式得c＝0或ab＝-1．

若c＝0，代入①式和②式，知

[image: alt]


可得

[image: alt]


若ab＝-1，代入①式和②式，得

[image: alt]


由④式，c＝-（2a＋b），代入⑤式，得b＝（a＋b）（-2a－b）－1＝-2a2
 －3ab－b2
 －1，将[image: alt]
 代入，得[image: alt]
 ，整理得b4
 ＋b3
 －2b2
 ＋2＝0．

试根，发现-1是它的解，从而可得（b＋1）（b3
 －2b＋2）＝0，故b＝-1或b3
 －2b＋2＝0．

对于方程b3
 －2b＋2＝0，由于左端是首项系数为1的整系数多项式，且易见±1，±2均不是它的根．由知识拓展的推论可知，此方程没有有理数根．

b＝-1时，[image: alt]
 ＝1，c＝-2a－b＝-1．

综上，原问题所求的a，b，c为[image: alt]
 或[image: alt]
 ．

5．法1：依题意

[image: alt]


所以ab＋bc＝2ac，[image: alt]
 ，即[image: alt]
 成等差数列．

法2：注意到a（b－c）＋b（c－a）＋c（a－b）＝0，故x＝1是原方程的根．由题意知它是重根，由韦达定理知[image: alt]
 ，整理得ab＋bc＝2ac，所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 成等差数列．

6．存在性：不妨设x0
 是f（f（x））的唯一不动点，即f（f（x0
 ））＝x0
 ，令f（x0
 ）＝t，则f（t）＝x0
 ，那么f（f（t））＝f（x0
 ），而f（x0
 ）＝t，故f（f（t））＝t，这说明t也是f（f（x））的不动点．由f（f（x））只有唯一不动点知，x0
 ＝t．从而f（t）＝t，这说明t也是f（x）的不动点，存在性得证．

唯一性：若f（x）还有另一个不动点t′，即f（t′）＝t′（t′≠t），则f（f（t′））＝f（t′）＝t′，这说明f（f（x））还有另一个不动点t′（t′≠t＝x0
 ），与题设矛盾．

7．由p，q＞0知，原方程不可能有正根，0也不是它的根．所以三个实根均小于0，设为α，β，γ．由韦达定理，（-α）＋（-β）＋（-γ）＝p，（-α）（-β）＋（-β）（-γ）＋（-α）（-γ）＝q，（-α）（-β）（-γ）＝1．由均值不等式，p＝（-α）＋（-β）＋（-γ）≥[image: alt]
 ＝3．q＝（-α）（-β）＋（-β）（-γ）＋（-α）（-γ）≥[image: alt]
 ．所以pq≥9．

8．（1）原方程等价于

[image: alt]


而x2
 －2ax＋a2
 －1＝0⇔［x－（a－1）］［x－（a＋1）］＝0，故x1
 ＝a－1，x2
 ＝a＋1．对x2
 ＝a＋1，显然0＜a＋1＜2a，且a＋1≠1均满足．故有解时a的范围是a∈（1，[image: alt]
 ）∪（[image: alt]
 ，+∞）．

（2）若仅有一解，则x1
 ＝a－1必不是其解．而0＜a－1＜2a成立，故只能令a－1＝1，从而a＝2．

9．法1：先介绍一个引理．

引理：若M＝｛x｜f（x）＝x｝，N＝｛x｜f（f（x））＝x｝，则M⊆N．

证明：∀x0
 ∈M，有f（x0
 ）＝x0
 ，故f（f（x0
 ））＝f（x0
 ）＝x0
 ，所以x0
 ∈N
 ，由x0
 的任意性知M⊆N．

回到原题：f（f（x））＝x，即af2
 （x）＋bf（x）＋c＝x，这是一个四次方程，由引理知，f（f（x））－x一定可以分解出f（x）－x这样的一个因式．

由af2
 （x）＋bf（x）＋c－x＝0，可得af2
 （x）＋bf（x）＋（ax2
 ＋bx＋c）－ax2
 －bx－x＝0，即a（f2
 （x）－x2
 ）＋b（f（x）－x）＋f（x）－x＝0，所以a（f（x）＋x）（f（x）－x）＋b（f（x）－x）＋f（x）－x＝0，即（f（x）－x）［a（f（x）＋x）＋b＋1］＝0．

由于f（x）－x＝0无实根．下面只要求出方程a（f（x）＋x）＋b＋1＝0是否有实根即可．

a（f（x）＋x）＋b＋1＝a2
 x2
 ＋（ab＋a）x＋ac＋b＋1，

其判别式

Δ＝（ab＋a）2
 －4a2
 （ac＋b＋1）＝a2
 （b2
 －2b＋1－4ac－4）＝a2
 ［（b－1）2
 －4ac－4］．

又f（x）－x＝0无实根，故Δ′＝（b－1）2
 －4ac＜0．由此可知Δ＜0．所以方程a（f（x）＋x）＋b＋1＝0亦无实根．

综上，f（f（x））＝x无实根．

法2：数形结合，图像法，如题图6.4所示．

[image: alt]


题图6.4

若a＞0，由于f（x）＝x无实根，则对任意实数x，f（x）＞x，从而f（f（x））＞f（x）＞x，故f（f（x））＝x无实根．同理，若a＜0，则对任意实数x，f（x）＜x，f（f（x））＜f（x）＜x，f（f（x））＝x也无实根．

法3：反证法．若存在f（f（x0
 ））＝x0
 ，令f（x0
 ）＝t，则f（t）＝x0
 ，即（t，x0
 ）是y＝f（x）图像上的点；又f（x0
 ）＝t，即（x0
 ，t）也是y＝f（x）图像上的点．显然这两点不重合，且这两点关于直线y＝x对称．而y＝f（x）＝ax2
 ＋bx＋c是连续函数，故y＝f（x）＝ax2
 ＋bx＋c与y＝x必有交点，从而f（x）＝x有实数解，矛盾．


反思：
 从法3可以看出，此题的结论不只针对二次函数f（x），对一般的连续函数都有一样的结论．

10．如题图6.5所示，如果x＜-2，则方程的右端无定义，所以此时方程无解；

[image: alt]


题图6.5

如果x＞2，则

[image: alt]


此时方程也无解，所以如果方程的解存在，一定在区间［-2，2］中．

令x＝2cosθ，0≤θ≤π，则方程变为[image: alt]
 ，从而2cos3θ＝[image: alt]
 ≥0，于是[image: alt]
 ，又因为[image: alt]
 ，所以n＝0或n＝1，从而得θ＝0，[image: alt]
 ．因此方程的解为[image: alt]
 ．

11．先证[image: alt]
 ＝x，用反证法．若[image: alt]
 ＞x，则[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ，这与[image: alt]
 矛盾．同理，[image: alt]
 ＜x也会产生矛盾．故[image: alt]
 ＝x，可得x＝0或x＝3．经检验，x＝0或3均是原方程的解．

12．法1：f（f（x））＝0，即f2
 （x）＋pf（x）＋q＝0，Δ＝p2
 －4q≥0．

（1）若Δ＝p2
 －4q＞0，设f（x）＝x1
 ，f（x）＝x2
 （x1
 ≠x2
 ），即x2
 ＋px＋q－x1
 ＝0或x2
 ＋px＋q－x2
 ＝0．依题意，两方程中仅有一解，不妨设Δ1
 ＝p2
 －4（q－x1
 ）＜0，Δ2
 ＝p2
 －4（q－x2
 ）＝0．故[image: alt]
 ．再由韦达定理知q＝x1
 ·x2
 ＞0，p＝-（x1
 ＋x2
 ）＞0．

（2）若Δ＝p2
 －4q＝0，设f（x）＝x0
 ，即x2
 ＋px＋q－x0
 ＝0．依题意Δ3
 ＝p2
 －4（q－x0
 ）＝0，所以x0
 ＝0．所以q＝x0
 ·x0
 ＝0，p＝-（x0
 ＋x0
 ）＝0．

综上，p≥0，q≥0．

法2：f（f（x））＝0，即f2
 （x）＋pf（x）＋q＝0，显然p2
 －4q≥0，由求根公式知f（x）＝[image: alt]
 ，而f（f（x））＝0有且仅有一个实数解，且[image: alt]
 ，所以f（x）＝[image: alt]
 （[image: alt]
 舍去）；且[image: alt]
 有且仅有一解，即[image: alt]
 有且仅有一解．[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，即p≥0．又[image: alt]
 ，从而p2
 ≥p2
 －4q，q≥0．

13．用归纳法证明：当n为奇数时，fn
 （x）单调递增，且值域为（-∞，+∞）；当n为偶数时，fn
 （x）＞0恒成立．这里

[image: alt]


对fn
 （x）求导，有

[image: alt]


当n＝1时，f1
 （x）＝1＋x，在R
 上单调递增，且值域为R
 ；

当n＝2时，[image: alt]
 ．故n＝1，2时结论成立．

设n＝k－1时结论成立，则n＝k时，分以下两种情况讨论．

（1）当k为偶数时，有

[image: alt]


因为k－1为奇数，由归纳假设fk－1
 （x）在R
 上单调递增，且值域为R
 ．故方程fk－1
 （x）＝0有且只有一个实根，设为x0
 ．当x＜x0
 时，fk－1
 （x）＜0；当x＞x0
 时，fk－1
 （x）＞0，所以对于f′k
 （x）而言，只有f′k
 （x0
 ）＝0，且当x＜x0
 时，f′k
 （x）＜0，当x＞x0
 时，f′k
 （x）＞0．

所以x0
 是fk
 （x）的最小值，于是

[image: alt]


所以fk
 （x）≥fk
 （x0
 ）＞0，即n为偶数时，fn
 （x）＞0恒成立．

（2）当k为奇数时，k－1为偶数，由归纳假设fk－1
 （x）＞0，所以f′k
 （x）＝fk－1
 （x）＞0，所以fk
 （x）在R
 上单调递增．再注意到k为奇数时，多项式[image: alt]
 ，当x→+∞时，fk
 （x）→+∞，当x→-∞时，fk
 （x）→-∞．即当n为奇数时，fn
 （x）单调递增，且值域为（-∞，+∞）．

综上，当n为偶数时，fn
 （x）＞0恒成立，故fn
 （x）＝0没有实根；当n为奇数时，fn
 （x）单调递增，且值域为（-∞，+∞），故fn
 （x）＝0有且仅有一个实根．

第7章　凸函数、函数的应用

模仿训练：

11．考虑二次函数y＝x2
 ，x∈（0，+∞）是凸函数，从而有∀x1
 ，x2
 ，…，xn
 ∈（0，+∞）．

[image: alt]


12．（1）因为对[image: alt]
 都有f（x1
 ＋x2
 ）＝f（x1
 ）·f（x2
 ），所以[image: alt]
 ，x∈［0，1］．因为[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，又f（1）＝a，所以[image: alt]
 ．

（2）依题意设y＝f（x）关于直线x＝1对称，f（x）＝f（2－x），x∈R
 ．又f（x）是定义在R
 上的偶函数，所以f（x）＝f（-x），x∈R
 ．

所以f（2－x）＝f（-x），将上式-x替换为x，即f（2＋x）＝f（x），x∈R
 ．这表明f（x）是R
 上的周期函数，且2是它的一个周期．

（3）由（1）知f（x）≥0，x∈［0，1］．

[image: alt]


又[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

因为f（x）的一个周期为2，故[image: alt]
 ，因此[image: alt]
 ．故[image: alt]
 ．

13．x≥a＋b，x≥b＋c，x≥c＋a，三式相加，3x≥2（a＋b＋c）＝6，可得x≥2．当a＝b＝c＝1时，x有最小值2．

练习7

1．令[image: alt]
 ，则

[image: alt]


所以[image: alt]
 ．当t＝[image: alt]
 ，即[image: alt]
 取到最大值．

2．法1：f（x）的定义域为5≤x≤8，由

[image: alt]


解得[image: alt]
 ．因为[image: alt]
 ，于是

[image: alt]


法2：f（x）的定义域为5≤x≤8，由柯西不等式知

[image: alt]


当且仅当[image: alt]
 ，即[image: alt]
 时，f（x）取到最大值[image: alt]
 ．

3．原不等式[image: alt]
 ．因为f（x）为增函数，所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ．

所以[image: alt]
 ，即解集为[image: alt]
 ．

4．数形结合．f（x）＝2x
 是下凸函数；f（x）＝x3
 不是下凸函数，如题图7.1所示．f（x）＝log2
 x也不是下凸函数；[image: alt]
 是下凸函数，理由如下：

[image: alt]


题图7.1

若x1
 ，x2
 ＜0，显然[image: alt]
 ；同理，若x1
 ，x2
 ≥0，也有上式成立；若x1
 ＜0，x2
 ≥0，且不妨设｜x1
 ｜＜x2
 ，则[image: alt]
 ，[image: alt]
 ；又由于x1
 ＜0，所以[image: alt]
 ．选D．

5．令[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．

[image: alt]


所以[image: alt]
 是（0，1］上的凸函数．于是有

[image: alt]


所以

[image: alt]


所以

[image: alt]


6．如题图7.2所示，分别画出｜x－2｜，-x2
 ＋6x－4，x∈［0，6］的图像．易得点A，B的横坐标分别为1，[image: alt]
 ，f（x）的图像即图中实线部分，由图中可以看出f（x）的最大值、最小值分别是5，1．

[image: alt]


题图7.2

综合练习7

一、选择题

1．依题意，f（x）＝f（2－x），对∀x＜1，2－x＞1，f（x）＝f（2－x）＝（2－x）3
 ．选A．

2．通过中间量比较．由指数函数的性质得ax
 ＜ay
 ，又由幂函数的性质有ay
 ＜by
 ．从而ax
 ＜ay
 ＜by
 ，选D．

3．C1
 ∶[image: alt]
 ，C2
 是C1
 的反函数，可得y＝2－2lgx．选B．

4．由a＋b＝ab，得（a－1）（b－1）＝ab－a－b＋1＝1．故lg（a－1）＋lg（b－1）＝lg1＝0．选D．

5．令[image: alt]
 ，t∈［0，+∞），[image: alt]
 ，当t＝[image: alt]
 时取最大值．选B．

6．第二个函数为y＝f-1
 （x），第三个函数为-x＝f-1
 （-y），即y＝-f（-x）．选B．

7．由条件f（0）＝0，有ln（2＋a）＝0，故a＝-1，代入得[image: alt]
 ，又[image: alt]
 ∈（-∞，-1）∪（-1，+∞），故f（x）的值域为R
 ，从而[image: alt]
 ．选A．

二、填空题

1．[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

2．[image: alt]
 ，即2·2x
 ＝8，2x
 ＝4，解得x＝2．

3．C：y＝f（2x＋3）＝log3
 x，故f（7）＝log3
 2．

4．[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ．

5．[image: alt]


由②得b＝7－[image: alt]
 （6－a）2
 ，代入①得[image: alt]
 ，代入③得a＜3．故a＝2，b＝3．

6．设3a
 ＝4b
 ＝6c
 ＝k（＞0），则a＝log3
 k，b＝log4
 k，c＝log6
 k，故[image: alt]
 ＝logk
 3＋logk
 2－logk
 6＝0．

7．令q＝1，f（p＋1）＝f（p）·f（1）＝3f（p），且f（1）＝3，则f（p）＝3p
 ．故原式＝[image: alt]
 ＝2×（3＋3＋3＋3）＝24．

8．[image: alt]
 ，故f3
 （x）－2x＝-3f（x），故[image: alt]
 ．

9．令f（x）＝mx2
 ＋（m－3）x＋1，则问题等价于f（x）的最小值（若有）≤0或无最小值，且无最大值．

（1）若m＝0，则f（x）＝-3x＋1∈（-∞，+∞），符合要求．

（2）若m＞0，[image: alt]
 ，则m≥9或0＜m≤1．

（3）若m＜0，f（x）有最大值，不符合要求．

综上，m≥9或0≤m≤1

10．令x＝2，则有f（2）＋2f（2004）＝4013，令x＝2004，则有f（2004）＋2f（2）＝2011．联立两式解得f（2004）＝2005．

11．原方程解为[image: alt]
 ．令log4
 x＝t，则[image: alt]
 ，化简得4t2
 ＋8t＋3＝0，（2t＋1）（2t＋3）＝0，t＝-[image: alt]
 或-[image: alt]
 ．从而x＝[image: alt]
 或[image: alt]
 ，解集为[image: alt]
 ．

12．[image: alt]
 可看作是动点M（x，0）到A（3a，a）和B（-a，2a）距离之和．作B关于x轴的对称点B'（-a，2a），如题图7.3所示．则（f（x））min
 ＝AB′＝[image: alt]
 ＝5a＝10，可得a＝2．

[image: alt]


题图7.3

13．令ax2
 －2（a－3）x＋a－2＝0，Δ＝4（a－3）2
 －4a（a－2）＝4（9－4a）．函数至少有一个整数零点，则Δ必为完全平方数，故9－4a为完全平方数，注意到9－4a为奇数，可令9－4a＝（2k＋1）2
 ，因为a为负整数，k≥2，a＝2－k2
 －k．

由求根公式

[image: alt]


解得

[image: alt]


显然x1
 不可能是整数，对x2
 ，k－1＝1或2，从而k＝2或3．所以a＝-4，-10，即a的值之和为-14．

三、解答题

1．f（x）＝x2
 －53x＋196＋｜x2
 －53x＋196｜＝（x－4）（x－49）＋｜（x－4）（x－49）｜，f（4）＝f（5）＝…＝f（49）＝0．所以[image: alt]
 ＝f（1）＋f（2）＋f（3）＋f（50）＝288＋188＋92＋92＝660．

2．令[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


当[image: alt]
 时，y有最大值[image: alt]
 ，即g（m）＝[image: alt]
 ．所以

[image: alt]


当且仅当m＝20时等号成立，所以当m＝20时，g（m）有最小值10．

3．设log9
 a＝log12
 b＝log16
 （a＋b）＝k，则9k
 ＋12k
 ＝16k
 ，即[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

4．（1）[image: alt]
 ，由分式函数的性质有[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．故f（x）可被g（x）代替．

（2）当a＞0时，[image: alt]
 ；由于x→+∞时，lg（ax2
 ＋x）→+∞，｜sinx｜≤1，故f（x）不可被g（x）替代；当a＝0时，f（x）＝lg（x），显然f（x）不可被g（x）替代；当a＜0时，[image: alt]
 ；由于x→0+
 时，lg（ax2
 ＋x）→-∞，sinx→0，故f（x）不可被g（x）替代；

综上，不存在常数a，使得f（x）在D1
 ∩D2
 上能被g（x）替代．

5．令[image: alt]
 ，则t∈（2，+∞），[image: alt]
 ．若令t＝2kπ＋[image: alt]
 ，k∈Z
 且k≥1，，则当k→∞时，sint＝sin（2kπ＋[image: alt]
 ）＝1，t→+∞，故[image: alt]
 在x∈（0，[image: alt]
 ）上无界．


注：
 本题中的t有无穷多个赋值方式，如令[image: alt]
 事实上，只要使sint≠0均可．

6．f（x）≤1⇔－a2
 x2
 ＋ax＋c≤1，注意到f（x）的对称轴[image: alt]
 ≤1，且[image: alt]
 ＞0，故-a2
 x2
 ＋ax＋c≤1，x∈［0，1］⇔f（x）max
 ≤1[image: alt]
 ．

7．由[image: alt]
 得yx2
 ＋y＝ax2
 ＋8x＋b，即（a－y）x2
 ＋8x＋（b－y）＝0．显然，这个关于x的方程必有实数根，从而有Δ＝64－4（a－y）（b－y）≥0，即y2
 －（a＋b）y＋ab－16≤0．

依题意，1≤y≤9⇔（y－9）（y－1）≤0⇔y2
 －10y＋9≤0，故[image: alt]
 ，解得a＝b＝5．

8．由[image: alt]
 ，知[image: alt]
 ，即｜lg（a＋1）｜＝｜lg（b＋2）｜．由于a＋1＜b＋2，故lg（a＋1）＝-lg（b＋2），即[image: alt]
 ．

又f（10a＋6b＋21）＝｜lg（10a＋6b＋22）｜＝4lg2＝lg16，所以10a＋6b＋22＝16或10a＋6b＋22＝[image: alt]
 ．

又0＜a＋1＜b＋1＜b＋2，且[image: alt]
 ，于是0＜a＋1＜1＜b＋2，10a＋6b＋22＝10（a＋1）＋6（b＋2）＞6．即10a＋6b＋22＝[image: alt]
 （舍去）．

故[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 或[image: alt]
 ，但a＜b．故a＝-[image: alt]
 ，b＝-[image: alt]
 ．

9．

法1：令[image: alt]
 ．不妨设x＜1，显然矩形绕x轴旋转而成的几何体为圆柱，记体积为V（x），则[image: alt]
 ．令t＝[image: alt]
 ，则[image: alt]
 （t＝2即[image: alt]
 ＝2，x＝[image: alt]
 －1时等号成立）．

法2：设x1
 ，x2
 是方程[image: alt]
 的两根，且x1
 ＞x2
 ，则V（y）＝πy2
 （x1
 －x2
 ）．又[image: alt]
 ，即yx2
 －x＋y＝0．由韦达定理，[image: alt]
 ．

故[image: alt]
 （等号当且仅当y2
 ＝[image: alt]
 时成立）．


反思：
 相比而言，此题以y为自变量要方便些．另外，法1中[image: alt]
 最大值也可用导数知识或者如下三角代换法来处理．

[image: alt]
 ，令[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，即x＝[image: alt]
 －1，取到最大值．

第8章　三角比、解三角形及三角变换

模仿训练：

14．令θ＝36°，5θ＝180°，3θ＝180°－2θ，则有sin3θ＝sin（180°－2θ）＝sin2θ，3sinθ－4sin3
 θ＝2sinθcosθ，sinθ≠0，3－4sin2
 θ＝2cosθ，即3－4（1－cos2
 θ）＝2cosθ，所以4cos2
 θ－2cosθ－1＝0，解得[image: alt]
 ．但cos36°＞0，故[image: alt]
 ．

15．设外接圆、内切圆半径分别为R，r，则[image: alt]
 ．又sin18°＝[image: alt]
 ，故cos18°＝[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ．[image: alt]
 ．

同理，根据余弦定理易得对角线长为[image: alt]
 ．

16．令t＝cosθ，则cos2θ＝2cos2
 θ－1＝2t2
 －1，cos4θ＝2cos2
 2θ－1＝2（2t2
 －1）2
 －1＝8t4
 －8t2
 ＋1，cos6θ＝4cos3
 2θ－3cos2θ＝4（2t2
 －1）3
 －3（2t2
 －1）＝4（8t6
 －12t4
 ＋6t2
 －1）－3（2t2
 －1）＝32t6
 －48t4
 ＋18t2
 －1．

故32cos6
 θ－cos6θ－6cos4θ－15cos2θ＝32t6
 －（32t6
 －48t4
 ＋18t2
 －1）－6（8t4
 －8t2
 ＋1）－15（2t2
 －1）＝10．

17．由本章例题结论知

[image: alt]


等号成立，当且仅当A＝B，且[image: alt]
 即A＝B＝C＝[image: alt]
 时成立．

18．

[image: alt]


练习8

1．[image: alt]


所以

[image: alt]


选D．

2．（1）由正弦定理知，原条件等价于

（a－c）（a＋c）＝（a－b）b，即a2
 －c2
 ＝ab－b2
 ，所以c2
 ＝a2
 ＋b2
 －ab，

再由余弦定理知

[image: alt]


故C＝[image: alt]
 ；

（2）[image: alt]


当且仅当A＝B＝C＝[image: alt]
 时等号成立，即sinAsinB的最大值为[image: alt]
 ．

3．（1）[image: alt]
 ，可得cosC＝-[image: alt]
 或1（舍去），C＝120°．

（2）由正弦定理知，c2
 ＝2b2
 －2a2
 ⇔sin2
 C＝2sin2
 B－2sin2
 A，即[image: alt]
 ，可得cos2A－cos2B＝[image: alt]
 ．

4．由A＋C＝2B，A＋B＋C＝π得B＝[image: alt]
 ，A＋C＝[image: alt]
 π．

[image: alt]


于是

[image: alt]


可得[image: alt]
 或[image: alt]
 ．显然[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．

5．依题意[image: alt]
 ，tanB＝3，由tanA＋tanB＋tanC＝tanA·tanB·tanC有tanC＝1．

6．如题图8.1所示，[image: alt]


[image: alt]


题图8.1

7．[image: alt]


或

[image: alt]


综合练习8

一、选择题

1．由题意，sinα＋cosα＝a，sinαcosα＝a，而

[image: alt]


故[image: alt]
 ，可得a＝1－[image: alt]
 ．

[image: alt]


选C．

2．一方面，sin3
 θ＋cos3
 θ＝（sinθ＋cosθ）（1－sinθcosθ）＜0，sinθ＋cosθ＜0；另一方面，[image: alt]
 ．选A．

3．α＋β∈［-π，π］，由sin（α＋β）＝1，可得α＋β＝[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ［1，[image: alt]
 ］．选D．

4．由a＋c＝3b，有sinA＋sinC＝3sinB，则[image: alt]
 （注意到[image: alt]
 ）．所以[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．故选C．

二、填空题

1．由条件平方得1－2sinxcosx＝[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以sin3
 x－cos3
 x＝（sinx－cosx）（1＋sinxcosx）＝[image: alt]
 ．

2．设塔高为h，α＋β＝90°－γ，则有tan（α＋β）＝cotγ，所以

[image: alt]
 ，即h＝100．

3．注意到sin4
 x＋cos4
 x＝1－2sin2
 xcos2
 x，由条件得（1－2sin2
 xcos2
 x）2
 －2sin4
 xcos4
 x＝[image: alt]
 ，即2sin4
 xcos4
 x－4sin2
 xcos2
 x＋[image: alt]
 ＝0，所以[image: alt]
 或[image: alt]
 （舍去）．

从而，[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以x＝[image: alt]
 或[image: alt]
 ．

4．（1＋tan1°）（1＋tan44°）＝1＋tan1°＋tan44°＋tan1°tan44°＝1＋tan（1°＋44°）·（1－tan1°tan44°）＋tan1°tan44°＝2．同理，（1＋tan43°）（1＋tan2°）＝2，…．原式＝222
 ×（1＋1）＝223
 ．

5．法1：

[image: alt]
 [image: alt]
 ．

法2：[image: alt]


法3：由三倍角公式（见本章知识拓展1），sin6°sin66°sin54°＝sin6°sin（60°＋6°）sin（60°－6°）＝[image: alt]
 sin18°；同理，sin18°sin78°sin42°＝[image: alt]
 sin54°．

将以上两式左右两端同相乘，即sin6°sin66°sin42°sin78°＝[image: alt]
 ．

三、解答题

1．由sinθ＋cosθ＝2sinα，sinθcosθ＝sin2
 β，可得（2sinα）2
 －2sin2
 β＝1，即2（1－cos2α）－（1－cos2β）＝1，故cos2α－[image: alt]
 cos2β＝0．

2．[image: alt]
 ，所以2kπ≤θ＋[image: alt]
 ≤2kπ＋π，k∈Z
 ，即2kπ－[image: alt]
 ≤θ≤2kπ＋[image: alt]
 π，k∈Z
 ．

3．由sinθ＋cosθ＝[image: alt]
 ，两边平方有sinθcosθ＝-[image: alt]
 ．

[image: alt]


故原式[image: alt]
 ．

4．原不等式[image: alt]
 ，

显然成立．

5．记

[image: alt]


两式平方后再相加有

[image: alt]


可得[image: alt]
 ，有[image: alt]
 ．

又由①，②有

[image: alt]


两式相除有[image: alt]
 ，

再由万能公式，得

[image: alt]


6．因为C＝π－A－B，cosA＋cosB－cos（A＋B）＝1，所以

[image: alt]


所以[image: alt]
 或[image: alt]
 或[image: alt]
 ．若[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ；若[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ；若[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，所以C＝-2kπ，1－cosC＝0．

故（1－cosA）（1－cosB）（1－cosC）＝0．

7．用反证法．若tan1°是有理数，由二倍角公式[image: alt]
 ，知tan2°是有理数；再一次由二倍角公式知tan4°也是有理数，进而tan8°，tan16°，tan32°，tan64°都是有理数．而[image: alt]
 也是有理数．但另一方面，[image: alt]
 是无理数，矛盾．从而tan1°不可能是有理数．

8．法1：由正弦定理，有

[image: alt]


而[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．注意到[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，所以C≤60°．

法2：由余弦定理，有

[image: alt]


所以C≤60°．

9．此问题可用两种方法求解，一种是三角法，另一种是几何法．

法1：（1）如题图8.2（a）所示，不妨AB＝n＋1，BC＝n，AC＝n－1．在△ABC中，由正弦定理，[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

又由余弦定理，[image: alt]
 ．

于是，[image: alt]
 ，解得n＝5，即三边长为4，5，6．

[image: alt]


题图8.2

（2）假设这样的△ABC存在，如题图8.2（b）所示，在△ABC中，由正弦定理，[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

又由余弦定理，[image: alt]
 ．于是

[image: alt]


化简得

（n＋1）3
 ＝（n＋4）2
 （n－1）－（n＋1）2
 （n－1），

整理得

n3
 －3n2
 －6n＋16＝0，（n－2）（n2
 －n－8）＝0．

因n为整数，故n＝2，此时三角形三边长为1，2，3，不构成三角形．故这样的三角形不存在．

法2：（1）如题图8.2（c）所示，∠ABC＝α，∠ACB＝2α，延长BC至D，使CD＝CA，则∠CDA＝∠CAD＝α．易知△CAD∽△ABD．令AC＝x，BC＝x＋1，AB＝x＋2，则

[image: alt]


解得x＝4．即这样的三角形存在，且三边长为4，5，6．

（2）若这样的三角形存在，∠ABC＝α，∠ACB＝3α，AC＝x，BC＝x＋1，AB＝x＋2，如题图8.2（d）所示，在AB上取一D，使DC＝DB，∠ACD＝2α，∠ADC＝2α，故AD＝AC，而AB－AC＝BD＝2＝CD．在△BCD中，由BD＋CD＞BC知4＞x＋1，故x＝1，2．若x＝1，三角形三边长为1，2，3，舍去；若x＝2，三边长为2，3，4．但此时DA＝DB＝DC＝2，则△ABC为直角三角形，进而推出[image: alt]
 ，矛盾．故这样的三角形不存在．

10．令sinαcosβ＝x，cosαsinβ＝y．记

[image: alt]


则①2
 ＋②2
 ，得[image: alt]
 ．

②2
 －①2
 ，得[image: alt]
 ，和差化积，可得

-2sin（α＋β）sin（α－β）＋2y－2x＝[image: alt]
 ．

所以

-2（x＋y）（x－y）＋2（y－x）＝[image: alt]
 ，

即

2（y－x）（x＋y＋1）＝[image: alt]
 ④．

由③，④得[image: alt]
 ，再结合③，得[image: alt]
 ．所以，[image: alt]
 ．

11．一方面，tanA≥［tanA］，tanB≥［tanB］，tanC≥［tanC］，所以tanA＋tanB＋tanC≥［tanA］＋［tanB］＋［tanC］．

另一方面，由已知tanA＋tanB＋tanC≤［tanA］＋［tanB］＋［tanC］，故tanA＋tanB＋tanC＝［tanA］＋［tanB］＋［tanC］，且tanA＝［tanA］，tanB＝［tanB］，tanC＝［tanC］．从而tanA，tanB，tanC都是整数．设tanA＝x，tanB＝y，tanC＝z，则x，y，z∈Z
 ．易见x，y，z≠0，且x＋y＋z＝xyz（三角形中重要结论）．不妨设x≤y≤z．

若x＞0，由于三角形中最小内角≤60°，则x＝1，所以y＋z＋1＝yz，即y＝2，z＝3；若x＜0，则y＞0，z＞0，则y≥1，z≥1，xyz≤x，而x＋y＋z＞x，矛盾．

综上，这样的三角形只有tanA＝1，tanB＝2，tanC＝3或其交换．

12．由条件得sinxcos20°＋cosxsin20°＝2cosxcos10°，则[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

13．如题图8.3所示，设AC＝t，∠BAC＝2θ．

[image: alt]


题图8.3

（1）由S△ABD
 ＋S△ACD
 ＝S△ABC
 ，得

[image: alt]
 ·2t·ktsinθ＋[image: alt]
 ·t·ktsinθ＝[image: alt]
 ·2t·tsin2θ，

所以

ksinθ＋[image: alt]
 ksinθ＝sin2θ，[image: alt]
 ksinθ＝2sinθcosθ，

所以k＝[image: alt]
 cosθ，因为[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

（2）S△ABC
 ＝[image: alt]
 ·2t·t·sin2θ＝1，t2
 sin2θ＝1，[image: alt]
 ，令

u＝BC2
 ＝（2t）2
 ＋t2
 －2·2t·t·cos2θ＝5t2
 －4t2
 cos2θ＝[image: alt]
 ．当tanθ＝[image: alt]
 时，此时[image: alt]
 时，[image: alt]
 ，BC取到最小值[image: alt]
 ．

法2：延长AC至E，使CE＝CA，延长AD与BE交于H，以H为坐标原点，BE为x轴，AH为y轴建立平面直角坐系，如题图8.4所示．

[image: alt]


题图8.4

（1）设A（0，2b），B（-2a，0），E（2a，0），则由C为AE中点知C（a，b）．

lBC
 ：[image: alt]
 ，交AH于点[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

（2）由[image: alt]
 ，可得ab＝[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，当b＝3a时，取等号．此时，[image: alt]
 ．

14．由[image: alt]
 ，即sinA＋sinB＋sinC＝cosA＋cosB＋cosC，两边平方得sin2
 A＋sin2
 B＋sin2
 C＋2（sinAsinB＋sinBsinC＋sinCsinA）＝cos2
 A＋cos2
 B＋cos2
 C＋2（cosAcosB＋cosBcosC＋cosCcosA）．

所以（cos2
 A－sin2
 A）＋（cos2
 B－sin2
 B）＋（cos2
 C－sin2
 C）＝-2［cos（A＋B）＋cos（B＋C）＋cos（C＋A）］，即cos2A＋cos2B＋cos2C＝2（cosA＋cosB＋cosC），所以[image: alt]
 ．

第9章　三角函数、三角的应用

模仿训练：

19．（1）因为[image: alt]
 ，可令[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，所以y∈［1，[image: alt]
 ］．

（2）令[image: alt]
 ，则y＝[image: alt]
 （2cosθ＋sinθ）＝5sin（θ＋φ），其中[image: alt]
 ，易见y∈［[image: alt]
 ，5］．

20．显然3≤x≤4，则0≤x－3≤1．令[image: alt]
 ．

[image: alt]
 ．所以f（x）的值域为［1，2］．选D．

21．[image: alt]
 ，由归纳法易得[image: alt]
 ，其中α＝[image: alt]
 ．同理，由归纳法易得[image: alt]
 ，其中β＝[image: alt]
 ．

注意到[image: alt]
 ，令[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．
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1．令t＝sinx＋cosx，则[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

令[image: alt]
 ，则y＝g（t）为开口向下的抛物线，且对称轴为直线t＝a，顶点[image: alt]
 ．

（1）当a＜-[image: alt]
 时，最大值为[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，且满足条件．

（2）当[image: alt]
 时，最大值为[image: alt]
 ，即a＝±[image: alt]
 ，不满足a∈［-[image: alt]
 ，[image: alt]
 ］，舍去．

（3）当a＞[image: alt]
 时，[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，适合条件．

综上，[image: alt]
 ．

2．原方程即（2sinθ＋1）k＝5－2cos2
 θ＝3＋2sin2
 θ．显然sinθ≠-[image: alt]
 ，令2sinθ＋1＝t，t∈［-1，0）∪（0，3］，则[image: alt]
 ．由分式函数的性质知，[image: alt]
 ．故[image: alt]
 ．

3．cos2
 x＋2asinx－a－1＝（1－sin2
 x）＋2asinx－a－1＝-sin2
 x＋2asinx－a．令sinx＝t，0≤x＜2π，-1≤t≤1．原方程即-t2
 ＋2at－a＝0，即t2
 －2at＋a＝0．

注意到t＝-1时，x＝[image: alt]
 π；t＝1时，x＝[image: alt]
 ，除了这两者之外，其余-1＜t＜1任何一个值，当且仅当有两个x，x∈［0，2π）满足sinx＝t．令f（t）＝t2
 －2at＋a，f（t）＝（t－a）2
 ＋a－a2
 ．

（1）t＝1是f（t）＝0的解，即f（1）＝0，所以a＝1．此时方程即t2
 －2t＋1＝0，（t－1）2
 ＝0．t＝1为重根，关于x的原方程只有一个实数解．

（2）t＝-1是f（t）＝0的解，即f（-1）＝0，所以a＝-[image: alt]
 ，此时方程即[image: alt]
 ，即（t＋1）（3t－1）＝0，t＝-1，[image: alt]
 ．故关于x的原方程有三个解．

（3）f（t）＝0在-1＜t＜1有两个解，如题图9.1（a）所示．此时顶点纵坐标a－a2
 ＜0，且f（1）＝1－a＞0．f（-1）＝1＋3a＞0．解得-[image: alt]
 ＜a＜0，关于x的原方程有四个实数解．

[image: alt]


题图9.1

（4）f（t）＝0在-1＜t＜1只有一个解，有两种情况：

（Ⅰ）此根为重根（f（t）的图像与t轴相切，如题图9.1（b）所示）．a－a2
 ＝0，a＝0或1．当a＝0时，f（t）＝t2
 ＝0，t＝0是重根．关于x的原方程有两个实数解；当a＝1时，此即情形（1）．

（Ⅱ）f（1）·f（-1）＜0．f（t）＝0在（-1，1）内只有唯一的一个实数解，如题图9.1（c）所示．（1－2a＋a）（1＋2a＋a）＜0，即（3a＋1）（a－1）＞0，所以a＞1或a＜-[image: alt]
 ．故关于x的原方程有两个解．

综上，当-[image: alt]
 ＜a＜0时，原方程有四个解；当a＝-[image: alt]
 时，原方程有三个解；当a＜-[image: alt]
 ，a＞1或a＝0时，原方程有两个解；当a＝1时，原方程只有一个解；当0＜a＜1时，原方程有0个解．

4．法1：2y＋ycosx＝1＋sinx，即2y－1＝sinx－ycosx，所以[image: alt]
 sin（x－φ），所以[image: alt]
 ，解得y≤[image: alt]
 ．

法2：[image: alt]
 ，把y看成单位圆x2
 ＋y2
 ＝1上的点与点（-2，-1）连线的斜率．要求y的最大值，只要求连线斜率的最大值，作图即可求出最大值为[image: alt]
 ．

5．（1）对于非零常数T，f（x＋T）＝x＋T，Tf（x）＝Tx．因对任意x∈R
 ，x＋T＝Tx不能恒成立，所以f（x）＝x∉M．

（2）因为f（x）＝ax
 （a＞0，a≠1）的图像与函数y＝x的图像有公共点，可知方程组[image: alt]
 有解，消去y得ax
 ＝x，显然x＝0不是方程的ax
 ＝x解，所以存在非零常数T，使aT
 ＝T．于是对于f（x）＝ax
 有f（x＋T）＝ax＋T
 ＝aT
 ·ax
 ＝Tax
 ＝Tf（x），故f（x）＝ax
 ∈M．

（3）当k＝0时，f（x）＝0，显然f（x）＝0∈M；当k≠0时，因为f（x）＝sinkx∈M，所以存在非零常数T，对任意x∈R
 ，有f（x＋T）＝Tf（x）成立，即sin（kx＋kT）＝Tsinkx，因为k≠0，且x∈R
 ，所以kx∈R
 ，kx＋kT∈R
 ，于是sinkx∈［-1，1］，sin（kx＋kT）∈［-1，1］．故要使sin（kx＋kT）＝Tsinkx成立，只有T＝±1．

当T＝1时，sin（kx＋k）＝sinkx成立，所以k＝2mπ，m∈Z
 ；当T＝-1时，sin（kx－k）＝-sinkx成立，即sin（kx－k＋π）＝sinkx，所以-k＋π＝2mπ，m∈Z
 ，即k＝（1－2m）π，m∈Z
 ．

综上，实数k的取值范围是｛k｜k＝mπ，m∈Z
 ｝．

综合练习9

一、选择题

1．[image: alt]
 ．由[image: alt]
 ，知2x－[image: alt]
 ∈［0，π］，故[image: alt]
 ，选A．

2．[image: alt]
 ．选C．

3．由锐角三角形知，B＜[image: alt]
 ，B＋C＞[image: alt]
 ，而B＞C，所以B＞[image: alt]
 ；故[image: alt]
 ＜B＜[image: alt]
 ，cosB∈（0，[image: alt]
 ），选A．

4．[image: alt]
 ，当[image: alt]
 时，f（x）单调递增，从而f（x）的单调递增区间是［0，[image: alt]
 ］．选A．

5．由条件得[image: alt]
 ，因为方程在（0，2π）内有两个不同的根，所以-1＜[image: alt]
 ＜1，且[image: alt]
 ，所以a∈（-1，2）∪（2，3）．选B．

二、填空题

1．由sinx＋cosx＞0，可得[image: alt]
 ，k∈Z
 ．由sinx＋cosx单调递减，得[image: alt]
 ，k∈Z
 ．从而[image: alt]
 ，k∈Z
 ．

2．[image: alt]


所以当sin2x＝[image: alt]
 时，f（x）取最大值[image: alt]
 ．

3．f（x）＝a2
 ＋a（sinx＋cosx）＋sinxcosx，令sinx＋cosx＝t，[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．[image: alt]
 ，因为a≥0，从而t＝[image: alt]
 时，f（x）取到最大值．所以[image: alt]
 ，即a2
 ＋[image: alt]
 a－12＝0，解得a＝[image: alt]
 ．

4．[image: alt]
 ，令sinx＋cosx＝t，t∈［1，[image: alt]
 ］，[image: alt]
 ．[image: alt]
 ，由于y2
 关于t单调递增，y2
 ∈［1，[image: alt]
 ］，故[image: alt]
 （x＝0或[image: alt]
 时取最小值；x＝[image: alt]
 时取到最大值）．

5．由已知条件知

[image: alt]


[image: alt]


又x1
 ＋x2
 ＞0，x1
 x2
 ＜0，则x1
 ＞-x2
 ＞0（或其交换），知arctanx1
 ＋arctanx2
 ＞0，故原式＝[image: alt]
 ．

6．[image: alt]
 ，令[image: alt]
 ，θ∈[image: alt]
 ，则

[image: alt]


y在此区间内单调递减．所以

[image: alt]


故[image: alt]
 ．

7．设x＝tanθ，[image: alt]
 ，且θ≠[image: alt]
 ，则

[image: alt]


设[image: alt]
 ，则-[image: alt]
 ≤u＜1，且u≠0．所以[image: alt]
 ．

三、解答题

1．令[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，从而

[image: alt]


其中[image: alt]
 ．当[image: alt]
 ；当[image: alt]
 时，[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

2．反证法．假设cosx，cosy，cosz成等差数列，则有2siny＝sinx＋sinz，2cosy＝cosx＋cosz．两式平方后相加，4＝1＋1＋2cos（x－z），cos（x－z）＝1，x－z＝2kπ，k∈Z
 ．可得x＝z＋2kπ，k∈Z
 ，但x＝z＋2kπ时，sinx＝sin（z＋2kπ）＝sinz与sinx，siny，sinz成严格递增的等差数列矛盾．得证．

3．注意到[image: alt]
 ，令[image: alt]
 ，则y＝[image: alt]
 sint·cost＝[image: alt]
 sin2t，从而[image: alt]
 ．

4．令x＝cosθ，y＝sinθ（0≤θ＜2π），则

Q＝15cos2
 θ＋10sinθcosθ－9sin2
 θ＝[image: alt]
 ＝12cos2θ＋5sin2θ＋3＝13sin（2θ＋φ）＋3．

其中，[image: alt]
 ，显然，当sin（2θ＋φ）＝1时，Q有最大值16．而0≤θ＜2π，φ≤2θ＋φ＜4π＋φ，sin（2θ＋φ）＝1时，2θ＋φ＝[image: alt]
 或[image: alt]
 ．

（1）2θ＋φ＝[image: alt]
 时，[image: alt]
 ，则

[image: alt]
 ．

又0＜φ＜[image: alt]
 ，0＜2θ＜[image: alt]
 ，0＜θ＜[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

（2）[image: alt]
 时，[image: alt]
 ，由（1）知

[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

综上Q的最大值为16，取得最大值时P的坐标为[image: alt]
 或[image: alt]
 ．

5．由对称性，不妨设0＜x≤[image: alt]
 （否则用[image: alt]
 －x代替x），则sinx≤cosx，tanx≤cotx，cosx＜cotx，sinx＜tanx．故sinx，cosx，tanx，cotx四者的大小关系可能是sinx≤cosx＜tanx≤cotx或sinx＜tanx＜cosx＜cotx．

无论哪种情况，由等差数列性质总有

[image: alt]


若sinx－cosx＝0，则x＝[image: alt]
 ，此时，sinx＝cosx＝[image: alt]
 ，tanx＝cotx＝1不符合题意；若sinxcosx＝sinx＋cosx，则（sinx－1）（cosx－1）＝1，而sinx－1，cosx－1∈（-1，0），故（sinx－1）（cosx－1）＝1也无解．

故不存在x∈（0，[image: alt]
 ），使得sinx，cosx，tanx，cotx的某种排列为等差数列．

6．依题意

[image: alt]


两式相减得

a（cosα－cosβ）＋b（sinα－sinβ）＝0，

由和差化积公式，有

[image: alt]


因为[image: alt]
 ，且α≠β，所以[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


7．[image: alt]
 ．故f（x）是以[image: alt]
 为周期的周期函数．

当[image: alt]
 时，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．f（x）是偶函数，在[image: alt]
 上单调递增，在[image: alt]
 上单调递减．

最大值为[image: alt]
 ，最小值为1，如题图9.2所示．

[image: alt]


题图9.2

8．[image: alt]
 ，则sin2x＝（sinx＋cosx）2
 －1＝[image: alt]
 ＝2t2
 －1，从而at＝2t2
 ＋8，即[image: alt]
 ．

当a∈（-∞，-10］时，方程2t2
 －at＋8＝0，由求根公式有[image: alt]
 ，但由t∈［-1，1］知[image: alt]
 ，k∈Z
 ；同理，a∈［10，+∞］时，[image: alt]
 ．当a∈（-10，10）时，原方程无解．

9．n≥2时，1＝｜cosn
 x－sinn
 x｜≤｜cosn
 x｜＋｜sinn
 x｜≤cos2
 x＋sin2
 x，故n为偶数时，等号成立⇔｜cosx｜＝1，sinx＝0，即x＝kπ；n为奇数时，等号成立⇔cosx＝0，sinx＝-1，即x＝2kπ－[image: alt]
 ；或cosx＝1，sinx＝0，即x＝2kπ．

n＝1时另外讨论，结论可并入奇数的结论中．

综上，n为奇数时，x＝2kπ－[image: alt]
 或2kπ，k∈Z
 ；n为偶数时，x＝kπ，k∈Z
 ．

10．（1）[image: alt]
 ．

因f（ωx）＝2sinωx＋1在[image: alt]
 上是增函数，所以[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ．

（2）由｜f（x）－m｜＜2有f（x）－2＜m＜f（x）＋2．因为A∪B＝B，所以A⊆B，即当[image: alt]
 时，不等式f（x）－2＜m＜f（x）＋2恒成立，所以［f（x）－2］max
 ＜m＜［f（x）＋2］min
 ．

因[image: alt]
 ，故m∈（1，4）．

11．设x＝sinθ＋cosθ，则有

[image: alt]


原不等式化为

[image: alt]


即[image: alt]
 ，整理得

[image: alt]


因为[image: alt]
 ，即得[image: alt]
 ．

令[image: alt]
 ，则函数f（x）在x∈［1，[image: alt]
 ］上单调递减，所以f（x）在x∈［1，[image: alt]
 ］上的最大值为f（1）＝3．即知a的取值范围为a＞3．

12．设内接正方形为DEFG，如题图9.3所示，易知正方形必有两顶点分别在△ABC的两边上，另两顶点在同一边上，不妨设D在AC上，G在BC上，E，F在AB上，正方形边长为x，∠C所对边AB及相应边上的高的长分别为c，hc
 ，三角形面积为S△ABC
 ，由DG∥AB得

[image: alt]


又hc
 ＝asinB，故

[image: alt]


同理，其他情形的正方形边长分别为

[image: alt]


[image: alt]


题图9.3

c＋hc
 ＜a＋ha
 ⇔c＋asinB＜a＋csinB⇔（a－c）sinB＜a－c，由于a＞c⇔sinB＜1，这是显然的．同理，可证c＋hc
 ＜b＋hb
 ．

故最大的内接正方形边长为[image: alt]


13．法1：原方程可化为-[image: alt]
 （cos6x－cos2x）＋[image: alt]
 （cos4x－cos2x）＝a，x∈［0，π］，由[image: alt]
 （cos4x－cos6x）＝a，得sin5xsinx＝a．

令f（x）＝sin5xsinx，由f（π－x）＝sin5（π－x）sin（π－x）＝f（x），得f（x）关于x＝[image: alt]
 对称，故f（x）＝a在x∈［0，π）有唯一解，只可能在x＝0或[image: alt]
 时取到．

当x＝0时，a＝0，但此时[image: alt]
 时均有f（x）＝0，即解不唯一；当x＝[image: alt]
 时，a＝1，此时解唯一，符合要求．

综上，a＝1．

法2：由于

[image: alt]


故原方程⇔16sin6
 x－20sin4
 x＋5sin2
 x＝a，令sin2
 x＝t，则16t3
 －20t2
 ＋5t＝a，由于原方程有唯一解，t＝1必是它的一个解，从而a＝1，代入检验易知，符合要求．

第10章　等差、等比数列以及数列求和

模仿训练：

22．（k＋1）4
 －k4
 ＝4k3
 ＋6k2
 ＋4k＋1．令k＝1，2，…，n，有

[image: alt]


以上各式左右两端同时相加，得

[image: alt]


由[image: alt]
 ，得

[image: alt]


23．法1：首先由公式

[image: alt]


考虑

[image: alt]


所以

k5
 －（k－1）5
 ＝5k4
 －10k3
 ＋10k2
 －5k＋1，

所以

[image: alt]


所以

[image: alt]


易见P（n）最高次项系数为[image: alt]
 ，常数项系数为0，P（n）是n的一个五次多项式．四次项系数为[image: alt]
 ，故选D．

法2：类比法．注意到

[image: alt]


下面对选项逐项排除．

对于选项A，[image: alt]
 的最高次项系数分别为[image: alt]
 ，从而[image: alt]
 的最高次项系数应为[image: alt]
 ；对于选项B，[image: alt]
 的常数项为0，故[image: alt]
 常数项系数也为0；对于选项C，[image: alt]
 分别为二次、三次、四次多项式，故[image: alt]
 应为一个五次多项式，故只有选项D正确．

练习10

1．设该等差数列的公差为d．显然d＜0．由[image: alt]
 ，知a10
 ＞0，a11
 ＜0，a11
 ＋a10
 ＜0．因此

[image: alt]


由a11
 ＋a10
 ＜0，知2a1
 ＋19d＜0．从而有

[image: alt]


所以n＝19．故选C．

2．记[image: alt]
 ，则

[image: alt]


即

[image: alt]


所以[image: alt]
 ．

3．[image: alt]
 ，

[image: alt]


4．当x1
 ＋x2
 ＝1时，有

[image: alt]


故[image: alt]
 ．

综合练习10

一、选择题

1．a2008
 ＝a1
 ＋2007d，S2008
 ＝2008a1
 ＋1004×2007d，解得a1
 ＝-2006．选D．

2．由[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


从而

[image: alt]


选C．

3．[image: alt]


所以[image: alt]
 ．选D．

4．由已知[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 是以2为首项，以1为公差的等差数列．

所以[image: alt]
 ．因此[image: alt]
 ．因为44×45＝1980，45×46＝2070，所以数列[image: alt]
 中最接近2011的数是1980．选A．

5．由于前三个数成等比数列，不妨设公比为q，后三个数成等差数列，公差为d，依题意d≠0，q≠1．a1
 ＋a2
 ＋a3
 ＝k，a2
 ＋a3
 ＋a4
 ＝9，a3
 －d＋a3
 ＋a3
 ＋d＝9，可得a3
 ＝3．所以[image: alt]
 ，即（k－3）q2
 －3q－3＝0．依题意知，此关于q的方程根不是唯一的，且q≠1．所以k－3≠0，Δ＝9＋12（k－3）＞0，k－3－3－3≠0，即12k＞27，且k≠3，k≠9．故选D．

二、填空题

1．由a1
 ＋2b1
 ＝5，且a1
 ，b1
 ∈N
 *
 知，只有a1
 ＝1，b1
 ＝2或a1
 ＝3，b1
 ＝1．

若a1
 ＝1，b1
 ＝2，则an
 ＝2n－1，bn
 ＝2n，cn
 ＝a2n
 ＝4n－1；若a1
 ＝3，b1
 ＝1，则an
 ＝2n＋1，bn
 ＝2n－1，cn
 ＝a2n－1
 ＝4n－1．综上，cn
 ＝4n－1．

2．由已知得

[image: alt]


当n＝20时等号成立．

3．由已知得a1
 ＋2d＋a1
 ＋6d＋a1
 ＋10d＋a1
 ＋18d＝44，a1
 ＋9d＝11．所以a5
 ＋a9
 ＋a16
 ＝a1
 ＋4d＋a1
 ＋8d＋a1
 ＋15d＝3a1
 ＋27d＝33．

4．[image: alt]


5．ak
 －ak－1
 ＝a1
 ＋（k－1）d＝k，k＝2，3，…，n，将这n－1式累加，得[image: alt]
 ．

6．因为

[image: alt]


由[image: alt]
 为常数知λ＝-1．

7．由已知，有

[image: alt]


所以

[image: alt]


8．由S15
 ＝30，可得a1
 ＋7d＝2，而a1
 ＋a8
 ＋a15
 ＝3（a1
 ＋7d）＝6．

9．因为｛an
 ｝与｛bn
 ｝为等差数列，[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


10．[image: alt]


[image: alt]


11．设｛an
 ｝的公差为d，｛bn
 ｝的公比为q，则由已知[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

12．由an＋1
 ＝an
 （an
 ＋1），可得[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．显然｛an
 ｝单调递增．[image: alt]
 ．

下证：n∈N
 *
 时，有[image: alt]
 ．

n＝1时，[image: alt]
 ；设n＝k时，[image: alt]
 ．则n＝k＋1时，[image: alt]
 ，而[image: alt]
 ，这是显然的．从而[image: alt]
 ．即n＝k＋1时也成立．

故[image: alt]
 ，从而[image: alt]
 ，故[image: alt]
 的整数部分是3．

三、解答题

1．设公差为d，则[image: alt]
 ，a1
 ＝a3
 －2d＝-13－2×4＝-21．[image: alt]
 ．显然n＝6时，[image: alt]
 最小，｛Sn
 ｝的最小值为S6
 ＝-66．

2．由an＋1
 ＝2Sn
 ，an
 ＝2Sn－1
 （n≥2），知an＋1
 －an
 ＝2（Sn
 －Sn－1
 ）＝2an
 （n≥2），故an＋1
 ＝3an
 （n≥2）．又令n＝1，a2
 ＝2S1
 ＝2a1
 ＝2，数列从第二项起成公比为3的等比数列，即an
 ＝a2
 ·3n－2
 ＝2×3n－2
 （n≥2）．

综上，[image: alt]
 ．


注：
 利用公式[image: alt]
 时一定要注意n＝1时的特殊情形．

3．（1）[image: alt]
 ，故原式[image: alt]
 （10n＋1
 －9n－10）．

（2）[image: alt]
 ，原式[image: alt]
 ．

4．（1）依题意知，an
 ＝a＋b（n－1），bn
 ＝b·an－1
 ，故a1
 ＜b1
 ＜a2
 ＜b2
 ＜a3
 ⇔a＜b＜a＋b＜ab＜a＋2b．

由a∈N
 *
 ，b＞a，且b＜ab，则a＞1，所以a≥2，b≥3．又ab＜a＋2b，即[image: alt]
 ．若a≥3，则b≥4，[image: alt]
 ，矛盾．所以a＝2．

或者，由a＜b，ab＜a＋2b＜3b⇒a＜3，a＝2．

（2）am
 ＋1＝bn
 ，即2＋（m－1）b＋1＝b·2n－1
 ，3＝b·（2n－1
 －（m－1））．注意到b∈N
 *
 ，且b≥3，该式成立当且仅当b＝3，2n－1
 －（m－1）＝1．

（3）由（2）知m＝2n－1
 ，a1
 ＋a2
 ＋…＋am
 ＝[image: alt]
 ＝3×22n－3
 ＋2n－2
 ．

5．[image: alt]
 ，当且仅当n＝4k，4k＋1时，∏n
 为正（k∈N
 *
 ），[image: alt]
 ，当n≥12时，｜∏n
 ｜≤｜∏n－1
 ｜，故只需比较∏9
 与∏12
 的大小．[image: alt]
 （因为a1
 ＞210
 ），故[image: alt]
 ．

6．设[image: alt]
 ，则pm＜q＜pn，q＝pm＋1，pm＋2，…，pn－1．即[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，它们的和记为

[image: alt]


使得[image: alt]
 为整数的数有[image: alt]
 ＝m＋1，m＋2，…，n－1．它们的和记为

[image: alt]


故所有既约分数之和为

[image: alt]


7．（1）设a0
 ＝1，a2n
 ＝9，则公比q2n
 ＝9，[image: alt]
 ．故a1
 ＝a0
 ·[image: alt]
 ；令b0
 ＝1，b2n
 ＝9，则公差[image: alt]
 ．

[image: alt]


（2）f（n）＝9An
 ＋4Bn
 ＋17＝9·32n－1
 ＋4·（10n－5）＋17＝32n＋1
 ＋40n－3．f（1）＝33
 ＋40－3＝64，f（2）＝35
 ＋80－3＝320．显然（64，320）＝64．

下证p＝64，用数学归纳法证明对一切n∈N
 *
 ，64｜32n＋1
 ＋40n－3．

n＝1时是显然的．设n＝k时成立，即8｜32k＋1
 ＋40k－3，则n＝k＋1时，32（k＋1）＋1
 ＋40（k＋1）－3＝9（32k＋1
 ＋40k－3）－320k＋64．由归纳法知，它是64的倍数．故最大的自然数p＝64．

8．由条件（3）知nan
 －n2
 ＝c·qn－1
 ，其中c，q＞0，于是[image: alt]
 ．

由条件（1）可得c＝2011，由此[image: alt]
 ．

因为a2
 ＝[image: alt]
 ＋2是整数，故[image: alt]
 是整数，于是q只能是分数，不妨设[image: alt]
 ，其中k与m互素．注意到2011是素数，故m的取值只能是1和2011，k只能为偶数．同理，由a3
 ＝[image: alt]
 是整数，得知[image: alt]
 是整数，于是m的取值只能是1且k是3的倍数，从而q＝k是6的倍数．q不大于10，所以q＝6，故数列｛an
 ｝的通项公式为[image: alt]
 ，n＝1，2，…．

9．设n≥2．因为an
 ＝Sn
 －Sn－1
 ，所以Sn
 －Sn－1
 ＝-5Sn
 Sn－1
 ．

先证明Sn
 ≠0（n≥1）．①S1
 ＝a1
 ＝[image: alt]
 ≠0；②假设Sn－1
 ≠0．如果Sn
 ＝0，则由Sn
 －Sn－1
 ＝-5Sn
 Sn－1
 知Sn－1
 ＝0，矛盾．由归纳法原理知，对一切n≥1，都有Sn
 ≠0．

将等式Sn
 －Sn－1
 ＝-5Sn
 Sn－1
 两端除以Sn
 Sn－1
 ，得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 是首项为2，公差为5的等差数列．因此[image: alt]
 ，从而[image: alt]
 ．于是

[image: alt]


即

[image: alt]


10．（1）因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


所以（n＋1）ak
 －nak＋1
 ＝1，n（ak＋1
 －1）＝（n＋1）（ak
 －1），[image: alt]
 ，从而数列｛ak－1
 ｝是以a0－1
 为首项，[image: alt]
 为公比的等比数列，[image: alt]
 ．

（2）由（1）得

[image: alt]


欲证[image: alt]
 ，只需证[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

[image: alt]


11．（1）由Tn
 ＝（an－1
 bn
 ）n
 ，知Tn－1
 ＝（an－2
 bn－1
 ）n－1
 （n≥2），故

[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

即｛bn
 ｝是等比数列，且公比为[image: alt]
 ．

（2）由（1）知，[image: alt]
 ．｛bn
 ｝中所有不同两项的乘积之和为[image: alt]
 ．注意到[image: alt]
 ，而

[image: alt]


所以

[image: alt]


第11章　递推数列

模仿训练：

24．[image: alt]
 [image: alt]
 ．

25．[image: alt]
 ，如此递推下去，可得[image: alt]
 ，约分后得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

26．an＋1
 ＋λ＝2（an
 ＋λ），可得λ＝-3，所以｛an
 －3｝是一个公比为2的等比数列，a1
 －3＝3，从而an
 ＝3·2n－1
 ＋3．

27．两边取倒数，有[image: alt]
 ，令[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，用待定系数法可得，[image: alt]
 ，且[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

28．两边同时除以2n＋1
 ，得[image: alt]
 ．令[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，且b1
 ＝[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ，所以an
 ＝[image: alt]
 ．

29．法1：[image: alt]
 ，令[image: alt]
 ，则b1
 ＝-1，bn＋1
 ＝bn
 ＋（-1）n＋1
 n2
 ，利用迭加法可得bn
 －b1
 ＝12
 －22
 ＋32
 －42
 ＋…＋（-1）n
 ·（n－1）2
 ，即bn
 ＝-1＋12
 －22
 ＋32
 －42
 ＋…＋（-1）n
 （n－1）2
 ＝[image: alt]
 （这里用到公式12
 －22
 ＋32
 －42
 ＋…＋（-1）n－1
 n2
 ＝[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，a2000
 ＝1998999．

法2：令an＋1
 ＋A（n＋1）2
 ＋B（n＋1）＋C＝-（an
 ＋An2
 ＋Bn＋C），即an＋1
 ＝-an
 －2An2
 －（2A＋2B）n－（A＋B＋2C），故[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

数列[image: alt]
 是一个公比为-1的等比数列，且首项为[image: alt]
 ．故[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以a2000
 ＝1998999．

30．特征方程为x2
 ＝x＋6，特征根为3，-2，故an
 ＝A·3n
 ＋B·（-2）n
 ，且由初始条件知

[image: alt]


解得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

31．Sn＋1
 ＝4an
 ＋2；当n≥2时，Sn
 ＝4an－1
 ＋2．两式相减得an＋1
 ＝4an
 －4an－1
 ．它对应的特征方程是x2
 －4x＋4＝0，x1
 ＝x2
 ＝2．故an
 ＝（An＋B）·2n－1
 ，易得a2
 ＝5．所以[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ．

[image: alt]
 ，故a2013
 ＝3019×22012
 ．选A．

32．先解方程[image: alt]
 ，得不动点为2，-4，又

[image: alt]


两式相除，有[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 是一个公比为4的等比数列，从而，[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ．

练习11

1．（1）由2an＋2
 ＝an＋1
 ＋an
 ，得2（an＋2
 －an＋1
 ）＝-（an＋1
 －an
 ）．令bn
 ＝an＋1
 －an
 ，则bn＋1
 ＝-[image: alt]
 bn
 ，所以｛bn
 ｝是公比为-[image: alt]
 的等比数列，首项为b－a．

（2）若a＝b，则｛an
 ｝是常数列，a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ＝na，显然不适合题意；当a≠b时，由（1）知，[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．所以

[image: alt]


以上各式相加，得

[image: alt]


即[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


由于[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，解得a＝6，b＝-3．

2．特征方程为3x2
 ＝2x＋1，x＝-[image: alt]
 ，1，从而[image: alt]
 ，有

[image: alt]


解得

[image: alt]


所以[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．

3．将第一式的bn
 代入第二式并整理得an＋2
 －14an＋1
 ＋an
 ＋6＝0，即[image: alt]
 ．

设An
 ＝an
 －[image: alt]
 ，则An＋2
 －14An＋1
 ＋An
 ＝0．由特征方程λ2
 －14λ＋1＝0得特征根为[image: alt]
 ，且[image: alt]
 ．故[image: alt]
 ．当n＝0，1时，解得c1
 ＝c2
 ＝[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 ．从而，[image: alt]
 ．由于[image: alt]
 为整数（根据二项式展开易得），所以an
 是完全平方数．

综合练习11

解答题

1．由待定系数法可得an＋1
 －1＝3（an
 －1），｛an
 －1｝是一个公比为3的等比数列，a1
 －1＝1，an
 －1＝1·3n－1
 ，所以an
 ＝3n－1
 ＋1．

2．两端同时除以4n＋1
 ，有

[image: alt]


记[image: alt]
 ，则

[image: alt]


3．（1）an＋1
 ＝an
 ＋2bn
 ，bn＋1
 ＝2an
 ＋bn
 ，两式相加得an＋1
 ＋bn＋1
 ＝3（an
 ＋bn
 ），可知｛an
 ＋bn
 ｝是一个公比为3的等比数列，易得an
 ＋bn
 ＝3n
 ；同理，两式相减可得an
 －bn
 ＝（-1）n
 ．

（2）由（1）可得an
 ＝[image: alt]
 ｛3n
 ＋（-1）n
 ｝，bn
 ＝[image: alt]
 ｛3n
 －（-1）n
 ｝．

4．（1）由已知得

[image: alt]


故an
 －a1
 ＝b1
 ＋b2
 ＋…＋bn－1
 ＝[image: alt]
 ，整理得an
 ＝a1
 ＋（n－1）b1
 ＋3（n－1）（n－2）．

（2）an
 ＝a－（n－1）a＋3（n－1）（n－2）＝3（n－1）2
 －（a＋3）（n－1）＋a＝[image: alt]
 ，考虑临界情况[image: alt]
 ．5，即a＝30．

若a∈［27，30），则a6
 最小，最小值为60－4a；若a＝30，则a6
 ＝a7
 最小，最小值为-60；若a∈（30，33］，则a7
 最小，最小值为90－5a．

5．6Sn
 ＝（an
 ＋1）（an
 ＋2），6Sn－1
 ＝（an－1
 ＋1）（an－1
 ＋2）（n≥2），两式相减可得（an
 －an－1
 －3）（an
 ＋an－1
 ）＝0，故an
 ＝an－1
 ＋3．由6S1
 ＝（a1
 ＋1）（a1
 ＋2），得a1
 ＝2（由S1
 ＞1知a1
 ≠1）．于是，an
 ＝2＋（n－1）·3＝3n－1．

6．记第n个正三角形的边长为an
 ，易见它的顶点的坐标为（a1
 ＋a2
 ＋…＋an－1
 ＋[image: alt]
 ，[image: alt]
 ），且在[image: alt]
 的图像上，于是有[image: alt]
 ，

即

[image: alt]


即

[image: alt]


两式相减

[image: alt]


即[image: alt]
 ，

所以an＋1
 －an
 ＝[image: alt]
 ，且a1
 ＝[image: alt]
 ．所以｛an
 ｝是一个以[image: alt]
 为公差的等差数列，故an
 ＝[image: alt]
 n．

7．（1）由a1
 ＝2及[image: alt]
 ，归纳易得an
 ＜3对∀n∈N
 *
 成立．[image: alt]
 ，而[image: alt]
 ，故知原不等式成立．

（2）[image: alt]
 ，而0＜an
 ＜3，故an
 ＜an＋1
 ．

8．特征方程为x2
 －2x－3＝0，特征根为-1，3，故an
 ＝A·（-1）n
 ＋B·3n
 ，再由初始条件可得[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ，所以an
 ＝[image: alt]
 ［3n
 －（-1）n
 ］．

9．先求出不动点，令[image: alt]
 ，x＝3（重根），[image: alt]
 ，取倒数得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，故[image: alt]
 是一个公差为-[image: alt]
 的等差数列，且首项为[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

10．（1）an－1
 ＋an＋1
 ≥2an
 ⇔an＋1
 －an
 ≥an
 －an－1
 ，p＝q时显然成立．

当p＞q时，ap
 －aq
 ＝ap
 －ap－1
 ＋ap－1
 －…＋q＋1
 －aq
 ．

又ap
 －ap－1
 ≥ap－1
 －ap－2
 ≥…≥aq＋1
 －aq
 ．所以ap
 －aq
 ≥（p－q）（aq＋1
 －aq
 ）．

当p＜q时，ap
 －aq
 ＝-（aq
 －ap
 ）＝-［（aq
 -aq－1
 ）＋（aq－1
 －aq－2
 ）＋…＋（ap＋1
 －ap
 ）］≥-（q－p）（aq＋1
 －aq
 ）＝（p－q）（aq＋1
 －aq
 ）（因为aq
 －aq－1
 ≤q＋1
 －aq
 ，…，ap＋1
 －ap
 ≤q＋1
 －aq
 ）．

（2）令q＝n，（an
 －an＋1
 ）（n－p）≤ap
 －an
 ，即（n－p＋1）an
 ≤ap
 ＋（n－p）an＋1
 ．令p＝1，2，…，n，这n个式子累加可得[image: alt]
 ，所以an
 －[image: alt]
 ．

11．xn＋2
 ＝2xn＋1
 ＋xn
 对应的特征方程为x2
 －2x－1＝0，特征根为[image: alt]
 ．从而[image: alt]
 ．同理，yn
 ＝u1
 ·2n
 ＋u2
 （-1）n
 ．xn
 －yn
 ＝［λ1
 （1＋[image: alt]
 ）n
 －u1
 ·2n
 ］＋［λ2
 （1－[image: alt]
 ）n
 －u2
 ·（-1）n
 ］．

注意到[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ．[image: alt]
 ，可得u1
 ＝[image: alt]
 （y1
 ＋y2
 ）＞0．又λ2
 （1－[image: alt]
 ）n
 －u2
 ·（-1）n
 ∈（-｜λ2
 ｜－｜u2
 ｜，｜λ2
 ｜＋｜u2
 ｜），1＋[image: alt]
 ＞2＞1，因此，当n充分大时，λ1
 （1＋[image: alt]
 ）n
 －u1
 ·2n
 也充分大（因为λ1
 ，u1
 ＞0），即存在正整数n0
 ，对任意正整数n＞n0
 ，有xn
 ＞yn
 恒成立．

12．（1）令[image: alt]
 ，代入s＝at＋b化简得a（m－4）t2
 ＋［b（m－4）＋a－3］t＋（b＋1）＝0．

由于等式对所有t＞[image: alt]
 成立，可知

[image: alt]


解得b＝-1，m＝4，a＝3，所以[image: alt]
 ．

令[image: alt]
 ，代入t＝cs＋d，化简得cs＋d＝3s＋1，所以存在t＝Ψ（s）＝3s＋1（s＞0），使得[image: alt]
 ．

（2）由[image: alt]
 ，考虑数列的不动点，设为λ，则[image: alt]
 ，λ2
 ＝4，λ＝±2．

[image: alt]


两式相除有[image: alt]
 ，故[image: alt]
 为公比为-3的等比数列，且首项为5，[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．由[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

若n＝2k，｜5×（-3）n－1
 －1｜＝5×32k－1
 ＋1≥4×32k－1
 ；若n＝2k－1，4×32k－2
 ≤｜5×（-3）2k－2
 －1｜⇔4×32k－2
 ≤5×32k－2
 －1⇔1≤32k－2
 ，显然成立．

综上，4×3n－1
 ≤｜5×（-3）n－1
 －1｜成立．

13．（1）据题设，点[image: alt]
 ．易知，线段A1
 A2
 和A1
 A3
 的垂直平分线方程分别为x－2y－1＝0，5x－4y－5＝0．其交点O即圆C的圆心为（1，0），而A1
 O的长即圆C的半径为2．因此圆C的方程为（x－1）2
 ＋y2
 ＝4．

（2）下面用数学归纳法证明所有的An
 均在圆C上．由（1）知点A1
 在圆C上．假设Ak
 在圆C上，即[image: alt]
 ，亦即[image: alt]
 ．则

[image: alt]


即Ak＋1
 在圆C上．根据归纳法原理，点列｛An
 ｝在定圆（x－1）2
 ＋y2
 ＝4上．

（3）由（2）知[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


从而

[image: alt]


于是有

[image: alt]


由此递推，得

[image: alt]


因此，有

[image: alt]


14．法1：由已知得，[image: alt]
 ．令bn
 ＝an
 ＋[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．

因为bn
 ＝an
 ＋[image: alt]
 ，b1
 ＝[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

法2：可以先计算[image: alt]
 ，猜测[image: alt]
 ，再运用数学归纳法进行证明．

15．当n＝1时，由[image: alt]
 ，得a1
 ＝8（4－m）．

当n≥1时，有

[image: alt]


所以

[image: alt]


即

[image: alt]


所以[image: alt]
 ，令[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．迭加得

[image: alt]


则[image: alt]
 ．

由条件知，[image: alt]
 对任何正整数n恒成立，即

[image: alt]


对任何正整数n恒成立．

由于[image: alt]
 在n＝1时取最大值[image: alt]
 ．于是[image: alt]
 ，解得m≤[image: alt]
 ．所以m的最大值为[image: alt]
 ．

当m＝[image: alt]
 时，[image: alt]
 ，于是

[image: alt]


所以

[image: alt]


16．由已知得，[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 为等比数列，首项为2，公比为2，所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

又由已知[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，由1＋[image: alt]
 ＝2，可得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以取jn
 ＝2n
 －1即可．

第12章　数列极限、数学归纳法及数列的应用

模仿训练：

33．（1）显然，an
 ＞0，由均值不等式知，[image: alt]
 ．若ak
 ＝c，则c＝[image: alt]
 ，所以（c－ak－1
 ）2
 ＝0，即ak－1
 ＝c，与a1
 ≠c矛盾．

（2）[image: alt]
 ，所以｛an
 ｝单调递减．

（3）由（1），（2）结果知，｛an
 ｝单调递减且有下界，故极限必存在，设[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，所以λ＝c，即[image: alt]
 ．

34．因为y2
 ＝nx－1与y＝x的交点为（x0
 ，y0
 ），则[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．记[image: alt]
 ，下面根据数学归纳法，可证明对于一切正整数m，[image: alt]
 是正整数．

k1
 ＝n是整数，[image: alt]
 也是整数；设m，m－1成立，则m＋1时，有

[image: alt]


显然也是正整数．

所以，根据数学归纳法，对于一切正整数m，[image: alt]
 是正整数．
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1．（1）考虑轴截面（球大圆），显然这些圆的半径成等比数列．

[image: alt]


（2）[image: alt]
 ．

2．n＝6时，[image: alt]
 ．

假设n＝k时命题成立，即[image: alt]
 ，则n＝k＋1时，先证[image: alt]
 ．

由[image: alt]
 ，知[image: alt]
 ．只要证[image: alt]
 [image: alt]
 ．而[image: alt]
 ，故[image: alt]
 成立．

同理，要证[image: alt]
 ，只需证[image: alt]
 ．这是显然的，见例77．

3．对m用数学归纳法．

m＝1时，[image: alt]
 ，而[image: alt]
 ，显然成立．设m＝k时不等式成立，即[image: alt]
 ，则m＝k＋1时，

[image: alt]


而

[image: alt]


易知数列[image: alt]
 是单调递增的（见第2章例10）．故m＝k＋1也成立．由数学归纳法可知，原不等式成立．

4．设n条直线最多可将平面分割成bn
 个部分，那么当n＝1，2，3时，易知平面最多被分为2，4，7个部分．

当n＝k时，设k条直线将平面分成了bk
 个部分，当添加上第k＋1条直线时，该直线与前k条直线相交至多有k个交点，这k个交点将第k＋1条直线分割成k＋1段，而每一段将它所在的区域一分为二，从而增加了k＋1个区域，故得递推关系式bk＋1
 ＝bk
 ＋（k＋1），即bk＋1
 －bk
 ＝k＋1．

显然当k＝1时，b1
 ＝2，当k＝1，2，…，n－1时，得到n－1个式子：b2
 －b1
 ＝2，b3
 －b2
 ＝3，b4
 －b3
 ＝4，…，bn
 －bn－1
 ＝n．将这n－1个式子相加，得bn
 ＝[image: alt]
 （n2
 ＋n＋2），即n条直线最多可将平面分割成[image: alt]
 （n2
 ＋n＋2）个部分．

设k个平面将空间分割成ak
 个部分，再添加上第k＋1个平面，该平面与前k个平面相交有k条交线，这k条交线，任意三条不共点，任意两条不平行，因此这第k＋1个平面就被这k条直线分割成bk
 个部分．

而这bk
 个部分平面中的每一个，都把它所通过的那一部分空间分割成两个较小的空间．所以，添加上这第k＋1个平面后就把原有的空间数增加了bk
 个部分．由此得递推关系式ak＋1
 ＝ak
 ＋bk
 ，即ak＋1
 －ak
 ＝bk
 ．

当k＝1，2，…，n－1，时，得到n－1个式子：a2
 －a1
 ＝b1
 ，a3
 －a2
 ＝b2
 ，…，an
 －an－1
 ＝bn－1
 ．将这n－1个式子相加，得an
 ＝a1
 ＋（b1
 ＋b2
 ＋…＋bn－1
 ）．

因为bn
 ＝[image: alt]
 （n2
 ＋n＋2），a1
 ＝2，所以

[image: alt]


5．令an
 表示n个扇形的所有满足条件的染法数目，R1
 ，R2
 ，…，Rn
 表示这n个扇形如题图12.1所示，扇形Rn
 的涂色方法，只会出现两种情况．

[image: alt]


题图12.1

情况1：Rn－1
 和R1
 同色，这时Rn
 有k－1种颜色可供选择，并且扇形R1
 至Rn－1
 有an－2
 种涂色方法，所以共有（k－1）an－2
 种染法．

情况2：Rn－1
 和R1
 异色，这时Rn
 有k－2种颜色可供选择，并且扇形R1
 ～Rn－1
 有an－1
 种涂色方法，所以共有（k－2）an－1
 种染法．

故an
 ＝（k－1）an－2
 ＋（k－2）an－1
 ，且a2
 ＝k（k－1），a3
 ＝k（k－1）（k－2）．为求其解，其特征方程为q2
 －（k－2）q－（k－1）＝0，特征根为q1
 ＝k－1，q2
 ＝-1，an
 ＝A（k－1）n
 ＋B（-1）n
 ，将初始条件代入可得an
 ＝（k－1）n
 ＋（-1）n
 （k－1）．

6．把五个区域推广到一般的n个区域，设栽种方案总数有an
 种．对于区域A而言有3种方案，对于B而言只有2种栽种方案，C也是2种……第n个区域也是2种，共3×2n－1
 种方案．但它包含了两种情况，即最后一个区域与A不同（有an
 种）和与A相同（有an－1
 种），故an
 ＋an－1
 ＝3×2n－1
 ，n≥3，且a2
 ＝6．由此可得a3
 ＝6，a4
 ＝18，a5
 ＝30．故所求的不同栽种方法有30种．

7．这个问题用排列组合的方法解决并不容易，下面用递推方法来解决更一般的形式．注意到原问题等价于题图12.2（a）．更一般地如题图12.2（b）所示．设题图12.2（b）有an
 种栽种方法，由于1有4种栽种法，由题5染色问题的研究结果知an
 ＝4［2n－1
 ＋（-1）n－1
 ·2］．特别地，令n＝6，有a6
 ＝120．

[image: alt]


题图12.2

8．（1）由a1
 ＝2，得[image: alt]
 ；由a2
 ＝3，得[image: alt]
 ；由a3
 ＝4，得[image: alt]
 ．由此猜想an
 的一个通项公式：an
 ＝n＋1（n≥1）．

（2）（Ⅰ）用数学归纳法证明．

①当n＝1时，a1
 ≥3＝1＋2，不等式成立．

②假设当n＝k时不等式成立，即ak
 ≥k＋2，那么ak＋1
 ＝ak
 （ak
 －k）＋1≥（k＋2）（k＋2－k）＋1＝2k＋5≥k＋3．

也就是说，当n＝k＋1时，ak＋1
 ≥（k＋1）＋2，据①和②，对于所有n≥1，有an
 ≥n＋2．

（Ⅱ）由an＋1
 ＝an
 （an
 －n）＋1及（Ⅰ），对k≥2，有ak
 ＝ak－1
 （ak－1
 －k＋1）＋1≥ak－1
 （k－1＋2－k＋1）＋1＝2ak－1
 ＋1，…，ak
 ≥2k－1
 a1
 ＋2k－2
 ＋…＋2＋1＝2k－1
 （a1
 ＋1）－1．

于是[image: alt]
 ．[image: alt]
 ．
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一、选择题

1．[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．所以，[image: alt]
 ．选D．

2．由无穷递缩等比数列求和公式，有[image: alt]
 ，解得x＝[image: alt]
 或-[image: alt]
 ，[image: alt]
 或[image: alt]
 ．选D．

3．[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，选A．

4．[image: alt]
 [image: alt]
 ．

于是[image: alt]
 ，解得d＝4．选D．

5．原式[image: alt]
 ，选C．

6．这个问题涉及“数列的单调性”定义．由于数列是一种特殊的函数，高等数学中对“函数的单调性”的定义为：设f为定义在D上的函数，若对其中任意两个数x1
 ，x2
 ，当x1
 ＜x2
 时总有f（x1
 ）≤f（x2
 ），则称f为D上的递增函数．特别地，当x1
 ＜x2
 时，总成立严格不等式f（x1
 ）＜f（x2
 ）时，则称f为D上的严格递增函数；当x1
 ＜x2
 时，总有f（x1
 ）≥f（x2
 ），则称f为D上的递减函数．特别地，当x1
 ＜x2
 时，总成立严格不等式f（x1
 ）＞f（x2
 ）时，则称f为D上的严格递减函数。

由此可见，初等数学中的“递增（递减）函数”与高等数学中的“递增（递减）函数”并不等同，而应该与“严格递增（减）函数”含义相同。

回到原题：

[image: alt]
 ，由x1
 ＞0，显然xn
 ＞0．若x1
 ＜[image: alt]
 ，下面先由数列归纳法证明xn
 ＜[image: alt]
 ．

设n＝k时，xk
 ＜[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．故当x1
 ＜[image: alt]
 时，xn
 ＜[image: alt]
 ，从而[image: alt]
 ，所以｛xn
 ｝单调递增，易见，[image: alt]
 ．

同理，若x1
 ＞[image: alt]
 ，可用数学归纳法证明：xn
 ＞[image: alt]
 ，且｛xn
 ｝单调递减，[image: alt]
 ；若x1
 ＝[image: alt]
 ，易见xn
 ＝[image: alt]
 ，它是一个常数列。

对于本题，若按照大学“函数单调”定义应选C；若按中学教材“函数单调”定义，应选D．

二、填空题

1．[image: alt]
 ．

2．[image: alt]
 ，或an
 ＝（-1）n
 n（n＋1）（-1）n

 ．

3．a＞2时，[image: alt]
 ；a＝2时，[image: alt]
 ；a＜2时，[image: alt]
 ．

综上

[image: alt]


4．令n＝1，则a1
 a2
 a3
 ＝a1
 ＋a2
 ＋a3
 ，2a3
 ＝2＋1＋a3
 ，所以a3
 ＝3；令n＝2，则a2
 a3
 a4
 ＝a2
 ＋a3
 ＋a4
 ，3a4
 ＝1＋3＋a4
 ，所以a4
 ＝2；令n＝3，则6a5
 ＝5＋a5
 ，a5
 ＝1，…，可发现它是一个以3为周期的数列，所以a1
 ＋a2
 ＋…＋a2011
 ＝（2＋1＋3）×670＋2＝4022．

三、解答题

1．（1）由于[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．

（2）[image: alt]
 ．

（3）用无穷递缩等比数列求和公式，[image: alt]
 ．

2．公差d＝log2
 （a2
 －1）－log2
 （a1
 －1）＝1，故log2
 （an
 －1）＝1＋（n－1）d＝n．从而an
 ＝2n
 ＋1，[image: alt]
 ．

3．依题意，an＋6
 ≤an＋3
 ＋3≤an
 ＋6，且an＋6
 ≥an＋4
 ＋2≥an＋2
 ＋4≥an
 ＋6．故只能是an＋6
 ＝an
 ＋6，且必须有以上两不等式链均取等号，即an＋3
 ＝an
 ＋3，an＋2
 ＝an
 ＋2，于是an＋3
 ＝an＋2
 ＋1，又a1
 ＝1，所以a3
 ＝3，a4
 ＝4，可得a2
 ＝2，从而｛an
 ｝成等差数列，且an
 ＝n，所以a2009
 ＝2009．

4．用两种方法考虑这个问题．

法1：设想有两家银行，月利率完全一样，均为r，现从甲家银行借款10000元，两年还清，在乙银行存款，每月存款m元，两年后连本带利取出．应从乙银行取出m＋m（1＋r）＋m（1＋r）2
 ＋…＋m（1＋r）23
 ；另一方面，从甲银行借款10000元，两年后连本带利共付10000（1＋r）24
 元．故m＋m（1＋r）＋…＋m（1＋r）23
 ＝10000（1＋r）24
 ，可得[image: alt]
 ．

法2：设第i（i＝1，2，…，24）个月末还款m元后欠银行金额为ai
 元，则a1
 ＝10000（1＋r）－m，a2
 ＝a1
 （1＋r）－m，…，ai
 ＝ai－1
 （1＋r）－m，显然a24
 ＝0．

利用迭代法或辅助数列法可得a24
 ＝10000（1＋r）24
 －m（1＋r）23
 －m（1＋r）22
 －…－m（1＋r）－m，对比并利用等比数列求和公式易得[image: alt]
 ．


注：
 本题属于分期付款问题，它分为两种类型：等额本金、等额本息．

等额本金还款方式：在还款期内把贷款数总额等分，每月偿还同等数额的本金和剩余贷款在该月所产生的利息，由于每月的还款本金额固定，而利息越来越少，因此贷款人起初还款压力较大，但是随时间的推移每月还款数额越来越少．等额本金贷款计算公式：每月还款金额＝（贷款本金÷还款月数）＋（本金－已归还本金累计额）×每月利率．

等额本息还款方式：在还款期内，每月偿还同等数额的贷款（包括本金和利息）．

本题实际上提供了等额本息计算公式的推导结论，设贷款本金为a．月利率为r，还款月数为n，则每月还款额计算公式为[image: alt]
 ．

5．设Bn＋1
 的横坐标为xn＋1
 ，An
 的横坐标为an
 ，则由中点坐标公式知，[image: alt]
 ，则an＋1
 ＝2xn＋1
 －an
 ，由[image: alt]
 ，得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．第n个三角形的面积[image: alt]
 ，而[image: alt]
 不存在极限（见第10章例66），故[image: alt]
 也不存在极限，从而[image: alt]
 不存在极限．

6．（1）[image: alt]
 ．

（2）法1：两边同时取极限，设[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．

法2：设An＋1
 ＋λ＝-[image: alt]
 （An
 ＋λ），解得[image: alt]
 ，故An＋1
 ＝[image: alt]
 ．

7．（1）使ak
 ≤n－1的k的个数为[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．

（2）使ak
 ≤2m的k的个数为[image: alt]
 ，而使ak
 ＝2m的k有2m个，即｛bm
 ｝中有1个1，2个2，…，2m－1个2m－1，m个2m，所以bm
 ＝12
 ＋22
 ＋…＋（2m－1）2
 ＋m·2m＝[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

8．（1）a1
 ＝2a1
 －1，即a1
 ＝1．当n≥2时，an
 ＝Sn
 －Sn－1
 ＝2an
 ＋（-1）n
 －2an－1
 －（-1）n－1
 ，即an
 ＝2an－1
 －（-1）n
 ＋（-1）n－1
 ，即an
 ＝2an－1
 ＋2（-1）n－1
 ．所以[image: alt]
 ，令[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．n＝1时，a1
 ＝1也满足．故[image: alt]
 ．

（2）[image: alt]
 [image: alt]
 ．

由于24k＋3
 －22k＋1
 ＋22k＋2
 －1＞24k＋3
 ，故原式[image: alt]
 ．

9．（1）令f（x）＝ax2
 ＋bx＋c，由f（0）＝0，可得c＝0．

令-3x2
 －1＝6x＋2，有x2
 ＋2x＋1＝0，x＝-1，故-3×（-1）2
 －1≤f（-1）≤6×（-1）＋2，f（-1）＝-4．所以a－b＝-4，a＝b－4，即f（x）＝（b－4）x2
 ＋bx．

再由f（x）≤6x＋2，知（b－4）x2
 ＋bx≤6x＋2，即（b－4）x2
 ＋（b－6）x－2≤0．此式对任意x∈R
 恒成立，必有b＜4且Δ＝（b－6）2
 ＋8（b－4）≤0，解得b＝2．故f（x）＝-2x2
 ＋2x．

（2）[image: alt]
 ．下面用数学归纳法证明[image: alt]
 ．

n＝1时是显然的．

设n＝k时，[image: alt]
 ，则

[image: alt]


综上，对∀n∈N
 *
 ，[image: alt]
 ．

[image: alt]


故an＋1
 ＞an
 ．

（3）由（2）知[image: alt]
 ．

[image: alt]


据此，[image: alt]
 构成以2为公比的等比数列，故

[image: alt]


从而

[image: alt]


k＝1，2时，2k－1
 ＝k；k≥3时，[image: alt]
 ．

故∀k∈N
 *
 ，有32k－1

 ≥3k
 ．从而

[image: alt]


10．（1）显然a1
 ＞0，且[image: alt]
 ，故｛an
 ｝单调递增．[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．各式相加有[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．

令[image: alt]
 得[image: alt]
 ．故对∀M＞0，取[image: alt]
 ，则当n＞N时，有[image: alt]
 ．

（2）[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ；从而[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．各式相加有[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

令[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．再令[image: alt]
 ，由（1）得，存在N，当n＋1＞N，即n＞N－1时，有[image: alt]
 ，此时[image: alt]
 ．故命题得证．

11．显然，由二项式定理知，[image: alt]
 ．所以由

[image: alt]


可得

[image: alt]


12．n＝1时，显然成立．假设n＝k时命题成立，则n＝k＋1时，令[image: alt]
 ，由归纳假设知[image: alt]
 ．又[image: alt]
 ≤1－xk
 －xk＋1
 ＋xk
 xk＋1
 ＝（1－xk
 ）（1－xk＋1
 ）．可知（1－x1
 ）…（1－xk
 ）（1－xk＋1
 ）≥[image: alt]
 ．即n＝k＋1时命题成立，故原命题得证．

13．用归纳法．证明存在一个n位数，各数码由1或2组成，且可被2n
 整除．证明如下：

（1）n＝1时，取2满足题意．

（2）假设n＝k时存在一个数[image: alt]
 ，它能被2k
 整除（ai
 ＝1，2；i＝1，2，…，k）．因为2｜10，所以2k
 ｜10k
 ．（a）若[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．因为2k＋1
 ｜2×10k
 ，所以2k＋1
 ｜2·10k
 ＋[image: alt]
 ．（b）若[image: alt]
 ．因为10k
 ≡0（mod2k
 ），[image: alt]
 ≡1（mod2），所以[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 ．

综上对n＝k＋1存在一个数[image: alt]
 （即[image: alt]
 或[image: alt]
 ），它被2k＋1
 整除（i＝1，2，…，k＋1；[image: alt]
 ）．

由（1），（2）归纳法可知对n∈N
 *
 ，存在一个n位数，各数码为1或2，且可被2n
 整除．回到原题，取n＝2012即可．

14．（1）[image: alt]
 ．注意到1－a＝a2
 ，所以[image: alt]
 ，即｛bn
 ｝是公比为[image: alt]
 的等比数列．

（2）a1
 ＝1，a2
 ＝b，a3
 ＝a1
 －a2
 ＝1－b＝b2
 （因为b2
 ＋b－1＝0），下面用用数学归纳法证明an
 ＝bn－1
 ．

由a1
 ＝1，a2
 ＝b知n＝1，2时显然成立．设n＝k－1，k时成立，则n＝k＋1时，ak＋1
 ＝ak－1
 －ak
 ＝bk－2
 －bk－1
 ＝bk－2
 （1－b）＝bk－2
 ·b2
 ＝bk
 ．由归纳原理知an
 ＝bn－1
 ．

（3）显然a，b是方程x2
 ＋x－1＝0的两个实根，且a＋b＝-1，所以a＝-1－b，所以（-1）n
 （cn－2
 a＋cn
 b）＝（-1）n
 ［cn－2
 （-1－b）＋cn
 b］＝（-1）n
 ［b（cn
 －cn－2
 ）－cn－2
 ］，由cn
 ＝cn＋1
 ＋cn－2
 知cn
 －cn－2
 ＝cn－1
 ，所以（-1）n
 （cn－2
 a＋cn
 b）＝（-1）n
 （cn－1
 b－cn－2
 ），由（2）知bn－1
 ＝an
 ．所以（-1）n
 （cn－2
 a＋cn
 b）＝bn－1
 ⇔（-1）n
 （cn－1
 b－cn－2
 ）＝an
 ．

下面用归纳法证明：an
 ＝（-1）n
 （cn－1
 b－cn－2
 ）（n≥3）．

n＝3时，a3
 ＝a1
 －a2
 ＝1－b，（-1）3
 （c2
 b－c1
 ）＝-（b－1）＝1－b；n＝4时，a4
 ＝a2
 －a3
 ＝b－（1－b）＝2b－1，（-1）4
 （c3
 b－c2
 ）＝2b－1，即n＝3，4时，an
 ＝（-1）n
 （cn－1
 b－cn－2
 ）（n≥3）成立．

设n＝k－1，k时也成立，则n＝k＋1时，ak＋1
 ＝ak－1
 －ak
 ＝（-1）k－1
 （ck－2
 b－ck－3
 ）－（-1）k
 （ck－1
 b－ck－2
 ）＝（-1）k＋1
 ［ck－2
 b－ck－3
 ＋ck－1
 b－ck－2
 ］＝（-1）k＋1
 ［（ck－2
 ＋ck－1
 ）b－（ck－3
 ＋ck－2
 ）］＝（-1）k＋1
 （ck
 b－ck－1
 ），即n＝k＋1时，an
 ＝（-1）n
 （cn－1
 b－cn－2
 ）（n≥3）也成立．得证．

第13章　平面向量

模仿训练：

35．由[image: alt]
 得，[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以OB⊥CA，同理可证OC⊥AB，OA⊥BC，所以O是△ABC的垂心．

36．考虑AMD截△OBC，如题图13.1所示．由梅涅劳斯定理，有[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．故

[image: alt]


[image: alt]


题图13.1

37．如题图13.2所示，显然O，G，H分别是外心、重心、垂心，由欧拉线有关结论知，HG∶GO＝2∶1，且△OFG与△GAH相似，相似比为1∶2，从而面积比为1∶4，选A．

[image: alt]


题图13.2

练习13

1．如题图13.3所示，[image: alt]
 [image: alt]
 ．

[image: alt]


题图13.3

当θ＝0即[image: alt]
 和[image: alt]
 同方向时，[image: alt]
 有最大值0．

2．设[image: alt]
 ，有[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ．

[image: alt]
 ．[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

3．由[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 0．由于[image: alt]
 ，所以方程根是唯一的，故[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．可得[image: alt]
 ．

4．（1）[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．延长AP交BC于D，则D为BC的定比分点，且[image: alt]
 ；P为AD的定比分点，且[image: alt]
 ．

（2）设△ABC面积为S，[image: alt]
 ，同理[image: alt]
 ．

综合练习13

一、选择题

1．由[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，且[image: alt]
 ．选B．

2．[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 ．选B．

3．如题图13.4所示，过P分别作AC，AB的平等线PD，PE，[image: alt]
 ，同理S△ABQ
 ＝[image: alt]
 S△ABC
 ．所以[image: alt]
 ．选D．

[image: alt]


题图13.4

4．6c·bcosA＝2c·acos（π－B）＝3a·bcos（π－C），可得

[image: alt]


即

3（b2
 ＋c2
 －a2
 ）＝b2
 －c2
 －a2
 ＝-[image: alt]
 （a2
 ＋b2
 －c2
 ）．

所以由[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ．

故A＝135°．选D．

5．由[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


可得

[image: alt]


两式平方相加，得

[image: alt]


则（x2
 ＋y2
 ＋z2
 ）min
 ＝[image: alt]
 ．[image: alt]
 时等号成立，选B．

6．[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，因对任意t∈R
 恒成立，故[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．而[image: alt]
 ，故选C．

二、填空题

1．由条件知[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

2．设[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．另一方面，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

注意到[image: alt]
 不共线，所以a1
 ＋a2010
 ＝1，a2010
 ＝λ，从而[image: alt]
 ．

3．因为[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．所以（56a－40b）[image: alt]
 ．因为[image: alt]
 不共线，所以有7a－5b＝0，7c－8b＝0．

设a＝5k，则b＝7k，c＝8k，由余弦定理可得[image: alt]
 ．所以∠B＝60°．

4．如题图13.5所示，由[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．从而AP∥BC，且AP＝[image: alt]
 BC．所以

[image: alt]


[image: alt]


题图13.5

三、解答题

1．[image: alt]
 ，故[image: alt]
 [image: alt]
 ．

其中θ为[image: alt]
 的夹角．[image: alt]
 ，显然[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．

2．（1）由[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，又[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．故cosθ＝-[image: alt]
 ，θ＝120°．

（2）若[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 的最小值为[image: alt]
 ，当[image: alt]
 ，即t＝[image: alt]
 时，取到最小值．

3．（1）如题图13.6所示，G在直线PQ上，故[image: alt]
 ，而[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，代入s＋t＝1中，有[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图13.6

（2）先证明G是△OAB的重心．事实上[image: alt]
 ．从而G是△OAB的重心．显然[image: alt]
 ，由G是△OAB的重心知[image: alt]
 ≤p≤1，[image: alt]
 ≤q≤1．由（1）知[image: alt]
 ．由[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

4．记[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，得[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ．若[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．相加得[image: alt]
 ，因为n＞2，[image: alt]
 ，矛盾．故[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

5．如题图13.7建立坐标系．设[image: alt]
 ，∠AOC＝α，∠AOB＝β，∠BOC＝γ，则α＋β＋γ＝2π．

[image: alt]


题图13.7

[image: alt]
 （xcosα，xsinα）·[image: alt]
 yzsinγ＋（ycos（α＋β），ysin（α＋β））·[image: alt]
 xzsinα＋（z，0）·[image: alt]
 xysinβ＝（0，0）

[image: alt]


由于γ＝2π－（α＋β），所以cosαsinγ＋sinαcos（α＋β）＋sinβ＝-cosαsin（α＋β）＋sinαcos（α＋β）＋sinβ＝sin（-β）＋sinβ＝0．

sinαsinγ＋sinαsin（α＋β）＝sinα·［-sin（α＋β）＋sin（α＋β）］＝0．得证．

第14章　复　　数

模仿训练：

38．[image: alt]
 ．由复数三角形式乘法法则：[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．又[image: alt]
 ，可得ω＋ω2
 ＋…＋ω2011
 ＝ω．选A．

39．[image: alt]
 对应的复数为（2＋3i）－（-1＋2i）＝3＋i．将[image: alt]
 顺时针（或逆时针）旋转45°，长度为原来的[image: alt]
 ，得到[image: alt]
 ，故[image: alt]
 对应的复数为（3＋i）·[image: alt]
 （cos45°＋isin45°）（逆时针）＝（3＋i）·[image: alt]
 （1＋i）＝1＋2i或（3＋i）·[image: alt]
 （cos（-45°）＋isin（-45°））＝（3＋i）·[image: alt]
 （1－i）＝2－i．而[image: alt]
 对应的复数＝C点对应的复数-A点对应的复数．故C点对应的复数＝（1＋2i）＋（-1＋2i）＝4i或（2－i）＋（-1＋2i）＝1＋i，故C点的坐标为（0，4）或（1，1）．

40．问题相当于在保持坐标系不变的情况下将点P绕坐标原点顺时针旋转30°．设点P新坐标（x，y），则x＋yi＝（x1
 ＋y1
 i）·［cos（-30°）＋isin（-30°）］＝[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ，即为所求．

41．本题若用常规的做法，设z＝x＋yi（x，y∈R
 ），x2
 ＋y2
 ＋1，｜z2
 ＋kz＋1｜＝｜x2
 －y2
 ＋2xyi＋kx＋kyi＋1｜＝｜（x2
 －y2
 ＋kx＋1）＋（2xy＋ky）i｜＝[image: alt]
 ＝…，这是一个运算量极大的问题，能否减少运算量？

注意到｜z｜＝1，｜z2
 ｜＝1，z·[image: alt]
 ＝1，故｜z2
 ＋kz＋1｜＝｜z2
 ＋kz＋z·[image: alt]
 ｜＝｜z（z＋[image: alt]
 ＋k）｜＝｜z＋[image: alt]
 ＋k｜，因为z＋[image: alt]
 ∈R
 ，若令z＝a＋bi，a，b∈R
 ，则｜z2
 ＋kz＋1｜＝｜2a＋k｜，它是一个实数的绝对值，且a∈［-1，1］，故k≥0时，（｜z2
 ＋kz＋1｜）max
 ＝2＋k；k＜0时，（｜z2
 ＋kz＋1｜）max
 ＝2－k．

综上，（｜z2
 ＋kz＋1｜）max
 ＝2＋｜k｜．

42．由z3
 ＝1，知（z－1）（z2
 ＋z＋1）＝0．若z＝1，则原式＝1＋2＋2＋20＝25；若z≠1，则z2
 ＋z＋1＝0，从而原式＝1＋18＝19．

练习14

1．由｜z1
 ＋z2
 ｜＝4，两边平方得[image: alt]
 ．由｜z1
 ｜＝2，｜z2
 ｜＝3，得[image: alt]
 ，代入得[image: alt]
 ．得[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ．

2．｜z｜＝1，z·[image: alt]
 ＝1，｜z2
 －z＋2｜＝｜z2
 －z＋2z·[image: alt]
 ｜＝｜z（z－1＋2[image: alt]
 ）｜＝｜z－1＋2[image: alt]
 ｜．设z＝a＋bi（a，b∈R
 ），则a2
 ＋b2
 ＝1，｜z－1＋[image: alt]
 ｜＝｜（3a－1）－bi｜＝[image: alt]
 [image: alt]
 ．

由于-1≤a≤1，[image: alt]
 ．当a＝-1时，有最大值；当[image: alt]
 时，有最小值；｜z2
 －z＋2｜max
 ＝4，｜z2
 －z＋2｜min
 ＝[image: alt]
 ．

3．设x1
 ＝cosα，y1
 ＝sinα，x2
 ＝cosβ，y2
 ＝sinβ，x3
 ＝cosγ，y3
 ＝sinγ．0≤α≤β≤γ＜2π，则由例96结论知[image: alt]
 ．[image: alt]
 ＝cos2
 α＋cos2
 β＋cos2
 γ＝cos2
 α＋cos2
 [image: alt]
 ．[image: alt]
 ．

4．建立复平面，不妨设P1
 ＝1，P2
 ＝ε，P3
 ＝ε2
 ，P4
 ＝ε3
 ，这里[image: alt]
 ，则｜P1
 P2
 ｜2
 ＋｜P1
 P3
 ｜2
 ＋｜P1
 P4
 ｜2
 ＝｜1－ε｜2
 ＋｜1－ε2
 ｜2
 ＋｜1－ε3
 ｜2
 ＝（1－ε）（1－[image: alt]
 ）＋（1－ε2
 ）[image: alt]
 ＝1－[image: alt]
 －ε＋1＋1－ε2
 －[image: alt]
 ＋1＝6－（ε＋ε2
 ＋ε3
 ＋[image: alt]
 ）＝6－（ε＋ε2
 ＋ε3
 ＋ε6
 ＋ε5
 ＋ε4
 ）＝6－（-1）＝7．

5．不失不一般性，把x轴和y轴对换，并设正n边形的外接圆半径为1．对于复平面上的任意一个复数z，在σ作用下的像σ（z）
 ＝zε（ε为n次复数单位根）．[image: alt]
 ，[image: alt]
 故选B．

综合练习14

一、选择题

1．[image: alt]
 ，实部是2，所以a＝2，故虚部为[image: alt]
 ．选A．

2．设z＝a＋bi（a，b∈R
 ），则[image: alt]
 －a－bi＝2－4i，从而有[image: alt]
 －a＝2，b＝4，解得a＝3，b＝4，进而得[image: alt]
 ，选D．

3．[image: alt]
 ，即z对应点[image: alt]
 ，所以，a＞4时，在第四象限；a＜-1时，在第二象限；-1＜a＜4时，在第三象限；a＝-1或4时，在坐标轴上．选A．

4．设z＝x＋yi（x，y∈R
 ），则x2
 ＋y2
 ＋2x＝3，即（x＋1）2
 ＋y2
 ＝4，从而z构成的图形是圆．选A．

5．[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，2｜z｜2
 ＋2＝5｜z｜，2｜z｜2
 －5｜z｜＋2＝0，｜z｜＝[image: alt]
 ，或｜z｜＝2，又｜z｜＜1，所以｜z｜＝[image: alt]
 ．选D．

6．设z1
 ＝a＋bi（a，b∈R
 ，b≠0），则z2
 ＝a－bi．由条件[image: alt]
 ，得[image: alt]
 ．又[image: alt]
 是实数，故3a2
 b－b3
 ＝0，即3a2
 ＝b2
 ，从而a2
 ＝[image: alt]
 b2
 ＝[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．选A．

7．设对称点为a＋bi（a，b∈R
 ），则由斜率及中点，得两个方程[image: alt]
 及[image: alt]
 ，得（a－3）2
 ＋（b－2）2
 ＝（a＋1）2
 ＋（b＋2）2
 和a＝b－1，解得a＝0，b＝1，即得对称点为i．选D．

8．[image: alt]
 ＝（sinacosα＋sinβcosβ）＋i（sinαsinβ－cosαcosβ），从而有[image: alt]
 ＝sin2α＋sin2β＝2sin（α＋β）cos（α－β）和0＝-cos（α＋β），得sin（α＋β）＝±1，cos（α－β）＝±[image: alt]
 ，得sin（β－α）＝±[image: alt]
 ．选C．

9．设z＝a＋bi（a，b∈R
 ），则[image: alt]
 ｜（a－1）＋bi｜＝｜（a－1）＋（b＋1）i｜，得2［（a－1）2
 ＋b2
 ］＝（a－1）2
 ＋（b＋1）2
 ，从而有（a－1）2
 ＋（b－1）2
 ＝2，所以圆心是1＋i．选C．

10．由｜z｜＝r，可令z＝r（cosθ＋isinθ），设

[image: alt]


故[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，两式平方相加得[image: alt]
 ，故焦距[image: alt]
 ，选A．

11．用复数知识解决问题（也可用三角知识解题）．由于arctan[image: alt]
 ＝arg（3＋i）等，且（3＋i）（5＋i）（7＋i）（8＋i）＝（14＋8i）（55＋15i）＝10（7＋4i）（11＋3i）＝10·（65＋65i），而65＋65i的辐角主值为[image: alt]
 ，由复数三角形式的乘法意义知选项B正确．

12．[image: alt]
 ．数形结合易知，所求最大值为[image: alt]
 ＋1．选C．

13．设[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．依题意，1－2x＝0，x＝[image: alt]
 ，y∈R
 ，故选A．

14．将[image: alt]
 代入｜Z1
 －Z0
 ｜＝｜Z1
 ｜，则有[image: alt]
 ，两边同乘以[image: alt]
 ，即得[image: alt]
 ，从而得到Z的轨迹是以[image: alt]
 为圆心、[image: alt]
 为半径的圆．选B．

二、填空题

1．由ω5
 ＝1（ω≠1），得ω4
 ＋ω3
 ＋ω2
 ＋ω＋1＝0，所以ω（ω＋1）（ω2
 ＋1）＝ω4
 ＋ω3
 ＋ω2
 ＋ω＝-1．

2．设z＝r（cosφ＋isinφ），r＞1，则[image: alt]
 ＝r（cosφ－isinφ）＋[image: alt]
 （cosφ－isinφ）＝[image: alt]
 ．从而

[image: alt]


两式平方之和有[image: alt]
 （舍去），且cosφ＝cosθ，sinφ＝sinθ，故z＝2（cosθ＋isinθ）．

3．设｜z｜＝r，代入条件，[image: alt]
 ．故[image: alt]
 ，则r4
 ＝16．r＝2，即｜z｜＝2．

4．设z＝2（cosθ＋isinθ），则[image: alt]
 [image: alt]
 ．当sinθ＝0时，[image: alt]
 有最小值．当sinθ＝±1时，[image: alt]
 有最大值[image: alt]
 ．即[image: alt]
 的最大值与最小值的和为4．

5．原式两边乘以z，得[image: alt]
 为非负实数，所以z2
 ＝±｜z｜，故z只能是实数或纯虚数．若z是实数，则z3
 ＝z，z（z－1）（z＋1）＝0，得z＝0，±1．若z是纯虚数，设z＝ai（a∈R
 ，a≠0），则a3
 （-i）＝-ai，a2
 ＝1，得a＝±1，即z＝±i．

综上，z的非零解有±1，±i．

6．由二次方程解得[image: alt]
 ，因为a是负数，且｜z｜＝1所以[image: alt]
 ，得a2
 －a－1＝0，[image: alt]
 ．

7．x5
 －1＝（x－1）（x4
 ＋x3
 ＋x2
 ＋x＋1）＝（x－1）（x－ε）（x－ε2
 ）（x－ε3
 ）（x－ε4
 ）．其中[image: alt]
 ．又[image: alt]
 ，所以（x－ε）（x－ε4
 ）＝x2
 －（ε＋ε4
 ）x＋1＝x2
 －2[image: alt]
 x＋1，（x－ε2
 ）（x－ε3
 ）＝x2
 －（ε2
 ＋ε3
 ）x＋1＝x2
 －2[image: alt]
 x＋1，所以x4
 ＋x3
 ＋x2
 ＋x＋1＝[image: alt]
 ．

三、解答题

1．因为[image: alt]
 ，所以由棣莫弗定理知，[image: alt]
 ，令[image: alt]
 ，所以n的最小值是3，此时[image: alt]
 ．

2．由sint＋cost＝1得[image: alt]
 ，解得t＝2kπ，t＝2kπ＋[image: alt]
 （k∈Z
 ）．

当t＝2kπ（k∈Z
 ）时，s＝1，此时f（s）＝1＋s＋s2
 ＋…＋sn
 ＝n＋1；

当t＝2kπ＋[image: alt]
 （k∈Z
 ）时，s＝i，此时f（s）＝1＋s＋s2
 ＋…＋sn
 ＝[image: alt]
 ；

当n＝4k－1（k∈Z
 ）时，f（s）＝0；

当n＝4k（k∈Z
 ）时，f（s）＝1；

当n＝4k＋1（k∈Z
 ）时，f（s）＝1＋i；

当n＝4k＋2（k∈Z
 ）时，f（s）＝i．

3．令[image: alt]
 ．[image: alt]
 ．设[image: alt]
 ，则A＋Bi＝z＋z3
 ＋…＋z2n－1
 ＝[image: alt]
 ，

[image: alt]


故A＝[image: alt]
 ．

4．根据实系数方程根若有虚根必共轭成对出现，故可设x5
 ＋x4
 ＋ax3
 ＋bx2
 ＋cx＋d＝（x－α）（x＋pi）（x－pi）（x＋qi）（x－qi），其中，α，p，q∈R
 ，p≠q，p＞0，q＞0．展开整理得x5
 ＋x4
 ＋ax3
 ＋bx2
 ＋cx＋d＝x5
 －αx4
 ＋（p2
 ＋q2
 ）x3
 －α（p2
 ＋q2
 ）x2
 ＋p2
 q2
 x－αp2
 q2
 ．比较两边x的系数有1＝-α①，a＝p2
 ＋q2
 ②，b＝-α（p2
 ＋q2
 ）③，c＝p2
 q2
 ④，d＝-αp2
 q2
 ⑤，由①，α＝-1代入③，⑤有b＝p2
 ＋q2
 ，d＝p2
 q2
 ，由②，④有a＝b＝p2
 ＋q2
 ＞0，c＝d＝p2
 q2
 ＞0．从而p2
 ，q2
 为方程t2
 －（p2
 ＋q2
 ）t＋p2
 q2
 ＝0的两个相异正实根．

即方程t2
 －at＋c＝0有两相异正实根，则Δ＝a2
 －4c＞0．故所求的条件为a＝b＞0，c＝d＞0，a2
 ＞4c．

第15章　排列组合、二项式定理

模仿训练：

43．（1）字母K有2个，A有2个，Z，I，G，U各一个，把它们排成一列共有[image: alt]
 ＝10080（种）．

（2）若取走的字母为K或A，则有[image: alt]
 （种）．若取走的字母为Z，I，G，U，则有[image: alt]
 （种）．即共有5040＋5040＝10080种排法．


注：
 这两种情况相同，这是因为它们之间是一一对应的．（1）中任一种排列，去掉最右边一张卡片，就是（2）中某一种排列；反之，（2）中任一种排列，在最右边补上一张去掉的卡片，就是（1）中某一种排列．

44．先假设三辆红车不同，三辆黑车也不相同，第一辆车显然可从36个方格中任取一格，有36种放法．第二辆车由于不能与第一辆车同行，也不能与第一辆车同列，有25种放法，同理，第三、四、五、六车分别有16，9，4，1种放法．

再注意到三辆红车相同，三辆黑车也相同，故共有[image: alt]
 种不同的方法．选D．

45．由容斥原理公式得[image: alt]
 ，选B．

46．不妨设b1
 ＜b2
 ＜…＜b50
 ．因为B中每个元素都有原像，设b1
 原像的集合为A1
 ，其元素个数为x1
 ；b2
 原像的集合为A2
 ，其元素个数为x2
 ；…；b50
 原像的集合为A50
 ，其元素个数为x50
 ，则x1
 ＋x2
 ＋…＋x50
 ＝100．于是，问题转化为求不定方程的正整数解的组数，其有[image: alt]
 组解，故应选D．

47．这种四位数[image: alt]
 的个数，就是不定方程x1
 ＋x2
 ＋x3
 ＋x4
 ＝4满足条件x1
 ≥1，x2
 ，x3
 ，x4
 ≥0的整数解的个数；即y1
 ＋x2
 ＋x3
 ＋x4
 ＝3的非负整解个数，其中y1
 ＝x1
 －1，易知这种解有[image: alt]
 个，即总共有20个这样的四位数．

练习15

1．由公式知，左端[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．故k·2k－1
 ＜499，由于7·26
 ＝448＜499，8×27
 ＝1024＞499．从而1≤k≤7，k∈N
 *
 ．

2．法1：xn
 的系数[image: alt]


故选A．

法2．[image: alt]


xn
 的系数为[image: alt]
 ，故选A．

3．[image: alt]


故最后四位是0001．

4．2401＝492
 ，[image: alt]
 ，注意到2009＝49×41，故所求的结果是1，选B．

5．法1：所有顶点颜色不同的染色方式有[image: alt]
 种，两个相邻顶点颜色相同其余顶点颜色不同的染色方式有[image: alt]
 （种），两对相邻顶点分别同色，余下一个顶点颜色不同的染色方式有[image: alt]
 （种）．所以共有1020种染色方式．

法2：如题图15.1所示，此问题等价于对凸五边形每个顶点染上5种颜色之一，且要求相邻两个顶点颜色不相同．由第12章练习第6题结论知：an
 ＋an－1
 ＝5×4n－1
 ，这里an
 表示凸n边形染色方法种数．且a3
 ＝5×4×3＝60⇒a4
 ＝260⇒a5
 ＝1020．

[image: alt]


题图15.1

6．如题图15.2所示，对于1，2，可属于Ⅰ，Ⅱ中仅仅一个，有22
 种；对于3，4，可属于Ⅲ，Ⅳ，Ⅵ，Ⅶ，有42
 种（不能在Ⅰ和Ⅱ）（B∪C中除Ⅰ、Ⅱ之外）；对于5，6除A∩B中Ⅰ，Ⅱ之外．即Ⅲ，Ⅳ，Ⅴ，Ⅵ，Ⅶ，有52
 种；故共22
 ×42
 ×52
 ＝1600组．

[image: alt]


题图15.2

7．用间接法．先假设各个数字都有4张，则这样4位数共有34
 ＝81个；注意到数字1的卡片只有两张，而取出的4个全部是数字1的数有1个；取出3张数字1的数（另一个是2或3）有2×4＝8个；又数字2只有3张，取出的4个全部是数字2的数有1个．故共有4位数：34
 －1－8－1＝71个．

综合练习15

一、选择题

1．通项[image: alt]
 ，要使其为有理数，则2｜r，4｜r，所以4｜r，0≤r≤50，故r∈｛0，4，8，…，48｝，从而共有13项有理数．选D．

2．对椭圆[image: alt]
 ，有｜x｜≤a，｜y｜≤b，故落在矩形区域｛（x，y）｜｜x｜＜11，｜y｜＜9｝内的椭圆a，b满足a≤10，b≤8且a≠b，故共有10×8－8＝72（个）．

3．由条件，n个盒子所放球只能为1个盒子放2个，其余n－1个盒子各放1个；其中放2个球盒子共有n种选法，放在一起的2个球共有[image: alt]
 种选法，其余n－1个球放在n－1个盒子中，共有（n－1）！种选法．故不同放法共有[image: alt]
 （种）．选D．

4．由条件，前三项系数分别为1，[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ，解得n＝8．从而[image: alt]
 要为有理项，其中，0≤r≤8，则4－[image: alt]
 r∈Z
 ，r＝0，4，8，故共有三项有理项．选B．

5．[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，故相邻两项为第33、34项．选B．

6．若a1
 排第一，共有4！种排法；若a2
 排第二，共有4！种排法；若a1
 排第一且a2
 排第二，有3！种排法．由容斥原理，共有5！－4！－4！＋3！＝78（种）不同排法．选C．

7．不妨设三边长为a，b，c，且a≤b≤c，则c＝11，a＝1时，b只可取11，共1个；a＝2时，共2个；…；a＝6时，共6个；a＝7时，共5个；…；a＝11时，共1个．

故共有1＋2＋…＋6＋5＋4＋…＋1＝36（个）．选D．

8．[image: alt]
 ，r为偶数时Tr＋1
 ＞0；r为奇数时Tr＋1
 ＜0，又[image: alt]
 ，故r＝4或6时，[image: alt]
 最大，即为第5，7项．选C．

9．若a，b相邻，将a，b看成整体，共有4！×2＝48（种）排法；若a，c相邻，同理也有48种排法；若a，b相邻且a，c相邻，则将a，b，c看成整体，有3！种，又b，c可交换，故此时共有3！×2＝12（种）排法．从而所求排法数为5！－48×2＋12＝36（种）．选C．

10．易知ap
 ，aq
 ，as
 成等差数列当且仅当p，q，s成等差数列，即p＋s＝2q（p≠s），即只要p与s同奇偶就对应一个等差数列．令A＝｛a1
 ，a3
 ，…，a19
 ｝，B＝｛a2
 ，a4
 ，…，a20
 ｝，则p，s同属于A或同属于B，再注意到若ap
 ，aq
 ，as
 成等差数列，则as
 ，aq
 ，ap
 也成等差数列，从而不同等差数列共有[image: alt]
 ．故选C．

11．依题意，ak＋1
 －ak
 ＝1或ak＋1
 －ak
 ＝-1，在a2
 －a1
 ，a3
 －a2
 ，…，a11
 －a10
 中设有x个1，则有10－x个-1．依题意知，a11
 －a1
 ＝（a11
 －a10
 ）＋（a10
 －a9
 ）＋…＋（a2
 －a1
 ），所以4＝x－（10－x），即x＝7．从而所有这样的数列个数为[image: alt]
 ．故选B．

12．A，B可停在｛1，2｝，｛2，3｝，｛3，4｝，｛4，5｝共四种可能，且A，B可互换位置；C，D可停在余下三个位置，共有[image: alt]
 种可能，故停放方式共有[image: alt]
 （种）．

13．九个人中先选三个人到第一个工厂，再在余下六个人中选三个人到第二个工厂，那么剩下三个人去第三个工厂，共有[image: alt]
 种方案．选A．

14．法1：六枚棋子的全排列共6！种，其中红、蓝两色车分别在前、在后所占的概率相同，均为[image: alt]
 ；同理马和炮也一样．故所求的不同排列方式共[image: alt]
 （种），选C．

法2：先从六个位置中选出两个放置车，且红车在前，蓝车在后；同理，再放马和炮．从而，共有[image: alt]
 （种），选C．

二、填空题

1．考虑两端x10
 的系数，易知a10
 ＝1．再考虑两端x9
 的系数，右端＝a9
 ＋a10
 ·[image: alt]
 ＝a9
 ＋10．左端x9
 的系数为0，所以a9
 ＝-10．

2．乙、丙两人在四个位置中选两个；其余四人在剩下四个位置中选择，从而共有[image: alt]
 （种）排法．

3．元素共有n个，每个元素共有两种选法，又两部分之间是无序的，故共有[image: alt]
 ·2n
 ＝2n－1
 （种）可能．但空集除外，从而有2n－1
 －1种分法．

4．原题即为在6双手套中选出2双的取法数，即为[image: alt]
 （种）．

5．[image: alt]
 ．故[image: alt]
 ，i＝0，1，…，n．

设ak
 ＝max｛a0
 ，a1
 ，…，an
 ｝，故[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

依题意，k＝2011．故[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．故n＝2413．

6．易知满足条件的正方形只有两类：其边所在的直线与坐标轴垂直，称为“标准正方形”；和其边所在的直线与坐标轴不垂直，称为“斜正方形”．

（1）在“标准正方形”中，边长为1的正方形有52
 个；边长为2的正方形有42
 个；边长为3的正方形有32
 个；边长为4的正方形有22
 个；边长为5的正方形有12
 个．一般地，边长为k的正方形有（6－k）2
 个．

（2）由于以点集I中的点为顶点的“斜正方形”都是某个“标准正方形”的内接正方形，因此，只需考虑“标准正方形”的内接正方形的个数．

显然，边长为1的“标准正方形”没有内接正方形；边长为2的“标准正方形”有1个内接正方形；边长为3的“标准正方形”有2个内接正方形；边长为4的“标准正方形”有3个内接正方形；边长为5的“标准正方形”有4个内接正方形．一般地，边长为k的正方形有k－1个内接正方形．

综合（1），（2）知，符合条件的正方形有52
 ＋42
 ＋32
 ＋22
 ＋12
 ＋0×52
 ＋1×42
 ＋2×32
 ＋3×22
 ＋4×12
 ＝105（个）．

7．只能划左边那个人有[image: alt]
 种可能，右边3个人有[image: alt]
 种可能，其余4个人有[image: alt]
 种可能，故共有[image: alt]
 （种）分配方法．

8．万位上是2的数共有[image: alt]
 ，再倒着数：29876，29875，29874，29873，29867，29865，29864，29863，最后一个数29863即是第833个数．

9．将集合A＝｛0001，0002，…，2011｝中的每个数都截去其末位数字，都会得到集合B＝｛000，001，…，199，200，201｝中的数，而A中形如[image: alt]
 的数，皆可看成由B中的元素[image: alt]
 后面添加数字1而得到；故A中形如[image: alt]
 的元素个数，等于B的元素个数，即202个．

10．可先安装A，B，C，共有[image: alt]
 种，再从A1
 ，B1
 ，C1
 中选出一个顶点安装第四种颜色的灯泡，共有[image: alt]
 种选法，最后给剩余的两个顶点安装：假设剩下的为B1
 ，C1
 ，若B1
 与A同色，则C1
 只能选B点颜色；若B1
 与A不同色，则B1
 与C同色，此时C1
 有A，B处两种颜色可选．故为B1
 ，C1
 选灯泡共有三种选法，即剩下的两个灯有三种情况，故共有[image: alt]
 ·（1＋2）＝216种不同的安装方法．

11．四个9相邻的排列，显然只有一个；三个9相邻的排列，即999x，x为0，1，2，…，8；或x999，x为0，1，2，…，8．共[image: alt]
 ；两个9相邻的排列：分为：（1）a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 中只有两个9，即形如99xx或x99x或xx99，其中x为0，1，2，…，8，共3×9×9＝243（个）；（2）a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 中有3个9．即99x9或9x99，x为0，1，2，…，8．共18（个）．综上，共有1＋18＋243＋18＝280（个）．

12．问题等价于在1711只路灯中插入300只暗灯，所以共有[image: alt]
 种关灯方法．

13．被录用3人的情况：即1，1，1型，有[image: alt]
 种；被录用4人的情况：即2，1，1型，有[image: alt]
 种；被录用5人的情况：即2，2，1型或3，1，1型，有[image: alt]
 ＝540＋360＝900种；被录用6人的情况：即2，2，2型或4，1，1，型或3，2，1型，有[image: alt]
 ＝90＋90＋360＝540种．综上，共有120＋540＋900＋540＝2100种．

14．由于1≤a≤9，0≤b，c，d≤9，记k＝a＋b＝c＋d，则1≤k≤18．

当1≤k≤9，则上式中的a可取｛1，2，…，k｝中的任意值，c可取｛0，1，…，k｝中的任意值，而当a，c取定后，b，d便随之确定，因此满足k＝a＋b＝c＋d的四位数[image: alt]
 有k（k＋1）个；从而满足k≤9的四位数[image: alt]
 共有[image: alt]
 个；

当10≤k≤18，由k＝a＋b＝c＋d知，a，b，c，d皆不能为0，令a1
 ＝10－a，b1
 ＝10－b，c1
 ＝10－c，d1
 ＝10－d，则1≤a1
 ，b1
 ，c1
 ，d1
 ≤9，记k1
 ＝a1
 ＋b1
 ＝c1
 ＋d1
 ，则2≤k1
 ≤10，且四位数[image: alt]
 与四位数[image: alt]
 一一对应．a1
 及c1
 皆可取｛1，2，…，k1
 －1｝中的任意值，而当a1
 ，c1
 取定后，b1
 ，d1
 便随之确定，因此满足k1
 ＝a1
 ＋b1
 ＝c1
 ＋d1
 的四位数[image: alt]
 有（k1
 －1）2
 个，从而满足2≤k1
 ≤10的[image: alt]
 共有[image: alt]
 个，即满足10≤k≤18的四位数[image: alt]
 共有[image: alt]
 个．故“好数”的个数是330＋285＝615．

15．由a1
 ≥1，a2
 －a1
 ≥3，a3
 －a2
 ≥3，14－a3
 ≥0．令a1
 ＝x1
 ，a2
 －a1
 ＝x2
 ，a3
 －a2
 ＝x3
 ，14－a3
 ＝x4
 ，则x1
 ＋x2
 ＋x3
 ＋x4
 ＝14．于是，问题转化为求不定方程在x1
 ≥1，x2
 ≥3，x3
 ≥3，x4
 ≥0下的整数解的组数．将方程转化为x1
 ＋（x2
 －2）＋（x3
 －2）＋（x4
 ＋1）＝11．令x1
 ＝y1
 ，x2
 －2＝y2
 ，x3
 －2＝y3
 ，x4
 ＋1＝y4
 ，而y1
 ＋y2
 ＋y3
 ＋y4
 ＝11的正整数解的组数是[image: alt]
 ，所以符合要求的a1
 ，a2
 ，a3
 的不同取法有[image: alt]
 种．

三、解答题

1．5名志愿者有5！种排法；两位老人相邻且不排在两端共有4种可能；而他们之间可交换，共有2种情况，从而共有4×2×5！＝960（种）排法．

2．（1）这样的整数X有53
 ＝125个；若为偶数，则个位数c只能是2或4，故偶数有5×5×2＝50（个）．

（2）X为3的倍数，等价于a＋b＋c为3的倍数，不计a，b，c的次序，则①3数互异的数组：（1，2，3），（1，3，5），（2，3，4），（3，4，5），共4×3！＝24（个）；②其中有2个数相同的数组有（1，1，4），（2，2，5），（4，4，1），（5，5，2），这样的3位数有4×3＝12（个）．③3个数均相同的数：有5个．

综上，3的倍数的数X共有24＋12＋5＝41（个）．5的倍数的数：当且仅当个位数字为5，共有52
 ×1＝25（个）．

（3）令X＝7（14a＋b）＋2a＋3b＋c，X为7的倍数，即2a＋3b＋c＝x为7的倍数．

由于2×1＋3×1＋1＝6，2×5＋3×5＋5＝30，故6≤x≤30，x＝7，14，21，28．

①x＝7，（a，b，c）＝（1，1，2）这样的数只有1个；

②x＝14，2a＋c＝14－3b．（ⅰ）b＝1，（a，c）＝（5，1），（4，3），（3，5），这样的数有3个；（ⅱ）b＝2，（a，c）＝（3，2），（2，4），这样的数有2个；（ⅲ）b＝3，（a，c）＝（2，1），（1，3），这样的数有2个；（ⅳ）b＝4，5，这样的（a，c）不存在．

③x＝21，同理，2a＋c＝21－3b．（ⅰ）b＝1，不存在；（ⅱ）b＝2，（a，c）＝（5，5），这样的数只有1个；（ⅲ）b＝3，这样的数有2个；（ⅳ）b＝4，这样的数有3个；（ⅴ）b＝5，这样的数有2个；

④x＝28，2a＋c＝28－3b．（ⅰ）b＝1，2，3，4这样的数不存在；（ⅱ）b＝5，这样的数有2个．

综上，7的倍数的数共有18个．

3．（1）[image: alt]
 ．由上式知[image: alt]
 ，由于p是素数，1≤r≤p－1，（p，r）＝1，则[image: alt]
 （这里用到数论的结论，（a，b）＝1，a｜bc，即a｜c）．

（2）[image: alt]
 ．由（1）知，[image: alt]
 都是p的倍数，故[image: alt]
 也是p的倍数．p≥3时，2p
 除以p的余数是2；p＝2时，2p
 除以p的余数是0．


注：
 第（2）问是Fermat定理的特例，Fermat定理的内容是，p为素数时，对任意a有ap
 ≡a（mod p），见第24章模仿训练79．

4．[image: alt]
 [image: alt]
 ；[image: alt]
 ．逐项比较，前两项相同，[image: alt]
 ，且[image: alt]
 还多出最后一项[image: alt]
 ，从而，[image: alt]
 ．

5．（1）满足条件的数组共有[image: alt]
 个．

（2）满足条件的数组共有[image: alt]
 个．

（3）设u，v中对应项同时为0的共有m个，同时为1的共有s个，从而对应项一项为1、一项为0的共有n－m－s个，这里n≥m＋s，从而d（u，v）＝n－m－s．而d（u，w）＋d（v，w）即为u，v中1的总数，从而d（u，w）＋d（v，w）＝2s＋（n－m－s）＝d（u，v）＋2s≥d（u，v），得证．

6．由条件，存在相邻三项[image: alt]
 ，满足[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 ，又[image: alt]
 ，从而a＝3，二项式系数为[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

7．（1）两位数中，十位上的数字可取1，2，3，…，9；个位上的数字由于不能和十位上的数字重复，且与十位上的数字之和不能为9，故对于十位上的每一个数字，相应的个位数字有8种取法，从而满足题意的两位数共有9×8＝72种．

对于三位数，先考虑百位上的数字，可取1，2，3，…，9；再考虑十位上的数字，由于不能与百位重复，且与百位上的数字之和不能为9，故有8种取法；最后考虑个位，由于不能和百位、十位上的数字重复，且和百位、十位上的数字相加都不能等于9，故有6种取法，从而符合题意的三位数有9×8×6＝432种．

（2）五位数存在，如12340就是其中一个；不存在这样的六位数．理由如下：仿照（1）的解法，十万位上有9种取法，万位上有8种取法，千位上有6种取法，百位上有4种取法，十位上有2种取法，个位上有0种取法，矛盾．

（3）由（1）可得，符合题意的两位数有72个，三位数有432个，四位数有9×8×6×4＝1728个．四位数中千位上是1的有8×6×4＝192个；千位上是2，3的也各有192个，由于1081－（72＋432＋192＋192＋192）＝1．所以符合题意的千位是4的最小的数即4012，为B中第1081个元素．

8．[image: alt]
 ，令[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，又[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 为正整数，故（[image: alt]
 ．

第16章　概率与统计

模仿训练：

48．将长为3的线段任意截成三段，设其中两段长为x，y，则第三段长为3－x－y，可以用点（x，y）表示．实验的全部结果构成的区域为Ω＝｛（x，y）｜0＜x＜3，0＜y＜3，0＜3－x－y＜3｝，面积[image: alt]
 ．

设三段能够组成三角形为事件A，事件A所构成的区域为A＝｛（x，y）｜0＜x＜3，0＜y＜3，0＜3－x－y＜3，x＋y＞3－x－y，x＋3－x－y＞y，y＋3－x－y＞x｝＝[image: alt]
 ，面积[image: alt]
 ，如题图16.1所示．故三段能够组成三角形的概率为[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图16.1

49．易得两曲线的交点坐标为A（1，1），如题图16.2所示，且它们围成的区域面积为[image: alt]
 ．而区域D的面积为[image: alt]
 ，故所求概率[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图16.2

50．[image: alt]
 ．设m＝k－1，得[image: alt]
 ．

练习16

1．（1）从始点到达终点，共需移动7步，其中向右移动4步，向上移动3步，即投出4次正面，3次反面，这样的道路选择方式有[image: alt]
 种（或[image: alt]
 ），而所有可能道路选择方式有27
 种，故所求的概率为[image: alt]
 ．

（2）从始点到达A点时，前4步，两步向右，两步向上，即投出两次正面，两次反面；而从A点到达终点时，后3步中，两步向右，1步向上，即投出两次正面，1次反面，故所求的概率为[image: alt]
 ．

2．由题意知A，B相遇的点必在如题图16.3所示的反对角线上，相遇点坐标分别为（0，4），（1，3），（2，2），（3，1），（4，0）．则相遇的概率为

[image: alt]


[image: alt]


题图16.3

3．记A，B，C，D，E的位置分别为5m，5m＋1，5m＋2，5m＋3，5m＋4（其中m为整数），如题图16.4所示．移动n次中逆时针k次，顺时针n－k次，P共移动坐标k－（n－k）＝2k－n次．

[image: alt]


题图16.4

（1）n＝3时，2k－3＝5m＋4，[image: alt]
 ，注意到m为整数，且0≤k≤3，故k＝1；即1次逆时针，2次顺时针，故所求的概率为[image: alt]
 （注：A→B→A→E，A→E→A→E，A→E→D→E）．

（2）n＝4时，2k－4＝5m＋1，[image: alt]
 ，注意到m为整数，且0≤k≤4，故k＝0，；即4次顺时针（A→E→D→C→B）．故所求的概率为[image: alt]
 ．

（3）n＝9时，2k－9＝5m，[image: alt]
 ，注意到m为整数，且0≤k≤9，故k＝2，7；即2次逆时针，7次顺时针或即7次逆时针，2次顺时针．故所求的概率为[image: alt]
 ．

4．（1）显然P1
 ＝P2
 ＝1，[image: alt]
 ；又投掷四次连续出现三次正面向上的情况只有正正正正或正正正反或反正正正，故[image: alt]
 ．

（2）共分三种情况：①如果第n次出现反面，那么前n次不出现连续三次正面和前n－1次不出现连续三次正面是相同的，所以此时不出现连续三次正面的概率是[image: alt]
 Pn－1
 ；②如果第n次出现正面，第n－1次出现反面，那么前n次不出现连续三次正面和前n-2次不出现连续三次正面是相同的，所以此时不出现连续三次正面的概率是[image: alt]
 Pn－2
 ；③如果第n次出现正面，第n－1次出现正面，第n－2次出现反面，那么前n次不出现连续三次正面和前n－3次不出现连续三次正面是相同的，所以此时不出现三次连续正面的概率是[image: alt]
 Pn－3
 ．

综上，[image: alt]
 ．

由上知，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，由这两式有[image: alt]
 ．

所以n≥5时，Pn
 单调递减，又易见P1
 ＝P2
 ＞P3
 ＞P4
 ＞…．

（3）由（2）知n≥3时，Pn
 单调递减，且显然有下界0，所以Pn
 的极限存在．对式子Pn
 ＝Pn－1
 －[image: alt]
 Pn－4
 两边同时取极限可得[image: alt]
 ．

其统计意义，当投掷的次数足够多时，不出现连续三次正面向上的次数非常少，两者比值趋近于零．


注：
 本题的（3）用到了下面定理，单调递增（或递减）且有上界（或有下界）的数列必有极限（见第12章知识拓展）．

综合练习16

一、选择题

1．设甲袋共有x个球，则乙袋有3x个球，且甲袋中红球有[image: alt]
 x个，而甲、乙两袋共有红球[image: alt]
 个，故乙袋中有红球[image: alt]
 个，从而所求概率为[image: alt]
 ．选A．

2．考虑三次检测中，没有一件是二等品的概率是（1－0.1）3
 ＝0.729，故所求概率为1－0.729＝0.271，选A．

3．[image: alt]
 ，于是[image: alt]
 ．选C．

4．首先，一个正整数的三次方的个位数是1的正整数个位数字也必须是1．其次可试得1～100中只有71符合要求，而且末两位是71的均符合要求．故选D．

5．先排一班和其他班．将一班3人看成整体共有[image: alt]
 种排法，又3人内部有3！种可能，再将二班两位同学插在7个空隙中，有[image: alt]
 种可能，从而所求概率为[image: alt]
 ．选A．

6．先考虑一个母细胞，两次分裂后还有细胞存活的概率是[image: alt]
 ．故两个这样的细胞，两次分裂后还有细胞存活的概率为[image: alt]
 ，选A．

7．7个球全被取出的方式共有[image: alt]
 种，由于最后取出的是黑球，黑球在白球之前先全部取完，故最后一个球不能放黑的（否则，白球先取完），故3个黑球全部被取出的方式有[image: alt]
 种，故所求概率为[image: alt]
 ．选B．

二、填空题

1．[image: alt]
 ．

2．要抽1个女生和3个男生，共有[image: alt]
 种方法，总取法有[image: alt]
 种，故所求概率为[image: alt]
 ．

3．一次也不出现1点或2点的概率为[image: alt]
 ．从而所求概率是[image: alt]
 ．

4．两点数之差的绝对值为3的有（1，4），（2，5），（3，6），（4，1），（5，2），（6，3），共6种可能，故其概率为[image: alt]
 ．

5．[image: alt]
 ，而[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．

6．分三种情况讨论．打满五盘甲胜出有6种情况．第五盘必是甲胜，前四盘甲胜两盘，故有[image: alt]
 种情况，概率为[image: alt]
 ；同理，打四盘甲胜出有三种情况，概率为[image: alt]
 ；打三盘甲胜出只有一种情况，概率为[image: alt]
 ；所以甲胜出的概率为[image: alt]
 ．

7．设所取两个数为a，b，且设a＜b，由a＋b≤50，可得2a＜a＋b≤50，则a≤24．若a＝1，b∈｛2，3，…，49｝，共48种；若a＝2，b∈｛3，4，…，48｝，共46种…；若a＝24，b∈｛25，26｝，共2种．故所求概率为[image: alt]
 ．

8．构成的三角形只有两种，为正三角形或等腰直角三角形，下面计算这两种三角形的个数，要构成等腰直角三角形，则其中有两点为一对中心点，选这样一对中心有三种方法，选好之后剩下4个点可任选，故等腰直角三角形有3×4＝12（个），从而正三角形有[image: alt]
 （个），故所求概率为[image: alt]
 ．

9．要不打扰考生则必须每次在两旁的人离开，即每次有2种选择，故共有25
 种可能，故所求概率为[image: alt]
 ．

10．能被25整除的数，末两位只能是25，50或75．对于末两位为25或75，若含有0，则有[image: alt]
 个；若不含0，则有[image: alt]
 个，从而共有[image: alt]
 个符合要求的五位数；对于末两位为50，共有[image: alt]
 个符合要求．从而所求的概率为[image: alt]
 ．

11．正方形个数为n2
 ＋（n－1）2
 ＋…＋12
 ＝[image: alt]
 n（n＋1）（2n＋1），长方形共有[image: alt]
 个．从而所求概率为[image: alt]
 ．

12．将1，2，3，4，5，6，7分成两组，且每组至少有一个数，共有[image: alt]
 种分组方式．显然，每一组数的和为[image: alt]
 ．有下列四种分组方法：｛1，6，7｝，｛2，3，4，5｝；｛2，5，7｝，｛1，3，4，6｝；｛3，4，7｝，｛1，2，5，6，｝；｛1，2，4，7｝，｛3，5，6｝．故所求概率为[image: alt]
 ．

13．[image: alt]
 ．

14．假设第一次比赛时取到新球的个数为m，则[image: alt]
 ．

[image: alt]
 ；

[image: alt]
 ；

[image: alt]
 ．

所以[image: alt]
 ．

15．任意选取正n边形四个顶点，即构成一个四边形，故共有[image: alt]
 个四边形．显然，对偶数条边正多边形，只要确定矩形的一条边，这个矩形就唯一确定了．即只需要确定矩形两个相邻点，或者说“一对”点（还要去掉是正n边形对称轴的“点对”情况）．于是，共选出了[image: alt]
 条矩形的边．再注意到当选取了所有可以作为矩形的边的“点对”后，每条边被重复计算了4次，即矩形的个数为[image: alt]
 ．故所求概率为[image: alt]
 ．

三、解答题

1．（1）共15球，取出4个的方法总数是[image: alt]
 ，其中恰有一个红球的方法是[image: alt]
 ，故恰有一个红球的概率是[image: alt]
 ．

（2）x＝0，1，2，3，4．[image: alt]
 ；[image: alt]
 ．

故x的分布列为

[image: alt]


[image: alt]
 ．

（3）若4球全是红球，共有[image: alt]
 种情况；若4球全是黑球，共有[image: alt]
 种情况；故全为黑球的概率为[image: alt]
 ．

2．（1）含有因子5的三位数共有[image: alt]
 （个），而三位数共有900个，从而所求概率为[image: alt]
 ．

（2）若不含数码0，设两个数码为a，b（a≠b），则三位数可能为[image: alt]
 ，共6种，此时共有[image: alt]
 个；若含有数码0，当数码0有2个时，有9个符合要求；当数码0仅有1个时，有2×9＝18个满足要求，从而共有216＋9＋18＝243个满足要求的三位数，故概率是[image: alt]
 ．

3．（1）[image: alt]
 ．

（2）设第n局甲胜的概率为Pn
 ，则[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．

4．（1）设圆心（0，0）到直线ax－y＋b＝0的距离为d，若C1
 ，C2
 有交点，则d＝[image: alt]
 ，即b2
 ≤2（a2
 ＋1），b＝1，a＝1，2，3，4，5；b＝2，a＝1，2，3，4，5；b＝3时，a＝2，3，4，5；b＝4时，a＝3，4，5；b＝5时，a＝4，5，共19种情况；所以[image: alt]
 ．

（2）交点个数为0时，直线与圆相离，有6种情况；交点个数为1时，直线与圆相切，b2
 ＝2（a2
 ＋1），只有a＝1，b＝2；交点个数为2时，由（1）知直线与圆相交，有18种情况．所以[image: alt]
 ．

5．令M表示针的中点；x表示针投在平面上时，M与最近一条平行线的距离；φ表示针与最近一条平行线的交角，如题图16.5（a）所示．显然，[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图16.5

取直角坐标图示，如题图16.5（b）所示，上式表示φOx坐标系中的一个矩形R．而[image: alt]
 是使针与平行线（此线必为与M点最近的平行线）相交的充分必要条件，不等式[image: alt]
 表示图中阴影部分G，把抛掷针到平面上这件事理解为具有“均匀性”．因此，这个问题等价于向区域R中“均匀分布”地投掷点，求点落入阴影部分的概率P．由积分有关知识，阴影部分的面积为[image: alt]
 ．

故[image: alt]
 ．特别地，当a＝2b时，所求的概率是[image: alt]
 ．

6．（1）n＝1时，袋中白球的个数可能为a个（即取出的是白球），概率为[image: alt]
 ；也可能为a＋1个（即取出的是黑球），概率为[image: alt]
 ．故[image: alt]
 ．

（2）首先[image: alt]
 时，第n＋1次取出来有a＋k个白球的可能性有两种．

第n次袋中有a＋k个白球，显然每次取球后，球的总数保持不变，即a＋b个（故此时黑球有b－k个）．第n＋1次取出的也是白球，这种情况发生的概率为[image: alt]
 ．

第n次袋中有a＋k－1个白球，第n＋1次取出的是黑球，由于每次球的总数为a＋b个，故此时黑球的个数为b－k＋1．这种情况发生的概率为[image: alt]
 ．

故[image: alt]
 ．

（3）第n＋1次白球的个数xn＋1
 的数学期望Exn＋1
 分为两类：

①若第n＋1次取出的是白球，由于每次白球和黑球的总个数为a＋b，这种情形发生的概率是[image: alt]
 ，此时白球的个数的数学期望为Exn
 ．

②若第n＋1次取出的是黑球，这种情况发生的概率是[image: alt]
 ，此时白球的个数变为Exn＋1
 ．故[image: alt]
 [image: alt]
 ．

第17章　直线与圆

模仿训练：

51．设所求直线为l，斜率为k，l1
 ，l2
 的斜率分别为k1
 ，k2
 ．k1
 ＝1，k2
 ＝3．则由l1
 到l2
 的角等于l2
 到l的角，从而[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，解得k＝-7．l1
 ，l2
 的交点：[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ．故所求直线方程为[image: alt]
 ．

52．将点M（1，2）看作是点圆M：（x－1）2
 ＋（y－2）2
 ＝0，则所求即与圆M以直线l为根轴的圆，因此可设所求圆的方程为（x－1）2
 ＋（y－2）2
 ＋m（x＋y－3）＝0，将点A（1，4）代入得m＝-2．故所求圆的方程为x2
 ＋y2
 －4x－6y＋11＝0．

53．依题意，可设所求圆的方程为x2
 ＋y2
 －4x－28＋m（x2
 ＋y2
 －4x－20y＋52）＝0（m≠-1），即[image: alt]
 ．因它与直x＝7相切，所以[image: alt]
 ．解之，得[image: alt]
 或[image: alt]
 ．

故所求圆的方程为x2
 ＋y2
 －4－14y＋28＝0或x2
 ＋y2
 －4x－2y－20＝0．

练习17

1．AB的直线方程：[image: alt]
 ，即x＋3y－7＝0．设P（5cosθ，5sinθ），[image: alt]
 ，显然，当sin（θ＋φ）＝-1时，S△ABP
 有最大值[image: alt]
 ．

2．设所求圆的方程为x2
 ＋y2
 ＋2x－4y＋1＋λ（2x－y＋3）＝0，即x2
 ＋（2＋2λ）x＋y2
 －（4＋λ）y＋1＋3λ＝0，[image: alt]
 ，圆心为[image: alt]
 ．显然，以交点所构成的线段为直径的圆面积最小，即[image: alt]
 在直线2x－y＋3＝0上，[image: alt]
 ．解得[image: alt]
 ，从而圆的方程为[image: alt]
 ．

3．设Q（x′，y′），如题图17.1所示．弦AB所在直线方程是x′x＋y′y＝4，又P在其上，所以x′＋3y′＝4．从而Q满足直线的方程式是x＋3y＝4，它和圆相交．再注意到Q不可能在圆内，故选B．

[image: alt]


题图17.1

综合练习17

一、选择题

1．因坐标原点到圆心（1，-2）的距离d＝[image: alt]
 ，故圆C：（x－1）2
 ＋（y＋2）2
 ＝9上的点到坐标原点O的最小距离为3－[image: alt]
 ．选C．

2．由于最短的弦l1
 与OP垂直，所以l1
 的直线方程为ax＋by－a2
 －b2
 ＝0．故l1
 与l2
 互相垂直．因为圆心O到l2
 的距离为[image: alt]
 ．因为a2
 ＋b2
 ＜r2
 ，所以[image: alt]
 ＜r，所以[image: alt]
 ．所以l2
 与圆相离．选D．

3．题中的可行域为题图17.2中的阴影部分，[image: alt]
 表示点（0，-1）与阴影部分中的点的连线的斜率．要使问题有无穷多解，则点（0，-1）在直线x－ky－2＝0上，即k－2＝0，故k＝2．选C．

[image: alt]


题图17.2

4．依题意，圆（x＋1）2
 ＋（y－2）2
 ＝22
 的圆心（-1，2）在直线ax－by＋1＝0上，故-a－2b＋1＝0，即a＋2b＝1．所以[image: alt]
 ，等号当且仅当b＝[image: alt]
 时成立．选B．

二、填空题

1．圆的方程为（x－2）2
 ＋（y－2）2
 ＝（3[image: alt]
 ）2
 ，半径是3[image: alt]
 ．考虑临界状态的两条直线：每条直线所对的劣弧上恰有一点到直线的距离为[image: alt]
 ，易见此时直线的倾斜角为15°，75°，如题图17.3所示．它们的斜率分别为[image: alt]
 ，从而所求直线的斜率为［[image: alt]
 ］．

[image: alt]


题图17.3

2．由已知可得[image: alt]
 ，如题图17.4所示，阴影部分即为题目条件中的区域．令x＋2y＝t，[image: alt]
 表示直线在y轴上的截距．当直线与圆相切时，t最大．所以[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 （舍去），即x＋2y最大值为[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图17.4

3．因为两个交点关于直线y＝x对称，而这两个交点均在直线x＝my－1上，所以直线x＝my－1垂直于直线y＝x，即有m＝-1．

设两交点为A，B，由垂径定理，AB中垂线必过C（C为圆心），而A，B关于直线y＝x对称，故C在y＝x上，得m＝n，所以圆的方程为x2
 ＋y2
 －x－y＋p＝0，即[image: alt]
 ＝[image: alt]
 －p，则p＜[image: alt]
 ．只要圆与直线x＝-y－1有两个交点即可．把y＝-x－1代入方程，有2x2
 ＋2x＋2＋p＝0．由Δ＝4－4×2×（2＋p）＞0，解得p＜-[image: alt]
 ．综上[image: alt]
 ．

4．设（x－1）2
 ＋（y－2）2
 ＝r2
 ，则r2
 ≤[image: alt]
 ，问题等价于求｜x－1｜＋2｜y－2｜的最大值．令[image: alt]
 ，则｜x－1｜＋2｜y－2｜＝｜rcosθ｜＋2｜rsinθ｜＝r（｜cosθ｜＋2｜sinθ｜）≤[image: alt]
 r≤2．故a≥2．


注：
 此题在柯西不等式习题中出现过，这里用的是参数方程的解法．

5．以O为圆心，OB为半径的圆的方程为x2
 ＋y2
 ＝16．连结OT1
 ，OT2
 ．H为△MT1
 T2
 的垂心，N为OM与T1
 T2
 的交点，易证四边形OT2
 HT1
 是菱形，如题图17.5所示．且H，O关于T1
 T2
 对称，设H（x，y），M（5，m），由切点弦方程（例119）结论知，T1
 T2
 方程为5x＋my＝16．[image: alt]
 ，在T1
 T2
 上，故[image: alt]
 ．又H，O，M三点共线，[image: alt]
 ，所以轨迹方程为5x2
 ＋5y2
 －32x＝0．

[image: alt]


题图17.5

6．[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ，由于｜sin（t＋φ）｜≤1，所以[image: alt]
 ，即x2
 ＋（y＋1）2
 ≥4，即直线系上任意一个点（x，y）到（0，-1）的距离不小于2，这样的直线恰为圆x2
 ＋（y＋1）2
 ＝4的一个包络（直线系中任一条直线均与圆x2
 ＋（y＋1）2
 ＝4相切）．如题图17.6所示，易得两个正三角形的边长分别是4[image: alt]
 或[image: alt]
 ，从而所求的正三角形面积为12[image: alt]
 或[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图17.6

三、解答题

1．法1：由于点（a，a2
 ），（b，b2
 ）都在直线xcosθ＋ysinθ－1＝0上，这是因为它们的坐标都满足直线的方程．而过两个不同点的直线是唯一的，故经过两点（a，a2
 ），（b，b2
 ）的直线方程即xcosθ＋ysinθ－1＝0．坐标原点到直线的距离[image: alt]
 ，显然为定值．

法2：经过两点的直线方程为[image: alt]
 ，即（a＋b）x－y－ab＝0．坐标原点到它的距离为[image: alt]
 ．

注意到a，b为方程x2
 sinθ＋xcosθ－1＝0的两个实根．由韦达定理[image: alt]
 ，d＝[image: alt]
 为定值．

2．如题图17.7所示，易见直线l过点（-1，1），OB：y＝x，由[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ．同理AB：y＝-x＋4，由[image: alt]
 ，可得Q点的横坐标：[image: alt]
 ．因直线l将△OAB面积二等分，故[image: alt]
 ．化简得11m2
 －6m－1＝0，[image: alt]
 ．检验[image: alt]
 不适合（因l与AB线段不相交），从而[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图17.7

3．如题图17.8所示，设圆x2
 ＋（y－3）2
 ＝1的圆心为O′，O′（0，3）．再设Q点坐标为（t，t2
 ），则[image: alt]
 ，从而｜PQ｜≥｜O′Q｜－｜O′P｜≥[image: alt]
 ，等号成立[image: alt]
 ，且O′，P，Q三点共线．即[image: alt]
 ，且O′，P，Q三点共线．故｜PQ｜的最小值为[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图17.8

4．由题意知，O，C1
 ，C2
 共线，如题图17.9所示．设圆C1
 与圆C2
 的半径分别为r1
 ，r2
 ，直线C1
 C2
 的斜率为tanα≠0．令m＝cotα，则圆C1
 与圆C2
 的圆心分别为C1
 （mr1
 ，r1
 ），C2
 （mr2
 ，r2
 ），两圆的方程分别为[image: alt]
 ．

[image: alt]


图题17.9

点P（3，2）是两圆的公共点，所以[image: alt]
 ．由此可知r1
 ，r2
 是方程m2
 r2
 －（6m＋4）r＋13＝0的两个根，即有[image: alt]
 ．从而知直线l的方程为[image: alt]
 ．

第18章　圆锥曲线、参数方程、极坐标

模仿训练：

54．如题图18.1所示，显然椭圆的离心率e＝[image: alt]
 ，右准线方程为[image: alt]
 ．分别过P，A作准线l的垂线，垂足分别为P′，A′，由圆锥曲线的第二定义知，[image: alt]
 ，即｜PF｜＝[image: alt]
 ｜PP′｜，故｜PA｜＋[image: alt]
 ｜PF｜＝｜PA｜＋｜PP′｜≥｜AA′｜＝[image: alt]
 （当且仅当P，A，A′三点共线时等号成立）．

[image: alt]


题图18.1

55．设A（xA
 ，yA
 ），B（xB
 ，yB
 ），C（xc
 ，yc
 ），显然F是椭圆的右焦点，椭圆的离心率为e，由[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ．由椭圆的焦半径公式[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

56．可设P（acosθ，bsinθ），则[image: alt]
 ＝（acosθ＋c，bsinθ）·（acosθ－c，bsinθ）＝a2
 cos2
 θ－c2
 ＋b2
 sin2
 θ＝（a2
 －b2
 ）cos2
 θ－c2
 ＋b2
 ＝c2
 cos2
 θ＋b2
 －c2
 ≥b2
 －c2
 ＝2b2
 －a2
 ，等号成立时cosθ＝0，即P（0，±b）．选D．

57．如题图18.2所示，设直线l的参数方程为[image: alt]
 ，代入x2
 ＋2y2
 ＝8，并化简得[image: alt]
 ＝0，于是｜PA｜·｜PB｜＝｜t1
 ·t2
 ｜＝[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图18.2

58．（1）设直线l的参数方程为[image: alt]
 （这里α是直线的倾斜角，t为参数）．代入y＝x2
 ，得-1＋tsinα＝（-1＋tcosα）2
 ＝t2
 cos2
 α－2tcosα＋1，整理得t2
 cos2
 α－t（2cosα＋sinα）＋2＝0．

若α＝[image: alt]
 ，则t只有一个解，不符合题意；若α≠[image: alt]
 ，则Δ＝（2cosα＋sinα）2
 －8cos2
 α＝-4cos2
 α＋4sinαcosα＋sin2
 α＞0，可得tan2
 α＋4tanα－4＞0，所以k＝tanα＞-2＋[image: alt]
 或k＜-2－[image: alt]
 ．

（2）由[image: alt]
 ，得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，这里P1
 ，P2
 、Q分别对应于t1
 ，t2
 ，t0
 ．由韦达定理知[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，即t0
 ＝[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．

①×2＋②有2x＋y＝-3＋4＝1，即2x＋y＝1．因为[image: alt]
 ，2＋tanα＞[image: alt]
 或2＋tanα＜-[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．又由（1）知α≠[image: alt]
 ，所以x≠-1．故[image: alt]
 ，且x≠-1．

综上，所求轨迹方程为2x＋y－1＝0，且[image: alt]
 ，x≠-1．

59．如题图18.3所示，以F为极点建立极坐标系，则抛物线方程为[image: alt]
 ，设A（m，α），B（n，π＋α），则[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图18.3

60．设P（x0
 ，y0
 ），则椭圆的切线方程是[image: alt]
 ，其与x，y轴交点为[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，从而[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．所以S△
 ≥ab，等号当且仅当[image: alt]
 ，且[image: alt]
 ，即[image: alt]
 时取到．

61．（1）切线方程为[image: alt]
 ．

（2）由点到直线的距离公式知，[image: alt]
 ，d2
 ＝[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

（3）如题图18.4所示，显然[image: alt]
 ，直线L的斜率为[image: alt]
 cott．由到角公式知，所求问题等价于[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 这是显然的．

[image: alt]


题图18.4

练习18

1．将Q点固定，则Q，P，O′三点共线时，｜PQ｜取得最大值，这里O′为圆x2
 ＋（y－4）2
 ＝1的圆心．下面求｜QO′｜的最大值．设Q（2cosθ，sinθ），则[image: alt]
 （当且仅当sinθ＝-1时取到最大值），故｜PQ｜的最大值为6．

2．法1：设A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），如题图18.5所示，则由抛物线定义（焦半径公式）得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．设M（x0
 ，y0
 ），[image: alt]
 ．从而M到y轴的距离不小于[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图18.5

再考虑等号成立时M点的坐标．此时A，F，B三点共线，设A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），则[image: alt]
 ，x1
 －x2
 ＝（y1
 ＋y2
 ）（y1
 －y2
 ），即[image: alt]
 ，从而AB的方程为[image: alt]
 ，又M[image: alt]
 在AB上，所以[image: alt]
 ．即M点的坐标为[image: alt]
 （这里F为抛物线的焦点）．

法2：设[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ＝9．令y1
 －y2
 ＝k，y1
 ＋y2
 ＝t，则k2
 ＋k2
 t2
 ＝9，即[image: alt]
 ．又[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，M与y轴的距离为[image: alt]
 ．当且仅当t2
 ＝2，即M[image: alt]
 时取得最小值．

3．（1）当[image: alt]
 时，[image: alt]
 ，又抛物线y2
 ＝2px的准线方程为[image: alt]
 ．由抛物线定义得，所求距离为[image: alt]
 ．

（2）设直线PA的斜率为kPA
 ，直线PB的斜率为kPB
 ．由[image: alt]
 ，两式相减得（y1
 －y0
 ）（y1
 ＋y0
 ）＝2p（x1
 －x0
 ），故[image: alt]
 ．同理可得kPB
 ＝[image: alt]
 ．

由PA，PB倾斜角互补知kPA
 ＝-kPB
 ，即[image: alt]
 ，所以y1
 ＋y2
 ＝-2y0
 ，故[image: alt]
 ．设直线AB的斜率为kAB
 ，由[image: alt]
 ，两式相减得（y2
 －y1
 ）（y2
 ＋y1
 ）＝2p（x2
 －x1
 ），所以[image: alt]
 ．将y1
 ＋y2
 ＝-2y0
 （y0
 ＞0）代入得[image: alt]
 ，所以kAB
 是非零常数．

4．（1）法1：设A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ）．直线AQ交抛物线于C（x3
 ，y3
 ），则直线AQ：x＝k1
 y－4，直线AB：x＝k2
 y＋4，先将x＝k1
 y－4代入y2
 ＝2ax中，则有y2
 ＝2a（k1
 y－4），即y2
 －2ak1
 y＋8a＝0．由定理知，y1
 y2
 ＝8a．同理y1
 y3
 ＝-8a，所以y2
 ＝-y3
 ．

所以B与C关于x轴对称，即lAQ
 与lBQ
 于x轴对称，所以kAQ
 ＋kBQ
 ＝0．

法2：设AB：x＝ky＋4，代入y2
 ＝2ax，y2
 －2aky－8a＝0，[image: alt]
 ，kAQ
 ＋kQB
 ＝[image: alt]
 ．

（2）因为a＝2，所以抛物线为y2
 ＝4x．那么可设[image: alt]
 ，又P（4，0），并可得A，P中点O′，[image: alt]
 ，如题图18.6所示，则圆的半径[image: alt]
 ．再设直线l′存在且为x＝t．那么要使被以AP为直径的圆截得的弦长为定值m：则[image: alt]
 （这里d（O′，l′）表示O′到直线l′的距离），所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，即t＝3．所以直线l′存在，为x＝3．

[image: alt]


题图18.6

5．（1）依题意可设A（x1
 ，kx1
 ），B（x2
 ，-kx2
 ），M（x，y），则[image: alt]
 ＝（1＋k2
 ）｜x1
 x2
 ｜＝（1＋k2
 ），A，B在y轴同侧，则x1
 x2
 ＞0，所以x1
 x2
 ＝1．

又M为AB的中点，所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，两式平方后相减有4x1
 x2
 ＝4x2
 －[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

故轨迹C是焦点在x轴上，且实半轴长为1，虚半轴长为k的双曲线．

（2）（Ⅰ）联立[image: alt]
 ，消去x得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，依题意，Δ＝4p2
 －[image: alt]
 ＝0，即p＝[image: alt]
 ．把p＝[image: alt]
 代入，得[image: alt]
 ，即y＝k，代入x2
 ＝2py得x2
 ＝2·[image: alt]
 ·k＝2，即x＝±[image: alt]
 ．即切点坐标为[image: alt]
 ，它们分别在定直线x＝[image: alt]
 和x＝-[image: alt]
 上，如题图18.7所示．

[image: alt]


题图18.7

（Ⅱ）由x2
 ＝2py，两边对x求导得2x＝2p·y′，即[image: alt]
 ．故切线斜率分别为[image: alt]
 ，-[image: alt]
 k．过（[image: alt]
 ，k）的切线方程为[image: alt]
 ，即[image: alt]
 kx－y－k＝0．过（-[image: alt]
 ，k）的切线方程为[image: alt]
 ，即[image: alt]
 kx＋y＋k＝0．

综合练习18

一、选择题

1．依题意有方程：[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．椭圆的一条准线方程为[image: alt]
 ，代入双曲线方程中，可得[image: alt]
 ．得y＝±2，故选D．

2．由椭圆的定义，[image: alt]
 ，又｜PF1
 ｜∶｜PF2
 ｜＝5∶1，故[image: alt]
 ，｜PF2
 ｜＝[image: alt]
 ·｜F1
 F2
 ｜2
 ＝｜PF1
 ｜2
 ＋｜PF2
 ｜2
 －2｜PF1
 ｜·｜PF2
 ｜·cosθ，这里θ＝∠F1
 PF2
 ，[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．选A．

3．利用极坐标与平面直角坐标转换公式[image: alt]
 ，选项A，B，C分别为x2
 ＋y2
 ＋2x＋2[image: alt]
 y＝5，x2
 ＋y2
 －6x－4y＝0，x2
 ＋y2
 －x＝1，它们都表示圆；选项D，ρ2
 （cos2
 θ－sin2
 θ）＋2ρ（cosθ＋sinθ）＝1，x2
 －y2
 ＋2x＋2y＝1，表示双曲线．选D．

4．如题图18.8所示，设左顶点的坐标为（4＋2cosθ，1＋2sinθ），依题意，a＝2，a＋4＋2cosθ＝[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，选B．

[image: alt]


题图18.8

5．任取点（x0
 ，y0
 ）在双曲线x2
 －y2
 ＝1上，设其关于圆周C的对称点为（x0
 t，y0
 t），则[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

令[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，故x2
 －y2
 ＝（x2
 ＋y2
 ）2
 ，即P*
 的方程是x2
 －y2
 ＝（x2
 ＋y2
 ）2
 ．选B．

6．注意到直线y＝mx＋b恒过定点（0，b），对所有m∈R
 ，直线与椭圆相交，则当且仅当（0，b）在椭圆的内部．所以[image: alt]
 ，即a2
 （1－b2
 ）＞1，故选B．

7．由条件可设C1
 的方程是[image: alt]
 ，C2
 的方程是[image: alt]
 ．又C1
 ，C2
 过原点，故[image: alt]
 ．由0＜k1
 ＜k2
 ，k1
 k2
 ＝1，知0＜k1
 ＜1＜k2
 ，故[image: alt]
 ，从而C1
 前应带负号，C2
 带正号，且[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，得[image: alt]
 ．选C．

8．两抛物线y＝-x2
 －1，x＝1＋y2
 关于直线y＝-x对称．所求｜PQ｜的最小值为抛物线y＝-x2
 －1上的点到直线y＝-x距离的最小值的两倍．设P（x，-x2
 －1）为y＝-x2
 －1上任意点，则[image: alt]
 ．选C．

9．可令方程为y2
 ＝2px（p＞0）．设[image: alt]
 ．由[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ．所以4y2
 ＝40p－2py，2y2
 ＋py－20p＝0，y2
 ＋y3
 ＝[image: alt]
 ，y2
 y3
 ＝-10p．

依题意，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．由①，③可得[image: alt]
 ，代入④，有[image: alt]
 ．另一方面由①，②可得[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 ，解得p＝8（p＝0舍去）．所以抛物线方程y2
 ＝16x，选A．

10．由[image: alt]
 ，知[image: alt]
 ，代入3x2
 －2[image: alt]
 xy＋5y2
 －6＝0，得3（x′cosθ－y′sinθ）2
 －2[image: alt]
 （x′cosθ－y′sinθ）（x′sinθ＋y′cosθ）＋5（x′sinθ＋ycosθ）2
 －6＝0．

由x′y′项的系数为零，知-6sinθcosθ－2[image: alt]
 （cos2
 θ－sin2
 θ）＋10sinθcosθ＝0，sin2θ－[image: alt]
 cos2θ＝0，故[image: alt]
 ．此时，[image: alt]
 或sin2θ＝-[image: alt]
 ，cos2θ＝-[image: alt]
 ．若sin2θ＝[image: alt]
 ，cos2θ＝[image: alt]
 ，代入得3[image: alt]
 －6＝0，即[image: alt]
 ，此为椭圆；若sin2θ＝-[image: alt]
 ，cos2θ＝-[image: alt]
 ，代入得3[image: alt]
 －6＝0，即[image: alt]
 ，此为椭圆．选B．

二、填空题

1．由[image: alt]
 ，可得（4a2
 ＋b2
 ）x2
 ＝a2
 b2
 ．依题意，（4a2
 ＋b2
 ）c2
 ＝a2
 b2
 ，即（4a2
 ＋b2
 ）（a2
 －b2
 ）＝a2
 b2
 ，[image: alt]
 ，故离心率[image: alt]
 ．

2．设[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 ．当yA
 yB
 ＝-2p2
 时，[image: alt]
 取最小值-4p2
 ．

3．直线[image: alt]
 过抛物线y2
 ＝4x的焦点（1，0），将[image: alt]
 代入y2
 ＝4x，得3x2
 －10x＋3＝0．所以[image: alt]
 ．[image: alt]
 ．由于[image: alt]
 ，解得λ＝[image: alt]
 ，μ＝[image: alt]
 ，所以μ2
 －λ2
 ＝[image: alt]
 ．

4．设A（-a，0），B（a，0），P（x1
 ，y1
 ），M（x2
 ，y2
 ），由[image: alt]
 知，点O，P，M三点共线，可求得[image: alt]
 ，同理求得k3
 ＋k4
 ＝-[image: alt]
 ，故k3
 ＋k4
 ＝-（k1
 ＋k2
 ）＝-5．

三、解答题

1．设∠F1
 PF2
 ＝θ，由余弦定理知，｜F1
 F2
 ｜2
 ＝｜PF1
 ｜2
 ＋｜PF2
 ｜2
 －2｜PF1
 ｜·｜PF2
 ｜cosθ＝（｜PF1
 ｜－｜PF2
 ｜）2
 ＋2｜PF1
 ｜·｜PF2
 ｜（1－cosθ），即（[image: alt]
 ）2
 ＝22
 ＋2｜PF1
 ｜·｜PF2
 ｜（1－cosθ），可得｜PF1
 ｜·｜PF2
 ｜（1－cosθ）＝2．又因为S△F1
 PF2

 ＝[image: alt]
 ｜PF1
 ｜·｜PF2
 ｜sinθ，所以[image: alt]
 ，所以θ＝60°．

2．由[image: alt]
 知，A，B，F2
 三点共线．若直线AB⊥x轴，则x1
 ＝x2
 ＝1，不符合要求．若直线AB斜率存在，设为k，则直线AB的方程为y＝k（x－1）．由[image: alt]
 ，得（4k2
 ＋3）x2
 －8k2
 x＋4k2
 －12＝0①．由Δ＝64k4
 －4（4k2
 ＋3）（4k2
 －12）＝144（k2
 ＋1）＞0，所以x1
 ＋x2
 ＝[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．由x1
 ＋x2
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 可得k2
 ＝[image: alt]
 ．

将k2
 ＝[image: alt]
 代入方程①，得4x2
 －2x－11＝0，解得[image: alt]
 ．又[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 或[image: alt]
 ．

3．（1）由条件得离心率[image: alt]
 ，得a＝b，从而双曲线方程为x2
 －y2
 ＝a2
 ．A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ）在双曲线上，故[image: alt]
 ．由｜QA｜＝｜QB｜，得（x1
 －4）2
 ＋[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，即（x2
 －x1
 ）（x1
 ＋x2
 －8）＝（x1
 －x2
 ）（x1
 ＋x2
 ）．由x1
 ≠x2
 ，知2（x1
 ＋x2
 ）－8＝0，即x1
 ＋x2
 ＝4，从而[image: alt]
 ．

（2）假设存在点A，B，使[image: alt]
 ，则x1
 x2
 ＋y1
 y2
 ＝0，所以[image: alt]
 ，由[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，故a＝y1
 ＝y2
 ＝0，矛盾．所以不存在点A，B满足要求．或者，注意到等轴双曲线的渐近线互相垂直，易知，不存在这样的点A与B．

4．（1）设[image: alt]
 ，则由｜AB｜＝｜AC｜，有[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，由s，t＞0，得[image: alt]
 ，所以（s－t）（st－1）＝0，而s≠t，故st＝1，所以B，C关于y＝x对称．

（2）由｜AB｜＝｜BC｜，得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，由[image: alt]
 ≥2得[image: alt]
 ＝4．△ABC周长为[image: alt]
 ．

5．（1）过A，B分别作l的垂线，如题图18.9所示，垂足分别为A′，B′．由[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ．｜AA′｜＋｜BB′｜＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 （e离心率），解得[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图18.9

（2）设A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），双曲线的方程为[image: alt]
 ．｜AA′｜＋｜BB′｜＝[image: alt]
 ．由[image: alt]
 ，可得（c2
 －4a2
 ）x2
 －6a2
 cx＋a2
 （a2
 －4c2
 ）＝0．根据韦达定理，[image: alt]
 ，代入得[image: alt]
 ，又c＝[image: alt]
 a，故[image: alt]
 ，所以a＝[image: alt]
 ，c＝2，b＝1．所以方程为[image: alt]
 ．

6．（1）依题意[image: alt]
 ，椭圆方程为[image: alt]
 ．

（2）l：y－1＝k（x－0），则[image: alt]
 ，代入[image: alt]
 可得（2＋3k2
 ）x2
 ＋6kx－9＝0．设C（x1
 ，y1
 ），D（x2
 ，y2
 ），由韦达定理知[image: alt]
 ．

由[image: alt]
 ，所以（x1
 ＋[image: alt]
 ，y1
 ）＝（0－x2
 ，1－y2
 ），所以x1
 ＋[image: alt]
 ＝-x2
 ，即x1
 ＋x2
 ＋[image: alt]
 ＝0，[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ；

（3）显然A（0，-2），[image: alt]
 ．

[image: alt]


所以[image: alt]
 ．

7．如题图18.10所示，设另两个顶点为B、C，显然AC斜率存在．不妨设AC的直线方程为y＝kx＋1（k＞0），代入椭圆[image: alt]
 的方程中可得[image: alt]
 ，解得x1
 ＝0（即A点的横坐标），[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图18.10

由弦长公式，[image: alt]
 （因k＞0），同理，[image: alt]
 ．｜AC｜＝｜AB｜[image: alt]
 （k-1）[image: alt]
 （k－1）［k2
 ＋（1－a2
 ）k＋1］＝0．

考虑关于k的方程k2
 ＋（1－a2
 ）k＋1＝0，其判别式Δ＝（1－a2
 ）2
 －4．当Δ＞0时，a＞[image: alt]
 ，其两根设为k1
 ，k2
 ，由于[image: alt]
 ，故两根必为正根．显然k1
 ≠1，k2
 ≠1，故关于k的方程（k－1）［k2
 ＋（1－a2
 ）k＋1］＝0有三解．相应地，这样的三角形有三个．当Δ＝0时，a2
 ＝3，a＝[image: alt]
 ．此时方程k2
 ＋（1－a2
 ）k＋1＝0的解k＝1，故方程（k－1）［k2
 ＋（1－a2
 ）k＋1］＝0只有一解．相应地，这样的等腰直角三角形只有一个．当Δ＝（1－a2
 ）2
 －4＜0时，显然方程只有k＝1这一解．相应地，这样的等腰直角三角形只有一个．

综上，a＞[image: alt]
 时，这样的等腰直角三角形有三个；1＜a≤[image: alt]
 时，这样的等腰直角三角形只有一个．


注：
 （1）对于式[image: alt]
 ，由于AB，AC斜率互为负倒数，故只要在[image: alt]
 的表达式中将k换成-[image: alt]
 ，即为｜AB｜，解析几何要注意积累这方面的解题技巧．

（2）一般来说，解析几何中很多问题需要运用“设而不求”的思想，像本题中“将直线AC的方程和椭圆方程联立起来求交点的坐标”这一方法在解析几何中一般比较“忌讳”，而本题主要因为A（0，1）在椭圆上才这样做．

8．先看a＜0的情形．如题图18.11（a）所示，显然，无论（1，-2）在抛物线y＝ax2
 形内，还是在形外．y＝ax2
 与l1
 ，l2
 始终至少有一条相交，故a＜0符合题意．

[image: alt]


题图18.11

若a＞0，过（1，-2）作抛物线y＝ax2
 的切线，设这两条切线的张角为θ．若θ≤90°，则总可以找出两条互相垂直的直线，使这两条直线与y＝ax2
 不相交（题图18.11（b））；若θ＞90°，则过（1，-2）的两条直线中，必有一条与y＝ax2
 相交（题图18.11（c））．于是，原问题转化为如下一个问题：过（1，-2）作抛物线y＝ax2
 的切线，这两条切线对抛物线的张角＞90°．

设过（1，-2）的切线方程为y＝k（x－1）－2，由[image: alt]
 知ax2
 －kx＋k＋2＝0．令Δ＝k2
 －4ak－8a＝0．设方程两根为k1
 ，k2
 ，则θ＞90°⇔k1
 k2
 ＞-1．由韦达定理，-8a＞-1，即a＜[image: alt]
 ．

综上，a的取值范围是[image: alt]
 ．

9．（1）F（-2λ，0），l：y＝k（x＋2λ）．设A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ）．由[image: alt]
 ，可得（3－k2
 ）x2
 －4k2
 λx－（4k2
 λ2
 ＋3λ2
 ）＝0．由韦达定理，[image: alt]
 ＜0，得[image: alt]
 且k≠0．y1
 ＋y2
 ＝k（x1
 ＋x2
 ＋4λ）＝[image: alt]
 ．

设M（x，y），则[image: alt]
 ＝（x1
 ＋x2
 ，y1
 ＋y2
 ）＝（x1
 ＋x2
 ，k（x1
 ＋x2
 ）＋4kλ）＝[image: alt]
 ．故[image: alt]
 且[image: alt]
 k．消去参数k，可得M的轨迹方程为3x2
 ＋12λx－y2
 ＝0（x＞0）．

（2）即求使[image: alt]
 的k．x1
 x2
 ＋y1
 y2
 ＝x1
 x2
 ＋k2
 （x1
 x2
 ＋2λ（x1
 ＋x2
 ）＋4λ2
 ）＝（1＋k2
 ）·[image: alt]
 ＋4k2
 λ2
 ＝0，解得k2
 ＝[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．显然，[image: alt]
 ．综上，所求的k为±[image: alt]
 ．

10．（1）由题意得[image: alt]
 ，解得a＝2，c＝[image: alt]
 ，b＝1，所以所求的椭圆方程为[image: alt]
 ＋y2
 ＝1．

（2）如题图18.12所示，直线AB，EF的方程分别为x＋2y＝2，y＝kx（k＞0）．设D（x0
 ，kx0
 ），E（x1
 ，kx1
 ），F（x2
 ，kx2
 ），其中x1
 ＜x2
 ，且x1
 ，x2
 满足方程（1＋4k2
 ）x2
 ＝4，故x2
 ＝-x1
 ＝[image: alt]
 ．由[image: alt]
 知x0
 －x1
 ＝6（x2
 －x0
 ），得[image: alt]
 ；由D在AB上知x0
 ＋2kx0
 ＝2，得[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 ，化简得24k2
 －25k＋6＝0，解得k＝[image: alt]
 或[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图18.12

（3）根据点到直线的距离公式和[image: alt]
 知，点E，F到AB的距离分别为[image: alt]
 ，又[image: alt]
 ，所以四边形AEBF的面积为S＝[image: alt]
 ｜AB｜（h1
 ＋h2
 ）＝[image: alt]
 ．即当k＝[image: alt]
 时，四边形AEBF有最大面积[image: alt]
 ．


注：
 此题（3）曾在柯西不等式一章中出现．

11．法1：（1）设椭圆方程为[image: alt]
 （a＞b＞0）．因为它与直线y＝x－[image: alt]
 只有一个交点，所以方程组[image: alt]
 只有一解．即方程b2
 x2
 ＋a2
 （x－[image: alt]
 ）2
 ＝a2
 b2
 有相等两根⇔方程（b2
 ＋a2
 ）x2
 －2[image: alt]
 a2
 x＋3a2
 －a2
 b2
 ＝0有相等两根．所以Δ＝（-2[image: alt]
 a2
 ）2
 －4（a2
 ＋b2
 ）（3a2
 －a2
 b2
 ）＝0，得a2
 ＋b2
 ＝3．因为焦点为（-1，0），（1，0），所以a2
 －b2
 ＝1．所以[image: alt]
 ，所以椭圆方程为[image: alt]
 ．

（2）若PQ斜率不存在（或为0），则[image: alt]
 ；PQ斜率存在（且不为0），设为k，则MN斜率为-[image: alt]
 （k≠0）．所以直线PQ方程为y＝kx＋k．设PQ与椭圆交点坐标P（x1
 ，y1
 ），Q（x2
 ，y2
 ），联立方程[image: alt]
 ，x1
 ，x2
 为方程（2k2
 ＋1）x2
 ＋4k2
 x＋2k2
 －2＝0的根．所以[image: alt]
 ．同理[image: alt]
 ．

所以[image: alt]
 ．因为[image: alt]
 ，当且仅当k2
 ＝1时等号成立．所以[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

综上，SPMQN
 的面积的最小值为[image: alt]
 ，最大值为2．

法2：以F1
 为极点，垂直于左准线的方向为极轴的正方向，建立极坐标系．则椭圆的方程为[image: alt]
 ，又l1
 ⊥l2
 ，则[image: alt]
 ，F1
 Q＝[image: alt]
 ．

四边形PMQN的面积为SPMQN
 ＝[image: alt]
 PQ·MN＝[image: alt]
 （F1
 P＋F1
 Q）·（F1
 M＋F1
 N）＝[image: alt]
 ·[image: alt]
 ．由[image: alt]
 得e＝[image: alt]
 ，p＝1代入得SPMQN
 ＝[image: alt]
 ，故SPMQN
 的最大值为[image: alt]
 ，SPMQN
 的最小值为[image: alt]
 ．

12．显然A，B只能是第一象限上的两个交点，如题图18.13所示，设A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），联立[image: alt]
 ，可得x2
 ＋2（p－2）x＋1＝0．此方程有两个正根，则[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ，所以p＜1．

[image: alt]


题图18.13

由[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ，又p＜1，故[image: alt]
 ．

13．法1：由条件，设椭圆的参数方程为[image: alt]
 （其中θ∈［0，2π），θ为参数），代入抛物线方程得4cos2
 θ＝2（a＋sinθ），从而a＝2cos2
 θ－sinθ＝-2sin2
 θ－sinθ＋2＝-2[image: alt]
 ，因为[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

法2：数形结合，分别计算出两种临界状态（题图18.14），[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图18.14

14．由题意可知直线AQ，OP的斜率存在，故设为k，则直线AQ的方程为y＝k（x＋a），直线OP的方程为y＝kx．容易求出R（0，ka），则[image: alt]
 ．

设A（x1
 ，y1
 ），Q（x2
 ，y2
 ），如题图18.15所示，联立方程[image: alt]
 ，消去y得（a2
 k2
 ＋b2
 ）x2
 ＋2a3
 k2
 x＋k2
 a4
 －a2
 b2
 ＝0，[image: alt]
 ，则

[image: alt]


[image: alt]


题图18.15

设y＝kx与椭圆另一交点为M（x3
 y3
 ），P（x4
 ，y4
 ），联立方程[image: alt]
 ，消去y得（a2
 k2
 ＋b2
 ）x2
 －a2
 b2
 ＝0，x3
 ＋x4
 ＝0，[image: alt]
 ．故[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，而[image: alt]
 ，所以AQ，[image: alt]
 OP，AR成等比数列．

15．（1）设P（x，y），[image: alt]
 ，依题意，（-2－x）（2－x）＋y2
 ＝2x2
 ，即y2
 －x2
 ＝4．

（2）如题图18.16所示，设直线MN：x－2＝my（m≠0），代入y2
 －x2
 ＝4，有（1－m2
 ）y2
 －4my－8＝0，设方程两根为y1
 ，y2
 ，则[image: alt]
 ，解得1＜m2
 ＜2，m＞0，所以1＜m＜[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图18.16

设R（x0
 ，y0
 ），则[image: alt]
 ，x0
 ＝2＋my0
 ＝[image: alt]
 ．[image: alt]
 ．

16．法1：设直线AB的方程为x＝my＋c，代入[image: alt]
 得（a2
 ＋b2
 m2
 ）y2
 ＋2b2
 cmy－b4
 ＝0．

设A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），则[image: alt]
 ．所以S△F1
 AB
 ＝[image: alt]
 ｜F1
 F2
 ｜·｜y1
 －y2
 ｜＝[image: alt]
 ．由[image: alt]
 ，得a＝2c，[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 ．而[image: alt]
 ．所以S△F1
 AB
 ≤4c2
 ×[image: alt]
 ＝3c2
 ．当且仅当m＝0时，S△F1
 AB
 ＝3c2
 ．故3c2
 ＝6，c2
 ＝2，a2
 ＝8，b2
 ＝6，所求方程为[image: alt]
 ．

法2：由对称性不妨考虑过F1
 的直线与椭圆交于A，B两点，则△F2
 AB的最大面积为6．以F1
 为极点，F1
 F2
 所在的直线为极轴，建立极坐标系，则椭圆的方程为[image: alt]
 （这里e是离心率，p是焦点到准线的距离，即[image: alt]
 ）．令A（ρ1
 ，θ），B（ρ2
 ，π＋θ），则S△F2
 AB
 ＝[image: alt]
 ×2c·（ρ1
 ＋ρ2
 ）·sinθ＝[image: alt]
 ．

易知a＝2c，b＝[image: alt]
 c，故[image: alt]
 ，由分式函数性质知[image: alt]
 （θ＝[image: alt]
 时取最小值），故（S△F2
 AB
 ）max
 ＝3c2
 ＝6，则c2
 ＝2，a2
 ＝8，b2
 ＝6．故所求椭圆方程[image: alt]
 ．

17．设直线AB，AC的斜率分别为k1
 ，k2
 ，则[image: alt]
 ，由[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，显然此方程有一根为-4，则另一根[image: alt]
 ，从而[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

同理得[image: alt]
 ，直线BC的方程为[image: alt]
 ，即9x＋8（k1
 ＋k2
 ）y＝0，故过坐标原点（0，0）．

18．法1：显然当C，B重合时，即C点的横坐标为[image: alt]
 ，∠BAC＝0°，不符合题意；当C，B不重合时，设A（2pt2
 ，2pt），C（x0
 ，0），则∠BAC恒为锐角⇔｜BC｜2
 ＜｜AB｜2
 ＋｜AC｜2
 恒成立，代入得[image: alt]
 ＋（2pt）2
 ＋（2pt2
 －x0
 ）2
 ＋（2pt）2
 [image: alt]
 ＜4p2
 t4
 －2p2
 t2
 ＋[image: alt]
 ＋4p2
 t2
 ＋4p2
 t4
 －4pt2
 x0
 ＋[image: alt]
 -px0
 ＜8p2
 t4
 ＋6p2
 t2
 －4pt2
 x0
 ⇔（4t2
 －1）x0
 ＜2p（4t4
 ＋3t2
 ）．

若4t2
 －1≤0，显然上式恒成立，即∠BAC为锐角；

若4t2
 －1＞0，t2
 ＞[image: alt]
 ，则[image: alt]
 恒成立[image: alt]
 ，令4t2
 －1＝u（u＞0），[image: alt]
 ，即u＝2，即[image: alt]
 时取等号，从而0＜x0
 ＜[image: alt]
 ．

综上，C点的横坐标范围为[image: alt]
 ．

法2：显然当C，B重合时，即C点的横坐标为[image: alt]
 ，∠BAC＝0°，不符合题意；当C，B不重合时，设A（x0
 ，y0
 ），C（x1
 ，0）（x1
 ＞0），∠BAC恒为锐角，所以[image: alt]
 恒成立，即[image: alt]
 恒成立，又[image: alt]
 代入，所以[image: alt]
 ．对∀x0
 ∈（0，+∞）恒成立⇔（Ⅰ）方程[image: alt]
 无实根，Δ＝[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ；（Ⅱ）设[image: alt]
 ，如题图18.17所示，则[image: alt]
 ，即0＜x1
 ≤[image: alt]
 p．

[image: alt]


题图18.17

综上，C点的横坐标范围为[image: alt]
 ．

19．（1）如题图18.18所示，对x2
 ＝4y求导，y′＝[image: alt]
 x．设[image: alt]
 ，由导数的几何意义知BC的斜率kBC
 ＝[image: alt]
 x0
 ．由题意知[image: alt]
 ，设[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，即x1
 ＋x2
 ＝2x0
 ，有x2
 ＝2x0
 －x1
 ．从而[image: alt]
 ．[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．由kAC
 ＝-kAB
 ，则∠DAC＝∠DAB，所以d1
 ＝d2
 ，再结合d1
 ＋d2
 ＝[image: alt]
 ｜AD｜知∠DAC＝∠DAB＝45°，故△ABC是直角三角形．

[image: alt]


题图18.18

（2）由（1），不妨设C在AD上方，AB的方程为y－[image: alt]
 x2
 0
 ＝-（x＋x0
 ）．由[image: alt]
 ，得到另一个交点[image: alt]
 ．AC方程为[image: alt]
 ＝x＋x0
 ，由[image: alt]
 ，得到另一交点[image: alt]
 ．

｜AB｜＝[image: alt]
 ｜（x0
 －4）－（-x0
 ）｜＝[image: alt]
 ｜2x0
 －4｜，｜AC｜＝[image: alt]
 ｜x0
 ＋4－（-x0
 ）｜＝[image: alt]
 ｜2x0
 ＋4｜，所以S△ABC
 ＝[image: alt]
 ·2｜2x0
 －4｜·｜2x0
 ＋4｜＝240，解得x0
 ＝±8，故A（8，16）或A（-8，16）．x0
 ＝8时，B（4，4），C（12，36），BC的方程为y＝4x－12．x0
 ＝-8时，B（-12，36），C（-4，4），BC的方程为y＝-4x－12．


注：
 此题的关键是证明d1
 ＝d2
 ．

20．（1）设｜PF1
 ｜＝m，｜PF2
 ｜＝n，则在△PF1
 F2
 中，由余弦定理得｜F1
 F2
 ｜2
 ＝｜PF1
 ｜2
 ＋｜PF2
 ｜2
 －2｜PF1
 ｜·｜PF2
 ｜cos[image: alt]
 ＝（｜PF1
 ｜－｜PF2
 ｜）2
 ＋｜PF1
 ｜·｜PF2
 ｜，即4c2
 ＝4a2
 ＋mn，所以mn＝4b2
 ．

又S△F1
 PF2

 ＝[image: alt]
 ｜PF1
 ｜·｜PF2
 ｜sin[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以mn＝12a2
 ．b2
 ＝3a2
 ，e2
 ＝[image: alt]
 ，e＝2．

（2）由（1），双曲线方程为[image: alt]
 ．

设Q（x0
 ，y0
 ）（x0
 ，y0
 ＞0），当QF2
 垂直于x轴时，x0
 ＝2a，y0
 ＝3a，则tan∠QAF2
 ＝[image: alt]
 ＝1，所以∠QAF2
 ＝[image: alt]
 ．∠QF2
 A＝[image: alt]
 ＝2∠QAF2
 ．

猜想当λ＝2时，∠QF2
 A＝λ∠QAF2
 总成立．当QF2
 与x轴不垂直时，tan∠QAF2
 ＝[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

又[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

又∠QF2
 A，2∠QAF2
 均在[image: alt]
 内，所以∠QF2
 A＝2∠QAF2
 ．

故存在λ＝2，使∠QF2
 A＝λ∠QAF2
 恒成立．


注：
 设P是双曲线[image: alt]
 （或椭圆[image: alt]
 ）上一点，如题图18.19所示，∠F1
 PF2
 ＝θ（F1
 ，F2
 分别是左、右焦点），则S△PF1
 F2

 ＝b2
 cot[image: alt]
 （或b2
 tan[image: alt]
 ）．

[image: alt]


题图18.19

第19章　立体几何

模仿训练：

62．（1）如题图19.1所示，[image: alt]
 ．在△EFG中，[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ，VE－BFG
 ＝VB－EFG
 [image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图19.1

（2）△EFG在面AA1
 D1
 D上的射影是△A1
 EF，故[image: alt]
 ，θ＝arccos[image: alt]
 ．

63．如题图19.2所示，考虑过C出发的三条射线CA，CB，CP．由已知PA＝AB＝a，则[image: alt]
 ．故[image: alt]
 ，cos∠PCA＝cos45°＝[image: alt]
 ，cos∠ACB＝cos60°＝[image: alt]
 ．由空间余弦定理知，设二面角A－PC－B的大小为θ，则cosθ＝[image: alt]
 ．故θ＝arccos[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图19.2

64．（1）如题图19.3所示，过M作MN⊥CD于N，过N作NE⊥AB于E，连ME，则ME⊥AB．设MN＝x，则NC＝EB＝x，ME＝[image: alt]
 x，在Rt△MNE中，3x2
 ＝x2
 ＋2，即x＝1，即M是SC的中点．

[image: alt]


题图19.3

（2）如图，A-BSM构成三面角，设二面角S－AM－B的二面角大小为θ，α＝∠SAB，β＝∠SAM，γ＝∠BAM．因为，SD⊥ABCD，AD⊥AB，SA在底面ABCD上的射影是AD，所以SA⊥AB，α＝∠SAB＝90°．因（1），可知△ABM是边长为2的等边三角形，所以γ＝60°．在△SAM中，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．cosθ＝[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

65．设这个简单多面体五边形有x个，六边形有y个，则多面体顶点数V＝n，面数F＝x＋y，棱数[image: alt]
 ．

根据欧拉公式，有[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ；另一方面，棱数也可以由多面体的边数表示，即[image: alt]
 ，即5x＋6y＝3n②．①代入②得5x＋12＋3n－6x＝3n，解得x＝12．即多面体中五边形的个数都是12．

练习19

1．（1）如题图19.4所示，因为AC∥A1
 C1
 ，所以AC∥面A1
 C1
 E，故VA－A1
 C1
 E
 ＝VC－A1
 C1
 E
 ．

[image: alt]


题图19.4

（2）[image: alt]
 ．在S△A1
 C1
 E
 中，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，即h＝[image: alt]
 a．

2．如题图19.5所示，构造一个长方体ABCD－A′B′C′D′，使得AC＝4，AB′＝5，AD′＝6；则三棱锥AB′CD′正好满足对棱相等，棱长分别为4，5，6．

[image: alt]


题图19.5

该三棱锥的外接球即为长方体的外接球．由勾股定理知，AB2
 ＋AD2
 ＝16；AD2
 ＋AA′2
 ＝36，AB2
 ＋AA′2
 ＝25；所以[image: alt]
 ，则长方体的体对角线即长方形的外接圆的直径为[image: alt]
 ，故该三棱锥的外接球体积[image: alt]
 ．

3．如题图19.6所示，设平行的平面与PB，PC分别交于G，H，GH与PD交于E，则[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图19.6

考虑AME截△POD，由梅涅劳斯定理有[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．故[image: alt]
 ，即上下两部分体积比为4∶21．

4．由题意，四球心组成棱长为2的正四面体的四个顶点，则正四面体的高h＝[image: alt]
 ．而第四个球的最高点到第四个球的球心距离为球的半径1，且三个球心到桌面的距离都为1，故第四个球的最高点与桌面的距离为[image: alt]
 ．

综合练习19

一、选择题

1．如题图19.7所示，取A1
 D1
 中点G，连接FG，则EF与BC1
 所成角即∠GEF．不妨设正方体棱长为1，则[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．选B．

[image: alt]


题图19.7

2．如题图19.8建立空间直角坐标系，取AD的中点K，连PK，依题意tan∠PKO＝[image: alt]
 ，设AB＝2，则[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，设[image: alt]
 所成角为θ，则[image: alt]
 ，选B．

[image: alt]


题图19.8

3．连接CM，DM，易知DM＝CM＝[image: alt]
 ．在△CMN中，用勾股定理即可．选A．

4．每条棱均是两个相邻面所共有的，故每一条棱被算两次，即5F＝30×2，即F＝12．由欧拉公式，F＋V＝E＋2，所以V＝30＋2－12＝20．选A．

5．如题图19.9所示，将m平移过A点，仍记为m，将n平移过B点，仍记为n．设m在平面β上投影为m′，点A在平面β上投影为A′，则A′在m′上，m′与n的交点记为C，则∠A′CB即为所求．因为AB⊥直线m，所以AB⊥直线m′，由三垂线定理知A′B⊥A′C．由α∥β，AB与α所成的角为[image: alt]
 ，知AB与β所成的角为[image: alt]
 ，即∠ABA′＝[image: alt]
 ．又因为∠ABC＝[image: alt]
 ，由折叠角公式cos∠ABC＝cos∠ABA′·cos∠A′BC，知∠A′BC＝[image: alt]
 ．在Rt△A′BC中，∠A′CB＝[image: alt]
 －∠A′BC＝[image: alt]
 ，选B．

[image: alt]


题图19.9

6．如题图19.10所示，过点M作MH∥BC交AB于H，则[image: alt]
 ，又AM＝FN，AC＝FB，所以[image: alt]
 ，故NH∥AF，NH⊥AB，MH⊥AB，所以∠MHN＝60°．

[image: alt]


题图19.10

设AH＝x（0≤x≤2），则MH＝x，NH＝2－x，所以[image: alt]
 ．因此1≤MN≤2．选B．

7．如题图19.11，四面体ABCD中，AB＝x，其余边长为1．取AB的中点E，则CE⊥AB，DE⊥AB，故AB⊥面CDE．在△CDE中，[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．所以，[image: alt]
 （[image: alt]
 时取等号）．而x∈（0，[image: alt]
 ），显然[image: alt]
 在定义域中，故V（x）在定义域上不是增函数，但有最大值．选D．

[image: alt]


题图19.11

8．如题图19.12所示，四边形ABCD是菱形，且∠DAB＝[image: alt]
 ，故△ABD是等边三角形，E是AB的中点，故DE⊥AB．由三垂线逆定理得PE⊥AB，FE⊥AB，所以∠PEF即是二面角P－AB－F的平面角．设PD＝AD＝1，则[image: alt]
 ．在△PEF中，由余弦定理可知[image: alt]
 ．选C．

[image: alt]


题图19.12

9．如题图19.13，将异面直线平移到A点，记此时两条直线为a，b．a，b成60°，a，b所确定的平面为α，令l′，l分别为a，b的两条角平分线，则与a，b所成角相等的平面β必过l或l′．而过l′与a，b所成角的最大值为30°．这种情况不符合要求．过l的平面与a，b所成角的范围为（0，60°］．绕l适当转动平面β，并由对称性知，符合要求的平面有且仅有两个．选B．

[image: alt]


题图19.13

10．设小球半径是r．考虑其轴截面，如题图19.14（a）所示，利用大球与小球的球心距以及勾股定理，可得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．考虑大球及小球在底面上的投影，如题图19.14（b）所示，则现在只要计算在半径为[image: alt]
 的圆内能放入多少个与之相切的半径为r的圆．考虑一个小圆对于大圆圆心的张角α，其中[image: alt]
 ，则α＝[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．选B．

[image: alt]


题图19.14

11．在△A′BC中，过P作PH⊥A′C，垂足为H，如题图19.15所示．则P到侧面ACC′A′的对角线的距离是PH，A′B＝[image: alt]
 ，A′C＝[image: alt]
 ，BC＝1，则由余弦定理知cos∠BA′C＝[image: alt]
 ，从而[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，选C．

[image: alt]


题图19.15

12．如题图19.16所示，作PP′⊥A′B′，则PP′是三棱柱的高．再过P′作P′H⊥A′C′，则∠PHP′＝α，设AP＝x，则BP＝1－x（0≤x≤1），P′H＝A′P′·sin60°＝[image: alt]
 x，[image: alt]
 ．同理可知[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 （当x＝[image: alt]
 时取等号）．选C．

[image: alt]


题图19.16

13．如题图19.17所示，设两球的半径为r1
 和r2
 ，圆心为O1
 和O2
 ，则O1
 ，O2
 在对角线上，O1
 O2
 ＝r1
 ＋r2
 ，设主对角线为AB，O1
 A＝[image: alt]
 r1
 ，O2
 B＝[image: alt]
 r2
 ，故[image: alt]
 ．选C．

[image: alt]


题图19.17

14．如题图19.18所示，作MM1
 ⊥AD于M1
 ，NN1
 ⊥DC于N1
 ，下面证明M1
 N1
 ∥AC．由MM1
 ∥平面A1
 ACC1
 及MN∥平面A1
 ACC1
 ，且MM1
 与MN相交．故MNN1
 M1
 所确定的平面与A1
 ACC1
 平行（如果一个平面内有两条相交直线和另一个平面平行，则这两个平面平行），现ABCD分别去截这两个平行平面，故它们的交线M1
 N1
 ∥AC．设DM1
 ＝DN1
 ＝x，则MM1
 ＝x，NN1
 ＝1－x．过M作MH⊥NN1
 于H，NH＝1－2x，M1
 N1
 ＝[image: alt]
 x．由勾股定理[image: alt]
 ．当x＝[image: alt]
 时，MN取到最小值[image: alt]
 ．选A．

[image: alt]


题图19.18

15．如题图19.19所示，连接NM与CB延长交于D，连AD．连接MN与CC1
 延长交于E，依题意知E点也在A，M，N，D所确定的平面内．设平面AMN交A1
 C1
 于F．令原三棱柱底面积为S，高为h．平面将原三棱柱分成为上、下两部分体积分别记为V上
 、V下
 ．

[image: alt]


题图19.19

由于M是BB1
 中点，△B1
 NM≌△BDM，故[image: alt]
 ，而S△ADC
 ＝[image: alt]
 S，同理，[image: alt]
 ．

[image: alt]
 ；[image: alt]
 ．故[image: alt]
 ，应选D．

16．先证明此三棱锥是正三棱锥．

如题图19.20所示，连SH与BC相交于F，则SF⊥BC，设BH与SC交于E，连AE，BE．又AH⊥BC，可知BC⊥平面SAF，所以BC⊥AF，又△ABC是正三角形，所以F是BC的中点，所以SB＝SC．

[image: alt]


题图19.20

由于SC⊥AH，SC⊥BE，可知SC⊥平面AEB，则有SC⊥AE，所以Rt△BCE≌Rt△ACE．∠BCS＝∠ACS，所以△BCS≌△ACS，则有SA＝SB，SA＝SB＝SC，所以此三棱锥是正三棱锥．显然，AE＝BE．再设D为AB的中点，则∠EDC即为二面角H－AB－C，∠EDC＝30°．设底面边长为a，则[image: alt]
 ；另一方面，△SBC中，SB＝SC＝2，BC＝a，BE⊥SC，易得[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ，即a＝[image: alt]
 ．从而易得三棱锥体积V＝[image: alt]
 ，选D．

二、填空题

1．如题图19.21所示，设AB＝a，依题意知BB′⊥平面α，BB′⊥AB′，且∠BAB′＝[image: alt]
 ，所以AB′＝[image: alt]
 a．同理，AA′＝[image: alt]
 a，而△AB′A′是一直角三角形，∠AA′B′＝90°，所以A′B′＝[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图19.21

2．补形法．如题图19.22所示，过E，F，G的平面截正方体，所得截面是一个正六边形，易知该平面垂直平分正方体的对角线B1
 D，而B1
 D＝[image: alt]
 ，所以B1
 到面EFG的距离为[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图19.22

3．设正四面体相邻两侧面所成的二面角为θ，则[image: alt]
 ，θ＝arccos[image: alt]
 ．正四棱椎相邻两侧面所成的二面角为β，则[image: alt]
 ，β＝π－arccos[image: alt]
 ．

由于这两个二面角和恰好为π，从而两个侧面“粘”在一起后恰好成一个面，故总共6个面．

三、解答题

1．（1）如题图19.23所示，[image: alt]
 ．在△AB1
 M中，[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．VA－BMB1

 ＝VB－AB1
 M
 ＝[image: alt]
 ·S△AB1
 M
 ·h＝[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图19.23

（2）同（1）方法，知C1
 到面AMB1
 的距离是[image: alt]
 ，BC∥B1
 C1
 ，故[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

2．设圆锥体积为V，则正放时水体积为[image: alt]
 ；倒放时，含水体积为[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，将h1
 ＝[image: alt]
 h代入，得[image: alt]
 ．

3．所折叠成的多面体是由一个大正三棱锥切去三个小正三棱锥得到的（题图19.24）．所求体积为[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图19.24

4．（1）PA⊥面ABCD，故AC是PC在底面ABCD上的射影，如题图19.25所示．而AC⊥BD，故由三垂线定理，知PC⊥BD．

[image: alt]


题图19.25

（2）设高PA＝h，由PC⊥面BDE，知PC⊥BE．又CB⊥AB，CB⊥PA，故CB⊥面ABP，CB⊥PB，即△BCP是直角三角形．

在△BCP中，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，CE＝[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 （当h＝[image: alt]
 时等号成立）．

5．如题图19.26所示，将圆柱体侧面展开，并将A从内部翻折出来，可知线段AB最短，[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图19.26

6．（1）如题图19.27所示，延长AB，DE交于G．ABCD是菱形，E是BC中点，则B也是AG中点，BF是△APG的中位线，故BF∥PG，从而BF∥面PED．

[image: alt]


题图19.27

（2）依题意知，△BCD是等边三角形，E是BC中点，故∠BDE＝30°，而∠ADB＝60°，故∠ADE＝90°，AD⊥DE，且AD是PD在底面ABCD内的射影，从而PD⊥DE．故∠PDA即是二面角PDEA的平面角，且tan∠PDA＝[image: alt]
 ，故二面角P－DE－A的平面角的大小是arctan[image: alt]
 ．

（3）设点C到平面PED的距离为h．由VP－CDE
 ＝VC－PDE
 知，[image: alt]
 ×S△CDE
 ·PA＝[image: alt]
 ×S△PDE
 ·h，S△CDE
 ＝[image: alt]
 ×1×[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，从而[image: alt]
 ．

7．（1）如题图19.28所示，设B1
 D与平面BDE所成角为θ．VD－BB1
 E
 ＝[image: alt]
 ·S△BB1
 E
 ·CD＝[image: alt]
 ×6×4＝8，在△BDE中，[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．[image: alt]
 ，即h＝[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图19.28

（2）VA－BED1

 ＝VD1
 －ABE
 ＝VC1
 －ABE
 ＝VA－BC1
 E
 ＝[image: alt]
 ·S△BC1
 E
 ·AB＝[image: alt]
 ×4×4＝[image: alt]
 ．

8．（1）如题图19.29所示，CM在面ABCD上的射影垂直于DE，故CM⊥DE．又CM在面ABB1
 A1
 的射影A1
 B⊥EF，故CM⊥EF，所以CM⊥面DEF．

[image: alt]


题图19.29

（2）先求点C到面DEF的距离．

[image: alt]
 ．

在△DEF中，[image: alt]
 ．VF－CDE
 ＝VC－DEF
 ＝[image: alt]
 ·S△DEF
 ·h＝[image: alt]
 a2
 h＝[image: alt]
 a3
 ，即h＝[image: alt]
 a．而CM＝[image: alt]
 a，则点M到平面DEF的距离为CM－h＝[image: alt]
 ．

9．如题图19.30建立坐标系，不妨设底面正方形边长为2，显然∠PFO＝[image: alt]
 ．故PO＝[image: alt]
 ．A（-1，-1，0），B（1，-1，0），C（1，1，0），D（-1，1，0），P（0，0，[image: alt]
 ），[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图19.30

设[image: alt]
 与[image: alt]
 所成的夹角为θ，则[image: alt]
 ，故异面直线PD与AE所成角的正切值为[image: alt]
 ．

（2）设M（-1，t，0），t∈［-1，1］，则[image: alt]
 ，[image: alt]
 ＝（0，2，0），[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ，解得t＝-[image: alt]
 ．故棱AD上存在一点[image: alt]
 ，使得ME⊥侧面PBC．

10．构成三棱锥，这六条线段作为棱有两种摆放方式．

（1）两条长为a的线段放在同一个三角形中，如题图19.31（a）所示，不妨设底面BCD是一个边长为2的正三角形．欲使体积达到最大，必有BA⊥底面BCD，且BA＝2，AC＝AD＝a＝[image: alt]
 ，此时[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图19.31

（2）两条长为a的线段不在同一个三角形中．此时长为a的两条线段必处在三棱锥的对棱，不妨设AD＝BC＝a，BD＝CD＝AB＝AC＝2．取BC中点E，连结AE，DE（题图19.31（b）），则AE⊥BC，DE⊥BC，有BC⊥平面AED．V＝[image: alt]
 S△AED
 ·BC．在△AED中，AE＝DE＝[image: alt]
 ，AD＝a，[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 ．由均值不等式[image: alt]
 ．等号当且仅当a2
 ＝[image: alt]
 时成立，即[image: alt]
 ．所以此时[image: alt]
 ．

注意到[image: alt]
 ．所以当a＝[image: alt]
 时，可构成一最大体积的三棱锥，最大体积为[image: alt]
 ．

11．（1）法1：由对棱相等想到长方体．可构造一个如题图19.32所示的长方体．设AB＝CD＝x，AC＝BD＝y，AD＝BC＝z，长方体长、宽、高分别为a，b，c，有a2
 ＋b2
 ＝x2
 ，a2
 ＋c2
 ＝y2
 ，b2
 ＋c2
 ＝z2
 ，则有[image: alt]
 ．由a2
 ，b2
 ，c2
 ＞0，可得x2
 ＋y2
 ＞z2
 ，x2
 ＋z2
 ＞y2
 ，y2
 ＋z2
 ＞x2
 ．于是，四面体的四个面都是锐角三角形．

[image: alt]


题图19.32

法2：由题设知，四面体各面为全等的三角形，设∠BAD＝∠1，∠ABD＝∠2，∠ADB＝∠3，则∠1＋∠2＋∠3＝180°．且∠DAC＝∠3，∠BAC＝∠2．又由三面角基本性质知，∠1，∠2，∠3中每一个角小于其他两角的和，故每一个角小于90°，即各个面都是锐角三角形，如题图19.33所示．

[image: alt]


题图19.33

（2）如题图19.34所示，设O是A在底面BCD上的射影，由（1）知O在△BCD内．由射影面积公式知[image: alt]
 等．显然，三个侧面△ABC，△ACD，△ABD以及底面△BCD面积均相等，且S△BOC
 ＋S△COD
 ＋S△BOD
 ＝S△BCD
 ，故cosα＋cosβ＋cosγ＝1．

[image: alt]


题图19.34

12．如题图19.35，由AB∥面EFGH，知EF∥AB，HG∥AB．由CD∥面EFGH，知EH∥CD，FG∥CD．作CN⊥FG，BM⊥FG．易见[image: alt]
 ，连接EG，ED，则

[image: alt]


[image: alt]


题图19.35

13．（1）如题图19.36所示，由于棱AB⊥面BCD，过B作CD边上的高BE，则AB⊥BE，CD⊥BE，故BE即为异面直线AB与CD间的距离，所以BE＝d．所以VA－BCD
 ＝[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图19.36

（2）如题图19.37所示，过A作底面BCD的垂线，垂足为O，连接BO与CD相交于E．连接AE，再过E作AB的垂线，垂足为F．因为AB⊥CD，所以BO⊥CD（三垂线定理的逆定理），所以CD⊥平面ABE，EF⊂平面ABE，所以CD⊥EF，又EF垂直AB．所以EF即为异面直线AB，CD的公垂线．所以EF＝d．注意到CD⊥平面ABE．所以VA－BCD
 ＝[image: alt]
 ·S△ABE
 ·CD＝[image: alt]
 ·[image: alt]
 AB·EF·CD＝[image: alt]
 abd，为定值．

[image: alt]


题图19.37

（3）如题图19.38所示，将四面体ABCD补成一个平行六面体ABB′D′A′CC′D．由于AB，CD所成角θ，所以∠DCA′＝θ，又异面直线AB与CD间的距离即上、下两底面AB′，A′C′的距离，所以VABB′D′－A′CC′D
 ＝[image: alt]
 ·ab·sinθ·2·d＝abdsinθ．显然VA－BCD
 ＝[image: alt]
 ×VABB′D′－A′CC′D
 ＝[image: alt]
 abdsinθ．

[image: alt]


题图19.38

14．（1）由于P－ABC是正三棱锥，E是BC的中点，所以AE⊥BC，PE⊥BC，所以BC⊥面APE，而EF⊂面APE，所以EF⊥BC．又EF⊥PA，从而EF为PA与BC的公垂线．

（2）由（1）知EF即为异面直线PA与BC的距离．如题图19.39所示，过P作PQ⊥AE于Q，则PQ⊥平面ABC．[image: alt]
 ；对△APE有S△APE
 ＝[image: alt]
 AE·PQ＝[image: alt]
 AP·EF，所以[image: alt]
 ．即异面直线PA与BC的距离为[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图19.39

（3）设B到面APC的距离为h，则VP－ABC
 ＝VB－APC
 ，所以[image: alt]
 ·S△ABC
 ·PQ＝[image: alt]
 ·S△APC
 ·h，所以[image: alt]
 ，即点B到面APC的距离为[image: alt]
 ．

15．如题图19.40所示．（1）由于平面ABP⊥平面ABCD，且面ABP∩面ABCD＝AB，且BC⊥AB，所以BC⊥平面ABP，BC⊂平面BCP，所以平面ABP⊥平面BCP．

[image: alt]


题图19.40

（2）由∠PAB＝120°，AP＝AB＝1，则PB＝[image: alt]
 ．由（1）知BC⊥平面ABP，则BC⊥PB，且BC＝2，所以[image: alt]
 ．

由于平面ABP⊥平面ABCD，且交线为AB，而AD⊥AB，故AD⊥平面PAB，从而AD⊥AP，再由AD＝AP＝1知PD＝[image: alt]
 ．易见CD＝[image: alt]
 ，BD＝[image: alt]
 ．

设二面角B－PD－C的平面角大小为θ，则由空间余弦定理（见知识拓展2）知[image: alt]
 ，显然cos∠BDC＝0，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．[image: alt]
 ．故cosθ＝[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，即所求二面角的正切值为[image: alt]
 ．

16．（1）设正四棱锥的底面正方形边长为2a，高为H，则斜高为[image: alt]
 ．由题意，有[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 [image: alt]
 （a＝[image: alt]
 时取等号），即Smin
 ＝4．

（2）如题图19.41所示，设底面多边形的内切圆半径为r，高为h，侧面与底面所成二面角的大小为θ．[image: alt]
 是定值，S表
 ＝S底
 ＋[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 ．当且仅当h2
 ＝8r2
 时等号皆成立．此时，易得侧面与底面所成二面角为arccos[image: alt]
 ，正n棱锥有最小表面积[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图19.41

第20章　导数、微积分初步及应用

模仿训练：

66．由导数定义知

[image: alt]


67．y′＝x2
 －1，故过（x0
 ，y0
 ）的切线斜率为[image: alt]
 ，即所有曲线的切线构成的直线系为y－y0
 ＝[image: alt]
 ．又[image: alt]
 ≥-1，故x0
 ＝0时斜率最小，此时y0
 ＝1，切线方程为y－1＝-x，即x＋y－1＝0．选C．

68．[image: alt]
 ．x＞0时，ex
 ＞1，1＋x＞1，故ex
 （1＋x）－1＞0；x＜0时，ex
 ∈（0，1），即1＋x＜1，故ex
 （1＋x）－1＜0；x＝0时，ex
 （1＋x）－1＝0．又函数定义域为（-1，+∞），所以单调减区间为（-1，0］．

69．f′（x）＝3ax2
 ＋2bx＋c．由于x＝1，x＝3有极值，故f′（1）＝0，f′（3）＝0．即[image: alt]
 ，又f（x）极大值为2，极小值为-2．故f（1）＝2，f（3）＝-2或f（1）＝-2，f（3）＝2，即[image: alt]
 或[image: alt]
 ，联立解得[image: alt]
 或[image: alt]
 ．f（x）＝x3
 －6x2
 ＋9x－2或f（x）＝-x3
 ＋6x2
 －9x＋2．经检验知，它们均符合要求．

70．（1）记y（y－｜x2
 －5｜＋4）≤0①，y＋x2
 －2x－3≤0②．①⇔y≥0，y－｜x2
 －5｜＋4≤0或y≤0，y－｜x2
 －5｜＋4≥0⇔y≥0，y≤｜x2
 －5｜－4，或y≤0，y≥｜x2
 －5｜－4．如题图20.1（a）所示阴影．②⇔y≤-x2
 ＋2x＋3⇔y≤-（x＋1）（x－3），表示抛物线y＝-x2
 ＋2x＋3里面部分（包括边界）．

[image: alt]


题图20.1

故①，②共同围成的区域，即围成阴影部分如题图20.1（b）所示．

（2）由（1）知D的面积＝[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 ．

71．原式＝[image: alt]
 ．

练习20

1．f（x）＝axn＋1
 ＋bxn
 ＋1，f′（x）＝（n＋1）axn
 ＋nbxn－1
 ，f（1）＝0，f′（1）＝0．故[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ．

2．设f（x）＝arctanx－x，[image: alt]
 ，可知f（x）单调递减，所以f（x）＜f（0）＝0，即arctanx＜x；再令[image: alt]
 ，可知g（x）单调递增，所以g（x）＞g（0）＝0，即arctanx＞[image: alt]
 ．

综上，0＜x＜1时，[image: alt]
 ＜arctanx＜x．

3．（1）令[image: alt]
 ，x＞0．则f′（x）＝ex
 －1－x，f″（x）＝ex
 －1，f′（0）＝0．x＞0时，ex
 ＞1，f″（x）＞0，可知f′（x）单调递增，且f′（x）＞f′（0）＝0，从而f（x）在（0，+∞）上单调递增，进而f（x）＞f（0）＝0．即ex
 ＞1＋x＋[image: alt]
 x2
 ．

（2）由（1）知1＋x＋[image: alt]
 x2
 ey
 ＞1＋x＋[image: alt]
 x2
 ，所以ey
 ＞1，即y＞0．下面证明：y＜x．

令g（x，y）＝1＋x＋[image: alt]
 x2
 ey
 ，则g（x，y）对y而言是单调递增的．故当且仅当证明g（x，x）＞ex
 ，即1＋x＋[image: alt]
 x2
 ex
 ＞ex
 [image: alt]
 ．

令[image: alt]
 ，h″（x）＝[image: alt]
 在（0，+∞）上单调递增，所以h′（x）＞h′（0）＝0．h（x）在（0，+∞）上单调递增，h（x）＞h（0）＝0，即[image: alt]
 成立，从而y＜x．

4．令f（x）＝x3
 －3px＋q，则f（x）＝0有三个相异实数解的充要条件是：三次函数f（x）的极大值为正，极小值为负，如题图20.2所示．

[image: alt]


题图20.2

f′（x）＝3x2
 －3p＝3（x2
 －p），则f′（x）＝0有两个相异实数解．故p＞0．且[image: alt]
 ．f（x）的增减性如下表：极大值为[image: alt]
 ，极小值为[image: alt]
 ．

[image: alt]


故p，q满足的充要条件为p＞0，[image: alt]
 ，且p＞0⇔q2
 ＜4p3
 （p＞0是显然的）．故当且仅当q2
 ＜4p3
 ，关于x的方程x3
 －3px＋q＝0有三个相异实数解．

5．令f（x）＝x｜x－t｜．x－t≥0时，即x≥t．f（x）＝x（x－t）＝x2
 －tx．x－t≤0时，即x≤t．f（x）＝-x（x－t）＝-x2
 ＋tx．f（x）＝0⇒x＝0，t．

（1）-[image: alt]
 ≤t≤0时，由于0≤x≤1，f（x）＝x2
 －tx．[image: alt]
 ．

（2）0＜t＜1时．0≤x≤t时，f（x）＝-x2
 ＋tx；t≤x≤1时，f（x）＝x2
 －tx，[image: alt]
 ．[image: alt]
 ，令F′（t）＝0，则t＝±[image: alt]
 ，又t∈（0，1），t＝[image: alt]
 ，经检验知，此时t＝[image: alt]
 取得最小值．

（3）1≤t≤2时，由于0≤x≤1，故f（x）＝-x2
 ＋tx，[image: alt]
 ．

综上，[image: alt]
 ．

F（t）的图像如题图20.3所示，t＝2时，有最大值[image: alt]
 ；t＝[image: alt]
 时，有最小值[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图20.3

6．设圆锥的高为h，0＜h＜2，底面半径为r，母线长为l，侧面积为S，则r2
 ＋（h－1）2
 ＝1，即[image: alt]
 ，l2
 ＝h2
 ＋r2
 ，所以[image: alt]
 ，S2
 ＝π2
 （4h2
 －2h3
 ），对h求导，（S2
 ）′＝π2
 （8h－6h2
 ）＝2π2
 h（4－3h），令（S2
 ）′＝0，得h＝[image: alt]
 ．

S′的单调性如下：

[image: alt]


从而，当h＝[image: alt]
 时，S2
 有最大值，此时[image: alt]
 ．

综上，当底面半径为[image: alt]
 ，高为[image: alt]
 时，侧面积有最大值[image: alt]
 ．

7．f′（x）＝3x2
 －6x－9＝3（x＋1）（x－3）．令f′（x）＝0，x＝-1，3．易得x＝-1时，f（x）取得极大值5；x＝3时，f（x）取得最小值-27．

当α＜-1＜α＋2，即-3＜α＜-1时，令f（α）＝f（α＋2）⇔α3
 －3α2
 －9α＝（α＋2）3
 －3（α＋2）2
 －9（α＋2）．整理得3α2
 ＝11，[image: alt]
 ，而-3＜α＜-1，故[image: alt]
 ．

（1）t＜-[image: alt]
 时，m（t）＝f（t）＝t3
 －3t2
 －9t．

（2）t≥-[image: alt]
 ，且t＋2＜3，即-[image: alt]
 ≤t＜1，m（t）＝f（t＋2）＝t3
 ＋3t2
 －9t－22．

（3）t≤3≤t＋2，即1≤t≤3，m（t）＝f（3）＝-27．

（4）t＞3时，m（t）＝f（t）＝t3
 －3t2
 －9t．

综上，t＜-[image: alt]
 或t＞3时，m（t）＝t3
 －3t2
 －9t；-[image: alt]
 ≤t＜1时，m（t）＝t3
 ＋3t2
 －9t－22；1≤t≤3时，m（t）＝-27．

8．（1）当x＞0时，f′（x）＝-ex
 ＋（1－x）ex
 ＝-xex
 ＜0，可知f（x）在（0，+∞）上单调递减，且f（0）＝0．故x＞0时，f（x）＜f（0）＝0．

（2）先用数学归纳法证明xn
 ＞0．

n＝1时，x1
 ＝1＞0；设n＝k时，xk
 ＞0，则n＝k＋1时，xk
 exk＋1

 ＝exk

 －1，注意到x∈（0，+∞）时，ex
 ＞1＋x，所以exk

 －1＞xk
 ，所以exk＋1

 ＞1，xk＋1
 ＞0．

由数学归纳法的基本原理知xn
 ＞0．再证｛xn
 ｝单调递减．

由（1）及xn
 ＞0知，（1－xn
 ）exn

 －1＜0，即exn

 －1＜xn
 exn

 ，xn
 exn＋1

 ＜xn
 exn

 ，所以xn＋1
 ＜xn
 ，故｛xn
 ｝单调递减．

下面再用数学归纳法证明[image: alt]
 ．

先提出一个引理：[image: alt]
 在（0，+∞）上单调递增．

事实上，[image: alt]
 （这里用到ex
 ＞1＋x）．故h（x）在（0，+∞）上单调递增．

回到原题：

当n＝1时，显然成立；设n＝k时成立，即[image: alt]
 ，则n＝k＋1时．[image: alt]
 ，这里由归纳假设知[image: alt]
 ．由引理知[image: alt]
 在（0，+∞）上单调递增，且h（0）＝0，显然[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．故[image: alt]
 得证，综上，[image: alt]
 ．

综合练习20

一、选择题

1．y′＝3x2
 －3，令y′＝0，则x＝1或x＝-1，这两个点为驻点．x∈（-∞，-1）时，y′＞0；x∈（-1，1）时，y′＜0；x∈（1，+∞）时，y′＞0．故x＝1，x＝-1分别对应极小、极大值，x＝1时，y＝0；x＝-1时，y＝4．选A．

2．f′（x）＝3x2
 －4ax，当x∈（0，a）时，f′（x）＜0，所以f（x）在（0，a）上单调递减，所以f（x）在（0，a）上大于0，当且仅当f（a）≥0，即a3
 －2a3
 ＋a2
 ≥0，0＜a≤1．选A．

3．f′（x）＝3ax2
 ＋2bx＋c．由题意知f′（x）＝0的两根为-1，1，且注意到f（x）在（-1，1）上递增，故a＜0．由韦达定理，[image: alt]
 ，所以b＝0，c＝-3a＞0，所以c＞b＞a．选D．

4．显然（-1，1）在y＝x3
 －x2
 －2x＋1的图像上．设切点为[image: alt]
 ，y′＝3x2
 －2x－2，所以[image: alt]
 ．另一方面，k＝[image: alt]
 ＝x0
 （x0
 －2）．所以[image: alt]
 ，x0
 ＝±1，而x0
 ≠-1，所以x0
 ＝1，所以k＝-1．选C．

5．令f（x）＝x2
 －（xsinx＋cosx），易见，它是偶函数，故先考虑［0，+∞）上有多少个实根．f′（x）＝2x－（sinx＋xcosx－sinx）＝x（2－cosx）≥0，可知f（x）在［0，+∞）上单调递增．且f（0）＝-1＜0，f（2）＝4－（2sin2＋cos2）＝4－2sin2－cos2＞4－2sin2＞0．由零值定理f（x）在（0，2）上有唯一实数解，在［0，+∞）上也只有唯一实数解．综上，原方程有2个实数解．选B．

6．显然f（0）＝0．构造函数g（x）＝f（x）-[image: alt]
 x2
 ，则g（-x）＝f（-x）-[image: alt]
 x2
 ，g（-x）＋g（x）＝f（x）＋f（-x）－x2
 ＝0，所以g（-x）＝-g（x），即g（x）为R
 上的奇函数．又x＞0时，g′（x）＝f′（x）－x＞0，故g（x）在（0，+∞）单调递增，再结合g（0）＝0及g（x）为奇函数知g（x）在（-∞，+∞）上单调递增．

又g（2－a）－g（a）＝[image: alt]
 ＝f（2－a）－f（a）－2＋2a≥（2－2a）－2＋2a＝0，则g（2－a）≥g（a）⇔2－a≥a⇔a≤1，即a∈（-∞，1］，选B．

二、填空题

法1：先介绍一个著名不等式——权方和不等式．设ai
 ＞0，bi
 ＞0，m＞0，则[image: alt]
 ，等号在ai
 ＝λbi
 时取到．[image: alt]
 ．易得当tanθ＝2时，等号成立．

法2：令[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．令f′（θ）＝0得到极值点，此时sinθ＝2cosθ，即[image: alt]
 ，此时[image: alt]
 ．

三、解答题

1．[image: alt]
 ，而[image: alt]
 （1－x3
 ）＝0，故[image: alt]
 ［ax2
 ＋ax＋（a－b）］＝0，所以b＝3a．[image: alt]
 ，所以a＝-1，b＝-3．

2．令P（t，t2
 ），则由导数定义，在P点切线斜率为2t，切线方程为y－t2
 ＝2t（x－t），所以[image: alt]
 ，R（0，-t2
 ），所以[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．

3．（1）对a进行讨论：a＝0，则f（x）＝x2
 为偶函数；a≠0，则[image: alt]
 ，所以f（-x）＝x2
 －[image: alt]
 ，对∀x，f（x）＝f（-x），f（x）＝-f（-x）不恒成立，故f（x）非奇非偶．

（2）由题意，在x≥2时，[image: alt]
 ，a≤（2x3
 ）min
 ＝16，即a的范围是（-∞，16］．

4．（1）由于F′（x）＝ex
 f（x）＋ex
 f′（x）＝ex
 （f（x）＋f′（x））＜0，所以F（x）在（0，+∞）单调递减．

（2）当0＜x＜1时，有[image: alt]
 ．证明如下：

注意到，当0＜x＜1时，[image: alt]
 ，故由（1）可得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．下证[image: alt]
 ，即证[image: alt]
 ．为此，考虑函数[image: alt]
 ，0＜x＜1．因为，当0＜x＜1时，有[image: alt]
 ，所以g（x）在（0，1）上单调递减，故g（x）＞g（1）＝0，即[image: alt]
 ．于是[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

5．F（x）＝0为四次函数，则F′（x）＝0为三次函数，至多有三个根．令F（x）＝0四个根是a1
 ＜a2
 ＜a3
 ＜a4
 ，且不妨设F（x）＝0的最高次项系数大于0，则x→+∞时，F（x）＞0．

在（-∞，a1
 ）上F（x）＞0，在（a1
 ，a2
 ）上F（x）＜0，在（a2
 ，a3
 ）上F（x）＞0，在（a3
 ，a4
 ）上F（x）＜0，在（a4
 ，+∞）上F（x）＞0，故f（x）有三个极值点，即F′（x）＝0有三个根．

6．（1）∀M（x，y）是y＝f（x）的图像上一点，M（x，y）关于（0，1）的对称点为M′（-x，2－y），它在[image: alt]
 的图像上，故[image: alt]
 ，所以y＝f（x）＝[image: alt]
 ．

（2）由Sn
 －Sn－1
 ＝an
 ，Sn
 ＝f（Sn
 －Sn－1
 ），所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 是公差为1的等差数列．

又a1
 ＝S1
 ＝f（a1
 ），可得S1
 ＝1（-1舍去），所以[image: alt]
 ．

下面用归纳法证明原题．

①n＝1，显然成立．

②若对n－1成立，则对n时，只需证[image: alt]
 ．

记[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，故h（n）单调递减．而h（1）＞0，且显然[image: alt]
 ，所以h（n）≥0对任意n成立．

综上，若对n－1成立，则对n时也成立．

7．（1）由题意，若（t，s）在C上，则（2－t，-s）同时也在C上，即[image: alt]
 ，两式相加有t3
 ＋（2－t）3
 ＋bt2
 ＋b（2－t）2
 ＋ct＋c（2－t）＋2d＝0，即（6＋2b）t2
 －（12＋4b）t＋8＋4b＋2c＋2d＝0，由于对任何实数t成立，故6＋2b＝0，即b＝-3．

（2）由（1）条件知8＋4b＋2c＋2d＝0，即c＋d＝-2b－4＝2，所以d＝2－c．

令（m，4m＋12）是C的切点，则C在该点的切线斜率为4．由C：y′＝3x2
 ＋2bx＋c，得4＝3m2
 ＋2bm＋c＝3m2
 －6m＋c，即c＝4－3m2
 ＋6m．

又4m＋12＝m3
 －3m2
 ＋cm＋d＝m3
 －3m2
 ＋cm＋2－c，即c（m－1）＝-m3
 ＋3m2
 ＋4m＋10，代入c得m3
 －3m2
 ＋3m＋7＝0，即（m＋1）（m2
 －4m＋7）＝0，解得m＝-1（m2
 －4m＋7＝0无解），所以c＝-5，d＝7．

所以，曲线C的方程为y＝x3
 －3x2
 －5x＋7．

8．令f（x）＝x3
 －3a2
 x－6a2
 ＋3a，则f′（x）＝3x2
 －3a2
 ．①f′（x）≥0恒成立，则a＝0，与a＞0矛盾；②f′（x）≤0恒成立，显然不可能；③f′（x）＝0有两根a，-a，而a＞0，则f（x）在（-∞，-a）单调递增，在（-a，a）单调递减，在（a，+∞）单调递增．

如题图20.4所示，故[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图20.4

9．联立[image: alt]
 ，解得交点的坐标为[image: alt]
 或[image: alt]
 ．

由对称性，不妨设切线在[image: alt]
 处相互垂直．对C1
 求导，有2（y－1）·y′＝1，[image: alt]
 ；对C2
 求导，有2（y－1）·y′＝-4，[image: alt]
 ．它们切线的斜率分别为[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ，所以a＝0．

10．首先x≤2时，2x
 ≤4，知方程在区间（-∞，2］内无根；x∈（2，3］时，由2x
 ≤8，x2
 ＋7＞11，知方程无根；x∈（3，4］时，由2x
 ≤16，x2
 ＋7＞16，知方程无根；故方程在（-∞，4］内无解．

我们只要证明：f（x）＝2x
 －x2
 －7在［4，+∞）上单调递增即可，此时只有一个实根x＝5．f′（x）＝2x
 ln2－2x（x≥4），f″（x）＝2x
 ln2
 2－2（x≥4），且24
 ln2
 2＞2[image: alt]
 ．

而显然有[image: alt]
 ，从而f″（x）＞0（x≥4），f′（x）单调递增，且f′（4）＝16ln2－8＝8（ln4－1）＞0，知f′（x）＞0．

所以f（x）在［4，+∞）单调递增，原命题成立．

11．设[image: alt]
 ，则f′（x）＝ax2
 ＋2bx＋c，f′（x）＋9x＝ax2
 ＋2bx＋c＋9x．f′（x）＋9x＞0的解集为（1，2），故有a＜0，且[image: alt]
 ，解得2b＝-3a－9，c＝2a．

（1）f′（x）＋7a＝ax2
 －（3a＋9）x＋9a＝0，f′（x）＋7a＝0有两个相等实根，故Δ＝（3a＋9）2
 －36a2
 ＝0，整理得a2
 －2a－3＝0，a＝-1或a＝3（舍），2b＝-6，c＝-2，所以f′（x）＝-x2
 －6x－2．

（2）f′（x）＝ax2
 ＋2bx＋c＝ax2
 －（3a＋9）x＋2a，要使f（x）在R
 上单调递减，只需ax2
 －（3a＋9）x＋2a≤0在R
 上恒成立即可，故只需[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．解得[image: alt]
 ，所以a的范围为-27－18[image: alt]
 ≤a≤-27＋18[image: alt]
 ．

12．（1）F′（x）＝f′（x）－2ax＝（ex
 －1）－2ax．由于F′（x）在［0，+∞）上是增函数，故F″（x）＝ex
 －2a≥0，从而a≤[image: alt]
 ex
 ，x∈［0，+∞），所以a≤[image: alt]
 ，即amax
 ＝[image: alt]
 ．

（2）由（1）知，F′（0）＝0，且当a＝[image: alt]
 时，F′（x）在［0，+∞）上是增函数，故F′（x）≥F′（0）＝0，所以F（x）在［0，+∞）上是增函数，此时F（0）＝0，故F（x）≥0，x∈［0，+∞），即f（x）≥[image: alt]
 ·x2
 ＋1，x∈［0，+∞）．依次令[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

将以上不等式相加，有

[image: alt]


13．f′（x）＝a＋cosx，设两切点分别为（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ），依题意知（a＋cosx1
 ）（a＋cosx2
 ）＝-1有解⇔a2
 ＋a（cosx1
 ＋cosx2
 ）＋cosx1
 cosx2
 ＋1＝0有解．注意到Δ＝（cosx1
 ＋cosx2
 ）2
 －4（cosx1
 cosx2
 ＋1）＝（cosx1
 －cosx2
 ）2
 －4．而cosx1
 －cosx2
 ∈［-2，2］，所以该式有解当且仅当[image: alt]
 或[image: alt]
 ，即a2
 ＝0．所以a＝0．显然，a＝0时，f（x）＝sinx满足题意．

14．（1）因为f′（x）＝ex
 －1，所以当x＜0时，f（x）＜0；当x＞0时，f′（x）＞0．因此f（x）在区间（-∞，0］上为减函数，在［0，+∞）上为增函数．所以，f（x）在R
 上的最小值为f（0）＝0．因此f（x）≥0恒成立．

（2）由（1）知，不等式1＋x≤ex
 恒成立，所以对任意正整数n有[image: alt]
 ，其中i＝1，2，…，2n－1．即对任意正整数n有，[image: alt]
 ，其中i＝1，2，…，2n－1．所以[image: alt]
 ．

15．（1）如题图20.5所示，设[image: alt]
 ．y′＝3x2
 －6px，由导数几何意义知[image: alt]
 ，所以3（x1
 ＋x2
 ）（x1
 －x2
 ）－6p（x1
 －x2
 ）＝0，即x1
 ＋x2
 ＝2p．

[image: alt]


题图20.5

AB中点[image: alt]
 ．M点在C上[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 ．显然成立．

（2）由（1）知AB中点M横坐标为p，而M在AB上，所以M（p，-p－1），又M在曲线C上，所以-p－1＝p3
 －3p·p2
 ⇒-p－1＝-2p3
 ，2p3
 ＝p＋1，2p3
 －p－1＝0⇒（p－1）（2p2
 ＋2p＋1）＝0，所以p＝1．由[image: alt]
 ，可得x3
 －3x2
 ＋x＋1＝0，（x3
 －x2
 ）－（2x2
 －2x）－x＋1＝0，x2
 （x－1）－2x（x－1）－（x－1）＝0，（x－1）（x2
 －2x－1）＝0．又x1
 ＋x2
 ＝2，所以x1
 ＝1＋[image: alt]
 ，x2
 ＝1－[image: alt]
 ．

故[image: alt]
 ．综上，p＝1，m＝3．

16．（1）[image: alt]
 ．

（2）若C≤lna，则｜lnx－C｜＝lnx－C，显然，当C＝lna时，lnx－C取最小；若C≥lnb，则｜lnx－C｜＝C－lnx，显然C＝lnb时，C－lnx取最小．故不妨设lna≤C≤lnb．

[image: alt]
 [image: alt]
 ．

由（1）知[image: alt]
 ．

因[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

记g（C）＝alna＋blnb＋2eＣ
 －（a＋b）C－（a＋b），令g′（C）＝2eC
 －（a＋b）＝0，得[image: alt]
 ．即[image: alt]
 时，[image: alt]
 取最小值．

（3）将[image: alt]
 代入（*）式右边，[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 ．由于0＜a＜b，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

下面只须证明[image: alt]
 即可．[image: alt]
 ．令[image: alt]
 ＝t∈（0，1），则[image: alt]
 ．注意到函数[image: alt]
 是单调递减的，且t＜1．所以[image: alt]
 ，得证．

17．设A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），则[image: alt]
 ，过A切线方程为[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．过B切线方程为y＝-2x2
 x＋1＋[image: alt]
 ②．x轴：y＝0③．

①，②，③两两联立，得三个交点为[image: alt]
 ．不妨设x1
 ＞0＞x2
 ，令a＝x1
 ，b＝-x2
 ，则a，b＞0，所以[image: alt]
 ．

令u＝a＋b，v＝ab，则[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


其中等号成立的条件是x2
 ＝-x1
 ，即A，B关于y轴对称．

令[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．令g′（x）＝0，则x＝[image: alt]
 或-1（舍去）．所以[image: alt]
 ，故[image: alt]


18．函数在点（s，f（s））的切线必须与以（t，0）为圆心，过（s，f（s））的圆相切，即与圆y2
 ＋（x－t）2
 ＝（s－t）2
 ＋[image: alt]
 相切．对该式两边求导，有[image: alt]
 ，该圆在（s，f（s））处的导数为[image: alt]
 ，即f（s）f′（s）＝t－s，两边同时除以t，得[image: alt]
 ．

记[image: alt]
 ．求极限（t→0），并注意到，t→0时，s→0，则[image: alt]
 ．

又[image: alt]
 ，得到A＝1－a×a×A，故[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

第21章　平面几何——两个重要定理、三角形的全等与相似

练习21

1．以A为旋转中心将△ABE逆时针旋转90°到△ADE′，如题图21.1所示，则AE′⊥AE，BE＋DF＝DE′＋DF＝E′F＝EF，又AE＝AE′，AF＝AF′，则△AE′F≌△AEF，所以∠E′AF＝∠EAF，而AE′⊥AE，所以∠EAF＝45°．

[image: alt]


题图21.1

又∠FDP＝∠QBE＝45°，所以A，P，F，D及A，B，E，Q分别四点共圆．EP⊥PF，EQ⊥QF，所以P，E，C，F及Q，E，C，F分别四点共圆．所以P，E，C，F，Q五点共圆，所以PECFQ内接于圆．

2．如题图21.2所示，在△ABC中，AB＝AC，D为BC中点，则AD⊥BC．又DE⊥AC，所以∠ADF＝∠C，且△ADE∽△CDE．所以[image: alt]
 ，又DE＝2DF，且CD＝[image: alt]
 BC，则[image: alt]
 ，所以△ADF∽△BCE，所以∠DAF＝∠CBE，所以△BDG∽△AGH，所以∠AHG＝∠ADB＝Rt∠，所以AF⊥BE．

[image: alt]


题图21.2

综合练习21

一、选择题

延长ND至E，使得ND＝DE，连接BE，ME，如题图21.3所示．依题意易得∠MDN＝90°，则MN＝ME．显然△BED≌△CND，所以CN＝BE．在△BEM中，BM＋BE＞ME，所以BM＋CN＞MN．选A．

[image: alt]


题图21.3

二、解答题

1．易见，∠BMC＝∠CAB＋∠PBM＋∠QCM，如题图21.4所示．由中垂线性质知∠PBM＝∠PMB，∠QCM＝∠QMC，故∠BMC＝∠CAB＋∠PMB＋∠QMC．

[image: alt]


题图21.4

而∠BMC＝100°，P，M，Q三点共线，所以∠PMB＋∠QMC＝80°，从而∠CAB＝100°－80°＝20°．

2．考虑直线BPE截△ADC，由梅涅劳斯定理得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．由对称性知S△BQC
 ＝S△ARC
 ＝[image: alt]
 S△ABC
 ．于是，S△PQR
 ＝S△ABC
 －S△APB
 －S△BQC
 －S△ARC
 ＝[image: alt]
 S△ABC
 ＝[image: alt]
 ．

3．如题图21.5所示，AB＝AC＝BD＝1，设AD＝CD＝x，易知△ACD∽△BCA，则有[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图21.5

4．若A，B在同一条边上，则AB≤1．若A，B分别在两条相邻的边上，不妨设A在A1
 A2
 上，B在A2
 A3
 上，则∠A1
 AB与∠A1
 BA3
 均为钝角，故AB≤A1
 B≤A1
 A3
 ＝[image: alt]
 （题图21.6（a），见上题结论）．

[image: alt]


题图21.6

若A，B不在同一条边上，也不在相邻边上．不妨设A在A2
 A3
 上，B在A5
 A1
 上，则AB≤max｛AA1
 ，AA5
 ｝≤max｛AA1
 ，max｛A2
 A5
 ，A3
 A5
 ｝｝．因为AA1
 ≤[image: alt]
 ，A2
 A5
 ＝A3
 A5
 ＝[image: alt]
 ，所以AB≤[image: alt]
 （题图21.6（b））．

综上，AB最长为[image: alt]
 （当AB为对角线时取到）．

5．如题图21.7所示，过P作准线的垂线，垂足为P1
 ，先证∠PNF＝∠QNF．事实上，由抛物线定义PF＝PP1
 ，QQ1
 ＝QF，[image: alt]
 ，所以△PP1
 N∽△QQ1
 N，则有∠PNP1
 ＝∠QNQ1
 ，所以∠PNF＝∠QNF．注意到P，N，Q，M四点共圆，∠MPQ＝∠MQP，所以｜PM｜＝｜QM｜．

[image: alt]


题图21.7

6．如题图21.8所示，设P是对角线AC和BD的交点．为证CD∥EF，只须证[image: alt]
 ．因为BC∥AF，△PBC∽△PFA，所以，[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．因为AD∥BE，△PAD∽△PEB，所以，[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．于是[image: alt]
 ．因此，CD∥EF．

[image: alt]


题图21.8

7．据梅涅劳斯定理的逆定理知，D0
 ，E0
 ，F0
 三点共线，当且仅当[image: alt]
 ；而据塞瓦定理，AD，BE，CF三线共点，当且仅当[image: alt]
 ．

因直线D0
 EF截△ABC，又由梅涅劳斯定理得到[image: alt]
 ，所以，[image: alt]
 ．

同理，由直线E0
 DF截△ABC得[image: alt]
 ；由直线F0
 DE截△ABC得[image: alt]
 ．

因此，[image: alt]
 ，由于该等式中的一端取值为1当且仅当其另一端也取值为1，故结论得证．

第22章　平面几何——圆

模仿训练：

72．如题图22.1所示，设△ABC的外接圆半径为R，D，E，F为O到三边的垂足，则∠BOC＝2∠A．而OD平分∠BOC，所以∠BOD＝∠A，所以OD＝RcosA．同理，OE＝RcosB，OF＝RcosC．即O到三角形三边的距离比为cosA∶cosB∶cosC．

[image: alt]


题图22.1

73．如题图22.2所示，先证明O，D，B，C四点共圆．连接OA，OB，在Rt△OAE中，AD⊥OE，由射影定理知EA2
 ＝ED·EO．再由切割线定理知EA2
 ＝EB·EC，故ED·EO＝EB·EC，则O，D，B，C四点共圆．从而∠ODC＝∠OBC＝∠OCB＝α．又∠DBC＝β，所以∠EOC＝π－β．故∠OEC＝π－∠OCE－∠EOC＝π－α－（π－β）＝β－α．

[image: alt]


题图22.2

练习22

1．设MN，BI交于点F，连AF，，由于中位线MN∥BC，以及BF平分∠B，则MF＝MB＝MA，所以∠AFB＝90°，即AF⊥BF．

再设DE与BI延长交与F′，连AF′，由例3知AF′⊥BF′，所以F，F′重合．即MN，BI，DE三线共点．

2．设正△ABF与正△ACE的外接圆交于O点，连接OA，OB，OC，如题图22.3所示．因为∠AOC＋∠E＝180°，∠AOB＋∠F＝180°，∠E＝∠F＝60°，所以∠AOC＝∠AOB＝120°，∠BOC＝360°－∠AOC－∠AOB＝120°．又∠D＝60°，故∠BOC＋∠D＝180°，于是O，B，D，C四点共圆，即正△BCD的外接圆也通过O点，于是△ABF，△ACE，△BCD的外接圆共点．

[image: alt]


题图22.3

3．如题图22.4所示，过BC中点O，作OH⊥DE于H．因为BD⊥AC于D，CE⊥AB于E，所以∠BEC＝∠BDC＝90°．所以B，E，D，C四点共圆，且BC为直径，而线段ED为圆O的一条弦．由垂径定理可知，EH＝HD，所以FE＝DG．

[image: alt]


题图22.4

4．如题图22.5所示，设B2
 ，A2
 ，M，N分别是点C1
 到线段AC，BC，BB1
 ，AA1
 的垂足，△ABC的垂心为H，连A2
 M，MN，NB2
 ．由C1
 ，A，C，A1
 四点共圆，且为△AA1
 C的外接圆．由例160结论知B2
 ，N，A2
 三点共线．同理其他三点共线．故B2
 ，M，N，A2
 共线．

[image: alt]


题图22.5

5．如题图22.6所示，设正五边形ABCDE的边长为a，对角线长为m，在圆内接四边形PABD中，由托勒密定理得PB·AD＝PA·BD＋AB·PD，即PB·m＝PA·m＋a·PD①．同理，在圆内接四边形PBCD和PBDE中，得PC·m＝PB·a＋a·PD②，PD·m＝PE·m＋a·PB③．由①＋②＋③，得（PB＋PD）·m＝（PA＋PC＋PE）·m，所以PA＋PC＋PE＝PB＋PD．

[image: alt]


题图22.6

综合练习22

一、选择题

1．依题意知，ED＝2，DF＝1，AC＝4，AE＝BE．设GE＝t，则PG＝3－t．由相交弦定理有GE·EF＝AE·BE，则[image: alt]
 ，又由PA是切线知，∠PAB＝∠C（弦切角等于弦所对的圆周角）＝∠BDE．所以△PAE∽△BDE，可知[image: alt]
 ，得t＝2．即GE＝2，PG＝1，再由切割线定理知，PA2
 ＝PG·PF＝6，所以[image: alt]
 ．选B．

2．如题图22.7所示，连GE，则GE⊥AD．由勾股定理知CE＝24，CD＝15，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．sinA＝sin（B＋C）＝sinBcosC＋sinCcosB＝[image: alt]
 ，则A＝C．且由CE＝24，sinA＝[image: alt]
 ，可得AC＝30，AE＝18，在Rt△AEG中，[image: alt]
 ．选D．

[image: alt]


题图22.7

3．首先，一个三角形是钝角三角形的充要条件是其外心落在三角形的形外；一个三角形是锐角三角形的充要条件是其外心落在三角形的形内．

如题图22.8所示，设正11边形的外心为O，则O也是各个三角形的外心．显然，有且仅有一个三角形包含了O（即O在其形内），此三角形必为锐角三角形；对其他8个三角形，O在它们的形外，故它们都是钝角三角形．

[image: alt]


题图22.8

故任何一种分法所分出的三角形都恰有一个锐角三角形，故（D）正确．

二、解答题

1．如题图22.9所示，连EO延长交BC于M，连FO延长交BC于N，由B，A，E，O四点共圆知∠BOM＝∠A，又∠A＝[image: alt]
 ∠BOC（同弧所对的圆周角等于圆心角的一半），所以∠BOM＝∠COM，所以OM⊥BC，即EM⊥BC．同理，FN⊥EC，故O为△CEF的垂心，从而CO⊥EF．

[image: alt]


题图22.9

2．如题图22.10所示，连接BD，设OC的中点为F，弦DE与弦BC交于G，AB是直径，AB⊥CD，所以∠CBA＝∠DBA，所以∠DBG＝2∠CBA；另一方面，∠AOF＝2∠OBC＝2∠ABC＝∠DBG，再根据同弧所对的圆周角相等知∠OAF＝∠BDG，所以△AOF∽△DBG，所以[image: alt]
 ，且BD＝BC，所以BC＝2BG，故G是BC中点，即DE平分弦BC．

[image: alt]


题图22.10

3．如题图22.11所示，显然△ACE∽△ADF，且M，N分别是对应边CE，DF中点，所以[image: alt]
 ，从而△ACM∽△ADN，所以∠CAM＝∠DAN，所以∠CAD＝∠MAN，所以△ACD∽△AMN．

[image: alt]


题图22.11

4．（1）如题图22.12所示，连结AF，OF，则A，F，G，M四点共圆，且由EF是切线知OF⊥EF．所以∠FGE＝∠BAF，且∠EFG＝∠BAF（弦切角等于弦所对的圆周角）．所以∠FGE＝∠EFG，所以EF＝EG．

[image: alt]


题图22.12

由AB＝10，CD＝8，可得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．由切割线定理知，EF2
 ＝ED·EC＝4×12＝48．所以[image: alt]
 ．

（2）连AD，则∠BAD＝∠BFD．由（1）知[image: alt]
 ，所以tan∠MBG＝[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，所以∠MBG≠∠BAD，∠MBF≠∠BFD，故FD与AB不平行．

5．如题图22.13所示，连结MN，由∠BAN＝∠CDM可知，A，M，N，D四点共圆．又BN∥MD，所以∠CDM＝∠BNC，CM∥AN，所以∠BMC＝∠BAN而∠BAN＝∠CDM，可知∠BMC＝∠BNC，所以B，M，N，C四点共圆．

[image: alt]


题图22.13

所以，∠DAB＋∠ABC＝∠MNC＋∠ABC＝180°，故AD∥BC．

6．（1）因为PB，PC为圆O的两条切线，且B，C为切点，所以PB＝PC，且∠ABP＝180°－∠ACB，∠ACP＝180°－∠ABC．所以[image: alt]
 ．

（2）注意到AFDE是平行四边形，故AE＝DF．又[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．故[image: alt]
 ．由（1）知[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，所以∠AEF＝∠ABC，所以E，F，B，C四点共圆，所以∠BCF＝∠BEF．

7．（1）如题图22.14所示连结EH，CH，FH，∠FAM＝∠DAH＝∠DCH．

[image: alt]


题图22.14

由E，C，H，F四点共圆，有∠DCH＝∠HFM．所以∠FAM＝∠HFM．又∠HMF＝∠FMA，所以△HMF∽△FMA，有MF2
 ＝MH·MA．

由E，C，H，F四点共圆及A，B，C，H四点共圆得∠HEM＝∠HEF＝∠HCF＝∠EAM．

又∠EMH＝∠AME，所以△EMH∽△AME，从而ME2
 ＝MH·MA．所以MF2
 ＝ME2
 ，即MF＝ME，M为EF中点．

（2）延长CM到I使MC＝MI，连GA，由ME＝MF，MC＝MI，则四边形CEIF为平行四边形．所以∠EIF＝∠ECF＝∠BCD．而∠BAD＋∠BCD＝180°，所以∠BAD＋∠EIF＝180°，所以A，E，I，F四点共圆．

又因为∠GAE＝∠GAB＝∠GCB＝∠FCI＝∠EIC＝∠EIG，所以A，G，E，I四点共圆．所以A，G，E，I，F五点共圆，从而A，G，E，F四点共圆．

第23章　组　　合

模仿训练：

74．任何数除以3所得余数只能是0，1，2，分别构造三个抽屉：｛0｝，｛1｝，｛2｝．

（1）若这五个自然数除以3后所得余数分别分布在这三个抽屉中，从这三个抽屉中各取一个，其和必能被3整除．

（2）若这五个余数分布在其中的两个抽屉中，根据抽屉原理，其中一个抽屉必含有[image: alt]
 个余数，而这三个余数之和或为0，或为3，或为6，故所对应的三个整数之和是3的倍数．

（3）若这五个余数都分布在其中的一个抽屉中，易知必有三个整数之和能被3整除．

75．如题图23.1所示，若有一种剪法能剪出七个相邻两个小正方形组成的矩形，则每个矩形一定由一个涂色的小正方形和一个不涂色小正方形构成．因此，应该有七个涂色的小正方形和七个不涂色小正方形．但图中有八个涂色小正方形，六个不涂色小正方形．故适合题意的剪法不存在．

[image: alt]


题图23.1

76．法1：1995＝15×133．故取出所有不是15的倍数的数，共1862个，均符合要求．

在所有15的倍数的数中，152
 的倍数有8个，这样共取出了1870个，即｜A｜≥1870．又｛k，15k｝（k＝9，10，11，…，133）中的两个元素不能同时取出，故｜A｜≤1995－133＋8＝1870．

综上，集合A中元素个数最多是1870．

法2：首先，｛1，15｝，｛2，30｝，｛3，45｝，…，｛14，210｝，｛16，240｝，｛17，255｝，…，｛29，435｝，｛31，465｝，…，｛133，1995｝，集合中的小的数将15的倍数（即15，30，45，…，120）跳过去，共8个数，显然，上面每个集合中至多只能取一个数．故至多只能取1995－（133－8）＝1870个；另一方面，若取｛1，2，3，…，8，134，…，1995｝，这些数符合要求．从而符合条件的集合元素个数最多有1870个．

77．首先取边长为1的正三角形，其外接圆半径为[image: alt]
 ，故半径小于[image: alt]
 的圆盘不能盖住该三角形．其次对于任意三点A，B，C，不妨设AB最长，且AB≤1，则∠C≥60°，那么以AB为弦，所对圆周角为60°作弧，知C在弧AB内，且该弦所在圆半径不超过[image: alt]
 ．

综上，半径至少为[image: alt]
 的圆盘才能覆盖这三个点．

练习23

1．法1：考虑（1＋x）m＋n
 展开式xq
 的系数．

一方面，显然它的系数是[image: alt]
 ．另一方面，（1＋x）m＋n
 ＝（1＋x）m
 （1＋x）n
 ＝[image: alt]
 ，将其展开，xq
 的系数是[image: alt]
 ，从而原恒等式成立．

法2：某班共有n＋m名学生，现从中选出q个学生参加某项活动，显然这样的选法共有[image: alt]
 种；另一方面，将这n＋m名学生分为A，B两组，A组n个学生，B组m个学生，若从A组中选出0个学生（不选），从B组中选出q个学生，有[image: alt]
 种选法；从A组中选出1个学生，从B组中选出q－1个学生，有[image: alt]
 种选法；…；从A组中选出q个学生，从B组中选出0个学生，有[image: alt]
 种选法．即原不等式成立．

2．首先，取出1，2，3，…，16这16个数中所有2或3的倍数：2，3，4，6，8，9，10，12，14，15，16．这11个数要么是2的倍数，要么是3的倍数．由抽屉原理知，这11个数中的任意3个数，都必有两个数同为2或3的倍数，它们的最大公约数大于1，即这三个数是两两不互质的．所以从1，2，3，…，16这16个数中可以选出11个数满足要求．

下面证明从1，2，3，…，16中任取12个数，其中一定有3个数两两互质．事实上，令集合A＝｛1，2，3，5，7，11，13｝，则A中有7个数，而且这7个数是两两互质的．从1，2，3，…，16中任取12个数，由于A以外只有9个数，故A中至少有3个数被选出，这3个数是两两互质的．所以，最多选出11个数满足要求．

综合练习23

解答题

1．把这52个正整数都除以100，考虑52个余数，若其中有两个相同，则它们的差能被100整除．若其中任意两个都不相同，把0，1，…，99分成如下51组：｛1，99｝，｛2，98｝，…，｛49，51｝，｛0｝，｛50｝．从中任取52个数，一定有两数（的余数）取自同一组，这两数的和能被100整除．

综上，对任意52个正整数，一定有两数使得这两数的和或差能被100整除．

2．把1，2，…，100这100个数分成如下10组（10个抽屉），每一组中的最大数与最小值之比不超过[image: alt]
 ．

｛1｝，｛2，3｝，｛4，5，6｝，｛7，8，9，10｝，｛11，12，…，16｝，｛17，18，…，25｝，｛26，27，…，39｝，｛40，41，…，60｝，｛61，62，…，91｝，｛92，93，…，100｝．现从1，2，…，100这100个数中任取11个数，即从上面10个抽屉中任取11个数，由抽屉原理知，其中一定有两个数取自同一组，这两个数的比值不超过[image: alt]
 ．

3．反证，假设没有这样的巫师，那么每个巫师至多被[image: alt]
 个“三巫组”诅咒过，这样至多有20×56＝1120个“三巫组”．但实际上有[image: alt]
 个“三巫组”，矛盾．

4．首先，1，45，46，47，48，…，2012这1969个数，满足题目要求．

事实上，设a，b，c（a＜b＜c）这三个数取自1，45，46，47，48，…，2012．若a＝1，则ab＝b＜c；若a＞1，则ab≥45×46＝2070＞c．另一方面，考虑如下43个数组：（2，87，2×87），（3，86，3×86）（4，85，4×85）（5，84，5×84）…（44，45，44×45），这些数互不相等，共129个，且其中最小的为2，最大的为44×45＝1980＜2012，每一组中的三个数不能全部取出来，于是取出来的数的个数不超过2012－43＝1969个．

综上，从1，2，3，…，2012中，至多能取出1969个数，满足要求．

5．设南方队有a＋9支，北方队有a支（a∈N
 *
 ）．南方队得分总和为[image: alt]
 （因为每场比赛产生1分，总共产生分数[image: alt]
 ），北方队得分总和为[image: alt]
 ．又北方队必定会得到北方队之间比赛的[image: alt]
 分，故北方队在与南方队比赛中获得了[image: alt]
 （-3a2
 ＋22a＋36）分，所以10｜-3a2
 ＋22a＋36．令-3a2
 ＋22a＋36＝10k，k∈N
 *
 ，则3a2
 －22a＋10k－36＝0．Δ＝484－4×3（10k－36）＝4（121－30k＋108）＝4（229－30k）为完全平方数，229－30k必为完全平方数．

k＝1，不是完全平方数；k＝2，229－30k＝169＝132
 ；同理，k＝3，k＝4，k＝5，k＝7时，也不是完全平方数；k＝6，229－180＝49＝72
 ．

k＝2时，3a2
 －22a－16＝0，（3a＋2）（a－8）＝0，a＝8，故此时北方队有8支，南方队有17支，南方队得到总分[image: alt]
 ，北方队得到总分30分．南方队“内部”分数[image: alt]
 ，南方队从北方队得到分数270－136＝134分．而北方队有8支，南方队有17支，8×17＝136，所以南方队只输2场，或者说北方队至多只有一个队从南方队赢取2分，或者说北方队某一个队至多赢取南方队2个队（2场），即北方队得分最高的某队分数≤7＋2＝9分．而由抽屉原理知，南方队至少有一个队得分是[image: alt]
 分，故比赛结束后，得分最高的一定是南方某队．

k＝6时，-3a2
 ＋22a＋36＝60，3a2
 －22a＋24＝0，a＝6，此时北方队有6支，南方队有15支，南方队总分[image: alt]
 ，北方队21分．南方队“内部”分数[image: alt]
 ，南方队从北方队得到的分数189－105＝84分．而北方队6支，南方队15支，6×15＝90，所以南方队只输90－84＝6场，从而北方队任意一个队至多赢取南方队6个队（6场），北方队得分最高的队分数≤5＋6＝11分．由抽屉原理知，南方队至少有一个队得分[image: alt]
 分，故比赛结束后，得分最高的一定是南方某队．

6．因为每两个队员恰好搭档过一次，所以搭档的数量为[image: alt]
 ．因为每个搭档只参加过一次，而每场比赛需要两队搭档参与，所以[image: alt]
 为整数，即[image: alt]
 为整数．即n≡0，1（mod 4）．

以下证明n≡0，1（mod 4），n是正整数，均符合要求，用归纳法．

n＝4时，设四人为a，b，c，d，对阵方案为ab－cd，ac－bd，ad－bc．

n＝5时，设五人为a，b，c，d，e，比赛方案为ab－cd，ac－be，ad－ce，ae－bd，bc－de．

假设n＝k时满足题意，设k人为a1
 ，a2
 ，…ak
 ．则n＝k＋4时，由于多了4人，不妨设为b1
 ，b2
 ，b3
 ，b4
 且比赛场数多了2k＋3场[image: alt]
 ，2k场取a1
 b1
 －a2
 b2
 ，a2
 b1
 －a3
 b2
 ，a3
 b1
 －a4
 b2
 ，…，ai
 b1
 －ai＋1
 b2
 ，…，ak
 b1
 －a1
 b2
 ，a1
 b3
 －a2
 b4
 ，a2
 b3
 －a3
 b4
 ，a3
 b3
 －a4
 b4
 ，…，ai
 b3
 －ai＋1
 b4
 ，…，ak
 b3
 －a1
 b4
 ；而3场取b1
 b2
 －b3
 b4
 ，b1
 b3
 －b2
 b4
 ，b1
 b4
 －b2
 b3
 ，故对n＝k＋4也成立，比赛方案已列出．

由归纳法知，所有可能的n的值为n＝4k或n＝4k＋1（k∈N
 *
 ）．比赛方案由归纳法易得．

7．（1）乙专家说得对．

若中国队得10分，则可能出现其余三队12分，10分，3分的情况，以澳大利亚12分．卡塔尔10分．伊拉克3分为例，得分情况如题表23.1所示．中国队无法确保晋级，因此甲专家说得不对．

题表23.1

[image: alt]


假设中国队得了11分而无法晋级，则必为第三名，而第一名、第二名均不少于11分，而第四名不少于3分．12场比赛四队总得分至多36分，所以前三名11分．第四名3分．而四队总分36分时不能出现一场平局，而11不是3的倍数，故出现平局，矛盾．所以中国队得11分可以确保出线．

（2）若中国队得12分，则可能出线如题表23.2情况，仍无法确保晋级．假设中国队得13分仍无法出线，则必为第三名，则第一名、第二名均不少于13分，总得分已经不少于39分大于36分，矛盾．

题表23.2

[image: alt]


故中国队至少得13分才可以确保出线．

8．（1）不可能．

若a，b为同一人，有a＝b；

若a，b在同一行或同一列，则均有a≤b；

若a，b不在同一行和同一列，如题图23.2（a）所示，以5×6的矩形为例，记a所在列与b所在行相交的人为x．因为a为a，x列最矮的人，所以有a＜x；又因为b为b，x行最高的人，所以有b＞x；于是有a＜x＜b．

[image: alt]


题图23.2

综上，不可能有a＞b．

（2）有可能，不妨令30个人身高由矮至高分别为1，2，3，…，30，如题图23.2（b）所示，此时有a＝b＝26．

9．至少需要199个箱子才能确保装下这200件物品（即最坏需199个箱子）．首先，这200件物品无论怎样随意摆放，一定存在有两个相邻物品放入同一箱子，否则记这200件物品重量为ai
 （1≤i≤200），且箱子容量为M，不妨设随意摆放顺序为a1
 ，a2
 ，…，a200
 ，且a1
 ＋a2
 ＞M，a3
 ＋a4
 ＞M，…，a199
 ＋a200
 ＞M，相加得100M＞100M，矛盾．

以下再构造一种情况说明198个箱子不能装下这200件物品．设这200件物品重量ai
 为100＋（i－1）×0.01（1≤i≤200），且这200件物品依次摆放为a200
 ，a3
 ，a199
 ，a4
 ，a198
 ，a5
 ，…，a103
 ，a100
 ，a102
 ，a101
 ，a2
 ，a1
 ．

此时箱子的容量为201.99．易验证，上述摆法只有a101
 和a2
 的两个物品能放入同一个箱子，其余的都只能放在一个箱子中．

10．设不及格有a人，优秀有b人，其余有c人，则c＝333－a－b．假设b＞a．则至少共做对了a×0＋6b＋4c＝6a＋6（b－a）＋4c＝3a＋3b＋3c＋3（b－a）＋c＝999＋3（b－a）＋c≥999＋3＞1000矛盾；故b＝a，则由于333是奇数，得c≥1．至少共做对了a×0＋b×6＋c×4＝3（a＋b＋c）＋c≥1000，当且仅当所有不及格者都对了0道，所有优秀者都恰对了6道，其他人均恰对了4道（且c＝1），此时同为偶，矛盾．

所以假设不成立，所以a＞b．

11．法1：每一行的数从左到右递增，理由为：

[image: alt]


考虑两个数阵的第一列和第二列，这里a′11
 ，a′21
 ，…，a′m1
 是a11
 ，a21
 ，…，am1
 的一个排列，a′12
 ，a′22
 ，…，a′m2
 是a12
 ，a22
 ，…，am2
 的一个排列，依题意知a11
 ≤a12
 ，a21
 ≤a22
 ，…，am1
 ≤am2
 ．

记[image: alt]
 ，则X
 中每个元素分别小于或者等于Y
 中至少一个不同元素；X
 ′中每个元素分别小于或者等于Y
 ′中至少一个不同元素．对于a′i1
 ，由于a′i1
 ≤a′i＋1，1
 ≤a′i＋2，1
 ≤…≤a′m，1
 ，而a′i1
 ＝a′i1
 ，故a′i1
 小于或等于X′中至少m－i＋1个不同元素，故a′i1
 小于或等于Y
 ′中至少m－i＋1个不同元素，而a′i2
 是Y
 ′中从小到大排列的第i个元素（即从大到小的第m－i＋1个元素），所以a′i1
 ≤a′i2
 ．

同理a′i2
 ≤a′i3
 ，a′i3
 ≤a′i4
 ，…，a′i，n－1
 ≤a′in
 ，即｛a′ij
 ｝中每一项从左到右递增．

法2：考虑变换后第k列和第k＋1列，记[image: alt]
 ．其中a′1k
 ≤a′2k
 ≤…≤a′m－1，k
 ≤a′mk
 ；a′1，k＋1
 ≤a′2，k＋1
 ≤…≤a′m－1，k＋1
 ≤a′m，k＋1
 ．

先证a′mk
 ≤a′m，k＋1
 ．反证．若a′mk
 ＞a′m，k＋1
 ，则a′mk
 大于数阵Y
 ′中所有的元素，但对原数阵[image: alt]
 ，a′mk
 是X
 中的某一元素．设a′mk
 ＝aj，k
 ，它必小于等于Y
 中aj，k＋1
 ，而aj，k＋1
 必是Y
 ′中某一元素，矛盾．

再证a′m－1，k
 ≤a′m－1，k＋1
 ．反证．若a′m－1，k
 ＞a′m－1，k＋1
 ，则a′m－1，k
 和a′mk
 两个数都大于a′1，k＋1
 ，…，a′m－1，k＋1
 中所有数．但a′m－1，k
 ，a′mk
 至少有一个在a′1，k＋1
 ，a′2，k＋1
 ，…，a′m－1，k＋1
 中，矛盾．

故a′m－1，k
 ≤a′m－1，k＋1
 ，同理，a′m－2，k
 ≤a′m－2，k
 ，…，a′1k
 ≤a′1，k＋1
 ．得证．

12．法1：设2009个黑球从左至右依次记为A1
 ，A2
 ，A3
 ，…，A2009
 ，Ai
 与Ai－1
 之间白球的个数为xi
 ，x1
 表示A1
 左侧的白球个数，且记[image: alt]
 ．

用反证法．假设原命题不成立，则Si
 ≠i－1；先考虑A1
 ，S1
 ＝x1
 ≠0，所以S1
 ≥1；再考虑A2
 ，S2
 ≠1，S2
 ＝S1
 ＋x2
 ，由于S1
 ≥1，所以S2
 ≥2，…，S2009
 ≥2009．这与题目共2008个白球矛盾．

法2：把结论推广到一般情况．n个白球和n＋1个黑球任意排成一行．求证：无论如何排列，都至少存在一个黑球，其左侧（不包括自己）的黑球和白球个数相等（可以为0）．

对n用归纳法．

①显然1个白球2个黑球（黑黑白；黑白黑；白黑黑）共三种情况，易见符合要求．

②假设k个白球k＋1个黑球时符合要求，即存在某个黑球，其左侧的黑白球数相等，现考虑k＋1个白球k＋2个黑球．

倘若白球全在黑球右侧，则第一个黑球符合要求．否则存在黑球，其左侧相邻的为白球，不妨设从左到右第一个这样的黑球为第m个黑球．若第1～m个黑球中已经有黑球符合要求，则已解决；若第1～m个黑球均不符合要求，则去掉第m个黑球及其左侧相邻的白球，剩下的k个白球k＋1个黑球中，依归纳假设知必存在某个黑球符合要求．不妨记为第P个，则这个原来的k＋1个白球k＋2个黑球中的第p＋1个黑球，符合要求．

13．显然至少使用2种题色．下面设计一种将数轴的全体实数染2种颜色的方案．

先提出一引理：任一形如[image: alt]
 （a，b，c∈Z
 ）的实数其表示法是唯一的，即若[image: alt]
 （a，b，c，a′，b′，c′均为整数），则a＝a′，b＝b′，c＝c′．

引理的明：由[image: alt]
 ，平方得（a－a′）2
 ＝2（b′－b）2
 ＋5（c′－c）2
 ＋2[image: alt]
 （b′－b）（c′－c）．由于a，a′，b，b′，c，c′∈Z
 ，[image: alt]
 是无理数，故（b′－b）（c′－c）＝0，则有b＝b′或c＝c′．若b′＝b，a－a′＝（c′－c）[image: alt]
 ，由[image: alt]
 是无理数知，c′＝c，a′＝a．同理，若c′＝c，也有b′＝b，a′＝a，引理得证．

回到原题，若x，y∈R
 ，且x－y＝a＋b[image: alt]
 ＋c[image: alt]
 （里a，b，c∈Z
 ），则称x，y是属于同一个等价类的，记作x～y．

所谓等价，即满足：反身性，显然[image: alt]
 ，故x～x；对称性，若x～y，y～x．这个也是显然的；传递性，即x～y，y～z，则x～z．事实上，由x～y，可得x－y＝a1
 ＋[image: alt]
 ，由y～z，可得y－z＝[image: alt]
 （a1
 ，b1
 ，c1
 ，a2
 ，b2
 ，c2
 ∈Z
 ），x－z＝（a1
 ＋a2
 ）＋（b1
 ＋b2
 ）[image: alt]
 ＋（c1
 ＋c2
 ）[image: alt]
 ，即x～z．

对同一等价类的实数，先其中某一实数γ染色（如红色），对与之等价的任一个实数γ＋a＋[image: alt]
 （a，b，c∈Z
 ），若a＋b＋c是偶，则将实数γ＋a＋[image: alt]
 染成与γ相同的颜色（即红色）；若a＋b＋c是奇数，则将实数γ＋a＋[image: alt]
 染成与γ不同的颜色（如蓝色）．下面说明这种二色的染色方案符合要求．

事实上，数轴上任意相差为1的两个数，x－y＝1，[image: alt]
 ，故x～y；且1＋0＋0＝1是奇数，所以x，y颜色必不同．

同理，若x－y＝[image: alt]
 ，则x～y；且x－y＝0＋1×[image: alt]
 ＋0×[image: alt]
 ，0＋1＋0是奇数，故x，y颜色也不同．对x－y＝[image: alt]
 也有完全相同的结论．由于不同的等价类中的数不会相差1，[image: alt]
 ，[image: alt]
 的整数倍，可以分别用各个等价类染色且符合要求．

综上，数轴上任一个数均可由红或蓝两种颜色之一染色．


注：
 这是一道有趣的利用等价关系来处理问题的题目．

14．至少要染7种色．所有的三角形共有[image: alt]
 ．由于任意三角形的染色不同，若染n种色，[image: alt]
 ，故n≥6，下面先证明n＝6不可以．若n＝6，每三种色的搭配恰好染一三角形．某一种色而言（如红色），它和其他色搭配了[image: alt]
 次，即如出了色的三角形恰有10次，另一方面，某一而言，如若AB染成色，含有AB的三角形有4，△ABF，△ABE，△ABD，△ABC．于是红色边的线段共有[image: alt]
 条，矛盾．

再来构造一种n＝7的染色方案．记7种颜色为颜色0，颜色1，颜色2，…颜色6．记六边形为ABCDEF，如题图23.3，且各顶点A，B，C，D，E，F依次对应数字1，2，3，4，5，6．对每一条边和对角线染上它们所对应两个端点所对应的数字模7的余数的颜色数字，例如，AB染上颜色3，BC边染上颜色5，……，AF染上颜色0．对角线也一样．下面证明这种染色方案符合要求．

[image: alt]


题图23.3

对同一个三角形而言，设三个顶点对应数字为i，j，k（1≤i，j，k≤6），若两边染色相同，设i＋j≡i＋k（mod 7），即j≡k（mod 7），显然不可能．

又若有某两个三角形染色方式相同．设它们顶点对应数字分别为i，j，k，i′，j′，k′，且不妨设i＋j≡i′＋j′，i＋k≡i′＋k′，j＋k≡j′＋k′（mod 7）．三式相加，2（i＋j＋k）≡2（i′＋j′＋k′）（mod 7），又（2，7）＝1．由同余性质得i＋j＋k≡i′＋j′＋k′（mod 7）．结合i＋j≡i′＋j′（mod 7），有k≡k′（mod 7），i≡i′（mod 7），j≡j′（mod 7），此时只有这两个三角形是同一个三角形才有可能．

综上，至少染7种染色．

15．至多可以分成6段．

6段的例子：30→12，18→8，10，12→6，6，8，10→5，5，6，6，8→4，4，5，5，6，6．

下证无法锯成7段，为此先提出一个引理：任何一次分割，最小长度至多有两段，否则，设某一次分割最小长度有3段，即a＝a2
 ＝a3
 ＝a＜a4
 ≤a5
 ≤…≤ak
 ，则它的前一次分割只可能为a，2a，a4
 ，a5
 ，…，ak
 ，这与题意要求“任何时刻所有木棒中的最长者严格小于最短者长度的2倍”矛盾．

若可以锯成7段，考虑最长的一段，显然不小于5，同时它一定不超过6，否则，若它超过6，则最短的长度至少为4，那么总长度≥7＋4×6＝31，矛盾．

（1）最长一段为5，则最小一段不小于3，而总和为30且分成7段的情况只有：①3，3，4，5，5，5，5；②3，4，4，4，5，5，5；③4，4，4，4，4，5，5．

倒推，情况①，它的前两步为4，5，5，5，5，6→5，5，5，6，9，这与引理矛盾！

情况②，它的前两步为4，4，5，5，5，7→5，5，5，7，8，这也与引理矛盾！

情况③已与引理矛盾．

（2）最长的一段长为6，则最短一段不小于4．这样的情况只有4，4，4，4，4，4，6，与引理矛盾．

所以无法锯成7段．

综上，至多可以得到6段．

第24章　初等数论、组合——整除与高斯函数

模仿训练：

78．构造如下k个数，（k＋1）！＋2，（k＋1）！＋3，（k＋1）！＋4，…，（k＋1）！＋（k＋1），显然，它们都是合数，且是连续的．79．用数学归纳法．a＝1时显然成立，设a＝k时成立，则a＝k＋1时，有

[image: alt]


由归纳假设及例169结论知，[image: alt]
 也成立。

特别地，由p｜ap
 －a＝a（ap－1
 －1），（a，p）＝1，所以p｜ap－1
 －1．

79．用数学归纳法．a＝1时显然成立，设a＝k时成立，则a＝k＋1时，有

[image: alt]


由归纳假设及例169结论知，[image: alt]
 也成立。

特别地，由p｜ap
 －a＝a（ap－1
 －1），（a，p）＝1，所以p｜ap－1
 －1．

80．因[image: alt]
 ，故[image: alt]
 等于0或1．依题意知，其中有18个1．即[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，即18≤30a＜19，[image: alt]
 ，［10a］＝6．

81．由题意得，对于任意的n∈｛1，2，…，100｝，[image: alt]
 ．因为[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 ．

82．令2x－[image: alt]
 ＝u，则[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．原方程即[image: alt]
 ，由高斯函数的定义，有[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，又u∈Z
 ．故u＝-3或-2，可得[image: alt]
 ．故方程所有实根的和是-2．

练习24

1．[image: alt]
 ．

2．不妨设m≥n，由带余除法得m＝q1
 n＋r1
 ，0≤r1
 ＜n．有2m
 －1＝2q1
 n＋r1

 －2r1

 ＋2r1

 －1＝2r1

 （2q1
 n
 －1）＋2r1

 －1，由此及2n
 －1｜2q1
 n
 －1得（2m
 －1，2n
 －1）＝（2n
 －1，2r1

 －1）．注意到（m，n）＝（n，r1
 ），若r1
 ＝0，则（m，n）＝n，结论成立．若r1
 ＞0，则继续对（2n
 －1，2r1

 －1）做同样讨论，由辗转相除法知，结论成立（事实上，2用大于1的自然数a代替，结论均成立）．

3．由厄尔米特恒等式知，[image: alt]
 ，于是[image: alt]
 ，不妨设[image: alt]
 ＝n，n∈Z
 ，则[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 为满足[image: alt]
 ≤｛x｝的一切实数．

综合练习24

解答题

1．不难看出，从第k2
 ＋1项到第（k＋1）2
 项均为2k＋1（k＝0，1，2，…）．取r＝2，s＝-1，t＝1，则[image: alt]
 ．对k2
 ＋１≤n≤（k＋1）2
 ，[image: alt]
 ，故an
 ＝2k＋1满足，从而r，s，t的存在性得证．

2．不超过20的素数有2，3，5，7，11，13，17，19，由高斯函数性质11知

[image: alt]
 ；（这里α（2，20）表示2在20！中的最高乘方次数）

[image: alt]


故20！＝218
 ·38
 ·54
 ·72
 ·11·13·17·19．

3．考查［0，n］中所有3的倍数的和为[image: alt]
 ，而所有非3的倍数的和为[image: alt]
 ．而［m，n］中非3倍数的和，即为［0，n］中非3的倍数的和减去［0，m－1］中非3的倍数的和（若m＝1，则［0，0］为0），即为[image: alt]
 ．

4．考虑a个数20
 ，21
 ，…，2a－1
 ，a显然不能被2j
 （0≤j＜a）整除，对每个j（0≤j＜a），令2j
 ＝qj
 a＋rj
 ，0＜rj
 ＜a．所以a个余数r0
 ，r1
 …，ra－1
 仅可能取a－1个值．由抽屉原理，其中必有两个相等，设为ri
 ，rk
 ，0≤i＜k，则a｜2k
 －2i
 ，所以a｜2i
 （2k－i
 －1），所以a｜（2k－i
 －1）（这里用到结论：x｜yz，（x，y）＝1，则x｜z）．令d＝k－i即可．

5．本题采用“构造法”．由二项式定理知，对于任意的p∈Z
 ，[image: alt]
 是一个整数，又因为[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，于是有[image: alt]
 ，其中p是质数．因为[image: alt]
 （k＝2，4，…，p－1）都能被质数p整除（见例169），所以原命题成立．

6．（xy－1）（yz－1）（zx－1）＝x2
 y2
 z2
 －（x2
 yz＋xy2
 z＋xyz2
 ）＋xy＋yz＋zx－1＝（xyz）2
 －xyz（x＋y＋z）＋xy＋yz＋zx－1．因为xyz｜（xy－1）（yz－1）（zx－1），所以xyz｜xy＋yz＋zx－1．

由于[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

不妨设2≤x≤y≤z．若x≥3，则[image: alt]
 ，矛盾．故x＝2时，[image: alt]
 ，即2y＋2z－1＝yz，（y－2）（z－2）＝3，所以[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ．

综上，满足条件的x，y，z为[image: alt]
 或其交换．

7．当n＝6t（t∈N
 *
 ）时，

[image: alt]


当n＝6t＋1（t∈N
 *
 ）时，

[image: alt]


当n＝6t＋2（t∈N
 *
 ）时，

[image: alt]


当n＝6t－3（t∈N
 *
 ）时，

[image: alt]


当n＝6t－2（t∈N
 *
 ）时，

[image: alt]


当n＝6t－1（t∈N
 *
 ）时，

[image: alt]


综上，结论成立．

8．先看内层[image: alt]
 ，它是一个等比数列，公比为[image: alt]
 ．若a｜bm，则公比为[image: alt]
 ＝1，故[image: alt]
 ；若a不能整除bm，由等比数列的求和公式知，[image: alt]
 ，故问题等价于求那些m，使得a｜bm的个数．

令d＝（a，b），a＝a1
 d，b＝b1
 d，（a1
 ，b1
 ）＝1，[image: alt]
 ，这样的m有d个，即m＝a1
 ·0＝0，a1
 ·1＝a1
 ，a1
 ·2＝2a1
 ，…，a1
 ·（d－1）＝（d－1）a1
 ，得证．


注：
 这里用到著名欧挂公式eiθ
 ＝cosθ＋isinθ，其中i为虚数单位．特别地，eiπ
 ＋1＝0．有人称其为最神奇的公式，因为它将两个无理数e，π．实数1和虚数单位i联系在一起．

第25章　初等数论——同余、不定方程、函数方程

模仿训练：

83．设｜a1
 －2a2
 ｜＝｜a2
 －2a3
 ｜＝…＝｜a2013
 －2a1
 ｜＝k，且令a1
 －2a2
 ＝t1
 k，a2
 －2a3
 ＝t2
 k，a3
 －2a4
 ＝t3
 k，…，a2013
 －2a1
 ＝t2013
 k，其中t1
 ，t2
 ，…t2013
 ∈｛1，-1｝．

将以上各式相加有-（a1
 ＋a2
 ＋…＋a2013
 ）＝（t1
 ＋t2
 ＋…＋t2013
 ）k．依题意a1
 ＋a2
 ＋…＋a2013
 ＝0，且注意到t1
 ＋t2
 ＋…＋t2013
 是奇数个奇数（1或者-1）相加减，即t1
 ＋t2
 ＋…＋t2013
 ≠0，故k＝0．从而a1
 －2a2
 ＝a2
 －2a3
 ＝a3
 －2a4
 ＝…＝a2013
 －2a1
 ＝0，所以a1
 ＝2a2
 ＝22
 a3
 ＝…＝22012
 a2013
 ＝22013
 a1
 ，所以a1
 ＝0，所以a2
 ＝a3
 ＝…＝a2013
 ＝0．故这2013个数都是0．

84．对n按模3讨论：①n＝3k，则2n
 －1＝（23
 ）k
 －1＝8k
 －1≡1k
 －1＝0（mod7）；②n＝3k＋1，则2n
 －1＝2·（23
 ）k
 －1＝2·8k
 －1≡2·1k
 －1＝1（mod7）；③则n＝3k＋2，则2n
 －1＝22
 ·（23
 ）k
 －1＝22
 ·8k
 －1≡4·1k
 －1＝3（mod7）．故当且仅当3｜n时，2n
 －1为7的倍数．

85．两边同时模5，显然x≡0，±1，±2（mod5），则有x2
 ≡0，1，4（mod5），x4
 ≡0，1（mod5）．同理，y4
 ≡0，1（mod5），x4
 ＋y4
 ＋2≡2，3，4（mod5），但右边5z≡0（mod5），矛盾．故原不定方程无整数解．

86．法1：显然x，y同奇偶．

若x，y同奇，则x2
 ≡1（mod8），y2
 ≡1（mod8），x2
 －3y2
 ≡－2≡6（mod8），矛盾．故x，y不可能同奇．

若x，y同为偶数，则x2
 ≡0（mod4），y2
 ≡0（mod4），x2
 －3y2
 ≡0（mod4），这与x2
 －3y2
 ＝2≡2（mod4）矛盾．故x，y不可能同偶．

综上，原方程无整数解．

法2：两边模3，x2
 ≡2，但任何一个整数的平方模3只能同余0或1，故原方程无整数解．

87．原方程即x2
 －（y＋1）x＋（y2
 －y）＝0，Δ＝（y＋1）2
 －4（y2
 －y）＝-3y2
 ＋6y＋1＝-3（y－1）2
 ＋4必为完全平方数，所以-3（y－1）2
 ＋4＝0，1，4，所以y＝0，1，2．从而原方程的解为[image: alt]
 ．

88．原方程可以变形为（a＋1）（b＋1）（c＋1）＝2004＝22
 ×3×167．不妨设a≤b≤c，则[image: alt]
 或[image: alt]
 或[image: alt]
 或[image: alt]
 ．解得[image: alt]
 [image: alt]
 ，所以a＋b＋c的最小值为171．

89．令[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，联立两式有[image: alt]
 ，由均值不等式[image: alt]
 ，且x＝1时等号成立，故f（x）的最小值为3．

90．在条件等式（3）中，令[image: alt]
 ，得[image: alt]
 ，结合f（1）＝1，[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ．

91．先证f（0）＝1．

在f（x＋y）＋f（x－y）＝2f（x）f（y）中令x＝y＝0，则2f（0）＝2f2
 （0）⇒f（0）＝0或者f（0）＝1；若f（0）＝0，令y＝0，有f（x）＋f（x）＝2f（x）·f（0）＝0，则f（x）＝0，矛盾．故f（0）＝1．

再证f（x）是偶函数．令x＝0，则f（y）＋f（-y）＝2f（0）·f（y）＝2f（y），则f（y）＝f（-y），故f（x）是偶函数．令y＝T，则f（x＋T）＋f（x－T）＝2f（x）·f（T）＝0．

⇒f（x＋T）＝-f（x－T）⇒f（x＋2T）＝-f（x）

⇒f（x＋4T）＝-f（x＋2T）＝f（x），故4T是f（x）的一个周期．

最后证f2
 （x）＋f2
 （T－x）＝1．在原条件式中令y＝x，有f（2x）＋f（0）＝2f2
 （x），则f（2x）＋1＝2f2
 （x）①，该式中，将x用T－x代替有f（2T－2x）＋1＝2f2
 （T－x）．注意到f（x＋2T）＝-f（x），且f（x）为偶函数，故f（2T－2x）＝-f（-2x）＝-f（2x）．从而-f（2x）＋1＝2f2
 （T－x）②．①＋②有f2
 （x）＋f2
 （T－x）＝1，所以f2
 （x）≤1，即-1≤f（x）≤1．

练习25

1．分三种情况讨论如下：

（1）m，n都是偶数，3m
 ≡1（mod4），3n
 ≡1（mod4），所以a＝3m
 ＋3n
 ＋1≡3（mod4），故a不是完全平方数．

（2）m，n都是奇数，3m
 ≡3（mod4），3n
 ≡3（mod4），所以a＝3m
 ＋3n
 ＋1≡3（mod4），故a不是完全平方数．

（3）m，n一奇一偶数，不妨设m是奇数，n是偶数，则3m
 ≡3（mod8），3n
 ≡1（mod8），所以a＝3m
 ＋3n
 ＋1≡5（mod8），故a也不是完全平方数．

综上，a＝3m
 ＋3n
 ＋1一定不是完全平方数．

2．（n＋2）2
 ＝n2
 ＋4n＋4＜n2
 ＋5n＋13，（n＋4）2
 ＝n2
 ＋8n＋16＞n2
 ＋5n＋13，故（n＋2）2
 ＜n2
 ＋5n＋13＜（n＋4）2
 ．欲使n2
 ＋5n＋13为完全平方数，必须n2
 ＋5n＋13＝（n＋3）2
 ，所以n＝4．

3．不妨设x≤y≤z，则x≥2．

（1）[image: alt]
 时，z＝6；y＝4时，z＝4；y≥5时，[image: alt]
 ，矛盾．

（2）x＝3时，由于x≤y≤z，所以[image: alt]
 ，只有x＝y＝z＝3．

（3）x≥4时，[image: alt]
 ，矛盾．

综上，（x，y，z）＝（2，3，6），（2，4，4），（3，3，3）或其交换．

4．若n≡0（mod3），则n＋3≡0（mod3），n＋3不是质数；若n≡2（mod3），则n＋7≡0（mod3），n＋7不是质数；故n除以3的余数只能是1．

5．30＝2×3×5，因3，5都是质数，由费马小定理知a3
 ≡a（mod3），a5
 ≡a（mod5），而a5
 －a＝（a3
 －a）（a2
 ＋1），所以3｜a5
 －a，5｜a5
 －a，又a5
 －a＝a（a－1）（a＋1）（a2
 ＋1）为偶数，所以30｜a5
 －a．

综合练习25

一、选择题

1．假设M是奇数，则ai
 －bi
 （i＝1，2，…，2011）必定都是奇数，从而这2011个奇数的和也是奇数；另一方面，其和（a1
 －b1
 ）＋（a2
 －b2
 ）＋（a3
 －b3
 ）＋…＋（a2011
 －b2011
 ）＝（a1
 ＋a2
 ＋a3
 ＋…＋a2011
 ）－（b1
 ＋b2
 ＋b3
 ＋…＋b2011
 ）＝0为偶数，矛盾，所以假设不成立，即M是偶数．选D．

2．易见，要使｛nk
 ｝遍取X中所有元素，只要n0
 不是2与5的倍数，故n0
 的取值集合为｛1，3，7，9｝．故选D．

3．设（m，n）＝d，m＝ad，n＝bd（其中（a，b）＝1），则（ax＋by）d＝k，故必有d｜k．故选B．

4．注意到31
 ≡3（mod7），32
 ≡2（mod7），33
 ≡6（mod7），34
 ≡4（mod7），35
 ≡5（mod7），36
 ≡1（mod7），得31998
 ≡（36
 ）333
 ≡1（mod7），故选B．

二、填空题

1．在（1）中，令n＝1，得f（m＋1）＝f（m）＋f（1）＋m；令m＝n＝1，得f（2）＝2f（1）＋1；令m＝2，n＝1，并利用（2）得，6＝f（3）＝f（2）＋f（1）＋2．

由[image: alt]
 得，f（1）＝1，f（2）＝3．代入f（m＋1）＝f（m）＋f（1）＋m，得f（m＋1）－f（m）＝m＋1．所以[image: alt]
 ．

2．设原数为n＋1位数，首位为7，后面各位形成数为x，则7×10n
 ＋x＝3（10x＋7），即29x＝7（10n
 －3）．

在mod29的意义上，102
 ≡13，103
 ≡14，104
 ≡24，105
 ≡8，106
 ≡22，107
 ≡17，108
 ≡25，109
 ≡18，1010
 ≡6，1011
 ≡2，1012
 ≡20，1013
 ≡26，1014
 ≡28，1015
 ≡19，1016
 ≡16，1017
 ≡15，1018
 ≡5，1019
 ≡21，1020
 ≡7，1021
 ≡12，1022
 ≡4，1023
 ≡11，1024
 ≡23，1025
 ≡27，1026
 ≡9，1027
 ≡3，所以n＝27，[image: alt]
 ，原数最小为[image: alt]
 ．

三、解答题

1．[image: alt]
 ，而25
 ≡1（mod31），故250
 ≡（25
 ）10
 ≡1（mod31），因而[image: alt]
 ．所以，原式除以31后余数为1．

2．n＝4k及n＝4k＋1时，这样的E数列存在．

n＝4k时，0，1，0，-1｜0，1，0，-1｜…｜0，1，0，-1｜；

n＝4k＋1时，0，1，0，-1｜0，1，0，-1｜…｜0，1，0，-1｜0；

n＝4k＋2及n＝4k＋3时，这样的E数列不存在，理由如下：

n＝4k＋2时，显然这样的数列按顺序依次为：偶，奇，偶，奇｜…｜偶，奇，偶，奇｜偶，奇，其中偶数有2k＋1个，奇数有2k＋1个．奇数个偶数之和为偶数，奇数个奇数之和为奇数，偶数＋奇数＝奇数，故总和S（An
 ）必为奇数，不可能为0；

n＝4k＋3时，同理，偶数有2k＋2个，奇数有2k＋1个，偶数个偶数之和为偶数，奇数个奇数之和为奇数，偶数＋奇数＝奇数，故总和S（An
 ）必为奇数，不可能为0．

3．由于P是大于3的质数，可知P≡1或2（mod3）．若P≡1（mod3），则P2
 －1≡1－1≡0（mod3）；若P≡2（mod3），则P2
 －1≡22
 －1≡0（mod3），从而，P2
 －1是3的倍数．另一方面，由于大于3的质数均为奇数，而奇数的平方≡1（mod8），所以，P2
 －1是8的倍数．

注意到（3，8）＝1，综上可知P2
 －1是24的倍数．

4．按模2分类．

若n＝2k为偶数，k为正整数，则3n
 ＋1＝32k
 ＋1＝（3k
 ）2
 ＋1．由3k
 是奇数，（3k
 ）2
 是奇数的平方，奇数的平方除以8余1，故可设（3k
 ）2
 ＝8l＋1，于是3n
 ＋1＝8l＋2＝2（4l＋1），4l＋1是奇数，不含有2的因数，所以3n
 ＋1能被2整除，但不能被2的更高次幂整除．

若n＝2k＋1为奇数，k为非负整数，则3n
 ＋1＝32k＋1
 ＋1＝3·（3k
 ）2
 ＋1＝3（8l＋1）＋1＝4（6l＋1）．由于6l＋1是奇数，所以此时3n
 ＋1能被22
 整除，但不能被2的更高次幂整除．

5．设集合S＝｛a1
 ，a2
 ，…，an
 ，｝，不妨a1
 ＜a2
 ＜…＜an
 ．

若n＝2，a1
 ＋a2
 ＝a1
 a2
 ，即（a1
 －1）（a2
 －1）＝1，由a1
 ，a2
 ∈N
 *
 ，得a1
 －1＝a2
 －1＝1，则a1
 ＝a2
 ＝2，矛盾．

若n＝3，a1
 ＋a2
 ＋a3
 ＝a1
 a2
 a3
 ，所以[image: alt]
 ．若a1
 ≥2，则a2
 ≥3，a3
 ≥4，[image: alt]
 ．故a1
 ＝1，所以1＋a2
 ＋a3
 ＝a2
 a3
 ，即（a2
 －1）（a3
 －1）＝2，[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．此时S＝｛1，2，3｝．

若n＝4，a1
 ＋a2
 ＋a3
 ＋a4
 ＝a1
 a2
 a3
 a4
 ，即[image: alt]
 ．由于ai
 ≥i（i＝1，2，3，4）．故

[image: alt]


同理，n≥5也不可能．

综上，集合S＝｛1，2，3｝．

6．由题设即可得出f（x）是［0，1］上的增函数，当[image: alt]
 ＜x≤1时，f（x）≤f（1）＝1＜2x；在f（x＋y）≥f（x）＋f（y）中取x＝y＝x0
 ，得f（x0
 ）≤[image: alt]
 f（2x0
 ），当[image: alt]
 时，[image: alt]
 ＜2x≤1，得[image: alt]
 ．

当[image: alt]
 时，[image: alt]
 ．

因此，当x≠0时，恒有f（x）＜2x．而当x＝0时，取x0
 ＝0，得f（0）≤[image: alt]
 f（0），从而f（0）＝0，也满足f（x）≤2x．

综上，f（x）在［0，1］上有f（x）≤2x．

7．对任意的整数a，考虑a除以3的余数，有三种可能情况：a≡0，1，2（mod3）．

首先，注意到四个不同正整数a，b，c，d，欲使任意三个数之和都是素数，这四个数必须同为奇数，且除以3的余数只能是1，0，1，0或者1，1，2，2或者0，0，2，2这三种组合中的一种，易知｛3，9，19，25｝满足条件．

又对五个不同的正整数a，b，c，d，e，考虑它们除以3的余数，0，1，2不可能共存的，也不能同一样的有三个或以上，故只能有两种类型，由抽屉原理，至少有一样有三个，则这三个所对应的数是3的倍数，也是合数，矛盾．

综上，集合M最多有四个两两不等的正整数，满足其中任意三个数之和都是素数．

鉴于n只能是以上几种情形中的数，从而命题成立．

8．先证f（x）为奇函数．

令a＝b＝1，f（1）＝2f（1），即f（1）＝0；

令a＝b＝-1，f（1）＝-2f（-1）⇒f（-1）＝0；

令a＝x，b＝-1，f（-x）＝xf（-1）－f（x）＝-f（x），所以f（x）为奇函数．

再证，当x∈（0，+∞）时，f（x）＝0．

令a＝b＝x，有f（x2
 ）＝2xf（x），f（x3
 ）＝3x2
 f（x），…，f（xn
 ）＝nxn－1
 f（x），n∈N
 *
 ．

若x＞1，f（xn
 ）＝nxn－1
 f（x）．若f（x）≠0，则｜f（xn
 ）｜＝n｜xn－1
 f（x）｜→+∞（n→+∞），这与｜f（x）｜≤1矛盾．故x＞1时，f（x）≡0．

若0＜x＜1，令a＝x，[image: alt]
 ．因为[image: alt]
 ，而f（1）＝0，故f（x）＝-[image: alt]
 ．而[image: alt]
 （已证），所以0＜x＜1时，f（x）≡0．

故x∈［0，+∞）时，f（x）≡0，再由f（x）为奇函数知f（x）≡0．

9．若a1
 ，a2
 ，…，a2n＋1
 具有性质P．设S＝a1
 ＋a2
 ＋…＋a2n＋1
 ，则2｜S－ai
 ，所以2｜（S－ai
 ）－（S－aj
 ），所以2｜ai
 －aj
 ，即a1
 ，a2
 ，…，a2n＋1
 同奇偶．

令bi
 ＝ai
 －a1
 ，显然b1
 ，b2
 ，…，b2n＋1
 具有性质P．因为b1
 ＝0，所以b1
 ，b2
 ，…，b2n＋1
 都是偶数．可把b1
 ，b2
 ，…，b2n＋1
 都除以2，得到的全为整数，依然满足性质P，由于b1
 始终等于0，此过程可不断继续，因此必有b1
 ＝b2
 ＝…＝b2n＋1
 ＝0，即a1
 ＝a2
 ＝…＝a2n＋1
 ．逆命题显然成立．

第26章　自主招生中的杂题选讲

模仿训练：

92．用数学归纳法，可证得原式＝[image: alt]


n＝1时，结论显然成立．

设n＝k时成立，即[image: alt]


当n＝k＋1时，有

[image: alt]


即n＝k＋1时，成立．

由数学归纳法知，对任意的正整数n，原式成立．

93．[image: alt]
 [image: alt]
 -x（-x－3＋2x＋4）＝-x（x＋1）．故选B．

94．令[image: alt]
 ．

原方程组无解⇔D＝0，Dx
 ，Dy
 中至少有一个不为0．

由D＝0，可得b＝-2a，分别代入Dx
 ，Dy
 中，有Dx
 ＝-2－2a（-a）＝2a2
 －2，Dy
 ＝-a2
 －a（-2a）－1＝a2
 －1，所以a≠±1．选A．

95．由四面体的体积公式知[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，|6（k－2）－2（k－7）|＝6.4k＋2＝±6，k＝1或-2．故选A．

96．（1）准线方程[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ，设直线l的方程为[image: alt]
 ，代入[image: alt]
 ＋y2
 ＝1，有[image: alt]
 ，设P（x1
 ，y1
 ），Q（x2
 ，y2
 ），且x1
 ＜x2
 ，Q′（x2
 ，-y2
 ）．由韦达定理[image: alt]
 ，P，F，Q′三点共线

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]
 ．这是显然的。

（2）[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 （当k＝±[image: alt]
 时取等号）．

故所求直线的方程为[image: alt]
 或[image: alt]


97．（1）考虑PF在面ABB1
 A1
 上的射影，再利用三角形全等易得其射影垂直于BE，故PF⊥BE．

（2）如题图26.1所示建立坐标系，可得[image: alt]
 [image: alt]


故[image: alt]
 ．

[image: alt]


题图26.1

98．（1）过B作BH⊥CE，垂足为H，B1
 B⊥面BCE．由三垂线定理的逆定理，B1
 H⊥CE，故∠B1
 HB就是B1
 －EC－B的二面角的平面角．BB1
 ＝a，BH＝[image: alt]
 ，故tanθ＝[image: alt]
 ．

（2）如题图26.2所示建立坐标系，则E（a，[image: alt]
 ，0），B1
 （a，a，a），D1
 （0，0，a），C（0，a，0）．

[image: alt]


题图26.2

故[image: alt]
 ．

练习26

1．在这100个点中，每两点有一个距离，这有限个数[image: alt]
 中，一定有一个最大数，不妨设A，B两点间的距离最大（如果最大的距离不止一个，任取一个即可），以线段AB为直径作一个圆，由题设，AB≤1，所以，此圆的半径≤[image: alt]
 ．

在其余的98个点中任取一点C，因为AB≥AC，AB≥BC，又由题设知△ABC是钝角三角形，如题图26.3所示，所以∠C一定是钝角，于是点C位于以AB为直径的圆内，也就是说这100个点都被这个圆所覆盖．

[image: alt]


题图26.3

2．这是一道与物理学中视运动有关的问题．对于离人比较远的物体而言，我们观测到物体的快慢主要取决于物体在垂直于视线方向上的分运动，而且还与物体和观察者的距离有关，也就是说取决于物体相对观测者的角速度．如题图26.4所示，于是有方程[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．选B．

[image: alt]


题图26.4

综合练习26

一、选择题

1．该正多边形的内角度数为360的约数，故只有60，90，120三种．选B．

2．题干每个单独图形中都有五个小图形元素，由此可排除B，C，D，因为这三个图形中均含有六个元素．选A．

3．由已知可得[image: alt]
 ，此方程可以看成关于k1
 ，k2
 ，k3
 的三元一次线性方程，它有唯一解（0，0，0），故[image: alt]
 ．若三条直线相互平行，则行列式中有两行成比例，根据行列式的性质知行列式的值为0．矛盾．选C．

4．先看选项A，[image: alt]
 [image: alt]


令[image: alt]
 ．

显然若D≠0，则原方程只有唯一解（0，0，0）；现D＝0，则必有不全为零的实数解（原方程组不可能无解，因为（0，0，0）就是它的一组解）．故选项A适合．

5．法1：先计算三阶行列式的值，按第一行展开，即[image: alt]
 [image: alt]
 ．

由[image: alt]
 ，有[image: alt]
 ；同理[image: alt]
 ．从而D＝3x1
 x2
 x3
 ＋（x1
 ＋x2
 ＋x3
 ）＋6．由三次方程的韦达定理可知，x1
 ＋x2
 ＋x3
 ＝0，x1
 x2
 x3
 ＝-2．代入知，原行列式的值为0，选C．

法2：[image: alt]
 （由韦达定理知x1
 ＋x2
 ＋x3
 ＝0）．

6．显然选项A可找到事例；选项C也是正确的，因为如果存在三点共线，必定有四点共面，与题设矛盾；选项D的反例，考虑a，b，c三点之间三对点（a，b），（a，c），（b，c）．它们所在的三条直线共面，故D是错误的．选项B的无穷集合S可这样构造，设有n个点a1
 ，a2
 ，…，an
 符合要求（任意四个不同的点都不在一个平面上），显然任意三点不共线，它们共可确定[image: alt]
 个平面；再找一个点an＋1
 都不在这[image: alt]
 个平面内，则a1
 ，a2
 ，…，an
 ，an＋1
 也符合要求，一直这样重复下去，就可构造一个无穷集合S．故选D．

7．如题图26.5（a）所示，A1
 A2
 A3
 A4
 A6
 是一个凸五边形．即选项B可以成立；又A1
 A2
 A3
 A4
 及A1
 A4
 A5
 A6
 都是凸四边形，故选项D也可以成立．

[image: alt]


题图26.5

如题图26.5（b）所示，易见每个S五边形都不是凸五边形，故选项C也可以成立．

下证：选项A一定不正确．

如题图26.5（c）所示，设六边形内角ABC大于180°，则②区、③区或④区中必存在六边形顶点．若③区中存在六边形顶点D，则四边形ABCD非凸；若③区中不存在顶点，则②区和④区中必都存在顶点，且其连线与折线ABC不相交，如题图23.5（d）所示．此时，四边形ABCD非凸．故选项A一定不正确．选A．

8．（1）将所给题项中第一图形顺时针旋转90°，即可由后两项重叠组合得到．选D．

（2）可以看到左边方框中，图形元素包含了三角形、梯形和平行四边形；其填充规律是黑白、全黑、全白．由此可以推断选项A符合规律．

9．根据空间想象，选B．

二、填空题

1．将篱笆围成的三条边以墙为对称轴作对称变换形成六边形，其周长为24．要使其面积最大，则该六边形是边长为4的正六边形，面积为[image: alt]
 ，所以四边形面积最大为12[image: alt]
 ．

2．易知平均每校10台，则A必须运出5台，而D必须进7台，而A，D不相邻，所以至少要运12次，即A→B3台，A→E2台，E→D6台，C→D1台，总共运输12台．

三、解答题

1．法1：不存在，用反证法．假设存在四个正实数a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 （0＜a1
 ≤a2
 ≤a3
 ≤a4
 ）．易见a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 中没有任何两个数相等，且a1
 a2
 最小，a1
 a3
 其次；a3
 a4
 最大，a2
 a4
 其次．所以a1
 a2
 ＝2①，a1
 a3
 ＝3②，a2
 a4
 ＝10③，a3
 a4
 ＝16④，由①，④，有a1
 a2
 a3
 a4
 ＝32，但由②，③，有a1
 ·a2
 ·a3
 ·a4
 ＝30，矛盾．

法2：设0＜a1
 ≤a2
 ≤a3
 ≤a4
 ，显然a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 中没有两个数相等，且a1
 a2
 ＝2，a3
 a4
 ＝16．所以a1
 a2
 a3
 a4
 ＝32．但另一方面，（a1
 a2
 a3
 a4
 ）3
 ＝2×3×5×6×10×16.323
 ≠2×3×5×6×10×16．矛盾．

2．注意到对任意平行四边形：两条对角线长度的平方和等于四条边长度的平方和．故另一条对角线长＝[image: alt]
 ．

3．依题意，设[image: alt]
 ．即方程[image: alt]
 或f（x）－tx＝0有a，f（a），f（f（a））三个根．而f（x）是一个二次函数，至多两个实根，故其中必有两个相等．若a＝f（a）或f（a）＝f（f（a））则得证；否则a＝f（f（a））．而a，f（a），f（f（a））成等比数列，公比为t，所以t2
 ＝1，t＝±1，但t＞0，所以t＝1，所以a＝f（a）．

4．设[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，两边平方，得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，再两边平方，得4ab＝（p2
 ＋c－a－b）2
 ＋4p2
 c－4p（p2
 ＋c－a－b）[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．同理，[image: alt]
 ．

5．首先天平左、右两端分别放上0，1和2，3号球．

（1）如果天平平衡，则4，5号球中必有一球与0号球不同重．再在天平两端分别放0号和4号球，若天平平衡，则5号为不同的小球；否则为4号球．

（2）若天平左端0，1号球重量小于天平右端2，3号球的重量，则在1，2，3号球中必有一球与0号球重量不同．再称2号和3号球，若平衡，则1号球为不同的小球；若不平衡，则较重球为重量不同的小球．

（3）若天平左端0，1号球重量大于天平右端2，3号球重量，则同（2）可知较轻球为重量不同的小球．

6．不能．假设存在n条抛物线，使得这n条抛物线及其内部能覆盖整个平面．现任取一条与n条抛物线的对称轴均不平行的直线，那么这n条抛物线中的任意一条，与该直线或者没有交点，或者相切，或者有两个不同的交点．换句话说就是每条抛物线只能覆盖该直线的有限部分，那么n条抛物线也只能盖住该直线有限的部分．所以有限条抛物线不能覆盖整个平面．

7．如题图26.6所示，该图形可不重复的分为9个3×3的九宫格．前三行的三个九宫格记为第一、二、三个九宫格；当中三行的三个九宫格记为第四、五、六个九宫格；最后三行中的三个九宫格记为第七、八、九个九宫格．将第i行第j列的方格称为（i，j），如（1，2）＝1，（3，3）＝8．

[image: alt]


题图26.6

考虑第四个九宫格，第二第三列不能为2，所以（4，1）＝2；考虑第八个九宫格，第二、三行不能为2，所以（7，4）＝2；考虑第七个九宫格，第一行第三列不能为6，所以（9，2）＝6．

看整个第二列剩下的四个空格，分别为4，5，8，9，（7，2）不能为4，5，8，所以（7，2）＝9，（4，2）不能为4，5，9，所以（4，2）＝8．看整个第一列剩下的四个空格，前三个不能是3，所以（7，1）＝3．看整个第七行剩下的两个空格，一个是7，一个是8，显然（7，3）＝7，（7，7）＝8．看第四个九宫格，第一行和第二列不能为3，所以（6，3）＝3，第二列不能为9，所以（4，3）＝9．看第一个九宫格，（2，1）不能为5，6，所以（2，1）＝9．

看整个第五列，（3，5），（5，5），（6，5），（9，5）均不能为3，所以（8，5）＝3．照这样依次推类，请读者完成．

8．（1）[image: alt]
 ．

（2）因为[image: alt]
 ，所以a≠0，d≠0，令[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，（a－d）λ＝b，因为a≠d，所以[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 是一个公比为[image: alt]
 的等比数列．[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

（3）若xn
 的极限存在，必有[image: alt]
 ，此时[image: alt]
 ；或[image: alt]
 ，即｜a｜＜｜d｜．此时[image: alt]
 ．

9．（1）父亲的基因有AA，Aa，aa三种情况，母亲的基因也有AA，Aa，aa三种情况，故搭配起来共有9种情况，如题表26.1所示．

题表26.1

[image: alt]


把每行数据相加可得AA∶Aa∶aa＝（u2
 ＋2uv＋v2
 ）∶（2uv＋2uw＋2vw＋2v2
 ）∶（v2
 ＋w2
 ＋2vw）＝（u＋v）2
 ∶2（u＋v）（v＋w）∶（v＋w）2
 ．这就是子一代三种基因型的比例．

（2）设u＋v＝x，v＋w＝y，（1）中式即x2
 ∶2xy∶y2
 ，且x＋y＝1．由于x2
 ＋2xy＋y2
 ＝1，将x2
 ，xy，y2
 分别看成u，v，w，则由（1）的结论可知，子二代的AA，Aa，aa的比例为（x2
 ＋xy）2
 ∶2（x2
 ＋xy）（xy＋y2
 ）∶（xy＋y2
 ）2
 ＝x2
 （x＋y）2
 ∶2xy（x＋y）（x＋y）∶y2
 （x＋y）2
 ＝x2
 ∶2xy∶y2
 ．

故子二代与子一代比例相同．


注：
 这是一道源自生物学的概率问题，凸现了自主招生考试注重数学知识和其他科目的整合，考查学生应用数学知识解决问题的能力．

10．首先证明对于椭圆ax2
 ＋by2
 ＝1，两条互相垂直的直线都与椭圆相切，则两条直线的交点的轨迹是以原点为圆心的圆．

设交点（x0
 ，y0
 ），斜率为k，则直线为y－y0
 ＝k（x－x0
 ）．设椭圆为ax2
 ＋by2
 ＝1，联立得（a＋bk2
 ）x2
 ＋2kb（y0
 －ky0
 ）x＋b（y0
 －kx0
 ）2
 －1＝0．由Δ＝0，得[image: alt]
 ，其两根为k1
 ，k2
 且k1
 k2
 ＝-1．所以[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．若椭圆方程为[image: alt]
 ，则直线交点轨迹为[image: alt]
 ．

令两条垂直直线为x轴和y轴，记椭圆长轴为2a，短轴为2b，故所求椭圆中心轨迹方程为x2
 ＋y2
 ＝a2
 ＋b2
 （b≤x≤a）．

11．将红、黄、蓝、绿四种颜色分别代入数字0，1，2，3，策略是每个人将其余11个人帽子颜色所代表的数字求和，设为S．S除以4的余数设为d，（4－d）mod4对应的颜色即为他所猜的颜色．

例如，12个人都戴黄帽子，每个人看到其余11个人的帽子颜色对应数字和均为11，模4余3，4－3＝1对应黄色，全都猜对．

这样的策略使得同时猜对头上帽子颜色的概率为[image: alt]
 ．当且仅当12个人的帽子的颜色所代表的数字之和为4的倍数时，12个人能够同时猜对．不然，12个人会同时猜错．或者同时猜对，或者同时猜错．同时猜对的概率与一个人随机猜对的概率相等，为[image: alt]
 ．而多个人猜测时，由于不能由他人的帽子颜色推断出有关自己帽子颜色的信息，由此12人同时猜对的概率一定不大于单独一个人猜对的概率，即[image: alt]
 ．由此上述方案是最优的．
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