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鉴于我们的水平有限，书中的不妥之处敬请读者批评指正。


第一章　染色问题与染色方法

染色问题和染色方法是两个不同的术语，前者是说题目给出了一种染色方法，在给定的染色条件下，提出一个待解决的问题；后者通常是题目没有提到染色，解题者为了解决问题，自觉探究一种染色方法，使问题得到解决．与染色相关的问题通常表现出某种不确定性，多归属于组合问题．染色问题多而杂，但主要分为两类：对边染色和对点染色．解决染色问题的基本方法有逐步调整法、整体处理法、不变量法、赋值计算法、极端性方法以及递推方法等等；染色问题中的存在性问题通常可考虑抽屉原理．

例1　设O是线段AB的中点，点A1
 ，A2
 ，…，An
 在线段OA上，点B1
 ，B2
 ，…，Bn
 在线段OB上，并且点Ai
 与Bi
 （i＝1，2，…，n）关于点O对称，将其中n个点染红色，另n个点染蓝色．求证：所有红点到点A的距离之和等于所有蓝点到点B的距离之和．（1985年北京市数学竞赛题）

解　对一种具体染色S，记所有红点到点A的距离之和为Sh
 ，所有蓝点到点B的距离之和为Sb
 ．

第一步，考察极端情况：如果线段OA上的点A1
 ，A2
 ，…，An
 都是红点，则线段OB上的点B1
 ，B2
 ，…，Bn
 都是蓝点，由对称性，得OAi
 ＝OBi
 （i＝1，2，…，n），从而
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第二步，对任一染色方法，证明Sh
 ＝Sb
 ，为此我们应用逐步调整法来证明Sh
 －Sb
 是不变量．

如果一种染色S，在线段OA上存在一个蓝点P，则在线段OB上必存在一个红点Q，我们改变一下这两个点的颜色，即P（蓝→红），Q（红→蓝），这样，我们得到另一种染色方法S′，计算，

S′h
 ＝Sh
 －AQ＋AP＝Sh
 －PQ，

S′b
 ＝Sb
 －BP＋QB＝Sb
 －PQ，

∴　Sh
 －S′h
 ＝Sb
 －S′b
 ，即Sh
 －Sb
 ＝S′h
 －S′b
 ．

故　Sh
 －Sb
 是不变量．

∵　经过有限次上述操作，我们可以把染色S变换成上述极端情况．

∴　由上述不变量，得Sh
 －Sb
 ＝0，即Sh
 ＝Sb
 ．

例2　平面上任给n个互异的点，每两点连一条线段，再将所得的[image: alt]
 条线段的中点染红色，求红点个数的最小值．（1991年亚太地区数学竞赛题）

解　我们利用极端性原理实现隔离计数．

第一步，设n个点共线，顺次记为A1
 ，A2
 ，…，An
 ，且记线段A1
 An
 的中点为P，则n－1条线段A1
 Ai
 （i＝2，3，…，n）的中点互异，且都分布在线段A1
 P内；n－1条线段Ai
 An
 （i＝2，3，…，n）的中点互异，且都分布在线段PAn
 内；很明显，上述2（n－1）个中点中，恰有点P是一个二次重点，故这n个共线的点至少有2n－3个红点．

第二步，设n个点不共线，记为A1
 ，A2
 ，…，An
 ，且[image: alt]
 并记最长线段A1
 An
 的中点为P，则n－1条线段A1
 Ai
 （i＝2，3，…，n）的中点互异，且都分布在以A1
 为圆心，以A1
 P为半径的圆内；n－1条线段Ai
 An
 （i＝2，3，…，n）的中点互异，且都分布在以An
 为圆心，以An
 P为半径的圆内；很明显，上述2（n－1）个中点中，恰有点P是一个二次重点，故对这n个不共线的点，得到的红点数至少有2n－3个．

第三步，构造：n－1等分线段A1
 An
 ，标记分点为A2
 ，A3
 ，…，An－1
 ．根据上述分析，对这样的n个点，红点数至少2n－3个；又这2n－3个点涵盖了所有线段Ai
 Aj
 的中点，故我们恰好有2n－3个红点．

综上所述，红点数目最小值是2n－3．

例3　在n×n（n≥3）棋盘中，将某r个方格染红色，其余方格染白色．规定：如果某个白格至少与两个红格相邻（具有公共边），则将此格染红色；如果还有这样的白格，则染色继续进行．如果不论怎样选取最初哪r个方格染红色，都不能通过上述操作使棋盘中所有格都染红色，求r的最大值．
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图1.1





解　如图1.1，将n个方格染红，则可以将全部小方格染红，故r≤n－1，rmax
 ≤n－1．

再证明rmax
 ≥n－1，这只要证明r＝n－1满足题意即可．

任意染红n－1个小方格，记红色区域的边界长度为L，则L≤4（n－1）；我们来证明L在染色后不增．

按题意，每新染一个红色格，此格在染红之前，最少有2条红色边，这2条红色边为红色区域的边界；此格染红色后，至多增加2条红色边，但原来2条红色边不再是红色区域的边界，所以L在染色后不增．故始终有L＜4n，所以r＝n－1满足题设，rmax
 ≥n－1．

综上所述，rmax
 ＝n－1．

例4　平面上有n个点（n≥5），或是红点，或是蓝点，而且任意三个同色点不共线．证明：存在一个三个顶点同色的三角形，并且该三角形至少有一条边上不含另一种颜色的点．

证明　一个明显的办法是把目标瞄准面积最小的“同色三角形”（三顶点同色）．

以任意三个同色点作三角形．因为所有这些三角形的个数有限，由极端性原理，它们的面积有最小值，记这个面积最小的三角形为△ABC，不妨设其三个顶点为红色．

假设△ABC的三边AB、BC、CA上都存在蓝色点，分别记作C′、A′、B′，则△A′B′C′的三个顶点都是蓝色，并且其面积比△ABC的面积还小，这与△ABC的取法矛盾．

故　△ABC必有一边上不含蓝色点．

这个问题的三维形式是：空间中有20个点，或是红点，或是蓝点，而且任意四个同色点不共面．证明：存在四个顶点同色的四面体，这个四面体中有某一侧面不含另一种颜色的点．我们把它留作练习．

例5　一个立方体有12条棱，甲、乙两人在这12条棱上做涂色游戏：每人每次选择3条未涂过色的棱给予涂色，甲涂红色，乙涂蓝色．规定：先把某一面上的四条棱涂成自己的颜色者获胜．先涂色的甲有没有必胜策略？

证明　先涂色的甲没有必胜策略．
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图1.2





如图1.2，把立方体的12条棱分成8组，每一组三条棱并且两两异面：

S1
 ＝｛A1
 A2
 ，A3
 A7
 ，A5
 A8
 ｝，S2
 ＝｛A1
 A2
 ，A4
 A8
 ，A6
 A7
 ｝，

S3
 ＝｛A2
 A3
 ，A4
 A8
 ，A5
 A6
 ｝，S4
 ＝｛A2
 A3
 ，A1
 A5
 ，A7
 A8
 ｝，

S5
 ＝｛A3
 A4
 ，A2
 A6
 ，A5
 A8
 ｝，S6
 ＝｛A3
 A4
 ，A1
 A5
 ，A6
 A7
 ｝，

S7
 ＝｛A1
 A4
 ，A3
 A7
 ，A5
 A6
 ｝，S8
 ＝｛A1
 A4
 ，A2
 A6
 ，A7
 A8
 ｝，

每一条棱都含于其中某两个组．

为证明先涂色的甲没有必胜策略，即要证明：不论甲如何涂色，后涂色的乙都有办法阻止甲获胜，即不让甲将某一个面上的四条棱都涂成红色．

设甲先把某三条棱涂成红色，因为这三条棱至多含于上述八个组中的某六个组中，所以至少还有两组，其中每组的三条棱都未涂色，不妨设这两组是S1
 、S2
 ；乙为了阻止甲获胜，只要把S1
 （或S2
 ）中的三条棱都涂成蓝色；这样，立方体的六个面中每个面已有一条蓝色棱，所以，不论甲以后如何涂色，都不可能把一个面上的四条棱都涂成红色．

故先涂色的甲没有必胜策略．

例6　任意给定平面直角坐标系里由有限个整点组成的集合A，问：能否对集合A中的整点用红色或黑色两种颜色染色，每个点染其中一种颜色，使得与纵坐标轴、横坐标轴平行的每一条直线上，红点与黑点的个数至多相差一个？

解　答案是肯定的，可以做到．

定义　平行于纵坐标轴的直线称为纵线；平行于横坐标轴的直线称为横线．

证明　如果每一条纵线、每一条横线上都至多含有集合A中的一个点，则结论成立．下面证明其他情况．

记card（A）＝n，则当n＝1，2，3时，相应的染法明显存在．

假设当n＜k（k≥4）时，相应的染法都存在，下面证明当n＝k时也存在相应的染法．

设有一条横线ι上至少有A中的两个点，不妨设M，N∈ι（M，N∈A），并记过点M有纵线ι1
 ，过点N有纵线ι2
 ．

情形一：A中落在ι1
 上的点只有M，A中落在ι2
 上的点只有N，则把直线ι上的点用红、黑两种颜色交错染色，对A中其余点按归纳假设存在相应的染色方法，合在一起即得符合题目要求的染色方法．

情形二：ι1
 上除点M外还存在另一点P，而且矩形MNRP的顶点R也是A中的点．这时，把M，R染红，把N，P染黑，对A中其余点按归纳假设存在相应的染色方法，合在一起即得符合题目要求的染色方法．

情形三：ι1
 上除点M外还存在另一点P，而且矩形MNRP的顶点R不是A中的点．这时，记A1
 ＝（A－｛M，N，P｝）∪｛R｝，则card（A1
 ）＝n－2，由归纳假设，对A1
 存在符合题目要求的染色方法，不妨设点R染了红色．把点R去掉，再把M染黑，把N，P染红，这样的染色方法符合题目要求．

综上所述，题目得证．

例7　证明：可以用两种颜色给正整数1，2，3，…，1986染色，使得它不含有由18项组成的单色等差数列．

证明　我们利用组合计数方法完成证明．

一方面，集合A＝｛1，2，…，1986｝的元素二染色的染色方法总数为21986
 种（这其实就是允许有空子集的A的2-
 划分数目）．

另一方面，把A中由18项组成的每个等差数列都看成一个元素，由这些元素组成的集合记作B．

任取α∈B，则α的首项a与公差d满足充要条件：

[image: alt]
 即以a∈｛1，2，…，1969｝为首项的18项等差数列的数目为[image: alt]
 所以，得

[image: alt]


设α∈A，则对A中除去出现在α中的18个元素之外的1968个元素的二染色方法数为21968
 ，而每个18项单色等差数列α有2种染色方法，这样含有18项单色等差数列的染色方法数目不超过2·card（B）·21968
 ．

∵　21986
 －2·card（B）·21968
 ＝（217
 －card（B））·21969


　　＞（217
 －115940）·21969
 ＝（131072－115940）21969
 ＞0，

∴　至少存在1，2，3，…，1986的一种二染色方法，使得染色后不含18项组成的单色等差数列．

例8　将一个2×n的方格带形中的某些方格染色，使得任意一个2×2的方格中都没有完全染上颜色，以Pn
 来标记所有满足条件的不同染色方法的数目．求证：3｜P1989
 ，并求能整除P1989
 的3的最高次幂．

解　记Pn
 ＝an
 ＋bn
 （n∈N*
 ），其中an
 表示2×n的方格带形中满足题目条件且最后两个都染色的染法数目，bn
 表示2×n的方格带形中满足题目条件且最后两个没有全染色的染法数目．

∵　an
 ＝bn－1
 ，且bn
 包括以下六种情形：

[image: alt]


∴　bn
 ＝3（an－1
 ＋bn－1
 ）（n≥2），

　　Pn
 ＝an
 ＋bn
 ＝bn－1
 ＋bn
 ＝3Pn－2
 ＋3Pn－1
 （n≥3）．

当n＝1时，对2×1方格带形按题目要求染色，有以下四种情况：

[image: alt]


∴　P＝4．

当n＝2时，按题意，有P2
 ＝24
 －1＝15．

故　当n≥2时，有3｜Pn
 ，从而3｜P1989
 ．

下面对奇数n，求r∈N*
 ，使得3r
 ‖Pn
 ．

直接计算，得

　　　　　　　　　　P1
 ＝4，P2
 ＝15，

　　　　　　　　　　P3
 ＝3×19，P4
 ＝32
 ×24，

　　　　　　　　　　P5
 ＝32
 ×91，P6
 ＝33
 ×115，

　　　　　　　　　　P7
 ＝33
 ×436，P8
 ＝34
 ×551．

故　30
 ‖P1
 ，31
 ‖P3
 ，32
 ‖P5
 ，33
 ‖P7
 ；31
 ｜P2
 ，32
 ｜P4
 ，33
 ｜P6
 ，34
 ｜P8
 ．

假设　3k－1
 ‖P2k－1
 以及3k
 ｜P2k
 ，由P2k＋1
 ＝3（P2k
 ＋P2k－1
 ）以及P2（k＋1）
 ＝3（P2k＋1
 ＋P2k
 ），得3k
 ‖P2k＋1
 ，并且3k＋1
 ｜P2（k＋1）
 ，

由数学归纳法得，对一切ι∈N*
 ，都有3ι－1
 ‖P2ι－1
 ，并且3ι
 ｜P2ι
 ．

∴　对奇数n，有[image: alt]


故　能整除P1989
 的3的最高次幂是3994
 ．

例9　平面上有n条直线，它们将平面划分成若干个区域．求证：可以将平面2-
 染色，使得有公共边界的任何两个区域异色．

分析　由于没有具体给出n条直线，也就无法给出具体的染法，且由于直线的条数也是变化的，所以，我们只能按递推的思想给出一种染法规则，再证明这种规则总是符合题意的．

解　先给出如下递推染法：

当n＝1时，在直线的一侧染上颜色1，在直线的另一侧染上颜色2，则符合要求．

假设当n＝k时已给出符合题意的染法，则当n＝k＋1时，添加一条直线L后，将直线L一侧的所有区域都改变成另一种颜色，另一侧的区域都保持原来的颜色不变．

下面证明这种染法符合要求：任取两个有公共边界的区域M、N，我们按照这两个区域所在的位置分情况证明两者涂上的颜色相异．

（1）M、N都在L的未改变颜色的那一侧，因为M、N有公共边界，它们在添加直线L之前是异色的，添加直线L后，它们的颜色未改变，仍然异色．

（2）M、N都在L已改变颜色的那一侧，因为M、N有公共边界，且公共边界非直线L引起，它们在添加L之前是异色的，所以，添加直线L后，这两个区域各经过一次变色，从而M、N仍然保持异色．

（3）M，N之一在直线L未改变颜色的那一侧，而另一个在直线L改变了颜色的那一侧，因为M，N有公共边界，其公共边界只能在直线L上．在添加直线L之前，它们为同一区域，从而同色．所以添加直线L之后，它们之一改变了颜色，另一个保持原来的颜色，结果两者异色．

综上所述，我们已经给出了一种符合题意的递推出的染法．

例10　已知n（n＞2）条直线把平面分成若干个区域，其中的一些区域被涂上颜色，使得任何两个涂色区域都没有公共边．求证：涂色区域的数目不超过[image: alt]


证明　如果给定的n条直线两两平行，则染色区域数目不超过

[image: alt]


结论成立．

其他情况，设有k条边的涂色区域的数目为mk
 （k＝1，2，…，n）．

∵　一条直线被其他直线至多分成n段（线段或射线），

∴　n条直线相互相交至多分成n2
 段．

∵　每一段（线段或射线）至多是一个涂色区域的边，

∴　2m2
 ＋3m3
 ＋…＋nmn
 ≤n2
 　　①

∵　一条直线上只有两段的射线部分才可能是有两条边的涂色区域的边，

∴　m2
 ≤n，

[image: alt]


综上所述，命题得证．

练习1

1．有一张n×n（n≥3）的方格表，首先允许在表中任意选择n－1个方格染黑色，其余的小方格都染成白色；接下来再把那些凡是至少与两个黑色方格相邻（具有公共边）的小方格也都染成黑色，如果还有这样的白格，则染色继续进行．求证：不论怎样最初选择n－1个小方格染黑色，都不能按这样的法则将表中所有小方格都染成黑色．

2．将1998×1998棋盘的每个小方格染红蓝两色之一，使得关于棋盘中心对称的两个小方格异色，问：是否可以适当染色，使得每行每列中红蓝两色格的个数相等？

3．有一个凸n边形（n≥4）所有顶点都用红绿蓝三色染色，并且三种颜色都出现，任意两个相邻顶点不同色．求证：可以用在n边形内不相交的对角线将多边形剖分成n－2个三角形，使得每个三角形的顶点都不同色．

4．将一个四棱锥S－
 ABCD的顶点染色，要求同一条棱的两个顶点异色．如果只有5种颜色可供选用，问：共有多少种染色方案？

5．将圆分成n（n≥2）个扇形，每个扇形用r种不同的颜色之一染色，要求相邻扇形所染的颜色不同，问共有多少种不同的染色方法？

6．在数轴上每一个坐标为整数的点，都涂上红、蓝两色之一．试证：至少有一种颜色具有如下性质：对每个正整数k，都能找到无穷多个涂有这种颜色的点，它们的坐标都能被k整除．

7．试证明可以用4种不同颜色为数集M＝｛1，2，…，1987｝中的每个数都涂上一种颜色，使得M中任何一个等差数列的10元子集中的10个数的涂色都不全相同．

8．给定若干个红点和若干个蓝点，其中某些点间连有线段．如果与一个点相连的所有点中半数以上的点的颜色与该点不同，则称该点为奇异点．奇异点可以重新染色：在每一步中可任选一个奇异点并把它涂成另一种颜色．求证：经过若干步之后，不再有奇异点．

9．把一张无穷大的方格纸的每个结点都涂上4种颜色之一，使得每个方格的4个顶点的颜色都互不相同．求证：方格纸上存在一条网格线，其上的节点只有两种不同的颜色．

10．白色球面上有12％的面积沾上了红色，试证存在着球的一个内接平行六面体，它的所有顶点都是白色的．

11．在平面上给定一个正六边形，将它的每边都分成1000等份，并用平行于正六边形各边的线段将分点连接起来，于是将正六边形剖分成若干个小正三角形．在所得的网格图中任选一个正三角形（大小不论）并把它的3个顶点涂上颜色．然后继续用这个办法给结点涂色，但已涂过色的结点不能再涂色，直到不能再进行为止．试证：如果只剩一个结点没有涂色，那么这个结点一定不是原正六边形的顶点．

12．能否把一个矩形方格表的每个方格都涂上白色与黑色之一，使得白格与黑格的数量相等，但在每一行和每一列中都有一种颜色的方格多于[image: alt]


13．将一个（n－1）×（n－1）的方格表的n2
 个结点中的每一个都涂上红、蓝两色之一，求使得表中每个方格都恰好有两个红色顶点的不同涂色方案的种数．这里说两个涂色方案不同，指的是在这两个方案中，至少有一个顶点两者异色．


第二章　染色分类，探究解法

通过审题探究，对所研究的图形（或题目中的某类元素）巧妙染色，更加形象地把某一部分从整体中突出出来，从而比较直观地、容易地揭示出问题的本质，快捷地给出问题的解答．只有对题目的条件作深刻的分析，才能探究出合适的染色方法，实现对相关元素的巧妙分类．

本节我们选择例题与习题，重在突出以下七类专门问题：染色与赋值、染色与覆盖、表格中的红点问题、棋盘染色问题、图论中的染色问题、几何中的染色问题以及染色极值问题等．

2.1　染色与赋值

通过对染色对象合理地、巧妙地赋值，或者获得相关对象的有价值的分类，或者转化为数值计算问题，从而利用数值计算的途径揭示出相应的染色方式下所隐含的某种极端性、某种特定的结构或要跟踪的某种数学关系．

例1　有n个点A1
 ，A2
 ，…，An
 依次排列在直线L上，现将这n个点染成红色或蓝色，每个点染其中一种颜色；若相邻两点Ai
 ，Ai＋1
 的颜色不同，则称线段Ai
 Ai＋1
 为一条标准线段．已知A1
 与An
 异色，证明L上的标准线段有奇数条．

解　按题意，L上相邻两点才构成标准线段，因此标准线段只能在形如Ai
 Ai＋1
 的线段中产生，所以我们采用赋值计算的方法来推证．

赋值：对点Ai
 赋值xi
 ，如下：
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由题意，得x1
 xn
 ＝-1，所以，得

[image: alt]


故　n－1个乘积x1
 x2
 ，x2
 x3
 ，…，xn－1
 xn
 中恰有奇数个-1，对应的n－1条线段A1
 A2
 ，A2
 A3
 ，…，An－1
 An
 中恰好有奇数条标准线段．

例2　m＋n个点将圆周划分成m＋n条弧，其中m个为红点，n个为蓝点，若一条弧的两个端点都是红点，则此弧标上数2；若一条弧的两个端点都是蓝点，则标上[image: alt]
 若一条弧的端点异色，则标数1，求所有标数的乘积s的所有可能值．

解　s＝2m－n
 ，下面采用赋值方法计算．

赋值：把m＋n个点记作A1
 ，A2
 ，…，Am＋n
 ，并如下赋值：
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按题意，每条弧段上标注的数正好等于该弧段两端点上赋值之积，约定xm＋n＋1
 ＝x1
 ，所以

[image: alt]


例3　平面上给定了n（n≥2）条直线，其中任何两条不平行，任何三条不共点，它们把平面划分成若干个区域，试在每一个区域内填写一个绝对值不大于n的非零整数，使得任一直线同一侧所有区域中各数之和为零．

解　从特殊情况出发，当n＝2、3时，我们分别有如下图2.1、图2.2染色方法，结论成立．
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图2.1
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图2.2
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图2.3





我们把图2.2改成图2.3，就会得到赋值规律：每两条直线相交成4个区域，在这4个区域的公共顶点处都按图1的方式填入+1和-1，再求各个区域内所填+1或-1的代数和，就得到这个区域内应填入的数．

下面得证明两个问题：各个区域内所填数之和不为零且各数的绝对值不大于n．前者的充分条件是：各个区域内所填的数都同号．根据第二节例3可知，这n条直线划分成的区域可以2－染色，使得公共边界的两个区域都异色，再在每个对顶角处分别填入+1和-1，使得红色对顶角中填入+1，蓝色对顶角填入-1；这样，每个区域内至少填入了一个数，并且同一区域内所填入的数都同号；对同一条直线，它同一侧的+1和-1的个数都相等，所以它的同一侧各数之和为零；一个区域至多有n条边，从而至多有n个顶点，因此至多填入n个数，将同一区域内所填入各数之和作为该区域内的数，其和的绝对值就不大于n．

例4　将一个99边形的边依次涂为红、蓝、红、蓝、…、红、蓝、黄，每条边涂一种颜色．然后允许进行如下操作：在保证任何相邻两边都不同色的条件下，每次改变一条边的颜色．问：能否经过若干次操作而使得99条边的涂色状态变为红、蓝、红、蓝、…、红、黄、蓝？（1994年第23届美国数学奥林匹克）

解　将99边形的99条边依次编号为1，2，…，99．用r，b，y分别表示红、蓝、黄，定义：
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考察操作前后，和数[image: alt]
 的变化情形．

∵　仅当第i－1条边和第i＋1条边共色时，才能将第i条边改变颜色；当第i条边改变颜色时，又仅仅影响到f（i－1）与f（i＋1）的值，而其他各项的值都保持不变．

当写出5条边i－2，i－1，i，i＋1，i＋2的颜色时，变化情况如下

（brbrb）↔（bryrb），（brbry）↔（bryry），（yrbry）↔（yryry），（yrbrb）↔（yryrb），这里只列出当第i－1、i＋1条边均为红色的情况，两者均为蓝色或黄色的情况可由此轮换得出．

∴　操作前后f（i－1）＋f（i＋1）的值保持不变，即在允许的操作之下，和数s的值是不变量．

∵　初始状态所对应的和数s0
 ＝-3，

∴　希望达到的终结状态所对应的和数s1
 ＝3是不能实现的．

例5　MO牌足球由若干多边形皮块用三种不同颜色的丝线缝制而成，它有以下特点：

（1）任一多边形皮块的一条边恰与另一多边形皮块同样长的一条边用一种颜色的丝线缝合；

（2）足球上每一个结点，恰好是3个多边形的顶点，每一结点的三条缝线颜色互不相同．

求证：可以在MO牌足球的每一结点上放置一个不等于1的复数，使得每一多边形的所有顶点上放置的复数的成绩都等于1．（1991年第七届中国数学奥林匹克）

证明　设这三种颜色为红、黄、蓝，对每条边赋值：红色为1、黄色为[image: alt]
 蓝色为[image: alt]


对每个结点，若三种颜色的线按逆时针方向依次为红、黄、蓝，则这个结点放上[image: alt]
 否则放上[image: alt]
 则结点上放置的数为逆时针方向一条边的复数除以下一条边的复数
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∴　对任一多边形，沿顺时针方向走过每一条边依次为z1
 ，z2
 ，…，zk
 ，则顶点上依次放置[image: alt]


故　z1
 z2
 …zk
 ＝1，命题得证．

例6　如图，在7×8的长方形棋盘的每个小方格的中心点各放一个棋子．如果两个棋子所在的小方格共边或共顶点，那么称这两个棋子相连．现从这56个棋子中取出一些，使得棋盘上剩下的棋子，没有五个在一条直线（横、竖、斜方向）上依次相连．问最少取出多少个棋子才可能满足要求？并说明理由．（2007年全国高中数学联赛加试第二题）

分析　组委会给出参考答案的解法未给出具体构造法，这里给出弥补．我们的想法是用5种颜色对表中小方格染色，为了推证方便，我们改用赋值方法：用1，2，3，4，5按行依次循环地填入表中56个小方格．

解　定义：题目中呈“左上右下”位置的“斜线”称为“主斜线”，呈“左下右上”位置的“斜线”称为“次斜线”；另外，“横线”和“竖线”顾名思义．

按题意，取出一些棋子后，棋盘上剩下的棋子应满足以下条件：

（1）每条横线上任连续5格至少取出一枚棋子；

（2）每条竖线上任连续5格至少取出一枚棋子；

（3）每条主斜线上任连续5格至少取出一枚棋子；

（4）每条次斜线上任连续5格至少取出一枚棋子．
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难以构造，在于条件太多．我们放弃后三条，为满足（1），最自然的办法是用1，2，3，4，5按行依次循环地填入表中56个小方格中，如右图．

观察填出的表格，我们发现：（1）、（2）、（3）和（4）都成立．事实上，任取一个小方格，记其中的元素为a，则从这一小方格出发，有横线上与之相邻的小方格中的数为b≡a±1（mod5），沿横线第6个小方格中填入的数b≡a±5≡a（mod5），由a，b∈｛1，2，3，4，5｝，得b＝a，因此，横线上相邻两个a之间恰好夹着四个小方格；竖线上与之相邻的小方格中的数为b≡a±3（mod5），沿竖线第6个小方格中填入的数b≡a＋（±3）×5≡a（mod5），即b＝a，因此，竖线上相邻两个a之间恰好夹着四个小方格；主斜线上与这一个小方格相邻的另一小方格中的数b≡a±9≡a±4（mod5），沿主斜线第6个小方格中的元素b≡a＋（±4）×5≡a（mod5），即b＝a，因此，主斜线上相邻两个a之间恰好夹着四个小方格；次斜线上与这一个小方格相邻的另一小方格中的数b≡a±7≡a±2（mod5），沿次斜线第6个小方格中的元素b≡a＋（±2）×5≡a（mod5），即b＝a，因此，次斜线上相邻两个a之间恰好夹着四个小方格．

综上所述，只要把填入a的全部小方格中的棋子取出之后，剩下的棋子满足全部条件（1）、（2）、（3）和（4）．如果a＝1，则恰好取出12枚棋子；如果a≠1，则恰好取出11枚棋子．所以，取出11枚棋子可以满足要求，并且我们得到如下四个例子：
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图2.4
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图2.5
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图2.6
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图2.7





还需证明：如果取出棋子数目少于11，则一定不能满足题目要求．这只需用反证法证明：无论怎样取出10枚棋子，都不能满足要求．

如果一个方格在第i行第j列，则记这个方格为（i，j）．

第一步证明若任取10个棋子，则余下的棋子必有一个五子连珠，即五个棋子在一条直线（横、竖、斜方向）上依次相连，用反证法．假设可取出10个棋子，使余下的棋子没有一个五子连珠．如图2.8，在每一行的前五格中必须各取出一个棋子，后三列的前五格中也必须各取出一个棋子．这样，10个被取出的棋子不会分布在右下角的阴影部分．同理，由对称性，也不会分布在其他角上的阴影部分，第1，2行必在每行取出一个，且只能分布在（1，4），（1，5），（2，4），（2，5）这些方格．同理，（6，4），（6，5），（7，4），（7，5）这些方格上至少要取出2个棋子．在第1，2，3列，每列至少要取出一个棋子，分布在（3，1），（3，2），（3，3），（4，1），（4，2），（4，3），（5，1），（5，2），（5，3）所在区域，同理（3，6），（3，7），（3，8），（4，6），（4，7），（4，8），（5，6），（5，7），（5，8）所在区域内至少要取出3个棋子．这样，在这些区域内至少已取出10个棋子．因此，在中心阴影区域内不能取出棋子．由于①，②，③，④这四个棋子至多被取出2个，从而，从斜的方向看必有五个连珠了，矛盾！
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图2.8
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图2.9





第二步构造一种取法，共取走11个棋子，余下的棋子没有五子连珠．如图2.9，只要取出有标号位置的棋子，则余下的棋子不可能五子连珠．

故　最少取出11枚棋子才可能满足要求．

看似一个与染色、赋值无关的问题，我们在这里应用赋值方法简单地实现对表中小方格的分类，从而获得了解决困难的构造方法；应用染色方法探究出问题解决的方向．

2.2　染色与覆盖

染色的本质是分类．应用染色技巧处理覆盖问题，起到直观效果和分类功能，能够得到更精细的必要条件，给出出奇制胜和简洁明快的解法．

例1　如图2.10，在一个8×8棋盘的左下角和右上角各剪去一格，得到一个残缺棋盘．问：用31张多米诺骨牌完全覆盖这种残缺棋盘的方法共有多少种？

[image: alt]


图2.10





[image: alt]


图2.11





解　不存在这样的完全覆盖．

如图2.11，我们对残缺棋盘黑白间隔染色，则一张多米诺骨牌恰好盖住黑、白小方格各一个．但是，其中黑色小方格有32个，白色小方格却是30个，两者不一样多，所以，无法用32张骨牌把这个残缺棋盘完全覆盖．

例2　如图2.12，在8×8棋盘中去掉哪一个小方格，得到的残缺棋盘可以用21张1×3骨牌完全覆盖？

[image: alt]


图2.12





解　先探究必要条件．

一张1×3骨牌盖住的三个小方格，必定是横向依次排列，或竖向依次排列（下称：这样的三个小方格相邻）．如果能够完全覆盖成功，我们应该能够把所有的小方格等分成数目相等的三类．想到用三种不同的颜色染色：对整个棋盘中的小方格染色，使得任意三个相邻的小方格两两不同色，如图2.13．

[image: alt]


图2.13





[image: alt]


图2.14





数一数表格中，a色格共计21个，b色格共计22个，c色格共计21个．所以，应该去掉的小方格只能是一个b色小方格，所有a色小方格和c色小方格都不可去．

究竟应该去掉哪个b色小方格呢？为了简化推算，我们应该应用表格的对称性．先对棋盘作划分，如图2.14．

根据a色小方格和c色小方格都不可去以及棋盘的对称性，容易推算得，可去掉的b色小方格，只能位于（3，3）、（3，6）、（6，3）和（6，6）的四个b色小方格之一，如图2.15．这就是必要条件．

[image: alt]


图2.15





[image: alt]


图2.16





下面证明这种去掉小方格的方法也是充分的．我们以去掉位于（3，3）的那个b色小方格为例，给出一种覆盖方法，如图2.16，我们只给出左上角的5×5子棋盘的覆盖方法，其余部分的覆盖方法是明显的．

例3　给出下图所示的Г形骨牌，它是由两张多米诺骨牌垂直对接而成．解答（1）、（2）两个小题．

（1）问：6×6棋盘和10×10棋盘能否用Г形骨牌完全覆盖？

（2）设m、n∈N*
 ，一个m×n棋盘能够用Г形骨牌完全覆盖的充要条件是什么？

[image: alt]


Г形骨牌





解　（1）我们从探究必要条件入手．

一个Г形骨牌覆盖4个小方格，所以m×n棋盘能够被Г形骨牌完全覆盖的一个必要条件是4｜mn，但1×n和m×1形棋盘都不可以被Г形骨牌覆盖，故进一步的一个必要条件是[image: alt]
 那么6×6棋盘和10×10棋盘能否用Г形骨牌完全覆盖呢？我们看6×6棋盘，根据2×4棋盘恰由2个Г形骨牌完全覆盖，我们作如下覆盖，如图2.17．结果剩下4个小方格组成一个“田”字形，但有没有一种填法恰好使得剩下的4个小方格组成一个Г形骨牌呢？如果有，那么就得到肯定的结论．

假设存在这样的完全覆盖，则一定是由9个Г形骨牌组成一个6×6的完全覆盖．考虑每个Г形骨牌必定覆盖相邻两行（列）中的小方格，我们作如图2.18的黑白染色：同一行中的所有小方格都同色，任意相邻两行都异色．很明显，每个Г形骨牌要么覆盖1个白格3个黑格，要么覆盖3个白格1个黑格，所以9个Γ形骨牌覆盖的白格和黑格数都是奇数，即染色后的6×6棋盘中黑白格数都是奇数，这与黑白格数都是[image: alt]
 矛盾！所以，假设不成立，不能用Г形骨牌完全覆盖一个6×6棋盘．

同理，也不能用Г形骨牌完全覆盖一个10×10棋盘．

[image: alt]


图2.17





[image: alt]


图2.18





（2）要得到一个m×n棋盘能够用Г形骨牌完全覆盖的充要条件，我们得修正上面得到的必要条件．图2.18提示我们，2×4棋盘或4×2棋盘可能是这种覆盖的一个“基本件”，要是这样的话，就应有8｜mn，于是我们猜想充要条件应该是[image: alt]
 下面分两步完成证明．

先证明必要性：根据上述分析，得[image: alt]
 不妨设2｜m．假设mn不是8的倍数，则mn＝4（2k＋1）（k∈N*
 ），用Г形骨牌组成m×n棋盘的完全覆盖，必定是用2k＋1个Г形骨牌覆盖的．为了揭示出矛盾，我们做黑白染色，使得每行中的小方格都同色，任何相邻的两行都异色，如图2.18所示．由于奇数个奇数之和还是奇数，则所有Г形骨牌覆盖住的黑色小方格和白色小方格都是奇数个，且各有[image: alt]
 行．但按照染色方法，黑白小方格总数相等，都是[image: alt]
 个，这就导致矛盾！所以8｜mn．

故　必要条件是[image: alt]


下面证明这个条件也是充分的，设正整数m、n满足[image: alt]
 我们分两种情况完成证明．

①如果m、n都是偶数，则由[image: alt]
 可知，m、n中必有一个2的倍数、一个4的倍数，不妨设m＝2m1
 ，n＝4n1
 （m1
 、n1
 ∈N*
 ）；这时，把相邻两行并作一组，对每一组，再把每四列截成一段，就实现了把一个m×n棋盘分割成了m1
 n1
 个2×4棋盘；由于每个2×4棋盘可以用2个Г形骨牌完全覆盖，所以这样一个m×n棋盘可以用Г形骨牌完全覆盖．

②如果m、n不全是偶数，则其中必有一个奇数、一个8的倍数，不妨设m＝2m1
 ＋1，n＝8n1
 （m1
 ，n1
 ∈N*
 ）．我们这样分割前三行，把相邻两列截成一段，得到4n1
 段，即得到4n1
 个4×2小棋盘，而每个4×2小棋盘可以用2个Γ形骨牌完全覆盖；剩下的2（n1
 －1）行，组成一个满①的棋盘，当然也能用Г形骨牌完全覆盖．

至此，充分性证毕．

综上所述，一个m×n棋盘能够用Г形骨牌完全覆盖的充要条件是[image: alt]


例4　给定一个11×12的矩形，证明以下问题：

（1）用20个1×6或1×7的矩形，可以把一个11×12的矩形完全覆盖；

（2）用19个1×6或1×7的矩形，不可能把一个11×12的矩形完全覆盖．

解　（1）由[image: alt]
 （唯一解）知6×8＋7×12＝11×12（唯一表示方法），存在可能性；我们只要给出一种拼法即可．如图2.19，我们先用12个1×7的矩形拼成一个12×7的矩形，这个12×7的矩形旋转90°放置，就是一个12×7的矩形，正好覆盖前7行；再用8个1×6的矩形拼成2个4×6的矩形覆盖后四行即可．

故　用20个1×6或1×7的矩形，可以把一个11×12的矩形完全覆盖．

（2）由[image: alt]
 （唯一解）知6×1＋7×18＝11×12（唯一表示方法）；如果存在相应的覆盖方法，只能是用1个1×6的矩形和18个1×7的矩形拼接而成．

染色：对11×12矩形中的小方格做黑白染色，我们要染出20个黑格，使得无论怎样放置一个1×7的矩形都不能盖住其中2个黑色小方格，当然一个1×6的矩形就更不能盖住其中2个黑色小方格啦．这种染法是存在的，如图2.20，用18张1×7矩形只能盖住其中18个黑色小方格，剩下2个黑色小方格无法用1个1×6矩形盖住．

[image: alt]


图2.19





[image: alt]


图2.20





故　用19个1×6或1×7的矩形，不可能把一个11×12的矩形完全覆盖．

例5　用1×1，2×2，3×3的小正方形合拼成一个23×23的大正方形．如果要求尽可能少地用1×1的单位正方形，那么最少可以只使用这种单位正方形多少块？

解　首先，我们可以用1块单位正方形，完成合拼．如图2.21，我们标记出23×23正方形正中央的一个单位正方形，其余部分继续分割成4个11×12的矩形．

[image: alt]


图2.21





[image: alt]


图2.22





再利用方程4x＋9y＝11×12的正整数解[image: alt]
 把每个11×12的矩形分割成6个2×2正方形和12个3×3正方形，如图2.22．

故　我们可以用1个1×1单位正方形、24个2×2正方形和48个3×3正方形合拼成1个23×23正方形．

其次，我们证明只用2×2正方形和3×3正方形不能合拼成1个23×23正方形．

把1个23×23正方形分割成529个单位正方形，并把第1、4、7、10、13、16、19、22列的单位正方形都染成黑色，其余15列单位正方形都染成白色，如图2.23．

[image: alt]


图2.23





假设用x个2×2正方形和y个3×3正方形可以合拼成1个23×23正方形，则有必要条件4x＋9y＝529，这个方程存在正整数解；但一个2×2正方形覆盖2个或4个白色单位正方形，一个3×3正方形覆盖6个白色单位正方形，并记x个2×2正方形中有x1
 个覆盖2个白色单位正方形、有x2
 个覆盖4个白色单位正方形，所以，对白色单位正方形计数，则得必要条件[image: alt]
 这个方程组无解，矛盾！

故　只用2×2正方形和3×3正方形不能合拼成1个23×23正方形．

∴　最少用1个单位正方形可以完成合拼．

例6　棋盘上的马按“日”字形走，称为“马步”，即如果一只马从A格一步跳到B格，那么A格与B格一定是某个2×3棋盘上的对角线两端的两个小方格．问：

4×4棋盘上的一只马，能不能遍历棋盘上的16个小方格，使得每个小方格恰好到过一次？

解　假设4×4棋盘上的一只马，能遍历棋盘上的16个小方格，使得每个小方格恰好到过一次，则这条遍历16个小方格的“马路”就像一根细绳把16个小方格串成一条，记作L．

定义：如果马可以从一个小方格A一步跳到另一个小方格B，则称A格与B格相邻．

染色：用黑色把棋盘正中央的四个小方格染黑，再用a，b，c三色把周边的12个小方格染三色，如图2.24．

[image: alt]


图2.24





按照染色方法和马步，得

（1）a色格只能与黑色格相邻；

（2）四个b色格依次相邻，但其外部的邻格只能是黑色格；

（3）四个c色格依次相邻，但其外部的邻格只能是黑色格．

先把L上的黑色小方格拿掉，则L至少被截成六段：a，a，a，a，b，b，b，b，c，c，c，c；但是一个简单的事实是一条细绳被剪四刀，只能截成五段，这就导致矛盾！

所以，4×4棋盘上的一只马，不可能遍历棋盘上的16个小方格，使得每个小方格恰好到过一次．

本体实质上是图论中的一个简单的Hamilton问题．

下面两例介绍双染色技巧．

例7　棋盘上的“马”按日字形走．4×n（n≥5）棋盘上的一只马，能不能遍历棋盘上的4n个小方格，每个小方格恰好到过一次，最后又回到出发点？

解　我们对棋盘进行黑、白两色交错染色．根据马步的特点，一个马步的两端的两个小方格不同色，如图2.25所示；按染色方法，黑色格总数等于白色格总数．

定义：图1中第一行和第四行中的小方格称为边格，第二行和第三行中的小方格称为中格；按定义，中格总数等于边格总数．

[image: alt]


图2.25





假设存在一个4×n（n≥5）棋盘，上面的一只马，能遍历棋盘上的4n个小方格，每个小方格恰好到过一次，最后又回到出发点，那么这条闭合马路满足以下条件：

（1）闭合马路中的4n个小方格，黑格与白格交错出现；

（2）闭合马路中的4n个小方格，边格与中格交错出现．

所以，将这条闭合马路从任何一处断开摆直时，呈现如下特点：

黑白黑白黑白黑白黑……黑白黑白黑白

边中边中边中边中边……边中边中边中

或

黑白黑白黑白黑白黑……黑白黑白黑白

中边中边中边中边中……边中边中边中

从而所有边格都同色，这与染色方法矛盾．

故　不可能．

例8　棋盘上的“马”按日字形走，解决以下问题：

（1）证明：在3×5棋盘上，不存在遍历15个小方格的“马路”；

（2）证明：在3×6棋盘上，不存在遍历18个小方格的“闭合马路”．

解　（1）我们对3×5棋盘给出两种染色方案．其一，是一般的黑白交错染色，这使得马走一步可以由此到彼的两个“邻格”不同色，如图2.26；其二，是由图2.27给出的a，b染色，使得任意两个a色格都不相邻．

[image: alt]


图2.26





[image: alt]


图2.27





假设存在遍历15个小方格的“马路”，由图2.27知，八个a色格和7个b色格按马路排出来应当是abababababababa，这表明图2.26中按马步不相邻的任意两格都同色，于是图2.26中第一列中三格同色，矛盾！

故　在3×5棋盘上，不存在遍历15个小方格的“马路”．

（2）我们对3×6棋盘给出两种染色方案．其一，是一般的黑白交错染色，这使得马走一步可以由此到彼的两个“邻格”不同色，如图2.28；其二，是由图2.29给出的a，b染色，使得任意两个a色格都不相邻．

假设存在遍历18个小方格的“闭合马路”，由图2.29知，9个a色格和9个b色格按马路排出来应当是ababababababababab，这表明图2.28中按马步不相邻的任意两格都同色，于是图2.28中第一列中三格同色，矛盾！

故　在3×6棋盘上，不存在遍历18个小方格的“闭合马路”．

[image: alt]


图2.28





[image: alt]


图2.29





染色技巧提供分类技巧，是探究解法的一个重要方法．譬如，棋盘上的遍历问题，在例6中先把16个小方格分成两类，把正中央的四个小方格涂黑，再区分边界上的四个小方格，这样染色的技巧重在揭示正中央四个小方格位置的特殊性以及边界上不同位置上小方格之间的联系；例3中，通过三染色把棋盘中64个小方格分成三类，使得任意三个相邻的小方格中任意两个小方格异色，从而找到多余的那个小方格所在的（色）类，缩小了包围圈，为解法找到突破点；例7和例8则使用了“双染色技巧”，把棋盘中的小方格按两种不同的染色方案各分成两类，这里染色提供的分类功能是突出任意一条棋盘路线，必定是两类方格交错出现的性质，再把得到的两条路线摆在一起看，就能由两种染色引起的分类导出矛盾．

下面，我们再利用双染色技巧求解一道组合极值问题，它是1999年国际数学奥林匹克竞赛中的一道试题．

例9　设n是一个固定的正偶数，考虑一块n×n正方形板，它被分成n2
 个单位正方形格，板上两个不同的正方形格如果有一条公共边，就称它们是“相邻”的．

将板上m个单位正方形格做上标记，使得板上任意两个正方形格（做标记的或没做标记的）都与至少一个做上标记的正方形相邻．

求m的最小值．

答：m的最小值是[image: alt]


证明　记正偶数n＝2k（k∈N*
 ）．

第一次染色：对正方形板上的n2
 个方格用黑、白两种颜色染色，每个小方格染一色，并使得任意两个相邻的小方格不同色（即国际象棋盘的染色方式）．则4k2
 个方格中恰好有2k2
 个黑格与2k2
 个白格．在白格上做标记，其邻格都是黑格；在黑格上做标记，其邻格都是白格．设m是符合题中要求的最小数，则由对称性（黑格与白格关于棋盘中轴对称）知，其中黑格与白格各占[image: alt]
 个，如图2.30．

所以，问题归结为：至少应在多少个白格上做标记，才能使它们的邻格包含了所有的黑格？下面证明，这个最小数是[image: alt]


第二次染色：如果两个白格没有共同的邻格，称2k×2k正方形的两个白格是“不相依的”．把2k2
 个白格分为2k组，位于主对角线的同一平行线上的白格同属一组，否则分属不同的组，并按图2.30样式标记为第1，2，…，2k组．

[image: alt]


图2.30





下面对2k2
 个白格染色：用r标记在白格上表示该白格被染红，这些红格分布在第1，3，5，…，2k－1与主对角线平行的斜线上，每条斜线的两端白格都染红，并且两红色格之间恰好空一个白格不染红．

[image: alt]


图2.31





[image: alt]


图2.32





按染色方法，可知棋盘中的红格子满足以下条件：

其一，红格子个数等于[image: alt]


∴　最小数[image: alt]


其二，任意两个红格不相依，且剩余的白格与红格不相邻，剩余的白格数目等于p；

其三，任意一个黑格都恰好是一个红格的邻格；

故　[image: alt]


例10　用5块1×4矩形和1块2×2正方形能否覆盖8×8棋盘？

[image: alt]


图2.33





解　如图2.33，将棋盘的32个方格染黑色，其余的方格染白色，将64个方格分成两类．则对于任何一个1×4矩形，恰覆盖2个黑格和2个白格；对于一个2×2矩形，要么覆盖1个黑格3个白格，要么覆盖1个白格3个黑格．

∴　用15块1×4矩形和1块2×2正方形覆盖住的黑格数与白格数不相等．

又　上述染色方法得到的8×8二色棋盘黑、白格数各占32，

∴　用15块1×4矩形和1块2×2正方形不能覆盖一个8×8棋盘．

下面的例子，实质上是自觉利用集合的划分，对一个矩形中（包括边界）的所有点进行分类，每一个子集作为一类，相当于用五种颜色对点进行染色，譬如X∈Si
 就意味着把点X染上第i种颜色．

例11　将3×4的矩形（含边界）任意地划分成五个子集．求证：其中必有一个子集中存在两点，使两者之间的距离不小于[image: alt]


证法一　用反证法．假设结论不成立，可设将3×4矩形ABCD划分成五个子集S1
 、S2
 、S3
 、S4
 、S5
 ，使得Si
 （i＝1，2，3，4，5）中任意两点之间的距离都小于[image: alt]


[image: alt]


图2.34





不妨设A∈S1
 、B∈S2
 、C∈S3
 、D∈S4
 ．如图2.34，因为，线段EF（包括端点）上任何一点与｛A，B，C，D｝中每一点的距离均不小于[image: alt]
 所以，EF⊂S5
 ．

[image: alt]
 ∴　G、H∉S5
 ，G∈S1
 ，H∈S4
 ．

[image: alt]
 ∴　K∉S1
 ，L∉S4
 ，

[image: alt]
 ∴　K∉S5
 ，L∉S5
 ，K∈S2
 ，L∈S3
 ．

[image: alt]
 ∴　M∉S2
 ，M∉S3
 ，M∈S5
 ．

由对称性知，N∈S5
 ，但[image: alt]
 这与反证假设矛盾．

故　命题得证．

证法二　假设命题不成立，则存在四边形ABCD的一种5-
 划分S1
 ∪S2
 ∪S3
 ∪S4
 ∪S5
 （Si
 ∩Sj
 ＝∅，i≠j），使得同一子集中的任何两点间的距离都小于[image: alt]


考察图2.34中的A，B，C，D，M，N六点，由抽屉原理知，其中必有两点属于上述划分五子集中的同一子集．不妨设B，M∈S1
 ．

[image: alt]
 ∴　E∉S1
 ．

∵　A、B、C、D、E中任两点互不同集，B∈S1
 ，

∴　可设A∈S2
 ，C∈S3
 ，D∈S4
 ，E∈S5
 ．

又　[image: alt]


∴　K∉S1
 ∪S3
 ∪S4
 ，K∈S2
 ∪S5
 ．

若K∈S2
 ，则由[image: alt]
 这表明G∉S1
 ∪S2
 ∪S3
 ∪S4
 ∪S5
 ，这与划分矛盾．

若K∈S5
 ，则[image: alt]
 也导致点F不属于任一子集，矛盾．

故　命题成立．

2.3　表格中的红点问题

诸如“把一个矩形（含正方形）中若干个小方格的中心染成红点，使得整个表格中不存在边平行于网格线的矩形，求红点数目的最大值．”这样的问题，在国内外各级各类数学竞赛试题中经常出现，是极其典型的组合极值问题，并且在组合数学中有深刻的理论和实践意义．我国数学竞赛前辈、著名的组合试题设计专家、南开大学数学系教授李成章先生长期关注并跟踪这一问题．

例1　（1）把4×7棋盘上的每个小方格都染成白色或黑色．证明：在棋盘上必有一个矩形，它由棋盘的水平线和竖直线组成．

（2）给出4×6棋盘的一种黑、白染色方式，使得棋盘上不存在（1）中所说的矩形．

解　（1）存在性问题可以考虑利用抽屉原理．由[image: alt]
 可知第一行至少有四格同色，不妨设第一行的前四列的四个小方格都染为黑色，如图2.35；以下单独考虑前四列组成的小矩形，讨论：如果第二行存在两个黑格，则结论成立，否则在第二行至多存在一个黑格，因此至少存在三个白格，不妨设这三个白格位于前三列，如图2.36．

[image: alt]


图2.35





[image: alt]


图2.36





再考虑第三行的前三格，由抽屉原理，这三个中至少存在三格同色格，不妨设前两格同色，如图2.37．

[image: alt]


图2.37





[image: alt]


图2.38





故　棋盘上必有一个矩形，它由棋盘的水平线和竖直线组成．

（2）如图2.38给出了4×6棋盘的一种黑、白染色方式，不存在（1）中所说的矩形．

例2　12×12棋盘的144个小方格，用黄（y）、红（r）、白（w）三种颜色染色．证明：存在一个以棋盘的水平线、竖直线组成的矩形，矩形四角的四个小方格同色．

解　我们利用抽屉原理和组合计数相结合来证明本题的存在性问题．

把棋盘自上向下编号为第1，2，…，12行，把棋盘自左向右编号为第1，2，…，12列．

[image: alt]


∴　由抽屉原理，棋盘中144个小方格中至少有48个同色，不妨设，其中至少有48个黄色格；记第i行的12个小方格中黄色小方格的个数是ai
 （i＝1，2，…，12），则

a1
 ＋a2
 ＋…＋a12
 ≥48．

∵　第i行有[image: alt]
 个黄格对（规定：[image: alt]


∴　棋盘上“同行黄格对”总数目为

[image: alt]


又　棋盘的12列两两配对，共有[image: alt]
 个列对，并且

[image: alt]


∴　必有两列至少含有2个“同行黄格对”．

故　矩形中存在两列与两行相交的四个格子同为黄色格．

例3　（1）在7×7的正方形方格表中，将k个方格的中心染成红色，使得其中任何4个红点都不是一个平行于网格线的矩形的4个顶点，求k的最大值；

（2）对于13×13的正方形表格，求解同样的问题；

（3）对于21×21的正方形方格表，求解同样的问题．

解　（1）首先证明k≤21．

设方格表中第i行标有xi
 个红点，则

x1
 ＋x2
 ＋…＋x7
 ＝k．

按已知，如果在某行中有2个红点，那么，在其余每行中都不能再有2个红点与前2个红点分别同列．这意味着，不同行中的两个红点对所在的“列对”互不相同．

∵　7×7的正方形方格表中“列对”总数是[image: alt]


[image: alt]


由Cauchy不等式，得

[image: alt]


解关于k的不等式

k2
 －7k－42×7≤0

得　　　　　　　　　k≤21，

这表明，7×7方格表中至多有21个红点．

其次，构造例子：如下图2.39、图2.40．

[image: alt]


图2.39





[image: alt]


图2.40





故　k的最大值为21．

（2）按照（1）的推导过程，可得关于k的不等式

k2
 －13k－132
 ×12≤0，

解之，得k≤52．

构造例子：加下图2.41图2.42．

[image: alt]


图2.41





[image: alt]


图2.42





故　kmax
 ＝52．

（3）仍然仿照（1）的推导，可得到关于k的不等式

k2
 －21k－212
 ×20≤0，

解之，得k≤105．

构造例子：

[image: alt]


图2.43





[image: alt]


图2.44





故　k的最大值是105．

本例体现了字典排列和轮换排列法在构造例子支持组合极值中的作用，在构造时还要及时关注极值实现的条件．作为训练，我们在本节练习中留有相应的问题．

下面这道题是2003年全国高中数学联赛加试题三，是一道深刻而典型的图论试题，当年全国考生中能够正确给出解答的不超过10人，我的学生王长长（攻读于北京大学数学系）自觉地把它转化成一个表格中红点染色问题，出奇制胜地给出一个漂亮的解法．

例4　由n个点和这些点间的ι条连线段组成一个空间图形，其中

[image: alt]


已知此图中任意四点不共面，每点至少有一条连线段，存在一点至少有q＋2条连线段．证明：图中必存在一个空间四边形（即由四点A，B，C，D和四条连线段AB，BC，CD，DA组成的图形）．

证明　画一个n×n的方表格，并将题中给定的n顶点分别记为A1
 ，A2
 ，…，An
 ．

染色：若Ai
 、Aj
 两点之间有连线段，则将位于第i行、第j列和位于第j行、第i列的两个小方格的中心染成红点．这样一来，方格表中共有2ι个红点，并且主对角线上没有红点．当d（Ai
 ）＝m时，方格表中的第i行与第i列各有m个红点．

由已知条件，图中存在一个点至少有q＋2条边．从而，表中有一行至少有q＋2个红点，不妨设最后一行即第n行的前q＋2个方格的中心都是红点，并且后面方格中不再有红点（从下面的论证可知，当第n行的红点数更多时，同样的证明照样可以进行，而且更没有问题）．这样一来，问题就转化为：

证明方格表中存在4个红点，它们是一个边平行于网格线的矩形的4个顶点．

若不然，则方格表中任何4个红点都不能是一个边平行于网格线的矩形的4个顶点．于是，方格表中前n－1行中每行前q＋2个小方格中至多有1个红点．去掉方格表的第n行以及前q＋2列，至多去掉

q＋2＋（n－1）＝（q＋1）2
 ＋1

个红点，所以在余下的（n－1）×（n－q－2）方格表中红点数目至少为

q（q＋1）2
 ＋2－（q＋1）2
 －1＝q2
 （q＋1）－q．

设在这个方格表中，第i行有mi
 （i＝1，2，…，n－1）个红点，于是同行红点对的总数为

[image: alt]


由反证假设，不能存在处于不同行的2个红点对，使得两对中的4个红点两两同列，所以，有

[image: alt]


∴　方格表中必有4个红点是一个边平行于网格线的矩形的四个顶点，命题成立．

[image: alt]


图2.45





例5　（Kirkman女生问题）1847年，Kirkman提出如下问题：安排班上15名女生散步，散步时3名女生一组，共分成5组．问：能否在一周内每天安排一次散步，使得任何两名女生恰好在一起散步一次？

解　我们先给出一个35×15的方格表，其中最多有105个红点，使得任何4个红点都不是一个边平行于网格线的矩形的4个顶点，如图2.45．

∵　每行3个红点，构成[image: alt]
 个红点对，

∴　红点对的总数为[image: alt]
 （列对数），

故　105是红点的最多个数．

设S＝｛1，2，…，15｝，八方格表中每行3个红点写成一个三元子集，共得35个三元子集，如下：

｛1，2，3｝，｛1，4，5｝，｛1，6，7｝，｛1，8，9｝，｛1，10，11｝，｛1，12，13｝，｛1，14，15｝，｛2，4，6｝，｛2，5，7｝，｛2，8，10｝，｛2，9，11｝，｛2，12，14｝，｛2，13，15｝，｛3，4，7｝，｛3，5，6｝，｛3，8，11｝，｛3，9，10｝，｛3，12，15｝，｛3，13，14｝，｛4，8，12｝，｛5，8，13｝，｛6，8，14｝，｛7，8，15｝，｛4，9，13｝，｛5，9，12｝，｛6，9，15｝，｛7，9，14｝，｛4，10，14｝，｛5，10，15｝，｛6，10，12｝，｛7，10，13｝，｛4，11，15｝，｛5，11，14｝，｛6，11，13｝，｛7，11，12｝．

接下来，我们只要按题目要求完成分组即可，当然有许多不同的分组方法，分别表示不同的答案．我们如下给出三个：

答案一：

　　　｛1，2，3｝，｛4，8，12｝，｛5，10，15｝，｛6，11，13｝，｛7，9，14｝

　　　｛1，4，5｝，｛2，8，10｝，｛3，13，14｝，｛6，9，15｝，｛7，11，12｝

　　　｛1，6，7｝，｛2，9，11｝，｛3，12，15｝，｛4，10，14｝，｛5，8，13｝

　　　｛1，8，9｝，｛2，12，14｝，｛3，5，6｝，｛4，11，15｝，｛7，10，13｝

　　　｛1，10，11｝，｛2，13，15｝，｛3，4，7｝，｛5，9，12｝，｛6，8，14｝

　　　｛1，12，13｝，｛2，4，6｝，｛3，9，10｝，｛5，11，14｝，｛7，8，15｝

　　　｛1，14，15｝，｛2，5，7｝，｛3，8，11｝，｛4，9，13｝，｛6，10，12｝

答案二：

　　　｛1，2，3｝，｛4，10，14｝，｛5，8，13｝，｛6，9，15｝，｛7，11，12｝

　　　｛1，4，5｝，｛2，9，11｝，｛3，12，15｝，｛6，8，14｝，｛7，10，13｝

　　　｛1，6，7｝，｛2，12，14｝，｛3，8，11｝，｛4，9，13｝，｛5，10，15｝

　　　｛1，8，9｝，｛2，5，7｝，｛3，13，14｝，｛4，11，15｝，｛6，10，12｝

　　　｛1，10，11｝，｛2，13，15｝，｛3，5，6｝，｛4，8，12｝，｛7，9，14｝

　　　｛1，12，13｝，｛2，4，6｝，｛3，9，10｝，｛5，11，14｝，｛7，8，15｝

　　　｛1，14，15｝，｛2，8，10｝，｛3，4，7｝，｛5，9，12｝，｛6，11，13｝

答案三：

　　　｛1，2，3｝，｛4，11，15｝，｛5，8，13｝，｛6，10，12｝，｛7，9，14｝

　　　｛1，4，5｝，｛2，12，14｝，｛3，9，10｝，｛6，11，13｝，｛7，8，15｝

　　　｛1，6，7｝，｛2，13，15｝，｛3，8，11｝，｛4，10，14｝，｛5，9，12｝

　　　｛1，8，9｝，｛2，4，6｝，｛3，12，15｝，｛5，11，14｝，｛7，10，13｝

　　　｛1，10，11｝，｛2，5，7｝，｛3，13，14｝，｛4，8，12｝，｛6，9，15｝

　　　｛1，12，13｝，｛2，9，11｝，｛3，4，7｝，｛5，10，15｝，｛6，8，14｝

　　　｛1，14，15｝，｛2，8，10｝，｛3，5，6｝，｛4，9，13｝，｛7，11，12｝

古今中外许多著名数学家，都对这个问题产生浓厚兴趣．上述答案出自我国组合数学第一人李成章教授之手，我国著名数学专家陈景润先生在他的著作《组合数学简介》中还给出如下两个构造：

答案四：

　　　｛1，2，5｝，｛3，14，15｝，｛4，6，12｝，｛7，8，11｝，｛9，10，13｝

　　　｛1，3，9｝，｛2，8，15｝，｛4，11，13｝，｛5，12，14｝，｛6，7，10｝

　　　｛1，4，15｝，｛2，9，11｝，｛3，10，12｝，｛5，7，13｝，｛6，8，14｝

　　　｛1，6，11｝，｛2，7，12｝，｛3，8，13｝，｛4，9，14｝，｛5，10，15｝

　　　｛1，7，14｝，｛2，4，10｝，｛3，5，11｝，｛6，13，15｝，｛8，9，12｝

　　　｛1，8，10｝，｛2，13，14｝，｛3，4，7｝，｛5，6，9｝，｛11，12，15｝

　　　｛1，12，13｝，｛2，3，6｝，｛4，5，8｝，｛7，9，15｝，｛10，11，14｝

答案五：

　　　｛1，2，5｝，｛3，10，12｝，｛4，11，13｝，｛6，8，14｝，｛7，9，15｝

　　　｛1，3，9｝，｛2，13，14｝，｛4，5，8｝，｛6，7，10｝，｛11，12，15｝

　　　｛1，4，15｝，｛2，3，6｝，｛5，7，13｝，｛8，9，12｝，｛10，11，14｝

　　　｛1，6，11｝，｛2，7，12｝，｛3，8，13｝，｛4，9，14｝，｛5，10，15｝

　　　｛1，7，14｝，｛2，8，15｝，｛3，5，11｝，｛4，6，12｝，｛9，10，13｝

　　　｛1，8，10｝，｛2，9，11｝，｛3，4，7｝，｛5，12，14｝，｛6，13，15｝

　　　｛1，12，13｝，｛2，4，10｝，｛3，14，15｝，｛5，6，9｝，｛7，8，11｝

类似地，历史上还有著名的“三十六军官问题”：36名军官来自6种不同的部队，每个部队的6名军官分属6种不同的军阶．能否让他们排成一个方阵，使得每一行、每一列的6名军官恰好来自不同的部队，并且分属于不同的军阶？

这个问题实际上是求“一对相互正交的拉丁方”，答案是否定的．“拉丁方”以及“正交拉丁方”是有实际意义的，在农作物杂交育种和动物饲料配置等实践活动中都有广泛的应用．

2.4　棋盘染色问题

熊斌教授是目前活跃在我国数学竞赛前沿的著名专家．1991年，他在《中等数学》（第一期）上发表文章，详细地研究了“给一个棋盘作黑白染色，使得存在四个角同色的矩形的条件”．我们在这里给出熊教授的研究成果．

让我们从一道美国数学奥林匹克竞赛题谈起．

例1　（1976年第五届美国数学奥林匹克）

（1）如图2.46是一个4×7棋盘，要给它的每一个小方格染上黑、白两色之一．试证：对于任何一种染色方式，棋盘必定含有一个矩形，其四个角上的不同方格有相同的颜色．

（2）试给出4×6棋盘的一种黑白染色法，使其含有的每一个矩形有如下性质：位于四个角上的方格都不能有同一种颜色．

为叙述简短起见，我们称棋盘中四个角同色的矩形为“同色矩形”．

证明　（1）我们只要证明：对一个3×7棋盘任意黑、白染色，其中都会出现四角同色的矩形．

在同一列的两个小方格有相同的颜色，则称它们是一对“对子”．则3×7的每一列都至少有一对“对子”，棋盘就至少有7对“对子”．

∵　每对“对子”只限于黑、白两色，

∴　根据抽屉原理，至少有4对“对子”具有相同的颜色，不妨设为黑色．

∵　每对“对子”决定一个“行对”（一个对子的两个小方格所在的两行），而3×7棋盘共有[image: alt]
 个“行对”，

∴　根据抽屉原理，4个黑“对子”放入3个“行对”，至少有两个黑“对子”具有相同的“行对”．有这两个黑“对子”的四个小方格就确定一个四角同色的矩形．

构图：如图2.46就给出一个这样的矩形．

[image: alt]


图2.46





[image: alt]


图2.47





（2）对一个4×6棋盘，一个“对子”在一列中组成的不同排列恰好有[image: alt]
 ＝6种，在每一列中放入这样的一个排列，即为所求．如图2.47所示的黑白两色4×6棋盘就不含四角同色的矩形．

下面，我们要对m×n棋盘作一般性讨论，为叙述简短起见，我们做一些定义．

定义：一个经过染色的m×n棋盘中的矩形，如果它的四个角上的小方格同色，则称之为“同色矩形”；用t种颜色给一个m×n棋盘染色，如果无论怎样染色，棋盘中总存在同色矩形，则称这个棋盘是“t－好的”；否则，如果存在一种染法，使之不存在同色矩形，则称之为“t－坏的”．

按照这个定义，我们上面已经证明，3×7棋盘是2－好的，4×6棋盘是2－坏的．

现在给出一个m×n棋盘存在同色矩形的充要条件．

定理1　m×n棋盘中有a个小方格染有相同的颜色，不妨设为黑色，用aj
 表示第j列中黑色小方格的个数（1≤j≤n），如果[image: alt]
 则棋盘中一定有同色矩形．

证明　a个黑色小方格组成的对子个数为[image: alt]
 （当x≤1时，定义[image: alt]


∵　每个对子对应于一个行对，m×n棋盘中共有[image: alt]
 个行对，

∴　当[image: alt]
 时，由抽屉原理可知，至少有两个对子对应同一个行对．以这两个对子的四个黑色小方格为四个角格的矩形就是黑的同色矩形．

因为仅知道表中某种颜色的小方格数目a，还不知道这种颜色的小方格在各列中的分布情况，所以，定理1通常还是没办法直接应用．下面，对定理1再作一些改进．

定理2　若染色m×n棋盘中有a个小方格是同色的，设为黑色，令a＝nq＋r（0≤r≤n－1）．如果[image: alt]
 则此棋盘中必有一个黑的同色矩形．

证明　先证明一个引理．

引理　若a＝a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 （ai
 ∈N，i＝1，2，…，n），那么，当且仅当对所有i，j（1≤i＜j≤n），都有｜ai
 －aj
 ｜∈｛0，1｝（称a1
 ，a2
 ，…，an
 “等分布”）时，[image: alt]
 最小．

事实上，对任意非负整数x、y，若x＞y＋1，则

[image: alt]


∴　引理得证．

回到原题：

∵　a＝nq＋r（0≤r＜n），

[image: alt]
 “＝”成立的充要条件是a1
 ，a2
 ，…，an
 中，有r个等于q＋1，另有n－r个等于q．

[image: alt]


[image: alt]
 根据定理1可知，棋盘中存在黑色同色矩形．

按照定理2，当a1
 ，a2
 ，…，an
 不是等分布时，有

[image: alt]


根据定理1，我们也能得出存在同色矩形的如下结论：

定理3　若染色m×n棋盘中有a个小方格是同色的，设为黑色，令a＝nq＋r（0≤r≤n－1）．如果[image: alt]
 那么，或者此棋盘中有一个黑的同色矩形，或者每列的黑色小方格数是等分布的．

例2　求证：5×5棋盘是2－好的．

证明　根据抽屉原理，5×5棋盘的25个小方格中至少有13个小方格是同色的，不妨设为黑色．应用定理2，有

[image: alt]


∴　由定理2，二染色5×5棋盘中必有同色矩形，5×5棋盘是2－好的．

综合前面的例子，我们有

[image: alt]


这里的“最小”的意思是，若将3×7，5×5棋盘缩小，则一定含在2×∞，4×6（或6×4）这两个坏棋盘里；同样，扩展2×∞，4×6棋盘，则一定包含3×7，5×5这两个好棋盘，所以，称之为“最大”．

这一结果可以概括成：

定理4　一个m×n棋盘是2－好的充分必要条件是此棋盘包含3×7，5×5棋盘．

这就完全解决了二染色m×n棋盘有无同色矩形的问题．

例3　在4×n棋盘上，任意染红、白、蓝三色，那么，存在同色矩形的充要条件是n＝19．

解　若n＝19，则4×19棋盘中必有[image: alt]
 个同色小方格，不妨设为红色．此时，

[image: alt]


由定理2，一定存在一个红色的同色矩形．

若n＝18，则[image: alt]


如果将此棋盘中的24个小方格染红色，24个染白色，24个染蓝色，并且使得每种颜色的小方格在18列中是等分布的，则这个棋盘中没有同色矩形．如下表所示，我们用R，W，B分别表示红色、白色、蓝色．

[image: alt]


综上所述，三染色4×n棋盘上，存在同色矩形的充要条件是n＝19．

例4　求证：三染色10×11棋盘一定存在同色矩形．

证明　由抽屉原理，至少存在[image: alt]
 个同色小方格，不妨设至少有37个红色小方格，则

[image: alt]


∴　有以下两种情况：

（1）37个红色小方格在11列中不是等分布的，由定理3可知，这时，存在一个红色的同色矩形．

（2）37个红色小方格在11列中是等分布的，则有4列含有4个红色小方格，7列含有3个红色小方格．不妨设第1列的第1，2，3，4行这4个小方格是红色的，若第j（2≤j≤11）列的前4行中，有2个红色小方格，则它们与第1列中的2个红色小方格可以构成一个红色同色矩形．否则，此棋盘的第1，2，3，4行，第1，2，…，11列组成的一个4×11棋盘中，至多有4＋10×1＝14个红色小方格．因此，由棋盘的第5，6，…，10行与第2，3，…，11列组成的一个6×10子棋盘中，至少有37－14＝23个红色小方格，其中有如下数据：

[image: alt]


由定理2可知，当37个红色小方格在各列中等分布时，也存在红色同色三角形．

故　三染色10×11棋盘一定存在同色矩形．

例4　有一张充分大的方格纸，把t（t≥2）种颜色分别染在每个小格子里．求证：存在一个矩形，它的四个角上的颜色是相同的．（1986年苏联数学奥林匹克）

证明　我们取一张t＋1行，[image: alt]
 列的方格纸，则

[image: alt]


故　由定理2可知，这张方格纸中存在同色矩形．

2.5　图论中的染色问题

以图为载体的染色问题，既有对点的染色又有对边的染色．染色方法是图论中的一个重要而常用的方法．无论是一般的图论问题，还是拉姆塞、舒尔数等典型的难题，染色都是一个基本的技巧．

例1　在任何六个人中，证明：

（1）总有三个人相互认识或相互不认识；

（2）总有两个三人组，同一个小组的三个人，或者彼此认识，或者彼此不认识．

证明　用六个点A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 ，A5
 ，A6
 表示六个人，如果Ai
 ，Aj
 表示的两个人相互认识，就连红色线段Ai
 Aj
 （图中画实线），否则就连蓝线段（图中画虚线），这样构造一个二色六阶完全图K6
 ．

（1）就是证明二色K6
 中含有单色K3
 ．

考虑从点A1
 引出的五条边A1
 Ai
 （i＝2，3，4，5，6），由抽屉原理，这五条边中至少有三条同色，不妨设A1
 A2
 ，A1
 A3
 ，A1
 A4
 同色，且为红色，如图2.48．

[image: alt]


图2.48





[image: alt]


图2.49
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图2.50





讨论：若三条边A2
 A3
 ，A3
 A4
 ，A4
 A2
 中存在红色边，不妨设A2
 A4
 为红色边，则△A1
 A2
 A4
 是红色K3
 ，如图2.49；否则，△A2
 A3
 A4
 是蓝色K3
 ，如图2.50．

故　命题（1）成立．

（2）就是证明二色K6
 中含有两个单色K3
 ．

由（1）知，二色K6
 中存在一个单色K3
 ，不妨设△A1
 A2
 A3
 是一个红色K3
 ，如图2.51．

[image: alt]


图2.51
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图2.52
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图2.53
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图2.54





讨论：

（一）若△A4
 A5
 A6
 是单色三角形，则命题成立；

（二）若△A4
 A5
 A6
 既有红边又有蓝边，不妨设A4
 A5
 为蓝边，如图2.52．

情形一：如果A4
 A1
 ，A4
 A2
 ，A4
 A3
 中至少有两条红线，则存在两个单色三角形，如图2.53，命题成立；

情形二：同理，如果A5
 A1
 ，A5
 A2
 ，A5
 A3
 中至少有两条红线，则命题也成立；

情形三：如果A4
 A1
 ，A4
 A2
 ，A4
 A3
 中至少有两条蓝线，A5
 A1
 ，A5
 A2
 ，A5
 A3
 中也至少有两条蓝线，则从两点A4
 ，A5
 向三点A1
 ，A2
 ，A3
 各引两条蓝线；由[image: alt]
 及抽屉原理，知必有两条蓝线以A1
 ，A2
 ，A3
 中同一点为端点，不妨设A5
 A1
 ，A4
 A1
 为蓝线，则有单色三角形△A1
 A4
 A5
 ，如图2.54．

综上所述，命题成立．

另证：我们对（2）再应用组合计数方法给出一个证明．

每个顶点连有5条线，设有r条红边，5－r条蓝边，则有异色角数目r（5－r）≤2×3＝6；异色角总数≤6×6＝36．

∵　同色三角形不存在异色角，异色三角形恰有两个异色角，

[image: alt]


又　三角形总数为[image: alt]


∴　同色三角形数目≥20－18＝2．

本例题是图论中的一个常用结论，应该特别重视．

例2　给定空间9个点，其中任意四点都不共面，在每一对点之间连一条线段．试求最小的正整数n，使得将其中任意n条线段中的每一条任意地染为红、蓝两色之一，在这n条线段的集合中都必然包含一个各边同色的三角形．

解　先证明最小的正整数n≤33．

当n＝33时，由[image: alt]
 知没有染色的线段恰好有3条，这三条线段至少包含三个互异的顶点P1
 ，P2
 ，P3
 ，删除这三个点及其关联的所有线段，得到一个红蓝二色完全图K6
 ；由例1知，红蓝二色K6
 中存在同色三角形，故n＝33满足要求，最小的正整数n≤33．

再证明最小的正整数n≥33．为此，我们只要构造出K9
 ，并对其中36条边中的32条边给出一种红、蓝染色，使得其中不含单色三角形即可．

如图2.55，把9个点分成五组，同组内的点所连线段不染色，不同组之间的点所连线段按如图方式染成红、蓝两色．这样得到的9点图中，有4条边没有染色，另32条边都染上了红、蓝二色之一，并且这样的染色使得图中无单色三角形．故最小的正整数n≥33．

[image: alt]


图2.55





综上所述，最小的正整数n＝33．

例3　求最小的正整数n，使得当以任意方式将Kn
 二染色时，总存在两个单色三角形，两者恰有1条公共边．（1993年中国国家集训队训练题）

解　如图2.56和图2.57所示的K9
 ，为清楚起见，我们把红线与蓝线分别画在两个图中．易见，图中有6蓝6红共12个单色三角形，图中的36条边恰好每边都是一个单色三角形的一条边，任何两个单色三角形都没有公共边．可见，所求最小正整数n≥10．

在二染色的K10
 中，用计算异色角和异色三角形的方法不难算出，其中至少有20个单色三角形．每个三角形3条边，这些单色三角形至少有60条边．但K10
 中边数为[image: alt]
 45，但必有两个单色三角形恰有1条公共边．

[image: alt]


图2.56





[image: alt]


图2.57





综上所述，所求最小正整数n＝10．

上面两道例题是图论中有趣的“极图”问题，所得的图称为“极图”．“极”字的含义是：只要再添上一条红边或蓝边，就会破坏其特有的性质（不含单色三角形），出现同色三角形．极图问题是一类极其典型富有趣味的组合极值问题，经常受到各级数学竞赛命题的青睐．

例4　有17位数学家，其中每一人和其他所有人通信，他们在通信中只讨论三个题目，并且每两人之间只讨论一个题目．证明：至少有三位科学家，他们相互之间讨论同一个题目．

分析　本质上是证明一个三色K17
 存在一个单色K3
 ．

构图：用17个点A1
 ，A2
 ，…，A17
 代表17位科学家，在每两个点之间连一条边，得到一个完全图K17
 ．

染色：如果某两位科学家之间讨论题目甲，则把表示这两位科学家的两点之间的边染成红色；如果某两位科学家之间讨论题目乙，则把表示这两位科学家的两点之间的边染成蓝色；如果某两位科学家之间讨论题目丙，则把表示这两位科学家的两点之间的边染成黑色．这样就得到一个三色K17
 ．

证明　考虑由点A1
 引出的16条边，至多有三种颜色，由[image: alt]
 以及抽屉原理，得这16条边中至少有6条同色，不妨设A1
 A2
 ，A1
 A3
 ，A1
 A4
 ，A1
 A5
 ，A1
 A6
 ，A1
 A7
 为红色边．

考虑六个点A2
 ，A3
 ，A4
 ，A5
 ，A6
 ，A7
 构成的三色子图K6
 ，共有[image: alt]
 条边．如果这15条边中存在一条红色边，譬如A2
 A3
 ，则得到一个红色三角形△A1
 A2
 A3
 ，命题成立；否则，这15条边都不是红色边，则这个K6
 是二色的，再根据例1，这个二色K6
 存在一个单色K3
 ．

综上所述，三色K17
 中必存在一个单色K3
 ，命题得证．

“一个三色K17
 存在一个单色K3
 ”是图论中的一个常用结论．

例5　连结圆周上9个不同的点得到36条线段，并分别染成红色或蓝色，使得每3个点所确定的三角形都至少含有一条红色边．证明：存在4个点，其中每两个点之间的连线都是红色的．

证明　考虑从每个点Ai
 引出的8条边，根据抽屉原理，至少存在4条同色边．以下分两种情形证明．

情形一：存在一点至少引出4条蓝边，不妨设从A1
 引出四条蓝色边A1
 A2
 ，A1
 A3
 ，A1
 A4
 ，A1
 A5
 ．

由题意，每个三角形都至少含有一条红边，从而A2
 A3
 ，A2
 A4
 ，A2
 A5
 ，A3
 A4
 ，A3
 A5
 ，A4
 A5
 是红色线段，故存在四个点A2
 ，A3
 ，A4
 ，A5
 构成一个红色K4
 ，命题成立．

情形二：由任一点引出的8条边至多有3条蓝色边，也即至少有5条红色边．从而这个二色完全图K9
 中红边条数有[image: alt]
 至少有23条．

∵　每条红边对应着两个顶点，[image: alt]


∴　由抽屉原理，必有某个点，由该点引出的红边条数至少有6条．不妨设A1
 A2
 ，A1
 A3
 ，A1
 A4
 ，A1
 A5
 ，A1
 A6
 ，A1
 A7
 都是红边．

由例1，在由A2
 ，A3
 ，A4
 ，A5
 ，A6
 ，A7
 构成的二色K6
 中存在一个单色K3
 ，再由题意，任意一个三角形都有红边，所以这个单色K3
 是红色的，不妨设△A2
 A3
 A4
 是红色三角形，则得到四个点A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 ，其中任意两个点之间的连线都是红色的．

综上所述，命题成立．

这个题目的一个趣味形式是：“在一所房子里有9个人，其中任意3个人中至少有两个人相互认识．证明存在4个人，任意两个人都相互认识．”

例6　某俱乐部有3n＋1个人，每两人可以玩下面三种游戏中的某一种：象棋、围棋、跳棋．已知每个人都与n个人下象棋，与n个人下围棋，与n个人下跳棋．证明：这3n＋1个人中必有这样三个人，他们之间有下象棋的，有下围棋的，有下跳棋的．

证明　用3n＋1个点表示3n＋1个人，两人之间下象棋、围棋和跳棋分别连红线、蓝线和黑线，这样得到一个三色完全图K3n＋1
 ．

目标证明：这个三色完全图K3n＋1
 中必有一个三色K3
 （三边不同色的异色三角形）．

定义：由一个顶点引出的两条边，如果不同色，则称这两条边夹的角为异色角；如果同色，则称这两条边夹的角为同色角；一个三角形是异色三角形是指其任一内角都是异色角．

按题意，从每个顶点引出3n条边，其中红色边、蓝色边和黑色边各n条，所以，以每个点为顶点的异色角个数是[image: alt]
 个；从而这个三色完全图K3n＋1
 中异色角的总数是3（3n＋1）n2
 ．

∵　K3n＋1
 中含有三角形总数为[image: alt]
 并且

[image: alt]


∴　由抽屉原理，必有一个三角形，它含三个异色角，这个三角形的三个顶点代表的三个人之间，有下象棋的、有下围棋的、有下跳棋的．

例7　求最小的正整数n，使在任何红蓝二染色的Kn
 中，都存在具有相同颜色但没有公共边的两个单色三角形．（1991年中国国家集训队训练题）

解法一　在图2.60所示的红蓝二色K7
 中（为了清楚起见，我们把蓝、红两色分别画在图2.58与图2.59）．任何两个蓝色三角形或任何两个红色三角形都有一条公共边．

[image: alt]


图2.58
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图2.59
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图2.60





∴　所求最小正整数n≥8．

下面证明：所求最小正整数n≤8．

用反证法：设有一个红蓝二染色K8
 ，其中不存在满足题目要求的两个单色三角形．

由于红蓝二染色K8
 中必有单色三角形，不妨设△A1
 A2
 A3
 是蓝色三角形．考察以A3
 ，A4
 ，A5
 ，A6
 ，A7
 ，A8
 为顶点的红蓝二染色K6
 ，其中必有单色三角形．但根据反证假设，其中不能有蓝色三角形，所以，其中必有红色三角形．不妨设这个红色三角形与△A1
 A2
 A3
 有一个公共顶点，若不然，则两者顶点之间的9条连线中必有5条同色，从而得到一个与△A1
 A2
 A3
 有公共顶点的红色三角形，矛盾．不妨设这个红色三角形是△A3
 A4
 A5
 ．如图2.61．

[image: alt]


图2.61
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图2.62
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图2.63





再考察以A2
 ，A4
 ，A6
 ，A7
 ，A8
 为顶点的红蓝二染色K5
 ，由反证假设与蓝色△A1
 A2
 A3
 ，红色△A3
 A4
 A5
 可知，其中没有单色三角形．从而它可分解为一红一蓝两个各有5条边的圈，如图2.62．

在考察以A1
 ，A2
 ，A4
 ，A6
 ，A7
 ，A8
 为顶点的红蓝二染色K6
 ．由反证假设知其中不能有红三角形，故其中有两个蓝色三角形，并且均与蓝色△A1
 A2
 A3
 有一条公共边，当然是线段A1
 A2
 ．由此可知，A1
 A4
 ，A1
 A6
 都是蓝边．

再考察以A2
 ，A4
 ，A5
 ，A6
 ，A7
 ，A8
 为顶点的红蓝二色K6
 ，同理可知A5
 A6
 ，A5
 A7
 均为红色．最后考察边A3
 A6
 ：若它为蓝边，则△A2
 A3
 A6
 和△A2
 A1
 A4
 为两个蓝色三角形，没有公共边，与反证假设矛盾！

若它为红边，则△A3
 A4
 A6
 和△A4
 A5
 A7
 为两个红色三角形，没有公共边，与反证假设矛盾！

∴　任意一个红蓝二染色K8
 中，必存在具有相同颜色但没有公共边的两个单色三角形，从而最小的n≤8．

综上所述，所求的最小正整数n＝8．

解法二　按照解法一，得所求的最小正整数n≥8．

下面证明：所求的最小正整数n≤8，即证明任意一个红蓝二染色K8
 中必存在两个满足题中要求的三角形．为此，我们先证明一个引理．

引理　在红蓝二染色K8
 中，至少存在8个单色三角形．

事实上，K8
 中共有[image: alt]
 个三角形，故只需证明其中至多有48个异色三角形（即三边不同色的三角形）．

将两边异色的角称为异色角，则每个异色三角形中恰有两个异色角．

设点Ai
 引出的红线条数为ri
 ，则[image: alt]
 从点Ai
 引出的蓝线条数为7－ri
 （i＝1，2，…，8），以点Ai
 为顶点的异色角数目是ri
 （7－ri
 ），从而二染色K8
 中异色角的总数为[image: alt]
 所以异色三角形的数目不超过

[image: alt]


当且仅当所有ri
 ∈｛3，4｝时，异色三角形数目才能达到48．

故　引理得证．

回到原题：由引理，红蓝二染色K8
 中至少有8个单色三角形．

（1）设K8
 中有5个单色三角形同色，不妨设都是蓝色．如果这5个蓝色三角形两两都有公共边，则这5个三角形必有一条公共边．设这5个三角形为△A1
 A2
 A3
 ，△A1
 A2
 A4
 ，△A1
 A2
 A5
 ，△A1
 A2
 A6
 ，△A1
 A2
 A7
 ，考察以A3
 ，A4
 ，A5
 ，A6
 ，A7
 为顶点的红蓝二色K5
 ，若其中有1条蓝边，设为A3
 A4
 ，则△A1
 A3
 A4
 ，△A1
 A2
 A5
 是两个蓝色三角形，并且两者没有公共边，矛盾！若其中全是红边，当然存在两个红色三角形，两者没有公共边，矛盾！这表明，红蓝二色K8
 中若有5个颜色相同的单色三角形，则其中必有两个没有公共边．

（2）设红蓝二色K8
 中恰有4个红4个蓝8个单色三角形．如果4个蓝色三角形有一条公共边，设为A1
 A2
 ，则顶点A1
 引出5条蓝边，由引理的证明可知，这时K8
 中不可能只存在8个单色三角形，矛盾！所以，4个蓝色三角形两两都有公共边，则它们构成一个蓝色K4
 ．4个红三角形也是如此．

若结论不成立，这个红蓝二色K8
 中恰有4个红4个蓝8个单色三角形时，必有一个红K4
 和一个蓝K4
 ．显然，两者至多有1个公共顶点．易见，无论有无公共顶点，总可以从红K4
 和蓝K4
 中各取1个三角形，两者没有公共顶点．于是，又可像解法一开头那样得到一个新的单色三角形，这与恰有8个单色三角形矛盾．

故　红蓝二色K8
 中必有两个具有相同颜色的单色三角形没有公共边．

综上所述，所求的最小正整数n＝8．

例8　把数1，2，3，4，5任意分成两组．证明总可以在某一组中找到这样两个数，它们之差与这一组数中的某一个数相同．

证明　把数1，2，3，4，5任意分成A，B两组．

构造二色完全图K6
 ：作六个点，依次标记成点1，2，3，4，5，6．任取i，j∈｛1，2，3，4，5，6｝，都有1≤i－j≤5．当i－j∈A，把线段[image: alt]
 染成红色；当i－j∈B，把线段[image: alt]
 染成蓝色．这样就得到一个二色完全图K6
 ．

由例1，这个二色完全图K6
 存在一个单色三角形，记作△ijk（6≥i＞j＞k≥1）．这表明，三数a＝i－k，b＝i－j，c＝j－k在同一组中，并且有

a－b＝（i－k）－（i－j）＝j－k＝c，

故　命题成立．

例9　一个国际社团共有1978人，来自六个国家，把他们自1至1978任意编号．证明：从该社团可以找到这样一个人，他的号数是他的某个同胞的号数的2倍或者是某两个同胞的号数之和．

证明　本质上是一个六色K1979
 中的问题．

数学化：六个国家分别记作A1
 、A2
 、A3
 、A4
 、A5
 、A6
 ，把1978个成员自1至1978编号，可以看成把｛1，2，3，…，1978｝划分成六个子集合A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 ，A5
 ，A6
 ．

构造六色完全图：取1979个点，并依次编号为1，2，3，…，1979；任取两个点i，j如果｜i－j｜∈Ak
 ，则把边[image: alt]
 染成ck
 （k＝1，2，3，4，5，6）色，于是得到一个六色K1979
 ．

先证明：这个六色K1979
 中含有单色三角形．

考虑顶点1979，由这个顶点引出1978条边至多含有6种颜色，由[image: alt]
 及抽屉原理，必有某330条边同色，不妨设[image: alt]
 都染c6
 色（i＝1，2，…，330）．如果这些点中有某两点i，j，其连线是c6
 色，则存在单色三角形（三顶点为i、j、1979），命题成立．否则，这330个点之间的连线只染五色c1
 ，c2
 ，c3
 ，c4
 ，c5
 ．再考虑顶点330，由它向点1，2，3，…，329共引329条边．

[image: alt]


∴　由抽屉原理，至少有66条边同色，不妨设线段[image: alt]
 均染c5
 色（i＝1，2，3，…，66）；如果66个点1，2，3，…，66中有某两点k，ι之间的线段染c5
 色，则存在单色三角形（以330，k，ι为三顶点），命题成立．否则，这66个点之间的线段只染四种颜色c1
 ，c2
 ，c3
 ，c4
 ；再考虑顶点66，由它引向点1，2，3，…，65的65条边只染四种颜色c1
 ，c2
 ，c3
 ，c4
 ，由[image: alt]
 以及抽屉原理，得至少有17条边同色，不妨设[image: alt]
 都染c4
 色（i＝1，2，3，…，17）；如果17个点1，2，3，…，17中有某两点之间的连线染c4
 色，那么存在单色三角形，命题得证．否则，这17个点之间的连线段只染c1
 ，c2
 ，c3
 三种颜色，这样得到一个以1，2，3，…，17为顶点的三色K17
 ，由例3得，这个三色K17
 存在单色K3
 ．

综上所述，前面构造的六色K1979
 中含有单色三角形．

再回到原题：记前面得到的单色三角形为△ijk（i＞j＞k），不妨设三边均染cr
 色，则a＝i－k，b＝i－j，c＝j－k∈Ar
 ，并且a－b＝c．

如果b＝c，则a＝2b，其中a，b∈Ar
 ；否则b≠c，有a＝b＋c，且a，b，c∈Ar
 ．

故　命题得证．

下面再介绍两个应用性的赛题．

例10　在5个地区之间有甲、乙两个国际航空服务公司，在任意两个地区之间都有且仅有由其中一个公司单独经营的直达航线（可往返）．已知对于其中任意3个地区之间的3条航线，都有甲、乙两公司各自经营的航线．证明：甲公司和乙公司各自经营着一条环游这5个地区的航线．

证明　“一条环游这5个地区的航线”是指该航线从某个地区出发，经过每个地区恰好一次，最后回到出发的地区．本质上是证明存在两个哈密顿圈．

构造二色K5
 ：用五个点A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 ，A5
 表示题中的5个地区，任意两点之间连一条边表示相应两地区之间的一条航线；Ai
 ，Aj
 两地区之间的航线，若由甲公司经营，则将边Ai
 Aj
 染红色，否则染蓝色．（图中用实线表示红线，用虚线表示蓝线）

按题意，有

性质：这个二色K5
 中不存在单色三角形．

目标：具有上述性质的二色K5
 存在两个遍历五点的单色哈密顿圈，其中一个红色圈，另一个蓝色圈．

先证明：从一个顶点引出的四条边，红色边和蓝色边各两条．

用反证法：存在某个点至少引出3条同色边，不妨假设由点A1
 引出3条红色边A1
 A2
 ，A1
 A3
 ，A1
 A4
 ，则A2
 A3
 ，A2
 A4
 ，A3
 A4
 均为蓝色边，从而△A2
 A3
 A4
 是蓝色三角形，矛盾，如图2.64．

故　从一个顶点引出的四条边，红色边和蓝色边各两条．

[image: alt]


图2.64
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图2.65
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图2.66





再证明：这个二色K5
 中不存在四边同色的四边形．

用反证法：假设四边形A2
 A3
 A4
 A5
 的四条边A2
 A3
 ，A3
 A4
 ，A4
 A5
 ，A5
 A2
 都是红色边，则A2
 A4
 ，A3
 A5
 都是蓝色边，如图2.65．

∵　△A1
 A2
 A3
 已有红边A2
 A3
 ，

∴　A1
 A2
 、A1
 A3
 这两条边中必有蓝色边，不妨设A1
 A2
 为蓝色边．

∵　由A4
 引出的4条边已有两条红色边A4
 A3
 ，A4
 A5
 ，

∴　A1
 A4
 为蓝色边，如图2.66；但这时出现了蓝色△A1
 A2
 A4
 ，矛盾．

故　这个二色K5
 中不存在四边同色的四边形．

回到结论：

由A1
 引出的红边恰有两条，不妨设A1
 A2
 ，A1
 A5
 为红色边，则A1
 A3
 、A1
 A4
 以及A2
 A5
 均为蓝色边，A3
 A4
 为红色；从点A2
 引出的四条边已有红、蓝各一条，假设A2
 A3
 为红色边，继而确定A2
 A4
 为蓝色，A3
 A5
 为蓝色，A4
 A5
 为红色，如图2.67．
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图2.67
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图2.68
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图2.69





∴　甲公司独自经营一条环游航线A1
 —A2
 —A3
 —A4
 —A5
 —A1
 ，乙公司独自经营一条环游航线A1
 —A3
 —A5
 —A2
 —A4
 —A1
 ．

红、蓝边不同的设定会产生不同的结果，如图2.68、图2.69等．

本题的图论语言形式是：不含单色三角形的二色K5
 必含两个五边同色的单色五边形．

例11　在10个地区之间由两个国际航空公司服务，在任意两个地区之间都有且仅有由其中一个公司单独经营的直达航线（可往返）．证明：两公司中必有一个公司，可以提供两条不经过同一地区的环游旅行线，而且每条旅行线都经过奇数个地区．

分析　本质上还是证明圈的存在性．

构造二色K10
 ：用10个点A1
 ，A2
 ，A3
 ，…，A10
 表示题中的10个地区，任意两点之间连一条边表示相应两地区之间的一条航线；Ai
 、Aj
 两地区之间的航线，若由甲公司经营，则将边Ai
 Aj
 染红色，否则染蓝色．

目标：在这个二色K10
 中，存在两个同色的、没有公共顶点的、边数都是奇数的单色圈．

证明　我们从最简单的圈（三角形）入手搜寻．

∵　二色K10
 中含有二色K6
 ，

∴　这个二色K10
 中含有单色三角形，不妨记作△A8
 A9
 A10
 ；

同理，由A1
 ，A2
 ，A3
 ，…，A7
 构成的二色K7
 中含有单色三角形，不妨记作△A5
 A6
 A7
 ．

讨论：

情形一：如果△A8
 A9
 A10
 和△A5
 A6
 A7
 同色，则命题得证．

情形二：如果△A8
 A9
 A10
 和△A5
 A6
 A7
 异色，不妨设△A5
 A6
 A7
 为红色三角形，△A8
 A9
 A10
 为蓝色三角形，如图2.70．

[image: alt]


图2.70





在｛A5
 ，A6
 ，A7
 ｝与｛A8
 ，A9
 ，A10
 ｝两个点集之间存在32
 ＝9条边，由抽屉原理，其中至少有5条同色边，不妨设为红色；而这5条红色边由｛A8
 ，A9
 ，A10
 ｝引出．再由抽屉原理，必有某个顶点引出2条红边，不妨记作A8
 A6
 ，A8
 A7
 ，于是又得到一个红色三角形△A6
 A7
 A8
 ．

考虑由点A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 ，A5
 组成的二色K5
 ，如果这个子图中存在一个单色三角形，则命题得证；否则，这个二色K5
 中没有单色三角形，再由例10，这个二色K5
 含有两个单色五边形，并且一个是红边五边形，另一个是蓝边五边形，命题也成立．

综上所述，命题得证．

上述这几个问题的一般形式是两大著名难题：

拉姆塞定理：将n完全图Kn
 的边用m种颜色染色，则当n充分大时，Kn
 中含有单色三角形；n的这个最小值r（m），叫做拉姆塞数．

舒尔定理：将正整数1，2，3，…，n分成m组，则当n充分大时，一定有某一组同时含有数形如i，j，｜i－j｜的三个正整数；n的这个最小值s（m），叫做舒尔数．

笔者在有关图论和组合数学的著作中，多次看到这样的表述“考虑集合｛1，2，…，13｝的一个划分｛｛1，4，10，13｝，｛2，3，11，12｝，｛5，6，7，8，9｝｝，其中每一块中都不存在三个数x，y，z（不一定不同）满足方程x＋y＝z；然而，无论怎样将集合｛1，2，…，14｝划分成三个子集，总有一个子集合中存在x，y，z满足方程x＋y＝z．”

这表明[image: alt]
 即s3
 ＝14．只是各种文献都未给出s3
 ≤14的具体证明，出于揭开这个谜的强烈愿望，笔者把它引入数学竞赛训练中，和学生一起奋战，得到以下两个证明．

例12　求证：s3
 ≤14．

证法一　利用图论方法．

任给一个分拆｛1，2，3，4，…，13，14｝＝S1
 ∪S2
 ∪S3
 ．

对K15
 三染色，染色规则如下：当且仅当｜i－j｜∈Sk
 时，给边Ai
 Aj
 染ck
 色（k＝1，2，3）．

[image: alt]


考虑点A8
 关联边：

∵　｜8－i｜＝｜8－（16－i）｜，

∴　A8
 Ai
 与A8
 A16－i
 同色，与a8
 关联的边中，关于A1
 A15
 的中垂线对称的边同色，因此，同色的边均为偶数条．

∵　14＝3×4＋2，

∴　与a8
 关联的边中，必有一种颜色的边不少于5条，因此至少为6条，不妨设A8
 A7
 ，A8
 A4
 ，A8
 A1
 ，A8
 A15
 ，A8
 A12
 ，A8
 A9
 染c1
 色，则由点A7
 ，A4
 ，A1
 ，A15
 ，A12
 ，A9
 及其之间关联的边构成一个三色完全图K6
 ．

若K6
 中存在一边染c1
 色，则存在单色三角形；否则K6
 是一个二色完全图，必存在单色三角形．

故　三色K15
 中存在单色三角形△Ai
 Aj
 Aι
 （1≤i＜j＜ι≤15），不妨设其三边染为ck
 （k＝1，2，3）色，则

x＝j－i，y＝ι－j，z＝ι－i∈Sk
 ，

∴　存在x，y，z∈Sk
 ，使得x＋y＝z．

证法二　反证法，对结论的反面分而治之．

假设存在一种分拆｛1，2，3，4，5，6，7，8，9，10，11，12，13，14｝＝A∪B∪C，使得A，B，C中都不存在x，y，z，满足x＋y＝z．则｛4，5｝⊄A，否则｛4，5｝⊂A，设1∈B，则

当9∈B时，有

2，8∈C⇒10∉A∪B∪C，矛盾．

当9∉B时，有2，9∈C，则有以下两种情况：

　　7∈A⇒11∈B⇒10∈C⇒8∈B⇒3∈C⇒12∉A∪B∪C，矛盾；

或

　　7∈B⇒8∈C⇒6∈A⇒10∈B⇒3∈C⇒11∉A∪B∪C，矛盾．

故　｛4，5｝⊄A．以下设4∈A，5∈B，则

当2，8∈C时，有[image: alt]
 矛盾；

当2，8∈B时，有以下两种情况：

3∈A⇒1∈C⇒7∈C⇒6∉A∪B∪C，矛盾；

或

3∈C⇒6∈A⇒10∈C⇒7∈A⇒1∈C⇒11∈B⇒9∈A⇒13∉A∪B∪C，矛盾．

当2∈B，8∈C时，有以下两种情况：

3∈A⇒7∈C⇒1∉A∪B∪C，矛盾；

或

[image: alt]
 矛盾．

当2∈C，8∈B，有以下两种情况：

[image: alt]
 矛盾；

或

[image: alt]
 矛盾．

综上所述，反证假设不成立．

故　命题得证．

对证法一作出重要贡献的两位同学是刘玉成（保送到浙江大学数学系，决心进入浙大数学中心丘成桐数学班）和张灿（经过2008年高考进入北京大学）．

2.6　几何中的染色问题

以几何图形为载体的组合问题，被称为组合几何问题．这类问题中有关的染色形式的问题通常是对点的染色问题．

例1　S是等边△ABC三边上全体点的集合，再把S中的点任意分成两个不相交的子集．问：这两个子集中是否至少有一个子集，其包含着一个直角三角形的顶点？（第24届IMO）

分析　本题可以看成平面点集的染色问题：用红、蓝两种颜色给点集S中的所有点染色，每个点染一种颜色，本题是问：是否存在三个同色点，以这点为顶点的三角形是直角三角形？下面简称顶点同色的三角形为“同色三角形”．

解法一　如图2.71标记三边上的三等分点A1
 ，A2
 ，B1
 ，B2
 ，C1
 ，C2
 ，并对这S中的点作红、蓝染色．

[image: alt]


图2.71
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图2.72





[image: alt]


∴　至少有三个点同色．

讨论：

（1）若至少有4个点同色，不妨设为红色；由抽屉原理，这四个红点中至少有2个点落在同一条边上，不妨设BC边上的三等分点A1
 ，A2
 被染红；剩下两个红色点，不论是点B1
 ，B2
 ，C1
 ，C2
 中哪两个点，与A1
 ，A2
 构成的四个点中总存在三个点构成一个直角三角形的顶点．

（2）恰有3个红色点与3个蓝色点．如果不存在以A1
 ，A2
 ，B1
 ，B2
 ，C1
 ，C2
 中三点为顶点的同色三角形，则只有以下两种可能：

情形一：三个同色点在圆排列A1
 A2
 B1
 B2
 C1
 C2
 A1
 中彼此不相邻，不妨设A1
 ，B1
 ，C1
 为红色点，A2
 ，B2
 ，C2
 为蓝色点．若A是红色点，则△AA1
 B1
 是直角三角形；若A是蓝色点，则△AA2
 C2
 是直角三角形．

情形二：三个同色点依次相邻，不妨设A1
 ，A2
 ，B1
 是三个红色点，B2
 ，C1
 ，C2
 是三个蓝色点．若C是红色，则△A1
 B1
 C是红色三角形；若C是蓝色，则△B2
 CC2
 是红色三角形．

故　至少有一个子集，其包含着一个直角三角形的顶点．

解法二　如图2.72，在△ABC的边BC，CA，AB上分别取三等分点P，Q，R，则△ARQ，△BPR，△CQP都是直角三角形．

对于点集S的任一划分｛M，N｝：M∪N＝S，M∩N＝∅．

由抽屉原理可知，点P，Q，R中总有两点属于划分中的同一个子集，不妨设P，Q∈M．

若不存在题中所要求的直角三角形的三顶点组，则边BC上除点P之外的所有点都在T中，从而边AB上的所有点都在M中．这就导致A，R，Q∈M，并且△ARQ为直角三角形，矛盾！所以，必有两个子集之一中会有三点可以作为一个直角三角形的三个顶点．

例2　在正6n＋1边形中，将其中的k个顶点涂成红色，而将其余顶点全都涂成蓝色．求证：3个顶点同色的等腰三角形的个数与顶点涂色的状态无关．

证明　为方便计，我们把以给定的6n＋1边形的顶点为顶点的等腰三角形简称为“三角形”，把这个多边形M的边和对角线统称为多边形M中的线段．则给定的多边形M中的每条线段都恰属于3个不同的三角形（这一结论仅对边数为6n±1的多边形成立）．

将两个端点为蓝色、一蓝一红以及两红的线段条数分别记为a，b，c，而将蓝顶点个数为0，1，2，3的三角形的个数分别记为x0
 ，x1
 ，x2
 ，x3
 ．

∵　3个顶点皆蓝的三角形中，3条边皆为端点两蓝的线段；而在3个顶点两蓝一红的三角形中恰有1条边端点两蓝，

∴　3a＝3x3
 ＋x2
 ．

同理，有

3b＝2x2
 ＋2x1
 ，3c＝3x0
 ＋x1
 ．

由以上三个式子，得

[image: alt]


当多边形M中有k个红顶点时，记蓝顶点数为h＝6n＋1－k，于是有

[image: alt]


代入（※）式，得

[image: alt]


∴　3个顶点同色的等腰三角形的个数x3
 ＋x0
 只与红点个数k有关，但与k各红点的分布状态无关．

例3　将平面上每点都染上红、黄、蓝三种颜色之一．求证：一定存在一个等腰三角形，它的三个顶点同色．

证明　在平面上作一个圆，不妨设它的圆心为红点．

若圆周上至少有3个红点，则其中必有两个不是对径点，于是这两个红点连同圆心一起构成一个等腰三角形，命题成立．

若圆周上至多有两个红点，则作这个圆的内接正15边形A1
 A2
 …A15
 ，其15个顶点中至多有两个红点．这时，正五边形A1
 A4
 A7
 A10
 A13
 、正五边形A2
 A5
 A8
 A11
 A14
 和正五边形A3
 A6
 A9
 A12
 A15
 中总有一个的5个顶点都不是红点，不妨设A1
 ，A4
 ，A7
 ，A10
 ，A13
 都是红点或蓝点．由抽屉原理知，其中必有三个点同色，则以这三个点为顶点的三角形是三顶点同色的等腰三角形．

例4　设S是边长为1的正六边形内及边上的点的集合，求最小的r，使得存在一种将S中的点的三染色方案，染色后任意两同色点之间的距离小于r．

解　当[image: alt]
 时，如图2.73，将六边形划分成三块，每一块的直径都是[image: alt]
 所以，只要用三种颜色对Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ三个区域分别染色即可满足要求．

[image: alt]


图2.73

当[image: alt]
 时，我们证明不存在满足题目条件的三染色方案．

事实上，在正六边形的内切圆周上任取三点A、B、C，使得△ABC是一个正三角形，则

[image: alt]


∴　A，B，C三点应染三种不同的颜色．

[image: alt]


∴　存在ε＞0，使得[image: alt]






再在内切圆周上取点A′，使得AA′＜ε，则A′B＞r，A′C＞r，从而A′与B，C均异色，从而A′与A同色．

故　在圆周上任取的点A，圆周上满足AA′＜ε的点A′总与A同色，从而内切圆周上所有点同色，矛盾．

综上所述，所求的最小[image: alt]


例5　将正方体的每一个侧面都用两个具有公共斜边的全等的直角三角形贴上，其中一个三角形是白色的，另一个是黑色的．问：能否适当安排黑白两色，使得正方体的每一顶点处的白角之和与黑角之和相等？

解　选取正方体的一组相对顶点A1
 ，B3
 ，从这两点出发，在它们所在面中各引3条对角线A1
 A3
 ，A1
 B2
 ，A1
 B4
 和B3
 B1
 ，B3
 A2
 ，B3
 A4
 ．将△A1
 A2
 B2
 ，△A1
 A4
 A3
 ，△A1
 B1
 B4
 ，△B3
 A2
 A3
 ，△B3
 B4
 A4
 以及△B3
 B2
 B1
 贴上白色三角形，其余部分都贴上黑色三角形，则A2
 ，A3
 ，A4
 ，B1
 ，B2
 ，B4
 处都有黑白直角各一个，而锐角都是黑白成对出现，所以这一涂法满足题目要求．

[image: alt]


图2.74





例6　等边△ABC的3条中位线将它分成4个三角形△ADE，△BDF，△DEF，△CEF．在它们的9条边上各取中点K，L，M，N，O，P，Q，R，S，将这15个点中每点都涂上红、蓝两色之一．求证：其中一定有3个同色点，使它们是一个等边三角形的3个顶点．

证法一　先证一个更强的结论：在图2.75所示的10个点A，D，E，K，L，M，N，O，P，Q中必有3个同色点，使得它们是一个等边三角形的3顶点．

[image: alt]


图2.75





若不然，则10点中的任何等边三角形的3点均不同色．不妨设点O为红色，考察点D，L，M，E，Q，P六个点的涂色情形，可知

（1）正六边形DLMEQP的任何两个相邻顶点不能同为红色；

（2）△DMQ，△LEP的各三顶点中，都至少有一个红点和一个蓝点．

由此可知，6点中恰有2个红点且为一组相对顶点．不妨设点D、E为红点，则点P，Q均为蓝色点．

若点A为红色，则导致红色等边△ADE；若点A为蓝色，则导致蓝色等边△APQ，矛盾！

故　上述更强的结论成立．

证法二　用反证法．若不然，则15点中任何成等边三角形的3点均不同色．则点O，L，M三点不同色，其中必有两点同色，不妨设点L，M均为红色而点O为蓝色，从而点F为蓝色．

∵　△OKF，△ONF都是等边三角形，

∴　K，N均为红色，K，L，M，N四点均为红色，从而R，S均为蓝色；这就导致蓝色等边△ORS，矛盾！

故　命题得证．

例7　在一个凸多边形中作出所有对角线，将每条边和每条对角线都染上k种颜色之一，使得不存在以多边形的顶点为顶点的单色封闭折线．问：满足上述条件的多边形最多有多少个顶点？

解　设多边形的顶点数目为n，则其中共有[image: alt]
 条边和对角线．其中若有n条线段涂有同一种颜色，则由图论知识，可知其中必有一个圈，即单色封闭折线，这与已知条件矛盾．

∴　每种颜色线段的条数不超过n－1，从而有

[image: alt]


当n＝2k时，取正2k边形A1
 A2
 …A2k
 ，并将折线A1
 A2k
 A2
 A2k－1
 …Ak
 Ak＋1
 涂上第一种颜色，将由这条折线绕正多边形中心旋转[image: alt]
 所得到的折线涂上第i＋1种颜色（i＝1，2，…，k－1），则每条线段都恰好被染上k种颜色之一，并且不存在封闭单色折线．

综上所述，满足条件的多边形最多有2k条边．

例8　在一条直线上标出n个不同的蓝点和n个不同的红点．求证：同色点两两之间的距离之和不超过异色点两两之间的距离之和．

证法一　先证明一个更一般的

命题：当所标出的点可以重合时，结论仍然成立．

设所标出的n个蓝点和n个红点共有m个不同的点．这时，将同色点两两之间的距离之和与异色点两两之间距离之和分别记[image: alt]


对m应用数学归纳法：

当m＝1时，命题明显成立．

设命题对m＝k时成立，即有[image: alt]
 当m＝k＋1时，我们将直线上自左至右的k＋1个不同的标定点依次记为A1
 ，A2
 ，…，Ak＋1
 ，设其中有s个红点和t个蓝点都重合于点Ak＋1
 ，现将位于Ak＋1
 的标定点全部移到点Ak
 ，并考察移动前后两种“距离和”的变化情况进行计算：

[image: alt]


∴　由归纳假设，得

[image: alt]


故　由数学归纳法，命题得证．

证法二　把给定的这条直线视为数轴，设n个蓝点的坐标依次为x1
 ＜x2
 ＜…＜xn
 ，n个红点的坐标依次为y1
 ＜y2
 ＜…＜yn
 ．下面应用数学归纳法进行证明．

当n＝1时，结论明显成立．

设当n＝k时结论成立，当n＝k＋1时，使用证法一的记号，有

[image: alt]


直接计算，得

[image: alt]


由①，②，③以及归纳假设，得

[image: alt]


故　命题得证．

2.7　染色极值问题

组合极值问题是一类典型而有趣的组合问题，其解答通常包括两部分：首先推算出极值，其次是构造例子支持这个极值．这里我们关注应用染色探索极值的问题．

例1　把正n边形的每条边和每条对角线都涂上一种颜色，使得这些线段中有公共点的任何两条线段都涂有不同的颜色．问：最少需要几种颜色？

解　设A，B，C是正n边形的相邻三个顶点，考察从B引出的n－1条线段，按题意，至少需要n－1种颜色；再考察对角线AC，如果从前n－1种颜色中的n－3种中选一种给AC染色，则从A、C两侧相邻的点出发的线段只使用上述n－1种颜色就无法按题目要求染色，至少要再增加一种颜色，从而至少需要n种颜色；如果不使用上述n－1种颜色给AC染色，则这n条线段也至少需要n种颜色．故至少需要n种颜色．

另外，正n边形的所有边和对角线恰可分成n组平行线段，每组线段涂上同一种颜色，n种颜色就足够．

综上所述，最少需要n种颜色．

例2　求最小正整数n，使得在任何红蓝二染色Kn
 中，总存在同色的m条线段，它们两两之间没有公共点．（1991年中国国家集训队训练题）

解　从简单情况做起．

当m＝1时，n＝2．

当m＝2时，n＝5．事实上，在如图2.76所示的二色K4
 中，任何两条同色线段都有公共点．但在二色K5
 中，若所有线段都同色，当然有同色的两条线段没有公共点，如图2.77；否则，必有红蓝各1条线段有1个公共点，设A1
 A2
 为红色，A2
 A3
 为蓝色，则无论A4
 A5
 为何种颜色，都总有同色两条线段没有公共点，如图2.78．从而，最小的n＝5．
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图2.76
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图2.77
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图2.78





猜想：n＝3m－1．下面用数学归纳法完成证明．

m＝1，2时，上面已证明．

假设m＝k时，结论成立．则当m＝k＋1时，若红蓝二色K3k＋2
 所有边同色，当然可以找到k＋1条线段满足要求．否则，必有1个顶点是1条红边和1条蓝边的公共端点，除去这两条边的3个端点，还余下3k－1个顶点及其之间关联的边构成一个红蓝二色K3k－1
 ，根据归纳假设，其中存在k条线段，两两没有公共端点，连同前述那两条线段之一同色的线段，得到红蓝二色K3k＋1
 中有k＋1条线段，两两没有公共点．

∴　最小的正整数n≤3k＋2．

把红蓝二色K3k＋1
 的顶点分成两组：A组有k个顶点，B组有2k＋1个顶点，将B组定点间的线段都染成红色，其他线段都染成蓝色．则无论选k＋1条红线段，还是选k＋1条蓝线段，其中总有两条线段有一个公共端点，这表明最小的正整数n＞3k＋1，从而最小的正整数n≥3k＋2．

∴　最小的正整数n＝3k＋2．

综上所述，由数学归纳法知，猜想成立．即最小的正整数n＝3m－1．

例3　在12×9的矩形方格表中，将k个方格的中心染成红点，使得任何4个红点都不是一个边平行于网格线的矩形的4个顶点，求k的最大值．

解　设方格表中第i行红点的数目是xi
 （i＝1，2，…，12），则

x1
 ＋x2
 ＋…＋x12
 ＝k

根据染色条件，得

[image: alt]


由Cauchy不等式，得

[image: alt]


代入已知条件，得

[image: alt]


解之，得

k≤36，“＝”成立的条件是x1
 ＝x2
 ＝…＝x12
 ＝3．

构造例子：下面是满足染色条件的两个例子．

[image: alt]


图2.79





[image: alt]


图2.80





故　kmax
 ＝36．

下面是1991年中国国家集训队训练题，是一道典型的极图问题．极图理论（Extremal graph theory）是现代图论中极富趣味和挑战性的内容，譬如“有n个顶点的图中没有三角形，则这个图至多有[image: alt]
 条边”就是一个典型的极图命题，换句话说，如果n个点的图中至少有[image: alt]
 条边，则其中必有三角形（不含三角形的性质就被破坏）．极图理论的先驱是著名的托兰（Turán）定理．

例4　求最小的正整数n，使得在任何红、蓝二染色Kn
 中，都存在3个单色三角形，它们两两之间没有公共边．

解　如图2.81所示的红蓝二色K8
 （红边未画）中，恰有8个蓝色三角形，没有红色三角形．但任何3个蓝色三角形中，必有两个在同一个蓝色K4
 中，两者有1条公共边．

[image: alt]


图2.81





∴　最小的正整数n≥9．

对于红蓝二色K9
 ，设△A1
 A2
 A3
 是其中的一个单色三角形．考察以A4
 ，A5
 ，A6
 ，A7
 ，A8
 ，A9
 为顶点的完全子图K6
 ，其中必有单色三角形，不妨设△A7
 A8
 A9
 是蓝色三角形．再考察以A3
 ，A4
 ，A5
 ，A6
 ，A7
 为顶点的完全子图K5
 ，若其中有单色三角形，再连同前面两个单色三角形，得到3个单色三角形两两没有公共边；若其中没有单色三角形，则可分解为一红一蓝各5条边的两个圈，如图2.81．同理，在分别以｛A3
 ，A4
 ，A5
 ，A6
 ，A8
 ｝和｛A3
 ，A4
 ，A5
 ，A6
 ，A9
 ｝为顶点的K5
 中，只要有一个K5
 中有单色三角形，问题就解决了．否则，两个K5
 都可以分解为一红一蓝各有5条边的两个圈．因为以｛A3
 ，A4
 ，A5
 ，A6
 ｝为顶点的K4
 的颜色已确定了，故必有A3
 A8
 ，A3
 A9
 ，A6
 A8
 ，A6
 A9
 都是蓝边，从而△A3
 A7
 A9
 ，△A6
 A7
 A8
 都是蓝色三角形，再连同开头的两个单色△A1
 A2
 A3
 ，共三个单色三角形每两个没有公共边，满足要求．

综上所述，所求最小正整数n＝9．

例5　空间有10个点，两两连线，用红、蓝两种颜色染这些线段，其中点A连出的线段都是红色的．以这10个点为顶点的三角形中，三边同色的三角形至少有多少个？

解　设同色三角形有x个，则异色三角形有[image: alt]
 设同色角总个数为y，则

[image: alt]


∴　当y取最小值时，x也取最小值．

∵　同色角总个数至少为[image: alt]


∴　120＋2x＝y≥180，从而x≥30．

构造：设10个点为A，B，C1
 ，C2
 ，C3
 ，C4
 ，D1
 ，D2
 ，D3
 ，D4
 ，将Ci
 Cj
 ，Di
 Dj
 ，BDj
 都连红线，Ci
 Dj
 ，BCi
 连蓝线．则除点A外，其余点连出的线段都是5红4蓝，或4红5蓝．计算可知同色角数目为180．

故　同色三角形的个数至少30个．

练习2

1．在100×100的每个方格中都点上一个红点或蓝点，使得在每一行中都恰有50个红点和50个蓝点，在每一列中也都恰有50个红点和50个蓝点．用蓝色线段将每两个处于相邻（右公共边）方格中的蓝点连接起来，用红色线段将每两个处于相邻方格中的红点连接起来．求证：表中红蓝两色的线段条数相等．

2．某工厂生产由6种不同颜色的纱织成的双色布．在这个工厂生产的所有双色布中，每种颜色至少与3种其他颜色搭配．求证：可以选出3种双色布，它们含有全部6种颜色．

3．一副围棋共有180个白子和181个黑子，把这些围棋子全部排在一条直线上，证明：必定可以找到两个黑子，使得它们中间（不包括其自身）恰有178个或181个围棋子．

4．在一个正方形的岛屿上分布着若干个国家．能否将这些国家划分得更小，使得不出现新的国境线交点，而又可以只用两种颜色来为这个岛屿的地图着色？

5．已知空间中的每点都被涂上指定的5种颜色之一，并且确定有5个点分别被涂上互不相同的颜色．求证：存在一条直线，其上的点至少涂有3种不同的颜色，而且还存在一个平面，其上的点至少涂有4种不同的颜色．

6．把910瓶红、蓝墨水排成130行，每行7瓶．证明：不论怎样排列，红、蓝墨水瓶的颜色次序必定出现下述两种情况之一：

（1）至少有三行完全相同；

（2）至少有两组（四行），每组的两行完全相同．

7．（1）在4×4的方格纸中，把部分小方格染成红色，然后划去其中两行与两列．若无论怎样划，都至少有1个红色的小方格没有被划去，那么至少要染多少个小方格？

（2）如果把（1）中的“4×4”方格纸改成“n×n”（n≥5）的方格纸，其他条件不变，那么，至少要染多少个小方格？

8．将正六边形的某些边和对角线涂上红、蓝两色之一．求证：

（1）如果共涂色15条线段，则图中至少有两个单色三角形（三边同色的三角形）；

（2）如果只涂色14条线段，则不一定存在单色三角形．

9．证明：在二染色K7
 中至少存在4个单色三角形．

10．已知在红蓝二色K8
 中既不存在红色K3
 ，也不存在蓝色K4
 ．问：其中最少有多少条红边？最多有多少条红边？说明理由．

11．连接圆周上9个不同的点的36条直线染成红色或蓝色，假定由9点中每三点所确定的三角形都至少含有一条红边．证明：存在四点，其中每两点的连线都是红色的．

12．在空间给定9个点，其中任何4点都不共面．求最小的正整数n，使得在给定点间任意连n条线段并将每条线段都染上红蓝两色之一时，总存在一个各边同色的三角形．（1992年第33届国际数学奥林匹克）

13．求最小的正整数n，使得在任何红蓝二染色的Kn
 中，都存在m个两两没有公共顶点的单色三角形．（1991年中国国家代表队模拟考试题）

14．求最小的正整数n，使得在任何红蓝二染色Kn
 中，都存在具有相同颜色的两个没有公共顶点的单色三角形．（1991年中国国家集训队测验题）

15．求最小的正整数n，使得在红蓝二色Kn
 中，总存在两个单色三角形，两者恰好有1个公共顶点．（1995年中国国家集训队测试题）

16．求最小的正整数n，使得在有10个顶点，n条边的二染色简单图中，总存在单色三角形或单色四边形．（1996年中国国家集训队测验题）

17．n个点中任意三点不共线，每两点间用线段相连，用红蓝两种颜色给线段染色．若对任何染色，一定存在12个同色三角形，求n的最小值．

18．对K10
 的边任意红、黄、蓝三染色，若过某顶点的九条边同色，求证：必有4个同色三角形．

19．给出一个四色K25
 ，使之不含单色三角形．

20．将平面上每点都染上红、黄、蓝三色之一．求证：存在无穷多条长度为1的线段，它们的端点全都同色．

21．公园里有mn条小路和若干块草坪，每条小路都连接着两块草坪．已知可以将每条小路都涂上m种颜色之一，使得自每块草坪所连出的小路中都没有同色的．求证：存在一种涂色方法，使得涂有每种颜色的小路都恰有n条．（1989年苏联教委推荐试题）

22．对于10×10的方格表，将k个方格的中心染成红点，使得任何4个红点都不是一个边平行于网格线的矩形的4个顶点，求k的最大值．

23．某州有若干个城市，每两个城市之间都恰好用汽车、火车和飞机三种交通工具之一直接来往．已知在全州中3种工具都用到；但没有任何一个城市3种方式全有；并且没有任何3个城市中两两之间的交通方式全相同．问：该州最多有几个城市？


第三章　竞赛试题选讲

染色作为探究分类的一种重要方法，在国内外数学竞赛中屡见不鲜．本节所选例题与习题都来自近些年国内外竞赛试题．

例1　给定平面上的点集P＝｛P1
 ，P2
 ，…，P1994
 ｝，其中任意三点均不共线，将P中的所有点任意分成83组，使得每组至少有3个点，且每点恰好属于一组，然后将在同一组的任两点用同一条线段相连，不在同一组的两点不连线段，这样得到一个图案G，不同的分组方式得到不同的图案，将图案G中所含的以P中的点为顶点的三角形个数记为m（G）．

（1）求m（G）的最小值m0
 ；

（2）设G*
 是使m（G*
 ）＝m0
 成立的一个图案，若G*
 中的线段（指以P中点为端点的线段）用四种颜色染色，每条线段恰好染一种颜色，证明存在一种染色方案，使得G*
 染色后，不含以P的点为顶点的三角形．（1994年全国高中数学联赛加试第四题）

解　按题意，每个图案G由P的点的一种分组方法唯一确定．

（1）设m（G）＝m0
 ，G由分组[image: alt]
 （其中Xi
 ∩Xj
 ≠∅（i≠j））确定，令card（Xi
 ）＝xi
 （i＝1，2，…，83），则有

[image: alt]


我们先证明这种分组的各组点数满足：｜xi
 －xj
 ｜≤1（i≠j），否则，存在i，j（1≤i＜j≤83），使得｜xi
 －xj
 ｜≥2，不妨设xi
 ≥xj
 ＋2．我们再作P的一种分组：

[image: alt]
 （其中Yi
 ∩Yj
 ≠∅（i≠j）），

记这个分组确定图案G′，其中各组点数定义如下：

[image: alt]


则图案G′中三角形的个数为[image: alt]


[image: alt]


故　m0
 ＞m，这与m0
 的最小性相矛盾．

∵　1994＝24×83＋2，

[image: alt]


（2）设G*
 由分组[image: alt]
 （其中Xi
 ∩Xj
 ≠∅（i≠j））确定，且card（Xi
 ）＝24（i＝1，2，…，81），card（X82
 ）＝card（X83
 ）＝25．

染色：我们把四种颜色记作a，b，c，d，染色方法如下：

第一步，设五组中的点数均为25，点数为24的81组也各添加1个点，先增加至25；

第二步，把每一组Xi
 （i＝1，2，3，4，5）中的25个点再等分成5个小组，譬如[image: alt]
 [image: alt]
 其中Vk
 ∩Vj
 ＝∅（1≤k＜j≤5）以及card（Vj
 ）＝5（j＝1，2，3，4，5）；

第三步，对每组的5个小组中的5个点之间的所有边进行a，b二染色，再同一组中的任意两个小组Vi
 ，Vj
 （1≤i＜j≤5）之间的连线进行c，d二染色．

第四步，再把其中各添加1个点的81组中添加的那个点及其关联的所有边都删除，则得到图案G*
 的一种4染色，其中无三边同色的三角形，如图3.1、图3.2．

[image: alt]


图3.1





[image: alt]


图3.2





例2　将平面上每个点都以红、蓝两色之一着色．证明：存在这样两个相似的三角形，它们的相似比是1995，并且每一个三角形的三个顶点同色．（1995年全国高中数学联赛加试第四题）

证法一　第一步，先证明染色后的平面上一定存在三顶点同色的直角三角形．

如图3.3，在平面上任做一条直线ι，则直线ι上必有两点同色，记B′，C′为两同色点；过这两点分别作直线ι的垂线ι1
 ，ι2
 ；如果ι1
 或ι2
 上存在与B′，C′同色的点A′，则△A′B′C′为一个三顶点同色的直角三角形．

[image: alt]


图3.3





[image: alt]


图3.4





[image: alt]


图3.5





[image: alt]


图3.6





如果ι1
 或ι2
 上都不存在与B′、C′同色的点，则在直线ι1
 或ι2
 上除去点B′，C′之外，其余点都与B′，C′异色，则在直线ι2
 上取异于C′的两点A、C，再过点C作ι1
 的垂线，垂足为B，则△ABC是一个三顶点同色的直角三角形．

第二步，回到问题的一般化．

把一个三顶点同色的Rt△ABC补充成一个矩形ABCD．任取正奇数n＞1，作两组分别与AC、BC平行的直线把矩形的边n等分，则把矩形ABCD划分成n2
 个与原矩形相似的小矩形，如图3.5．

下面证明：上述n2
 个小矩形中必存在三顶点同色的小矩形．

用反证法：假设其中不存在三顶点同色的小矩形．

∵　n是奇数，

∴　在线段AC上连同两端和分点共n＋1（偶数）个点，则线段AC上必有相邻两个点同色（否则，任相邻两点都异色，则导致A，C异色，这与取法矛盾！）；不妨设E，F同色，则E，F所在的小矩形的另两个顶点必与E，F异色（否则，出现同色小直角三角形，与反证假设矛盾！）；依此类推，在矩形EFGH中，每条竖线上两个端点都同色．

同理，线段BC上也有相邻两点M，N同色，也存在相应的矩形MNPQ，其中每条横线上的两个端点都同色，如图4．

记矩形EFGH与矩形MNPQ的公共部分的小矩形为矩形UVWX，则U，V，W三点同色，得到一个三顶点同色的小Rt△UVW，如图3.6，这与反证假设矛盾．

综上所述，必存在一个三顶点同色的小直角三角形，原来三顶点同色的直角三角形与这个小直角三角形相似，并且相似比是n．

取n＝1995即得本题结论．

证法二　我们利用抽屉原理来证明这个存在性问题．

如图3.7，作两个同心圆，使得小圆半径与大圆半径分别为1和1995；再在小圆上任取9个点，因为每个点染红蓝两种颜色，所以，根据抽屉原理，其中至少有5个点同色，不妨设图中A，B，C，D，E为同色点．以圆心O为端点作5条射线OA，OB，OC，OD，OE，依次交大圆于点A′，B′，C′，D′，E′，再由抽屉原理，这五个点中至少有三个点同色，不妨设A′，B′，C′为同色点，则得到两个三顶点同色的三角形：△ABC，△A′B′C′．

[image: alt]


图3.7





[image: alt]


∴　△ABC∶△A′B′C′，且相似比为[image: alt]


故　命题得证．

证法三　先证明：

引理　对任何实数a＞0，总存在一个斜边长为a并且有一个角为30°的直角三角形，它的3个顶点同色．

事实上，作一个边长为a的正三角形，由抽屉原理知，3个顶点中必有2个顶点同色．不妨设A、B同为红色，且AB＝a．以AB为直径作圆，并作此圆以线段AB为直径的正六边形．除A、B外的另外4个顶点中，若有1个红点，则这个红点连同A、B一起的3个红点满足要求；否则，另外4个点均为蓝点，其中任何3点均满足要求．

∴　引理得证．

∵　引理是原命题的加强命题，

∴　原命题得证．

例3　从给定的六种不同颜色中选用若干种颜色，将同一个正方体的六个面染色，每面恰染一种颜色，每两个具有公共棱的面染成不同的颜色，则不同的染色方案共有多少种（若两个已染色的正方体中的一个经若干次翻转后的染色状态与另一个相同，则认为两者原来的染色方案是同一种）？（1996年全国高中数学联赛一试）

解　我们按实际使用颜色的种数分类统计总的染色方案数目．

最多用6种颜色，最少用3种颜色，下面用分组法来计数．

（1）实际用6种颜色时，每一种颜色各染一面．按照题中的约定，可经过翻转使得第一种颜色朝上；这时，下面是另外5种颜色之一，有5种不同的染色方法；另外4种颜色分别染前后左右4个面，可从中选定一种染前面，后面是另外3种颜色之一，有3种不同的染法；余下的2种颜色分别染左右两面，又有2种不同的染法；根据分步计数原理可知，这一类染色方法总数是5×3×2＝30．

（2）实际用5种颜色时，从6种颜色中任选5种，共有[image: alt]
 种方法；再从选定的5种颜色中任选一种染相对两面，当然可翻转为上下两面，有5种不同的染色方法；余下4种颜色分别染前后左右4个面，可从中选定一种染前面，后面是另外3种颜色之一，有3种不同的染法；余下的2种颜色分别染左右两面，与（1）不同的是可绕着前后两面中心的轴旋转180°，故这时只有一种方法；根据分步计数原理可知，这一类染色方法总数是[image: alt]
 ×5×3×1＝90．

（3）实际使用4种颜色时，从6种颜色中任选4种颜色，再从4种颜色中选定2种颜色各染相对两面，不同的染色方法共有[image: alt]
 种．

（4）实际使用3种颜色时，不同的染色方法为[image: alt]
 种．

综上所述，满足题目要求的不同的染色方法总数是

30＋90×2＋20＝230（种）

本题是1996年全国高中数学联赛的一道填空题，但做对很难．当年的标准答案是320，这是因为在（2）中最后用2种颜色染相对面时，按题意经过旋转只有1种方法，而标准答案却认为是2种方法．

如果使用圆排列计数，我们可以得到这样的算式：

[image: alt]


例4　用任意的方式给平面的每一点染上黑或白色，求证：一定存在一个边长为1或[image: alt]
 的正三角形，它的三个顶点是同色的．（1986年中国数学奥林匹克第六题）

证法一　若平面上存在距离为2的两点A，B异色，取其中点O，不妨设O，A同色．考虑以线段OA为一边的正△AOC，若C，D中有一个与A，O同色，则该三角形满足题意，否则△BCD为边长[image: alt]
 的同色正三角形．

若平面上不存在距离为2的两点A、B异色，则平面上距离为2的均同色．考虑任意两个距离为1的点，以它们连线为底、2为腰长作等腰三角形，则任一腰的两顶点同色，所以三顶点同色，即任两个距离为1的点都同色，故平面上任意一个边长为1的正三角形的三个顶点同色．

证法二　在平面上作一个边长为1的正△ABC．

如果A，B，C三点同色，则结论成立．

如果A，B，C三点不同色，不妨设A，B异色．

以线段AB为底边作一腰长为2的等腰△ABD．由于A，B两点异色，则无论点D为何色，总有一腰的两个端点异色．不妨设A，D异色，取AD的中点E，则EA＝ED＝1．不妨设A，E为白色，则点D为黑色．

如图3.8，以AE为一边，在直线AD两侧各作一个等边三角形△AEF，△AEG．若点F，G中有一个是白点，则导致一个边长为1的等边三角形的三个顶点都是白点；否则，边长为[image: alt]
 的等边△DFG的三个顶点同为黑点．

[image: alt]


图3.8





例5　设长方体的长、宽、高分别为正整数m，n，r，且m≤n≤r．将长方体的表面涂上红色后切成棱长为1的正方体．已知不带红色的正方体的个数与两面带红色的正方体个数之和，再减去一面带红色的正方体个数得1985．求m，n，r的值．

解　将没有红色、有一面红色、有两面红色的正方体个数分别记为k0
 ，k1
 ，k2
 ，则k0
 ＋k2
 －k1
 ＝1985．

（1）设m＝1，则k0
 ＝k1
 ＝0；当n≤2时，k2
 ＝0，这与已知条件矛盾．故n≥3，这时，k2
 ＝（n－2）（r－2）＝1985．

∵　1985＝1×1985＝5×397，且397是素数，

∴　（m，n－2，r－2）＝（1，1，1985），或（1，5，397），

故　（m，n，r）＝（1，3，1987），或（1，7，399）．

（2）设m＝2，则k0
 ＝0，由长方体的对称性可知，k1
 ，k2
 都是偶数，这与已知条件矛盾，故此时无解．

（3）设m≥3，这时有

　　　　k0
 ＝（m－2）（n－2）（r－2），

　　　　k1
 ＝2（m－2）（n－2）＋2（n－2）（r－2）＋2（r－2）（m－2），

　　　　k2
 ＝4（m－2）＋4（n－2）＋4（r－2）．

代入已知等式，得

　　　　（m－2）（n－2）（r－2）＋4［（m－2）＋（n－2）＋（r－2）］

　　　　－2［（m－2）（n－2）＋（n－2）（r－2）＋（r－2）（m－2）］＝1985，

化简，得

（m－4）（n－4）（r－4）＝1977．

∵　r≥n≥m≥3，1977＝1×1×1977＝1×3×659，659为素数，

∴　（m－4，n－4，r－4）＝（-1，-1，1977），（1，1，1977），（1，3，659），

（m，n，r）＝（3，3，1981）、（5，5，1981）、（5，7，663）．

综上所述，共有五组解：

（m，n，r）＝（1，3，1987）、（1，7，399）、（3，3，1981）、（5，5，1981）、（5，7，663）．

例6　将坐标平面上每个整点都染上三种不同颜色之一，并且三种颜色的点都有．求证：存在一个直角三角形，它的三个顶点互不同色．（2004年俄罗斯数学奥林匹克）

证法一　设三种颜色分别为红、黄、蓝，并将其上有整点且平行于一条坐标轴的直线称为“坐标线”．

（1）设每条竖直坐标线上的整点都染有同一种颜色．

∵　三种颜色的点都有，

∴　可取三条竖直坐标线ι1
 ，ι2
 ，ι3
 ，使得其上的整点分别染有红、黄、蓝三种颜色．

在直线ι1
 上，任取红点A，并过点A作两条互相垂直的直线ι4
 ，ι5
 ，并使之与ι1
 的夹角都是45°．记ι4
 ∩ι2
 ＝B，ι5
 ∩ι3
 ＝C，于是B为黄点，C为蓝点，并且△ABC为直角三角形，满足题目要求．

（2）设竖直坐标线ι1
 上的所有整点都或为红点，或为黄点，并且两种颜色的点都有．

∵　由于整个平面上三种颜色的点都有，

∴　在直线ι1
 之外取蓝点C，过点C作直线ι2
 ⊥ι1
 于点B，不妨设点B为红色．从而在直线ι1
 上再取一个黄点A，△ABC即为所求．

（3）设竖直坐标线ι1
 上三种颜色的整点都有．取一条水平坐标线ι2
 ，使其上至少有两种不同颜色的点，不妨设ι1
 ∩ι2
 ＝A为红点，而ι2
 上有黄点B，从而再在直线ι1
 上取一个蓝点C即可．

证法二　用反证法，假设不存在三个顶点互不同色的直角三角形．

∵　三种颜色的整点都有，

∴　可分别取得红点A、黄点B、蓝点C．

（1）若A，B，C三点共线ι，则分别过A、B、C作直线ι的三条垂线k1
 ，k2
 ，k3
 ．

∵　不存在三顶点互不同色的直角三角形，

∴　k1
 上的整点全是红色，k2
 上的整点都是黄色的，k3
 上的整点都是蓝色的．

故　同证法（1）那样可以导出矛盾．

（2）设A，B，C三点中有两点连线平行于坐标轴，不妨设直线AB平行于x轴，点C不在直线AB上．

过点C作CD⊥AB于点D，若点D为红色或黄色，则所求的三角形存在：若点D为蓝色，则A，B，D三个互不同色的点共线，转化为（1），矛盾！

（3）设直线BC、CA、AB均不平行于坐标轴，不妨设三点位置如图3.9所示．

[image: alt]


图3.9





设过点A平行于y轴的直线与过点C且平行于x轴的直线相交于点D．若点D为黄色，则△ACD满足题目要求，与反证假设矛盾．

故点D不能是黄点，只能是红点，或蓝点．

不妨设点D是红点，过点B作BE⊥CD于点E．若点E不是黄点，则△BEC或△BED满足题目要求，矛盾！

∴　点E为黄点，这又导致C、D、E三点互不同色，化为（1），矛盾！

例7　将平面上每点都染上1992种不同颜色之一，并且使每种颜色的点都有．求证：对于任意给定的三角形T，都可以在平面上找到一个与T全等的三角形，使得它的每两条边上都有颜色相同的点（不包括顶点）．（1992年圣彼得堡数学奥林匹克）

证明　将三角形T放在染色平面上，记其外心为O，最小内角为α0
 ．将三角形T绕点O逆时针旋转角α（0＜α＜α0
 ），并记所得的三角形为T（α），则T（α）≌T，并且T（α）的第i条边与T的第i＋1条边相交（i＝1，2，3）．

考察三角形T（α）3条边的染色情形（不包括顶点）．对应于每个三角形T（α），作一个3×1992的方格表．

[image: alt]


按染色造表：当第i条边上有j色时，就在上表中第i行第j列方格中画一个“√”号，否则就画一个“×”．

∵　这样造出的不同表格个数是有限的，而旋转角α的值有无穷多个，即三角形T（α）有无穷多个．

∴　由抽屉原理可知，存在0＜α1
 ＜α2
 ＜α0
 ，使得三角形T（α1
 ）与T（α2
 ）所对应的上述表格相同，即T（α1
 ）的某条边上有某种颜色的点的充分必要条件是T（α2
 ）的对应边上也有同色的点．

下面证明：三角形T（α2
 ），即△A2
 B2
 C2
 满足题目要求，这只需证明．T（α2
 ）的第1.2条边上有同色的点．

如图3.10，由三角形T（α1
 ）与T（α2
 ）的作法可知，T（α2
 ）的第1条边与T（α1
 ）的第2条边相交，记交点为M，并且点M染有j△ABC（1≤j≤1992）色，从而边C1
 A1
 和B2
 C2
 上都有j色点．

[image: alt]


图3.10





∵　三角形T（α1
 ）与T（α2
 ）所对应的表格相同，

∴　当C1
 A1
 上有j色点时，T（α2
 ）的第2条边C2
 A2
 上也有j色点．

故　边B2
 C2
 ，C2
 A2
 上都有j色点．

∵　M不是T（α2
 ）的顶点，

∴　T（α2
 ）的第1条边和第2条边上（不含顶点）有同色点．

例8　将整个空间划分成三个非空集合．求证：其中必有一个集合，使对每个实数a＞0，该集合中都有两点，两者之间的距离等于a．（第24届IMO预选题）

证明　假设结论不成立．设整个空间被分成的三个非空集合是M1
 ，M2
 ，M3
 ，则存在三个正数a1
 ，a2
 ，a3
 ，使得Mi
 中任何两点间的距离都不等于ai
 （i＝1，2，3），不妨设a1
 ≤a2
 ≤a3
 ．

取点A∈M3
 ，以A为顶点作一个四面体ABCD，使得AB＝AC＝AD＝a3
 ，BC＝BD＝a2
 ，CD＝a1
 ，则B，C，D∈M1
 ∪M2
 ．记以A为中心、a3
 为半径的球面为SA
 ，于是，B、C、D∈SA
 ．让四面体ABCD围绕点A旋转，若能将点B旋转到某点B′∈M2
 ，则另两点的像点C′，D′∉M2
 ∪M3
 ，必有C′，D′∈M1
 ．但C′D′＝a1
 ，矛盾！

∴　M2
 ∩SA
 ＝∅，B′，C′，D′∈M1
 ，也导致矛盾．

故　命题成立．

例9　17名球迷计划去韩国观看世界杯足球赛，他们共选定17场球赛，预订门票的情况满足下列条件：

（1）每人每场至多预订1张门票；

（2）每两人所预订的门票中，至多有1场相同；

（3）预订了6张门票的只有1人．

问这些球迷最多共能预订多少张门票？（2002年IMO中国国家集训队选拔考试）

解　画一个17×17的方格表，17列分别代表17场球赛，17行分别代表17人．

染色：如果第i人预订了第j场的门票，则将方格表中第i行第j列的方格中心染成红色．

∴　问题转化为：方格表中任何4个红点都不是一个边平行于网格线的矩形的4个顶点，并且表中有一行有6个红点的情况下，方格表中最多能有多少个红点？

不妨设第1行的前6个方格的中心都是红点．将方格表划分成17×6和17×11两个子表格．

考虑子表格17×6，其第1行有6个红点，则另外16行中每行至多1个红点，故这一子表格中至多有22个红点．

考虑子表格17×11，其第1行无红点，故实际上是讨论由其后16行组成的16×11方格表中至多有多少个红点．

设其第i行共有xi
 个红点，并将同行的每两个红点称为一个“红点对”，则第i行产生[image: alt]
 个“红点对”（定义：[image: alt]
 由于表中不允许存在边平行于网格线的红顶点矩形，所以

[image: alt]


∴　x1
 ＋x2
 ＋…＋x16
 ≤50，当x1
 ，x2
 ，…，x16
 中有14个等于3，另有2个等于4时，“＝”能够成立．

综上所述，原17×17方格表中最多有72个红点．

构图：如下图所示的方格表中，共有71个红点，第1行的前6个方格的中心是红点，并且任何4个红点都不是一个边平行于网格线的矩形的4个顶点．

[image: alt]


∴　红点数的最大值不少于71．

下面，我们证明：方格表中不可能有72个红点．

用反证法：假设有72个红点满足要求，则后11列共有50个红点、前6列共有22个红点．记这个子表格中第i行共有yi
 个红点（i＝1，2，…，16），如果存在｜yi
 －yj
 ｜≥2（1≤i＜j≤16），不妨设yi
 ≤yj
 －2．

[image: alt]


故y1
 ，y2
 ，…，y16
 的取值越是均匀，[image: alt]
 的值就越小，从而，当f最小时，应有｜yi
 －yj
 ｜≤1（1≤i＜j≤16）．

∵　50＝16×3＋2，

∴　50＝14×3＋2×4，即y1
 ，y2
 ，…，y16
 中有14个3，有2个4时，有[image: alt]
 [image: alt]


又　y1
 ，y2
 ，…，y16
 中有1个2，12个3时，3个4时，有[image: alt]
 [image: alt]


∴　50个红点在16×11子方格表中满足[image: alt]
 的分布有两种情况：

（1）有14行各3个红点，另2行各有4个红点；

（2）有1行2个红点，有12行各3个红点，另有3行各4个红点．

先看（1），在17×17方格表中，用红点所在方格的列数为红点编号，设第1行的6个红点为1，2，3，4，5，6；第2行的5个红点为1，7，8，9，10；第3行也有5个红点，后14行各4个红点．

考察7，8，9，10这4列的红点分布情况．这时，后15行中每行4个方格中至多1个红点．如果某行中有1个红点，则该行最后7个方格中的红点数为2或3（只有1行为3）．由于这4列中每列的红点与后7列只能组成7个不同的“红点对”，故每列后15个方格中至多3个红点，这4列组成的17×4的方格表中至多16个红点．

去掉前2行与前10列，至多去掉22＋16＝38个红点，余下的15×7方格表中至少还有34个红点．由34＝3×4＋2×11可知，这些红点至少构成[image: alt]
 个“红点对”，必导致边平行于网格线的红顶点矩形存在，矛盾！

再看（2），设第1行的6个红点为1，2，3，4，5，6；第2行的5个红点为1，7，8，9，10；第3，4行各5个红点，最后一行3个红点，其余12行各4个红点．

还是考察7，8，9，10四列的红点分布情况．如果仍是至多16个红点，则像（1）中那样可导出矛盾．但是，由于最后一行只有3个红点，其中之一在前6个方格中．如果7，8，9，10四格中没有，则只能是上述情形．如果7，8，9，10四格中有1个红点，则后7格中只有1个红点，这可导致7，8，9，10四列构成的17×4的方格表中共有17个红点，后7列的15×7的方格表中恰有33个红点，其中最后一行中共有1个红点．去掉最后一行，余下的14×7方格表中共有32个红点．由32＝3×4＋2×10可知，构成“红点对”数目为3×4＋10＝22＞[image: alt]
 ，矛盾！

故　17人最多预订71张门票．

例10　在12×12的超级国际象棋的棋盘上放有一枚“超级马”，它走棋时每步从3×4方格矩形的一角格跳到相对的角格中．问这枚超级马能否从某一方格出发遍历每格一次，然后回到出发点？（第26届IMO候选题）

解　（1）国际象棋棋盘上的方格本来就是分成黑白两组的，超级马按规定每跳一次，都是从一种颜色的方格跳到另一种颜色的方格中，即每跳一步前后，超级马所在的方格都异色（不变量）．

（2）将12×12方格棋盘从上到下的第1，2，6，7，11，12这6行方格分成一组，称为A组；另外6行方格划归为B组．则超级马从A组方格出发跳一步，一定落入B组的某方格之中（不变量）．

（3）仅从棋盘和走棋规则来看，超级马从B组方格出发跳一步，却不一定落入A组方格之中．但是，如果超级马能够实现题中所要求的走棋全过程，由于A、B两组方格数相同，而且从A组方格出发又一定跳入B组方格中，故从B组方格出发，也一定跳入A组方格中（不变量）．否则，B组方格先用完，超级马就无法回到出发点．

将（2）和（3）中两个不变量结合起来可知，在反证假设下，超级马每跳一步前后，所在的方格都异组（不变量）．由此及（1）可知，超级马跳动的过程既只能是：

白→黑→白→黑→…，或黑→白→黑→白→…

之一，又只能是

A→B→A→B→…，或B→A→B→A→…

之一．

∴　A、B两组方格都分别同色，这不可能．

故　题中所要求的行棋过程是无法实现的．

例11　已知圆周上有3k个分点，它们把圆周分成3k段弧，其中长度为1、2、3的弧各有k条．求证：这3k个分点中必有两点为对径点．（1982年全苏数学奥林匹克）

解　将给定的3k个分点都染成红点，然后增加圆周上的分点，把整个圆周全部分为1的弧段，并把新增的分点全部染成蓝点．显然，蓝点也共有3k个．于是，问题转化为证明：必有一对红点为对径点；为此，只需证明：必有两对对径点同色．

用反证法．假设结论不成立，则每个红点的对径点都是蓝点．在原来的3k段弧中，任取一段长度为2的弧AC，于是，A、C都是红点，而弧的中点B′是蓝点．由于红点与蓝点同样多且红点的对径点都是蓝点，如蓝点的对径点也必为红点．所以，点B′的对径点B是红点．

考察长度为3k－1的AB，设其上长度为1，2，3的弧段条数分别为n1
 ，n2
 ，n3
 ．因为长度为1的弧的两个端点都是红点，所以两者的对径点都是蓝点．这两个相邻蓝点当然只能是长度为3的弧段上增补的两个分点．这样一来，就建立了一个从AB上长度为1的弧段到BC上的一个长度为3的弧段的对应关系，这是一个双射．

∵　BC上的长为3的弧段条数为k－n3
 ，

∴　n1
 ＝k－n3
 ，即n1
 ＋n3
 ＝k．

又　n1
 ＋2n2
 ＋3n3
 ＝3k－1，

∴　2（n1
 ＋n2
 ）＝2k－1，矛盾！

故　假设不成立，题目结论成立．

例12　设n，k是互素的两个正整数，并且k＜n．将集合M＝｛1，2，…，n－1｝中每个数都染上红、蓝两色之一，染色方法如下：

（1）对M中每个i，使得i和n－i同色；

（2）对M中每个i，i≠k，使得i和｜k－i｜同色．

求证：M中所有数必为同色．（1985年第26届国际数学奥林匹克）

证法一　作带余除法

k＝nq1
 ＋r1
 ，0≤r1
 ＜n，

2k＝nq2
 ＋r2
 ，0≤r2
 ＜n，…，

（n－1）k＝nqn－1
 ＋rn－1
 ，0≤rn－1
 ＜n，

∵　（k，n）＝1，

∴　1≤rk
 ≤n－1．

若存在ri
 ＝rj
 （1≤j＜i≤n－1），则

[image: alt]
 矛盾！

故r1
 ，r2
 ，…，rn－1
 两两不互异，从而r1
 ，r2
 ，…，rn－1
 是1，2，…，n－1的一个排列．

对于2≤i≤n－1，有两种情况：

（1）当ri－1
 ＋k＜n，则ri
 ＝ri－1
 ＋k，从而ri
 与｜k一ri
 ｜＝ri－1
 同色；

（2）当ri－1
 ＋k＞n时，ri
 ＝ri－1
 ＋k－n，从而ri
 与｜k－ri
 ｜＝n－ri－1
 同色，结合已知条件，得ri
 与ri－1
 同色．

∴　总有ri
 与ri－1
 同色，从而r1
 ，r2
 ，…，rn－1
 都同色，即M中所有元素都同色．

证法二　a∶b当且仅当a，b同色．下面用数学归纳法证明：

引理：对任何a∈M，且a＞1，都有b＜a，使得b∶a．

证明：当n＝2时，命题明显成立．

假设引理对所有n＜m成立，下面证n＝m时，命题也成立．

若k＝1，则对任何1＜a∈M，由（2）得a∶a－1．

若k＞1，因（n，k）＝1，故存在正整数q，r，0＜r＜k，使得n＝kq＋r．

对于a＞k，由（2）有a∶a－k＜a．

对于a＝k，由（1）和（2）有

a∶n－a＝（q－1）k＋r∶…∶r＜k＝a．

对于a＜k，当然有a∈M′＝｛1，2，…，k－1｝．这是我们考虑用M′代替M，以k代替n，以r代替k的新问题．这时，由（2）可知a∶k－a，即新问题满足相应的条件（1）；由（1）和（2）又知a∶n－a＝kq＋r－a∶｜r－a｜，即新问题也满足相应的条件（2）；又由（n，k）＝1可得（k，r）＝1．

∴　由归纳法假设，存在b＜a，使得b∶a．

故　由数学归纳法可知引理成立．

由引理，所有a＞1都与1同色，这当然导致M中所有数都同色．

例13　教室里有n排椅子，每排n张，每张椅子上坐一个学生．现在要按以下规则调换座位：

（1）每个学生都必须换到新座位上；

（2）每个学生只能换到相邻（前、后、左、右）的座位上（允许两个相邻的学生互换座位）．

求证：当n为偶数时，可以完成座位调换，但当n为奇数时，完不成调换．（2006年第八届海湾地区数学奥林匹克）

证明　当n为偶数时，可按照下述方法调换座位：在每一行中，从第1列开始，第k＋1列（k为奇数）的学生互换座位即可．即第1列和第2列的学生互换座位，第3列和第4列的学生互换座位，…，如此进行下去．由于n为偶数，故每一列学生都可以换到相邻的座位上，满足题目要求的调换可以完成．

当n为奇数时，我们把教室里的座位看成n×n的方格图．

染色：如图3.11所示，将方格相间涂上白色和黑色．则按题目要求调换座位，必须是白色方格与黑色方格全部交换．

[image: alt]


图3.11
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图3.12





∵　黑色方格数目[image: alt]
 比白色方格数目[image: alt]
 多1，

∴　总有一个学生无法按题目要求换座位．

故　不能按题目要求完成座位调换．

本题（2）利用了染色分类法，我们也可以利用赋值分类法，如图3.12所示．

例14　将正九边形的每个顶点都涂上红、蓝两色之一，求证：存在两个全等的三角形，使得它们的顶点都涂有同一种颜色．（1976年基辅数学奥林匹克，1993年德国数学奥林匹克）

证法一　将正九边形的所有对角线都画出来．在这个图中，所有线段只有4种不同的长度，从小到大分别记之为ι1
 ，ι2
 ，ι3
 ，ι4
 ．由这些线段构成的不同三角形只有7种，按边长来记分别为（ι1
 ，ι1
 ，ι2
 ），（ι1
 ，ι2
 ，ι3
 ），（ι1
 ，ι3
 ，ι4
 ），（ι1
 ，ι4
 ，ι4
 ），（ι2
 ，ι2
 ，ι4
 ），（ι2
 ，ι3
 ，ι4
 ），（ι3
 ，ι3
 ，ι3
 ）．

∵　9个顶点共涂有2种颜色，

∴　由抽屉原理可知，必有5个顶点同色，不妨设有5个红点．这5个红点构成[image: alt]
 个三角形．

又　这10个三角形分属于上述7类，

∴　再由抽屉原理可知，其中必有两个属于同一类，这两个就是顶点同色的全等三角形．

证法二　9个顶点共涂有2种颜色，由抽屉原理可知，其中必有5个顶点同色，不妨设有5个红点．

将正九边形A1
 A2
 …A9
 的9个顶点分成3组：｛A1
 ，A4
 ，A7
 ｝，｛A2
 ，A5
 ，A8
 ｝，｛A3
 ，A6
 ，A9
 ｝．

∵　5个红点分属3个集合，

∴　有两个集合各有2个红点，或有一个集合中有3个红点．

若为前者，则4个红点成为一个等腰梯形的4个顶点，存在全等三角形对．

若为后者，则这3个红点为一个等边三角形的3个顶点，另两个红点分别和上述等边三角形中与它最近的一条边各构成一三角形，这两个三角形顶点同色且全等．

证法三　由抽屉原理可设有5个红点，则必有2个相邻红点．

若所有红点都是红点，则结论自然成立．

若所有顶点不全是红点，则可设A1
 、A2
 是红点，而A9
 不是红点．考察另外3个红点．

（1）若另外3个红点中有两个相邻，则这两个相邻顶点及A1
 、A2
 构成一个等腰梯形的4个顶点，且都是红点，从而存在两个顶点全是红点的全等三角形．

（2）若另外3个红点互不相邻，则只有以下4种情形：

（i）｛A3
 ，A5
 ，A7
 ｝，这时△A1
 A2
 A5
 ≌△A2
 A1
 A7
 ；

（ii）｛A3
 ，A5
 ，A8
 ｝，这时△A1
 A3
 A5
 ≌△A3
 A1
 A8
 ；

（iii）｛A3
 ，A6
 ，A8
 ｝，这时△A2
 A3
 A6
 ≌△A3
 A2
 A8
 ；

（iv）｛A4
 ，A6
 ，A8
 ｝，这时△A1
 A2
 A4
 ≌△A2
 A1
 A8


综上所述，存在两个顶点同色的全等三角形．

例15　平面上已给997个点，将连接每两点的线段中点染成红色．求证：至少有1991个红点．能否找到恰有1991个红点的点集？（1991年亚太地区数学奥林匹克）

证明　由997个点连接每两点的线段只有有限条，所以必有一条最长的线段，记为AB．

∵　A与其他996个点连线段的中点均在以A为圆心、[image: alt]
 为半径的圆的内部或圆周上；B与其他996个点连线段的中点均在以B为圆心、[image: alt]
 为半径的圆的内部或圆周上．

∴　至少有996×2－1＝1991个中点，记至少有1991个红点．

构造：在x周上取997个点，坐标分别为1，2，3，…，997，则在区间（1，997）内分母为1或2的有理点就是全部的红点，数目恰好为1991个．

例16　设圆周上有800个点，按顺时针方向依次标号为1，2，…，800，它们将圆周分成800段弧．今任选一点涂成红色，然后按如下规则逐次涂红其余的一些点：如果第k号点已被涂红，则可按顺时针方向转过k段弧，再将所到达的那个点涂红，如此继续下去．问：圆周上最多可得到多少个红点？说明理由．（1993年IMO中国国家集训队测验题）

解　先证明：红点数目的最大值≥25．

构造：首先将1号点涂红，则可得到25个红点1，2，4，8，16，32，64，128，256，512，224，448，96，192，384，768，736，672，544，288，576，352，704，608，416．

故　所求红点数目的最大值≥25．

再证明：红点数目的最大值≤25．

设第1个涂红的点为m号点，则所有红点号码的集合为

R＝｛m2k
 （mod800）｜k＝1，2，3，…｝

∵　24
 ≡1（mod5），

∴　24h
 ≡1（mod5）．

故　24
 ≡16，28
 ≡6，212
 ≡21，216
 ≡11，220
 ≡1（mod25）．

∴　225
 ≡32（mod800），R⊆｛m2k
 （mod800）｜k＝1，2，3，…，24｝．

故　card（R）≤25．

综上所述，红点个数最多是25个．

例17　在坐标平面上给定集合M＝｛（x，y）｜x、y∈N*
 ，x≤12，y≤12｝，并将M中每个点都涂上红、白、蓝三色之一．求证：存在一个矩形，它的边平行于坐标轴，4个顶点都在M中，并且颜色相同．（1982年瑞典数学奥林匹克）

证法一　按题意，card（M）＝144，并且144个点构成一个12行12列的点阵．由抽屉原理可知，必有一种颜色的点至少有48个，不妨设红点有48个．

设第i列共有ai
 个红点（i＝1，2，…，12），则a1
 ＋a2
 ＋…＋a12
 ＝48．

将同一列的两个红点称为一个点对，并考察点对数目，第i列的点对数为[image: alt]
 从而点对总数为

[image: alt]


由Cauchy不等式，得

[image: alt]


∴　红点对数目至少有72个．

又　12行可组成[image: alt]
 个行对

∴　存在两个不同列的红点对对应同一个行对，这两个红点对构成一个四顶点同色的矩形，这个矩形的两组边当然平行于坐标轴．

证法二　考察每行和每列上的12个点的涂色情形，有两种可能：

（1）每行与每列上都恰有红、白、蓝点各4个；

（2）存在1行或1列，其上有5个同色点．

先看第1种情形．不妨设第1行上的4个红点为（1，1），（2，1），（3，1），（4，1）．于是，前4列中，除这4个红点外，还有12个红点，它们分属于下列11个集合：

Sj
 ＝｛（i，j）｜i＝1，2，3，4｝（j＝2，3，…，12）．

由抽屉原理可知，存在Sj0

 （2≤j0
 ≤12），其中至少有2个红点，不妨设为（1，j0
 ），（2，j0
 ），于是（1，j0
 ），（2，j0
 ），（2，1），（1，1）四点即为所求．

再看第2种情形．不妨设第1行上有5个红点：（1，1），（2，1），（3，1），（4，1），（5，1）．

用反证法：假设题目结论不成立，则同前论述，除这5个点外，前5列中至多还有11个红点，所以其中的白点和蓝点至少有44个．不妨设其中至少22个白点，它们分布在前5列上．由抽屉原理可知，必有一列上至少有5个白点，不妨设为（1，2），（1，3），（1，4），（1，5），（1，6）．考察集合

T＝｛（i，j）｜2≤i≤5，1≤j≤6，i，j∈N｝

根据反证假设，T中至多有4个白点和5个红点，从而T中至少有11个蓝点．这11个蓝点分属于5个集合：

Tj
 ＝｛（i，j）｜i＝2，3，4，5｝（j＝2，3，4，5，6）．

由抽屉原理可知，存在j0
 （2≤j0
 ≤6），使得Tj0

 中至少有3个蓝点，不妨设为（2，6），（3，6），（4，6）．

考察集合V＝｛（i，j）｜2≤i≤4，2≤j≤5，i，j∈N｝，由反证假设可得，其中至少有4个红点、3个白点和4个蓝点，共11个点，这与card（V）＝12矛盾！

综上所述，题目结论成立．

例18　求具有如下性质的最小正整数n：将正n边形的每一个顶点任意染上红、黄、蓝三种颜色之一，那么这n个顶点中一定存在四个同色点，它们是一个等腰梯形的顶点．（2008年中国数学奥林匹克）

解　nmin
 ＝17．

首先证明nmin
 ≤17．

假设存在一种将正17边形的顶点三染色的方法，使得不存在4个同色顶点是某个等腰梯形的顶点．

[image: alt]


∴　由抽屉原理可知，存在6个顶点染同一种颜色，不妨设为黄色．将这6个点两两连线，可以得到[image: alt]
 条线段．

∵　15条线段的长度只有[image: alt]
 种可能，

∴　必然出现下面两种情况之一：

（1）有某3条线段长度相等．

∵　17不是3的倍数，

∴　3条等长的线段不可能是两两首位相连的情况，存在两条线段，没有公共顶点，这2条线段的4个端点即构成一个等腰梯形的4个顶点．矛盾！

（2）有7对长度相等的线段．

由假设，每对长度相等的线段必有公共的黄色顶点，否则能找到满足题目要求的4个黄色顶点．再根据抽屉原理可知，必有两对线段的公共顶点是同一个黄色点，这4条线段的另外4个端点必然是某个等腰梯形的顶点，矛盾！

综上所述，n＝17满足要求，从而nmin
 ≤17．

其次，再证明nmin
 ≥17，即n≤16时，不存在满足题目要求的染色方法．

用A1
 ，A2
 ，…，An
 表示正n边形的顶点（按顺时针方向），红、黄、蓝三种颜色的顶点集分别记作R，Y，B．

当n＝16时，令

　　　　　　　　　R＝｛A5
 ，A8
 ，A13
 ，A14
 ，A16
 ｝，

　　　　　　　　　Y＝｛A3
 ，A6
 ，A7
 ，A11
 ，A15
 ｝，

　　　　　　　　　B＝｛A1
 ，A2
 ，A4
 ，A9
 ，A10
 ，A12
 ｝．

对于R，A14
 到另外4个顶点的距离互不相同，而且另4个端点刚好是一个矩形的顶点；类似于R，可验证Y中不存在4个顶点是某个等腰梯形的顶点；对于B，其中6个顶点刚好是3条直径的端点，所以任意4个顶点要么是某个矩形的4个顶点，要么是某个不等边4边形的4个顶点．

当n＝15时，令

　　　　　　　　　R＝｛A1
 ，A2
 ，A3
 ，A5
 ，A8
 ｝，

　　　　　　　　　Y＝｛A6
 ，A9
 ，A13
 ，A14
 ，A15
 ｝，

　　　　　　　　　B＝｛A4
 ，A7
 ，A10
 ，A11
 ，A12
 ｝，

这样不存在同色4点构成等腰梯形．

当n＝14时，令

　　　　　　　　　R＝｛A1
 ，A3
 ，A8
 ，A10
 ，A14
 ｝，

　　　　　　　　　Y＝｛A4
 ，A5
 ，A7
 ，A11
 ，A12
 ｝，

　　　　　　　　　B＝｛A2
 ，A6
 ，A9
 ，A13
 ｝，

每种颜色的点中均无4点构成等腰梯形．

当n＝13时，令

　　　　　　　　　R＝｛A5
 ，A6
 ，A7
 ，A10
 ｝，

　　　　　　　　　Y＝｛A1
 ，A8
 ，A11
 ，A12
 ｝，

　　　　　　　　　B＝｛A2
 ，A3
 ，A4
 ，A9
 ，A13
 ｝，

每种颜色的点中都不存在4点构成等腰梯形．

在上述情形中，去掉顶点A13
 ，染色方式不变，即得到n＝12的一种染色方法，其中无4个同色顶点构成等腰梯形；然后，再去掉顶点A12
 ，即得到n＝11的一种染色方法，其中无4个同色顶点构成等腰梯形；继续去掉A11
 ，即得到n＝10的一种染色方法，其中无4个同色顶点构成等腰梯形．

当n≤9时，可以使每种颜色的顶点个数小于4，从而无4个同色顶点是某个等腰梯形的顶点．

综上所述，n≤16时，总存在正n边形的一种红、黄、蓝三染色方法，其中无4个同色顶点构成等腰梯形，即nmin
 ≥17．

∴　nmin
 ＝17．

练习3

1．平面直角坐标系中，纵、横坐标都是整数的点称为整点．请设计一种方法将所有的整点染色，每一整点染成白色、红色或黑色中的一种，使得

（1）三种颜色的点出现在无穷多条平行于横轴的直线上无穷多次；

（2）对任意白点A、红点B和黑点C，总可以找到一个红点D，使得ABCD唯一平行四边形．

证明你的设计符合上述要求．（1986年全国高中数学联赛加试第三题）

2．将一个四棱锥的每个顶点染上一种颜色，并使同一条棱的两个端点异色，如果只有5种颜色可使用，那么不同的染色方法总数是_________．（1995年全国高中数学联赛一试）

3．在一个正六边形的六个区域种植观赏植物（如右图），要求同一块中种植同一种植物，相邻的两块种不同的植物．现有四种不同的植物可供选择，则有_________种不同的种植方案．（2001年全国高中数学联赛一试）

[image: alt]


4．给定一个11×12的矩形棋盘．证明：

（1）可以用20张1×6或1×7的矩形把11×12的矩形棋盘完全覆盖；

（2）用19张1×6或1×7的矩形，不可能把11×12的矩形棋盘完全覆盖．

（1991年全俄中学生数学奥林匹克）

5．在数轴上的每个整数都涂上100种颜色之一，并且100种颜色都全用到．如果对任何两个端点为整数点的长度相同的区间［a，b］，［c，d］，当a，c同色，并且b，d同色时，这两个区间中的整数点全都对应同色，即对满足0≤x≤b－a的任何整数x，a＋x与c＋x都同色．求证：-1990与1990必不同色．（1990年中国国家集训队测验题）

6．将平面上的每一点都染上黑、白两色之一，求证：一定存在一个边长为1或[image: alt]
 的正三角形，它的3个顶点同色．（1986年中国中学生数学冬令营）

7．将线段A0
 An
 依次用分点A1
 ，A2
 ，…，An－1
 分成n段，将端点A0
 ，An
 涂成蓝色，中间的分点涂上红色或蓝色．求证：端点异色的小线段的条数必为偶数．（1986年中国国家集训队训练题）

8．将正13边形的每个顶点都染上红、蓝两色之一，求证：存在3个同色顶点，它们是某个等腰三角形的3个顶点．（1972年莫斯科数学奥林匹克）

9．设在空间给出20个点，其中某些点涂黄色，其余的点涂红色．已知在任何一个平面上的同种颜色的点不会超过3个．求证：存在一个四面体，它的四个顶点同色，并且至少有一个侧面内不含另一颜色的点．（1990年第一届希望杯数学竞赛）

10．将正九边形的5个顶点涂上红色，问最少存在多少对全等三角形，它们的顶点都是红点？（1992年中国天津市代表队测验题）

11．正20边形A1
 A2
 A3
 …A20
 的10个顶点被染为黑色，另外10个顶点染成白色．考察由A1
 A4
 以及所有与它长度相等的对角线所组成的集合，求证：其中两段皆黑的对角线与两端皆白的对角线条数相等．（1980年第43届莫斯科数学奥林匹克）

12．设A为平面上2n个点构成的集合，其中任意三点不共线．现将其中n个点涂红色，另n个点涂蓝色．证明或否定：可以找到两两不共点的n条线段，其中每条线段的二端点均为A中异色的点．（1979年第40届美国普特南数学竞赛）

13．设平面上有n个蓝点和n个红点，其中任何3点都不共线，并且周界多边形的顶点同色．证明：可以作一条直线，将2n个点分在直线的两侧，使得直线两侧的点数都不为零，并且每侧的红点数都相等．（1986年IMO中国国家集训队训练题）

14．设S为平面上的一个有限点集（含点数不少于5），其中的若干点涂上红色，其余的点涂上蓝色．设任何3个同色的点不共线．求证：存在一个三角形，使得

（1）它的三个顶点涂有相同的颜色；

（2）这三角形至少有一条边上不包含另一种颜色的点．（1988年第20届加拿大数学奥林匹克）

15．已知一张无穷大方格纸的每个方格都涂上了红、蓝两色之一，使得在任何2×3个方格所构成的矩形中都恰有两个红格．问：由9×11个方格构成的矩形中包含了多少个红格？（1980年第14届全苏数学奥林匹克）

16．由同样大小的小正方体砌成一个长方体，它的有公共顶点的三个面涂上颜色，结果恰好半数的小正方体至少有一面涂上了颜色．问涂有颜色的小正方体有多少个？（1985年第19届全苏数学奥林匹克）

17．将平面上每点都涂上红、蓝两色之一求证：存在一个3个顶点同色的三角形，它的两个内角分别为[image: alt]
 并且这两个角的夹边长为1996．（1996年中国北京市高中数学竞赛）

18．能否将n棱柱的每条棱都涂上3种颜色之一，使得每个面上都有3种不同颜色的棱且每个顶点处都汇聚着颜色各异的棱？试就n＝1995和n＝1996的情形给出解答．（1995年第58届莫斯科数学奥林匹克）

19．一个无限大的正方形区域被划分为无数个小方格，其中有n个小方格被染成黑色，其余的小方格被染成白色．对这个正方形区域作如下操作：考虑每个小方格，如果它和它的相邻上边、右边的小方格中至少有两个是黑色的话，则将这个小方格染成黑色，否则染成白色．证明：经过至多n次操作后，可以将这个正方形区域染成白色．

下面是n＝4的情况，图3.13是最初的图，图3.14是经过一次操作后得到的图形．
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图3.13
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图3.14





20．一条直线上有k个点，对每两点A、B，以AB为直径作圆，每一个圆涂上n种颜色之一．如果每两个相互外切的圆涂色均不相同，所给的k个点不涂色，证明：k≤2n
 ．（1988年加拿大数学奥林匹克）

21．10个人到书店买书，已知：（1）每人买了3种书；（2）任何两人所买的书中，都至少有一种相同．问：购买人数最多的一种书最少有几人购买？


参考答案

第一章　染色问题与染色方法

1．提示：参见本章例3，从分析黑色区域的边界长度入手．

2．分析　我们采用赋值计算方法，如果总体出现矛盾，就可以断定不存在相应的染法．

解　假设存在符合题意的染法，我们如下赋值：对红色格赋值+1，对蓝色格赋值-1；再把棋盘划分成4个999×999正方形棋盘，如图，把各个小正方形中各数之和分别记作P1
 ，P2
 ，P3
 ，P4
 ，由整数的性质，得Pi
 ≠0（i＝1，2，3，4）．

由染色对称性，得P1
 ＋P3
 ＝0，P2
 ＋P4
 ＝0；

再由染色条件，得P1
 ＋P4
 ＝0，P2
 ＋P3
 ＝0，P1
 ＋P2
 ＝0，P3
 ＋P4
 ＝0．

∴　2P1
 ＝2P1
 ＋（P3
 ＋P4
 ）＝（P1
 ＋P3
 ）＋（P1
 ＋P4
 ）＝0，这与P1
 ≠0矛盾．

故　不存在符合题意的染法．

[image: alt]


3．解　应用极端性原理，从最简单情况入手．

（1）若某种颜色的点只有一个，不妨设红点恰有一个，记作R，则绿蓝两色点将交替出现，我们按如图1的方式作剖分，即满足题意．
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图1
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图2
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图3





（2）若每种颜色的点至少两个，由于相邻两个顶点都异色，则必有某三个连续点k，k＋1，k＋2恰染三色．

事实上，任取相邻二点，不妨设为一红一蓝，若这个论断不成立，则多边形的顶点只能是红、蓝交替染色，这与有顶点染为绿色相矛盾．

设连续三顶点A1
 、A2
 、A3
 恰染三色，则先割下△A1
 A2
 A3
 ，那么余下的较小的多边形A1
 A3
 A4
 …An
 至少是三边形．

情形一、如果n＝4，则剩下一个三角形△A1
 A3
 A4
 ，这是原多边形的三个相邻顶点，按题意，应该三顶点异色，因此按图2剖分即可．

情形二、n≥5，割下一个△A1
 A2
 A3
 ，减少一个顶点A2
 ，不妨设A2
 染的是绿色G，再细分以下两种情况．

①剩下的n－1边形的顶点都没有染绿色G，则各顶点只能是按红、蓝交替染色，我们可按如图3给出剖分．

②剩下的n－1边形的顶点依然三色俱全，若有一种颜色的顶点只有一个，则由n－1≥4以及（1）之结论成立．

③剩下的n－1边形的顶点依然三色俱全，且每种颜色的顶点至少有2个，由n－1≥4以及上述结论，在这个较小的多边形A1
 A3
 A4
 …An
 中也存在相邻三个顶点含有三种颜色，再如上把这三个顶点组成的三角形割下，使得剩下的多边形越来越小，按极端性原理，最后必剩下这样一个多边形，其中含某种颜色的顶点至多有一个，从而转化为（1）．

综上所述，命题得证．

4．解法一　按分步计数的原理，分两步计算．

第一步，如图4，先染顶点S，共有5种方法；
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图4
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图5





第二步，再染底面上的四个顶点A、B、C、D，分两类：

第一类，A、C同色，共有4×32
 种染法；第二类，A、C异色，共有[image: alt]
 种染法．

由加法原理，底面上四个顶点的染色方法共有[image: alt]
 种．

最后，由乘法原理，符合题意的染色方案共有
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答：不同的染色方案共有420种．

解法二　按分类计数的原理，根据实际使用颜色种数分三类计算．

第一类，恰好使用三种颜色，先选三种颜色，共有[image: alt]
 种选法；从选定的三种颜色中任选一种给顶点S染色，共有[image: alt]
 种方法；再用剩下的两种颜色给底面上的四个顶点染色，只能是A，C同色，B，D同色，共有[image: alt]
 种，所以，这一类的染色方案总数为

[image: alt]


第二类，若恰好使用四种颜色，先选四种颜色，共有[image: alt]
 种选法；从选定的四种颜色中任选一种给顶点S染色，共有[image: alt]
 种方法；再用剩下的三种颜色给底面上的四个顶点染色，必有一组相对顶点同色，另一组相对顶点异色．其中，A、C同色而B、D异色的染法共有[image: alt]
 种．所以，这一类的染色方案总数为

[image: alt]


第三类，如果恰好使用五种颜色，先从五种颜色中任选一种给顶点S染色，共有[image: alt]
 种；再用剩下的四种颜色给底面上的四个顶点染色，应该是四种颜色全用上，共有[image: alt]
 种颜色．所以，这一类的染色方案共有

[image: alt]


综上所述，不同的染色方案，共有

60＋240＋120＝420（种）．

5．解　记n个扇形为S1
 ，S2
 ，…，Sn
 ，共有an
 种染色方法，则a2
 ＝r（r－1）；补充定义a1
 ＝0．

∵　an
 ＋an－1
 ＝r·（r－1）n－1
 （n≥2），
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an
 ＝（r－1）n
 ＋（-1）n
 ·（r－1）（n∈N*
 ）．

6．证明　假设命题不成立，则红蓝两种颜色都不具备题目所述的性质，即存在正整数k1
 ，k2
 ，使得红点中只有有限多个点的坐标是k1
 的倍数，蓝点中只有有限多个点的坐标是k2
 的倍数．

∴　数轴上只存在有限多个点是k1
 k2
 的倍数，这不可能．

故　命题得证．

7．证明　首先，我们来计算M中包含10项等差数列的个数．

公差为1的等差数列共有1978个；公差为2的等差数列共有1969个；公差为3的等差数列共有1960个；…；公差为220的等差数列共有7个．所以，10项等差数列的总数为

1978＋1969＋1960＋…＋7＝218350

∴　有10项等差数列的染色方法的种数不多于218350×4×41977
 ＜41987
 ，

又　所有不同的染色方法种数为41987
 ，

∴　必有一种染色方法满足题目要求．

8．证明　因为每次将一个奇异点改涂为另一种颜色时，端点异色的线段的条数至少减少1，而端点异色的线段只有有限条，所以，改涂颜色只能进行有限次必然停止，这时当然不再有奇异点啦．

9．证明　考察一条水平网格线ι上的结点的涂色情况．

如果直线ι上任何相邻3个结点都只有两种颜色，则ι上的所有点也只有两种颜色，从而直线ι即为所求．

如果直线ι上有3个相邻顶点颜色互不相同，分别记为a，b，c．

∵　每个小方格的4个顶点涂上互不相同的颜色，

∴　如右图，在三条直线上，b上方的结点只能是第4种颜色d；这样一来，a上方只能是c，c上方只能是a；类似地，c，d，a上方分别是a，b，c．
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图6





以此类推，三条直网格线上的结点只有两种不同的颜色．

故　命题得证．

10．证法一　将球面的红色区域关于球心作对称，因原有红色区域的面积为12％，故映射之后的红色部分的面积不超过24％，从而球面上还有白色区域，而且与这一区域关于球心对称的部分也是白色的．

[image: alt]


∴　在白色区域中可取某正方形的4个顶点，并取这4个点关于球心的4个对称点，则这8个点都是白点且为长方体的8个顶点．

证法二　过球心作三个互相垂直的平面，并将球面上红色部分分别关于3个平面作对称，则在所得的球面上，红色部分的面积不超过23
 ×12％＝96％；因而，可在3个平面之外的球面上取得1个白点，于是这个白点在3次对称映射中共有7个象点，这8个点全是白的，并且是一个正方体的8个顶点．

11．证明　在每个结点都写上0，1，2三个数字之一，使得每个小正三角形的3个顶点上的数字都是0，1，2各一个（如右图7）．这时，原六边形的6个顶点中，3个标有0，另外3个标有1，而且网格图中标出的所有数之和除以3余2．

对于网格图中的任一正三角形，若两个顶点标数相同，则第三个顶点也标有同一数字．否则，三个顶点所标数字各不相同，矛盾．由此可见，三个顶点所标数字之和是3的倍数．因此，当只剩下一个顶点没有涂色时，它所标的数字一定是2，当然不是原六边形的顶点．
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图7





12．解　如果在m×n方格表的某一行（或列）中白格占大多数，则称这一行（或列）是白的；在相反情况下，则称之为黑的．

设p，q分别是白行和黑行的数目，r，s分别是白列与黑列的数目则p＋q＝m，r＋s＝n，不妨设p≤q．

如果在每行每列中其他颜色的方格不到[image: alt]
 我们把这种方格称为“反色格”；则无论是按行计算还是按列计算，反色格的总数都小于[image: alt]


∵　p个白行与s个黑列相交得ps个方格，都是所在行的反色格，或者是所在列的反色格；q个黑行与r个白列相交得qr个方格，也是这样，并且两者必居其一．

[image: alt]
 即2ps＋2qr＜（p＋q）（r＋s）．

由p≤q，得r≤s．

∴　白格总数小于

[image: alt]
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 矛盾！

故　所要求的涂色方法是不能实现的．

13．解　将第一行的n个结点中的每个点都涂上红、蓝两色之一，共有2n
 种不同的涂色方案，以下分两种情形分别计数．

（1）第一行中任何两个相邻结点都异色，即按照红、蓝相间涂色，则有两种不同的涂色方案；这时，第二行结点也必是红、蓝相间地涂色，也是共有两种不同的涂色方案；依此类推，每行结点都是只有红、蓝相间的两种不同的涂色方案．由分步计数的原理，整个方格表共有2n
 种不同的涂色方案．

（2）第一行结点中有两个相邻结点同色，共2n
 －2种不同的涂色方案．

因为如果第一行某相邻两结点同色，则这两列的结点涂色方法唯一确定，并且上下相邻结点异色；由（1）可知，从后一列向右各列结点染法唯一确定，从前一列向左各列结点涂色方法也唯一确定；从而整个表格中所有结点涂色方法唯一确定，但第一行的结点共有2n
 －2种涂色方法，所以，根据分步计数的原理，这种不同涂色方案的种数为2n
 －2种．

综上所述，根据分步计数的原理，满足题目要求的结点的不同涂色方案共有2n＋1
 －2种．

第二章　染色分类，探究解法

1．证明　首先，不管红点和蓝点，这些点中凡处于两个相邻方格中的点间都连一条线段．则每个角格（共4个角格）中的点引出2条线段，每个边格中的点引出3条线段．我们来证明一个等价的命题．

命题　从所有红点引出的线段条数与从所有蓝点引出的线段条数相等．

（1）如果4个角格点都是红点，这是容易算出，边格点中共有200个蓝点和192个红点，从而内点中红点数目比蓝点数目多4个．因为每个内格点引出4条线段，所以，这种情形下红点引出的所有线段条数与蓝点引出的所有线段条数相等．

（2）如果4个角格点中有3个红点，这时，边格点中有198个蓝点和194个红点，内格点中红点数目比蓝点数目多2个，同（1）可知，此时命题也成立．

（3）如果4个角格点中红、蓝两色点各2个，则边格点中红、蓝两色点的数目也相等，内格点数目也对应相等，这时，命题成立．

（4）当4个角格点中至多有1个红点时，至少有3个蓝点，从而按对称性，由（1）、（2）可知，此时命题也成立．

综上所述，命题成立．将端点异色的线段擦去，则对红点数目和蓝点数目而言，擦去的线段条数相等，从而留下的线段条数仍相等．所以，红色线段条数与蓝色线段条数相等．

2．证法一　将6种颜色用1、2、3、4、5、6编号，并设这个工厂生产的双色布之一为“56”（下文简记为56）色．如果该工厂还生产｛12，34｝或｛13，24｝，则结论成立．

否则，不妨设该工厂不生产12和13两种布．

∵　每种颜色的纱要与其他三种颜色的纱搭配，

∴　该工厂必生产14、15、16三种布．

若该工厂生产双色布23，则｛14，23，56｝这三种不满足条件；否则，该工厂不生产双色布23，再因为该工厂也不生产双色布12，所以必定生产双色布24，25，26；又该工厂不生产双色布13，必生产34，35，36．从而三种双色布｛14，25，36｝满足要求．

证法二　用6个点A1
 ，A2
 ，…，A6
 分别代表6种不同的颜色，并且两种不同的颜色搭配生产一种双色布时，就在相应两点间连一条线段．于是得到一个有6个顶点的图，其中每个顶点的度数都不小于3，即每点至少引出3条边．这样，问题就化为证明图中存在3条线段，它们两两之间没有公共端点．

设A1
 A2
 是一条边，以内每点至少引出3条边，故在以A3
 ，A4
 ，A5
 ，A6
 为顶点的子图中，每点至少引出一条边，不妨设A3
 A4
 为其中一条边．

考察顶点A5
 、A6
 ，每点的度数都不小于3．若存在边A5
 A6
 ，则｛A1
 A2
 ，A3
 A4
 ，A5
 A6
 ｝表示的三种布即为所求．若不存在边A5
 A6
 ，则A5
 、A6
 每点至少都向A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 四点各引3条线，从而A5
 、A6
 都至少与A1
 A2
 ，A3
 A4
 之一构成三角形．

（1）若两个三角形有一条公共边，不妨设为△A5
 A1
 A2
 ，△A6
 A1
 A2
 ，这时｛A1
 A5
 ，A2
 A6
 ，A3
 A4
 ｝即为所求．

（2）若两个三角形没有公共边，不妨设为△A5
 A1
 A2
 ，△A6
 A3
 A4
 ，这时成为二部图K3，3
 ，可取两个三角形之间的一条连线A4
 A5
 ，则｛A5
 A4
 ，A1
 A2
 ，A3
 A6
 ｝即为所求．

3．证明　先将排在一条直线上的361个棋子编号，依次为x1
 ，x2
 ，…，x361
 ，其中xi
 表示黑子或白子在第i个位置．

考察下面两组数对：

第一组：（x1
 ，x180
 ），（x2
 ，x181
 ），（x3
 ，x182
 ），…，（x181
 ，x360
 ），（x182
 ，x361
 ），共182对，其中每一对两个棋子之间恰有178个棋子．

第二组：（x183
 ，x1
 ），（x184
 ，x2
 ），…，（x360
 ，x178
 ），（x361
 ，x179
 ），共179对，其中每一对两个棋子之间恰有181个棋子．

由于x1
 ，x2
 ，…，x361
 中表示黑子的有181个，所以第一组和第二组中共有181×2＝362个黑子，而两组中共有182＋179＝361对，由抽屉原理，在第一组或第二组中必有一对全是黑子．

若第一组中有同黑的一对棋子，则这两个黑子中间恰有178个棋子；若第二组中有同黑的一对棋子，则这两个黑子中间恰有181个棋子．

4．解　可以做到．只要将每两个相邻的国境线交点间再连一条“复线”即可，如下图．
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5．证明　过5个颜色互不相同的点中的每两点作一条直线，共得10条直线．如果10条直线中有1条上面至少涂有3种不同的颜色，则结论成立．

如果10条直线中的每条都恰涂有两种不同的颜色，作一个平面P，使它与10条直线中的任何一条都不平行．于是，平面P与10条直线的10个交点中至少有4种不同的颜色．取定4个颜色互不相同的点A、B、C、D，若其中有3点共线，或过4点中某两点的直线涂有3种不同的颜色，则这条直线即为所求；否则，3对直线｛AB，CD｝、｛AD，BC｝、｛AC，BD｝中至少有1对直线相交，则易证相交的两条直线上都涂有3种不同的直线．

过这条涂有3种不同颜色的直线以及涂有第4种颜色的点作一个平面即为所求的平面．

6．证明　∵　每行共有27
 ＝128种不同的排列方法，

∴　必有两行（记作A行、B行）的墨水瓶排法完全相同．

对剩下的128行，作如下分析：

（1）若这128行中任意两行颜色排列次序不同，则必有一C行与上述A、B两行颜色的排法完全相同．这样就有了三行完全相同．

（2）若这128行有两行颜色排列次序相同，记为C行、D行，这样就有两个行组，A行和B行为一组，C行和D行为一组每组两行中颜色的排列次序完全相同．

7．解　（1）若染色的小方格数不超过4，则可适当地划去两行与两列，把染色的小方格都划去．

若染色的小方格数目为5，则由抽屉原理，必有一行至少有2个小方格染色，划掉这一行，剩下的染色的小方格数不超过3，再划去一行两列可把染色的小方格全部划去．

若染色的小方格数目为6，则必有一行至少有3个染色的小方格，或者有2行至少各有2个染色的小方格，故适当划去两行至少可以划去4个染色的小方格，剩下的小方格数目不超过2，再划去两列就可以把染色的小方格全部划去．

∴　染色的小方格数目不少于7．

构造：如图8所示把4×4方格纸中的7个小方格染色，则无论怎样划去两行和两列，都不能把染色小方格全部划去．

故　至少要染7个小方格．
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图8
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图9





（2）若染色的小方格数目不超过4，则适当划去两行与两列，必可将染色小方格全划去．

构造：如图9，把方格表的主对角线上5个小方格染色，则任意划去两行与两列都不能把染色格全部划去．

故　至少要染5个小方格．

8．证明　（1）涂色15条线段时，每条边和每条对角线都涂了色．顶点A1
 共引出5条线段，其中必有3条同色．不妨设A1
 A2
 ，A1
 A3
 ，A1
 A4
 都涂红色．考察线段A2
 A3
 ，A2
 A4
 ，A3
 A4
 ，如果其中有1条染红色，不妨设为A2
 A3
 ，则△A1
 A2
 A3
 是红色三角形，如图10；如果3条线段都是蓝色，则△A2
 A3
 A4
 是蓝色三角形，如图11．故总存在单色三角形
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图10
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图11
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图12





不妨设△A1
 A2
 A3
 是一个红色三角形．如果△A4
 A5
 A6
 是单色三角形，则图中有两个单色三角形．否则，它必有一条蓝边，不妨设为A4
 A5
 ；再分别考察线段组｛A4
 A1
 ，A4
 A2
 ，A4
 A3
 ｝和｛A5
 A1
 ，A5
 A2
 ，A5
 A3
 ｝，若其中一组中有两条红线，则又得到一个红色三角形，记图中有两个单色三角形，如图12．否则，两组中都至少有两条蓝线，则至少有4条以A4
 ，A5
 为端点的蓝线段的另一端点都属于｛A1
 ，A2
 ，A3
 ｝，从而总有从A4
 、A5
 引出的各1条蓝线段的另一端点是公共的，不妨设为A2
 ，则得到一个蓝色△A2
 A4
 A5
 ，如图13．
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图13
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图14





综上所述，图中总有两个同色三角形．

（2）如图14所示，有7条红线和7条蓝线，但没有单色三角形，其中对角线A1
 A4
 未涂色．

9．证法一　因为二色K6
 中存在2个单色三角形，所以在二染色K7
 中必存在两个单色三角形．

设△ABC是一个单色三角形，考察除点A以外的其余6点为顶点的二染色完全子图，则其中至少有两个单色三角形，连同△ABC便得到二色K7
 中有3个单色三角形．3个三角形共9个顶点，由抽屉原理，7点中必有1个点至少是两个单色三角形的公共顶点，将这个公共顶点去掉后，以其他6点为顶点的二色K6
 中至少有2个单色三角形，从而在二色K7
 中至少有4个单色三角形．

证法二　图中的7个顶点共可组成7个不同的六点组．以每组的6个顶点为顶点的二色完全子图K6
 中至少有两个单色三角形．7个K6
 中至少有14个单色三角形（包括重复计数）．

设二色K7
 中共有x个单色三角形．

∵　K7
 中每个单色三角形恰属于[image: alt]
 个不同的K6
 ，

∴　4x≥14，x≥4．

故　二色K7
 至少含有4个不同的单色三角形．

证法三　我们知道每个异色三角形或者有2条红边和1条蓝边，或者有1条红边和2条蓝边．我们称由某顶点发出的1条红边和1条蓝边所成的角为异色角，则每个异色三角形中恰有两个异色角．

设图中7个顶点为A1
 ，A2
 ，…，A7
 ，由顶点Ai
 引出的红线和蓝线条数分别为ri
 和6－ri
 （i＝1，2，…，7）．则以Ai
 为顶点的异色角的数目为ri
 （6－ri
 ），所以二色K7
 中异色角的总数为[image: alt]
 异色三角形总数为
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故　二色K7
 中至多有31个异色三角形．

∵　二色K7
 中共有[image: alt]
 个三角形，

∴　二色K7
 中单色三角形的数目至少是4个．

10．证明　在K8
 中，每点连有7条边．若顶点A引出6条蓝边，则在以6条边的另外端点为顶点的K6
 中，或者有红色三角形，或者有蓝色三角形，后者导致蓝K4
 ，这些与已知条件矛盾．故题设二色K8
 中的每个顶点至少引出2条红边，从而二色K8
 中至少有8条红边．

另一方面，若顶点B引出4条红边，则在以它们的另外4个顶点为顶点的红蓝二色K4
 中，或者有1条红边，从而导致红K3
 ，否则就是一个蓝K4
 ，这与已知矛盾．故题设二色K8
 中的每个顶点至多引出3条红边，从而二色K8
 中至多有12条红边．

（1）若K8
 中恰有8条红边，则每点恰引出两条红边，从而8条红边必构成一个或两个圈．因为每点至多引出3条红边，故当有两个圈时，顶点互不相同；又因图中没有红色三角形，故当有两个圈时，必然个有4条边．

当8条红边构成一个圈A1
 A2
 …A8
 时，A1
 A3
 A5
 A7
 是一个蓝K4
 ；当8条红边组成两个圈A1
 A2
 A3
 A4
 和A5
 A6
 A7
 A8
 时，A1
 A3
 A5
 A7
 也是一个蓝K4
 ，矛盾！

故　题中红蓝二色K8
 中至少有9条红边．

（2）设红蓝二色K8
 中恰有9条红边．由于其中没有红色三角形，且每点至多引出3条红边，至少引出2条红边，故8个顶点中恰有个顶点各引出3条红边，其余6点各引出2条红边．所以，这个红蓝二色K8
 结构只能如图15和图16：其中图15中的虚线表示可将边A2
 A7
 去掉而代之以A2
 A6
 （图中我们只画出了红线），容易看出图15和图16中都有蓝K4
 ：A1
 A3
 A5
 A7
 ．
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图15
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图16
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图17
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图18





∴　这个红蓝二色K8
 中至少有10条红线．

构造：图17和18中都既无红K3
 ，也没有蓝K4
 ，图17中共有10条红边，图18中共有12条红边．

综上所述，题设红蓝二色K8
 中最少有10条红边，最多有12条红边．

11．证明　因为从一点引出的8条直线被染成红色或蓝色两种颜色，则至少有4条直线同色．

（1）如果有一点A连出4条蓝色直线Ax1
 ，Ax2
 ，Ax3
 ，Ax4
 ，由于没有3条边都是蓝色的三角形，则6条直线x1
 x2
 ，x1
 x3
 ，x1
 x4
 ，x2
 x3
 ，x2
 x4
 ，x3
 x4
 都是红色的，即4点x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 满足要求．

（2）如果有一点至少引出5条红色直线，则不可能每一点都恰好连出5条直线，否则这9个点连出[image: alt]
 条红线，矛盾！

∴　存在一点B至少连出6条红线，记为By1
 ，By2
 ，…，By6
 ．

再考虑从点y1
 出发的5条直线y1
 y2
 ，y1
 y3
 ，…，y1
 y6
 ，由抽屉原理，至少有3条直线同色，不妨设为y1
 y2
 ，y1
 y3
 ，y1
 y4
 ．

如果这3条直线都是蓝色的，那么4点B，y2
 ，y3
 ，y4
 中每两点的连线都是红色的，这4点满足要求．

如果这3条直线都是红色的，考虑△y2
 y3
 y4
 三边中至少有一条是红色的，不妨设y2
 y3
 是红色的，则4点B，y1
 ，y2
 ，y3
 中每两点的连线都是红色的，从而4点B，y1
 ，y2
 ，y3
 满足要求．

12．解　将9点依次记为A1
 ，A2
 ，…，A9
 ，并将它们分成5组：｛A1
 ｝，｛A2
 ，A3
 ｝，｛A4
 ，A5
 ｝，｛A6
 ，A7
 ｝与｛A8
 ，A9
 ｝．若两点分属于相邻两组（第一组和最后一组也相邻），则它们之间连一条蓝线；若两点分别属于不相邻的两组，则在它们之间连一条红线；若两点属于同一组，则在它们之间不连线．如图19．则图中共有32条线，但没有各边同色的单色三角形．

故　所求最小值n≥33．

另一方面，当这9个点间连有33条线段且每条线段都染有红蓝两色之一时，因为9个点的完全图K9
 共有36条边，故知这图中只少3条边．所以，我们可以从9个点中选取3点，使所少的3条边中每边都至少有一个端点是所选的点之一．这样一来，除这3点之外的其余6点为顶点的子图是一个二色K6
 ，从而其中必有单色三角形．

综上所述，所求最小值n＝33．
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图19





13．解　当m＝1时，n＝6．

当m＝2时，求最小的正整数n．

构图：如图20所示的红蓝二染色K7
 （为清楚起见，只画出蓝线）中，没有红色三角形，而10个蓝色三角形都在下面的蓝K5
 中，因此，任何两个单色三角形都有公共顶点．

故　此时，最小的正整数n≥8．
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图20
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图21





对任意的一个红蓝二色K8
 ，不妨设△A1
 A2
 A3
 是其中的蓝色三角形．另外5个顶点构成一个红蓝二色K5
 ，记其顶点为B1
 ，B2
 ，B3
 ，B4
 ，B5
 ．若这个K5
 中还有单色三角形，则就存在两个单色三角形无公共顶点．否则，二色K5
 可分解为一红一蓝两个各有5条边的圈（如图2）．此外在以Ai
 ，B1
 ，B2
 ，B3
 ，B4
 ，B5
 为顶点的红蓝二色K6
 中，必有两个以Ai
 为公共顶点的单色三角形（i＝1，2，3），这3个K6
 中共有6个单色三角形．

（1）设这6个单色三角形中只有1个红色三角形，不妨设为△A1
 B1
 B4
 ．考察以A2
 、A3
 、B2
 、B3
 、B5
 为顶点的红蓝二色K5
 ．如果其中有单色三角形，则与△A1
 B1
 B4
 边是满足要求的一对．否则，这个红蓝二色K5
 中每个顶点都引出两条红边和两条蓝边，但B5
 B2
 、B5
 B3
 已为红边，故B5
 A2
 、B5
 A3
 应为蓝边，这导致△B5
 A2
 A3
 为蓝色三角形，矛盾！

（2）设6个单色三角形都是蓝色的，于是每个红蓝二色K6
 中的两个蓝色三角形都有1条公共边．设第1个K6
 中的两个蓝三角形是△A1
 B1
 B2
 和△A1
 B2
 B3
 ，即B2
 是两个蓝色三角形的公共顶点．如果后两个K6
 中的蓝色三角形对中之一不以B2
 为公共点，则必存在两个无公共顶点的蓝色三角形；如果后两对也都以B2
 为公共顶点，即△A2
 B1
 B2
 、△A2
 B2
 B3
 和△A3
 B1
 B2
 、△A3
 B2
 B3
 均为蓝色三角形．这样，△A1
 B1
 B2
 和△A2
 A3
 B3
 是两个无公共顶点的蓝色三角形．

至此，我们正明了当m＝2时，所求最小正整数n＝8．

假设对m＝k≥2，所求最小正整数n＝3k＋2．当m＝k＋1时，二染色K3k＋5
 中当然存在一个单色三角形．除了这个三角形的3个顶点外，还有3k＋2个顶点．由归纳假设知，以后3k＋2个顶点为顶点的红蓝二色K3k＋2
 中有k个两两没有公共顶点的单色三角形，连同开头的那一个，则存在k＋1个两两没有公共顶点的单色三角形．

另一方面，考虑红蓝二色K3k＋4
 ，像开头一样，取其二顶点A1
 ，A2
 ，并将A1
 A2
 染成蓝色．然后，把以其余顶点为顶点的红蓝二色子图K3k＋2
 的边全部染成蓝色，其余各边全部染成红色．于是，这个红蓝二色K3k＋4
 中没有红色三角形，蓝色三角形全部在子图K3k＋2
 中，故其中任何k＋1个单色三角形中必有两个至少有一个公共顶点，即这个K3k＋4
 中不存在k＋1个两两没有公共顶点的单色三角形．

故　此时，所求最小正整数n＝3k＋5．

由数学归纳法可知，猜想成立．

综上所述，所求最小正整数与m的关系式是：

[image: alt]


14．解　首先，让我们来看如图22所示的红蓝二染色K9
 （为了清晰只画出蓝线），以B1
 ，B2
 ，…，B5
 为顶点的蓝K5
 中有10个蓝色三角形，其中任何两个都至少有1个公共点，图中再无别的蓝色三角形．此外，图中任何一个红色三角形，必定有1条边是A2
 A3
 ，A3
 A4
 ，A4
 A2
 之一，从而任何两个红色三角形也都至少有1个公共点．

故　所求最小正整数n≥10．
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图22
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图23
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图24





现任取一个红蓝二染色K10
 ，我们证明：其中必存在两个没有公共顶点的单色三角形．用反证法：假设结论不成立，即图中不存在两个具有相同颜色的没有公共顶点的单色三角形．

（1）因为在二色K6
 中必存在单色三角形，二色K10
 中当然更是如此，不妨设△A1
 A2
 A3
 是一个单色三角形，于是以A4
 ，A5
 ，…，A10
 为顶点的二色K7
 中存在一个单色三角形，不妨设这个单色三角形是△A4
 A5
 A6
 ．这两个单色三角形没有公共顶点，故必为一红一蓝，不妨设△A1
 A2
 A3
 是红色三角形，△A4
 A5
 A6
 是蓝色三角形．考察这两个三角形的顶点之间的9条连线，由抽屉原理可知，其中必有5条同色线，不妨设为蓝色，这5条线是从A1
 、A2
 、A3
 三点分别引出的，故其中必有一个顶点引出2条蓝线，不妨设为A1
 A4
 、A1
 A5
 ，于是△A1
 A4
 A5
 为蓝色三角形，它与红色△A1
 A2
 A3
 恰有一个公共顶点A1
 ．从而有反证假设，以另外5个顶点为顶点的二色完全子图K5
 （改记其顶点为B1
 ，B2
 ，…，B3
 ）中，没有任何单色三角形，故这个K5
 必可分解为一红一蓝两个圈，并且每个圈恰有5条边．考察以A1
 ，B1
 ，B2
 ，…，B3
 ，B5
 为顶点的红蓝二色完全子图K6
 ，其中必有2个单色三角形，两者当然以A1
 为公共顶点．

（2）设这2个单色三角形同色，不妨设为蓝色，则两者有一条公共边，不妨设这两个蓝色三角形是△A1
 B1
 B5
 、△A1
 B4
 B5
 ，如图2．考察以B2
 、B3
 、B4
 、A4
 、A5
 为顶点的完全子图K5
 ．由反证假设知，其中没有单色三角形，从而它又可分解为一红一蓝两个圈，每个圈有5条边．不妨设A4
 B2
 、A5
 B4
 为蓝边，于是A4
 B3
 、A4
 B4
 、A5
 B2
 为红边．同理，以B1
 、B2
 、B3
 、A4
 、A5
 为顶点的完全子图K5
 也可分解为一红一蓝两个圈，每个圈有5条边．因而顶点B3
 恰在此K5
 中引2条红线，这与上面已证B3
 B1
 、B3
 A4
 、B3
 A5
 都是红边矛盾！

（3）由（2）知两个单色三角形必为异色，不妨设△A1
 B2
 B3
 为蓝色，△A1
 B1
 B4
 为红色．考察以A4
 、A5
 、B1
 、B4
 、B5
 为顶点的完全子图K5
 ，由反证假设可知，其中没有单色三角形，所以它可以分解为一红一蓝两个各有5条边的圈．不妨设A5
 B1
 、A4
 B4
 为蓝边，A4
 B1
 、A4
 B5
 、A5
 B4
 、A5
 B5
 为红边，如图3．

若A5
 B2
 为红边，则△A5
 B2
 B4
 和△A1
 A2
 A3
 为两个无公共顶点的红色三角形，这与反证假设矛盾！故A5
 B2
 为蓝边．若A4
 B3
 为红边，则△A4
 B3
 B5
 和△A1
 B2
 A5
 为两个无公共顶点的红色三角形，矛盾！故A4
 B3
 为蓝边．这时，△A4
 B3
 B4
 和△A1
 B2
 A5
 为两个无公共顶点的蓝色三角形，此与反证假设矛盾！

∴　我们证明了在任意一个红蓝二色K10
 中，总存在满足题目要求的两个单色三角形．

综上所述，所求的最小正整数n＝10．

15．解　如图25，将8阶完全图K8
 作红蓝二染色（为了清晰，我们只画出了所有的蓝线，没画出的线全是红线），则图中共有8个蓝色三角形，而没有红色三角形，并且任何两个蓝色三角形或有公共边，或无公共顶点．
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图25





故　所求的最小正整数n≥9．

下面证明：红蓝二色K9
 中必有两个单色三角形，两者恰有一个公共顶点．为此，现证明：

引理　在红蓝二色K9
 中，至少有12个不同的单色三角形．

事实上，记K9
 的9个顶点为A1
 ，A2
 ，…，A9
 ，其中自顶点Ai
 引出ri
 条红线和8－ri
 条蓝线，则以Ai
 为顶点的异色角数目为ri
 （8－ri
 ）（i＝1，2，…，9）．我们称从一个顶点引出的一条红线和一条蓝线构成的角为异色角；既有红边又有蓝边的三角形称为异色三角形；每个异色三角形恰有2个异色角．所以，红蓝二染色K9
 中异色三角形个数为

[image: alt]
 “＝”取到的条件是所有ri
 ＝4．

∵　K9
 中三角形总数为[image: alt]


∴　红蓝二色K9
 中同色三角形至少有12个．引理证毕．

回到原题：根据引理，红蓝二色K9
 中至少有12个单色三角形，按重数计算，12个单色三角形共有36个顶点．由抽屉原理可知，图中必有1个顶点是4个单色三角形的公共顶点．若其中任何2个单色三角形都不是恰有1个公共顶点，则两者必有公共边．因而4个单色三角形有1条公共边且4个单色三角形同色，不妨设△A1
 A2
 A3
 ，△A1
 A2
 A4
 ，△A1
 A2
 A5
 ，△A1
 A2
 A6
 都是蓝色三角形．考察以A3
 、A4
 、A5
 、A6
 为顶点的二染色K4
 ．若其中有1条蓝边，不妨设为A3
 A4
 ，则△A1
 A3
 A4
 ，△A1
 A2
 A5
 都是蓝色三角形，并且恰有1个公共顶点A1
 ；若其中全是红边，则红△A3
 A4
 A5
 和蓝△A1
 A2
 A3
 恰有一个公共顶点A3
 ．

∴　任一二染色K9
 中必有两个单色三角形，两者恰有一个公共顶点．

故　所求的最小正整数n＝9．

16．解　如图26所示的10个顶点30条边的简单图，其中红边和蓝边各15条，图中既无单色三角形也无单色四边形．
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图26





故　所求的最小正整数n≥31．

下面证明：当n＝31时，图中必存在单色三角形，或单色四边形．

由抽屉原理可知，二染色简单图中必有16条边同色，所以问题转化为证明：在10个顶点16条边的简单图中，总存在三角形或四边形．

∵　图中16条边有32个端点，

∴　由抽屉原理可知，必有1个顶点至多引出3条线．不妨设顶点A10
 引出3条线，于是除A10
 外的9个顶点间至多共有13条边．13条边有26个端点，再由抽屉原理可知，必有1个顶点至多引出2条线．不妨设A9
 引出2条线，于是以A1
 ，A2
 ，…，A8
 为顶点的子图中有11条边．11条边有22个顶点，由抽屉原理可知必有1个顶点至多引出2条线．不妨设A8
 引出2条线，于是以A1
 ，A2
 ，…，A7
 为顶点的子图有9条边．类似地，可设以A1
 ，A2
 ，…，A6
 为顶点的子图有7条边．

考察以A1
 ，A2
 ，…，A6
 为顶点的子图，其中有7条边．这时，图中必有圈，若边数最多的圈有6条边，则第7条边无论连接哪两个顶点，总会形成三角形或四边形；若边数最多的圈有5条边，则另两条边或者都出自圈外的顶点，或至少有1条是五边形的对角线．无论哪种情形都导致三角形或四边形；若边数最多的圈只有4条边，则结论明显成立．

∴　此时，图中必存在单色三角形，或单色四边形．

故　所求的最小正整数n＝31．

17．解　n个点可以构成[image: alt]
 个三角形，除去至少12个同色三角形，至多有[image: alt]
 个异色三角形，故至多有[image: alt]
 个异色角．

∵　从每一点Ai
 可引出n－1条边，设ri
 条红边，n－1－ri
 条蓝边，以Ai
 为顶点的异色角数目为[image: alt]


∴　异色角总数为[image: alt]
 当n为奇数时，取“＝”；从而异色角总数的最大值为[image: alt]


故　当n为奇数时，必有[image: alt]
 解得n≥9．

当n＝8时，过每个点的7条线均染3红4蓝，则有异色三角形数目为

[image: alt]


∴　同色三角形数目为[image: alt]


故　n的最小值是9．

18．证明　先证二色K9
 必有12个单色三角形，不妨设为红蓝二色K9
 ．

∵　K9
 中每个顶点Ai
 引出8条线，设ri
 条红边，8－ri
 条蓝边，以Ai
 为顶点的异色角数目为[image: alt]
 而异色角总数不超过9×16＝144，每个异色三角形含有2个异色角．

∴　异色三角形数目不超过[image: alt]
 同色三角形数目不少于[image: alt]


类似地可以证明：

二色K8
 有8个单色三角形；二色K7
 有4个单色三角形；二色K6
 有2个单色三角形．

再证三色K10
 ：设点A1
 引出的红线全为红色．除去A1
 以及由这点引出的所有边，记由点A2
 ，A3
 ，…，A9
 ，A10
 及其关联的边构成的子图K9
 恰有r条红边，则三色K10
 中至少有r个红色三角形．

情形一：r≥4，则结论成立；

情形二：r＝0，则二色K9
 有12个单色三角形；

情形三：r＝1，不妨设这个K9
 中的唯一的红边是A2
 A3
 ，删除点A2
 及其关联的所有边，则由点A3
 ，A4
 ，…，A9
 ，A10
 及其之间的边构成的子图K8
 中不含红边，从而这个黄蓝二色K8
 中含有8个单色三角形，连同一个红色三角形，共计至少9个单色三角形．

情形四：r＝2，在两条红边上各去掉一个点，共去掉两个点，再去掉与这两个点共连的所有边，不妨设剩下的七个点是A4
 ，A5
 ，…，A9
 ，A10
 ，由这些点及其之间的所有边构成的子图K7
 中仅有黄、蓝两色边，这个二色K7
 中至少有4个单色三角形，连同2个红色三角形，至少得到6个单色三角形．

情形五：r＝3，在三条红边上各去掉一个点以及从这些点引出的所有边，由余下的六个点及其之间的所有边构成一个黄蓝二色K6
 ，至少含有2个单色三角形，再连同3个红色三角形，至少得到4个单色三角形．

综上所述，命题得证．

19．解　先对K25
 的25个顶点集作均匀划分，即分成五个不交的五点组V1
 ，V2
 ，V3
 ，V4
 ，V5
 ．

再做染色：首先对每一组Vi
 （i＝1，2，3，4，5）中的5个点之间的所有边进行a、b二染色，再对任意两组Vi
 ，Vj
 （1≤i＜j≤5）之间的连线进行c，d二染色，这样得到一个四色K25
 中无三边同色的三角形，如图27、图28．
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图27
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图28





20．证明　以一个蓝点A为圆心、[image: alt]
 为半径作一个⊙A．若圆上的点都是蓝点，则存在距离为1的两点．否则，必可取的非蓝点B，使得[image: alt]
 不妨设B为红点，以线段AB为长对角线，作边长为1的菱形ACBD．这时，A、B、C、D四点染有三种不同的颜色．由抽屉原理可知，其中必有两点同色．由于已知长对角线两端点异色，故同色两点的距离必定是1．

作一个正方形，将证明开头所作的⊙A包含在内，并将给定的三染色平面划分成以这个正方体为一个方格的方格纸．则每个方格中都至少可以作一条长度为1且端点同色的线段．在这无穷多条两个端点同色的线段中，端点只有三种不同颜色．于是，由抽屉原理可知，其中必有无穷多条线段，它们的端点全部都同色．

21．证明　对每一种使得从每块草坪连出的所有小路互不同色的染色法s，设s1
 ，s2
 ，…，sm
 是分别被涂成各种颜色的小路的条数，作“偏差函数”：

f（s）＝｜s1
 －n｜＋｜sn
 －n｜＋…＋｜sm
 －n｜．

∵　所有不同的染色方法只有有限多种，

∴　存在一种染色方法s0
 ，使得f（s0
 ）取得最小值．

下面证明：f（s0
 ）＝0，即每种颜色的小路都恰好有n条．

假设f（s0
 ）≠0，则存在编号为i、j的两种颜色，使得si
 ＞n，sj
 ＜n．

将每块草坪视为一个点，而每条小路都是连接其中两点的线段，于是得到一个有mn条边的m染色的图．考察其中涂有i、j两种颜色的边所构成的自图．按照题意，从每个顶点引出的涂有i、j两色的边至多各有1条．所以，这个自图可以分解为若干个圈，或（非封闭的）链，它们之间没有公共顶点，并且在每条圈和链上，两种颜色的边交替排列．这样，每条圈上，涂有i、j两色的边的条数相等，每条链上，两种颜色的边数至多相差1．由于si
 ＞n＞sj
 ，故必存在一条链，其上的i色边比j色边多1条．再将这条链上各边的涂色情形互换，结果j色边比i色边多1条，从而导致f（s）≤f（s0
 ）－2＜f（s0
 ），矛盾！

故　f（s0
 ）＝0．

22．解　将§2.3例3、例8中第（2）小题的有52个红点的13×13方格表中删除3行3列即可得到10×10的方格表．为使得到的方格表中含有最多的红点，应使得删除的3行3列中所含的红点数目最少．

实际上，从§2.3例3、例8图3的13×13的方格表上划去倒数1，2，4这3行和4，7，8这3列，共去掉4×3＋2×3＝18个红点，余下的整合成图29所示的10×10方格表中还有34个红点（注意去掉最后三行不行）．此外，从例图30的13×13方格表上划去最下面的3行及第4列和最后两列，余下的部分整合成图30所示的10×10方格表中也共有34个红点．所以，kmax
 ≥34．（当然，为了得到这一结果，这两个例子（图29、图30）中的一个就可．）
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图29
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图30





另一方面，若一个10×10的方格表中有35个红点满足要求，由抽屉原理知，必有一行中至少有4个红点．不妨设第1行的前4个方格的中心都是红点，并且第1行仅有这4个红点（若还有红点，则论证更容易）．这样，后9行中每一行的前4个方格至多有1个红点．从这个10×10方格表上划去第1行和前4列，在余下的9×6方格表中至少还有22个红点，即有

x1
 ＋x2
 ＋…＋x9
 ≥22（其中xi
 表示9×6方格表中第i行中红点的个数）

所以，“同行红点对”的个数满足

[image: alt]


由于“列对”数目[image: alt]
 根据抽屉原理知，必有不同行的两个“红点对”对应的“列对”相同，即这4个红点是一个边平行于网格线的矩形的4个顶点，矛盾！

综上所述，10×10方格表中红点最多有34个．

23．解　用图论的方法解答．

构图　将每个城市用一个点来表示，按两市之间的交通工具为汽车、火车和飞机的不同，将向相应两点间分别连一条红、黄、蓝线．这样一个图，具有如下性质：

（1）每两点间有1条线，其上涂有红、黄、蓝三色之一；

（2）整个图中3种颜色的边全有；

（3）从每个顶点引出的所有边中，至多有2种不同的颜色；

（4）图中不存在单色三角形，即3边同色的三角形．

将所有顶点可分成3类：非红、非黄、非蓝．非红类顶点表示该顶点引出的边中没有红边，同样理解非黄与非蓝．可能存在这样的顶点，它属于上述三类中的两类．

如果由顶点A引出3条同色线，不妨设为红边AB、AC、AD，则由（4）知，边BC、BD、CD都不是红色的．设BC为蓝边，则顶点B、C都是非黄类顶点，那么BD、CD都只能是蓝边，得到蓝色△BCD，这与（4）矛盾！

∴　从任何一个顶点引出的同色线段至多有2条，由抽屉原理可知，图中至多有5个顶点．

设图中有5个顶点A、B、C、D、E，其中A、B都属于非红类，不妨设AB是蓝边．由（4）知｛AC，BC｝、｛AD，BD｝、｛AE，BE｝这3组边中，每组至少有1条黄边；又由（2）知，C、D、E三点间至少有1条红边，故必有顶点属于非蓝类，不妨设为C．从而AC、BC都是黄边，于是CD、CE都是红边，而AD、AE一蓝一黄．如图31．

若DE为红边，则△CDE为红色三角形，矛盾！

若DE为黄边或蓝边，则导致顶点D或E三种颜色的边全有，矛盾！如图32．

∴　至多有4个城市．

当有4个顶点时，不妨设其为凸四边形的4个顶点．当4边均为红色而两条对角线一黄一蓝时，显然满足题中要求．由此可知，该州最多有4个城市．如图33．
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图31
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图32
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图33





第三章　竞赛试题选讲

1．解　染色方法：当2｜x＋y时，染红色；当x是奇数而y是偶数时，染白色；当x是偶数而y是奇数时，染黑色．

∵　任一直线y＝2n（n∈Z）上都存在红点和白点，任一直线y＝2n＋1（n∈Z）上都存在红点和黑点，

∴　上述染色方法满足（1）．

任取白点W（2k＋1，2ι）、红点R1
 （x，y）和黑点B（2k′，2ι′＋1），其中k，ι，k′，ι′，x，y∈Z，构造点R2
 （2k＋1＋2k′－x，2ι＋2ι′＋1－y）．

∵　2｜x＋y，

　　（2k＋1＋2k′－x）＋（2ι＋2ι′＋1－y）＝2（k＋ι＋k′＋ι′＋1）－（x＋y）

∴　2｜［（2k＋1＋2k′－x）＋（2ι＋2ι′＋1－y）］，

故　点R2
 （2k＋1＋2k′－x，2ι＋2ι′＋1－y）是红点．

[image: alt]
 且2｜x＋y，

∴　（x－2k－1）（2k′－2k－1）≠（y－2k）（2k′＋1－2ι）（两边奇偶性相反），

故　W、R1
 、B三点不共线．

又　线段WB和R1
 R2
 共中点，即互相平分，

故　WR1
 BR2
 是一个平行四边形．

2．解法一　按分步计数的原理，分两步计算．

第一步，如图34，先染顶点S，共有5种方法；

第二步，再染底面上的四个顶点A，B，C，D，分两类：

第一类，A、C同色，共有4×32
 种染法；第二类，A，C异色，共有[image: alt]
 种染法．

由加法原理，底面上四个顶点的染色方法共有[image: alt]
 种．

最后，由乘法原理，符合题意的染色方案共有

[image: alt]


答：不同的染色方案共有420种．

[image: alt]


图34





解法二　按分类计数的原理，根据实际使用颜色种数分三类计算．

第一类，若恰好使用三种颜色，先选三种颜色，共有[image: alt]
 种选法；从选定的三种颜色中任选一种给顶点S染色，共有[image: alt]
 种方法；再用剩下的两种颜色给底面上的四个顶点染色，只能是A、C同色，B、D同色，共有[image: alt]
 种，所以，这一类的染色方案总数为

[image: alt]


第二类，若恰好使用四种颜色，先选四种颜色，共有[image: alt]
 种选法；从选定的四种颜色中任选一种给顶点S染色，共有[image: alt]
 种方法；再用剩下的三种颜色给底面上的四个顶点染色，必有一组相对顶点同色，另一组相对顶点异色．其中，A、C同色而B、D异色的染法共有[image: alt]
 种．所以，这一类的染色方案总数为

[image: alt]


第三类，如果恰好使用五种颜色，先从五种颜色中任选一种给顶点S染色，共有[image: alt]
 种；再用剩下的四种颜色给底面上的四个顶点染色，应该是四种颜色全用上，共有[image: alt]
 种颜色．所以，这一类的染色方案共有

[image: alt]


综上所述，不同的染色方案，共有

60＋240＋120＝420（种）．

3．解　如下分类计数：

（1）考虑A，C，E种一种植物，共有[image: alt]
 种方法；

（2）考虑A，C，E种二种植物，共有3×4×32
 ×22
 ＝432种方法；

（3）考虑A，C，E种三种植物，共有[image: alt]
 种方法．

由分类计数的原理可知，不同的种植方法总数是

108＋432＋192＝732（种）．

4．证明　（1）由11×12＝（1×6）a＋（1×7）（20－a），得a＝8．

故　先用8张横放的1×6矩形排成一个4×12矩形，12张竖放的1×7矩形排成7×12矩形；再用这两个矩形拼成一个11×12的矩形．

（2）一个11×12的矩形中有132个1×1小方格．

∵　126＝7×18＜132＜7×19＝133，

∴　如果用19张1×6或1×7的矩形，能把11×12的矩形棋盘完全覆盖，则只可能用18张1×7的矩形和1张1×6的矩形．

染色：用黑、白两色对11×12矩形的小方格染色，使得任意两个黑色小方格都无法被1张1×7的矩形盖住（一个1×6的矩形更盖不住了）；如图35给出了一种染色方式，其中共有20个黑格．
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图35





∵　用18张1×7的矩形只能盖住其中18个黑格，剩下2个黑格无法用1张1×6的矩形盖住，

∴　用19张1×6或1×7的矩形，不可能把11×12的矩形棋盘完全覆盖．

5．证明　我们来证明一个更强的结论．

引理　两个整数x、y同色，当且仅当100｜（x－y）．

将100种颜色从1到100编号，将整数x染上的颜色号记作f（x），则得到一个映射

f：Z→｛1，2，…，100｝，x｜→f（x）．

取定整数a＜-1990－1002
 －1，并使在［a＋1002
 ，+∞）中，100种颜色都出现．则

∵　a，a＋1，…，a＋1002
 ＜-1990，

∴　对任一整数n，由于数对（a＋i，a＋i＋n）的涂色方式共有1002
 种，故由抽屉原理知，必有0≤i1
 ＜i2
 ≤1002
 ，使得

f（a＋i1
 ）＝f（a＋i2
 ），f（a＋i1
 ＋n）＝f（a＋i2
 ＋n）．

令d＝i2
 －i1
 ，结合已知条件知，当x∈［a＋i1
 ，a＋i1
 ＋n］时，f（d＋x）＝f（x）．

∵　n有无穷多种取法，而d∈［0，1002
 ］，

∴　由抽屉原理，必有无穷多个n，对应于同一个d，所以，有

f（d＋x）＝f（x），x≥a＋1002
 ，即当x≥a＋1002
 时，f（x）是周期函数．

根据a的选法，当x≥a＋1002
 时，100种颜色全都用到，故d≥100．

如果d＞100，考察a＋1002
 ，a＋1002
 ＋1，…，a＋1002
 ＋100这101个数，由抽屉原理知，其中必有两个数同色，即有0≤j＜k≤100，使得f（a＋1002
 ＋j）＝f（a＋1002
 ＋k）；于是，根据f（x）的周期性，得

f（a＋1002
 ＋j＋id）＝f（a＋1002
 ＋k＋id）（i＝0，1，2，…）．

故　k－j≤100也是f（x）的周期．

∵　100种颜色都用到，

∴　k－j＝100，即当x≥a＋1002
 时，f（x＋100）＝f（x）．

∵　1990－（-1990）＝3980不是100的倍数，

∴　由引理，得f（1990）≠f（-1990）．

6．证明　若任何两个相距为1的点都同色，则结论成立．

以下设A、B异色，并考察与A、B两点的距离都为2的点C，则点C与A、B之一异色，不妨设C、A异色．记线段AC中点为D，并设点D与点A同色．分别以A、D为圆心，以1为半径作圆并记两圆的交点为E、F，则△EAD、△FAD都是边长为1的正三角形，如图36．

若△EAD、△FAD两者之一的3个顶点同色，则结论成立．

若△EAD、△FAD两者的3个顶点都不同色，则点E、F均与点A异色，所以点E、F、C三点同色．

∵　△CEF是一个正三角形，且边长为[image: alt]


∴　命题成立．
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图36





7．证法一　设Ai
 是第1个红点，现将Ai
 改涂成蓝色．

（1）若Ai＋1
 为红点，则由于Ai
 颜色的改变，使得线段Ai－1
 Ai
 的两端点由异色变成同色，而Ai
 Ai＋1
 的两个端点由同色变成异色．可见，端点异色的线段总条数不变．

（2）若Ai＋1
 为蓝点，则随着点Ai
 颜色的改变，使得线段Ai－1
 Ai
 和Ai
 Ai＋1
 的两端点均由异色变成同色，即端点异色的线段总条数减少2．

结合（1）与（2）可知，上述操作使得端点异色的小线段条数奇偶性不变．

经过若干次上述操作之后，将会使所有分点都变成蓝色，这时，端点异色的线段条数为零，当然为偶数．

故　原来端点异色的小线段的总条数也是偶数．

证法二　应用第二数学归纳法．

当n＝1时，没有分点，而只有两个蓝色的端点，端点异色的线段条数为零，结论成立．

假设当n＜k时命题成立，则当n＝k时

（1）若A1
 ，A2
 ，…，Ak－1
 均为红点，则端点异色的小线段只有2条：A0
 A1
 、Ak－1
 Ak
 ，结论成立；

（2）若A1
 ，A2
 ，…，Ak－1
 有蓝点Ai
 ，则由归纳假设知，线段A0
 Ai
 中端点异色的小线段条数为偶数，Ai
 Ak
 中端点异色的小线段条数也为偶数，从而线段A0
 Ak
 中的端点异色的小线段条数也为偶数．

故　n＝k时结论成立．命题得证．

证法三　应用第一数学归纳法．

当n＝1时，没有分点，而只有两个蓝色的端点，端点异色的线段条数为零，结论成立．

假设当n＝k时命题成立，则当n＝k＋1时

（1）若分点及端点中有相邻两点同色，则把两点中去掉1点，这时端点异色的线段条数不变，由数学归纳法知命题成立．

（2）若分点和端点中任何相邻两点都不同色，则线段上的点都是蓝、红交替出现排列的．所以每条小线段的两个端点都异色．又两端点都是蓝色，故分点总数为奇数，从而小线段总数为偶数．

由数学归纳法知，命题成立．

证法四　将线段A0
 An
 上的蓝点标上数+1，红点标上数-1，并用两端点标数之积来标志每条小线段，则端点异色的小线段标有-1，端点同色的小线段标有+1．将n条小线段所标之数连乘，则乘积中除A0
 、An
 两点所标数各出现1次外，其余各点所标的数均出现2次．所以，乘积为+1．

故　端点异色的小线段，即对应于-1的小线段，总条数为偶数．

8．证法一　由抽屉原理可知，13个顶点中必有7个顶点同色．在13个顶点中，互不相邻的顶点组中至多有6个顶点，故7个同色顶点中总有两个是相邻的，不妨设A1
 、A2
 都是红点．

考察A3
 ，A8
 ，A13
 这3个顶点，如果其中有1个红点，则与A1
 、A2
 一起构成等腰三角形的3个顶点；如果这3个点全是蓝点，则它们也一起构成一个等腰三角形的3个顶点．

证法二　由抽屉原理可知，13个顶点中必有7个顶点同色，不妨设7个红点，这7个红点之间可以连出21条线，以下称之为红线．

连出正13边形的所有对角线，则边和对角线中共有6种不同的长度．由抽屉原理可知，21条红线中必有4条长度相同．这4条线段共有8个端点，但红顶点只有7个，所以长度相同的4条红线中必有两条有1个公共端点．可见，这两条等长的红线的3个端点即为所求．

9．证明　因为有20个点，涂黄、红两种颜色，所以至少有4点同色．

∵　同一平面上的点中同色的点不会超过3个．

∴　四顶点同色的四面体是存在的，并且这种四面体只有有限多个．

在这些四顶点同色的四面体中，一定有一个体积最小的，那么这个体积最小的四顶点同色的四面体即为所求，即至少有一个侧面内不含有另一种颜色的点．

否则，若这个四面体的各面上都有涂有另一种颜色的点，则以这四点为顶点构成一个体积更小的四面体，这是矛盾的．

故　命题成立．

10．解　以5个红点为顶点的三角形共有[image: alt]
 个，称之为红三角形．

设正九边形的外接圆的周长为9，并用弦所对的弧的长度来表示弦长．以9个顶点为顶点彼此不全等的三角形只有7种，其三边长分别为：（1，1，7），（1，2，6），（2，2，5），（1，3，5），（1，4，4），（2，3，4），（3，3，3）．由抽屉原理可知，至少有3对全等的红三角形．若有不少于3个红三角形两两全等，则由抽屉原理可知，全等的红三角形至少有4对．以下设不同对之间不全等．

设两个红三角形△A1
 A2
 A3
 和△B1
 B2
 B3
 全等，则这两个红三角形至少有1个公共顶点，至多有2个公共顶点．

（1）设两个全等的红三角形恰有1个公共顶点，因为两者内接于同一个圆，故必关于过公共顶点的直径对称．从而另外4个红点为一个等腰梯形的4个顶点，这时至少有4对全等的红三角形．

（2）设两个全等的红三角形有1条公共边．因为它们的顶点都是正九边形的顶点，故这两个三角形的各另一个端点间的连线平行于公共边．于是，又得到一个等腰梯形，其中有两对全等的红三角形．除了这两对之外，至少还有1对全等的红三角形，而由这对出发又可以找到另一对，这一对当然不会和前两对重复，故至少有4对全等的红三角形．

构图：右图所示的5个红点所构成的10个红三角形中，恰有4对全等的红三角形．

故　至少存在4对全等三角形．

[image: alt]


11．证法一　所论的对角线共有20条，每条对角线有两个端点，共40个端点；多边形的每个顶点恰为两条对角线的端点．

设这20条对角线中有k条端点异色，则k条线段恰有k个白端点和k个黑端点．由于多边形共有10个白顶点和10个黑顶点，故这20条对角线共有20个白端点和20个黑端点．去掉上述的黑白端点各k个，余下的20－k个白端点是[image: alt]
 条端点皆白的对角线的端点．余下的20－k个黑端点也与此相同，故知端点皆白的对角线与端点皆黑的对角线条数相等．

证法二　将所论的对角线全都画出来，得到一条有20条边的封闭折线．设想把这条折线拉成一个正20边形．于是问题就化为证明正20边形A1
 A2
 …A20
 的端点皆白的边与端点皆黑的边条数相等．

设10个白顶点分成k组，使每组顶点都相邻且不同组之间都隔有黑顶点，于是黑顶点也恰好分成k组．由每组同色顶点所连出的端点同色的边的条数比顶点数少1，故知共有10－k条端点皆白的边和10－k条端点皆黑的边．

12．解　因为总共只有有限个点，故将红点与蓝点一一配对的方法也只有有限个，即n！个．对每个配对方法p，考虑所得到的n条线段的长度和s（p）．

∵　配对方法有限，“长度和”数目也有限，

∴　存在最小的“长度和”，记这个最小值为s（p）．
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图37





[image: alt]


图38





[image: alt]


图39





假设由p配对法得到的n条两端异色的线段中存在两条线段RB、R′B′相交（其中R、R′表示红色端点，B、B′表示蓝色端点），如图37．现用RB′、R′B替换这两条线段，并且其他线段不变，得到配对方法p′，如图38．

∵　三角形任两边之和大于第三边，如图39，

∴　s（p′）＜s（p），矛盾！

故　由p配对得到的n条线段两两不相交．

13．证明　不妨设周界多边形的顶点都是红色．

取一条与周界多边形没有交点的直线ι，使得ι与给定的2n个点中的任何两点的连线都不平行（有限个不同方向之外必然还存在着别的方向）．再作一条与直线ι垂直的直线作为x轴，垂足记作O，作为原点，如图40．
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图40





将直线ι朝着点集的方向（x轴正方向）移动，并将动直线ι左侧红点个数与蓝点个数之差记作f（x）（x∈R，如图），则f（x）∈Z．

∵　ι不与任何两个给定点的连线互相平行，

∴　f（x）的值每次变化时，都改变±1之一．

直线ι平移过程中，第一次越过的点必为红点，这时f（x1
 ）＝1；当直线ι已经越过2n－1个点时，剩下的点必为一个红点，这时f（x2
 ）＝-1．（注：x1
 ，x2
 ∈R，值不唯一．）

∴　f（x）的值变化过程中，必存在x0
 ∈R，且x1
 ＜x0
 ＜x2
 ，使得f（x0
 ）＝0．

故　过点x0
 作x轴的垂线ι，其左侧的红点个数与蓝点个数相等；再根据已知条件，这条直线右侧的红点数与蓝点数也相等．

14．证明　∵　点数不少于5，并且只染2种颜色，

∴　由抽屉原理可知，至少有3点同色，因此同色三角形不是空集．

由极端性原理，在同色三角形中，存在一个面积最小的三角形．如果这个三角形的每一条边上都有一个另一种颜色的点，那么我们就找到另一个面积更小的同色三角形，矛盾！

15．解　我们用R，B分别表示红蓝两色格．如果在某个1×3矩形中有2个红格，则两个红格或相邻或中间隔着1格（下表）．无论哪种情形，都必导致某个2×3矩形中至多1个红格，这与已知条件矛盾．故每个1×3矩形中恰有1个红格，从而9×11矩形中有33个红格．

[image: alt]


16．解　设小正方体的边长为1，长方体的大小是m×n×k（k≤n≤m）．则涂色的小正方体的个数是（m－1）（n－1）（k－1），根据已知条件，得

mnk＝2（m－1）（n－1）（k-1）　　①

由①可得2＜k＜5，即k∈｛3，4｝．

当k＝3时，由①得

mn－4n－4m＋4＝0，即（m－4）（n－4）＝12，　　②

∴　（m，n，k）＝（5，16，3），（6，10，3），（7，8，3）．

当k＝4时，由①得

mn－3n－3m＋3＝0，即（m－3）（n－3）＝6，　　③

∴　（m，n，k）＝（4，9，4），（5，6，4）．

根据上述五个解，可知，涂了色的小正方体的个数有5个值：60、72、84、90、120．

17．证法一　在二色平面上作一个边长为1996的正七边形A1
 A2
 A3
 A4
 A5
 A6
 A7
 ．由抽屉原理可知，7个顶点中必有4个顶点同色．同色4点中必有2点是相邻顶点，不妨设A1
 、A2
 均为红点．

（1）若点A4
 、A6
 中有一个是红点，不妨设A4
 是红点，则△A1
 A2
 A4
 即为所求．

（2）若A4
 、A6
 都是蓝点，A3
 、A7
 中有一个蓝点，不妨设A3
 为蓝点，则△A3
 A4
 A6
 即为所求；若A3
 、A7
 都是红点，则△A1
 A3
 A7
 即为所求．

综上所述，满足题目要求的三角形总是存在的．

证法二　根据上述证法可知，在二色平面上的一个正七边形的7个顶点中至少有4个顶点同色，并且同色4点中至少有2点是相邻的．不妨设7顶点中至少有4个红点，并且A1
 、A2
 都是红点．

（1）若有4个相邻红点，不妨设为A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 ，则△A1
 A2
 A4
 即为所求．

（2）设有3个相邻红点而且没有4个相邻红点，不妨设A1
 、A2
 、A3
 都是红点，但A4
 、A7
 都是蓝点，这时A5
 、A6
 中至少有一个红点，不妨设A5
 是红点，则△A2
 A3
 A5
 即为所求．

（3）设没有3个相邻红点（由对称性，也不含3个相邻蓝点），则恰有两个相邻的红点，不妨设A1
 、A2
 为红点，于是A3
 、A7
 都是蓝点；这时A4
 、A5
 、A6
 中至少有两个红点，从而A4
 、A6
 中至少有一个红点，不妨设A4
 为红点，则△A1
 A2
 A4
 即为所求．

综上所述，满足题目要求的三角形总是存在的．

18．解　（1）当n＝1995时可以做到．

首先，将上底面的1995条边按1、2、3的次序循环涂色．然后将下底面的诸边涂成与上底对边相同的颜色．这时，每条侧棱的两个端点处的已涂色的两条棱的颜色分别对应相异．因此，只需将这条棱涂上另外一种颜色即可．

（2）当n＝1996时，由于1996不是3的倍数，可以断定无法染成．若不然，则存在满足题中要求的涂色方式．由于下底面中必然3种颜色俱全，所以必有连续3条边分别涂有3种颜色．不妨设第1、2、3号边分别涂有第1、2、3号颜色．因为每个顶点引出的3条棱互相异色，所以，由1、2号边之间的顶点引出的侧棱必涂上第3号颜色，由2、3号边之间的顶点引出的侧棱必涂上1号颜色．从而与下底2号边相对的上底2号边必涂有2号色．由此可知，上底1、3两号边分别涂有1、3两号颜色．又因每个侧面3色俱全，而3号边全为3号色，2与3号边之间的棱为1号色，从而3、4号边之间的棱为2号色．这又导致上下底的4号边都涂1号色．所以，上下底的边只能是1、2、3色循环出现．由于1996不是3的倍数，因此不可能．

19．证明　设为该正方形区域中包含所有黑色方格的最小矩形区域，则其中包括了n个黑色小方格．

用数学归纳法证明．

当n＝1时，结论明显成立．

假设对一切正整数n＜k（k∈N*
 ），结论成立．下面证明n＝k时，结论也成立．

∵　R是最小区域，

∴　它最左边一列和最下边一列都必须包括有黑色方格．

由操作规则可知，任一方格的变换与其相邻左边、下边的方格颜色无关；再由归纳假设可知，任何一个包含r（r＜k）个黑色小方格的矩形区域经过r次操作后都会被染成白色．

∵　去掉R最左边一列，得到的矩形区域R1
 包含的黑色小方格数小于k，

∴　经过k－1次变换后，矩形区域R1
 内的小方格都变成白色．

同理，去掉R最下面一行，得到的矩形区域R2
 经过k－1次变换后，其中的小方格也都变成白色．

对矩形区域R最左边一列和最下面一行，经过k－1次变换后，所得到的图形有以下两种情况：

（1）全部被染成白色，即区域R在经过k－1次变换后被染成白色，结论成立．

（2）只剩左下角一个黑色小方格，其余均染成白色．这时，再进行一次变换，这个黑格也被染成白色．故经过k次变换后，矩形区域R内的小方格都被染成白色．结论仍然成立．

综上所述，n＝k时结论也成立．

由数学归纳法，命题得证．

20．解法一　对每一点A，有一相应集合

SA
 ＝｛过A，并且在A左方的圆所涂的颜色｝

∵　颜色共有n种，

∴　SA
 至多有2n
 种．

如果k＞2n
 ，由抽屉原理，必有两点A、B，使得SA
 ＝SB
 ．

不妨设B在A的左方，考虑以AB为直径的圆C，由SA
 的定义，圆C所涂的颜色在SA
 中，从而也属于SB
 ，必有一个过点B并且在B左方的圆与圆C同色，这两个圆是外切的，与题设两个外切的圆的涂色不同相矛盾．

∴　k≤2n
 ．

证法二　设k＝2n
 ＋1个点为A1
 ，A2
 ，…，Ak
 ．

构造有向图：自点Aj
 向Ai
 （j＞i）引一条弧Aj
 Ai
 ，就形成一个完全竞赛图，图中的弧涂上n种颜色（弧Aj
 Ai
 与以Ai
 Aj
 为直径的圆的颜色相同）．下面证明：

命题：图中存在三点Ai
 、Aj
 、Ak
 （i＜j＜k），使得Ak
 Aj
 与Aj
 Ai
 同色．

用数学归纳法．

当n＝1时，结论明显成立．

假设命题对n－1成立．对于n，将2n
 ＋1个点分为两个集合M1
 、M2
 ，M2
 中每个点均有一条从其他点引向该点的红色的弧，M1
 中的点则不是这样．

（1）card（M2
 ）≥2n－1
 ＋1．

如果在M2
 中有一条红色的弧Aj
 Ai
 ，那么必有指向Aj
 的红弧Ak
 Aj
 （Ak
 不一定在M2
 中），则结论成立；如果在M2
 中没有红色的弧，则由数学归纳假设可知结论成立．

（2）card（M1
 ）≥2n－1
 ＋1．

∵　M1
 中任两点Ai
 、Aj
 （i＜j）之间的弧Aj
 Ai
 都不是红色的，

∴　命题成立．

综上所述，k≤2n
 ．

21．解　设一共卖出m种书，每种书分别x1
 ，x2
 ，…，xm
 人购买，购买人数最多的一种书有x人购买．

染色造表：画一个10×m的表格，当第i个人购买第j种书时，就将位于第i行第j列的小方格中心染红．结合题意，按行统计表中的红点数目，得
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∵　同一列的一个红点对表示两个人购买同一种书，

∴　统计表中同列红点对总数，得
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如果x＝4，则x1
 ＝x2
 ＝…＝xm
 ＝30，从而[image: alt]
 矛盾！

∴　x≥5．

构造例子支持x＝5，不妨令m＝6．
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续表
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故　购买人数最多的书最少有5个人购买．
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